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INTRODUÇAO 

Tendo como objetivo classificar os grupos de Lie C Ç GL(n, IRL cuja ação natural 
sobre IR"', seja transitiva sobre IRn- {O}; vejamos qual é a importância de tais grupos. 

Consideremos o seguinte sistema de equações diferenciais: 

onde Ai é uma matriz real n x n e ui(l) uma função real i= 1, ···,r; estudar se o sistema é 
controlável ou não, pode ser feito de uma maneira indireta, dada a seguinte equivalência: 

"O szstema. ( *) é controlá~Jel se e só se a álqebra de Lú gf!rada. por { ±A1 , ···,±Ar} 
é a álgebm de Lie de um grupo de Lze C Ç GL(n, IR), onde a ação natural de G sobHo 
!Hn é transitiva sobn'- IRn- {O}". 

Esta equivalência, que é a motivação do objetivo deste trabalho, é provada no 
Capítulo I, onde também é feito, em forma direta a classificação dos "gntpos tra:nsitwos 
sobre IR 2 - {O}", fazemos esta exceção para n = 2, pois resultados utilizados na classi

ficação geral dos grupos, exigem n > 2 por considerações topológicas. 

Um trabalho prévio, foi obter os grupos de Lie compactos conexos transitivos sobre 
S"'- 1

, requisito fundamental para achar os grupos transitivos em IRn- {0}. Dito trabalho 

constitui o Capítulo II, no qual foram utilizados propriedades de cohomologia dos "g·r-upos 
compactos conexos clássicos" e do grupo excepcional G2, como também um importante 
teorema que diz: 

1'Se G é um. grupo de Lu>. compacto cone.ro, tra.nsitzvo sobre sn-1 , então G é simples 
ou, G é "essencialmente" o produto direto de um grupo s1.mples G1 com 50(2) ou Sp(l), 
onde GJ é transitivo sobTe sn-l ". 

No Capítulo III, é feita a classificação dos grupos de Lie G Ç GL(n, IR), transitivos 
sobre !Rn- {0}, com a ajuda da classificação obtida no Capítulo II, mais dois teoremas 

mostrados por Boothby em [WJ. Um destes tem sua prova baseada num outro resultado 
mais geral, sobre variedades compactas simplesmente conexas, daí a exigência de con

siderar sn-l com n > 2. Propriedades de g, a álgebra de Lie do grupo G, tais como 

irredutibilidade, redutibilidade e outros conceitos algébricos como semi-simplicidade, rep
resentação (de álgebras, e de grupos), são de grande import.ância, para concluir o trabalho. 



' CAPITULO I 

1. CONTROLABILIDADE. SISTEMAS BILINEARES DE EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS 

Sejam X 1, .. , X k campos de vetores C'XJ numa variedade conexa }vf dim M = n > O 
e rl uma família de funções u ·IR-;. !Rk v.(t) = (u1 (t), ... , uk(t)) satisfazendo algumas 
propriedades convenientes. Neste trabalho, O será o conjunto das funções consLantes 
por partes. Em M consideraremos sistemas de equações diferenciais, determinadas pelos 
dados anteriores como segue: 

( 1) 

onde .rEM. 

Uma soluç.ão da equação (1) é uma curva .T: IR------1M C 00 por partes t.q. seu vetor 

tangente d.T coincide com o lado direito de (1), para cada x = x(t). 
dt 

O sistema ( 1) se diz controlável em relação à família de funções de controle f2 se para 
dois pontos quaisquer p, q E M, e T > O, ::lu E D e uma solução x de (1) (determinada 
por u) [.q. x(O) ~ p e x(T) ~ q. 

Seja L uma família de campos de vetores: sobre uma variedade diferenciável M. 

DEFINIÇAO 1.1.1: Define-se AL(L) como a álgebra de Lie gerada por L, i.é. o 

menor subespaço de campos, que contém L e colchetes de Lie sucessivos de campos de 

2:: 

DEFINIÇAO 1.1.2: Para cada x EM define-se AL(L)(:r) como sendo o subespaço de 
T.TM como segue: 

AL(L_;)x {X(r);X E AL(L_;)} 

e 

1 



o semi-grupo gerado por :z=, onde Zt denota o fiuxo determinado pelo campo Z. 

OBSERVAÇÃO: 1) Em geral não é possível compor Xt com Xs se os campos não são 
completos. Na definição de S:z= consideramos só as composições possíveis, com restrição 
de domínio se for necessário. 

2) Para campos invariantes em grupos de Lie, esse problema não existe pois os 
campos são completos. 

DEFINIÇAO 1.1.3: Para cada x EM define-se: 

OBSERVAÇAO: Pelo mesmo problema de completude considera-se: 

tp E S:z= t.q. x E dom tp. 

TEOREMA 1.1.4: Suponhamos que AL(L)(a.:) = T.1:M, ent.io para cada aberto U Ç M 
que contêm .1: tem-se que: 

int(SI;(x)) nU f 0 

PROVA: Esta será feita por indução, mostrando que existem em SL (.'t), arbitrariamente 

próximas U.e x, subvariedades de dimensão 1, 2, .. , até dimensào n. Os últimos sào aber
tos em M, e corno estão em S:z=(x), o int SL(x) está arbitrariamente próximo de x o 
que prova o teorema. 

Fixemos entào U ç M aberto com :z: E U. Temos que: 

3X E L l.q. X (x) f O 

de fato, se 

\IX E L• 
teríamos que: 

2 



[X1, X2](x) ~O 

[X1, [X,, Xs]](x) ~O 

e assim por diante com X 1 , X 2 , .. E L o que implica: 

contradizendo a hipótese do teorema. 

Seja então X E L com X(x)-=/= O e .fl(t) = Xt(x) que é uma curva em AI, (subvariedade, 
de dimensão 1) e 

{X1(x); t >O} c SL(al 

Agora para E> O suficientemente pequeno N = {Xt(.T) tE (O, E)} CU é uma subvar
iedade de dimensão 1, arbitrariamente próxima de x. 

Se dim M = 1 o teorema está provado. 

Se dim M > L também temos que \fé> O, 3Y E L t.q. para algum tE (0, E): 

Y(X1(x)) e X(X1(cr)) são U 

De fato suponha por absurdo que 

3c >O; \IY E I:, Y(X1(x)) e X(X1(x)) são l.d. \lt E (O, F) 

então todo Y E L é tangente à subvariedade {Xt(x); O :::; t ~ c} assim, qual
quer colchete entre elementos de L. também seria tangente à subvaricdade, então 
d·im AL(L)(Xt(.-r:)) = 1 'l;ft E (O,s) absurdo pms dim M > 1, o que garante a ex
istência de Z 1, Zc E AL(L) t.q. Z1(x) e z,(x) são I i. 

Por continuidade Z 1 (y) e Z2 (y) são e. i. para y numa vizinhança de x e portanto: 

sao ti. para t suficiente pequeno. 

Seja então Y E L Lq 

Y(X,(r)) e X(X1 (x)) 

tJão f. i. para algum t >O suficientemente pequeno e definamos: 



são I!. i. para algum t >O suficientemente pequeno e definamos: 

\ 
/2 : V ----+ M, onde é uma V vizinhança da origem em JR2 

J,(s, t) = Y, o X,(x). 

As derivadas parciais de /2 são: 

8J, as (s, t) Y(Y, o X,(x)) 

8j, 
&t(s, t) = (dY,)x,(x)(X(X,(x)) 

d 
se Zé um campo vetorial dt Z,(x) = Z(Z,(x)) em particular: 

~ 2 (0, t) Y(X,(x)) 

8
ft'(O,t) = X(X,(x)). 

Escolhendo t suficientemente pequeno tem-se que: 
8fs2 

(0, t) e 
8ft2 

(0, t) são C. i., e 

portanto, (df2 )(o,t) é 1- 1 e h é uma imersão local, assim a imagem por /2 de alguma 
vizinhança Vo de (O, t) é uma subvariedade de dimensão 2, arbitrariamente próxima de 
X, (pela escolha de t). 

' ' / 

' v, r 

\ 
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OBSERVAÇÃO: V(s,t) E V0 temos que t >O pois nos fluxos de X estamos conside
rando só tempos positivos, (ver Definição de S ). 

L \ 
Seja V0, = {(s, t) E Vo; s >O} 

X, (x) 

lo,l / 

Então h(Vos) C S (x) subvariedade de dimensão 2 arbitrariamente próxima de x. - L 
Se dim .M = 2, o teorema está provado. 

Se dim M > 2. 

Sejam X, Y E L t.q. Y(X,(x)) e X(X1(x)) são f.i. para algum t pequeno. 

Seja também Z E L, definamos então f 3 (r, s, t) = Zr o Ys o X 1(x) numa vizinhança 
W da origem de JR3

, assim temos que: 

aj, 
ar (r, s, t) Z(Z, o Y, o X1(x)) 

aj, as (r, s, t) ( dZ, )Y,oXo(x)(Y(Y, o X,( x))) 

a f, 
8t (r, s, t) d(Z, o Y,)x,(x)(X(X,(x))) 

e também, 
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aJ, 
ar (O, s, t) 

ar -'-'(o, s, t) as 

Z(Y, o X,(x)) 

a .r, 
~(s, t), os 

. . a.r, ar, 
Por contmmdade, para s, t pequenos Os (.<;, t) e [lt (s, t) sao f.'t. contidos num 

subespaço de dim2 de Ty,oXt(x)M, podemos escolher então Z tal que Z(Ys o Xt(x)) seja 
U. com eles pois dim M > 2 e assim h é uma imersão local e f (Wo) é uma subvariedade 
de dimensão 3, onde W0 e uma vizinhança de (0, .s, t) com, se t >O além disso \/(r', S 1

, t') E 
W0 temos que s1

, t1 >O seja então 

Wo, ~ {(r,s,t) E W0 r> 0), 

assim temos que .f(Wor) é uma suhvanedade de dimensão 3 arbitrariamente próxima de 

X e f(W0,) c; SL(x) 

Esse raciocínio pode ser repetido até atingir a dimensão de M. Pois M é de di-
mensão finita. D 

COROLÁRIO 1.1.5: Seja G um grupo de Lie conexo, com álgebra de Lie g. Seja 
também L: c g um subconjunto simétrico (ou sej<'L, X E L: = p - X E L) que gera g 
como álgebra de Lie, i.e. AL(2](g) = ]~G, 'ílg E G. Em part.icular AL(i:)(l) = T1 G, 1 
identidade de G, então temos que: 

PROVA; Pelo teorema anterior: 

O e tkX" · X· E~ t· > 0 ·t- 1 . ' I ~·"I- - ,. . , k) 

tem interior não vazio em G, mais ainda, -int S:s(l) intersepta toda vizinhança da iden
tidade 1. 

S :S ( 1) é um semi-grupo e como :S é simétrico, então: 

pOii:l 
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logo S L: (1) também é grupo. 

Seja g E int SL(1), então 

Como g- 1int S~(1) é um aberto que contém a identidade 1, e qualquer vizinhança 
de 1, num grupo Lopõfógico conexo, gera o grupo, assim temos que: 

D 

DEFINIÇAO 1.1.6: Uma ação f} de um grupo G sobre uma variedade M se diz transitiva 
se \lx, y E M, 3g E G; B(g, :1:) = y ou equivalentemente se existe x0 E M Lq. 

Consideremos agora o seguinte caso particular do sistema geral (1), o sistema bilinear 
sobreM = lRn- {O}= IRO' 

(2) 

Onde A1, ... , Ar· são matrizes reais n x n, v.(t) = (u.1(t), ... , "ll.r(t)) funções de controle 
constantes por partes sobre IR, e Ai.'!: é expresso na base canônica de !Rn, ·i, = L ... , r. 

TEOREMA 1.1.7: Para que o sistema (2) seja controlável, é necessário e suficiente que 
a álgebra de Lie g = AL(L) se.ia a álgebra de um grupo de Lic G C GL(n, IR), onde a 
ação natural de G sobre mn, é transitiva sobre IRQ', e L= {±A), ... , ±Ar}· 

PROVA: Temos que L é simétrico e gera a álgebra de Lie do grupo G, então pelo 
corolário anterior 

SL(1) = G, que é transitivo sobre m.Q. 

Sejam p, q E Jf[f'- {O} entà.o 3g E G, onde: 
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g = et1 X 1 o.,. o etkXk., X E"' t >O .,· 1 k para a! k E IN ;. L_, ·i_, = , ... ,, gum. 

tal que 

q ~ g.p 

definamos T -=-- t 1 + + tk 

a(t) ~ 

e(t-(T-t1))X1et2X2 0 ... 0 etkxkp tE [T _ t
1

, Tj 

a(t) é solução de (2) com controladores u1 (t), .. , uk(t) tal que: 

v.,(t)A, ·I .. + v.,(l)A,. 

X, IE[T-t,,TJ 

Claramente temos que: 

ry(Q) ~ p e 

portanto o sistema (2) é controláveL 

(3) 

Suponhamos agora que o sistema (2) é controlável i.é. \:1 x, y E IRQ, 3 uma solução 
a(t) de (2) l..q 

" : [0, T] ~ IR" com a(O) ~ x e a(T) ~ y 

a se escreve como (3) assim existem X i E L, ti~ O i= 1, .. , k, para algum k E IN tal 
que 

y = et 1X1et2X" 0 . 0 etkxk.r 

portanto o grupo G = { et1X 1 o et2X 2 o . o é•Xk; X r E L:, ti :2: O} é transitivo sobre IRQ. 

8 



Como g = AL (L) é a álgebra de G, temos provado o Teorema. o 

Este é o teorema que motivou a classificar os grupos mencíonados na Introdução e 
em seu enunciado. O objetivo original era classificar os sistemas bilineares controláveis. 

2. CLASSIFICAÇÃO PARA n ~ 2 

No Capítulo III se provarão dois teoremas importantes para classificar os grupos 
conexos transitivos sobre JR(J, um deles exige n > 2, (por razões topológicas). Por esse 
fato o caso n = 2 será tratado agora separadamente. Se n = 1 o sistema (2) não é con
trolável pois IR.0 =IR- {O} não é urna variedade conexa. 

Seja G um grupo de Lie agind~numa variedade M, e g a álgebra de Li e de G, cada 
X E g define um campo de vetores X em M pela fórmula 

~ d I XCr) ~ -exp(tX)(x) . 
dt t~O 

X EM 

A aplicação X ----> X define um homomorfismo de g e a álgebra de Lie dos campos de 
vetores de M. Para cada x E M o espaço tangente à órbita Gx é 

DEFINIÇAO 1.2.L Seja gx 
gx-TxM. VxEM. 

Tx(Gx) ~ {X(x);X E g). 

{X(x);X E g}, se diz que g é transitiva sobreM se 

PR.OPOSIÇAO 1.2.2: A órbita gx é uma subvariedade aberta de M se c só se 
TxM = gx. 

De fato, uma subvariedade é aberta se e só se, seu espaço tangente em algum ponto 
coincide com o espaço tangente da variedade. D 

COROLÁRIO 1.2.3: Se a variedade M é conexa, então G é transitivo sobreM se c só 

se g for transitiva sobre M. 

PROVA: Se G é transitivo então G:c = M V:r; E M, logo 

Portanto g é transitiva. 

g 



Reciprocamente se g é transitiva sobreM, então por 1.2.2 todas as órbitas Gx são 

abertas em M. Assim, dada uma órbita G xo ela é aberta e o seu complementar em M 
também é aberto pois é união de órbitas, logo G:c0 é fechado em M pois é complementar 
de um aberto, assim Gxo é aberto e fechado em M que é conexa, então G.To --=- M, i.e., G 

é transitivo sobre M. O 

Seja agora G C GL(n, IR) um grupo de Lie, e considere sua ação canômca em 
11-ln; {O} é uma órbita de G e IRQ é conexo para n :2: 2. Assim para verificar que G é 
transitivo em IRQ, é suficiente mostrar que sua álgebra de Lie g, é transitiva sobre IRQ, g 
é uma subálgebra de gf(n, IR) a álgebra de Lie de todas as matlizes n x n. A exponencial 
em G é a exponencial usual de matrizes, então para X E g e .2· E JR.n, temos 

X(x) rl_exp(tX)(x)l 
di, t=O 

X:c 

onde X x é o produto da matriz X por x E IRn. Com isto, mais o corolário anterior, se 
tem: 

PROPOSIÇÃO 1.2.4: Seja G C GL(n, IR) um grupo de Lie, n :2:2. Então G é transi
tivo sobre lliQ se c só se, g é transitiva sobre .IRQ, i.e. IRn = {X x, X E g} = g:r, V x E IRQ. 
D 

Assim o seguinte teorema determina totalmente o caso n = 2. 

TEOREMA 1.2.5: As únicas subálgehras transitivas em g€(2, IR) são: 

a) gl(2, IR), h) sl(Z, IR), c) so(2, IR) Ell IRI, 

associadas respectivamente aos seguintes grupos de Lie conexos 

a) b) 51(2, IR), c) S0(2, IR), IR+ I 

que são os únicos grupos conexos transitivos sobre IRÕ. 

PROVA: Mostraremos que as três álgebras acima sào transitivas, depois que sao as 

úmcas. 

a) gl(2, IR) claramente é transitiva. 

10 



b) Seja (To, Yo) E IRÔ, se x 0 -I O, então para 

temos que: 

A [ Xo 
Yo l [ ~ [ ~ l 

assim para (x, y) E JR2 arbitrário a matriz C= xA + yB é tal que: 

C [ xo 
Yo l [ ' y l 

Agora, se Yo f= O então 

r~ :0 l 
1 xo 

Yo 2 
Yo 

A'= 
' 

H'= 

o 1 

Yo 

fJatisfazem 

A' [ xo l [ ~ l e B' [::co l - [ ~ l Yo Yo 

analogamente para (.1:, y) E JR 2 arbitrário, a matriz C'= xA' + yB' satisfaz 

C' [ :~ l ~ [ : l 
Claramente A, .4', B, B', C, C' E sl(2, IR). 

Portanto sl(2, IR) é transitiva. 

ll 



r) so(2, IR) $IRI = {[ ~u ~];À, u E IR }• para mostrar a transítívídade desta 

álgebra, como no caso anterior, provaremos que para qualquer ponto de IRÔ, ex
istem matrizes que levam ele na base canônica de JR 2. (A transitividade se conclui 
facilmente deste fato). 

S . ( ) IR' . ,, 2.J.O eJa :r:,y E 0,entaox-+y 1 - e 

Portanto h = so(2, IR) EB !RI é transitiva. 

Provaremos que são as únicas subálgebras transitivas de gl(2, IH). 

1. gl(2, IR) não possui subálgebras transitivas de dimensão 1, pois d-imgx < 1 < 
dimiR2 , se dimg = 1. Portanto a transitividade não é possível. 

2. sl(2, IR) não possui subálgebras abelianas de dimensão 2. 

. [1o] [o1] [o De fato: seJa H = 
0 

_
1 

, F = 
0 

O , Q = 1 00 l urna base de sl(2, IR) 

ternos que: [H, F]= 2F, [H, Q] = -2Q e [F, Q] =H. 

Suponhamos então que existe h uma subálgebra abeliana de sl(2, IR) gerada por X 
e Y i.e. h= ger{X, Y}, então existem; a'i, bi, i= 1, 2, 3 reais tais que: 

além disso 

[X,Y] 

então 
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logo X, Y são l.d., o que é uma contradição. 

3. sl(2, IR) não possui subálgebras transitivas hidimensionais. 

Por 2, é só verificar esta afirmação para subálgebras não abelianas. 

AFIRMAÇÃO: Para toda subálgebra h C sl(2, IR) de dimensão dois existe uma 
base /3 de IR2 , tal que todo elemento de h na base j3 se representa: 

( ~ ~o ) com u., b E IR. 

PROVA: Como h é não abeliana, existe uma base {X, Y} de h tal que [X, Y] = Y, 
ou seja Y é um auto-vetor associado ao autovalor 1 de: 

ad(X) • s/(2, IR)~ d(2, IR). 

Tome a forma canônica de Jordan de X. Corno tr X = O essa forma canônica é um 
dos seguintes tipos: 

( ~ ~a ) , ( ~ ~ ) ou ( ~ ~b ) 

Os dms últimos não ocorrem. Se X fosse como a segunda matriz, então ad(X) seria 
nilpotente, o que contradiz o fato de ad(X) ter um autovalor igual a 1. 

Se X fosse do terceiro tipo ad X teria como autovalores, ±J2b,: e O. Assim X é 
1 

como no primeiro caso, os autovalores de ad X são O e -2a, logo a= -2 e Y sendo 

auto-vetor associado ao autovalor 1 é triangular superior com zeros na diagonal. O 
que prova a afirmação. 

Sejam agora h 1 e h 2 subálg;ebras de dimensão dois e th, (32 as respectivas bases 

garantidas pela proposição. Então a matriz de mudança da base /3 1 para a base ,62 

realiza uma conjugação entre h 1 e h2. 
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Podemos concluir daí que todas as suhálgebras de sl(2, IR), de dimensão 2 são 
conjugadas i.e. ';f h 1, h2 ~ sl{2, IR) subálgebras de dimensão 2 existe P matriz 2 x 2 
inversível t.q. 

e com isto, se uma for transitiva a outra também o será. 

De fato, sejam u, v E JH.2 e h 1 transitiva sobre IR2 e conjugada h 2 , então, existe P 
tal que, h 1 = p-1h 2P, temos também que existe A E h 1 tal que AP-·1u = p-lv 

pelo transitividade de h 1 , logo: 

então h 2 também é transitiva. 

Assim para mostrar que sl(2, IR) não possni suhálgebras transitivas bidimensionais, 
basta exibir uma não transitiva. 

Seja então' h~ { [ ~À ~ ] ; À, u E IR} subálgehra de sl(2, IR) dirn h - 2 nao 

abeliana, com base: 

[-10] [01] [-Àu][l A ~ O I ' E ~ O O tem-se O À O 

Portanto h não é transitiva, o que prova a afirmação 3. 

4. Se X E sl(2, IR), e h = IRX ffi IR! é transitiva então: h é isomorfa a so(2, IR) 4 !Hl. 

Seja X = 
[ 

a I> l etomcAEh 
c -a 

A ~ aX + .8! ~ [ cw + 8 
ac 

ab l 
-aa + f3 

com autovalores r'J+ I a ·1 (-det X)~,P-1 a I (-det X)t. 

14 

a, 8 E IR 



Os autovalores de X são (a2 + hc) 112 , -(a2 + bc) 112 daí que: 

Se det X < O, X é diagonalizável, e para todo o:, /3 A é da forma: 

então h não é transitiva. 

Se det X = O, então X é equivalente a uma matriz X 1 que possui uma linha ou uma 
coluna nula. 

Então existe uma base para h tal que A possui uma das duas formas: 

portanto h não é transitiva. Assim para h ser transitiva só pode acontecer que 
det X > O, então os autovalores de A são complexos, portanto A é equivalente a 
uma. matriz da forma: 

[ ~b ~-l que é o que queríamos provar. 

5. Se h --= k EB IRI tal que k C sl(2, IR) e dim k ..:...: 2 então h não é transitiva. 

Foi visto no item 3 que se dim k = 2, então existe uma base para k tal que: 

então se A E h nesta mesma base: 

A ~[oacb] , a, h, c E IR 

portanto h não é transitiva. 
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6. Se h C gl(2, IR) é transitiva e existe X E h tal que trX I- O, então !RI Ç h. 

Como h é transitiva, temos que 2 _::::; dim h _::::; dim 4 

(a) Se dim. h ~ 4 

h ~ gl(2, IR) ~ sl(2, IR) E1J !RI assim !RI c; h 

(b) dim h~ 3 

Seja 1r : gl(2, IR) _____,. sl(2, IR) a projeção definida por: 

(

a;d b )· 
d-a. 

c --. 2 

Neste caso O.::; dim1r(h) _::::; 3. 

Temos que dim K er1r = 1, denotemos 7r = 1r Ih então 

K er-11 C K er1r, logo dim K erlf 

Se dim K enr = 1 iT não é 1- 1 então existem X e Y E h distintos t.q. 

rr(X) ~. rr(Y) => rr(X- Y) ~O 

::::? X - Y E !RI = ker 1r 

::::? !RI Ç h 

e h = k e HU, com k S sl(2, IR)dim k = 2, pelo item .s, h não é transitiva 
portanto temos uma contradição. 

Agora se dim keriT = O, temos que T. : h _____,. sl(2, IR) é um isomorfismo de 
álgebras. 

Assim, 

if[h, h]~ [if(h), if(h)]- [s1(2, IR), sl(2, IR)]~ sl(2, IR) 

de tal forma que: 
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[h, h]~ h 

' 
Xi;Yi E h i= 1, ... ,r, 

i.=l 

" 
tr Z ~ L:a,tr[X,Y;] ~O então Z E s1(2.IR) 

i=l 

assim h C sl(2, IR) e h~ sl(2, IR) absurdo. 

Logo a única subálgebra transitiva de dimensão .1 é sl(2, IR). 

(c) dirn h~ 2. 

Seja 7f : gl(2, IR) _____,. sl(2, IR) a projeção, e seja 1f = 1r Ih: h ---+ sl(2, IR) temos 

que O <: dirn n(h) <: 2. 

Se dim1f(h) =O::::} d1:m K er1f-= 2 absurdo. 

Se dim if(h) ~ l o? if não é I- I e IRI c:; h, por 4 h oe so(2, IR) EB IRI. 

Se dimif(h) ~ 2 => h c rr(h) EB IRJ. 

Como 1f(h) C sl(2, IR) é bidimensional, pelo item 5, If(h) EBlRI não é transitiva, 
e logo h não é transitiva. 

:.Jo caso que dim'lf(h) = 1 f C h C sl(2, IR) EB IR! então 

h~ IRX EB IRI com X E sl(2, IR) 

pelo item 3 h -:::- so(2, IR) EB !RI portanto 

so(2, IR) EB IRI 

é a única álgebra transitiva de dimensão 2. D 
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' CAPITULO II 

Neste capítulo será feita a classificação dos grupos G compactos conexos que agem 
transitiva. c cfcLivamenic sobre sn~l, os CJUais são essenciais para conseguir o objetivo 
principal, que é o de se obter os grupos transitivos sobre 1Rô. A relação entre esses grupos 
transitivos será vista com detalhes no início do Capítulo III. 

1. SIMPLICIDADE DE G. 

Anotaremos alguma.<:; definições e fatos que serão utilizados em tal classificação. To
dos os grupos considerados neste capítulo são de Lie c compactos, convencionalmente 
assumiremos os grupos finitos como caso particular. Subgrupos serão considerados fecha
dos. 

Para uma ação O de um grupo G numa variedade diferenciável M denotaremos 
gx = O(g,x), \fg E G,x EM. 

DEFINIÇAO 2.1.1: a) Seja G um grupo agindo sobre uma variedade diferenciável M. 
Define-se: 

Go = {g E G ; gx = x lfx E M}. 

b) Se diz que G age cfctiva.mcntc se G0 = { e} onde "en é o elemento neutro de G. 

OBSERVAÇÃO: G0 é um subgrupo normal fechado de G. 

Seja x E M fixo, um fato importante e de grande utilidade é que: M e G f H são 
homeomorfos, onde I1 ={h E G;hx = x} é o subgrupo de isotropia de G em x e GJH o 
espaço quociente. 

PROPOSIÇÃO 2.1.2: Seja. G, um grupo agindo transitivamente aobre uma. variedade 
M. Então G0 contórn todQs os subgrupos normais contidos em fi= {h E G; hx = x},x E 
M' fixo. 

PROVA: Seja N Ç H onde N é um subgrupo normal de G i.e. 

gNg-1 = N \fg E G, 
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OU SCJa 

VTi E N, h= gh1g- 1 Vg E G, algum 7i1 E N. 

Pela transitividadc de G sobre M 

Logo h E G0 . Vh E N. 

- I 
gyhlg; y 

g,h1x h1 E H 

gyx = y Vy E M. 

Portanto N Ç 0 0 • O 

Uma consequência disto é que: G é efetivo se e só se H não contém subgrupos nor
mais de G, diferentes de {e}. 

DEFINIÇÃO 2.1.3: Um grupo G é simples se sua álgebra de Lie g é simples, 1.e. 
[g, g] f:. O e g não possui ideais próprios. 

Se um grupo é ~:;irnplcs um resultado imediato{) que de não possui uma decomposição 
como produto direto de subgrupos de dimensão po~:;iiiva. 

DEFINIÇÃO 2.1.4: O posto p(G) de um grupo de Lie compacto conexo, é a dimensão 
de um subgrupo maximal abeliano de G, o qw1l é sempre um grupo toroidal, i.e. produto 
direto de cópias do grupo 50(2). 

OBSERVAÇÃO: a) Todos os subgrupos toroidais maximais são conjugados. 

b) Cada elemento de G está contido em pelo menos um subgrupo toroidal maximal. 

c) Entenderemos grupo de posto O como equivalente a grupo finito. 

d) Se 11 é subgrupo normal de G, então 

p(G) = p(II) + p(G I !I). 
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Em particular se G = G1 X G2 , então todo subgrupo toroida.l maximal de G é da. 
forma T1 X T2 onde Ti é subgrupo toroidal maximal de Gi i= 1,2. 

e) A álgebra de Lie de um subgrupo toroidal é uma subálgebra de Cartan c o posto de 
G coincide com o posto de sua álgebra de Lie. 

DEFINIÇÃO 2.1.5: Sejam G1 , ... , Gr grupos de Li e e N um subgrupo normal finito 
de G = G1 X ... X G.,., o grupo G / N se diz que é essencialmente o produto de G1, ... , Gr· 

Todo grupo de Lie compacto conexo é essencialmente o produto de grupos simples, 
simplesmente conexos e um grupo toroidal. 

DEFINIÇÃO 2.1.6: Define-se R,._ I= SO(n) o grupo de rotações sobre sn-l e R,= S 3 

o recobrimento universal de R2 •. Ü2 pode ser caracterizado como Sp(l), o grupo dos qua
tcrnios de norma 1. Em geral, Rn denotará o recobrimento universal de Rn. 

Uma vez estabelecidas essa..<> definições c notações, podemos enunciar o seguinte re
sultado, que será essencial na classificação dos grupos transitivos nas esferas uma vez que 
reduz de manejra decisiva os casos a se considerar. 

TEOREMA 2.1.7: Seja G um grupo de Lie compacto e conexo agindo transitiva e 
efetivamente sobre sn-1. 

a) Se n é ímpar então G é simples. 

b) Se n é par então G é simples ou é essencialmente o produto direto de dois grupos 
simples G1 e G2 onde G2 é R1 ou lL2 , e G1 age transitivamente sobre S"'-1 • 

PROVA: Seja G = (Gt x G2)jN, e G = G1 x G2 agindo sobre sn-1 com a ação induzida 
de G. 

Se G age efetivamente então G age quasi-efetivamente, no sentido que somente um 
número finito dos seus elementos induzem a transformação identidade de sn-l (de fato 
esses sã.o os elementos de N). 

Se denotamos !fNx a ação de G, então gx é a ação de G. 

Se gx =X Vx E sn-t, logo 
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então 

ass1m 

para. X E sn-l fixo seja: 

gNx=x 

gN = N pois G é efetivo 

!f E N. 

H={hEG;hx=x), 

temos que: 

G/H"" gn-r 

onde ~ denota. homcornodbmo. 

Para n = 2 a classificação geral já foi feita, seja então n > 2, assim G /H é simplesmente 
conexo c portanto H é conexo. 

Cou~iJ.crarcmo~ G\ e G2 como ~ubgrupoti de G. 

Precisaremos das seguintes propriedades do posto de G e H. 

(1) Se n é impar então p(G) ~ p(H) 

(2) Se n é par então p(G) ~ p(H) + 1 (ver [M/SJ). 

Se.ia n ímpar. Consideremos T um subgrupo toroidal maximal de H 

E seja h= h1 h2 E H, onde h; E G, i= 1,2. 

Por (1) T é também um ::;ubgrupo toroidal maximal de G assim T = '1'1 X T2 onde 
To é subgrupo toroidal maximal de Gil i = 1, 2, então 

h1 , h2 E T Ç H 

logo H= fft X }[2 onde Hj = H na. i = 1, 2 

portanto GJH"" Gr/H1 X G,jlf,. 
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Como G/ H ~ sn~l c a esfera não é uma variedade produto, Gl I Hl ou G2/ [[2 é só um 
ponto. 

Suponhamos que G2 / H2 é um ponto, logo G2 = Ih Ç H , G2 é um subgrupo normal 
de G pela Proposição 2.1.2 os elementos de G2 induzem a transformação identidade de 
sn-1, então: G1 ~ G/G2 é necessariamente transitivo sobre sn-1. 

Suponhamos agora que G é efetivo. Se G não for simples então G = (G1 X G2)/N 
como antes, e G seria quasi-efctivo e portanto H o subgrupo de isotropia não contém 
subgrupos normais infinitos de G, neste caso G2 tem dimensão positiva, logo é infinito, 
esta contradição mostra que G é simples. 

Seja agora n par. 

Como no caso anterior: 

G/ff "'sn-l e G = G, X c,. 
Não sabemos se I-I é produto direto de H n G1 e H n G2 , consideremos então 

r o menor subgrupo de G t.q. 11 ç r e I'= I'l X r2 onde ri é subgrupo de Gi, i = 1, 2. 

Seja 

tr;:G ---->G\;i=1,2 
9t92 ----t g; 

então 1r;(H) = r, i= 1, 2. 

Claramente tr;(H) Ç I\. Tomando, por exemplo, i= 1, então 

1r;(Il) X 1r,(H) Ç r, X r,= r. 

h;= 1r;(h) E 1r;(H) 

assim 

h= h, h, E 1r;(JJ) X ,.,(11) 

portanto 
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H ç 7r,(FJ) X "'(H). 

Como r é o menor com tal propriedade, 

I'= f, X r,= 1r,(H) X 1r,(H). 

Isso mostra que; 

r,= "'(H); i= 1, 2. 

Então temos que f; é conexo i= 1,2. 

Seja Hi = G1 n H, serei. mostrado que Hi é subgrupo normal de fi, i= 1,2. 

Corno Gi é subgrupo normal de G, então H; é subgrupo normal de H. 

7r; é um homomorfismo, assim temos que: i[j = 1ri(IIi) é subgrupo normal de 
ri= 1rj(H),i = 1,2. 

Mostr<trcmos agora que: f/H,fi/111 e I'2 /ll2 são homeomorfos, para isto usaremos 
órbitas. 

Seja X E sn-l t.q. H= {g E G,gx =X}, o subgrupo de isotropia associado a ri é: 

H'= {g E I';,gx = x) = r,nJJ ÇJI, i =1,2 

como H ç ft X r2 então 

l/iGinH c G;nf1 xf2 

- G, nC =r'; 

logo I!; Ç f 1 n ll, portanto H; é subgrupo de isotropia de f;. 

Agora H ç; r, logo H é o próprio subgrupo de isotropia de r, então: 

rjii "'r(x). 

Seja g1 E 1'1 = 1r1(H), logo 
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3h E H t.q. 

assim h = 9t92 com Yz E r2 

agora 

"'(h J = 9, , h E H c;: r, x r, 

hx =;r; ::::} ,l)19'J.X =X 

-l -1 
:::::> 92 9t92X = 92 X 

-1 
::::} 9tX = 92 X. 

_, 
9t·'E = 92 X. 

Tal afirmação também é verdadeira trocando a ordem dos índices. Isto prova que: 

Corno r(x) = r,(r,(x)) temos que: 

r(,:)= r,(x) = l',(x). 

Portanto r I][ "'r,; H, "' r,; n,. 

Além disso, f(x) = f 1(x) c;: G1(x) e l'(x) c;: G2 (x) 

logo r(x) c; G1(x) n G2(x). 

Seja agora 

então 

assim 

logo 

então 

Portanto 

-1 
9192 X = X 

91921 E H Ç 
9L E rl e 

y = g1x E f 1 (x) = l'(x). 

I'(cr) = G 1(x) n G2 (x), conjunto que Jcnotaremo::~ por F'. 

Determinaremos agora a estrutura de F. 
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Consideremos r 1 I ll1 , que é homeomorfo a F, como H1 é um subgrupo normal fe
chado de rl, cni.ão: r, I Hl é um grupo de Lic, compacto e conexo pois é imagem de rl 
(compacto e conexo) pela projeção, que é contínua. 

Suponhamos que p(r11Ht) =O como é conexo contém um ponto só, então: 

logo 

H= H, X H, 

assim pelo mesmo argumento usado no caso n ímpar: 

G1 ou G2 é transitivo sobre sn-l. 
Mostraremos agora que se p(fd Ht) >O, então p(f 11 H,)= 1. 

Sejam p, p1 , p2 os postos de G, G1 , G2 respectivamente, temos que p P1 + P2 e 
p(H)=p-1. 

Seja T um subgrupo toroidal maximal (s.l.m) de H, dim T = p ~ 1 e T Ç T 1
, onde 

T' é s.t.m. de G, também temos que: 

T' = '11 X T2 onde Ti é s.t.m. de Gi e dim Ti = Pi i = 1, 2. 

Como: T Ç Tt x T2 e Pt + P2 ~ l = dim T 

temos que 

assnn 

= dim T n TI + dim T n T2 

d . 'I' T { Pl - l znt n 1 = 
ou Pt 

{ 
P1- l 

p(H,) = p(IJ n C I)= 
ou Pl 

além disso p(f 1) .::::; p1 , e H1 é subgrupo normal de r 1 , então, a equação: 

p(f1) = p(f,(H1) + p(H1 ) 

e nossa hipótese que p(ft/llt) >O, implica que: 

p(f,)- p(ll,) >o. 
O que deixa corno únicn. opção: 
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Portanto 

p(f1) = P1 e p(H1) = p,- I. 

p(f1/H1) =I. 

Assim temos que ft/1!1 é homeomorfo com uma das três seguintes variedades. 

a) a esfera S 1 

b) a. esfera 5'3 ou 

c) o espaço projetivo j):l [S]. 

Fato que também é válido para F= G1 (x) n G2(x). 

Será provado agora que G1 ou G2 é transitivo sobre sn-1 • 

Temos que ]{ ç r 1 X r 2 = r ç G. 

Consideremos a aplicação 

cp: G/ H~ G/f cp(gH) = gf 

a qual é um homomorfismo sobrejetivo. 

Agora; 

Portanto 

Como 

então 

]{ er cp {gH; 9r =r} 
{gH;g E f}= fjH. 

Gji'"' (Gjfl)/(fjH) 

Gjll"' S"-1
, e F"' f/H 

G=a 1 x(i2 e r=r 1 xf2 
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F é uma esfera-homológica de dimensão 1 ou 3, pelo teorema de Gysin [G], temos que 

Gtff1 ou G2/f2 é um ponto só, suponhamos que isto acontece com G2/f2 , então: 

c,= r,. 
Temos que: F= f 2(x) e Oz = f2 

então, G1(x) n G2(x) =F= G2(x) 

logo G2(x) Ç G1(x). 

Mas 

G(x) G1 (G2 (x)) 

c G1(x) 
C G(x) 

a.sstm G1 (x) = G(x) 

como c c transitivo sobre sn-l' 

temos que G1 também é transitivo sobre sn-1 • 

Suponhamos agora que G é efetivo, sabemos que Il2 x = x, além disso, 
dado y E sn-1 :3g1 E C 1 t.q. y = 9t(x), então: 

9tll2g;
1
y y 

911129;
1 

Jfl 

pois os elementos de G1 c G2 comutam, assim H 2y = y Vy E sn-t. 

Então, todo <~kmcnto de Il2 induz a identidade de sn- 1 , logo, H 2 ç 0 0 , 

G0 é quasi-efei.ivo, consequcntcmcntc Ih. é um grupo finito 

G,jH, = r,jfl, ::e 1\fH, 

então c2 homeomorfo a um grupo Je posto 1, i.c. c2 é homeomorfo com Rl, R2 ou R2 
(Mas ainda é isomorfo a um deles). 

Agora é só provar que Gt é simples. 
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Suponhamos que não seja, então G1 = G' X G11
, pelo mesmo argumento usado para 

G, temos que: 

G' é tansitivo sobre sn-1 e G11 é isomorfo a R,, R2 ou R2, assim: 

G = G' X 0 11 
X G2· 

O fator 0 11 x G2 não é isomorfo com R1 , R2 nem R2 , e pelo que temos provado até 
agora, tal fator teria que ser transitivo sobre sn-l, mas isto não ocorre para n > 4, pois 
um dos fatores G11 ou G2 teria que ser transitivo sobre sn-1 o que é claramente impossível. 
Portanto G1 é simples. 

Para n = 4, faremos a análise utili~ando a classificação de Killing~Cartan para grupos de 
Lic compactos conexos simples. 

Como dim G2 = 1 ou 3 e G1 é transitivo sobre 53 dim G1 2: 3, G, é semi-simples i.e. 
o,= 0 1 X •.. X cr com Gi simples, i= l, ... ,r 

(a) Se dim 0 2 = 3 então dim G1 = 3. 
Mas grupos simples de dimensão positiva, tem dimensão 2: 3. Logo G1 não pode 
ser decomposto como produto de tais grupos. 
Portanto 0 1 é simples. 

(b) Se dim C,= 1 então 3 :S dim C 1 :S 5. 
Neste caso G1 também não é decomposto como produto de simples, ass1m G1 é 
simples. 
Fato que prova completamente o teorema. D 

2. OS GRUPOS CLÁSSICOS 

Utilizando propriedades de cohomologia de grupos (ver [M/S]) determinaremos quais 
são os únicos grupo::; clássicos transitivos na e::;fcra sn-t. Como consequência do Teorema 
2.1.7, consideremos agora grupos simples transitivos sobre sn-l. 

De acordo com a classificação de Killing-Carian, todo grupo de Lie compacto conexo 
simples é localmente isomorfo a um dos seguintes grupos: 

l.SO(n) ni'2,4 
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2. SU(n) 

3. Sp(n) 

4. Os cinco grupos excepcionais: G2 , F-11 R6 , E1, E 8 de dimensão 14, 52, 78,133 e 248 
respectivamente (ver [H]). 

Lembremos que: 

dim SO(n) 

dim SU(n) 

dim Sp(n) 

p(SO(n)) 

p(SU(n)) = n- I 

n(n- 1) 
2 

n(2n + 1) 

n par 

n Ímpar 

p(Sp(n)) = n 

Denotaremos por a: a representação canônica de GL(m,(]}) como subgrupo de 
GL(2m,IR), e j3 a representação canônica de GL(k, iH), os automorfismos iH-lineares 

do espaço Illk, como subgrupo de GL(4k,JR), onde IH são os quatérnions. 

Cada q = x +Vi+ Uj + Vk E IH age sobre JHk por multiplicação à direita, assim 
determina uma transformação IR-linear de JiJk. Como JI-Jk com escalares restritos a IR é 
isomorfo a IR4k, esta ação de q determina um elemento J(q) E GL(4k,JR) o qual comuta 
com a.s matrizes de imagem de {3. 

As matrizes assim determinadas são dado.li como segue: 

a( A+ Bi) (
A -B) 
B A 
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f3(P + Qi + Rj + Sk) 

~(q) 

( 

P -R -Q -S l 
R P -s Q 
Q S P -R 
S -Q R P 

( 

xi -yi -ui -vi l 
yl xl vi -ui 
ui -vi xi yi 
vi ui -yi xi 

A,B,m X m; P,Q,R,S k X k matrizes reais e I= id k x k; se denotarmos por i.p a 
representação de GL(k, DI), como subgrupo de GL(2k,(f}) 

temos que f3 =a o r.p. O grupo Sp(n) pode ser visto como o grupo das matri2es quater

nionicas n x n cujas imagens por 'P são matrizes unitárias. 

PROPOSIÇÃO 2.2.1: Os grupos O( o), SO(n); U(n), SU(n) ; e Sp(n) agem transitiva
mente sobre as esferas sn-t' S 2n-l e S4n-l respectivamente. 

PROVA: Sejam Ct = (1,0, ... ,0) e X= (xt,•••)xn) E sn-t, procuramos A E O(n) tal 
que Ac1 = x. 

Seja agora {v1 , ••• ,v"} uma base ortonormal de onde 
'Vt =X C Vi= (x1j 1 ... 13;,.;),i = 1, ... 1n 

A~ ( :: ::: ~:: l E O(n) 

X 10 Xn2 X,.n 

pois a base é ortonormal, e também temos que Ae1 = x. Logo O(n) é transitivo sobre 
sn-1, 

Se det A= 1, temos a transitividade de SO(n), se det A= -1, pegamos A' E SO(n) 
obtida de A por uma. permutação de duas coluna:;, deixando a primeira fixa, assim também 
se tem que A'e1 =:r, portanto SO(n) também é transitivo sobre sn-1

• 
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Agora U(n) age sobre S2n-I através da representação a, I.e. para A E U(n) e 
.1: E S 2n-I, a açã.o é dada por a(A)x. 

Sejam el = (l,O, ... ,O),x = (x 1 , ••• ,x2n) E S2n-t c {zt,···,zn} uma base ortonor
mal de(J}n, com Zt = (x 1 +ixn+1, ... 1 Xn + ix2n)· Igual ao caso anterior, a matriz A que 

possui como vetores colunas os elementos da ba.se {zh ... , Zn} é tal que 

a(A)e, = x 

Portanto U(n) é transitivo sobre S2n-t. 

Denotemos dcl A= e10 , se ei8 = l,A E SU(n). Se ei8 f 1, consideremos a aplicação 
T : (]}n --)- (]}71 

1 

r(tajZj) = e-iOOjoZio + LajZj io f 1, 
;'=1 #io 

é claro que 1' é um isomorfismo, logo {z1 , ... ,e-i0 zj, ... ,zn} é uma base ortonormal de 
a:n, logo 

pois 

A'= [ZtZ2 ... e-iO Zjo ••• Zn]nxn E SU(n) 

dei A' e -iO det[z, ... Zn] 
c-i0 dct A= 1 

claramente a(A)e 1 x. 

Portanto SU(n) é transitivo sobre S2n-t. 

Agora para Sp(n), as contas sã.o análogas as feitas para O(n) e U(n). 

Se e,= (1,0, ... ,0) ex= (x1 , ... ,x4n) E S4n-t, pegamos uma base ortonormal de 
liJn,{qJ, ... ,qn} com 

Q1 = (xl + ix2n+1 + jxn+l + kxan+! 1 ••• 1 Xn + iX3n + jX2n + kx4n) 

assim A = [q1 , q2 ... qn] E Sp(n) e /3(A)c 1 = x, análogo ao caso complexo Sp(n) age 
através da reprcsent.açã.o fJ. Temos assim provado a. proposiçã.o. O 

OBSERVAÇÃO: SO(n), SU(n), Sp(n), e grupos localmmte isomorfos sã.o chamados os 
grupos compactos conexos clássicos. 
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Precisamos agora de algumas propriedades de cohomologia, de tais grupos. O 
símbolo R(M) denota o anel de cohomologia com coeficientes racionais do espaço M, = 
denota isomorfismo c x produto topológico. 

TEOREMA 2.2.2: Para os grupos simples temos as seguintes igualdades: 

a) R(SU(n)) 
b) R(Sp(n)) 
c) R(S0(2n)) 
d) R(S0(2n + 1)) 
e) R( G,) 

Ji(S3 X 55 X •.• X S2n-l) 
R(S3 X 87 X .•• X s<n-l) 
R(S' X S' X ... X S'n-5 X s2n-1) 
R(S3 X 57 X ... X s•n-l) 
R(S'xS11

) 

Grupos de Lic compactos conexos, localmente isomorfos, possuem o mesmo anel de 
co homologia pois a cohomologia desses grupos é isomorfa à cohomologia da representação 
trivial de suas respectivas álgebras de Lie (ver [Ch./E]). Particularmente, se G é um grupo 
de Lie e Num subgrupo normal finito de G então G e G/N possuem o mesmo anel de 
cohomologia. 

O seguinte teorema nos dá. informação sobre o anel de cohomologia do subgrupo de 
isotropia de G, que é importante para a classificação dos grupos transitivos na esfera. 

TEOREMA 2.2.3: Seja G um grupo de Lic compacto conexo, transitivo sobre sn-l c 
11 o subgrupo de isolropia em X E sn-l 

a) Se n par, R( O)= R(IJ x sn-l) e dim H> O 

b) Se n Ímpar, R(IJ) R(II X sn-2 ), n produto topológico de esferas de dimensão 
1m par e 

Este teorema foi provado por Samclson [S]. o 

Sabemos que para n ímpar qualquer grupo de Lie compacto conexo transitivo sobre 
sn-l é simples. 

Estudaremos com mais detalhe tais grupos simples. 

PROPOSIÇÃO 2.2.4: Seja G um grupo de Lie compacto agindo efetivamente, sobre 
uma variedade compactaM. Dada uma órbita N de G seja 
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G N = {g E G; gy = y 'ly E N} 

suponha que G admita um ponto fixo em M. Então existe uma órbita N de G tal que 
GN é finito. 

PROVA: Para x E M seJa Gx 
Claramente temos que 

{g E G;gx x} o subgrupo de isotropia em x. 

GN = n Gx 
xEN 

e portanto GN um subgrupo fechado, logo de Lie, de G. Assim GN é finito se for discreto, 
isto é, se a álgebra. de Lie se anula. Precisamos achar então uma órbita N tal que a 
álgebra de Li e de G N é zero. 

Seja. gx a álgebra de Lic de Gx c para uma órbita N denotemos por gN a álgebra de 
Lic de GN. Então 

De fato, 

XEgN *> explXEGN 'ltElR 

Seja agora g E G, temos que 

*> exp tX E Gx 'lt E IR, 'lx E N 

*> X E gx 'lx E N 

*> XE ngx 
xEN 

Ad(g)( n g,) 
xEN 

n Ad(g)gx 
xEN 

pois Ad(g) é inversível. Além disso, como gGxg- 1 = Ggx, então Ad(g)gx = g9 x, portanto 
Ad(g)gN = gN, como g é arbitrário, tem-se que gN é um ideal de g. Assim, fixando 
x E N, gN é um ideal de g contido em g.,. 
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Seja i Ç gx, i ideêJ de g, como Ad(g) é inversível i 

'Vy E N, 3go E G tal que y = g0 x 

Ad(g)(i) 'lg E G, além disso 

i= Ad(g0 )(i) C Ad(g0 )(g.) 

ggox 

g, 

logo i Ç gN, ou seja, para x E N, tem-se que gN é o maior ideal de g contido em gx. 

Portanto, para achar a órbita desejada, é suficiente encontrar x E M tal que gx não 
contém ideais de g, assim tomamos N = G(x). 

Agora como G é compacto, g é da forma 

com c o centro de g e g1 ideais simples compactos. 

AFIRMAÇAO: Existe y E M tal que c n g, =O. 

Essa afirmação será provada adiante. Como conseqüência tem-se por analiticidade que o 
conjunto 

Oc = {y E M;cng, =O} 

é aberto e denso em M. Essa preocupação com o centro, em primeiro lugar, se deve ao 
seguinte: seja h a soma dos ideais simplPA'> 

h= g, ffi ... ffi g, 

Então h tem um número finito de ideais que são as diferentes somas das componentes 

simples (ver [J]). 

Além disso, se y E Oc e i é um ideal contido em gy então i, pois caso contrário i 
interceptaria c. De fato, tome X E i, suponha que X tf_ h e seja 

X=Y1 + ... +Y,+Z 

com z E c, z 'f: O e Y; E g; com Yi 'f: O, existe W; E g; tal que [Wi, Yi] 'f: O pms g; é 
simples, então 



[W,X] = [W,, Y;] ~ O 

ou seja gi n i i=- O, de novo pela simplicidade de gi Ç i o que é um absurdo. 

Seja agora B uma base h que é união das bases correspondentes à.<> componentes 
simples. Para cada X E B, o conjunto 

Ox = {x E M;X rf. gx} 

é aberto e denso (pois é não vazio, já que a ação é efetiva) em M. 

Dessa forma 

nox 
XEB 

é aberto e denso. Ma.5 essa interseção está contida no conjunto 

Oh={xEM;g,ggx 'ii=l, ... ,k) 

o qual também é aberto c denso. Daí que 

O= OcnOh 

é aberto c denso c em particular não vazio. É claro que para um ponto de O, sua álgebra 
de isotropia não contém ideais, já que a interseção com o centro se anula, e nenhuma 
componente gi pode estar contida na isotropia. 

PROVA DA AFIRMAÇAO: Seja x um ponto fixado por G. Em particular, x é 
fixado pelo grupo conexo cuja álgebra é c, e portanto essa álgebra se representa em 
TxM. Denotemos por p essa representação. Então ker p = O, pois se X E ker p então 
exp tp(X) = 1 Vt E IR. Mas a ação no espaço tangente é localmente equivalente a ação 
na variedade. Então o fato que exp tp(X) = 1, implica que exp tX fixa todos os pontos 
numa vizinhança de x, Vt E IR c portanto por analilicidadc, cxp tX fixa todos os pontos 
de M o que contradiz o fato de que a ação é efetiva; a menos que X = O. Por outro lado, 
os elementos p(Y) e Y E c são antisimétricos em relação à métrica e como c é abeliana, 
existe uma base do complexificado de TxM, tal que em relação à essa base p(Y) é da 
forma: 

p(Y) = diag{i)q (Y), ... , iÀn(Y)) 

(isto é, os elementos de Y têm autovalores puramente imaginários, por serem anti
simétricos, e são simultaneamente diagonalizáveis sobre os complexos). A partir daí e 
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do fato que kcrp = O, existe v E TxM tal que 'r:/Y E c, exp tp(Y)v-:/:- v para algum t E IR. 
Como exp tp(Y) é linear, v pode ser tomado arbitrariamente próximo da origem. Usando 
de novo a equivalência local entre as ações no espaço tangente e na variedade, se chega à 
existência de y E M tal que VY E c existe tE IR tal que (exp tY)y =f:. y, o que prova a 
afirmação. O 

PROPOSIÇÃO 2.2.5: Seja G urn grupo de Lie compacto, agindo efetivamente numa 
n(n+ 1) 

órbita M compacta conexa, n-dimensional. Então d'imG :S 
2 

. 

PROVA: (por indução em n ~ dim M). 

Se dim M = O então dirn G = dim Gx, onde Gx é a isotropia. de G num ponto x, 
logo G = Gx ou seja Yx = x 'r:/g E G como x é arbitrário, G(x) = x 'r:/x E M mas G é 
efetivo, logo G = {e}. 

Suponhamos agora que a proposição é verdadeira até órbitas de dimensão n- 1. 

Seja x E M c fi = G:r. o subgrupo de isotropia de G em x. H é um grupo 
de Lie agindo efetivamente sobre M, e pela proposição anterior, existe urna órbita 
N ~ H(y),y EM tal que JIN é finito, onde HN ~{h E H;hz ~ z 'lz E N}, então 
H/ !IN (que é efetivo sobre N) possui a mesma dimensão que H. 

Pelas hipóteses de indução, dim 11 = dim H/HN::; 
vamos verificar isto. 

(n-1)n .. 
2 

, pois dtmN::; n- 1, 

Se x = y, temos que N = {y}, e se x =f:. y então x c1:. N. 

Portanto seja qual for o caso N é uma subvariedade própria de M 1 como M é conexa, 
então dim N < n. 

Então 

dim C dim H+ <Üm M 
(n- l)n 

< 2 +n 

n(n + 1) 
2 
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. . . n(n+l) 
LEMA 2.2.6: SeJa G grupo de LIC compacto conexo de dzm G = 

2 
transitivo 

e efetivo sobre uma variedade M, d·im M = n, então M com uma métrica invariante é 
isométrica a Sn, e G é continuamente isomorfo a SO( n + 1 ). Mais ainda 11 a isotropia de 
G é isomorfo a SO(n). 

PROVA: É conhecido que podemos introduzir uma métrica, invariante em M, com tal 
métrica M é de curvatura constante. Como M é compacto e simplesmente conexo, ne
cessariamente é isométrica a sn. A isome1.ria T : M --+ sn, leva G num grupo compacto 

n(n+1) , 
conexo TGT- 1 de rotações de dimensão 

2 
, portanto TGT- 1 contem todas as 

rotações de sn l o que prova o lema. o 

TEOREMA 2.2.7: Se n é Ímpar, então o único grupo G compacto conexo clássico que 
pode ser transitivo sobre sn-t e localmente i:mmorfo a SO(n). 

PROVA: Pelo Teorema 2.2.3, b) o anel de cohomologia de G tem que ser isomorfo ao de 
um espaço que contém szn-3 como fator esfera, e do Teorema 2.2.2, c), d) temos que se 
um grupo SO(m) possui uma tal cohomologia então m 2: n. 

Sejam ímpar rn :::::::2m'+ 1 

R(SO(m)) R.(S3 X 87 X ... X s<m'-I) 

R(S3 X s' X ... X s'm-3
) 

. n(n-1) 
portanto m 2': n, e pela Proposição 2.2.4 dzm G.:::; 

2 
. 

Assim se algum SO(m) for transitivo sobre sn-l então 

m 2: n logo m = n. 

,m"'-"( m.:.:;,----'1"-) n( n - 1) - < e 
2 2 

Se um grupo SU(rn) possui um anel de cohomologia como o observado para G, 
f<llicndo uma análise corno a ant.crior temo~ que rn + 1 2: n, então: 

dim SU(m) > dim SO(n). 

Portanto SU(m) não pode ser transitivo sobre sn-l, pois neste caso não é isomorfo com 

SO(n). 

Analisando o caso Sp(m), temo::; que: 
n-1 

m>-- 2 ' 
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R(sp(n~l)) 

e dim Sp(n ~ 
1

) 

R(S3 X 5 7 
X .•• X S2

n-
3

) 

(n -l)n 

2 

Assim o único grupo simplético que poderia ser transitivo sobre sn-l é Sp(n; 1 
), mas 

este fato contradiz o Lema 2.2.5 pois SO(n) e Sp(n; 1
) não são isomorfos. O que prova 

o teorema. D 

Agora consideremos esferas de dimensão n-1 ímpar, isto é com n par. Estudaremos 
separadamente os casos n -1 = 1(4) e n -1 = 3(4). 

TEOREMA 2.2.8: Seja n- 1 = 1(4). Os únicos grupos compactos conexos clássicos 

G, que agem transitivamente Bobre sn-t, sã.o localmente isomorfos a SO(n) e su(~)· 

PROVA: Pelo Teorema 2.2.:3, a), G "contém" sn-1 como um fator esfera, em seu anel 
de cohomologia, e pelo Tc-'Orema 2.2.2, b), d), G não pode ser Sp(m) qualquer m, nem 
SO(m) m ímpar, pois sn-t para n -i= 1(4) não é um fator esfera no anel de homologia 
deles. Agora fazendo uma análise como no teorema anterior, temos que, o tínico SO(m) 
transitivo sobre sn-l com m par é SO(n). 

Se 

G 
ll(G) 

SU(m) 

R(S3 X S5 X ... X s'm-1
) 

como tínhamos dito, pelo Teorema 2.2.3, sn-l é uma das esferas do lado direito da última 
igualdade. 

Então 

OU SCJa 

Se 

Se 

n-1~2m-l 

n 
m>-. - 2 

m =*pela Proposição 2.2.1 S'U(m) é transitivo sobre sn-t. 

m > ~ 1 seja H o subgrupo de isotropia de G, pelo Teorema 2.2.3 a) 

R(H) = R(S3 X S5 X ... X sm-' X sm+' X ••. X s'm-1 ) 
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Só aparece um S3 no ::;eu anel de homologia portanto H é simples (ver Proposição A4 
apêndice) c comparando R( H) com a tabela do Teorema 2.2.2, H só pode ser S0(5), Sp(2), 
ou um dos grupos excepcionais F4 , E6 , E7 ou E8 • (Eles não são excluídos por esse teo
rema). 

Se H = F4 , então dim H = 52 assim 

n- 1 = m
2

- 1 -52 e n > (~) 
2

- 52 

logo 
n = m 2

- 52 e n 2
- 4n - 208 <O 

como n -.1 = 1(4) da desigualdade concluímos que: 

n=6,10 ou 14 

agora nenhum desses valores dá uma solução inteira param com m 2
- n- 52= O. 

Portanto H não pode ser F4 , analogamente, H não é E6 , E7 , nem E8 • 

Agora se [[ = S0(5), então R( I!)= R(S3 x S7
), logo rn =~c n < 8 ou seja n = 2 

ou n = 6. Pa.ra n = 2 a classificação já foi feita por isso não consideraremos esse caso. 
Seja então n = 6 i.c. n- 1 = 5. 

Se SU(tl) agir transitivamente sobre S 5
, pelo Lema 2.2.6 SU(4) teria que ser isomorfo 

a SO(G). Apesar da.._<; álgebras de Lie serem isomorfas, o centro de SU(4) é ~ 4 c o centro 
de S0(6) é ~ 2 • Portanto não podemos ter transitividade. 

Pela mesma análise Sp(2) não pode ser isotropia de SU(4). 

Temos agora a prova completa do teorema. O 

DEFINIÇÃO 2.2.9: SejaS Ç O, G grupo de Lie agindo numa variedade M. Se diz que 
x E M é um ponto estacionário de S se é fixado por S . 

. (n-l)(n-2) 
LEMA 2.2.10: Se H é um subgrupo conexo fechado d~ SO(n) dtm H= 

2 
, 

então H(: continuamente isomorfo a SO(n- 1) ou R,._ 1 o recobrimento universal de 
80(n-J). 

PROVA: SejaM= SO(n)/1! e xo EM fixado por H. 

:J9 



As tramlformaçõcs de H agem linearmente sobre T,~; 0 M, que é isomorfo aiR.n, como 
H é compacto e conexo, podemos assumir H Ç SO(n). 

A ação dos elementos de Il nas vizinhanças de x 0 é localmente equivalente à ação 
em Tx

0
M, isto é, o seguinte diagrama comuta 

V<;;M _li_, V<;;M 

'P t t'P 

WÇT;T;
0
M 

(dg)xo 
--> W Ç T,,M. 

Oudc V é vizinhança de x 0 c W vizinhança de O E T.,0 M,g o difeomorfismo determinado 
pela açã.o de SO(n) sobre M,~.p um difeomorfismo. 

AFIRMAÇAO: H é efetivo sobre Tx,M oe ./Rn. 

Se não for existe g E H\ {I, -I}; tal que (dg)xo = I. Pelo diagrama temos que 
gx = x, Vx E V, com a topologia quociente g é um difeomorfismo analítico, então 

gx = x Vx EM. 

Portant.o SO(n) e SO(n)/Z não ::;ão efetivos em M, onde Z = {1, -I} é o centro de 
SO(n) n par. Obs.! 

Logo 11 c lf/Z sào efetivos. Pela dimcnsào de fi temos que: 

!I"" H/Zé SO(n -1) 

assim 1T = SO(n- 1) ou I1 = Ti,._ 2 • D 

LEMA 2.2.11: O grupo SO(n) não contém subgrupos próprios de dimensão maior que 
a dimensão de SO(n -1). 

PROVA: Seja. li subgrupo próprio de SO(n), tal que dim H~ dim SO(n- 1). 

Como SO( n) é simples, possui no máximo um conjunto finito de elementos que fi
xam todos os pontos de M = SO(n)J 11 assim, SO(n) é quasi-efetivo sobre T;~; 0 M, x0 EM 
fixado por ll. 

Seja k = dim Tx
0
M = dim M,H' a componente conexa de H, então: 
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FI' c; SO(k) 

logo dim SO(n- 1) :S dim H'= dim H :S dimSO(k) isto implica que k?: n- 1 ;u;sim 
dim SO(n)/ H?: n- 1, 

dim H< n(n - 1) - n = (n - 1)(n- 2) = dim SO(n -1). 
- 2 2 

Portanto dim H= dim SO(n- 1). o 

O conjunto de elementos de SO(n) que fixam Ci, i= 1, ... , k S n, onde { e1 , ••• , en} 
base canônica de IR\ é isomorfo a SO(n- k), mergulhado em SO(n) como segue: 

SO(n-k) '--' SO(n) 

(
h o ) 
O A . 

'Tal conjunto é um subgrupo de SO(n), que denotaremos por On-k· O subconjunto 
que deixa invariante o primeiro eixo, será denotado por Qn-t, suas matrizes são da forma: 

A=(~' ~),com BEO(n-1). 

LEMA 2.2.12: Se 1-1 é um subgrupo próprio fechado de SO(n) t.q. On-1 C H então 

H= Qn-1 OU H= Qn-1' 

PROVA: Pelo Lema 2.2.11 dim li= dim Qn_1.H é compacto então é um número finito 
k 

de translações a esquerda de Qn-1 i.c. H= Uu;Qn-1, g; E SO(n). 
i=l 

Consideremos a ação de H sobre sn-l = SO(n)/Qn-1 e lembremos que Ct E IR"' é 
fixado por Qn-1· 

Seja h E H c h-1 Qn_1h uma das componentes conexa::; de H, como 1 E h-1Qn_1h, 
então 

Qn-1 = h-1Qn-1h. 

logo H c; N(Q._l), onde N(Qn-l) é o normalizador de Q.-r, agora (g;Qn-1 )e, 
g;(Qn_1e1) = g;et, este ponto é fixado a esquerda por Qn-1 
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assnn 

Qn-1 i= 1, ... 1 k então 

9iQn-1 

(Qn-19;)e1 

(g;Qn_,)e, 

·"" '--'-'"'k ru. fucmo ( ll < ~,, • ~ H o 

y; = ul ~ ) A E O(n- 1) 

portanto k ::; 2. 

Se k = 1 então !I= Qn-t, c se k = 2 necessariamente temos que H= Qn-t· 

LEMA 2.2.13: Seja 11 um grupo conexo me.rgulhado em SO(n) corn dimH 
dim SO(n- 1), então H é conjugado a Qn-t· 

o 

PROVA: Pelo Lema 2.2.10 H é isomorfo a SO(n- 1) ou Hn_2 , então conhecemos seu 
anel de cohomologia. Consideremos H agindo sobreS"= SO(n)/SO(n -1). Primeiro 
mostraremos que H não pode ser transitivo sobre sn-l 

i) Seja n- 1 =2m, neste caso 

R( li) R.( 53 X 57 X ... X S4m-5 X S2m-1) 

R( 53 X 5 7 X ..• X S2n-7 X sn-2). 

Pelo Teorema 2.2.3, b) R( I!) = R(IT X s'l.n-3 ), esta contradição prova que H não 
pode ser transitivo sobre sn-l. 
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ii) n ~ 1 ímpar ou seja, n =2m, agora: 

R( H)= R(S3 x S7 x ... X 52
"-

5
). 

Pelo Teorema 2.2.3, a) R( H)= R(U x S"-1
) onde Ué a isotropia de H, se n -I é 

da forma 5, 9, 13, ... , claramente H não pode ser transitivo sobre sn-l. 

Só resta estudar o caso n -1 = 3(1) i.e. n -1 = 4k -1, 

R( H) R(s' x s' x ... x S4
'-' x ... x s"-'l 

R(s' s' s•-' S'"-') X X .•• X X ... X . 

Se 11 for tra.n:;itivo sobre sn-1 

R( U) = 11.( S3 X ••• X sn-S X S"+3 X ••• X S2"-5). 

Como no Teorema 2.2.8 (li é simples), a.quí Ué simples, c corno sn- 1 não é um fator 
esfera no seu anel de cohomologia, U não é isomorfo a nenhum grupo clássico. 

Agora. se U = F4 então dim U = 52, por outro lado 

dim U (n-l)(n-2) -(n-l) 
2 

(n-l)(n-4) 
2 

, (n-l)(n-1) 
mas 52 = não têm solução iut.cira, assim U f. F4 . 

2 

Fa~cndo a. mesma análise dimensional, U não é E 6 , B7 nem Eg. 
Isto deixa como única possibilidade que: 

U = G, e H= S0(7). 

Mas pela Proposição A2 (ver apêndice), 50(7)/G2 não é homeomorfo a 57
• 

Só falta. analisar o caso 1k- 1 = 8k- 5 i.c. k = 1 ou seja n- 1 = 3. 

Neste caso 
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R( H)= R(S3
) 

logo 

11 = S0(3),dim H= 3 c dim U =O. 

Pela. efetividade de li sobre 5 2 Ç 5 3 , temos que U = {1}. 

Assim HjU = 50(3) que não é homeomorfo a 5 3
• 

Portanto 50(3) não é transitivo sobre 5 3
. 

At:isim temos que li não é tran::;itivo sobre sn-t. 

(n-l)(n-2) 
Pelo Lema 2.2.10 H é efetivo, como dim H = 

2 
, a Proposição 2.2.5 

confirma a existência de uma órbita de dimensão n- 2. 

[ Todas as órbitas de li são (n- 2)-dímensionais exceto pã.ra duas de dimensão 
menor, ver [M/Z] c [M/S]]. 

A única órbita de SO(n -1) c kn-t de dimensão menor que n- 2 é um ponto, seja 
x tal ponto, portanto 

11 Ç R,.,= {g E SO(n);gx = x). 

Corno Rnx c C011jugado a Qn-1, então Il é conjugado a um subgrupo de Qn-l, pela 
dimensão de H, temos que H c conjugado a Qn-l· D 

TEOREMA 2.2.14: Seja n- 1 :::: 3(4), os únicos grupos compactos conexos clássicos, 
transitivos sobre sn-l, são: 

( n) (n) SO(n), SU Z e Sp 4 . 

PROVA: Análogo aos Teoremas 2.2. 7 c 2.2.8, dos grupos SO(m) m par e SU( k) somente 

SO(n) e su(~) são transitivos sobre sn-1. 

Seja agora G = Sp(k) transitivo sobre sn- 1
, então 

R( G) = R( 53 x 57 x ... x s"-1
) e n - 1 :'0: 4k - I 
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logo ~ :::; k. Pela proposição 2.2.1 sabemos que Sp(~) é transitivo sobre sn-I, seja 
n 4 < k e H a isotropia de G 

R( H) ~ R(S3 X S7 X •.• X sn+' X ..• X S4
k-l ). 

Claramente H não é clássico, mas pode ser um dos grupos excepcionais. 

Se H = 0 2 , então G = Sp(3) e 4k - 1 = 11 i.e. n - 1 = 3, 7 G não é transitivo 
sobre S3 pois dim Gjli = 7. 

Pela Proposição A3 Sp(3) não é transitivo sobre S7 (ver apêndice). 

Suponhamos II = F4 , dim li = 52, assim temos que: 

n - 1 ~ k(2k + 1) - 52 e 

então 

n 
- < k 
4 

2k 2 +k-(5l+n)~O e n2 -6n-408<0 

da desigualdade n = 1, 8, 12, 16, 20. 
Para n ~ 4, k ~ 5, mas dimSp(5) ~ 55, pela Proposição (2.2.5) Sp(5) não pode ser 
transitivo sobre S3 . Os outros não dão solução inteira para k, portanto H o:f F4 • 

Pela mesma análise feita para Pt, H não é nenhum dos grupos excepcionais. Por

tanto entre os grupos simpléticos só sp(~) é transitivo sobre sn-l. 

logo 

Seja agora G ~ SO(m) m ~ 2k + 1 

R(G) ~ R(S3 
X S7 

X ... X s"-1
) e n -1 <:: 4k -1 

n+2 
~-<m 2 - , 

. n +2 
seJa~-< m 

2 

R(JI) ~ R(S' X S7 X ... X sn-ó X sn+' X ... X s<k-1), 

H a isotropia de G, claramente fi não pode ser cláBsico. 

Se 1l = G2 então C= S0(7) e n -1 = 3, 7 dirn G/11 = 7, então G não é transitivo 
sobre S 3

. 

Pela Proposição A2 S0(7) não é transitivo sobre S 7 (ver apêndice). 
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Por questões de dimensão, (como no caso anterior Sp(k)), H não é nenhum dos gru
pos cxccpctonaJs. 

Suponhamos que SO(m) seja transitivo sobre sn-t com n; 2 
= m = Zk + 1, seja 

H a isotropia de SO(m) 

R( H)= R(S' x s' x ... x s"-5
). 

Logo H é isomorfo a S0(2k -I) ou Sp(k -I). 

a) Suponhamos que f1 é isomorfo a Sp(k- 1). 
Consideremos SO(m) agindo naturalmente sobre S2k, li como subgrupo de SO(m) 
também age tlobrc S2

k. Por 2.2.711 não é transii.ivo sobre S2
k. 

Órbitas da ação de H de dimensão positiva são pelo menos de dimensão 2k - 2 
{Proposição 2.2.5). Mas fJ é isomorfo a Sp(k -I). Pelo Lema 2.2.5 H não pode ter 
órbitas de tal dimensão pois Sp(k -1) não é isomorfo a S0(2k- 1). 
Logo H possui pelo menos uma órbita de dimensão 2k- 1, como em 2.2.13 todos 
tem dimensão 2k- 1 exceto duas de dimensão menor, que necessariamente tem 
dimensão O. 
Então H possui um ponto estacionário, logo H está contido na isotropia de 
S0(2k + 1) i.e. H Ç S0{2k). 
Consideremos M = S0(2k)/H,x o ponto estacionário de H e H agindo linear
mente em TxM, dim M = 2k -1, como no Lema 2.2.10 H Ç S0(2k -1) dim H= 
dim S0(2k -1) então eles coincidem mas isto contradi:t o fato de H ser isomorfo a 
Sp(k- !). 
Portanto H não pode ser isomorfo a Sp(~ -1). 

b) Suponhamos que H é isomorfo a S0(2k- 1), c consideremos SO(m), m = 2k + 1, 
agindo canonicamcnte sobre S 2

k 1 H t.ambém age sobre S2
k como subgrupo, mas não 

transitivamente (Teorema 2.2.7). 
Afirmação: H não possui órbitas de dimensão 2k- 1. 
Se tiver, todas sua."i órbitas são da mesma dimensão exceto duas H(x), H(y) de 
dimensão menor. 
Se fl(x) ou If(y) é um ponto, li é conjugi"Ldo a um subgrupo de Q2k-1 (Lema 2.2.13), 
como H é isomorfo a S0(2k- 1) pode ser mergulhado canonícamente em Q2k-I, 

a._<;sim S0(2k + 1)/H seria homeomorfo a S0(2k + 1)/Q2k_2 , mas este último não é 
homeomorfo a S'4k-l (ver Proposição A1, no apêndice) o que contradiz o fato de H 
ser isolropia de S0{2k + !). 
Então H(x) e 11 (y) não são um ponto, e como são de dimensão estritamente menor, 
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pela dimensão de H só podem ter dimensão 2k - 2. 
Assim Hx a isotropia de H (ou sua componente conexa da identidade) é isomorfo a 
50(2k- 2) (Lema 2.2.10). 
Seja z E S 2k \ (JI(x) U fl(y)), se z é suficientemente próximo de x, Hz é isomorfo 

a um subgrupo de Hx. 
Como dim H(z) = 2k- I 

dimH-(2k-1) 

dim 50(2k- 2)- 1. 

Mas S0(2k - 2) não possui subgrupos de tal dimensão, portanto H não possui 
órbitas de dimensão 2k- 1. 
Aesim t.oda órbita de H sobre 50(2k + I)/50(2k) = 5" é (2k- 2)-dimensional. 
O único grupo localmente isomorfo a S0(2k -1) é fl2k_2 seu recobrimento universal, 
assim H = S0(2k- 2) ou H= R'l.k-'1.· Veremos que esta última opção é impossível. 
As únicas órbitas (2k- 2)-dimensionais que R2k-'l. pode ter são S2k-2 e IRP2k-'l.. 

O centro de fl2k-l e {I,- I}, como ele ó conexo c transitivo na.s órbitas, -I possui 
um ponto fixo x0 • 

Seja x um elemento de uma órbita, :lA E S0(2k- 1); Ax0 = x 

(-I)x ( -I)Ax0 

A(-I)xo 

- Ax0 = x 

Assim -1 fixa todo ponto das órbitas, logo fixa toda a esfera S 2
\ o que contradiz 

o fato de 50(2k + 1) ser efetivo em S 2k. 

Portanto H= 50(2k- 1). 
Pelo Lema 2.2.13 Hx a isotropia de H é conjugado a Q2k-3 ou a Q2k_3 dependendo 
se H( x) é homeomorfo a S2k-z ou IRP2k-2 respectivamente. 
Pelo Lema A6 (ver apêndice) temos que 2k-2 :::; k então k ::S 2, para k > 2 SO( m) = 

S0(2k + 1) não é transitivo sobre sn-l onde m = n; 2 . 

Agora se k = 1 n -] = 3 e li= 50(3), flx ={I}. 
Como vimos no Lema 2.2.13 50(3) nã.o é transitivo sobre 5 3 . 

Se k = 2 n- 1 = 7 , H = 50(5) e Ilx = 50(3). 

Mas 50(5)/ 50(3) não é homeomorfo a 57 (Proposição AI). 
O que prova totalmente o Teorema. 

47 

D 



3. OS CASOS NÃO CLÁSSICOS 

Será feito aqui um resumo de um apêndice de [Wh J onde está em detalhe a transiii
vidade dos grupos Spin(9}, Spin(?) c G2 sobre as esferas S 15 , S7 e 56

, respectivamente. 

TEOREMA 2.3.1: Seja G um grupo de Lic compacto conexo, agindo transitiva e efe
tivamente sobre um espaço simplesmente conexo M, com característica de Euler x(M), 
um número primo. Então C é simples. 

A prova pode ser vista em [Bo. 1], a qual é baseada no seguinte: 

TEOREMA 2.3.2: SejaM um espa~:o homogêneo a um grupo de Lie compacto conexo 

G, com isotropia H. Então x(M) é positiva se p(H) = p(G). 

Neste caso x(M) = o(W)/o(W1 ) onde W e W1 são os grupos de Weyl de G e li 
respectivamente. 

A prova pode ser vista em [II/S]. 

Para grupos de Lic compaci.os, em [B/S] temos a, lista dos subgrupos conexos maxi
mais, que possuem o mesmo posto do grupo, em [W] encontra-se a ordem dos grupos de 
Weyl para grupos simples. 

SeM= s'=, x(M) = 2. 

De tais classificações, temos que os únicos casos onde 

são os seguintes: 

a) G 

b) G 

o(W)/o(W!) = 2 

50(2m+l) e ff=50(2m)m=l,2, ... 

G, e H = SU(3). 

Onde G2 é o grupo (excepcional) de automorfismos da álgebra de Cayley K, que age 
transitivamente sobre 5 6 com subgrupo de isotropia SU(3) (ver [Wh]). 

Assim temos o seguinte: 

TEOREMA 2.3.3: O único grupo de Lie compacto conexo simples, agindo transitiva
mente sobre S 2m, m -:f. 3 é localmente isomorfo a S0(2m + 1). Param= 3, além de 
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S0(3), existe também G2. D 

O grupo G2 c a álgebra de Cayley são construidos da seguinte forma: 

Considerando IH, como a álgebra associativa dos quaternios, a álgebra de Cayley é 
K =IH EB IH com o seguinte produto, sejam u, v E K, u = (a, b), v = (c, d), 

uv = (ac- db,da + bc) 

isto define uma álgebra real JC (isomorfa a e como espaço vetorial). 

Sejae0 = 1 = (1,0). O centro de/C é 1Re0 A conjugação emJC édadaporU = (a,-b), 
que estende naturalrncnLe a conjugação de(]) e .Ui. Dcfinamol:i em K o ::seguinte produto 
interno 

1 
(u, v)= ;z(uv + vu) 

o qual coincide com o produto interno canônico de JR8
• 

Temos que U = u se c só se u E 1Re0 c U = -u se e só se u é um "número de 
Cayley" puro, (u E (JRe0 ).1). Consideremos agora e1 = {i,O),e2 = (j,O),e3 = (k,O),e4 = 

(O,l),c5 = (O,i),e6 = (O,j) e c,= (O,k). 

Um automorfismo de K. é uma transformação linear não-singular de K em K tal que 
T(u ·v)= T(u)T(v), \lu, v E IC. 

PROPOSIÇÃO 2.3.4: Se 1' é um automorfismo de K, então: 

1) ri = idlleo 
Reo 

2) T(u) = T(u) \lu E K 

3) T é ortogonal. 

PROVA: 

1) Se a E 1Rc0 então a= ae0 , a E IR. 

T(a) 

T(eo) 

<Y7'(co) 

T(eo · e0 ) = T(e0 ) • T(c0 ) 
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como T(c0 ) f. O pois T é um automorfismo, temos que 7'(eo) = e0 , logo 

T(a) =a 'la E IRea. 

2) Pela linearidade de T c da conjugação, se segue que basta mostrar T(U) = T(u) 
para u = e;,i = 0,1, ... ,2. 

3) 

Para u = e0 já foi visto em 1). 
Agora como e1 = -ei i= 1, ... , 7, temos que 

T(e;) T( -e;)= -T(e;) 

T(c;), 

pois T(e;) é um número de Cayley puro. 

(Tu,Tv) 
1 - -
"2(TuTv + TvTu) 

~(TuTv + TvTu) 
2 
1 

2(T( uv) + T( vu)) 

- rG(uv + vu)) 

T(u,v}={u,v} pots {u,v)ElRe0 '::::!.lR 

o 

OBSERVAÇÃO: Como G2 é conexo, podemos considerar G2 Ç 50(7), agindo sobre os 
números de Cayley puros 1C0 '::::!. IR1

. 

Consideremos agora uma tripla ortonormal (a, b, c) de elementos de K 0 • Uma tripla 
será chamada "es]Jccial" se e só se c é ortogonal a ab. 

TEOREMA 2.3.5: Se (a,b,c) é uma tripla especial, então existe um automorfismo T 
de [{, tal que: 

T(ct) = a,T(c2) = b,T(e7 ) =c. (ver[Wh]). 

COROLÁRIO 2.3.6: 0 2 age transitivamente sobre 5 6 Ç 1<0 '::::!.!R1
• 

PROVA: Esta é imediata de 2.3.5, para a E 56 tomamos b unitário ortogonal a a, e c 
também de norma 1 no complemento ortogonal do subespaço gerado por a, b, ab, assim 
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temos que (a, b, c) é uma tripla especial, c pelo teorema anterior, temos que existe TE G2 

tal que: 

D 

Agora estudaremos um pouco acerca da transitividade dos grupos Spin(9) sobre 8 15 

e Spin(?) sobre 8 7 . Começaremos com um pequeno resumo da construção dos grupos 
Spin(n). 

Seja V um espaç.o vetorial real, dotado de um produto interno ( ·, ·) e uma norma 11·11, 
e seja também { v1 , ••• , vn} uma base ortonormal de V, existe uma álgebra associativa com 
unidade C= C(V) (álgebra de Clifford) que "contém" V, construida como segue. Seja 
VA um elemento associado com A Ç N = {1, ... , n }, como espaço vetorial, C é o espaço 
gerado por tais elementos, dim C = 2n, identificando V{ i} com V; podemos considerar V 
como subespaço de C. 

Seja é( A, B) = ( -1)m, onde m c o número de pa.rcs (a, b) com a E A, bEBe a> b. 
O produto em C é definido por bilincaridadc c pela condição 

VAVB =e( A, B)vAAB 

onde Aó.B é a diferença simétrica dos conjuntos A, B. 

Então verifica-se que: 

1) v</> é o elemento unidade 1. 

OBSERVAÇAO: Consideremos uma álgebra associativa A com elemento unidade 1 e 
uma transformação linear 

À: V~ A t.al que À(x )' = llxll'l, 'lx E V 
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Diz a propriedade universal para álgebras de Clifford, que existe uma única extensão de 
À a C. Podemos definir tal extensão como segue 

L>(vA)=À(vo,) ... À(vo,) com A={a,, ... ,ak}. 

Em particular, x2 = llxll21 se x E V C C. 

Pelo processo de polarização (ver [C]) obtemos: 

yz + zy = 2(y,z)l Vy,z E V 

DEFINIÇAO 2.3. 7: Denotaremos por CP o subespaço de C gerado por elementos VA 

com A de cardinalidade par. 

TEOREMA 2.3.8: CP é uma subálgcbra de C, se dim V é ímpar CP é simples i.e. não 
possui ideais não triviais. (Ver [Wh)). O 

Definamos uma aplicação linear c --Jo C de C em C, a qual leva um elemento da base 

)
k(k-1) ; 

v A sobre ( -1 2 VA, onde k é a cardinalidade de A. E claro que tal aplicação é um 
anti-automorfismo de C, de período 2; que chamaremos "involução principal". 

DEFINIÇÃO 2.3.9: f= f( C)= {c E C tal que C é inversível c cVc-1cV} é chamado 
o grupo de Clifford. 

PROPOSIÇÃO 2.3.10: Para c E r, a. aplicação linear p(c) de V em V dada por 
p(c)x = cxc- 1, é ortogonal, c p de r em O(n) é uma representação de grupo. 

A prova emerge da definição de p(c) e de(*). 

DEFINIÇÃO 2.3.11: p será chamada a representação vetorial de r. 

LEMA 2.3.12: Se x E V, x i O, então x E r e p(x) = -óx, onde Óx é a reflexão no 
hiperplano ortogonal a x. 

PROVA: Como x2 = llxll' ·1 então -l X 

x = llxll'" 
Seja y E V, por(*) xy 

logo 

como 

-1 xyx 
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-yx + 2(x,y)l 
2(.T., y) 

-y + llxll 2 X E V 

y- 2(x, y) ll:ll' (ver [C]) 



Lemos que p(x) 

o 

Seja r p = r n CP, se Xt' •.. 'X2r E v todos não nulos então X = XlX2 •.• X2r E r Pl 

logo p(x) = Óx1 o ... o Óx2r c detp(x) = 1. Temos que VT E SO(n),T é produto de uma 
quantidade por reflexões Óx

1 1 ••• , Óx2r, então: 

SO(n) ç p(r,). 

PROPOSIÇÃO 2.3.13: p(l',) = SO(n) e (ker p) n r, = IRol, 1Ro = IR- {O} (ver 
[Wh]). 
o 

COROLÁRIO 2.3.14: Um elemento c E C, está em T'p se existem Xt, ••• ,x2r E V tais 
que c= XtX2 ... X2r· O 

PROPOSIÇÃO 2.3.15: Para c E I' P ex E V temos que c- 1 xC = cxc-1
. 

PROVA: É fácil ver isto para os elementos da base de V por lineariedade cumpre-se para 
qualquer x E V. o 

lmcdiatamcntc J.c 2.:3.13 concluímos que se c E r Pl então 

xcc Ccx VxE V 

logo cc E Z,z o centro de c 
como cc E r p então cc E Z n I', = fRol 

ou seJa 

Sejam 

Portanto 

Cc .l.(c)l. 

(ctc2)CtC2 

Cz{C1c1)c2 

.l.(c1).l.(o,)l 

.l.(c1c2 ) = .l.(c,).l.(c2 ), 

c assim À define um homomorfismo de r p em lRo. 
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DEFINIÇÃO 2.3.16: Define-se Spin(n) = ker À C:: l'p. 

OBSERVAÇÃO: 

1) Se c E Spin(n) Cc = 1 com c= X1X2 ... X2n então C= X2rX2r-1 ••• x1. 

2) Rigorosamente teríamos que escrever Spin(V), mas dim V= n i.c. V:::::::: lf{"- então 

Spin(V) oe Spin(n) = Spin(IR"). 

TEOREMA 2.3.17: Seja c E C, c E Spin(n) se 3 Xi 1 ... ,x2r E V unitários, tais que 
c= x1x2 ••• x2,. (Ver [Wh]) O 

OBSERVAÇÃO: Se V é subespaço de W, (como espaço produto interno e normado) 
com dim W = m, podemos considerar Spin(n) subgrupo de Spin(m). 

Consideremos agora a álgebra excepcional de Jorda.n, J, i.e., o conjunto das matrizes 
Hcrmitianas com entradas na álgebra de Cayley K, um elemento X E :J possui a forma 

( t~:~:) 
X2 X1 Ç3 

X= 

com x; E K.,Ç; E IR. Assim J como IR-espaço vetorial possui dimensão 27. O produto 

em J, chamado produto de Jordan é dado por: 

1 
X· Y = 2(XY + YX) 

onde XY é o produto usual de matrizes. :J é comui<üiva mas não é associativa. 

Seja E; i a matriz com 1 na entrada de i-ésima linha, c j-ésima coluna, c o nas outras, 
(i,j = 1,2,3). Assim 

E;jEki = bjkEu, Ójk a delta de Kronecker. 

Sejam também E; = E;;, F; = I- E;, I a matriz identidade e 

<>1 (X) 
a,(x) 

a3 (x) 

X E-~3 + X fi32 

xEat + XE13 

xE12 + XEz1 
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Assim ai é um isomorfismo linear de !C com um subespaço Ui de :J, e :J é a soma direta 

J = IRE1 GJ IRE, GJ IRE, GJ U, GJ U, GJ U, 

A matriz X de ( **) é dada por: 

3 3 

X= 2:;f.;E; + 2:;a;(x;) 
i=l i=l 

c a tabela de multiplicação de :J, c dada pela comutatividade e por 

a;(x) · a;(y) 

a;(x) · <>i+J(Y) 

z = J 

(x,y)Fi 
I 
2a,+2 (y x) (índices mod. 3) 

Notemos que uã.o existe ambiguidade ao escrever xn =X· ... · X (n fatores). 

3 

DEFINIÇÃO 2.3.18: Define-se t(X) = Lf.i e q(X) = t(X'). Fazendo alguma.s contas 
i= I 

comprovamos que: 

3 3 

q(X) = 'Lf.i + 2Dixdl' 
i=l i=l 

PROPOSIÇÃO 2.3.19: A forma quadrática q é positiva definida . 
duto interno c normado, com norma (q(X))L 

.1 é um espaço pro
O 

I 
Agora, para simplificação de cálculo definimos IIXII 2 = 2q(X), temos que o produto 

interno associado é 

(X, Y) = ~t(X · Y) 
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A decomposição anterior de :J em soma direti:L é ortogonal com respeito a este produto 
interno, e a; : J:::_ --Jo U; é uma isometria. 

Em [W] também é demonstrado o seguinte: 

TEOREMA 2.3.20: Se T é um automorfismo de :J, então as formas, te q são invarian
tes sob r. 

Em particular, T é uma transformação ortogonal. o 

Afim de estudar os automorfismos de :J, vejamos pnmetro os idempotentes da 
álgebra. 

Se X é a matriz(**), então X 2 =X se c só se 

e 

(Ço-(2) + Ça(3j)Xu(l) + Xu(3)Xu(2) = Xu(l) 

onde {a(l),u(2),a(3)} são as permutações cíclic<Ul possíveis de {1,2,3}. 

DEFINIÇÃO 2.3.21: Um idempotente E =F O se diz primitivo se e só se os únicos 
idempotentes X tais que E· X = X são O e E. Chamaremos P ao conjunto de todos os 
idempotentes primitivos. 

Consideremos agora F',., o grupo de Li e excepcional, dos automorfismos da álgebra de 
Jordan J. Este é um subgrupo fechado do grupo linear L(:J) ç:::: GL(27, IR). Pelo Teorema 
2.3.20 F4 Ç 0(27), assim F4 é um grupo de Lie compacto, F4 age transitivamente sobre 
o espaço P dos idempotentes primitivos, chamemos de H o subgrupo de isotropia de F4. 
Nos."io objetivo agora é estudar a estrutura de I!. 

Seja e: i : :J --Jo :J a operação de multiplicação pelo idempotente primitivo E;, i 
1, 2, 3, logo 

e;(X) =~;E;+ ~~ai(xj) 
'r' 

É fácil ver que E:i como .m-transformação linear, tem uma representação matricial diagonal, 
c seus autovalores são O,~ e 1. Assim podemos decompor :J corno 
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J=Ji(O)ffiJim 6lJi(l) 

onde Ji().) é o autoespaço associado ao autovalor À. 

Não é difícil ver que: 

J,(o) U, CD LJIUo; 
#i 

J.G) :Lu, 
#i 

J,(l) iREi 

Seja H; o conjunto dos automorfismos de .J os quais fixam Ei. 

PROPOSIÇÃO 2.3.22: Cada J,(.\) é invariante sob 11,. 

PROVA: Seja TE f!,, e Y E J, então 

r'(E, · Y) r-'(E,). r-'(Y) 
E,· T-1(Y) 

Seja ago.-a X E T(J,(.\)), c Z E Ji(.\) tal que X= T(Z) então: 

7'-1(X) = Z 

=;. E,· r'(X) = e;(Z) 

=;. r-'(E, ·X)= .\Z 
=;. E;· X = >.T(Z) 

=;. e,( X) = .\X 

Portanto X E J,(.\) i.c. T(J,(.\)) <:: J,(.\) VT E H,. o 

Também temos que .Fi é fixado por cada elemento de H;, logo o complemento orto~ 
gonal Vi de JRF; em ..1;(0) é invariante soh Ih 

Seja X E T(V;), c Z E V; com X= T(Z) temos que 



O (Z, Y) W E IRF; 

- (r-'x, Y) 

(X,TY) 

(X, Y) pois T(Y) = Y VY E IRF; 

Portanto X E Vi 1 o que verifica nossa afirmação. 

Fazendo wi = .JiG), temos então o seguinte: 

TEOREMA 2.3.23: Existe urna decomposição em soma direta de .J 

J = IRE; lll IRF; lll ~; lll W; 

a qual é invariante pela ação de Hi. 

Vejamos o caso i= 1; sejam X E ~ e Y E IRFi assim 

Então 

logo ç, = -Ç,. 

Portanto 

( 

o o 
X= O 6 

0 X1 

0= (X,Y) 

X= O 

~tr(X · Y) 
2 
1 
2~(ç, + 6) 

o :, ) ç 
:r, -Ç 

o 

Tomaremos o grupo de isotropia H como sendo o grupo H1 . Para simplificar a 
notação, omitiremos o subíndice i= 1. 

Os elementos dos espaços IRE,.IRF, V e~' são da forma: 
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ÇE - ( ~ ~ ~ ) , ~F= ( ~ ~ ~ ) 
o o o o o ~ 

V(x,Ç) U ! ~J eW(y,z)= ( ~ ~ !) 
respectivamente. 

Sejam V E V e W E W, depois de um cálculo um pouco tedioso é possível ver que: 

IIV · Wll = ~IIVIIIIWII 

TEOREMA 2.3.24: H é isomorfo com Spin(9). D 

Da prova deste teorema foi obtida a construção da chamada (/representação spin". 

Seja :F a álgebra dos endomorfismos de W e definamos () : V-+ :F por: 

B(X) = L 2xlw 
onde L2x é a multiplicação por 2X em :J. 

Então 

O(X)2(W) 4X-(X-W) 

IIXII'W 
Assim O(X)2 = IIXII2 I, I a identidade em W, então pela propriedade universal para 
álgebras de Clifford, podemos estender O a um homomorfismo O 

O: C-> :F onde C= C(V) 

Seja 7JP : CP --t :F a restrição OP = 7fl . 
c, 

Como dim V= 9 e dim W = 16, temos que dim CP= 28 e dim :F= 162 = 28
, além disso 

pelo teorema 2.3.8 CP é simples ou seja seus únicos ideais são os triviais} como Cp não é 
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nula e como ker Õp é um ideal de Cp, necessariamente kerÕp = O i.e. Õp é um isomorfismo 
de CP em :F. 

Seja agora 61 : Spin(9) --->F, dada por 6, = 7JI 
Spin(9) 

Se X E V e li XII = 1 , então 

II6,(X)(W)II L 2,(W)II 

2IIX·WII 

IIXIIIIWII=IIWII 

logo 61 (X) é ortogonal. 

Se Z E Spin(v)"' Spin(9), então Z = z,z, ... z,, com IIZ•II = 1 e z, E V 

II6,(Z)(W)II 

Portanto 61 ( Z) também é ortogonal. 

II6,(Z,) o ... o 6,(Z,,)(W)II 

li Zdlll6, ( Z,) o ... o 6, ( Z,, )(W)II 

II61 (Z2 ) o ... o 6,(Z,,)(W)II 

IIWII 

Como Spin(9) é conexo, a aplicação X --+ det t51(X) é constante, t51 (X) é ortogonal, 
X= X 1 .• . X 2, e det 61(X;) = ±1 claramente det 61(X) = 1 VX E Spin(9), logo 61 é 
uma representação 1 - 1 de Spin(9) em SO(W) "'S0(16). O 

Também podemos construir uma representação ; de Spin(9) em SO(.J), como a 
soma direta das representações triviais em IRE E& IRF, a representação vetorial p em V, e 
a representação spin 61 em W. Como 61 é 1-1, também i é 1-1, Utilizando fortemente 
os teoremas 2.3.20 e 2.3.23, é provado em [W] que "((Spin(9)) =H. 

O grupo H age sobre 5 15 (através da representação ó1), com H0 = Spin(7) como 
subgrupo de isotropia (ver IWh]). 

TEOREMA 2.3.25: H= Spin(9) age transitivamente sobre S15• 
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PROVA: dim H0 = 2l,dim H= 36 

logo dirn H/ H0 = 15. 

H I H o é uma subvariedade de S15
' a qual é fechada pois H é compacto, claramente H I H o 

é aberto em S15 pois são da mesma dimensão, portanto 

H/Ho = S15
• 

D 

Ho fixa um certo v0 E V, e como pode ser visto em [Wh] deixa invariantes os subespaços 
ui, i= 1, 2, 3. De aqui que cada a E H o determina um único operador linear CT; : K--+ K 
tal que 

u(n;(x)) = <>;(u;(x)) i= 1,2,3;x E/( 

tal operador é a;= a;:-1 o a o a;. 

PROPOSIÇÃO 2.3.26: Se definimos w;(a) = u;,a E H0 , então w; é uma representação 
ortogonal!- 1, de }]0 em S0(8) "'SO(IC). 

PROVA: Claramente Wi é um homomorfismo de H0 em GL(K) 

(u;(x),u;(y)) {a;:-1 o a o a;(x), a;:- 1 o O' o ai(Y)) 
(x, y) 

pms a; é uma isometria e cr é ortogonal. Pelo mesmo critério para 81 , temos que 
det w;(u) = 1. 

Agora w; é 1 - 1 pela unicidade de a; para cr. D 

H o = Spin(7) age sobre S7
, através da representação ó2 = w1, seu subgrupo de isotropia 

é G2 (ver [Wh]), como no teorema 2.3.25, por questões dimensionais temos que, Spin(7) 
age transitivamente sobre S 7 • O 

Completamos assim a lista dos compactos conexos que agem transitivamente na es
fera sn-l, n > 2. Eles são ordenados na tabela a seguir aonde os tipos dos grupos são 
colocados na vertical e a dimensão da esfera na horizontal. Ex quer dizer grupo excepci
onal, N.S. não simples e C e clássicos. 
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n 1 par n 1- 1(4) n 1- 3(4) 

C f SO(n) SO(n) SO(n) 

suG) suG) 
Spm 

Ex G2, n = 7 Spin(9) n = 16 

Spin(7) n = 8 

N.S. uG) uG) 
Spm x Sp(1) 

Denotando tais grupos por I< temos que a ação de]{ é linear, isto é, agem por uma 
representação 50 sobre JRO com 50(K) = K Ç SO(n), assim para: 

i) K=SO(n) li0 =id 

ii) K = SU(m) ou U(m) /i0 = a representados em S0(2m) (ver seção dois deste 
capítulo) 

iii) J( = Sp(k) li0 = (3, representado em S0(4k). A representação de Sp(k) X Sp(1) é 
dada por f3 na primeira coordenada e por multiplicação à direita de quatérnios na 
segunda coordenada. 

iv) K = G2 50 = id (ver o começo desta seção) 

v) K = Spin(9) ou Spin(7) 50 = 51 e 80 = 82 respectivamente (representações expli-
cadas também nesta seção). 

A terceira linha da tabela acima é determinada a partir do teorema 2.1.7 b). Com as 
notações desse teorema, o grupo G1 tem que ser um dos grupos das duas primeiras linhas. 
Como a ação, em cada caso, é linear, a outra componente deve estar contida no centrali
zador de G1 no grupo de todas as transformações lineares. O centralizador de SO (n) é 
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dado pelas matrizes reais múltiplas da identidade. Portanto esse grupo não aparece como 
componente na terceira linha. A situação é a mesma no caso dos grupos excepcionais. Já 
o centralizador de SU ( m) é dado pelas matrizes complexas m x m múltiplas da identi
dade. Isso faz aparecer- na terceira linha todo o grupo unitário. Por fim, a representação 
de Sp ( k) é feita por intermédio da aplicação (3 e os elementos desse grupo comutam com 
as transformações lineares dadas por multiplicação à direita por quaternios, o que faz com 
que apareça na tabela o grupo Sp(k) x Sp(l). 
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CAPÍTULO III 

Neste capítulo será feita finalmente a classificação dos grupos conexos G Ç GL(n, IR) 
cuja ação natural sobre mn é transitiva sobre IR~. Para isto precisamos de dois im
portantes teoremas mostrados por Boothby [B] e que serão apresentados também neste 
capítulo, também precisamos como já foi dito da classificação dos compactos conexos 
transitivos na esfera sn-~, que foi feita no capítulo anterior. 

3.1. AÇAO TRANSITIVA SOBRE JR0. 

Consideraremos subgrupos de Lie conexos G ~ GL(n, IR) com a ação natural sobre 

DEFINIÇAO 3.1.1: Diremos que G é transitivo, se sua ação é transitiva sobre IRQ. 

PROPOSIÇÃO 3.1.2: Seja(·,·) o produto interno usual de !Rn e suponha que G seja 
transitivo, então a aplicação: 

*: G X sn-1 -----+ gn.-1 

(.4, c) 
Ax 

---l- A*X=--- IIAxll 
define uma ação transitiva de G sobre sn-l. 

PROVA: Sejam A,B E G,x E IRQ. 

1 

IIAYIIAy com 

II:YII A(ll;xll Ex) 

f*X 

IIBxll AB.T 

IIABxll IIBxll 
AB:r 

IIABxll 
AB *X 

I 
--x =:r 
llxll 
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Logo * é uma ação de C sobre sn-l. 

Sejam x, y E sn-l como G é transitivo, então: 3.4 E G tal que y = Ax. 

Claramente A * x = y 

Portanto G é transitivo sobre sn-l em relação a ação *· D 

OBSERVAÇÃO: Por O-transitivo, entenderemos: transitivo em relação a ação B. 

DEFINIÇAO 3.1.3: Uma direção ou raio em IRn é uma semi-reta começando na origem. 

Para um raio r em !Rn com x E r escreveremos -;.-:= T, claramente, x, y E r se .'t = Ày 

com À > O; para a matriz Anxn tem-se: 

Ax ~ ,\Ay 

logo Ax e Ay também pertencem ao mesmo raio assim podemos definir: 

PROPOSIÇÃO 3.1.4: Seja H subgrupo de GL(n, IR), H é *-transitivo sobre sn-I (* 
ação da proposição anterior) se e só se H com a ação natural sobre mn é transitivo sobre 
raios. 

PROVA: Suponhamos que H é *-transitivo sobre sn-·l. Sejam TI,T2 raios de !Rn e 

X.;. =Ti n sn-l i = 1, 2 

assim Ti =7.;., por hipótese: 3.4 E H t.q. X2 =A* .1:1 

logo 

aSSim 

Portanto 

Ar1 
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I.e. !I é transitivo sobre raios. 

Reciprocamente suponhamos agora H transitivo sobre raios. 

Sejam J.:, y E sn-l então ::lA E H tal que Y= A :Z=k 

então 

L e. y =A* x. 

Portanto H é *-transitivo sobre sm-l. D 

PROPOSIÇAO 3.1.5: Se G e G 1 são conjugados em GL(n, IR), então G é transitivo se 
e só se G' é transitivo. 

PROVA: Seja G transitivo, temos que 

c'= ccc-1 com C E GD(n,JR). 

Sejam x,y E JR.g 

logo 

então ::l.A E G tal que AC-1x = c- 1y 

logo CAC- 1x ~ y CAC- 1 E G'. 

Portanto G1 é tansitivo. D 

OBSERVAÇAO: O mesmo vale para transitividade sobre raios, a prova é basicamente 
a mesma da proposiçào anterior. 

TEOREMA 3.1.6: Seja G transitivo, K subgrupo compacto maximal de G e < ·, · > 
um produto interno K -invariante em IRn n > 2. Entào K é transitivo na esfera unitária 

cn··l _ { E IRn. < . > - 1} a - X 1 X, X - . 

PROVA: Pela Proposição 3.1.2, G é *-transitivo sobre sn-l que é simplesmente conexo e 
compacto, logo 3K1 subgrupo compacto maximal que é *-transitivo sobre sn-l (ver [M]). 
Então pela Proposição 3.1.4, K 1 é transitivo sobre raios, como também todo/( conjugado 
de K 1 . Como todos os compactos maximais em G são conjugados entre si (ver [I]) então 
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K 

logo K 

é transitivo sobre raios, 

é* -transitivo sobresn-l_ 

Seja<·,·> urn produto interno /{-invariante, i.e. 

< A:r,Ay >=< x,y > \IA E K. 

Scdefinell."lll~(x,x)l, §n-l~{xE!Rn,(x,y)~l}e 

Q9: G X §n-1 

(A, x) 

§n-1 

Ax 

IIAxll 

Da mesma forma que na Proposição 3.1.2@ é uma ação de G sobre §n-l e G é ®-transitivo 
sobre Sn-l. 
Repetindo a análise feita no começo da prova temos que K é transitivo sobre §n-l_ 
Sejam 

x, y E §n-l e A E K t.q y =A® x 

então 

A:r 
y 

IIAxlll 
Ax 

llxll1 
Ax. 

Portanto K é transitivo sobre §n-l_ D 

OBSERVAÇÃO: Se G é limitado em GL(n, IR), então suas órbitas são limitada em IRn, 
assim uma condiçào necessária para G ser transitivo é que seja ilimitado. 

Logo uma recíproca para o teorema anterior, é o seguinte: 

TEOREMA 3.1.7: Se G é ilimitado e possuir um subgrupo compacto maximal K com 
ação natural transitiva sobre §n- 1 , esfera unitária de um produto interno K-invariante 
< ·, · >, então G é transitivo. 

Sem perda de generalidade podemos supor K ç O(n) agindo sobre S"- 1 a esfera 
unitária canônica e < ·, · > como sendo o produto interno canônico de IR", isto decorre 
das seguintes proposições. 
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PROPOSIÇAO 3.1.8: Todo subgrupo compacto K de GL(n, IR) é conjugado em 
GL(n, IR) a um subgrupo compacto K' de O(n). 

PROVA: Sejam(·,·) o produto interno canônico de !Rn, e< ·,·>,produto interno!{
invariante. 

Sejam A a matriz do produto interno < >, assim temos que: 

\fB E K e \;/ :r,y E JRn 

y1Ax - (x,y) 

(Bx, By) 

(By) 1 A(Bx) 
ytBtABx 

Portanto A~B'AB 'IBEK 

Como A é definida positiva, 3! matriz N não negativa tal que A = N N. 

Seja 

D 

(B':"E)tB'x 

ytN-1 RtNNBN-1x 

J/N-' 1BtABN-1 x 

ytN-1 AN-lx 

ytx 

- (.x, y). 

Portanto K' é subgrupo de O(n), compacto e claramente I< é conjugado com I<'. 

PROPOSIÇAO 3.1.9: Seja}( subgrupo compacto de GL(n, IR) transitivo sobre Sn-l 
esfera unitária do produto interno K -invariante < >, então qualquer subgrupo 
I<' Ç O(n) conjugado com I< é transitivo sobre sn-l. 

PROVA: Como K é transitivo sobre §n-l, então K é transitivo sobre raios, mas K' é 
conjugado com K, logo K 1 é transitivo sobre raios. Pela proposição 3.1.4 

K 1 é *-transitivo sobre sn-1. 
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Lembremos que * é a ação: 

com 11 · li a norma usual de IRn 

logo para x, y E sn-l arbitrários, ::lA E K 1 tal que: x = A* y. Neste caso é claro que 

A* y = Ay 

Logo x = Ay. 

Portanto K' é tram:itivo sobre sn-l_ D 

Assumimos então K Ç O(n), substituindo G e K por conjugados se for necessário 
(conjugação preserva transitividade). Tem que ficar claro com isto que os grupos a serem 
classificados são a menos de conjugação. 

PROVA DO TEOREMA 3.1. 7: Seja :c E IRQ e li · 11 a norma usual de IRn 

então 
X w E sn-1 denotemos S1 --:: sn- 1 

logo 
X 

K N ~ sl "eja llxll ~r 

assim 

onde Sr = {x E !Rn; llxll =r}, ou seja, as órbitas de K são esferas. Como G é conexo, 
suas órbitas Gx também são conexas. 

K A suas classes laterais, 

então 

onde r= IIA.r[[ e UAEG denota união disjunta. 

Portanto G:r é união de esferas é conexo, (geometricamente pode ser pensado como um 
" anel"), logo é suficiente provar que uma órbita de G possui vetores arbitrariamente 

grandes e arbitrariamente pequenos. 

Cada A E GL(n, IR), escreve-se unicamente em GL(n, IR) como produto A= US 

onde [! é ortogonal e S simétrica definida positiva. Os autovalores de S são reais e posi
tivos. 
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Como Sé simétrica então é diagonalizável, i.e. existe D = diag {>..1, .. , Àn} tal que 
.\i> O e D = U1SU{ U1 matriz ortogonal, 

ass1m 

como 

então 

logo 

n 

t .. s = t.-D = I>i 
i=l 

n 

t .. s2 
= t.-D 2 

= I:>-7 
i=l 

n 

L:a;j = t.-AtA onde A= (Q·ij)nxn 
i,j 

i,j 

t,.(U S)1(U S) 

t .. sutus 
t C,'2 ,c 

n 

L:> i 
i=l 

Com isto podemos concluir que os autovalores de S, parte simétrica de G, são lim
itados se as entradas aij de todas as matrizes de G são limitadas. 

Para todo A E G definamos ÀA = max { Ài} onde Ài são os autovalores de S parte 
l::;i:'Sn 

simétrica de A. 
Como G é ilimitado, então, ÀA; A E G também é llimitado i.e. 

11 N > 0 , :lA E G ; ÀA > N. 

Seja x unitá1io tal que Sx = ÀA.T, então 

IIAxll - IIUSxll 
- IISxll 

ÀA 

assim, para qualquer N arbitrariamente grande :lA E G tal que 

IIAxll > N 

para e1 = (1, O,···, O) temos que: 
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.rEKe1 logo AxEG21 . 

Portanto Ge1 possui vetores arbitrariamente grandes. 

OBSERVAÇAO: Se )q, · · ·, Àn são os autovalores de uma matriz inversível .4, então 
À1 

1
, · · · , À~ 1 são os autovalores de .4 -l. 

Seja entào E> O, 3N E IN e .4 E G tal que N- 1 <E e 

portanto 

Seja x· unitário tal que s-1x - ÀA_1
, onde S é a parte simétrica de .4 em 

GL(n,IR),A ~ US, 

11 (.4 -l),Tii IIU s-'xll 
IIS-lxll ~ ,x;,l <c 

também temos que 

assim GeJ também possui vetores arbitrariamente pequenos, e portanto: 

1.c. C é transitivo. 

3.2 REFORMULAÇÃO DO PROBLEMA. CASOS (I), (II) E (III) 

- - -
Seja G um grupo de Li e, 8 uma representação de G em lRn e G = 8(G) Ç C L(n, IR). 

DEFINIÇAO 3.2.1: 8 se diz transitiva sobre IRQ ou simplesmente transitiva se G = 8(c]) 
for transitivo. 

DEFINIÇAO 3.2.2: 8 é irredutível se nào existe V i- O subespaço próprio de IHn in
variante para ó(i·), V i E G. 

A fim de atingir nosso objetivo, pensemos na seguinte pergunta mais geral: Quais 
são os grupos de Li e conexos C, q':_.e possuem uma representação 8 sobre !Rn, a qual é 
transitiva sobre IRQ·, e para um tal G, quais são as representações com essa propriedade? 

DEFINIÇAO 3.2.3: Seja g uma álgebra de Lie, e p uma representaç.ão de g em 
gl(n, IR), p se di?: irredutível se não existe V i- O subespaço próprio de !Rn invariante 
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para p(a) 'i/a E g. 

PROPOSIÇAO 3.2.4: Se uma representação 8 de G em GL(n, IR), é irredutível, então 
p--= (dó)e a representação de g (a álgebra de Lie de G) em gl(n, IR); é inedutível. 

PROVA: Sabemos que o seguinte diagrama comuta (ver [V]) 

c 
exp T 

' ~C Ç CL(n, IR) 
T exp 

g_ T1C Ç gl(n, IR) 

Seja X E g e Tx ~ p(X) : IRn ~ IRn. 

Suponhamos que existe V subespaço próprio não nulo de IRn tal que 

Tx(V) Ç V, 

então (ccp Tx)(V) Ç V, 'IX E g. 

Pela comutatividade do diagrama acima temos que: 

S(exp X)(V) ç V, 'IX E g 

seja i E G, sabemos que i= exp X1 · ... · exp Xk onde X;. E g, 1: = 1, · · ·, k, assim 

&(x)(V) S(e.xp X,· .. · exp X,)(V) 

~ b(exp X 1) · . · 8(exp X,)(V) Ç V 

- -
como i E G é arbitrário isto vale Vi E G fato que contradiz a inedutibilidade de ó. 

Portanto pé irredutível. D 

Assumindo G conexo e fi transitiva:_ é claro que ó é irredutível, logo p (d8)e 
também o é, e para g a álgebra de Lie de G, temos que g é redutiva, i.e.: 

onde g._, i= 1, ... , r, são ideais simples de g e C é o centro (ver [J]). 

OBSERVAÇAO: Seja p uma representação de uma álgebra de Lie g redutiva e 
k = ker p, a rcdutibilidade de g implica a existência de um ideal complementar a k 
em g. pé determinado pela sua restrição a este ideal sobre o qual é 1-1, além do mais, a 
imagem deste ideal é a mesma que g (por p). Portanto desde o ponto de vista da álgebra 
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de ~e, sem perda de generalidade) podemos assumir p injetiva. Assim no nosso caso 2 

6 : G --" G é um homomorfismo recobrimento. Contudo, uma vez que G é determinado 
podemos achar seus recobrimentos, portanto é suficiente determinar os grupos transitivos 

G ~ GL(n, IR). 

Seja K um grupo de Lie compacto conexo transitivo sobre sn-l e K - 60 (K) C 

O ( n), onde 60 é a representação mencionada no final do Capítulo IL 

Denotemos as álgebras de Lie de G, G e K por g, g e h respectivamente, como 6 é 
um recobrimento, p : g --" g é um isomorfismo. 

Agorah=h1EB <:Bh,.E&clondehi~gi_i=l, ... ,reclÇc(g=glEB···EBgrEBc,é 
a decomposição análoga à de g). De acordo~om a tabela dos grupos transitivos na esfera 
(Cap. II) temos que r= 1, exceto no caso K = Sp(k) x Sp(l), onde r=-- 2. 

DEFINIÇÃO 3.2.5: Seja V um espaço vetorial e L ~ gf(V). Dizemos que L é irre
dutível se não existir, um subespaço de V invariante, para toda transformação de L. 

Com isto temos que se fl é uma representação transitiva de um grupo de Lie G, 
em IRn, então g é irredutível, e consequentemente h também é. Como c o centro de g, 
centraliza h, pelo Lema de Schur (ver [S/W]) temos que: 

a) c---o{M;ÀEJR l=idnxn} ou 

h) A imagem por a de {(u. + iv)I ; ll, v E IR, J = id m X m} (ver defimção de a no 
Cap. li, item 2). 

Usando este fato nosso problema se divide em três casos: 

(I) r= 1 e g 1 = h1, i.e., a parte semi-simples de g é simples e compacta. 

(II) T = 1 e g 1 2 h 1, ou seja a parte semi-simples de g é simples e não compacta. 

(111) r = 2 e h 1 EB h:; = sp(k) EB sp(l). Isto corresponde ao grupo compacto K 
Sp(k) x Sp(l)) e contém subcasos similares a (I) e (II). 

Uma vez feita a classificação dos grupos compactos conexos transitivos sobre sn-l) 

e a redução do prohlerna aos três casos anteriores, estudados eles serão em forma separada 
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ohtendo assim os grupos desejados. 

CASO {I) 3.2.6: Aqui temos que h = h 1 EB c 1 a álgebra de Lie de K, e g = h 1 EB c a 
álgebra de Lie de G, e g é isomorfa g. 

O grup~J< tem que ser isomorfo a um dos grupos compactos simples transitivo 
sobre esferas, K = U(m) = SU(m) x 5 1 . 

Agora o que resta é determinar C o centro de G, o _gual tem que ser ilimitado, 
pois assim, pelo Teorema 3.1.7 temos a transitividade de K x C. Como C é o grupo 
correspondente à álgebra de Lie C, e temos que 1 ::::; dim c :::; 2, logo dim C = 1 ou 2. 
Como C está contido no centralizador da componente semi-simples, dim C = 2 só ocorre 

no caso em que esse ccntralizador admitir matrizes complexas. 
Temos então os seguintes grupos transitivos sobre .IRQ'. 

Grupos transitivos de tipo I 
G GL(-, IR) d·irn. c e 

i) SO(n) x C n 1 I 
i i) SU(m) x C 2m 1 ou 2 Q 

iii) Sp(k) X C 4k 1 ou 2 ~ 
i v) a) G2 X c 7 1 I 

b) Spín(7) X C 8 1 8, 
c) Spin(9) X C 16 1 s, 

Onde K x C é o grupo gerado por K e C, e o grupo procurado é a imagem de K x C 
por f} em GL(n, IR.). 61,62 são as representações vistas no Capítulo II. 

Em todos os casos o centro é 

C {expÀI;ÀEIR,I~idnxn) 

{ À1; À > O ,I ~ id n X n}, 

E para os casos (ii), {iii), temos também a op{cão 

C~ {expoa(zi);z E !E. I~ 1d m X m}. 

CASO (11) 3.2. 7: Pelo fato da álgebra de Lie g ser não compacta, este caso apresenta 
uma maior dificuldade. Como p : g -t g é um isomorfismo, podemos assumir o mesmo 
para 8: G ----J. G. 

- -
:Yiesmo sem conhecer ainda C e G, é possível considerar que G possui um dos grupos 

K transitivos sobre sn-t, como seu subgrupo compacto maximal (ver 3.1.6). Além do 
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rnats 6 tem que coincidir sobre K com as representações de K em SO(m) (descritas no 

final do Capítulo II) os quais denotamos genericamente por 60 . 

O procedimento para determinar todas as possibilidades para G, é o segumte: 

1º- Verificar quais são os grupos simples Õ1 que possuem os grupos K (transitivos sobre 
sn- 1

), como subgrupo compacto maximal. Tais grupos podem ser vistos em [H] (tabelas 
IV e V, do Capítulo X). 

2º - Encontrar as representações 15 de 8 1 que coincidem sobre K com 150 . (Problema 
resolvido com a ajuda da lista dada por Jacques Tits em [T], dos grupos de Lie s~mples e 
suas representações). A questão é conferir as dimensões das representações fi de Gl, para 

as quais em poucos casos, temos que 150 = t;IK' o que reduz as possíveis Ó1s para cada 81 , 

a poucas opções, as quais serão estudadas separadamente. 

Uma vez feito isto as condições do teorema 3.1.7 verificam-se facilmente. 

Daremos agora uma lista dos grupos simples que serão os possíveis G1 (ver [H]). 

a) S L (nJE), S L (n, IR), os grupos de matrizes com determinante igual a 1, complexas 
e reais respectivamente. 

b) SO(n,(E), o grupo de matrizes A E SL(nJE) tais que: 

c) S0*(2n), formado pelas matrizes A E S0(2nJE), as quais deixam invariante a forma 
anti-simétnca 

n 

(zl, · ·, Z2n)---+ "2::(-ziZn-;-·t +- Zn+izi) 
;=l 

d) SU*(2n), as matrizes A E SL(2n,rE), as quais comutam com a transformação o de 
rE 2n, dada por: 

75 



e) Sp(n, IR), o grupo das matrizes A E GL(2n, IR) tats que: 

f) Sp(n,IC), as matrizes A E GL(2n,IC) tais que: 

Aplicando o primeiro passo, temos os possíveis G 1, para cada K. 

K (;1 
i) SO(n) SL(n,IR) ou SO(n,IC) 
ii) SU(m) SL(m,!C) n=m. 
iii) U(m) 80'(2m) ou Sp(m, IR) n ~2m 
i v) Sp(k) SU'(2k) ou Sp(k,!C) n ~ 4!: 

Existem também as possibilidades correspondentes aos três casos onde K é transitivo 
sobre S 6

, S 7 e sHi, os quais não foram colocados nesta tabela, pois eles são descartados 
por questões de dimensão de representação 6, como será explicado logo abaixo. 

Agora checando as representações dos possíveis G 1 , vemos em [T] que a representação 

de menor dimensão 6 para SO(n,a:) é sobre JR 2n, e também para SO*(n); portant.o 81.K 
não pode fler igual a Do, e esses grupos não podem ser transitivos sobre IRQ. Pelo mesmo 
motivo são eliminados os casos excepcionais, dos grupos transitivos sobre 8 6, S 7 e S 15 . 

Obtendo assim os seguintes cinco casos, com as representações indicadas, em cada caso é 
possível inchlir qu~lquer subgrupo conexo C do centro C. O centralizador da á.lgehra h1 

correspondente a G 1 é novamente o grupo dos múltiplos por escalar, real ou complexo, de 
In E G L(n, IR) ou G L (nJI), indicaremos também em cada caso o limite da dimensão de 
C, o qual é dado da mesma maneira que no Caso I 

Grupos transitivos de tipo 11 
G GL(, IR) dim C 5 

i) SL(n, IR) x C n <; 1 id 
ii) SL(m,IC) x C 2m. <;2 u 

iii) Sp(m, IR) x C 2m <; 1 id 

i v) Sp(k,IC) X c 2k <;2 u 

v) SU'(2k) x C 4k <2 u 
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OBSERVAÇÃO: SU*(2k) pode ser identificado também com o grupo SL(k, H), das 
matrizes quaterniônicas B tais que det 'P(B) "'-- L ('P o homomorfismo definido no Cap_ 
11 item2). De fato, se B E SL(k, H), pm definição <p(B) E SL(2k,!C). Seja A ~ <p(B), 
vejamos que A comuta com a. Temos que 

logo 

por outro lado 

. . ( P + i.Q -R + iS ) 
B ~ P + zQ + 1R + kS, A~ R+ iS p _ iQ e 

uA(~) 

para u, v E a:n, 

( 
P+i.Q -ll+iS) ( v) 
R + iS P - 1,Q -u 

( 
Pv+llu + r(Qv-Su)) 
RV- PU + z(SV + QU 

(Pu- Rv I i(Qu + Sv) ) 
0 

Ru + Pv + i(Su- Qv) 

( Pv+Ru + i(Qv- Su) ) Rv-Pu + i(Sv+Qv 

Portanto, <p(B) comuta com u, ou seja cp(S L(k, H)) c; SU'(2k). 

Reciprocamente. seja A E SU'(2k), escrevendo A ~ ( ~: ~: ). com Ai matriz com

plexa k x k, i= 1, 2, ;), 4, o fato que Au = u A, implica que 

então podemos reescrever A, da seguinte maneira 

Assim é claro que A tem como pré-1magem por'{', em SL(k, H) a matnz quaterniônica 

E1 + iE2 + jF1 + kF2. 

Port.an1.o 
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cp(SL(k, H))~ Srl'(2k) e (J(SL(k, H))~ rx(SU'(2k)) 

CASO (111) 3.2.8: O único caso que resta considerar, é aquele em que o subgrupo 
compacto maximal é K = Sp(k) x Sp(l), n = 4k, o qual age sobre sn-l através da rep
,e,entação w, definida pam (A,q) E K, por '~(A,q) ~ fJ(A), 7(q), 

Consideremos o caso em que gi -"-- h'i, i ---= 1, 2, ou seja em que a parte semi-simples 

de g é compacta. Temos que 'lj/ = (dt/.1 )e ; h1 EB h2 -----" gC(4k, IR), opera as matrizes da 
mesma maneira que 1/;. Do'Caso I (iii) temos que a álgebra de Lie 

sp(k) = {iU- jV + kVV; U, V, W, matrizes reais simétricas k x k} 

correspondente ao grupo Sp(k), é necessariamente um conjunto irredutível de trans
formações lineares sobre o espaço quaterniônico Hk. Pelo Lema de Schur nos quatérnios 
(ver Apêndice), o conjunto das transformações lineares sobre Hk, que comutam com todo 
elemento de sp(k:) é H· h, (agindo por multiplicação a direita), assim o centralizndor de 
sp(k) EB sp(1) é a maior subálgebra comutativa de H Ik a qual eomuta com sp(l), ou seja 
c~ IRh. 

Portanto g = sp( k) EB sp(l) EB IRh, e ternos assim a primeira possibilidade para C, 
o grupo 

onde H 0 ~H- {0), 

G Sp(k) x Sp(l) X IR+ h 

Sp(k) x H 0 

Suponhamos agora que h 1 Ç g1 , i.e. , a parte semi-simples de g é não compacta, ou 
seja R.1 = Sp(k) Ç G1 , conferindo nas tabelas de [H], temos agora duas opções para 81 

(o grupo associado a gl), com K 1 = Sp(k) como subgrupo compacto maximal, SU*(2k) 
e Sp(kJX), mas este último não possui representações irredutíveis de tipo quaternionico, 
mas ainda, tais representações (não triviais) só podem ser reais (ver [F/ HJ). 

Portanto, SU*(2k) é a única possibilidade para G1, pela observação feita no Caso II 
podemos identificar srT*(2k) com SL(k, H), e como no caso acima, a álgebra de Lie de 
GL(k,H), 

si( k, H) ~ { U +i V- jW + k Z; 2trU ~ O} 

é um conjunto irredutível de transformações quaternionicas; fazendo a mesma análise an
terior temos que c = JRJ k, assim, agora a cota para a dimensão de C o centro do grupo, 
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é 1. 

Completamos então, a classificação desejada, com os: 

Grupos transitivos de tipo 111 
G GL(, JR) dim C 6 

i) Sp(k) x Ho 4k 1 V1 
ii) SL(k, H) x H o 4k 1 1/! 
iii) SL(k, H) x Sp(1) 4k o 1/! 
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Uma vez concluída a classificação, entregamos a seguinte tabela corn todos os: 

Grupos transitivos sobre IRQ 
G GL(,IR) 

1) SO(n) x C n 
2) SU(m) x C 2m 
3) Sp(k) X C 4k 

4) a) G'2 X c 7 

b) Spin(7) x C 8 
c) Spin(.9) X C 16 

5) SL(n, IR) x C n 

6) SL(m,!J:) x C 2m 
7) Sp(m, IR) x C 2m 
8) Sp(k,!J:) x C 2k 
9) SU'(2k) x C 4k 

10) Sp(k) x H 0 4k 

ll) SL(k, H) x H o 4k 

12) SL(k,H) x Sp(l) 4k 

Tais grupos constituem a ferramenta fundamental para determinar quando um sis
tema bilinear é controlável, (Teorem(l.. 1.1. 7). 
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-APENDICE 

PROPOSIÇAO A.L S0(2m + 1)/S0(2m. -1) nao é homeomorfo a 5 4'"-1. 

PROVA: Seja Vm,k a variedade Stiefel SO(n)jSO(n- k). Podemos ver em [St] que: 

( ) { 
oo se n - k é par ou 

Irn-k Vnk = '77 k •• 
' LLJ'!. se n - _ e 1mpar e 

no nosso caso temos que n = 2m + 1 e k = 2, logo 

e como .. (S""'') ll2m-l o 

temos a prova da proposição. 

k ~ 1 

k > 1 

PROPOSIÇÃO A2: S0(7) não age trausitivamente sobre S 7 com isotropia G 2 . 

PROVA: Suponhamos o contrário, então 

50(7)/Gc c= 8 7 

e a sequênc1a 

c,. . so(7) ~ s' 

é uma fibraçiio. 

o 

Como a sequênda de homotopia de uma fibração é exata, temos a seguinte scquência 
exata, de grupos e homorfismos 

rr 1 (G2) =O e rr 1(50(7)) = ;z, 

temos uma contradição, isto prova a proposição. o 
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PROPOSIÇÃO A3: S'p(3) não é transitivo sobre 8 7 com isotropia G 2 . 

PROVA: Novamente contradizendo a proposição temos que 

c, ...... Sp(3) ~ s' 

seria uma fibração, e a seguinte sequência teria que ser exata 

como 

então 

o que é um absurdo pois 

D 

PROPOSIÇÃO A4: Seja G um grupo de Lie compacto com anel de cohomologia 

R(G) ~ R(8 3 x 

Então G é simples. 

PROVA: Como G é compacto então G = H x T onde H é um grupo de Lie semi-simples 
e T um grupo Loroidal, (que é um produto de esferas unidimensionais) como no anel de 
cohomologia de C não existem tais esferas, temos que G é semi-simples, então 

H 1 (G, IR) ~ H,(G, IR)~ O e II,(G, IR) f' O (ver [Po]) 

Seja então G = G 1 x G 2 x . x G .. com Gi simples i= 1, ... ,T 

Por hipótese G t>Ó tem uma esfera 8 3 no seu anel de cohomologia, então esta última igual
dade só acontece se r = L 
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Portanto G é simples. D 

LEMA DE SCHUR QUATÉRNIONS 

Um quatérnion a+ bi + cj + dk pode ser reescrito como 

a+lli+J(c-di) 

pois ij = k. Dessa forma, um espaço vetorial V sobre os quatérnions pode ser considerado 
corno um espaço vetorial sobre([!, com a dimensão dobrada e a multiplicação por j em 
V define um anti-automorfismo no espaço vetorial complexo. (um anti-automorfismo é 
uma transformação T de um espaço vetorial complexo que satisfaz T (v. + ·u) = Tv. + Tv 
c T(zu) = ZT(u) com z E a:). A multiplicação por j é um anti-automorfismo porque 
ij = - ji. Vice-versa, seja V um espaço vetorial complexo e J um anti-automorfismo 
de V que satifaz 12 """"'"' -1. Então V pode ser visto como um "espaço,. vetorial sobre os 
quatérniom definindo a multiplicação por .J como sendo a ação de .!. Em resumo, um 
espaço vetorial sobre os quatérnions é o mesmo que um par (V, J) espaço vetorial V sobre 
([! munido de um anti-automorfismo J que satisfaz J 2 = -1. Fixe um par desses. 

Seja W c V um subespaço (sobre([!) de F. Então W é um subespaço vetorial sobre 
os quatérnions se e só se qu. C W para todo u. E li! e todo quatérnion q e isso ocorre se 
e só se H/ 6 mvariante por multiplicaçiio por j, isto é, W é invariante por .1. Em outras 
palavras, os subespaços de V que são subespaços sobre os quatérnions são aqueles que são 
invariantes por J. 

Seja T uma transformação linear (sobre([!) de V. Então T é uma transformação 
linear sobre os quatérnions se e só se T(qu) = qT(u) para todo quatémion q e isso ocorre 
se e só se T(ju) = jT(u) o que é equivalente à TJ = JT. Em outras palavras, as tram;
formações lineares de F que são transformações lineares sobre os quatérnions são aquelas 
que comutam com J. 

PROPOSIÇÃO A5: Seja I' um conjunto irredutível de transformações lineares (sobre 
os quatérnions), isto é, não existe nenhum subespaço (sobre os quatérnions) invariante 
por r. Seja T urna transformação linear (sobre os quat.émions) que comuta com todos os 
elementos de r. Então T é múltiplo de identidade. 

DEMONSTRAÇÃO: É essencialmente a mesma do caso complexo: considerando T 
corno uma transformação linear sobre(]} seus auto-espaços são invariantes pelos elementos 
de r pela comutatividade. E como T é uma transformação linear sobre os quatérnions, T 
comuta com J e daí que seus auto-espaços são invariantes por J, isto é, são subespaços 
sobre os qua.témions. Portanto tem um único autovalor, de onde se conclui, como no caso 
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complexo, que T é um múltiplo da identidade. 

LEMA A6: Seja H= S'O(m), mergulhado em S'O(n). Suponhamos que V x E sn-l, Hx 
(o subgrupo de S'O(m) que fixa x) é conjugado em S'O(m) e um dos subgrupos Qm- 1 ou 
- n 
Qm_ 1 de S'O(m). Então m.::; 2· Ver a prova em [M/S]. 
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