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RESUMO

O uso de cédigos e reticulados em teoria da informagao e na “chamada criptografia pos-
quantica” vem sendo cada vez mais explorado. Neste trabalho estudamos temas relaciona-
dos a estas duas vertentes. A analise de reticulados foi feita via as métricas euclidiana e da
soma. Para a métrica euclidiana, estudamos um algoritmo que procura pela trelica minima
de um reticulado com sub-reticulado ortogonal. No caso bidimensional foi possivel caracte-
rizar todos os sub-reticulados ortogonais de um reticulado racional qualquer. No estudo de
reticulados via métrica da soma, trabalhamos com duas relacoes entre codigos e reticulados,
conhecidas como “Construcao A” e “Construcao B”. Generalizamos a Construcao B para
uma classe de codigos g-arios, ¢ € N, e estudamos relagoes entre os processos de decodi-
ficacao de um reticulado g-ario na métrica da soma e seu codigo associado na métrica de
Lee via Construgao A. Baseados no algoritmo “Sphere decoding” para a métrica euclidiana,
construimos um algoritmo “Lee sphere decoding” para decodificacao na métrica da soma.
Tal algoritmo apresenta algumas simplificacoes para algumas classes de reticulados obtidos
via as construcoes A e B. Por fim, utilizando técnicas algébricas para gerar reticulados no
R", construimos reticulados que podem ser utilizados simultaneamente nos canais de trans-
missao dos tipos gaussiano e de Rayleigh com desvanecimento, os quais constituem familias
de reticulados D,-rotacionados para n = p%l com p primo, p > 7 en = 2"2 para r > 5.
Considerando o “trade-oftf” entre densidade de empacotamento e distancia produto minima,

os reticulados D,,-rotacionados assim construidos podem ser mais eficientes do que outras

construcoes conhecidas de reticulados Z"-rotacionados.






ABSTRACT

The use of codes and lattices in Information Theory and in the so-called “Post-quantum
Cryptography” has been increasingly explored. In this work we have studied topics related
to these two aspects. The analysis of lattices was made via Euclidean and sum metrics. For
the Euclidean metric we studied an algorithm that searches for a minimum trellis of a lattice
with orthogonal sublattice. In the two-dimensional case it has been possible to characterize
all orthogonal sublattices of any rational lattice. In the study of lattices via sum metric, we
worked with two relations between codes and lattices, the so-called “Construction A 7 and
“Construction B”. We generalized Construction B for the class of g-ary codes, ¢ € N, and
studied the relationship between the decoding processes of a g-ary lattice in the sum metric
and its associated code in the Lee metric via Construction A. Based on the algorithm “Sphere
decoding” for the Euclidean metric we derive an algorithm, the “Lee sphere decoding”, to
decode in the sum metric. This algorithm has some simplifications for some classes of lattices
obtained via Constructions A and B. Finally, using algebraic techniques to generate lattices
in R", we have constructed lattices that can be used simultaneously for the Gaussian and
Rayleigh fading channels, which are families of D,,-rotated lattices for n = ’%1, with p prime,
p>Tand n=2""2for r > 5. Considering the “trade-off” between the packing density and

the minimum product distance, the D,-rotated lattices constructed this way may be more

efficient than others known constructions of Z"-rotated lattices.
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INTRODUCAO

E cada vez maior a necessidade de transmitir e receber informacoes através de sistemas de
comunicagoes digitais (telefones celulares, satélites, computadores, etc). Além disso, busca-
se por meios seguros de guardar as informacoes a serem enviadas de forma que somente
o receptor tenha acesso as informacoes corretas. A crescente demanda por sistemas mais
eficientes e seguros de transmissao de dados tem estimulado a pesquisa sobre reticulados e
c6digos corretores de erros e inclusive o uso destes na proposi¢ao de esquemas criptograficos.

A teoria de cédigos corretores de erros tem como um marco inicial o trabalho de Shan-
non [59] onde foi demonstrado o Teorema da Capacidade do Canal. Diferentes técnicas e
abordagens, as quais objetivam otimizar a eficiéncia da transmissao dentro de caracteristicas
especificas do canal de transmissao de sinais vém se desenvolvendo desde entao.

A seguir descreveremos brevemente o modelo de um tipico sistema de transmissao digital.

Codificador| () |Codificador| (vs)
de Fonte de Canal Modulador

Ruido ———{ o)

~

Decodificador

; Decodificador | (4 (r5)
de Fonte de Canal —Demodulador|

Figura 1: Modelo do sistema
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e Fonte (de informagao): pode ser uma pessoa ou uma maquina que gera uma onda

sonora continua ou uma sequéncia de simbolos discretos.

e Codificador de fonte: associa as saidas da fonte as sequéncias (u;) = (u1,- -, ug)
de digitos (geralmente bindrios) chamadas de sequéncias de informagcao ou palavras-
codigo de fonte. Tendo em vista a eliminagao de redundancias, nesta etapa deve-se
utilizar o menor niimero possivel de digitos por unidade de tempo para representar a
saida da fonte. Além disso, a saida da fonte deve ser reconstruida a partir da sequéncia

de informacao associada sem ambiguidades.

e Codificador de canal: transforma a palavra cédigo fonte (u;) em uma outra sequéncia
(vj) = (v1,- -+ ,v,) chamada de palavra-cddigo de canal. Este estdagio tem por objetivo
inserir redundancia na sequéncia (u;) com vistas a minimizar a interferéncia de ruidos

no canal.

e Modulador: gera formas de ondas que sao apropriadas para a transmissao através do
canal. O modulador digital transforma simbolos discretos da saida do codificador de
canal em um sinal continuo com duracao de T" segundos, de tal forma que a amplitude

e/ou frequéncia e/ou fase seja(m) alterada(s) de acordo com a necessidade.
e Canal: é o meio fisico por onde a informagao ¢é transmitida/armazenada.

e Demodulador, decodificador de canal e decodificador de fonte: fazem o inverso

do modulador, codificador de canal e codificador de fonte, respectivamente.

A informacao a ser transmitida através de um sistema de comunicacao estd sujeita a
um conjunto de interferéncias que no processo de modelagem serao alocadas ao canal de
transmissao. Essa coletanea de interferéncias é denominada ruido. Devido a natureza do
ruido, sua modelagem é probabilistica. Dessa forma, a caracterizacao estatistica do mesmo
se realiza-se através do estabelecimento da funcao densidade de probabilidade.

O que se busca entao, é determinar caracteristicas geométricas e algébricas de tal forma
que se consiga determinar o desempenho do sistema de comunicagao sob a menor probabili-

dade de erro, maior taxa e menor poténcia de transmissao, etc.
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Um reticulado A = A" C R"” é um conjunto discreto de pontos do R™ gerado por com-
binagoes lineares inteiras de n vetores linearmente independentes sobre R, vq,...,v, € R".
Um empacotamento de esferas em R™ é uma distribuicao de esferas de mesmo raio de forma
que estas esferas tenham no maximo um ponto em comum. Um empacotamento reticulado é
um empacotamento em que o conjunto dos centros das esferas forma um reticulado A C R".
A densidade de empacotamento de um reticulado A, denotada por A(A), é a proporgao do
espaco coberta pelo empacotamento associado a este reticulado. Problemas associados a
empacotamentos vém tendo aplicagoes em diversas dreas, como por exemplo, em telecomu-
nicagoes [68]. Um reticulado A tem diversidade m < n se m é o nimero maximo tal que para
todo y = (Y1, - ,yYn) € A com y # 0 existem no minimo m coordenadas nao nulas em y.
Dado um reticulado A C R™ com diversidade maxima (m = n), a distancia produto minima
de A ¢é definida como dpin(A) = min{[[", |y:| para todo y = (y1, - ,yn) € A,y # 0}
[51]. Para estabelecer uma comparagao entre reticulados de normas minimas diferentes, a

distancia produto minima relativa é definida multiplicando-se a distancia produto minima

L

do reticulado por ;7 onde A ¢ a distancia minima do reticulado.

Constelacoes de sinais tendo estrutura de reticulados apresentam alta eficiéncia espectral
na transmissao [17]. O problema de encontrar boas constelagoes de sinais para o canal
gaussiano esta associado a densidade de empacotamento do reticulado na métrica euclidiana
[23]: quanto maior for a densidade de empacotamento, menor é a probabilidade de erros na
transmissao. Para um canal do tipo Rayleigh com desvanecimento, uma probabilidade de
erro mais baixa esta associada a alta diversidade e a uma distancia produto minima relativa
grande [17].

Dado um reticulado qualquer, em geral é dificil calcular a densidade de empacotamento
em relacao a métrica euclidiana e a distancia produto minima. Para a densidade de empa-
cotamento é necessario determinar o vetor de norma minima, o que para reticulados gerais é
um problema dificil (a conjectura é que seja NP-Hard [49]) e 0 mesmo ocorre para a distancia
produto minima. Usando teoria algébrica dos nimeros, podemos obter reticulados como a
imagem de um homomorfismo torcido aplicado a certos Z-moédulos contidos em extensoes
finitas de Q [10]. Através de certas propriedades especificas dos corpos de niimeros utilizados
na construcao de cada reticulado, podemos calcular a densidade, a diversidade e a distancia

produto minima do reticulado em questao [6, 17, 51]. Tendo em vista construir reticulados
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que sejam simultaneamente eficientes para ambos os canais, gaussiano e do tipo Rayleigh
com desvanecimento, construimos familias de reticulados D,,-rotacionados com diversidade
méxima para n = 2”2 comr > 5en = (p—1)/2 com p > 7 primo [38]. Nos traba-
lhos [4, 13, 14] sao construidos reticulados Z"-rotacionados com diversidade maxima para
n=2""2comr>4en=(p—1)/2 com p > 5 primo, que sdo bons apenas para o canal do
tipo Rayleigh com desvanecimento. Considerando o “trade-oft” densidade versus distancia
produto minima relativa, os reticulados que construimos em [38] podem ser considerados
como mais eficientes para transmissao simultanea nos dois canais quando a dimensao do
reticulado aumenta.

O uso de codigos corretores de erros e reticulados em criptografia ganhou atencao es-
pecial com a possibilidade do surgimento do computador quantico. Na década de 90 ficou
demonstrado que alguns dos métodos atuais de criptografia terao sua seguranca ameacada
em computadores quanticos, [60]. Esquemas criptograficos baseados em c6digos e reticulados
vem sendo bastante pesquisados também como alternativa para computadores classicos, in-
cluida na chamada “criptografia pés-quantica” [48]. Em [47], cédigos de Goppa foram pro-
postos para serem utilizados num criptossistema de chave ptblica (sistema Mc-Eliece) que
permanece seguro até os dias atuais. A seguranca dos criptossistemas que utilizam codigos
corretores de erros e reticulados esta baseada no fato de que até o momento nao se conhecem
algoritmos de decodificacao para codigos lineares e reticulados arbitrarios capazes de operar
em tempo polinomial, mesmo em computadores quanticos [48].

Em geral, reticulados sao estudados na métrica euclidiana [23] e o problema de decodi-
ficagdo para reticulados gerais é provado ser NP-Hard [48]. Um processo de decodifica¢ao na
métrica euclidiana para ser utilizado em reticulados que possuem um sub-reticulado orto-
gonal é dado pelo Algoritmo de Viterbi, aplicado a uma trelica associada ao quociente do
reticulado A por um sub-reticulado ortogonal A* [8, 9]. A complexidade de decodificar A
via trelicas estd associada a cardinalidade do grupo quociente A/A*. Tendo em vista estu-
dar tal método de decodificagao, procuramos encontrar sub-reticulados ortogonais de A que
minimizam |A/A*|. Este algoritmo tem alta complexidade como é inerente ao problema de
decodificacao de reticulados.

Uma classe de reticulados muito utilizada na proposicao de métodos criptograficos ¢é a

dos reticulados g-arios, que podem ser obtidos através da Construcao A aplicada a um coédigo
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linear g-drio C' C Z, ¢ € N [23, 56, 18, 19].

Tendo em vista construir reticulados que possam ser utilizados na transmissao de sinais
em outros tipos de canais, por exemplo, canais com distribuicdo de Laplace [33], e que
além disso, possam ser utilizados em sistemas criptograficos, estudamos a decodificacao de
reticulados ¢-arios na métrica de soma. Devido a associacao entre cddigos e reticulados
através da Construcao A, relacionamos a decodificacao de um codigo g-ario na métrica de
Lee a decodificacao do reticulado g-ario associado pela Construcao A na métrica da soma
(distancia de Mannhatan ou /;-métrica) [18, 19]. Se o cddigo possuir um algoritmo eficiente de
decodificacao na métrica de Lee, o reticulado associado pode ser decodificado eficientemente
na métrica da soma. Continuando o trabalho feito para a Construcao A, estendemos a
Construgao B de [23] para cédigos bindrios e terndrios para uma classe de c6digos g-arios.

A fim de encontrar algoritmos de decodificagao eficientes para reticulados obtidos pelas
Construgoes A e B na métrica da soma, estudamos o algoritmo classico “Sphere decoding”
(65, 66, 34] e o modificamos para esta métrica. Como as rotagoes em reticulados em geral
nao sao isometrias na métrica da soma, nao podemos aplicar uma fatoracao QR na matriz
geradora de tais reticulados. Em nosso trabalho utilizamos uma forma especial para a matriz
geradora do reticulado, a qual permitiu simplificar e adaptar o algoritmo que chamamos de
“Lee sphere decoding” [18].

Mais especificamente, este trabalho esta organizado como se segue:

No Capitulo 1, apresentamos as defini¢oes basicas envolvendo reticulados e propriedades
dos reticulados na métrica euclidiana e na métrica da soma. Apresentamos também uma
modificacao no algoritmo “Sphere Decoding” para a métrica d,, 1 < p < oo.

No Capitulo 2, descrevemos uma maneira para procurar sub-reticulados ortogonais A* de
um reticulado A que minimizam |A/A*|. Fixado um sub-reticulado ortogonal A*, construimos
o diagrama de treligas para representar o grupo quociente A/A* a partir de um base do sub-
reticulado ortogonal. Por fim, caracterizamos todos os sub-reticulados ortogonais de um
reticulado bidimensional racional qualquer.

No Capitulo 3, trabalhamos com duas associac¢oes entre codigos e reticulados, a “Cons-
trugao A” e a “Construgao B”. Estudamos propriedades de ambas contrugoes, generalizamos
a Construcao B para uma classe de codigos g-arios, ¢ € N, e estudamos relacoes entre os pro-

cessos de decodificacao de um reticulado g-ario na métrica da soma e seu cédigo associado na
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métrica de Lee via Construcao A. Por fim, apresentamos o algoritmo “Lee sphere decoding”
com algumas simplificagbes para classes especiais de reticulados obtidos via Construgoes A
e B.

No Capitulo 4, utilizando técnicas algébricas para gerar reticulados no R" (o homomor-
fismo de Minkowski e o homomorfismo torcido) e tendo em vista construir reticulados que
possam ser utilizados simultaneamente nos canais gaussiano e do tipo Rayleigh com desva-
necimento, reproduzimos algumas familias de reticulados D,,-rotacionados para n = ’%1 com
p > 7 primo e n = 2"~2 para r > 5. Essas construcoes foram feitas a partir de construcoes
de alguns reticulados Z"-rotacionados [4, 13, 14]. Provamos que nao é possivel construir os
reticulados D3 e Dy via ideais de certos subcorpos de corpos ciclotomicos.

Descrevemos as perspectivas futuras de continuidade deste trabalho em uma ultima secao.



CAPITULO 1

RETICULADOS

Reticulados tém se mostrado bastante uteis em aplicacoes em telecomunicacoes e em
criptografia “pds-quantica”. Além disso, do ponto de vista tedrico, eles despertam o interesse
de muitos pesquisadores.

Nos estudos envolvendo reticulados, o que se busca em geral é, fixada uma dimensao, qual
é o melhor reticulado nesta dimensao em relagao a uma certa propriedade. Como veremos no
decorrer do capitulo, um reticulado que ¢ “bom” em algum aspecto nao é necessariamente
“bom” em outros aspectos. Por isso, para cada propriedade estudada, existem classes de
reticulados interessantes.

Neste capitulo, vamos estudar reticulados nas métricas euclidiana e da soma. Existe
uma vasta literatura sobre reticulados na métrica euclidiana, como por exemplo [23]. A pes-
quisa sobre reticulados na métrica da soma nao é extensa, algumas referéncias que discutem
o assunto sao [29, 56, 32]. Apresentamos neste capitulo as definigoes basicas envolvendo
reticulados e também alguns de seus parametros nas métricas euclidiana e da soma. A
métrica da soma também é conhecida como métrica de Manhattan, métrica do taxi ou até
mesmo métrica de Lee. Enfatizamos aqui o estudo dos reticulados com esta métrica, que tem
sido ainda pouco explorada, observando propriedades, conexoes e diferencas com a métrica
euclidiana, a serem utilizadas nos resultados dos préximos capitulos. Na ultima secao, pro-

pomos uma modificacao do algoritmo “Sphere decoding” classico na métrica euclidiana para

7
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a métrica d,, 1 < p < oo.

1.1 Conceitos e resultados basicos

Intuitivamente, um reticulado em R"™ é um conjunto infinito e discreto de pontos do R"

dispostos de forma regular.

Definigao 1.1.1. Seja {vy,--- ,v,,} um conjunto de vetores linearmente independentes em

R" tal que m <n. O conjunto de pontos

A= {ZAivi, Ai € Z para todo it =1, --- ,m}

i=1

¢ chamado de reticulado e {vy,...,v,,} € chamada uma base do reticulado.

Definigao 1.1.2. Chamamos de posto de um reticulado A o numero de vetores de uma

base de A, isto €, a dimensdo do subespaco gerado por A em R™.

Exemplo 1.1.1. Considere os vetores {(1,2),(1,0)}. A Figura 1.1 mostra alguns pontos do

reticulado A que possui estes vetores como base.

Figura 1.1: Reticulado A

Uma outra forma de se definir reticulado é dada pelo resultado a seguir.

Teorema 1.1.1. [57] Se A C R"™ é um subgrupo aditivo discreto, entao A é gerado como
Z-modulo por m vetores, m < n, que sao linearmente independentes sobre R, isto é, A €

um reticulado. O
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Defini¢ao 1.1.3. Sejam A C R"™ um reticulado e {vy,--- ,v,} uma base para A tal que
v; = (v, , V) para i =1,--- . m. Chamamos de matriz geradora para A a matriz M

que € definida pelos vetores da base dispostos em suas linhas, isto €,

V11 V12 -+ Vip

Um1 Um2 - Umn

e de matriz de Gram a matriz G = M M?, cujas entradas sio dadas pelo produto interno

gij = (vi,v;) para 1 < i, <m, e M* denota a transposta de M.

Observacao 1.1.1. Um reticulado pode ser gerado por mais de uma base e consequentemente
apresenta mais de uma matriz geradora e mais de uma matriz de Gram. Temos que duas
matrizes geradoras My e My geram o mesmo reticulado se, e somente se, existe uma matriz
unimodular U (com entradas inteiras e det(U) = £1) tal que My = UM,. As respectivas

matrizes de Gram estdo relacionadas por
Gy = MM, =UM MU' =UG,U".

Como a matriz U ¢é unimodular, temos que o determinante de qualquer matriz de Gram de

um mesmo reticulado nao varia.

Definicao 1.1.4. Chamamos de determinante de um reticulado A e denotamos por det(A)

o determinante de uma matriz de Gram de A.

Definigao 1.1.5. Dizemos que um reticulado A C R" ¢ racional (integral) se uma

(portanto todas) de suas matrizes de Gram possuir todas as entradas racionais (inteiras).

Observagao 1.1.2. /8] Dado um reticulado racional A, sempre existe um reticulado integral

A* tal que A* = kA para algum k € N.
Definicao 1.1.6. Dizemos que um reticulado A C R" € inteiro se A C Z".

Os reticulados inteiros possuem uma matriz geradora com caracteristicas especiais, a

matriz HNF.

Definicao 1.1.7. [27] Dizemos que uma matriz H estd na forma normal de Hermite HNF

se satisfaz as sequintes condigoes:
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o H ¢ triangular superior, isto €, hjj =0 parai¢>j, j=1,--- ,n—1,
e hyy >0 parai=1,---,n,
o h;; < hj parai < j.

Definicao 1.1.8. Dizemos que um reticulado A € ortogonal se A possui uma base B com

os vetores de B dois a dois ortogonais.

Exemplo 1.1.2. Considere o reticulado A com base {(—1,—3),(1,1)} dado pela Figura 1.2.
Temos que tal base nao € ortogonal, mas se tomarmos o conjunto

{(1,1),(1,—=1)} temos uma base ortogonal para o reticulado.

Figura 1.2: Reticulado A

Uma questao natural é saber quando um reticulado é ortogonal. O préximo resultado
relaciona a ortogonalidade de um reticulado com a base de Minkowski. Esta é uma base
especial {wy, - ,w,} tal que w; é um vetor de norma minima do sub-reticulado gerado por
{wj,--- ,w,} [20]. Encontrar a base de Minkowski de um reticulado ¢ um problema dificil

de ser resolvido computacionalmente para dimensoes altas.

Teorema 1.1.2. [20] Seja A um reticulado que admite uma base ortogonal ordenada B =

{by,- - ,b,} na norma euclidiana, isto €,

bill2 < [|bigall2 paral < i< n—1e{wy, - wy}
uma base de Minkowski de A. Entdo w; = £b; para todoi = 1,--- ,n a menos de uma possivel

reordenacao entre os vetores de mesma norma em B. O
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Definigao 1.1.9. Dizemos que A* C A é um sub-reticulado de A se A* for um reticulado.

Definicao 1.1.10. Dizemos que um Z-mdodulo M ¢€ livre de posto T se existem r vetores
v, , 0. € M que sao linearmente independentes sobre Z e tal que para todo m € M

tem-se m =Y ., av; com a; € Z para todo i = 1,--- ,r.

Definicao 1.1.11. Dizemos que um grupo abeliano G € livre de posto r se G é um Z-modulo

lwre de posto .

Note que um reticulado A é um grupo aditivo abeliano livre e um sub-reticulado A* C A
é um subgrupo de A. A préxima proposicao apresenta uma relacao para a cardinalidade do

grupo quociente A/A*.

Proposicao 1.1.1. [61] Sejam G um grupo abeliano livre de posto v e H um subgrupo de
G. Temos que G/H ¢ finito se, e somente se, posto(G) = posto(H). Se {x1,--- ,x,} € uma
Z-base para G e {y1, -+ ,yn} € uma Z-base para H tal que y; = Z?:l a;;x; com a;; € Z
para todo i =1,--- ,n, entdo |G/H| = |det(a;;)|. O

Observacgao 1.1.3. A Proposicio 1.1.1 no caso de G = A e H = A*, onde A* C A sdo
reticulados, afirma que |[A/A*| < 0o se, e somente se, posto(A) = posto(A*). Além disso, se
M ¢ uma matriz geradora para A e N uma matriz geradora para N*, existe uma matriz com

entradas inteiras A tal que N = AM . Assim, pela mesma proposicao, temos que
|A/A*| = |det(A)| = |det(IN)|/|det(M)| = det(A*)l/z/det(A)l/Q.
Definigao 1.1.12. A cardinalidade do grupo quociente A/A* é chamada de indice de A/A*.

Exemplo 1.1.3. Considere o reticulado A = Z* = {(a,b,¢); a,b,c € Z}, os sub-reticulados
A ={a(1,0,0)4+5(0,1,0); a,b € Z} e A* = {a(2,0,5)+b(1,2,3)+¢(0,0,1); (a,b,c) € Z*}.
Temos que posto(A) = 3, posto(A*) = 2 e posto(A™) = 3. Mostremos que |A/A*| = co. Dados
c1,00 € 7 com ¢ # o, temos que (0,0,¢1) — (0,0,c2) = (0,0,¢1 — c2) € A*, ou seja, estes
vetores pertencem a classes distintas no quociente A/N*. Portanto, existem infinitas classes
em A/A*. Agora, como posto(A) = posto(AT), temos que |[A/AF| = det(AT)1/2/det(A)/? =
4.
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Definicao 1.1.13. Seja A C R" um reticulado de posto n. Dizemos que o reticulado A* € o

reticulado dual de A se
N ={xeR" (x,2z) € Z, Vz € A}

Proposicao 1.1.2. /23] Se M ¢é uma matriz geradora para o reticulado A de posto n, entao

(M~ é uma matriz geradora para o reticulado dual A*. 4
Consideramos a seguir apenas reticulados A C R" de posto n.

Definicao 1.1.14. Uma regiao fundamental F' de um reticulado A € um subconjunto de
R" que ladrilha R™ por translagoes v + F com v € A tais que J,cpv + F = R" e dois

ladrilhos ou sao disjuntos ou se interceptam apenas nos bordos.

Exemplo 1.1.4. Considere o reticulado A com base {(1,0),(1/2,/3/2)}. Na Figura 1.3
temos dois ladrilhamentos do R?, obtidos por translagées pelos vetores de A. O ladrilhamento
(a) ¢ obtido pela regido fundamental Fy = {ay(1,0) + ax(1/2,v/3/2), 0 < aj,a < 1} e o
ladrilhamento (b) € obtido pela regido fundamental Fy = {ay(2,v/3)+as(—1/2, —/3/2), 0 <

ai, s < 1}

(a) Ladrilhamento por Fy (b) Ladrilhamento por F

Figura 1.3: Ladrilhamentos de A

Proposigao 1.1.3. [15] O volume de qualquer regidgo fundamental de um reticulado A C R"

€ 0 mesmo. O
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Defini¢ao 1.1.15. Chamamos de volume de um reticulado A, denotado por vol(A), o

volume de uma das regioes fundamentais de A.

Definigao 1.1.16. Dado um reticulado A com base B = {by,--- ,b,}, chamamos de poli-

topo fundamental a regiao do R™ definida por

PB—{ZaZbZ, O§a1<1}

i=1
Proposicao 1.1.4. [40] O politopo fundamental de A é uma regido fundamental e seu volume

¢ dado por det(A)Y/2. Assim, vol(A) = det(A)Y/2. O

Observagao 1.1.4. Seja A* um sub-reticulado de um reticulado A. Na interseccao de cada
politopo fundamental de A* com A estda um conjunto de representantes para o grupo quociente
A/A*. De fato, seja {b},--- b’} uma base para N*. O politopo fundamental de A* dado por
esta base € FF = {>""  a;b}; 0<a; <1}.Sea,be ANF coma #b, entioa =", a;b},
b=>", 06b;0<aq;,p <1 Entio,a—b=>"" (a; — )bl ¢ \*, pois0<a; —f; <1le
pelo menos um destes coeficientes é nao nulo pois a # b. Portanto, a e b estao em classes
distintas no grupo quociente A/A*. Assim, jd que todos os elementos de AN F estao em
classes distintas em A/N*. Agora, dado x € A, temos que existem f € F e w € A* tais que
x = f+w, pois F € uma regiao fundamental de A*. Agora, note que f =x —w € ANF
e que x — f = w € A*. Portanto, ® = f. Logo, um conjunto de representantes para A/A*

esta em AN FEF.

Exemplo 1.1.5. Considere o reticulado hezagonal A com base {(1,0), (1/2,v/3/2)} e o sub-
reticulado A* com base {(1,0),(0,2v/3)}. Temos que |A/N*| = 4. Na Figura 1.4 podemos ver
que existem 4 pontos de A na regido fundamental F = {a(1,0) + b(0,2v/3); 0 < a,b < 1}
de A*.

1.2 Reticulados equivalentes

Nesta secao, vamos estudar reticulados equivalentes nas métricas euclidiana e da soma.

Definigao 1.2.1. Fizada uma métrica d em R", uma isometria o4 : R — R" € uma

aplicagdo que satisfaz d(x,y) = d(o4(x),04(y)) para todo x,y € R".
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Figura 1.4: Reticulado A e sub-reticulado A*

Definicao 1.2.2. Fizada uma métrica d em R", dizemos que dois reticulados Ay e Ay sdo
d-equivalentes se existirem uma isometria o4 : R" — R" e um niumero real positivo \ tais
que (Aag)(A1) = As. Chamamos A de fator de dilatacao. Quando A = 1, dizemos que 0s

reticulados A1 e Ay sao congruentes.

Definicao 1.2.3. Um parametro de um reticulado A € chamado de invariante geométrico

de A se ele permanece constante na classe de reticulados equivalentes.

1.2.1 Reticulados equivalentes na métrica euclidiana

Considerando a métrica euclidiana, temos que isometrias em reticulados sao dadas por
rotagoes e reflexdes compostas com translagoes por vetores do reticulado [23].

Sejam A; e A, reticulados equivalentes na métrica euclidiana, com matrizes geradoras M,
e My, respectivamente. Temos que existem A € R, uma matriz unimodular U e uma matriz

ortogonal R tais que My = A\UM; R. As respectivas matrizes de Gram estao associadas por
Gy = MyML = NUM MU' = NX*UG,U".

Proposicao 1.2.1. [40] Dados dois reticulados Ay e Ny com a métrica euclidiana com
matrizes de Gram Gy e G, respectivamente, se existe um niumero real positivo X tal que

G = N2y, entdo os reticulados Ay e Ay sdo equivalentes. O

Exemplo 1.2.1. A Figura 1.5 mostra o reticulado hevagonal com base {(1,0), (1/2,v/3/2}
definido no R* e o reticulado Ay com base {(—1,1,0), (0,—1,1)} definido no R.
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1.2 Reticulados equivalentes
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(b) Reticulado A,

(a) Reticulado hexagonal

Figura 1.5: Reticulados equivalentes na métrica euclidiana
Temos que tais reticulados sao equivalentes pois suas matrizes de Gram estao associadas

por

1/2 1

onde a matriz da esquerda é uma matriz de Gram do reticulado hexagonal e a da direita é

uma matriz de Gram do reticulado As.
Uma outra forma de ver a equivaléncia é considerar o reticulado hexagonal imerso no R?

com base
1 0 0
M —
1/2 V3/2 0
Primeiro fazemos uma dilatacdo por /2 em tal reticulado e depois aplicamos a transformacdo
ortogonal dada por
1/vV2 1/vV6 1/V/3

R=| -1/v2 1/v6 1/V3
0 V2/V3 1/V3

donde obtemos o reticulado As.

Considerando a métrica euclidiana, temos que o mesmo reticulado pode ser representado
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de diferentes maneiras e algumas de suas propriedades como a densidade nao variam, ja a

diversidade, como veremos a seguir, pode mudar consideravelmente com uma rotacao.

1.2.2 Reticulados equivalentes na métrica da soma

Proposicao 1.2.2. [2] As isometrias ¢ : R" — R" com a métrica da soma que fixam
a origem sao dadas por permutagoes de coordenadas compostas com trocas de sinais em
algumas entradas e o grupo de isometrias é isomorfo a Zy X S,, onde S, € o grupo de

permutacoes. ]

Pela proposigao acima, temos que as isometrias entre reticulados no R" com relagao a
métrica da soma sao composicoes de translacoes por vetores do reticulado com permutacoes
de coordenadas e mudancas de sinal em algumas entradas. Aplicar essas isometrias em um
reticulado com a métrica da soma equivale a multiplicar sua matriz geradora a direita por
uma matriz ortogonal que possui em cada coluna somente uma entrada nao nula sendo +1

esta entrada.

Observacao 1.2.1. F fdcil ver que toda isometria com a métrica da soma é uma isome-
tria com a métrica euclidiana. Portanto, reticulados equivalentes na métrica da soma sao

equivalentes na métrica euclidiana. FE interessante observar que nao vale o contrdrio.

Observacao 1.2.2. Nao € verdade que dois reticulados A1 e Ay que possuem matrizes de
Gram associadas por Gy = MGy sejam equivalentes, como vale no caso euclidiano. Con-
sidere o reticulado Z* e uma versio rotacionada deste reticulado por 45 graus. Neste
exemplo, os reticulados possuem matrizes de Gram idénticas e nao sao equivalentes, pois
a rotagdo por 45 graus ndo € isometria na métrica da soma. De fato, o vetor (1,0) €
Z? ¢ levado pela rotacio no vetor (v/2/2,—v/2/2) € dsoma((1,0),(0,0)) = 1 enquanto que
dsoma((V2/2,-v2/2),(0,0)) = V2.
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1.3 Problemas envolvendo reticulados

1.3.1 Ntumero de vizinhos

Um problema bastante estudado envolvendo reticulados é o problema do nimero de

vizinhos, (kissing number).

Definicao 1.3.1. Seja d um métrica em R™. Dado um reticulado A C R", chamamos
de vetor de distancia minima, os vetores nao nulos * € A que minimizam d(x,0) =
min{d(y,0); y € A, y # 0} e de distancia minima, o valor A = d(x,0) para x vetor de

distancia minima.

Definigao 1.3.2. Dado um reticulado A e uma métrica d em R", chamamos de kissing

number a quantidade de vetores de distancia minima do reticulado.

Dados um reticulado A em uma métrica d em R", se tracarmos esferas de raio A\/2 ao
redor de cada ponto do reticulado de forma que estas esferas no maximo tangenciam umas
as outras, o kissing number mede quantas esferas tocam uma esfera central. Uma questao
interessante é saber para cada dimensao qual o reticulado que apresenta o maior nimero de
vizinhos. Com a métrica euclidiana, nas dimensoes 2, 3, 8 e 24 sao conhecidos os maiores

kissing numbers possiveis, que correspondem a 6, 12, 240 e 196560, respectivamente [23].

Exemplo 1.3.1. Considere o reticulado A com base {(—3,0),(—2,2)} na Figura 1.6. Temos
que os vetores de distancia minima na métrica euclidiana sio {(1,2), (=1, —-2)} (figura (a)) e
na métrica da soma sao {(1,2),(—1,-2),(—3,0),(3,0)} (figura (b)). Portanto, o reticulado

A possui kissing number 2 na métrica euclidiana e kissing number 4 na métrica da soma.

1.3.2 Densidade de Empacotamento

A densidade de empacotamento é um dos principais tépicos estudados envolvendo reti-
culados. Dado uma métrica d em R", a densidade de empacotamento fornece uma medida
de quanto do espago pode ser coberto por esferas de mesmo raio na métrica d, de forma que
estas esferas ou nao se interceptam ou se interceptam apenas no bordo. Em cada dimensao

busca-se pelo reticulado com a maior densidade de empacotamento possivel e sao poucas as
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(a) Métrica euclidiana (b) Métrica da soma

Figura 1.6: Nimero de vizinhos

dimensoes em que tais reticulados sao conhecidos. A densidade é amplamente estudada para

a métrica euclidiana e existem poucas referéncias de seu estudo na métrica da soma.

Definigao 1.3.3. Seja d uma métrica em R". Um empacotamento de esferas, ou sim-
plesmente um empacotamento no R", € uma distribuicao de esferas de mesmo raio em R"™ de
forma que quaisquer duas esferas ou nao se interceptam ou se interceptam no bordo. Pode-se
descrever um empacotamento indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.
Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos centros das

esferas forma um reticulado A em R".

Exemplo 1.3.2. A Figura 1.7 mostra um empacotamento do reticulado com base
B = {(1,3),(0,11)} tendo raio mdzimo com a distancia euclidiana (figura (a)) e com a

distancia da soma (figura (b)).

No Exemplo 1.3.2, as esferas possuem o maior raio no qual duas a duas se interceptam no
maximo no bordo. A seguir, vamos descrever empacotamentos reticulados em que as esferas

tenham raio maximo.

Definicao 1.3.4. Chamamos de raio de empacotamento de um reticulado A em relag¢ao

a uma métrica d o valor

p = max{r € R; A+ B4[0,r] é um empacotamento reticulado},
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N

(a) Métrica euclidiana (b) Métrica da soma

Figura 1.7: Empacotamento de esferas

onde By[0,7] denota a bola fechada de centro na origem e raio r na métrica d.

Observagao 1.3.1. E’fcicil ver que p = A\/2, onde A é o valor da distancia minima de A na
métrica d.

Dado um reticulado A, encontrar a distancia minima é um problema dificil de ser resol-
vido computacionalmente (a conjectura € que seja NP-hard [{9]). Na métrica euclidiana é

conjecturado que nao existe algoritmo em tempo polinomial capaz de resolver tal problema
[49].

Dado um empacotamento no R" associado a um reticulado A, a densidade de em-
pacotamento A(A) é a proporcao do espaco R™ coberta pela unido das esferas de raio p
centradas nos pontos de A.

Denotando por By[0, p] a esfera na métrica d com centro na origem e raio p, temos que,
em virtude da homogeneidade, a densidade de empacotamento de um reticulado A C R"

de posto n ¢ igual a

_ Volume de uma esfera de raio p  vol(54]0, p])
~ Volume da regido fundamental de A~ vol(A)

~ vol(B4[0,1])p™  vol(B4[0,1])p"

B vol(A) ~ det(A)1/2

A(A)
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Para a métrica euclidiana, temos que o volume da bola unitaria n-dimensional é dado

em [23] por:
( n/2
T

(5

sen é par,

vol(Beua[0,1]) =
2nr (=172 ((n, — 1) /2)!

' , sen é impar.
n!

Para a métrica da soma, temos que o volume euclidiano da bola unitéria é dado em [56]

por:
vol(B 0,1) = _n
( soma[ ) ]) ! *

Fixada a dimensao, o problema do empacotamento maximo se reduz ao estudo de um

outro parametro, chamado de densidade de centro, que é dado por

oA = voll)(nA) ’

o qual depende do reticulado A e do raio p.

Exemplo 1.3.3. Considere o reticulado hexagonal com base {(1,0),(1/2,v/3/2)} dado pela
Figura 1.8.
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Figura 1.8: Empacotamento de esferas
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Temos que sua densidade nas métricas euclidiana e da soma sao dadas por

1/4n 1/4
= ~0,9069 e Agpma(A) = —5— ~0,5773.
V3/2 ‘ () V3/2

Este é o empacotamento mais denso em R? com a distincia euclidiana, até mesmo se com-

Aeucl (A)

parado com empacotamentos nao reticulados.
Observacao 1.3.2. Para a distancia euclidiana e da soma temos:

e Para a métrica euclidiana jd foram demonstrados quais sao os empacotamentos reti-
culados mais densos nas dimensoes de 1 a 8 [23] e na dimensdo 24 [22]. Foi provado
que nas dimensoes de 1 a 3 os empacotamentos mais densos sao empacotamentos reti-
culados. Em algumas outras dimensoes sao conhecidos reticulados mais densos, mas

nada foi provado.

e Para a métrica da soma foi provado quais sao os empacotamentos reticulados mais
densos nas dimensoes de 1 a 3 [29]. Nas demais dimensoes somente poucos limitantes

sao conhecidos para a densidade de empacotamento.

Exemplo 1.3.4. Considere o reticulado A C R* com base {(1,-2,3),(-2,3,1),(3,1,—2)}.
Temos que a densidade da soma de tal reticulado € 18/19 e foi demonstrado por Minkowski

[29] que essa é a densidade da soma mdzima em R®.

Proposicao 1.3.1. [/0] A densidade de empacotamento na métrica euclidiana é um inva-

riante geométrico, isto €, reticulados equivalentes tém a mesma densidade. O

Exemplo 1.3.5. Considere o reticulado Z* com a métrica da soma, dado pela Figura 1.9.
Temos que sua densidade na métrica da soma ¢ Agomq(Z?) = 22(12& =1/2 =0,5. Agora,

aplicando uma rotagao de 45 graus em tal reticulado obtemos a densidade na métrica da

50ma Agoma(Rot(Z?)) = 22(?—2,/2)2 =1, que é mdzima.

Observacao 1.3.3. A densidade de empacotamento € um invariante geométrico para reti-
culados na métrica da soma. De fato, basta notar que se Ay e Ay sdo dois reticulados
equivalentes na métrica da soma por um fator de dilatacdo o e uma permutacao nas coor-

denadas composta com trocas de sinais. Seus determinantes estio associados por det(A;) =

vol(Bsoma(ap))

adet(Ay). Assim, se p € o raio de empacotamento de Ay, entao Agpma(A1) = ot (A1

a”vol(Bsoma
W = Asoma(Al)'
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(a) Reticulado Z° (b) Reticulado Z’-rotacionado
Figura 1.9: Diversidade
Observacao 1.3.4. Ezistem reticulados em que a densidade euclidiana é maior que a densi-
dade da soma e vice-versa. Por exemplo, o reticulado Z* possui densidade euclidiana maior

que sua densidade da soma. Aplicando uma rotacao de 45 graus, sua densidade da soma é

maior que sua densidade euclidiana.

1.3.3 Raio de cobertura

O problema do raio de cobertura é de certa forma dual ao problema do raio de empa-
cotamento. Dado um reticulado, o objetivo é encontrar o menor raio tal que a reuniao de

esferas de mesmo raio cobrem o R".

Defini¢ao 1.3.5. Dados um reticulado A e uma métrica d em R"™, o conjunto A + By4|0,r]

¢ dito uma cobertura de R" se R" C A + By|0,r].

Definigao 1.3.6. Dados um reticulado A e uma métrica d em R", chamamos de raio de

cobertura do reticulado o valor
T =min{r; A+ B4[0,7] é uma cobertura do R"}.

Exemplo 1.3.6. Considere o reticulado hexagonal A. A Figura 1.10 mostra o raio de

cobertura de A em relacdo a métrica euclidiana e a métrica da soma.
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(a) Métrica euclidiana (b) Métrica da soma

Figura 1.10: Raio de cobertura

Observacao 1.3.5. Note que se T € o raio de cobertura de um reticulado A na métrica

euclidiana e x € o raio de cobertura de A na métrica da soma temos que T < x < T/n.

1.3.4 Regiao de Voronoi

A regiao de Vorondi de um ponto & € A é o conjunto dos pontos de R" que estao mais

proximos de x, segundo uma métrica d, do que qualquer outro ponto de A.

Definicao 1.3.7. Se v € A, a regiao de Voronoi de v ¢ o conjunto
R(v) ={z € R"; d(v,z) < d(u,z); u € A}.

Observacao 1.3.6. Como translacao por um vetor do reticulado é uma isometria tanto na
métrica da soma como na euclidiana, toda regidgo de Voronoi ao redor de um ponto v € A

pode ser obtida por uma translacao da regiao de Voronoi do ponto zero, isto €,
R(v) = v + R(0).

Exemplo 1.3.7. Dados os pontos & = (0,0),y = (1,3) € R?, o conjunto dos pontos z que
satisfazem deye)(2, @) = dewe(2,Y) € dsoma(Z, ) = dsoma(2,y) sao dados pela Figura 1.11.

Exemplo 1.3.8. Considere o reticulado hexagonal A com base {(1,0),(1/2,v/3/2)}. A Fi-
gura 1.12 mostra as regioes de Voronoi de A sequndo a distancia euclidiana e a distancia da

soma.
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(a) Métrica euclidiana (b) Métrica da soma

Figura 1.11: & = (0,0),y = (1, 3)
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(a) Métrica euclidiana (b) Métrica da soma

Figura 1.12: Regiao de Voronoi

Exemplo 1.3.9. Considere o reticulado com base {(1,3),(0,7)}. A Figura 1.13 representa a

regiao de Voronoi de A em relacdo a distancia euclidiana e em relagcao a distancia da soma.

Observagao 1.3.7. Embora as regioes de Voronoi obtidas com a métrica euclidiana e da

soma sejam diferentes, elas possuem o mesmo volume euclidiano, pois ladrilham R™ por

translacoes dos pontos do reticulado e seu volume, dado por det(/\)l/2

qualquer politopo fundamental de A.

, € 0 mesmo que de

Os vértices das regioes de Voronoi sao especialmente interessantes. Eles incluem os pontos

do R"™ cuja distancia a A é um méximo absoluto.
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(a) Métrica euclidiana (b) Métrica da soma

Figura 1.13: Regiao de Voronoi

1.3.5 Diversidade e Distancia Produto Minima

A diversidade e a distancia produto minima sao parametros estudados nos reticulados
para serem utilizados em canais do tipo Rayleigh com desvanecimento. Para este canal o
problema de minimizar a probabilidade de erros na transmissao de sinais ligados a reticulados
esta associado a reticulados com diversidade méaxima e a maior distancia produto minima

possivel [17].

Definicao 1.3.8. Dados dois vetores x,y € R", definimos a diversidade ou a distancia de

Hamming de x ey como

div(x,y) = #{i, ©vi #vy;, i=1,...,n}.

Definicao 1.3.9. Dado um subconjunto S C R", a diversidade ou a distancia minima de

Hamming de S € definida por
div(S) = min{div(z,y) | * #y,x, y € S}.

Todo reticulado A é um subconjunto do R". Desta forma, podemos estender as Defini¢oes
(1.3.8) e (4.6.9) para reticulados. Como reticulados tém estrutura de grupo, isto é, a soma

de quaisquer dois elementos de A pertence a A, podemos reformular as definicoes.

Definicao 1.3.10. Seja A C R"™ um reticulado e = (v1,...,2,) € A.
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o A diversidade de x ¢ definida como o nimero de x;s nao nulos;
e A diversidade de A € definida como div(A) = min{div(x); x € A, x # 0}.
Exemplo 1.3.10. Para o reticulado 7?2, temos que
div(Z?) = min{div(x); © € Z*, = # 0} = 1.

Um reticulado Z7-rotacionado Ny com base {(cos(f), sen(0)), (—sen(f), cos(0))} terd diver-

sidade mdazxima se tan(0) ¢ Q. Por exemplo, reticulado A com base

{(—\/z—f,—\/2+\/§>,(—\/2+\/§,\/2—x/§>}

dado pela Figura 1.14, possui diversidade mdxima.

(a) Reticulado Z (b) Reticulado Z’-rotacionado

Figura 1.14: Diversidade

O reticulado da direita que possui diversidade mdxima ndao possui nenhum ponto inter-
ceptando os eixos coordenados. Além disso, como o reticulado € um grupo aditivo, dados

quaisquer dois pontos do reticulado eles diferem em todas as entradas.

Observacgao 1.3.8. A diversidade € um invariante geométrico para reticulados com a métrica
da soma. Jd para a métrica euclidiana o diversidade varia com rotacoes, portanto, nao €

um invariante geomeétrico.

Definigao 1.3.11. Sejam A um reticulado em R" com diversidadel < n ex = (v1, -+ ,T,) €

A. Definimos:
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e A distancia [-produto de x por d(x) = H |2];
z;7#0

e A distancia [-produto minima de A por d., ..

(A) = min{d(x) | © # 0,z € A}.
Definigao 1.3.12. Sejam A C R™ um reticulado com diversidade n e ¢ = (x1,--+ ,x,) € A.
e A distancia produto de x ¢ definida como d,(x) = H |z;].
=1

e A distancia produto minima de A € definida como

dpmin(N) = min{d,(x) | x € A, x # 0}.

Definicao 1.3.13. Chamamos de distancia produto minima relativa de um reticulado
A e denotamos por d,,.(A), a distancia produto minima da versao escalonada de A que

possui vetor de distancia minima unitdrio.

Para calcular a distancia produto minima relativa de um reticulado A com distancia

minima p, devemos dividir a distancia produto minima de A por p”.

1.3.6 Decodificacao em reticulados

A decodificagdo é um problema muito estudado envolvendo reticulados (SVP -
shortest vector problem) no que se refere a aplica¢oes. Dados um reticulado A, uma métrica
d em R" e um vetor recebido y, procura-se pelo vetor & € A mais préximo de y, isto é,

queremos encontrar € A tal que

d(x,y) = min{d(z,y); z € A}.

Decodificacao na métrica euclidiana

Para a métrica euclidiana é conjecturado que nao existe algoritmo em tempo polinomial
capaz de resolver o SVP para reticulados gerais e este fato é utilizado em criptossistemas
pos-quanticos [49].

Alguns reticulados, como por exemplo os reticulados Z", D,,, A, e Eg, apresentam al-
goritmos préprios de decodificagdo para a métrica euclidiana [23]. Isto se deve a algumas

caracteristicas especiais que eles apresentam e que nao sao encontradas em reticulados gerais.
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Alguns dos algoritmos mais estudados para tentar resolver o SVP sao os algoritmos de
redugao de base [42, 62, 8], o Sphere decoding [65, 66, 34] e a decodificagao por trelicas [8].

Os principais métodos de reducao de base sao a reducao de Minkowski, o LLL e a base
K-Z reduzida. Tais métodos procuram por uma base do reticulado que tenha os vetores
“mais ortogonais possivel” e de tamanho “razoavelmente pequeno”. A decodificagao é feita
através de projecoes do vetor recebido nessa base. Os métodos de Minkowski e K-Z sao
reducoes 6timas, no sentido que a base contém um vetor de norma minima do reticulado. A
desvantagem ¢é que nao existe algoritmo em tempo polinomial conhecido capaz de calcular
a base de Minkowski ou a base K-Z-reduzida de um reticulado qualquer. Ja o método LLL
possui um algoritmo em tempo polinomial que calcula sua base reduzida, porém tal base
pode nao ser a melhor possivel e a decodificacao usando esta base pode falhar.

A decodificagao por trelicas sera abordada no proximo capitulo. O método Sphere de-
coding apresenta alto custo computacional também, mas pode ser especialmente 1util, por

exemplo, em situagoes onde a mudanca de base nao pode ser utilizada.

Decodificagao na métrica d,

Para cada 1 < p < 0o, a norma |||, : R" x R" — [0, +00) definida por

n 1/p
lzll, = <Z |in”>

i=1
induz a métrica d, em R" pondo d,(x,y) = || — y||, para todo =,y € R".

Neste se¢ao, propomos uma modificacao no algoritmo Sphere decoding classico para a
métrica d,. O algoritmo foi desenvolvido em conjunto com Antonio Campello. Para a
métrica da soma, no caso de reticulados g-arios, ¢ primo um estudo detalhado serd feito no
Capitulo 3. Dado um vetor y € R", o objetivo é encontrar o ponto do reticulado A que esta
mais proximo de y na métrica d,. O algoritmo procura o ponto do reticulado mais préximo
entre os pontos que se encontram dentro de uma esfera centrada em y com um certo raio R
pré-definido.

A Figura 1.15 mostra um exemplo da esfera da soma (p = 1) centralizada em um vetor
recebido y.

A dificuldade do algoritmo é como determinar o raio R de forma que dentro da esfera
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Figura 1.15: Esfera centrada em y = (—1,2.8) com a métrica da soma

centralizada em y exista pelo menos um ponto do reticulado e que esse raio nao seja muito
grande, pois existiriam muitos pontos do reticulado dentro desta esfera a serem testados. O
raio natural a ser escolhido € o raio de cobertura, mas que ¢é dificil de ser encontrado em um
reticulado geral.

O estudo do método Sphere decoding classico é abordado por exemplo nos artigos 65,
66, 34]. Nestes artigos o algoritmo é estudado para a distancia euclidiana e uma estratégia
utilizada para melhor gerar os pontos do reticulado dentro da esfera foi usar fatoracao de
matrizes. Em [65, 66] ¢ feita uma fatoragdo de Cholesky em uma matriz de Gram do
reticulado. Em [34], ¢ feita uma fatoracio QR na matriz geradora do reticulado. Tais
decomposigoes nao podem ser aplicadas a outras métricas, pois no decorrer do algoritmo elas
estao relacionadas com rotagoes no reticulado, as quais sao isometrias na métrica euclidiana.

Vamos trabalhar com uma matriz geradora do reticulado na forma normal de Hermite,
por isso restringiremos nosso estudo a reticulados inteiros.

Sejam y € R" e H a matriz geradora do reticulado A C Z" na forma normal de Hermite.
Cada ponto do reticulado A pode ser descrito como sH para algum s € Z". Vamos procurar
os pontos de A que se encontram na esfera centralizada em y com raio R na métrica d,, isto

é, queremos encontrar os vetores s € Z" que satisfazem

dp<3H>y> = ”SH - pr < R.

Sejam [a] e |a| denotando o maior e o menor inteiro mais préximo de a, respectivamente.
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Temos que
hi1 hao hin
sSH = (s1,+ ,5p) O h_22 . h?n = (s1h11, s1h12 + S2hog, - - - ,i Sihin) €
Do e Py
0 0 hnn

n p

Z Sihin —Yn

=1

|sH — y|5 = [s1hir — 1| + [s1hia + s2hog — gl + - +

(1.1)

Vamos encontrar as solugoes de ||[sH —yl[b < RP, formando uma drvore de possibilidades
para si, -, Sp.

Primeiro, vamos analisar os possiveis valores para s;. Como cada parcela de (1.1) é nao
negativa, temos que s; satisfaz |s1h1; — 11/P < RP. Mas, isto acontece se, e somente se,

[—R‘Hh—‘ <5 < VDH“%J.
hi1 hi1

Agora para cada valor de s; obtido no intervalo acima vamos calcular as possibilidades
para sy. Fazendo Ry = R} — |s1hi1 — y1]P > 0 temos

[—vaz‘i‘?h—Slhm-‘ < {VPR2+Z/2—S1h12J
<59 < .
has has

Fixando s; e so (com sy dependendo de s;), obtemos os valores possiveis para sz e assim
por diante até s,. Para o nivel £k > 1 temos que

— YRy +y — S siha <o < VR +ye — o0 sihay
P - Pk ’

k—1
onde Ry = Ry1 — | >0, sibig—1 — yra|P.
Com isso, encontramos os vetores s € Z" tais que |[sH — y||, < R e podemos enunciar

esse resultado na proposicao seguinte.

Proposicao 1.3.2. Sejamy = (y1,- - ,Yn) um vetor, H = (h;)}';_; uma matriz geradora do
reticulado A na forma normal de Hermite e R > 0 um raio. Os vetores s = (S1,--+ ,8,) € Z"
tais que ||sH —yl|, < R sao obtidos (com sj dependendo de sy, -+ ,sx—1 parak =2,---,n)

construindo todos os vetores inteiros nas sequintes variacoes:

[—R—i—yl—‘SSlS\‘R—Fle
hll hll
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epara k=2,---,n
—V/ R +yr — Zf:_ll Sihig < s < VB + yr — Z;:ll il
P - P 7
com Ry = Ry_1 — | Zf:_ll Sihig—1 — Yr—1]P- O

A Figura 1.16 esquematiza a relagao entre as coordenadas s;’s do vetor s. A arvore comega
a ser montada a partir de s;, donde vamos obtendo caminhos. Os pontos do reticulado que
estao dentro da esfera centralizada em y sao aqueles gerados pelos caminhos que vao até o

nivel n. No caso da figura seguinte, s6 é gerado um ponto.

/
Al

Figura 1.16: Arvore gerada pelos vetores s

Definicao 1.3.14. Chamamos de ponto factivel um ponto formado por um caminho da

drvore que atinge o nivel n, ou seja, o vetor (si,--- ,s,) € formado.

Para cada ponto factivel s, obtemos o vetor sH € A e calculamos sua distancia a y.
No Sphere decoding classico, a medida em que vamos gerando cada né da arvore vamos
calculando distancias parciais. Isso economiza passos para caminhos com partes em comum
e o mesmo pode ser feito para o distancia d,,.

Nem todo caminho da arvore gera um ponto factivel. A complexidade do algoritmo esté
relacionada com os nés visitados e nao somente com os pontos factiveis. A complexidade
também estd relacionada com a escolha do raio R. O melhor raio a ser escolhido é o raio de

cobertura, que nao é conhecido para um reticulado geral. Podemos utilizar a estimativa de
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Babai, como ¢ feito em [34]. A estimativa de Babai ¢ obtida da seguinte forma: primeiro
encontramos € R" tal que *H = y. Se x possuir todas as entradas inteiras, entao y € A,
caso contrario, fazemos o arredondamento ao inteiro mais préoximo nas entradas de x de

forma que [z]H € A. Tomando
R=|lz]H -yl

temos que existe pelo menos um ponto do reticulado A na esfera centralizada em y com raio

R.

Observacgao 1.3.9. Considere a transformacdio ¢ : R" — R" dada por ¢(x) = xH, onde

H € uma matriz geradora para A. Podemos ver A como imagem desta transformacdao em

7", isto €, A = o(Z").

e Para p =2 (métrica euclidiana) [65], temos que os pontos do reticulado A que estdo
dentro de uma esfera de raio R sdo obtidos como imagem de pontos de s € 7" que

estao contidos no elipsoide

|sH — y||2 = |s1hy1 — y1|2 + |s1h12 + Sohos — y2|2 + -+ Zsihm - yn|2 < R%

=1

O que o algoritmo busca sdo os pontos deste elipsdide.

e Para p =1 (métrica da soma), temos que os pontos do reticulado A que estao dentro
de uma esfera da soma de raio R sao obtidos como a imagem de pontos de Z" que
estao dentro de uma certa esfera rotacionada e dilatada em algumas direcoes. De fato,

para p =1, temos que

|sH — y|| = |s1h11 — y1] + |s1hia + s2hoo — yo| + -+ + | Zsihi” —yn| < R.
i=1

Fazendo a mudanca de varidveis X; = 22:1 sjhji parat =1,---  n, temos que
X1 =]+ X =l <R

Esta ¢ a equagao de uma bola de raio R na métrica da soma.
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Exemplo 1.3.11. Considere o reticulado A com base {(1,2),(0,5)} e o vetor y = (2,2).
Para a métrica euclidiana, temos pela estimativa de Babai que R = 2. A Figura 1.17 mostra

a esfera de raio 2 centrada em y contendo os pontos do reticulado A (figura (a)) e a elipse

(51 —2)% + (281 + 553 — 2)% = 4 (figura (b)) contendo os pontos de 7.

° . .
L] L] 6 L] L] L L] L] o 20 3 L] 3 . .
. ° .
° ¢ B ° e e o o o o o o o o o
. TN
. 2I o o | °
° ° o / L .
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° ° 4 ° e e o e o 22 o e o o o
. . .
° o ° ® e o o o o 3 e e o o o
. . .
(a) (b)

Figura 1.17: Sphere decoding na métrica euclidiana

Para a métrica da soma, temos pela estimativa de Babai que R = 2. A Figura 1.18
mostra a bola de raio 2 centrada em y contendo os pontos do reticulado A (figura (a)) e a

bola torcida |s; — 2| + |25y + 552 — 2| = 2 (figura (b)) contendo os pontos de 7.
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L] L] L]
L] L]
* L * LA * * o L2 *
L4 L4 4 2 4
L 2 L3 -
6 4 2 4 6
° ° ° L] L] L] L] e -le L] L] Ll L]
L] ® - L]
L] L] L]
° ° 4 ° L] L] L] L] o -2 L] L] L] L] L]
L] L] L]
° 6 ° d L] L] L] L] L] 3e L] L] L] L] L]
L] L] L]
(a) (b)

Figura 1.18: Sphere decoding na métrica da soma

Observacao 1.3.10. Fizado um reticulado A e um raio R, é mais fdcil decodificar na métrica

da soma do que na métrica euclidiana. Isto se deve ao fato de que na métrica euclidiana
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precisamos extrair raizes quadradas, o que nao acontece na métrica da soma. Além disso,
na métrica euclidiana podemos gerar mais pontos do que na métrica da soma, pois a bola da

soma estd contida na bola euclidiana de mesmo raio. Pela estimativa de Babas,

Rewa = |[[2]H — yll2 < ||[2]H — ylli = Rsoma-

1.4 Alguns reticulados importantes e suas

propriedades

Nesta secao apresentaremos alguns reticulados que sao amplamente estudados na literatura,

como por exemplo, em [23].
e O reticulado Z" definido por
72" ={(x1,...,xn); v, €L, Yi=1,--- ,n} (1.2)

¢ muito estudado para canais do tipo Rayleigh com desvanecimento, onde versoes
rotacionadas apresentam diversidade maxima e alta distancia produto minima. Em
dimensao 2, sua versao rotacionada por 45 graus apresenta a maior densidade da soma

possivel na dimensao.
e O reticulado A,, n > 1 definido por
An:{(l'l,...,l'n+1> 6Zn+1 . .T1—|—"‘+£En+120} (13)

apresenta as melhores densidades euclidianas possiveis nas dimensoes 2 e 3. Ja foi
provado inclusive que nas dimensoes 2 e 3 sua densidade é méaxima considerando em-
pacotamentos reticulados e nao reticulados. O reticulado A, é equivalente ao reticulado

hexagonal na métrica euclidiana.

e O reticulado D,, definido por
D, ={(z1,...,2,) €Z" : 21+ -+ + x, é par} (1.4)

possui as melhores densidades euclidianas possiveis nas dimensoes 4 e 5.
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O reticulado Ejg definido por
Eg ={(x1,...,x8) : todo z; € Z ou todo z; € Z+1/2, e Z%é par} (1.5)

¢ o reticulado com maior densidade euclidiana na dimensao 8.

O reticulado Fj definido por
Eo={(z1,...,78) € By 121 + w3 = 13 + -+ + 17 = 0} (1.6)

apresenta a maior densidade euclidiana em sua dimensao.

O reticulado FE; definido por
E7:{(x1,...,$8)EEg:l’l—i-"'—l—Z'g:O} (].7)

apresenta a maior densidade euclidiana em sua dimensao.

O reticulado MCC - Mean-centered cuboidal que possui como uma base

L,/ Lo/l 1 \F
—— ~.0,¢/= VS 1.
{ (\/g7 \/;7 O) ) (\/;7 07 \/;) ) <07 \/;7 2) } ( 8)
é um 6timo quantizador.

Os reticulados A,,, D,,, Es, Fgs, E7 e Z" sao chamados de reticulados raizes devido a uma

associacao com o sistema de raizes de certas algebras de Lie e vale o seguinte resultado:

Teorema 1.4.1. [/6] Um reticulado integral que € gerado por vetores de normas euclidiana

1 e 2 € uma soma ortogonal de reticulados equivalentes aos reticulados raizes.
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CAPITULO 2

TRELICAS

O método de decodificagao por treligas foi introduzido para cédigos lineares em [31] e
depois para reticulados que possuem um sub-reticulado ortogonal na métrica euclidiana em
[8]. Dado um reticulado A, a complexidade de decodificar A por trelicas estd associada a
cardinalidade do grupo quociente A/A*, onde A* é o sub-reticulado ortogonal de A utili-
zado no processo de decodificacao. Neste capitulo, estudamos um método para procurar um
sub-reticulado ortogonal de A de forma a minimizar |A/A*|. Este método tem alta comple-
xidade como é inerente ao problema de decodificacao de reticulados. Além disso, dado o
sub-reticulado ortogonal A*, construimos o diagrama de trelicas para representar o grupo
quociente A/A* de uma forma um pouco diferente do que foi apresentado em [8], onde o
diagrama de trelica foi construido a partir de uma base do reticulado A. Neste trabalho
contruimos tal diagrama a partir de uma base do sub-reticulado ortogonal. Em [30] apre-
sentamos um trabalho sobre a decodificacao de cédigos de grupo comutativo em dimensoes
2n via o algoritmo de Viterbi no reticulado associado na dimensao n. No final do capitulo,

caracterizamos todos os sub-reticulados ortogonais de um reticulado bidimensional racional

39).

37
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2.1 Decodificacao em reticulados via classes

Dado um reticulado A, podemos decodificar A utilizando a decodificacdo em qualquer
sub-reticulado A* de A como descreveremos a seguir [23].

Seja A/A ={g;, i=1,...,|A/A*|}. Temos que

[A/A%|
A= U gi+A*, onde (g:+A")N(g;+A")=0 se i#j.
i=1

Note que os elementos de cada classe g; + A* parai = 1,--- |A/A*|, sdo obtidos por uma
translagao do sub-reticulado A* por g;. Seja y € R" um vetor recebido, o processo de

decodificacao em A ¢ feito da seguinte forma:

e Para cada classe g; + A*, faca y; = y — g; e decodifique y; no sub-reticulado A*,

encontrando o ponto x; € A* mais préximo de y;.
e Tomando z] = x; + g;, este é um ponto da classe g; + A* mais proximo de y.

e Calcule min {d(y,x}), i = 1,---,|A/A*|} e encontre o vetor do reticulado A mais

proximo de y.

Observacgao 2.1.1. Nas condicoes anteriores, dada uma classe g; + A* e um vetor y, se
existem a1, T2 € N* tais que d(x1,y—g;) = d(x2, y—gi), entio d(x1 + g;,y) = d(x2+9;,Y).
Portanto, no caso de existir mais de um vetor no reticulado A* mais proximo de y—g;, entao

existe mais de um vetor em g; + N* mais prozimo de y.

Exemplo 2.1.1. O reticulado Eg contém Dg como sub-reticulado de indice 2. Como Dg pos-
sui um algoritmo conhecido de decodificacao, podemos utilizar esse algoritmo para decodificar

o reticulado Eyg.

Se o reticulado A for ortogonal, o processo de decodificacao fica mais simples. De fato,
seja A um reticulado que possui uma base ortogonal {vy, - ,v,}. Dado um vetor recebido

y € R", temos que

n | vz
Y= vai (y)v; onde P, (y) = (y > .
i=1
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n

Dado um vetor & € A, temos que ¢ = Zaivi com a; € Z para todo ¢ = 1,--- ,n. Como
i=1

{vy,--+ ,v,} é ortogonal, temos que

¢ minimo quando a;

|

: 1 , onde [z] denota o inteiro mais préximo de z. Portanto,

oo [y ),

(Vn, V)
é o ponto de A mais préximo de y. Note que neste processo de decodificacao, s6 é necessario

(y,m)
(v1,v1)

o uso de projecoes e arredondamentos.

Exemplo 2.1.2. Neste exemplo, mostraremos como decodificar o reticulado hexagonal com
base {(1,0),(1/2,v/3/2)} através da decodificagio do sub-reticulado ortogonal A* com base
{(1,0),(0,v/3)} . Temos que A/A* {(0,0),(1/2, \/3/2)}.

A Figura 2.1 mostra o reticulado hexagonal (figura (a)) e o reticulado hexagonal par-

ticionado como duas cépias do sub-reticulado ortogonal N* (figura (b)). Seja y um vetor

recebido.

o o o o o o

e o o o o o
o o o o o o

e o o o o o

b o o o O O O
e o o o o o
o o o o o o

Figura 2.1: Reticulado hexagonal

o o o o o o

Como na Figura 2.2, o primeiro passo é decodificar y em (0,0) + A* = A* (figura (a)).

Em sequida, vamos subtrair de y o vetor gs

A" (figura (b)).

(1/2,/3/2) e decodificar o ponto y — g, em
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e o o o o o .: e o o o o e o o o o o .: e o o o o
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o @ o o o o
\ I
e 6 o o o o - -®-0--0--0 e o o o o o -®-0-0-0--0
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(a) (b)

Figura 2.2: Reticulado hexagonal

Na Figura 2.3, apos encontrar o ponto o de A* mais proximo de y — go, fazemos o+ go
e otemos o ponto da malha preta mais proximo de y. Finalizamos comparando as distancias

euclidianas entre os dois candidatos (figura (b)).

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

e 6 6 o o o o o o o o o e 6 o o o o o o o o o o
i i

o o o o o o ¢,0 0 O O O o o o o o o o o o o o o o
e o o o o o .: e o o o o e o o o o o .: e o o o o

o o o o o o i o @ o o o o o o o o o o i o ¢ o o o o
e 06 0 0 0 0o(p-0 00 0 -0 e 06 0 0 0 0o(p-c 000 -0

s

e 6 o o o o o o o o o o e 6 o o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
e 6 o o o o o o o o o o e 6 O o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
e 6 o o o o o o o o o o e 6 o o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

(a) (b)

Figura 2.3: Reticulado hexagonal

O algoritmo de Viterbi é utilizado na decodificacao de um reticulado usando a decodi-
ficacdo de um sub-reticulado ortogonal. Ele segue a idéia acima, economizando alguns passos

COINO Vveremos a seguir.

2.2 Diagrama de Trelica

Seja A C R™ um reticulado e A* um sub-reticulado ortogonal de A. O diagrama de

trelica de A em relacao a A* é um grafo que tem por objetivo representar o grupo quociente
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AJA.

Observagao 2.2.1. Se A é um reticulado de posto n com base {by,--- ,b,} e matriz de

n

Gram correspondente G = ((b, b;))7,—; com entradas racionais, entdo A possui um sub-

reticulado ortogonal A* dado por maultiplos dos vetores de Gram-Schmidt da base. De fato,

considere
A A - <biabj> -
bi=0b, ¢ bi:bi_Z#bj para i=2,---,n.
j=1 <bj,bj>
Temos que {51, e ,Bn} sao ortogonais. Além disso, sao obtidos por combinacgoes lineares

racionais dos vetores da base do reticulado, pois a matriz de Gram possui todas as entradas
racionais. Logo, para cada BZ existe um numero inteiro o; € 7 tal que ail;i € escrito como
combinacao linear inteira dos vetores da base. Como a ortogonalidade é preservada no
conjunto {Bl,agi)z, - ,aan} e estes vetores pertencem ao reticulado A, temos que eles

geram um sub-reticulado ortogonal de A.

Em [31] o diagrama de trelica foi construido a partir de uma sequéncia de espagos ve-
toriais encaixados. Em [8], o diagrama de treli¢a foi construido partindo de uma base para
o reticulado A e representando o grupo quociente do reticulado A pelo sub-reticulado orto-
gonal A*; onde A* é definido por multiplos do vetores de Gram-Schmidt da base como na
Observagao (2.2.1). Foi mostrado em [8], que construir um diagrama de treliga partindo das
bases é equivalente a construir diagramas de trelica partindo dos espacos vetoriais. Neste
capitulo, a fim de simplificar os calculos, vamos construir o diagrama de trelica partindo da
base do sub-reticulado ortogonal que queremos representar.

O préximo exemplo mostra um reticulado que nao possui sub-reticulado ortogonal de

mesmo posto.

Exemplo 2.2.1. Este exzemplo mostra um reticulado que nao possui sub-reticulado ortogonal.
Seja A o reticulado com base {(v/2,0), (V/3,1)}. Temos que uma matriz de Gram para A em

relacdo a esta base € dada por
2 6
V6 4
Mostremos que este reticulado nao possui sub-reticulado ortogonal. Sejam vy = ay(v/2,0) +

as(v/3,1), vy = b1(v/2,0) + ba(V3,1) € A, com a;,b; € Z para i = 1,2. Se (v,v5) = 0,

G:
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entao teremos 2a1b; + V6ash; + V6a1by + dashy = 0 e isto implica que asby + ajbs = 0
e arby + 2asby = 0. Da primeira equacao seque que ((as, ay), (by,be)) = 0, ou seja, existe
A € R tal que (by,by) = AN(—aq,az). Substituindo tais valores na sequnda equagdo temos que
Aa? +2a3) = 0 e seque que v =0 ou vy = 0.

Portanto, temos que ndo existem dois vetores nao nulos ortogonais neste reticulado.

Portanto, nao existe sub-reticulado ortogonal.

Exemplo 2.2.2. O reticulado MCC tem matriz de Gram dada por

1+v2 -1 -1
1 14+vV2 1-V2
1 1-v2 1+2

DO | —

Um sub-reticulado ortogonal é dado pela base

1 41 W1
24/=,0,0 0,24/ =,0 0,0,—24/= .
Portanto, nao sao apenas reticulados racionais que possuem sub-reticulado ortogonal.

A seguir, vamos trabalhar apenas com reticulados que possuem sub-reticulado ortogonal
com o mesmo posto do reticulado, para que a cardinalidade do grupo quociente seja finita.
Neste capitulo, estamos interessados em encontrar um sub-reticulado ortogonal A* com base

ortogonal {by,---,b,} que minimiza a cardinalidade do grupo quociente A/A*, que é dada

gt (lebm ) (EHMI)

por

A
A det(N): det(A): det(A)r
onde {by,--- ,b,} é uma base ortogonal do sub-reticulado ortogonal A*. Minimizar |A/A*| é

equivalente a minimizar []}", [|b;]|.

Definicao 2.2.1. Dado um reticulado A, dizemos que um sub-reticulado A* € minimo em
relagio a uma base B = {by,--- ,b,} se os vetores b; sao os vetores de menor norma no
conjunto A N span(b;), para todo i = 1,--- ,n, onde span(b;) = b;R. Chamamos a base B

de base minima.
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Dado um sub-reticulado ortogonal minimo em relacao a uma base ortogonal minima
{by,---,b,}, nado estamos interessados nos sub-reticulados ortogonais com base
{aiby, -+ ,a,b,}, onde a; € Z e tal que |a;] > 1 para todo i = 1,--- ,n, pois queremos
minimizar o produto da norma dos elementos da base. Assim, para cada conjunto de veto-
res ortogonais do reticulado A, queremos os vetores de menor norma possivel em cada uma

dessas diregoes.

Observagao 2.2.2. Notemos que dado um reticulado A, todas as suas bases sao minimas.
De fato, seja {vy,--- ,v,} uma base de A. Sem perda de generalidade, suponhamos que
existe um vetor em wy tal que wy € AN span(vy) e ||wi]| < ||vi||. Como wy € A, podemos
escrever wy = y ., a;v; onde a; € Z. Agora, temos que wy = avy para algum o € R.
Assim, temos que av, = Z:.L:l a;v;, o que implica que existe uma combinacao linear nao
nula dos vetores da base, contradizendo o fato da base ser formada por vetores linearmente

independentes sobre R.

Pelo que foi feito em [8], variando todas as bases do reticulado, consequentemente varia-
mos todos os sub-reticulados ortogonais minimos, mas s6 sabemos qual sub-reticulado sera
representado apds calcular o Gram-Schmidt dos vetores da base. A fim de simplificar os
calculos e deixar mais claro o processo de decodificacao, neste trabalho, iremos construir o
diagrama de trelica partindo de uma base do sub-reticulado ortogonal.

Sejam {vy,---,v,} uma base para A e {by,---,b,} uma base ortogonal minima para

A*. Considere os seguintes espacos vetoriais unidimensionais
W; = span{b;} onde i=1--- n.

Dados y € R" e x € A, temos que

. Y, bz
v =30 Palu)bn onde F(y) — L0 e
i—1 iy Ui
x = Z Py.(x)b;, onde Py, (x) = .
i—1 <b’L7 b7,>
Assim, como {by,--- ,b,} é um conjunto ortogonal, segue que

d'(z,y) = Z [Py, () — Py, (y) "l
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Para cada classe do grupo quociente A/A*, iremos procurar pelo elemento @ que minimiza
d(x,y). Para isto, devemos estudar as projegdes nas dire¢oes dos vetores da base do sub-
reticulado ortogonal.

O exemplo seguinte, mostra que quando projetamos duas classes distintas do quociente
A/A* na mesma direcao, a projecao pode ser igual e isso serd considerado na construcao do

diagrama de trelica.

Exemplo 2.2.3. Considere o reticulado hexagonal com o sub-reticulado A* dado pela base
{(1, 0), (0, 2\/5)} e representado pela malha preta na figura abaizo. Temos uma particao do

reticulado A em 4 copias do sub-reticulado A*.

Figura 2.4: Reticulado hexagonal

Note que quando fazemos projecoes das malhas vermelha e azul na dire¢ao do vetor (1,0),

obtemos o mesmo resultado. O mesmo vale para as malhas cinza e preta.

Para saber quando a projecao de duas classes numa mesma dire¢ao coincide, considere

os seguintes reticulados
Aw,=ANW,=bZ para i=1,---.,n

e as projecoes

Py, (A) para i=1,---,n

na direcao dos vetores da base de A*.
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Como Aw, C Py, (A) para todo i = 1,--- ,n, definimos os grupos quocientes
Py (A
Gizwj 2:1’ , M.
Aw,

A cardinalidade de G; representa o numero de diferentes projecoes na direcao de b; para

1=1,---,n.

Observagao 2.2.3. Sejam T,y € A/A*. Se T =7, entio Py, (x) + Aw, = Py, (y) + Aw, para
todoi =1,--- ,n. De fato, sex =7y, entao x —y € \* = Ay, & --- & Aw,, 0o que implica

que Py (x — y) € Aw, e, assim, Py (x) = Pp,(y) para i = 1,--- ,n. Com isso, temos que
cada classe de A/ N* gera um inico elemento em G;. Mas, como veremos depois, duas classes

distintas em A/A* podem gerar o mesmo elemento em G; para alguns valores de 1.

Fixada uma classe T € A/A*, temos que as projegoes de tal classe na dire¢ao dos vetores

b; sao representadas pela sequéncia
9(®) = (g1(x), -, gn(x)), onde gi(w) = Py () + Aw,, i =1,---,n, & €A,

O conjunto das possiveis projecoes dentre todas as classes é dado por G = {g(x),x € A}.
Para cada classe & do quociente A/A*, calculamos a sequéncia g(x) e através das relagoes

entre todas as possiveis sequéncias obtidas variando as classes, construimos o diagrama de

treliga. Note que cada entrada i de uma sequéncia g(x) equivale a um elemento de G;. O

diagrama de treliga é construido da seguinte forma [8]:

e Inicie com um ponto Sy ligando a ele |G| arestas.
e Rotule cada uma destas arestas por um elemento de Gj.

e No final de cada uma destas arestas coloque um né Sy;, parai =1,--- |G| e vé para

o nivel 2.

e Passando ao nivel 2, para cada uma dessas arestas identificadas com um elemento de
(G4, procure no conjunto GG as sequéncias com esse elemento na primeira entrada. A
cada sequéncia encontrada trace uma aresta ligada a primeira por um no e identifique-a
pelo elemento de Gy que aparece na segunda entrada da sequéncia. Finalize o nivel 2

colocando em cada aresta um né Ss;.
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e Repita o mesmo procedimento no nivel 3 procurando por sequéncias em G cujos dois
primeiros elementos sejam os elementos rotulados nas duas sequéncias anteriores. Se
existirem duas sequéncias com o terceiro elemento igual, ligue os dois nés da segunda

aresta em um tunico no, entrelagando os caminhos.

e Continue a preencher os caminhos até o nivel n e junte todas as arestas em um unico

no S,.

O exemplo seguinte, mostra passo a passo como construir um diagrama de trelica para o

reticulado hexagonal.

Exemplo 2.2.4. Vamos construir o diagrama de trelica do reticulado hexagonal em relacao
ao sub-reticulado ortogonal com base {b; = (1,0),by = (0,v/3)} dado pela Figura 2.5. Temos
que tal sub-reticulado, representado pelos pontos vermelhos, particiona o reticulado hexagonal
em duas classes distintas. Considere Wy = span(by) e Wy = span(by). Temos que Ay, =
(1,0)Z e Aw, = (0,v/3)Z. Para as projecoes temos que Py (A) = (1/2,0)Z e Pp,(A) =
(0,4/3/2)Z.

....“+...
...D:...
A

Figura 2.5: Reticulado hexagonal
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Com 1sso, seque que

(1/2,0)Z
(1,0)Z

{0020} 22 o 6= OO (G 0 VE) 22,

= (0,v3)Z

Agora vamos calcular o conjunto de sequéncias G. Temos duas classes no grupo quociente

A/AN* dadas por {m, (1/2, \/3/2)} . Entao
9(07 0) = ((07 0) + Awm (07 0) + Aw2> € 9(1/27 \/3/2) = ((1/2’ O) + AWl? (O’ \/3/2) + AWz)

Assim, temos G = {g((), 0),9(1/2, \/3/2)} e vamos construir o diagrama de trelica. Partindo
de um no inicial Sy, devemos colocar 2 arestas, cada uma representando um elemento de
G1. A primeira aresta vamos rotular pelo elemento (0,0) + Ay, e esta serd ligada a aresta
(0,0) + Aw, que representam a sequéncia g(0,0). A aresta rotulada por (1/2,0) + Aw, serd
ligada d aresta (0,v/3/2)+ Aw, representando a sequéncia g(1/2,/3/2). Por fim, tais arestas
sao ligadas em um unico no, como mostra o sequinte diagrama, onde o caminho vermelho

representa a sequéncia g(0,0) e, o azul, a sequéncia g(1/2,v/3/2).

E possivel explicitar as projegoes Py, (A). Seja M a matriz geradora para o reticulado A
em relacdo a base {vy,--+,v,} e N a matriz geradora do sub-reticulado ortogonal A* em
relacdo a base ortogonal {by,--- , b, }. Temos que existe uma matriz A = (a;;) com entradas

inteiras tal que N = AM, ou seja, M = A~'N. Assim, segue que
v; =cpnby + -+ ¢pb, paratodoi=1,---,n

com ¢;; elementos da matriz A~ para todo 1 < i,j < n.

Dado um elemento v € A, existem «; € Z para i = 1,--- ,n tais que

v=ov + -+ v, = (e - F apnn)br + - 4 (aacry - 4 @nCon) by
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Assim, segue que Py, (v) = (1¢1; + - -+ + @pcpi)b; paratodoi = 1,--- \ne
Py, (A) = (ctiZe + -+ - + cniZ)b;.
Agora, se n; = min{|ci;z1 + - + ciznl; 0 # (21, -+, 2,) € Z"}, temos que
Py, (A) = b/ Z.

Lema 2.2.1. [8] Se f(x) = a1x1 + - - - + apx, com a;,x; € Z para todoi = 1,--- n, entdo o

minimo de |f(x)| sobre todo x = (x1,- -+ ,x,) € Z" nao nulo € igual a mdc(ay,--- ,a,). O

Proposicao 2.2.1. Temos que

mde(M;eyi, - -+, Micn;)
M; ’

i =
onde M; é o minimo maltiplo comum dos denominadores de c;j, onde j =1,---  n.

Demonstragao: Basta notar que M;c;; € Z para todo 4, j. Além disso, temos min{|ci;z1+- - -+
Cniznly, 0 F (21, ,2,) € L™} = M%mmﬂMicuzl + o+ Micpizn|, 0 # (21, ,2,) € Z"}.

Usando o Lema 2.2.1, chegamos ao resultado. 0

Com isso, temos que

Py (A)  nbiZ . 1
b ( ):?7 para i=1,---,n e |Gi]=—.
Aw, .

Gi(A) =
( ) f sz i

Para construir o diagrama de trelica, precisamos saber quais sao os elementos do grupo
quociente A/A*. Para isso, usaremos o resultado provado em [1] que usando a forma normal

de Smith caracteriza um conjunto de geradores para o grupo quociente A/A*.

Definicao 2.2.2. Dizemos que uma matriz B de ordem n X n estd na forma normal de
Smith se B € uma matriz diagonal com coeficientes inteiros nao negativos tal que b; ;|b;y1 41

para todo i < n.

Teorema 2.2.1. [21] Se A € uma matriz n x n, com coeficientes em um dominio de ideais
principais R e determinante nao nulo, entao existe uma tunica matriz D na forma normal

de Smith tal que D = PAQ, com P e Q matrizes unimodulares em R.
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Teorema 2.2.2. [1] Sejam A um reticulado com matriz geradora M e A* um sub-reticulado
com matriz geradora N. Se A = (a;;), a;; € Z, é a matriz tal que N = AM, entdo os
geradores do grupo quociente A/A* sdo as linhas h; da matriz Q7'M para d; # 1 onde
A=P'DQ' ¢ a decomposicio de Smith da matriz A e d; sao elementos da diagonal da

matriz D. O

Exemplo 2.2.5. Considere o reticulado com base vi = (1,0,—1), vo = (2,1,0) e v3 =
(0,1, 1) e o sub-reticulado ortogonal com base by = (1,0,—1), by = (1,1,1) ebs = (—1,2,—1).

Temos que as bases estao relacionadas por

1 0 -1 1 0 O 1 0 -1
1 1 1 =1 -1 1 0 21 0
-1 2 -1 7 —4 6 01 1
Fazendo a decomposicao de Smith em A, temos que
1 0 0 1 00 100 100
-1 1 0 |= 1 10 010 010
7T —4 6 -3 4 1 0 06 0 01

Assim, temos Q'M = M e os elementos do grupo quociente A/A* sio dados por

AN ={a(0,11),a=0,1,---,5} = {{0,0,0),(0,1,1),(0,2,2),(0,3,3),(0,4,4), (0,5,5) .
Dessa forma, obtemos
AW1 = (1,0, —1>Z, AW2 = (1, 1, 1)Z € AW3 = (—1,2, —1)Z

Para as projecoes, temos

1 0 0
Al = 1 1 0 |,
—-1/2 2/3 1/6

Py, (A) =1/2(1,0,1)Z, Py,(A) =1/3(1,1,1)Z e Py, (A) = 1/6(—1,2, —1)Z.

Vamos calcular o conjunto G :
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1= g(0,0,0) = ((0,0,0) + Aw,, (0,0,0) + Ay, (0,0,0) + Ay,)

2 = ¢(0,1,1) = ((—=1/2,0,1/2) + Aw,, (2/3,2/3,2/3) + Aw,, (—1/6,2/6, —1/6) + Aw)
= ((=1/2,0,1/2) + Ay, (0,0,0) + Ay, (—1/6,2/6,1/6) + Aws,)

3= ¢(0,2,2) = ((=1,0,1) + Aw,, (4/3,4/3,4/3) + Aw,, (—2/6,4/6,—1/6) + Aw,)
= ((0,0,0) + Aw,, (4/3,4/3,4/3) + Aw,, (—2/6,4/5, —2/6) + Aw,)

4= ¢(0,3,3) = ((—=3/2,0,3/2) + Aw,, (2,2,2) + Aw,, (—3/6,1,-3/6) + Aw,)
= ((=1/2,0,1/2) + Aw,, (0,0,0) + Ay, (—3/6,1,—3/6) + Aw,)

5= g(0,4,4) = ((=2,0,2) + Aw,, (8/3,8/3,8/3) + Aw,, (—4/6,8/6, —4/6) + Aws,)
= ((0,0,0) + Aw,, (2/3,2/3,2/3) + Ay, (—4/6,8/6, —4/6) + Ay,

6 = ¢(0,5,5) = ((—=5/2,0,5/2) + Aws,, (10/3,10/3,10/3) + Aw,, (—5/6,10/6, —5/6) + Aw, )
= ((=1/2,0,1/2) + Aw,, (4/3,4/3,4/3) + Aw,, (—5/6,10/6, —5/6) + Ay,

O diagrama de treliga representando o grupo quociente A/A* é dado por

[1]

(6]
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Exemplo 2.2.6. O reticulado MCC' tem como base v, = <\/g, </g, O) , Vg = <\/g,0, (‘/g)
e vy = (O, C/g, (‘/g) . Considere o sub-reticulado ortogonal com base by = (2\/;0,0),
by, = (0,2 N %,0) e by = (0,07 —2{‘/;) , temos que

2\@ 0 0 1 1 -1
0o 25 o =111
0 0 -2y 1 -1 -1

Fazendo a decomposicao de Smith em A obtemos

o &‘
N | D=

'S

[N

]

1 1 -1 1 0 -1 1 00 1 11
1 -1 1 =11 -1 0 0 20 010
1 -1 -1 1 -1 -1 00 2 0 01

que 1mplica que

QflM: \/g 0 4%

4/1 4/1
0 2 2

Os elementos do grupo quociente A/A* sao dados por

wam (o3 5) (Vao i) (Vo 545)

Como

ATl =

O NI= N
N~ O NI

temos para as projecoes

Po,(A) =172 (2\[%,0, 0) Z, Pyy(A) = % (0,2 y %0) Z ¢ Py (M) = % (0 0, —2\/2) Z.
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Assim, seque que G € dado por

1= (0+b,Z,0+ bZ,0 + b3Z)

2 = (O + blZ, 1/2b2 + bQZ, 1/2b3 + bgz)

3 = (1/2b1 + blz, 1/2b2 + bQZ, 0+ b3Z)

4 = (1/2b1 + b1Z,O + bQZ, 1/2b3 + ng)

A trelica associada ao quociente AJAN* € dada por

(11

Observacgao 2.2.4. [8] Considere o0s espagos vetoriais i-dimensionais
‘/EJ - {0}7 V; - Span{bb e 7bi}7

0s reticulados

Ay, =ANV; para i =0,1,--- n

e as projegoes Py, (A) parai=0,1,--- n.
Os nos em cada nivel © representam elementos do grupo quociente

Py (A
Zi:M7 i=0,1,--- n.
Ay,

Isto se deve ao fato que

v _ ) Pn(A) @@ Py (A)
¢ Ay, Aw, ® - @ Ay, )
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O conjunto de sequéncias

Y ={(oo(x),01(x), -+ ,on(x)), onde o;(x) = Py,(x) + Ay,, x € A/JA*}

€ o conjunto dos caminhos na trelica que passa pelos nos.

Observacgao 2.2.5. E importante lembrar que cada caminho na trelica representa uma classe

do grupo quociente A/A*.

Estamos considerando como medida de complexidade de uma trelica o nimero de cami-
nhos na trelica, ou seja, a cardinalidade do grupo quociente |A/A*|. Notemos que se para
dois sub-reticulados distintos A*, A® tivermos |A/A*| = |A/A°|, entao a treliga menos com-
plexa é aquela que possui o menor nimero de nds, pois com isso os caminhos tém partes
em comum e como veremos depois, isso sera tutil na aplicagao do algoritmo de Viterbi. No
nosso estudo, apenas consideramos a cardinalidade do quociente |[A/A*| como uma medida

de complexidade.

2.3 Algoritmo de Viterbi

Sejam A € R"™ um reticulado de posto n, A* um sub-reticulado ortogonal com trelica T
associada ao grupo quociente A/A* e {by,--- ,b,} uma base ortogonal minima para A*. Seja
yeR" comy=>" yb; ondey; € R.

Lembrando que Ay, = b;Z, note que podemos escrever

G; = {zjnibi +bZ, z;jecZ 1<z < 771}

Para cada classe em (; encontramos o representante da classe com a menor distancia
euclidiana de y;b;. Isto ¢, fixados 4, j e tomando a,;; = 1;2;, encontramos na classe a;;b;,+b,Z €
G; um representante ¢;;b; + b;Z tal que ||c;jb; — y;b;||* seja a menor possivel.

Temos que a;;b; + b;,Z = bb; + b;,Z se, e somente se, (b — a;;)b; € b;Z, o que equivale a
b = a;;+z paraalgum z € Z. Agora, ||y;b;—bb;||* = ||y:bi—(aij+2)bi| [* = |(yi—ai;)—2]?]|bil|?.
Este valor serd minimo se z = [y; — a;;]. Assim, ¢;; = a;; + [y; — a;4] € tal que a;;b; + b;Z =

cijbi + biZ e ||cib; — yibi||* é a menor possivel.
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Para cada classe a;;b; + b,Z = c;;b; + b,Z, associamos o valor
dij = [lyibi — ciybil|* = [(yi — ai;) — [y — ag] ] |bal

que corresponde a menor distancia da projecao da classe a;;b; + b;,Z a projecao de y na

direcao de b;.

Algoritmo de Viterbi

e Passo 1: Calcule d;; para todo ¢ e todo j e identifique no segmento da trelica repre-

sentando por a;;b; + b,Z € G; o valor d;;.

e Passo 2: Rotule os nés no nivel 2 por Sy, € 35(A). Fixado um deste nds Sy, selecione
todos os caminhos que saem de Sy e chegam até Sy;. Para cada um destes caminhos
some as distancias associadas. Calcule o minimo entre todas as somas obtidas para
caminhos diferentes. Guarde apenas o caminho cuja soma das distancias ¢ minima e
descarte os demais caminhos. Faca isso paratodot =1,---,|>_, |, ficando com apenas

um caminho ligando Sy a Sy; para cada t.

e Passo 3: Para cada né S3 € ), selecione todos os caminhos que partem de S; e
chegam a Ss;. Nesta selecao devem ser excluidos os caminhos que foram desconsiderados
no nivel 2. Calcule o minimo entre todas as somas obtidas. Guarde apenas o caminho

cuja soma das distancias é minima e descarte os demais.

e Passo 4: Repita o mesmo procedimento em cada nivel até encontrar um tinico caminho

que sai de Sy e vai até S,,.

O caminho final resultante representa a classe do grupo quociente A/A* que tem o repre-

sentante mais proximo de y. Tal elemento é dado por
Tt = Cljlbl + -+ annbn~

Exemplo 2.3.1. Considere reticulado MCC do Exemplo 2.2.6 e seu sub-reticulado ortogonal

com base by = (2\/;0,0) by = (0,2 ; %,o) e by — (0,0, —2%) . Dado y = (1,1,0) um
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vetor, temos que

4/1

1 2
=4/=b; + b, + 0bs.
y\/;l 2\/52 3

Como
G, ={0+b,Z,1/2b, + biZ}
Gy = {0+ byZ,1/2by + by Z}
Gs = {0+ bsZ,1/2b; + bsZ}
seque que

dy; = 0.1715,dyo = 0.0857, dg; = 0.4648, dyo = 0.0253,d31 = 0,d32 = 0.7071

Figura 2.6: y = (1,1,0)

Olhando para cada noé no nivel 2, escolhemos os caminhos com a menor soma de distancias

Entre os dois caminhos restantes, no nivel 3 resta apenas 1 caminho.

O ponto do reticulado MCC mais prozimo dey é x = <\/g, </g, O).
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Figura 2.7: y = (1,1,0)

2.4 Busca de sub-reticulado ortogonal

Nesta secao, descreveremos o método que derivamos para procurar um sub-reticulado
ortogonal A* de um reticulado A a fim de minimizar a cardinalidade do grupo quociente
A/A*. Tal método pode ser utilizado na decodificacao de c6digos de grupo comutativo, pois
estes sempre possuem sub-reticulado ortogonal [30].

Para iniciar o algoritmo é necessario conhecer um sub-reticulado ortogonal A® C A tal
que |A/A°| = M < oo. Usaremos M como limitante superior para a busca. E interessante
partir do menor M possivel. Se a matriz de Gram do reticulado possui todas as entradas
racionais, é facil encontrar um sub-reticulado ortogonal através do Gram-Schmidt da base

como vimos na Observacao (2.2.1).

Estamos em busca de um sub-reticulado ortogonal A* tal que |A/AY| = % seja
minima. Isto é equivalente a encontrar n vetores linearmente independentes by, --- , b, no
reticulado A tal que

n
[T 16 < (M = 1)det(A)>
i=1
seja minimo.
Seja A a distancia minima do reticulado A. No pior caso, suponha que ||b;|| = A; para

i =1,---,n—1. Para compensar o fato que [[;_, ||b:]| < (M — 1)det(A)z, devemos ter
1
(M—1)det(A)2
[, < LoD}
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Figura 2.8: B[0, RN A

Portanto, para percorrermos todas as possibilidades é necessério que b; € B[0, R|, onde

B[O, R] denota a bola euclidiana de centro na origem e raio

(M — 1)|det(A)]2
R= = .
Observacao 2.4.1. Para encontrar o vetor de norma minima, vamos utilizar o algoritmo da
redu¢ao da base de Minkowski proposta por Strapasson [62], que € eficiente para dimensdes

baizas.

O primeiro problema que encontramos é como gerar os pontos do reticulado A que estao
contidos em B0, R|. A Figura 2.8 mostra um reticulado A e sua interseccdo com a bola

B0, R).

Observacgao 2.4.2. Note que se tomarmos uma base para tal reticulado e procurarmos gerar
0s pontos do reticulado variando os coeficientes nessa base, podemos gerar bem mais pontos
que 0s pontos contidos na bola. Para eliminar esses pontos devemos calcular a norma de
cada um destes vetores. Isso se torna dificil a medida em que a dimensao aumenta. Uma
observacao interessante € que para uma base do reticulado com vetores pequenos, quanto
“mais ortogonais” estes forem, menos pontos extras serao gerados. Isso acontece porque o

paralelogramo gerado pelos vetores da base se aproxima da esfera como podemos observar na

Figura 2.9.

Tendo em vista nao gerar pontos extras, para gerar os pontos do reticulado A que per-

tencem a B[0, R], utilizaremos as idéias do algoritmo “Sphere decoding”.
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Figura 2.10: B0, R]

Como buscamos por uma base ortogonal minima, nao é necessario gerar todos os pontos
do reticulado dentro da esfera B[O, R)]. E necessério apenas gerar os pontos do reticulado
com norma minima em cada direcao em que houver pontos do reticulado. A Figura 2.10
exemplifica isto.

Cada ponto & € A pode ser descrito como x = sM, onde M é uma matriz geradora para
AeseZ". O método “Sphere decoding”, primeiro gera o vetor s para depois encontrar o
vetor & € A. Antes de gerar x, vamos estabelecer condi¢oes sobre s para gerar s6 o menor

vetor em cada diregao:
e Para obter o menor vetor em cada dire¢do devemos exigir mde(sy, -+, s,) = 1.

e Sex =sM € ANB|0, R|, entdo —x = —sM € ANB|0, R]. Agora, mdc(sy, -+, s,) =

mde(—sy, -+, —$,). Portanto, devemos gerar apenas um desses dois pontos.
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A medida em que geramos tais pontos, procuramos pelos conjuntos ortogonais. Note que
sex,y € A, entdo x = sM e y = s*M com s,s* € Z", donde (x,y) = sM M's*". Para
cada vetor gerado s*, podemos guardar o vetor M M?'s* e usa-lo para calcular o produto
interno de s*M com os vetores sM, onde s € Z".

Para cada vetor gerado s; € Z" vamos chamar o ponto do reticulado correspondente
de x; = s;M. A medida em que vamos calculando o produto interno de x; com outros
vetores gerados, construimos uma matriz K = (k;;) onde k;; = 1 se <a:i, a:§> =0eky;=0
se <wz,m§> £ 0.

Ap6s calcular todos os produtos internos, dois a dois, vamos procurar por n vetores
linearmente independentes usando as entradas da matriz K. Por exemplo, no caso de trés
vetores, devemos procurar por i, j,[ tais que k;jkjky = 1. Apds obter um conjunto de n
vetores ortogonais @y, - - - , &,, calculamos Prod = [[;_, ||#;|| e guardamos apenas o conjunto

com o menor valor para Prod.

Exemplo 2.4.1. Seja A o reticulado com base v; = (4,25,28), vo = (0,50,0) e vg =
(0,0,200). Temos que 20013 gera um sub-reticulado ortogonal A*. Temos que |A/A*| = 200,
portanto podemos construir uma trelica com 200 caminhos. Aplicando o algoritmo de busca
pelo sub-reticulado ortogonal que minimize |A/A*| encontramos o sub-reticulado A* com base
b, = (—32,0,—24), by = (—24,0,32) e by = (0,50,0). Temos que |A/A*| =2 e este é o

menor quociente possivel.

Em [8], foi calculada a treliga minima dos reticulados D,, para n > 3, Egs, FEr, Eg e A,
para n < 9. No que segue, calculamos a trelica minima para o reticulado MCC, que nao

havia sido calculada.

Exemplo 2.4.2. Considere o reticulado MCC' dado pelo Exemplo 2.2.6. Naquele exemplo,
temos que uma trelica associada ao quociente do reticulado pelo sub-reticulado ortogonal
possui 4 caminhos. Partindo de tal informacao e utilizando o algoritmo que busca pela

trelica minima, encontramos o sub-reticulado ortogonal com base

()" (7)) 60)) vaon)

que gera uma trelica com dois caminhos. Portanto, a trelica encontrada com dois caminhos

é minima.
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2.5 Sub-reticulados ortogonais em reticulados

bidimensionais

Neste secdo, trabalhamos com reticulados A C R? de posto 2 que possuem matriz de
Gram com entradas inteiras. Procuramos por sub-reticulados ortogonais utilizando as ca-
racteristicas da forma normal de Smith da matriz de Gram [21]. A forma normal de Smith
pode ser aplicada apenas em matrizes com determinante nao nulo e cujas entradas pertencam
a um dominio de ideais principais, portanto, analisaremos apenas reticulados inteiros. Como
para cada reticulado com matriz de Gram com entradas racionais sempre existe um reti-
culado equivalente obtido por uma dilatacao cuja matriz de Gram possui todas as entradas

inteiras, podemos estender o resultado para estes reticulados.

Teorema 2.5.1. Sejam A C R? um reticulado, {vi, vy} uma base para A, G a matriz
de Gram associada a esta base com entradas inteiras e com decomposicao de Smith G =
P'DQ™!, onde D ¢ uma matriz diagonal com diy|day e P, Q sao matrizes unimodulares.
Os sub-reticulados ortogonais de A que possuem os menores vetores em cada direcao sao
caracterizados pela base {w,wy}, onde wy = avy + bvy e wy = c*vy + d*vy com a,b,c,d

inteiros satisfazendo:

e mdc(a,b) =1,

¢ = —quw(apiy + bpsy) + qu2(apy; + bpy),
d = —gnw(apy, + bpay) + qa2(apiy + bps,)
com doz = dyw, q;; elementos da matriz Q, p;; elementos da matriz P! et =mdc(c,d).

Demonstragao: Seja {wi,wy} uma base ortogonal para um sub-reticulado ortogonal bidi-
mensional de A tal que w; = av; + bvy e wy = cv; + dvy,. Como queremos encontrar o
menor sub-reticulado ortogonal em cada direcao tomemos w; tal que a,b nao sejam simul-
taneamente nulos e mdc(a,b) = 1. Seja M a matriz geradora com vy, v, suas linhas. Temos
que

(wy, ws) = (a,b)(MM?")(c,d)" = (a,b)G(c,d)",
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onde MM'" = G. Como as entradas de G sao niimeros inteiros, utilizando a decomposicao

de Smith em G temos

d 0
(wy,ws) = (a,D)P | Q (c,d)".
0 dy

Como d; divide dy, segue que dy = dyw para algum w € Z. Com isso, obtemos

(wy, ws) = (a,b)P*d; Lo Q '(c,d)*

Pi1 Pie 10 Q_l(c,d)t
P51 Pao 0 w
- 1 0 -
= (a,b) (¢,d)"
0 w

- <(a,z3), (@, wd)>

onde (d, i)) = dl (CL, b) P Pra € (67 CZ) = Q_l(cu d)t EHtéO, 0= <w17 w2> = <(a’7 6)7 (67 U)CZ)
P Pao
Em R? vale que <(d, b), (¢, wd)> = 0 se, e somente se, existe A € R* tal que
&= —M\b
wd = \a
donde
&= —M\b
d=2a

O fato de a,b,¢ e d serem inteiros implica que A € Q. Agora, como Q (¢, d)! = (&,d)",

segue que
c qi1  q12 c
p— Q - p— - pr—
d 421 (G22 d
qnc+ Q12d g (— ) + %2(% )
g21C + Q22d q21(— ) + %2(% )

).
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De .
~ * * a * +b *
(&,b) _ dl(a,b) P11 Pio — d, P11 P21
Pa1 Pao apiy + bpyy
segue que
c | —Aquidi(api, + bps) + %dl(apﬁ + bps,)
d —Agarda(apiy + bpsy) + 222d; (ap}, + bpsy)

Como A € Q7, entao A = > para m,n € Z com n # 0. Assim, temos que

[ —audimw(api, + bpsy) + qzmdi(api; + bpj;)
d —gardimw(apiy + bps,) + gaam(apiy + bps;)
Agora, note que o vetor wj = pncv; + pndwv, é miltiplo do vetor w,. Como queremos o
menor mutiplo em cada direcao basta tomarmos

o — —auw(apiy +bpsy) + qia(api; + bpy,)
t
g — —zw(apis + bphy) + gaa(apiy + bpy)
t 9
onde t = mde(—quw(apiy + bpsy) + qr2(api, + bpsy, —quw(apiy + bpsy) + qoz(apiy + bpyy)).

Tomando w; = avy 4 bvy e wy = c*v; + d*vy, obtemos o menor sub-reticulado ortogonal
nesta direcao. Os demais sub-reticulados sao obtidos multiplicando tais vetores por niimeros

inteiros. O

Exemplo 2.5.1. Considere a versao escalonada do reticulado hexagonal com base vy =

(v2,0) e vy = (\/75, ‘/76) e com matriz de Gram com decomposi¢ao de Smith dada por
1 -1

21 1 -1 10 21
G pumy pum—
1 2 -4 5 0 3 11

Os sub-reticulados ortogonais com menores vetores em cada direcao sdo dados pela base

—a—2b v, + 2a+b
mdc(—a—2b,2a+b) 1 mdc(—a—2b,2a+b

w; = av; + bvy e wy = V2

Observacao 2.5.1. Um observacdo interessante é que no R?, dado qualquer vetor w em
um reticulado racional A sempre existe um sub-reticulado ortogonal de A com uma base
ortogonal que possui w como um de seus vetores. Isto seque do fato de que dados w € A e
um outro vetor qualquer z € A tal que w e z sejam linearmente independentes, basta aplicar

o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt considerando w fizo.



CAPITULO 3

RETICULADOS Q-ARIOS

Neste capitulo, iremos trabalhar com duas relacoes entre codigos e reticulados, a
“Construgao A” e a “Construgao B”. A Construcao A é apresentada em [23, 56] para c6digos
g-arios, enquanto que a Construcao B é definida em [23] para uma classe de cédigos bindrios
e ternarios. Neste capitulo estudamos propriedades de ambas contrucoes, generalizamos a
Construcao B para uma classe de cédigos g-arios, ¢ € N, e estudamos relagoes entre os pro-
cessos de decodificagao de um reticulado ¢-ario na métrica da soma e seu codigo associado
na métrica de Lee via Construgao A. Alguns resultados deste capitulo foram apresentados
no 2011 IEEE Information Theory Workshop [18].

Nas segoes 3.1 e 3.2, estudamos codigos e reticulados g-arios para ¢ € N, verificando suas
propriedades e como caracterizar a matriz geradora de um reticulado g-ario em funcao da
matriz geradora do cédigo ¢-ario associado. Na Secao 3.3, estendemos a Construcao B para
uma classe de cédigos g-arios e derivamos algumas propriedades dos reticulados obtidos por
essa construgao. Na secao 3.4, obtemos via Construgao A uma relagao entre a decodificagao
de um reticulado ¢-ario na métrica da soma e seu codigo associado na métrica de Lee. Na
secao 3.5, apresentamos o algoritmo “Lee sphere decoding” com algumas simplificagoes para
uma classe de reticulados obtidos via Construgoes A e B. Na secao 3.6, introduziremos os
reticulados do tipo (g1, -, ¢,)—4arios que podem ser interessantes em algumas aplicagoes e

generalizam o caso anterior.

63
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3.1 Cdbdigos g-arios, ¢ € N, na métrica de Lee

Em [52] sdo definidos cédigos lineares sobre qualquer anel comutativo finito. Neste
trabalho, estudaremos c6digos sobre o anel Z, dos inteiros médulo ¢q. Em [35], é apresentado

um estudo de cédigos lineares sobre corpos finitos Z,, ¢ primo.

Definigao 3.1.1. Seja ¢ € N. Um cédigo linear g-ario C' é um Z,-submddulo de Z;, ou

seja, € um subgrupo aditivo de Zy.

Exemplo 3.1.1. Temos que C = {(1,3,5)) = {(0,0,0),(1,3,5),(2,0,4),(3,3,3), (4,0,2),

(5,3,1)} C Z3 é um cddigo linear 6-drio.

Algumas das propriedades presentes em cddigos lineares definidos sobre corpos Z,, ¢
primo, nao sao validas em cddigos lineares definidos sobre o anel Z,, ¢ € N, por exemplo, a
existéncia de uma base. Para ¢ primo, temos a propriedade que todo cédigo linear C' C Z;
possui uma base com cardinalidade menor ou igual a n. A existéncia da base segue do fato

de Z, ser corpo para ¢ primo, o que nao acontece quando ¢ nao ¢ um numero primo.

Exemplo 3.1.2. Considere o cédigo C = {(2,4,6)) = {(0,0,0),(2,4,6),(4,8,0),(6,0,6),
(8,4,0),(10,8,6)} C Z3,. Temos que C ¢ gerado por (2,4,6), mas (2,4,6) € linearmente

dependente sobre Zy5, pois 6(2,4,6) = (0,0,0). Além disso, para qualquer outro elemento

(@,b,¢) € C temos que 6(a,b,¢) = (0,0,0). Portanto, C ndo possui uma base.

Podemos caracterizar um cédigo linear g-drio C C Z; por um conjunto minimal de

geradores.

Definicao 3.1.2. Chamamos de matriz geradora para um cddigo linear q-drio C' C Z,,

q € N, uma matriz cujas linhas apresentam o menor nimero de geradores para o codigo C.

Proposicao 3.1.1. Sejam q € N, Z, o anel de inteiros mddulo q e C C Z; um cddigo linear
q-ario. Qualquer conjunto de geradores de C pode ser reduzido a um conjuntos de geradores

com k <n elementos.

Demonstracao: Seja {®1, - , @, } um conjunto de geradores para C. Dado ® € C temos que

T =) 6T comaq €ZL, Assim, x — Y " a;&; = qw para algum w € Z", o que implica
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que r = Y " a;&; + qw. Notamos que w = Y. w;e;, onde ¢; = (0,---,0,1,0,---,0)
para todo i = 1,--- n. Seja A o conjunto gerado por combinacoes lineares inteiras de
{1, -, zm} U{ger, - s qen}. Temos que C = {7 € Zj;z € A}. Como A é um Z-
submodulo de Z" e Z é anel principal, decorre que A pode ser gerado por um conjunto de

no maximo n vetores {yi, - ,y,} e assim T é gerado como combinagao de {y1, - ,y,}. O

Observacgao 3.1.1. [50] Sejam q € N, Z, o anel de inteiros modulo g e M um Z,-submddulo
de Zy. Se M possui uma base sobre Z, com k elementos, entio qualquer outra base de M

possui exatamente k elementos.

Em geral, cédigos lineares sobre Z; sao estudados na métrica de Hamming [35]. Uma
métrica mais natural em Z; ¢ a métrica de Lee [41], que pode ser vista como a métrica
induzida da métrica da soma em R".

Dado ¢ € N, um conjunto de representantes para R/qZ é dado por [0, ¢). Identificaremos
R/qZ com [0,q), onde para cada x € R, T é definido como o tinico ntimero real nao negativo

tal que z — 7 € qZ.
Definicao 3.1.3. Dados a,b € [0,g) com 0 < a,b < q, definimos a métrica de Lee por
dLee(avz_)) - m’m{|a - b’u q— ’CL - b’}

Geometricamente, identificando as classes do anel Z, com os vértices de um poligono
regular de ¢ lados, a distancia de Lee entre duas classes serd o menor numero de arestas

entre os vértices.

Exemplo 3.1.3. Em Zs, temos que dre.(5,0) = min{|5 —0],8 — |5 — 0|} = 3 (ver Figura

3.1). Agora, para ¢ =T temos que dre.(3.5,13.2) = min{|3.5 —6.2|,7 — 3.5 — 6.2|} = 2.7.

Definicao 3.1.4. Dado n € N, definimos a métrica de Lee em [0,q)" por

dLee(a'y b) = Z dLee(a_ia b_z)7
=1

onde a = (a_h 7a_n)7b: (Ea 75) S [676)71

Geometricamente, se identificarmos os elementos de Z,; com os pontos de uma malha
quadriculada [0,q) x -+ x [0, ¢) e identificarmos os lados opostos desta malha, temos que a

distancia de Lee entre dois pontos é o menor niimero de arestas ligando esses pontos.
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Figura 3.1: Métrica de Lee em Zg

Exemplo 3.1.4. Em 72 a distincia de Lee entre os elementos a = (1,1) e b = (4,4) ¢
dree(a,b) = min{|1 —4],5 — |1 — 4|} + min{|1l —4],5 — |1 — 4|} =2+ 2 = 4. A Figura
3.2, com os lados opostos identificados representa Zz e podemos ver que o menor niimero de

arestas ligando a e b € 4.

& & & ® o
b ® ® ® @ 3
b ) ° ° ° 1 ]
2 ® ® ° ° 1
® ( J ® ® ® [
—_—

Figura 3.2: Métrica de Lee em Z?

Definicao 3.1.5. Dado um cddigo linear q-drio C' chamamos de distancia minima de

Lee o valor dp.. = min{dp..(=,0); 0 # =T € C}.

Proposicao 3.1.2. Se C C ZZ € um codigo linear com distancia minima de Lee dp.., entao

a capacidade de correcao de erros de Lee de C ét = \_%J

Demonstracao: Mostremos que as bolas de Lee centralizadas em palavras-cédigo com raio

t nao se interceptam. De fato, suponha que existe @ € Bla,t] N Blas, t| para a;,as € C.
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Entdo d(ai,as) < d(ar,z) + d(z,a) < 2t < 2(%==1) < d;,., 0 que é uma contradicao.
Mostremos agora que t é o maior raio inteiro tal que as esferas de Lee ao redor de cada
palavra-codigo nao se tocam. Seja t* =t + 1 e suponha que as bolas de Lee centralizadas

em palavras-cédigo com raio t* nao se interceptam. Desta forma, para todo a,b € C', temos

que
dree + 1 se dre for par
d(a,b)>2(t+1)=2t+2=4 " Lee 01D
dree + 2 se dp.. for impar
o que contradiz o fato de dre. = min{dr..(x,0); 0 #x € C}. O

Observagao 3.1.2. Um fato conhecido [26] € que dois cddigos sao equivalentes na métrica de
Lee se um pode ser obtido de outro por uma permutacdo de coordenadas composta com troca
de sinais em algumas posicoes. Sejam q € N um nimero primo e C' C Z; um cddigo linear q-
ario com matriz geradora A. Fazendo operagoes elementares nas linhas de A e considerando
a permuta¢do de colunas, obtemos uma matriz na forma G = (Lnxm @ Bmxn—m), que gera

um codigo q-drio equivalente a C na métrica de Lee [35].

3.2 Construcao A

A Construcao A é uma forma de se obter reticulados através de cédigos linerares C' C Z;
23], [56]. Alguns reticulados bem conhecidos como Eg e D,, n > 3, podem ser vistos via

Construcao A aplicada em alguns codigos lineares binarios.

Proposicao 3.2.1. [23] Considere a aplicagdo sobrejetora

o: L — 1"
! (3.1)
(.fl'l,“’ 7xn) — (x_b 7x_n)7
onde T; € obtido de x; por redugao mddulo q para todo i =1,--- ,n. Temos que C C Z; €

um cédigo linear q-drio se, e somente se, p~(C) C Z" é um reticulado em R"™. Além disso,

qZ" C ¢~H(C).

Demonstragao: Seja C um c6digo linear ¢g-ério. Como ¢~ !(C) C Z" é um conjunto discreto,
basta mostrar que ¢~'(C') é um grupo aditivo e assim, por [61] temos que ¢~ 1(C) é um

reticulado. Mostremos entao que ¢~*(C) ¢ grupo aditivo.



68 Reticulados ¢-arios

e Sea,bc ¢ }(C), entdo ¢p(a) =a € C e ¢p(b) =b € C. Assim, p(a —b) =a —b =
a@—bc C. Portanto, a — b € ¢~1(C), o que mostra que ¢~ (C) é subgrupo aditivo

em R".

Agora, seja C C Zj tal que ¢~ (C) é um reticulado. Temos que C = ¢(¢~1(C)) é subgrupo
de Z;, pois ¢ a imagem de um subgrupo de Z" via um homomorfismo de grupos. Portanto,

C é um co6digo linear g-ario. O

Definicao 3.2.1. Chamamos de Construgao A a aplicagao ¢ que relaciona um codigo
linear q—drio C a um reticulado ¢~ (C) e chamamos o reticulado A4(C) = ¢~ 1(C) de

reticulado ¢-ario.

Observagao 3.2.1. Em [48] define-se reticulado q-drio como um reticulado A que satisfaz
qZ" C AN C Z" para algum q € N. Note que tal definicio € equivalente a anterior. De fato,
se A é um reticulado q-drio sequndo a Definicio 3.2.1, temos que ¢~1({0}) = ¢Z", donde
seque que qZ" C N C Z". Agora, seja A um reticulado que satisfaz qZ" C N C Z" para
algum q € N. Seja C = ¢(A). Se x € ¢~ 1(C), entio ¢(x) € C, o que implica que eriste
y € A tal que ¢(x) = ¢(y) e, assim, x —y € Ker(¢p) =qZ" CA. Comoy € A ex—y € A,
seque que € A e, desta forma, ¢~ (C) C A. Como ¢~1(C) = ¢~ (p(A)) D A, seque que
A=¢"1CO).

Para demonstrar a Proposi¢ao 3.2.2, que é enunciada em [23], deduzimos inicialmente o

seguinte lema.

Lema 3.2.1. Sejamv; = (vj1,- -+ ,vi) € Z" parai =1,--+ ,m, comm < n. Se{vy, - ,v,}
¢ linearmente independente sobre Z, entdao {vy,--- , vy} € linearmente independente sobre
R.

Demonstragao: Suponhamos que {vy, - ,v,,} seja linearmente dependente sobre R. Sem

perda de generalidade, assumimos que v; seja escrito como combinacao linear de um conjunto

maximal linearmente independente sobre R dado por {vy,, -+, v}, kj € {2,--- ,m}. Logo,
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existem Ay, € R tais que vy = Ag, v, + -+ + A, g, donde:

Vki1 Vk,2 " VUkin
(1}11, o ,’Uln) _ ()\kl, o 7)\ks) Vky, 1 Vko2 *°° VUkom
Vsl Vke2 *°° Vken
Como os vetores {vy,,- -+, vy, } sdo linearmente independentes sobre R, a matriz G' = (v, ;)

tem posto s. Logo, existe uma submatriz G formanda por s colunas de G que possui
determinante nao nulo. Sem perda de generalidade, suponhamos que G4 seja composta

pelas s primeiras colunas de G. Entao

Uk1,1 Vk1,2 0 Ukys

Uka,l Uko2 " " Ukgys
(1211, Tt >Uls) = (>\k17 t 7)\kzs)

Vg1 Vke2 *°° Ukgs

Como det(G,) # 0, entdo G é inversivel e sua inversa ¢ dada por G| ' = MGQ, onde
G, é a matriz transposta da matriz de cofatores de G;. Entdo, G;' € M, ,(Q). Desta

forma,
(/0117'.' ,U15> == ()\k’la"' ))\kS)Gl - (Ulla"' 7U13) G;1 - ()\kp"' 7)\]65)7

donde segue que )\, € Q para todo j. Logo, o conjunto {vi,vg,, -, vk, } ¢ linearmente
dependente sobre Q e, consequentemente, linearmente dependente sobre Z, o que contraria

a hipdtese. Portanto, o conjunto {vy,---,v,} é linearmente independente sobre R. O
Proposigao 3.2.2. [23] Se C C Z; ¢ um cédigo linear q-drio, entdo o posto de Ao(C) € n.

Demonstracao: Temos que gZ" C As(C) C Z" sdo Z-moédulos. Como Z é um dominio
principal, segue que n = posto(¢Z") < posto(Aa(C)) < posto(Z") = n. Logo, posto(A) = n.
Assim, existem n vetores linearmente independentes sobre Z que geram A. Como esses vetores
tém entradas inteiras, pelo Lema 3.2.1, temos que eles sao linearmente independentes sobre

R. Portanto, formam uma base para o reticulado A4(C). O
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Observagao 3.2.2. Os reticulados q-drios possuem como um sub-reticulado ortogonal qZ".
Desta forma, podemos notar que uma maneira de decodificar tais reticulados é usar o algo-

ritmo de Viterbi para a trelica obtida do quociente do reticulado pelo sub-reticulado ortogonal
det(qZ”)1/2 q"

det(A4(C)/Z — det(AA(C))/2

qZ". O niumero de caminhos na trelica € dado por

Seja C C Z, um cédigo linear g-ario. Do fato de A4(C)/qZ" ~ C, geometricamente um
reticulado g-ario pode ser visto como o conjunto de pontos obtidos através das translacoes
dos pontos presentes na hipercubo [0, ¢)" por vetores inteiros multiplos de g. Os pontos do

reticulado dentro da hipercubo [0, ¢)" sao identificados com os pontos do codigo C.

Exemplo 3.2.1. A Figura 3.3 mostra o reticulado gerado pelo cédigo T—drio
C= <(Ta g» = {(676)7 (T’ 3)’ (26)7 (§, 5)’ (Za 5)? (E,T), (6’ Z)}

Os pontos de mesma cor representam copias da caiza [0, 7).

| |
‘ oo
® i °
04 L
1 e °
° 2t °
° i °
* 5 PR * b ¢
° °
° 2t °
o | o
e e
° °
® T ® T o

Figura 3.3: As(C)

Observacao 3.2.3. Vale observar que todo reticulado de posto n, A C Z", possui como
sub-reticulado ortogonal det(AN)Z". De fato, seja B uma matriz geradora para A. Temos que

B'B = mEtB — I,, onde B ¢ a matriz cofatora de B. Assim, B B = det(B)I,.
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Logo, det(A) = det(B)* = [FtBFt]B. Como [EBFt] tem todas as entradas inteiras, entdo
det(A)I,, € sub-reticulado de A. Como todo reticulado A C Q" pode ser transformado em um
reticulado cA C Z" por uma dilatacao c, temos que todo reticulado com entradas racionais
¢ equivalente a um reticulado q-drio para q = cdet(A). Portanto, quando estudamos as
propriedade de reticulados q-drios estamos estudando as propriedades de reticulados com

entradas racionais a menos de uma dilatacao.

A seguir, baseados na matriz geradora de um cédigo linear g-ario C' para q € N, carac-
terizaremos um conjunto de geradores para um reticulado g-drio A4(C'). Quando ¢ é um
ntimero primo, o fato de Z, ser um corpo permite encontrar uma forma geral para uma

matriz geradora do reticulado g-ario.

Proposicao 3.2.3. Dado um cddigo linear q-drio C C Z; com conjunto de geradores
{71, ,On}, temos que o conjunto R = {vy,--+ ,v;,qe1, -+ ,qe,}, onde{e;;i=1,--- n}

¢ a base candnica em R"™, gera o reticulado As(C).

Demonstragao: De fato, se y € ¢~ (C), entao existe € € C tal que y = ¢ + gz para algum
z € Z". Agora, existem a; € Z, para ¢ = 1,--- ,m, tais que € = ayv1 + - - - + @ Upy, O qUE
é equivalente a ¢ — ajvy — - -+ — AV, € gZ", Ou S€ja, ¢ — a1V — +++ — ARV, = qW para
algum w € Z". Com isso, temos que ¢ = a1v1 + -+ @V +qW € Yy = a1 + - -+ + a0, +
ql(wr, - wn) + (21,7, 20)] = a1 + -+ + ARV, + (W1 + 21)ger + - + (wy + 2,)qen.
Portanto, o conjunto R gera tal reticulado. O

Apés obter um conjunto de geradores para o reticulado ¢-ario pela Proposicao 3.2.3,
calculamos a Forma Normal de Hermite (HNF) da matriz formada pelos geradores para

obter uma base para o reticulado.

Exemplo 3.2.2. Considere o codigo linear 6-drio C com matriz geradora dada por

S

I
o ol Nl
=l ol ol
Wl W~ Nl
=== ]
=N
| ol oy

Temos que uma base para o reticulado As(C) € obtida calculando a HNF da matriz de

geradores
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22 2045

024105
204040

213011
015031

6 00000
HNF 006 000

06 0000
- 000100

006 000
000O0G6GO

0006 00
000O0O03

00 0O0®6 0

000O0O0®6

Observagao 3.2.4. As linhas da matriz geradora de um reticulado q-drio Aa(C) reduzidas

modulo q geram o cédigo q-drio C' associado.

mxXn—m

Proposicao 3.2.4. Sejam q € N um nimero primo e G = ( I,... B ) uma matriz
geradora do cédigo q-drio C C Z; na forma sistemdtica. Uma matriz geradora do reticulado

q-drio Aa(C) € dada por

Ime BmXbem

G, = . (3.2)

Onmem qInmenfm
Demonstragao: Ja vimos na Proposigao (3.2.3) que as linhas da matriz G juntamente com

ge;, para i = 1,--- ,n, geram As(C). Vamos chamar de b;, i = 1,--- ,m, as linhas de G.

Para j =1,--- ,m, temos que

qej = Q(Oa Ty 17 e 707 bj,m—i—l; o 7bj,n) - bj,m+1qem+l - j,nqen-

Logo, ge; para j = 1,--- ,m, pode ser obtido como combinacao linear inteira dos vetores
b; para ¢ = 1,--- ,m, com os vetores qe; para i = m + 1,--- ;n. Agora note que a matriz
G1,xn tem determinante det(G1) = ¢"~™ # 0. Portanto G é invertivel em M, (R) e suas

linhas sao linearmente independentes sobre R. O

Exemplo 3.2.3. Considere o codigo 13-drio com matriz geradora dada por
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Temos que uma matriz geradora de Ao(C') € dada por

10 7 5 4
01 8 6 1
00 13 0 0
00 0 13 0
00 0 0 13

Observagao 3.2.5. Como dois cddigos lineares em Z; sao equivalentes na métrica de Lee
se, e somente se, um pode ser obtido de outro por uma troca de coordenadas composta com
troca de sinais em algumas posicoes, temos pela Construcao A, que codigos equivalentes na

métrica de Lee geram reticulados equivalentes na métrica da soma.

Por abuso de notacao, na proposicao seguinte, nao faremos disting¢ao entre os elementos

de C' e os elementos da cépia de C em [0,q)" N A4(C).

Proposicao 3.2.5. [48] Sejam C um cddigo q-drio com uma matriz geradora N, A =
AA(C), A* o reticulado dual de A e A+ = {y € Z";, yN' = ¢qs; s € Z"}. Temos que
At =q A~

Demonstracao: Seja y € At. Dado & € A, temos que £ = c+ gt comt € Z" e c € C.
Desta forma, (1/q y,x) € Z implica % y € A*, donde y € gA*. Por outro lado, se y € gA*,
entao y = gz com z € A*. Se IN é uma matriz geradora para C, como uma cépia de C' esta
contida em [0,¢)" N Aa(C), entdo zN* € Z", pois z € A*. Finalmente, ¢zN* = ¢s onde
s € Z" implica que gz € A*. O

Observacao 3.2.6. Note que A+ ¢é o reticulado obtido pela Construcdo A no cédigo definido

pelos vetores que sdo ortogonais a C, isto ¢, C* = {x € Zy; (x,c) = 0 para todo x € C}.

Através de uma matriz geradora M para A', pela Proposicao 3.2.5, temos que uma
matriz geradora para A* é dada por 1/q M. Pela Proposigao 1.1.2; temos que uma matriz

para A é dada por 1/q (M)~
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Exemplo 3.2.4. Seja C o cddigo 9-drio BCH com matriz verificagcdo de paridade

11111111
021207280
8 2071701
8 01 08010
080108C01
02120787
17028 207

Neste caso, temos uma matriz geradora para C* e através desta matriz obtemos uma matriz

geradora para A*+. Temos que matrizes geradoras para A* e A sao dadas respectivamente por

10002010 9 0 0 0 0 0 00
01002060 o 9 0 0 0 0 00
00101020 o 0 9 0 0 0 00
19 000122320 . o o o0 9 0 0 00
00003240 -6 -6 -3 -6 3 0 00
000O0O03¢60 4 4 2 =2 =2 3 00
000O0O0O0O9O0 -1 -6 -2 1 0 -2 10
000O0O0O0OQ 071 o o o 0 0 0 09

Uma matriz geradora para A na forma de Hermite é

oSO O © o o = W

o O O O o o O =
o O O O o o =~ O
S O O O O O W N
o O O O ©o O o ot
oS O © O o O = ot
oSO © O o o O N N
o O o o o o o O

0

Como (A4(C))* = ;A e A+ é um reticulado g-ario, o reticulado dual de A4(C) contém
Z" como sub-reticulado e é obtido como copias dos pontos %gb*l(C*) presentes na da caixa

[0,1)".
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Exemplo 3.2.5. Seja C = <(T,§)> C Zi um cédigo linear 6-drio. Temos que C* =
((2,2),(0,3)). As figuras sequintes mostram o reticulado Aa(C) e seu dual (Aa(C))*.

° ° ° R
e R L CI S I EP R
sy e T

coe e e el
’7‘ I ?i . “.."..“.H."..'.."
(a) (b)

Figura 3.4: A4(C) e seu dual

Se ¢ for um numero primo, existe uma matriz geradora para o cédigo C' na forma sis-
temética G = (Ipxk : Brxn_t) € para o cédigo C* na forma H = (—B*, _ur : i pxn_t)-
Uma matriz geradora para A* = %AA(C*) é

-1 ot 1
Tankxk aIn—an—k

Iy, O%scn—k

Proposigao 3.2.6. Sejam q € N e A = ¢~ (C) um reticulado q-drio para algum cédigo
linear C C Z,. Temos que det(A)% > ¢"=™)  onde m é o numero minimo de geradores do

codigo C. Se q for um nimero primo, vale a igualdade.

A
qz™

— 2" Assim, det(A)F > ¢"™. Quando g &
det(A)2 ssim, det(A)2 = ¢ Quando q ¢é

primo, temos |C| = ¢, onde m é a dimensao do cddigo e assim segue a igualdade. 0

Demonstracao: Temos que ¢ > |C| =
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Exemplo 3.2.6. Considere o codigo 6-ario com matriz geradora da forma

2 0 2
M1:

=l
=l
=l

A matriz HNF para o reticulado 6-drio A = ¢~ (C) é dada por

111
0 20
0 0 6

Temos que seu determinante ¢ det(A)z = 12 > 6372, Além disso, |C| = & = 18.

Observacao 3.2.7. E interessante observar que os elementos da diagonal da matriz HNF
dividem ¢". Isto acontece pois det(qZ") = ¢" e det(A) =[], hii que € dado pelo produto
dos elementos da diagonal da matriz HNF divide det(qZ").

Encontrar os vetores de distancia minima em um reticulado com a distancia da soma é
um problema muito dificil de ser resolvido para um reticulado qualquer [48] (assim como
na distancia euclidiana). Da mesma forma, encontrar a distancia de Lee minima em c6digo
também é um problema dificil de ser resolvido no caso geral (assim como na distancia de
Hamming).

Em [23], é apresentada uma relagao entre a distancia de Hamming minima de um cédigo
binario C' e a distancia euclidiana minima no reticulado 2-ario associado A4(C'). A pro-
posi¢do seguinte, que pode ser encontrada enunciada em [56] apresenta uma relagdo entre
a distancia minima de Lee do cddigo ¢-ario C' e a distancia minima da soma do reticulado

g-ario A4(C). Faremos aqui uma demonstragao de tal resultado.

Proposicao 3.2.7. Sejam C C Z; um cddigo linear q-dario e A = Ao(C). Se dree € a

distancia minima de Lee do codigo C, entao
n= mln{Qa dLee}
¢ a distancia minima da soma em A.

Demonstracao: Considere o quociente A/qZ" e o conjunto A = By,4:]0,q/2] N A. Para cada

classe 0 # ¢ € C, existe ¢* € A tal que € = ¢*. De fato, basta tomar ¢} = ¢; se 0 < ¢; < q/2
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ec =c¢ —qseq/2 < c¢ < q. Mostremos que para cada classe nao nula € € A/qZ", o

representante com a menor distancia da soma esta em A. Temos que os elementos da classe
definida por € sdo da forma x = ¢* + gt para algum t € Z". Como —¢q/2 < ¢f < ¢q/2 para

todoi=1,---,n, segue que
dsoma(wao) Z |c + qt | > Z |C | soma c 0)

Mostremos agora que dre.(€,0) = dsoma(c*,0). Se min{|c;|,q — |ci|} = |ci], entdao 0 < ¢; <
2/2. 0 que implica que ¢ = ¢; e min{|el, q— e} = |ei = |et]. Semin{lelq—lel} = ¢— el
entdo ¢/2 < ¢; < g, o que implica que ¢f = ¢; — q e, assim, min{|¢|,q¢ — |¢|} = ¢—¢; =

le; — q| = |¢f|. Portanto,

dree (€, 0) me{]cJ q—lal} = Z|c | = dsoma(c”,0).

Para a classe nula, os representantes de menor distancia na métrica da soma sao do tipo
+qe; para j = 1,--- ,n. Entao, se € = 0, temos que = ge; + ¢t para t € Z" definem os
pontos dessa classe. Agora, de

dsoma(ma 0) = |q + Qt1| + Z |qtz| Z |Q| =q= dsoma(iqej70)7 paraj = 17 e, N,
=2

temos que
= min{dsoma(x,0);0 # T € A}
= min{dsomq(x,0) tal que 0 # & € A ou & = +qe;,j=1,--- ,n}
= min{dre(¢,0) tal que 0 # T € C, q} = min{dree, q}.
Il

Exemplo 3.2.7. A Figura 3.5 esquematiza os dois conjuntos de representantes utilizados
na demonstra¢ao acima para o quociente Ay (C)/qZ" quando ¢ =11 e C € o cédigo gerado
por (1,3).

Temos que dpe. = 3 € assim pu = min{3,11} = 3.
Exemplo 3.2.8. Considere em 75 o cédigo dado por
C=1{(1,3,2,3,1),(2,6,4,6,2),(3,2,6,2,3),(4,5,1,5,4),(5,1,3,1,5), (6,4, 5,4,6), (0,0,0,0,0) }.

Temos que dpee =9 > 7. Portanto, p =7 = min{9,7}.
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Figura 3.5: As(C)

Observagao 3.2.8. Em Zz temos que dr.. < q para quaisquer ¢ € N e C' C Zg. De fato, se
(@,b) € C, entao dr..((@,b), (0,0)) = min{|al,q — |a[} +min{|b|,q — |} < q/2+q/2=q.

Segue da Proposigao (3.2.7) que o raio de empacotamento de Lee de um reticulado

g-ério A4(C) é dado por
p_ min{dree, g}
2 2 ’

onde dj.. ¢ a distancia minima de Lee do codigo C.

p:

O maior raio inteiro no qual as esferas com a distancia da soma centradas nos pontos de

A4(C) nao se interceptam é dado por

. {mm{dLee, gt —1 J

2

o qual denotamos por raio de correcao de erros.

Exemplo 3.2.9. Considere o reticulado 13-drio com base {(1,5),(0,13)} dado pela Figura
3.6. Temos que a distancia minima de Lee de C = <(T, 5)> ¢ 5 e a distancia minima da
soma de Ay (C) € u = min{5,13} = 5. Assim, o raio de empacotamento de Lee do reticulado
¢ 2,5 (figura (a)). O raio de correcio de erros é 2 (figura (b)). E interessante observar que

codigos perfeitos podem nao gerar reticulados com densidade de empacotamento mdxima.

Corolario 3.2.1. Sejam C um cddigo linear q-drio e As(C') o reticulado g-drio associado.
Os vetores de distancia minima com relagao a métrica da soma em A4(C) sdo caracterizados

por:
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S4RERNPALNRED Y RS &
.>>
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Figura 3.6: As(C)
e Sedr.. > q, a distancia minima da soma se realiza nos vetores

{iqeivi = 17 e vn}v

o Sedp.. <q, a distancia minima da soma se realiza nos vetores

{¢ € Baz[0,q/2] N A tal que € € C € dree(€,0) = dpee };

e Sed;.. = q, a distancia minima da soma se realiza nos conjuntos dos itens anteriores.
Demonstracao: Segue da demonstragdo da Proposicao (3.2.7). O

Exemplo 3.2.10. Considere o reticulado 6-drio com base {(1,4),(0,6)}. Temos que dre. =

3 < 6. Assim, os vetores de distancia minima na métrica da soma em As(C') sdo

{€ € Braa[0,3] VAT € C € dpee(@,0) = 3} = {(=3,0),(3,0), (1, —2), (—1,2)}.

Note que (—3,0) = (3,0), (1,-2) = (1,4) e (—1,2) = (5,2) em C. Na Figura 3.7 estao

destacados os pontos do codigo C com dr.. = 3.
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Figura 3.7: As(C)

3.3 Construcao B

A Construcao B é apresentada em [23] para cddigos binérios e terndrios. Nesta secdo,
estendemos tal construgao para uma classe de cddigos lineares C C Zy, ¢ € N. Assim como
na Construgao A, alguns reticulados bem conhecidos, por exemplo, o reticulado Eg, podem

ser obtidos via tal construgao [23].

Definigao 3.3.1. Sejam q = 2"b, 7 > 0, b € N impar e C C Zi um cddigo linear q-drio tal

que
n

2" divide Z ¢; para todo € = (¢1,- -+ ,¢,) € C. (3.3)

i=1

Definimos a Construgao B estendida para o cédigo C definido acima como

Ag(C)={z=c+qw; weZ" e¢cC e 2 divide Zzz} (3.4)

i=1
Observagao 3.3.1. Para q impar, o codigo C ndo possui nenhuma restri¢cao dada por
(3.8). Quando q € par, se nao colocarmos restricio no cdédigo, poderdao existir elementos
que ndo originam nenhum ponto do reticulado Ag(C'). De fato, se ¢ = 2"b com r > 0, b
¢ impar e existe € € C tal que 2" ndo divide Y ., ¢;, temos que > . ¢; = 2* com a < T
e t impar. Desta forma, para todo w € Z", temos que se z = ¢ + qw entao » . z =

St +2bY 0wy =20+ 27 Y w;) nao € divisivel por 27t
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Exemplo 3.3.1. Seja C = ((1,3)) C Z§ um cddigo linear 6-drio nas condi¢des acima. Os

pontos em preto na Figura 3.8 representam o reticulado Ap(C).

e e e | e R B e e B e e e a4
] 1
1 1
1 1
I 1
1 1
5o ° | ° ° ° |
1 1
+ 1
I 1
1 1
: - :
QPmm—————— Y —m— @ mm—————— .?_ _______ ===
1 1
] i |
16 1 ! 1
19 1 H ]
1 1
® : ® ® ® :
I I
1 1
1 |
] I
| |
o - e o ot e e .I ________ B T R e .?
L 1 1
5 i 1
] i
: :
® ® ® : L : ® ® :
1 ! 1
] H ]
] ! 1
I H 1
I H 1
P N — - It ® | é o Il
5 10 15

Figura 3.8: Ap(C)

Ag(C) nao é um reticulado 6-drio e sim um reticulado 12-drio. Os pontos pretos e azuis
na caiza [0,6)? equivalem aos pontos do cédigo C. Os pontos pretos em [6,12) x [0,6) sdo

obtidos dos pontos azuis transladados pelo vetor (6,0).

Geometricamente, o reticulado Ag(C) pode ser visto como se segue: particionamos o
espaco R" como cépias do hipercubo [0, ¢)" e pintamos alternadamente os hipercubos como
em um tabuleiro de xadrez. No hipercubo [0,¢)", marcamos os pontos de C que estao
no reticulado. No hipercubo vizinho [6,12) x [0,6)"~!, marcamos os pontos de C' que nao
estao no reticulado transladados pelo vetor (6,0,---,0). Repetimos os pontos destes dois
hipercubos em cada hipercubo de cor equivalente. A uniao destes pontos é o reticulado
Ap(C).

Como pode ser observado, ([0,2q) x [0,¢)"')NAg(C) contém uma cépia do cédigo g-rio
C.

No que se segue, consideraremos apenas cédigos C' C Z; satisfazendo as restrigoes da

Equacao (3.3).

Proposicao 3.3.1. Nas condi¢oes acima, Ag(C') é um reticulado se, e somente se, C € um

codigo linear q-ario.
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Demonstracao: Seja C' um cddigo linear. Pela demonstracao da Proposicao 3.2.1, temos
que ¢~ H(C) é um grupo aditivo, onde ¢ é dada pela Eq. (3.1). E claro que Ap(C) é um
subgrupo aditivo de ¢~!(C). Logo, Ag(C) ¢ um reticulado em R". Agora, se Ag(C) é
um reticulado, mostremos que C é um cédigo linear. Sejam @,b € C. Existem alguns
casos a analisar, porém, faremos apenas um deles, ja que os demais sao andlogos. Suponha
acAg(C)ebgAp(C). Temos b+qge; € Ag(C) e, do fato de Ag(C) ser reticulado, segue
que a — b — ge; € Ag(C), ou seja, existe € € C tal que a — b — ge; = ¢ + gt para algum

t € Z". Assim, @ — b =¢ € C. Portanto, C' é um cddigo linear. O

Proposigao 3.3.2. Seja C C Z,; um cddigo linear q-drio, ¢ = 2'b, b impar. Entio Ap(C) C
A4(C) e [Aa(C)/Ap(C)| =2

Demonstracao: B fécil ver que Ag(C) C A4(C). Seja & € As(C)/A(C). Temos que
x=c+qtparace CeteZ" Sex e Ag(C), entdao T = 0 em Ay(C)/Ap(C). Agora,
se ¢ ¢ Ap(C), entao T # 0. Mostremos que para todo y = ¢; + gs € A(C) — Ag(C)
com¢c € Ces € Z" temos que y = . De fato, primeiro notemos que como ¢,¢; € C,
entdo Y o ¢ = 2"a e Yo ¢, = 2'd para a,d € Z. Como z,y ¢ Ap(C), entao 2"+
nao divide Y7 @, = >0 i+ qd et =2"(a+ b1 ) e 27! nao divide Yy =
Yo en+aqY i si=2"(d+b) " si). Segue entdo que (a+b> " ;) e (d+bD ;| s;) sdo
nimeros fmpares e entao 2" divide 2"(a + b "t —d —b> " 8) =D T — D iy Vi,
o que implica que  —y € Ag(C). Portanto, A4(C)/A(C) = {0,7}. O

Exemplo 3.3.2. Seja C = <(T, 7)> C Z3. Os pontos em preto representam os pontos do
reticulado Ap(C') e a uniao dos pontos pretos e cinzas representa os pontos do reticulado

AA(C). Como pode ser observado na Figura 3.9, |As(C)/Ap(C)| = 2.

Proposigao 3.3.3. Sejam C C Zj um cédigo q-drio e D, o reticulado definido em (1.4).
Entao qD,, C Ag(C) e |Ag(C)/qD,| =|C|.

Demonstracao: E facil ver que ¢D,, C #~1(0), onde ¢ é dada pela Eq. (3.1) e 2" di-
vide Y, qd;, pois d = (dy,...,d,) € D,. Entao ¢D, C Ag(C). Consideremos o grupo
quociente Ag(C)/qD,,. Provaremos que cada elemento de C' define uma classe diferente
neste quociente. Primeiro, notemos que se 1 = ¢; + qwi, s = ¢; + qws € Ap(C),

entdo @ — &2 = q(w; — wq). Assim, > wiy;, Y., W tém a mesma paridade, donde
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25+

|

20

Figura 3.9: A4(C)/Ap(C)

wy—wy € Dy, e®T] = T3 em Ap(C)/qD,,. Agora, se 1 = ¢ +qw;, T3 = c3+qwy € Ap(C)
com ¢; # ¢y entdo Ty # @3 em Ap(C)/qD,. De fato, suponhamos x; — ¢y € ¢qD,,.
Temos que ¢; — ¢ = ¢ + gk para algum k € Z" e ¢ € [0,q)" com ¢ # 0. Entao
x1 — T2 = ¢+ q(k +wy, — wy) € gD,, implica ¢ = q(t — k — w; + wy) para algum t € D,,.
Como ¢ & qZ", entao o1 — xs & qD,,. O

Observacao 3.3.2. Em [64], é apresentado um algoritmo para encontrar o ponto mais
proxzimo no reticulado D,, na métrica d,, (p > 1). Usando este algoritmo e a proposi¢do
acima, podemos decodificar o reticulado Ap(C) na métrica da soma decompondo-o como

soma de |C| classes distintas de D,,.

Sejam ¢ € N um nimero primo e [Ijxx | Brxn—r| uma matriz geradora para o cédigo

g-drio C' C Z na forma sistemédtica, onde B = (b;;) e

q —q O 0 O
0 q —q 0 0
D 0 0 ¢ 0 O (3.5)
0O 0 O q —q
0 0 O 2q

Definimos a matriz B* = (b} ;) da seguinte forma: As primeiras n —k — 1 colunas de B

e B* sao iguais. Para a ultima coluna consideramos:
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n—k ;s
o) by se )iy biy € fmpar;

n—kj = n—=k ,
bo—k;+q se Y . "b;épar.

Proposicao 3.3.4. Seja ¢ um nimero primo. Uma matriz geradora para Ag(C') € dada por

1, B* (-
N = ok S (3.6)
O(n—k)xk D(n—k)x(n—k)

onde B* ¢ D* sao definidas acima.

Demonstragao: Seja x = c+ qw € Ag(C),c€ C e w € Z". Como ¢ = Zle a;¢;, onde ¢;
sao as linhas de [Iyxy | Bixn—k| € @i € Zg, segue que ¢ = Zle a;c; + qs para algum s € Z".
Cada ¢; pode ser escrito como ¢; = ¢ + ¢gt;, onde ¢; é uma linha de B* e ou t; é 0 ou
(0,0,---,0,—1). Entao = 3.5 aci +q(s + w + YF_, t;). Como Y7, a;ci é par, segue
que (s +w + Y. | t;) € D,. Notemos que a matriz

D+ — qIy < 4By (-

On—myxk D™ (n—k)x(n—k)

é uma matriz geradora para o reticulado ¢D,,. De fato, seja A o reticulado gerador por D**.

E f4cil ver que A C ¢D,,. Como 2¢" = det(A) = ¢"det(D,,), entao A = ¢D,,. Logo, & pode

ser escrito como & = ky[Luwr | By, ] + (koW kY D* = (ky + qkél), 0+ k:éQ))N. O
Um reticulado obtido pela Construcao B em um cédigo ¢-ario nunca é ¢-ario pois ge; ¢

Ap(C) para todo i = 1,--- ,n. A proposicao seguinte mostra que estes reticulados podem

ser vistos como a Construcao A de um codigo 2¢-ario. Estes reticulados sao 2¢-arios.

Proposigao 3.3.5. Se C, C Z; é um cddigo q-drio, entdo Ap(C1) = As(Cy), onde Cy C
Ly, € o codigo 2q-drio associado ao quociente Ap(Ch)/2qZ". Mais ainda, Cy € gerado pelas

linhas de uma matriz geradora de Ag(Cy) reduzindo as entradas mddulo 2q.

Demonstragao: Temos que 2¢Z" C Ap(C;). Note que Ap(C})/2¢Z™ é um grupo e um
conjunto de representantes é dado pelos pontos de Ag(C}) dentro do hipercubo [0,2¢)".
Este conjunto pode ser identificado com um cédigo Cy C Zj,. Entao As(C2) = A(Ch).
Agora, se {y;, i = 1,--- ,n} é uma base para Ag(C}), um conjunto de geradores para
Ap(Ch)/2¢Z" é dado por {y;, i = 1,--- ,n}, onde y,; é obtido de y; por redu¢oes médulo

2¢q em cada entrada. ]
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Observacgao 3.3.3. Como Ag(C) é um reticulado inteiro, entao ele € um reticulado q*-drio
para ¢* = det(Ag(C)) = %. Se |C| < ¢"!, entdo a Proposi¢io 3.3.5 descreve um modo
economico de representar Ag(C') como um reticulado ¢*-drio. Mais ainda, para q = 2" temos
que ¢* = 2q € o ¢* mais economico tal que Ag(C') é um reticulado q*-drio. De fato, se Ag(C)
¢ ¢*-drio, entao qe; " C Ag(C) e 2" divide q*e; para todo i = 1,--- n, isto é, 2"|q*.

Entdo ¢* = 2" = 2q é 0 ¢* mais econémico.

3.4 Decodificacao de reticulados g-arios via

Construcao A

Em [23] é apresentada uma relacdo entre a decodificacio dos cédigos bindrios e dos
reticulados 2-arios associados pela Construgao A na métrica euclidiana. Nesta se¢ao, obtemos
uma relagao no caso g-ario. Para A4(C), onde C' é um cddigo linear g-ario, mostraremos
que decodificar em A4(C') com a métrica da soma é equivalente a decodificar em C' com a
métrica de Lee. Os resultados aqui obtidos foram apresentados em [36, 18].

Podemos estudar a decodificacao em cddigos de formas diferentes. Uma abordagem é

n

q» Ou seja, os vetores recebidos tém

considerar o conjunto de vetores recebidos como S = Z
entradas inteiras reduzidas modulo ¢q. Outra abordagem é definida para S = [0, ¢)", ou seja,
os vetores recebidos tém entradas reais reduzidas médulo ¢q. Baseados em [23], chamaremos
o primeiro tipo de decodificagao em codigos de “Hard decoding” e o segundo tipo de “Soft
decoding”. Nas demonstracoes a seguir consideraremos o caso mais geral “Soft decoding”.
A fim de melhorar a notagao, quando nos referirmos a um vetor @, estamos considerando-o
como ponto do codigo g-ario C', mas quando nos referirmos a @, estamos considerando-o como
ponto do reticulado g-ario A4(C). Devido ao isomorfismo As(C)/qZ" ~ C, nao faremos

distingao entre os elementos de C' e A4(C)/qZ". Denotaremos por [a] o arredondamento ao

inteiro mais proximo de a.

Proposicao 3.4.1. Seja As(C) um reticulado q-drio e v = (ry,--- ,1,) € R" um vetor.
Dado um elemento © € Aa(C)/qZ" com x = (x1,--- ,x,), 0 representante Z da classe

T que estd mais provimo de T em Aus(C), considerando a métrica da soma, é dado por
T — X4

z=(21,"+",2n), onde z; = x; + qu; € w; = [ } para cada i =1,--- ,n.
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Demonstracao: Cada representante da classe de « é dado por z = x + qw, onde w € Z". Na
métrica da soma, d(r,z) =Y ., |r; — x; — qw;| é minima quando cada parcela do somatério
¢ minima, isto é, w; = {%] : O
Definicao 3.4.1. Sejam As(C) um reticulado q-drio e r € R" um vetor. Chamaremos de

r (mod q) o vetor obtido de r por redugdes modulo q em cada entrada de r. Essas redugoes

sao feitas tomando o resto da divisao de cada entrada de r por q com coeficientes inteiros.

A préxima proposigao relaciona a decodificagao no reticulado g-ario A4(C') na métrica

da soma com a decodficacao no cédigo g-ario C' na métrica de Lee.

Proposicao 3.4.2. Sejam Aa(C) um reticulado q-drio e v = (r1,--- ,r,) € R" um vetor.
Sex € C € o elemento do cédigo C mais proximo de v (mod q) considerando a métrica
de Lee, entio z € Ao(C) dado pela Proposicio 3.4.1 tal que 2 =@ em Aa(C)/qZ", é um

elemento de A(C) mais prézimo de r.

Demonstracao: Seja r (mod q) = r*,isto é, v = (ry,--- , 1) = (r1*, -+, r.*) +q(ty, -+, tn),
onde 0 < r* <gqget; € Zparai=1,---,n. Sejax € C com x = (1, ,2,), 0 <
r; < q—1parai=1,---,n, o ponto mais préximo de r (mod q) considerando a métrica

de Lee. Mostraremos que o ponto mais préximo de r em A4(C) estd na mesma classe
que © em Ay (C)/qZ". Para cada classe @ € C com a = (ay, - ,a,), pela Proposigao
3.4.1 encontramos o representante a* mais proximo de r considerando a métrica de Lee.

Mostraremos que d(r,a*) = d(r (mod q),a@). Para a métrica da soma temos

n
o0 = 3 ol

=1

onde o; = ([% —|—tz} — ti> . Entao, —1 < % < 1 pois |r;* — x| < ¢, a; € {—1,0,1}.

Assim, podemos observar que:
e Se ; = 0 para algum i, entao —¢q/2 < r;* — a; < ¢/2 e isto implica

min{|r; — a;|,q — |rf — |} = |rf —ay].

e Se ; = 1 para algum i, entdo —¢q/2 < r;* — a; < q e entao

min{|r; — a;|,q — |rf —a;|} = q¢—|rf — ;] and |r] — a;| = r — a;.
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e Se o; = —1 para algum i, entdao —q < r;* — a; < —q/2 e entao

min{|ry —ail,q = [ri —al} = ¢ = |rj —a;] and rj —a; = =(r] — a,).
Assim,
n n
d(r,a") = Z " —a; — auq| = Zminﬂn* —ail,q — |ri" — a;|} = d(r (mod q),a).
i=1 i=1

Como z é o ponto mais préximo de r, entdo Z minimiza d(r (mod q), z), isto é, z ==. O
Dado r = (r1,--- ,7,) € R", devemos proceder como indicado abaixo para encontrar um

ponto de A4(C') mais préximo de r na métrica da soma:

e Calcular r (mod q) fazendo redugoes médulo ¢ em todas as entradas de 7,

e Como r (mod q) € [0,¢)", calcular o ponto & = (77, - - - , T, ) do cddigo C mais préximo

de 7 (mod q) com a métrica de Lee,

e Parai=1,--- n, calcular w; = [%} e fazer w = (wq,- -+ ,wy,),
e Tomar z = (z1,- - ,x,) + q(wy, -+ ,w,), um ponto mais préximo de r com a métrica
da soma.

Exemplo 3.4.1. Considere o reticulado obtido pela Construcao A aplicada no codigo 11-drio

C ={(0,0),(1,3),(2,6),(3,9), (4,1), (5,4), (6,7), (7,10), 8,2), (9,5), (10,8)}

Dado r = (0,8.3) € Z*, vamos procurar o ponto mais prozvimo de  em Ay(C) com relagdo

& métrica da soma. A classe de T no quociente R/11Z* é r (mod q) = (0,8.3). O ponto de

C mais prézimo de r (mod q) com a métrica de Lee é T = (10,8). Fazendo z = (10,8) +

i

8-8

q(wy,ws), onde wy = [ =

= —1 ewy = [%8] =0, temos que z = (—1,8) € o ponto mais
prozimo de v com relagao a métrica da soma. A Figura 3.10 mostra o reticulado A4(C) e

suas regioes de Voronot na métrica da soma.

Exemplo 3.4.2. Considere o codigo 13-drio dado por

C = {(0,0), (1,5), (2,10, (3,2)(4, 7)(5,12), (6,4), (7,9), (8,1), (9,6), (10, 11), (11, 3), (12, 8)}.
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Figura 3.10: A4(C)

FEsse codigo possui distancia de Lee minima dpe.e = 5. Dado o ponto r = (0,—6), temos que
r (mod q) = (0,7) e o ponto de C mais prézimo de T com a mélrica de Lee é T = (12,8).
Vamos calcular o vetor w. Temos que wy; = [%} =—1¢ewy = [%;8] = —1. Assim,
z = (12,8) + 13(—1,—1) = (=1,-5). A Figura 3.11 representa o reticulado Aa(C), suas

regioes de Voronoi na métrica da soma e o vetor recebido em vermelho.

Nem todo cédigo g-ario possui um algoritmo eficiente de decodificagao com a métrica
de Lee. A maioria dos algoritmos conhecidos é do tipo “Hard decoding”, ou seja, para
decodificar vetores com entradas em Z;. Como exemplo de cédigos que posuem algoritmo
de decodificagao do tipo “Hard decoding” com a métrica de Lee, temos os coédigos BCH
definidos sobre Z,, onde ¢ é poténcia de algum nimero primo [3, 7] e os cédigos negaciclicos
[16].

Considerando a decodificagao do tipo “Hard decoding” entao dentro de cada bola na
métrica da soma de raio t = |(min{dre.,q} — 1)/2], centralizada em pontos do reticulado,

existem

_ 27nt!
M ; (n = D)= DG oD

vetores com entradas inteiras [25]. Assim, o método “Hard decoding” associado a um algo-
ritmo eficiente de decodificacao no codigo C' é capaz de recuperar os N pontos da Equacao

(3.7) decodificando-os como o centro da bola.
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Figura 3.11: A4(C)

Exemplo 3.4.3. Seja C o cddigo BCH definido em <%211[:§]>’ onde f(x) =2*+x+1, a =3

com [ raiz de f(x) e matriz controle de paridade

1 111 1 1 1

o a1l o af o? ot

Uma matriz geradora para tal codigo em Zy € dada por

33 23001
31120101,
1213100

e uma matriz geradora para o reticulado 4-drio A = ¢~1(C) € dada por

o o O O o O =
o O O O O = O
o O O O = O O
[ e L \V)
S DO = O NN W

1
1
1
0
0
4
0

- O O O = N W



90 Reticulados ¢-arios

Seja r = (0,7,4,8,0,12,0) um vetor recebido. Temos que T (mod q) = (0,3,0,0,0,0,0) e o
ponto de C mais prozimo de r (mod q) sequndo a métrica de Lee é T = (0,0,0,0,0,0,0) /3].
4

Vamos calcular o vetor w. Temos que wy = 0, wy = [;ﬂ =2, w3 = [Z] =1, wy = [%] =2,

ws =0, wg = [2] =3 ew; = 0. Assim, z = (0,0,0,0,0,0,0) + 4(0,2,1,2,0,3,0) =

(0,8,4,8,0,12,0).

A Proposicao 3.4.2 pode ser generalizada para a métrica d, em R" com 1 < p < co. Para

isto, consideremos uma métrica em [0,q)", induzida da métrica d,.

Definicao 3.4.2. Dados a = (ay,--- ,a,),b= (by,--- ,b,) € [0,9)", definimos a métrica

n 1/p
dLee,p(ala b) - <Z (dLee(a_iy b_z>)p> .

i=1
Chamamos dpee, de p-ésima distancia de Lee entre a e b.

Observacao 3.4.1. E facil ver que dpec, € uma métrica em [0,q)". A propriedade mais
dificil de verificar é a desigualdade triangular. Sejam a,b,c € [0,q)". Usando o fato que
a méltrica de Lee satisfaz a desigualdade triangular, temos que dpe(@s;,b;) < dree(@s, G) +

dree(Ci, b;). Assim, seque que

dLee (a_w b_z)p S (dLee (a_27 C_z) + dLee (C_’m bz))p .

Entao
n 1/p n 1/p
dLee,p(a'a b) = (Z(dLee<a_i; b»)p) S (Z (dLee(a_iu C_z) + dLee(C_iu bz))p> .
i=1 i=1

Por fim, utilizando a desigualdade de Minkowski, temos que

n 1/p n 1/p n 1/p
dreep(a@,b) = (Z(dLee(a_i,b_i))p> < (Z(dLee(a_i; C_i))p> + (Z(dLee<c_i7 E))p>

=1

= dLee,p<a'7 C) + dLee,p(ca b)

Com isso, podemos enunciar as seguintes proposicoes cuja demonstracao ¢é similar ao caso

p = 1 estudado acima.
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Proposicao 3.4.3. Sejam Aa(C) um reticulado q-drio e v = (r1,--- ,r,) € R" um vetor.
Dado um elemento ®@ € Aa(C)/qZ" com x = (x1,--- ,x,), 0 representante Z da classe T

que estd mais prozimo de r em Ay(C), considerando a métrica d,, 1 < p < oo, € dado por

/r"_x.
z:(zl,'--,zn),ondezi:xi—l—qwiewiz[Z Z} para cada i =1,--- ,n. O
q

Proposicao 3.4.4. Sejam As(C) um reticulado q-drio e r = (ry,--- ,1,) € R" um vetor. Se
T € C € o elemento do cddigo C mais proximo de v (mod q) considerando a métrica dpeep,
1 <p< oo, entio z € Ag(C) dado pela Proposicao 3.4.3 tal que Z =T em Aa(C)/qZ", ¢

um elemento de Ay(C') mais proximo de r na métrica d,. O

Pela Proposigao (3.4.2), se o reticulado g-ario apresentar um algoritmo eficiente de de-
codificacao na métrica da soma, teremos um algoritmo eficiente de decodificagao para o
cédigo associado na métrica de Lee. A complexidade de tal algoritmo esta relacionada com
a complexidade de decodificar o reticulado g-ario com a métrica da soma.

Dado C' C Z; um cédigo linear g-drio, podemos proceder da seguinte forma:

e Seja Yy € Z,; um vetor recebido,

e Utilizamos o reticulado g-ario A4(C) para decodificar y com a métrica da soma, en-

contrando z € A4(C') o ponto mais préximo de y,

e Obtemos o elemento Z € Ay(C)/qZ" fazendo redugoes médulo ¢ nas entradas do vetor

z,

e O ponto de C' mais proximo de y com a métrica de Lee é o ponto z € C.

3.5 Lee Sphere Decoding

No Capitulo 1, apresentamos uma adaptacao no algoritmo “Sphere decoding” cléssico
para ser utilizado na métrica d,, 1 < p < oo. Nesta segao, introduzimos algumas simpli-
ficagoes em tal algoritmo no caso de reticulados obtidos de cédigos g-arios com ¢ primo via
Construcoes A e B. O que permite tal simplificacao é a forma especial das matrizes geradoras
de tais reticulados, dadas pelas Equagoes (3.2) e (3.6). O mesmo resultado pode ser aplicado

para outros reticulados que possuem matrizes geradoras semelhantes a estas. Este trabalho
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foi desenvolvido em conjunto e consta dos artigos [18, 19]. Estudaremos a decodificacao
na métrica da soma com p = 1. A adaptacao do algoritmo para outras métricas d, é um

trabalho em andamento.

3.5.1 Construgao A

Quando ¢ é um nimero primo, pela Equagao (3.2), temos que uma matriz geradora do

reticulado g-drio A4(C') na Forma Normal de Hermite é dada por

Ik><k kan—k
H = ,
Op—kxk qLp—kxn—k
onde
"ek+1 “ Tin
B =
Tkktl " Tkn

Cada ponto & € A4(C) pode ser escrito como * = sH para algum s € Z". Fazendo

s = (s1,89) € ZF x Z"* | temos que
sH = (s1,81B + gs2).
Dado y € R", para decodificar y na métrica da soma, devemos encontrar x; € A4(C) tal
Asoma(®1,Y) = min{dsoma(x,y); € AAC} = min {||sH —y|,; s € Z"}.

Note que
[sH —yl[1 = [|s1 — y1lls + [[s1B + gs2 — 21 (3.8)

Fixado s, € ZF, para encontrar s, € Z"* que minimiza (3.8), devemos decodificar o
vetor %(yg — 5:B) em Z"*. Essa é a idéia geral do algoritmo: primeiro, vamos encontrar
s1 e a partir de s; encontraremos s,. Essa maneira de resolver o problema sé é possivel pela
forma especial da matriz H.

O algoritmo atua de forma similar ao apresentado no Capitulo 1, possuindo algumas

simplificagbes. Dado um raio R, encontramos vetores s € Z" satisfazendo ||sH — yl||; < R,
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isto é,

k
Z bi,nsi + Snq — Yn

i=1

k k
Z lsi — il + Z bi k+15i + Sk414 — Yrt1

i=1 i=1

4+ -+ < R. (3.9)

Para as k primeiras parcelas da soma em (3.9), procederemos como no caso estudado no

Capitulo 1. Para k = 1, temos a seguinte variacao:
[~R+y] <s1 < |[R+uy).

Para j = 2,--- |k, fixados valores para sy, - -, s;_1, € fazendo R; = Rj_1 — |sj_1 — yj_1],
temos a seguinte variacao:

[—Rj +y;] <s; < [Rj+ )

Para j > k, nao precisamos calcular todas as possibilidades de valores para s, =
(Skt1, -+ ,8n) em Z"% e é esse fato que introduz as simplificacoes no algoritmo.
Para cada vetor s; listado acima, temos que o vetor s que minimiza (3.8) é o vetor

inteiro mais proximo de %(—slB + vy2), que é dado por

onde j=k+1,--- n.

k
_ [_ D i1 TigSi T Y
Sj = p

Note que s6 podemos fazer tal simplicacao pois em (3.9) os itimos n — k termos da soma
sao independentes entre si e fixado s;, minimizar ||sH — y||; é equivalente a minimizar cada
parcela do somatério (3.9).

Nem todo ponto @ = sH gerado pelo algoritmo satisfaz ||sH —yl|; < R. Apds gerarmos
81, para cada coordenada s; de sp gerada, podemos testar se

J

k
tj:Z|si—y¢\+ Z
i=1

I=k+1

k
> rusitsg—y| <R

i=1

Se a desigualdade nao for satisfeita com este valor de s;, nao serd satisfeita com nenhum
outro valor, pois este ¢ o inteiro que minimiza o valor da parcela em que s; aparece. Portanto,
se a desigualdade for satisfeita, continuamos testando os outros coeficientes. Como t;,1 =
ti+ S8 s+ sig — d dar este val i d

j i1 Tij+15 + Sj+1¢ — Yj+1|, podemos guardar este valor para economizar os passos do

algoritmo.
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Apoés gerar todos os caminhos da arvore, calculamos qual o ponto mais proximo de y
entre as possibilidades encontradas. O calculo das distancias é feito em conjunto com a
geracao da arvore a fim de economizar passos.

Para a métrica da soma, chamamos o algoritmo de Lee sphere decoding.

O nimero de caminhos v(k, R) no nivel k pode ser estimado pela quantidade de vetores
inteiros na esfera k-dimensional centralizada em y; com raio R. Para a métrica da soma,
este nimero pode ser estimado pela quantidade de vetores inteiros na esfera de Lee de raio

R centralizada em um vetor com entradas inteiras [58], isto ¢,

min{k,R}

v(k,R)= > _ 2(’?) (If) (3.10)

i=0
A partir do indice k, o nimero de caminhos ou permanece igual ao niimero de caminhos
no indice k ou diminui. Com isso, (3.10) é um limitante superior para o nimero de caminhos
visitados pelo algoritmo na métrica da soma. Para k << n, com as simplificacoes feitas
acima, obtemos uma consideravel redu¢ado no nimero de pontos gerados, pois v(k, R) <<
v(n, R).
O numero de nés visitados pelo algoritmo é dado pela soma do nimero de nés visitados

em cada nivel.

Proposigao 3.5.1. Se o vetor recebido y € tal que (ry,...,r) € ZF, entdo o nimero de nds
visitados pelo algoritmo na métrica da soma até o nivel k é

min{j,R}

Z_; p 26) (?) (3.11)

J
Demonstracao: Segue do fato que em cada nivel j o nimero de nos visitados é a quantidade

de vetores inteiros na esfera da soma de raio R dada por (3.10). U

Proposigao 3.5.2. [18] Sejam H a matriz geradora As(C) como acima, y um vetor e R a
estimativa de Babai para o raio. Temos que
. |n kE n
R < min {5 max{q, ||B||} + 3 3 max{1 + || B| ,q}} ,

onde || B|| = max E |bij| € a norma usual Iy para matriz. O
7
=0
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Como é inerente ao problema de decodificacao de reticulados, o algoritmo “Lee sphere
decoding” tem alta complexidade computacional. Para reticulados ¢-arios com k£ << n
estabelecemos algumas simplificagoes a fim de reduzir o niimero de passos necessarios para
a decodificacao.

O problema de decodificar um reticulado g-ario n-dimensional, ¢ primo, possui sua com-

plexidade ligada a k, que ¢ justamente a dimensao do cédigo ¢-ario associado ao reticulado

pela Construgao A.

Exemplo 3.5.1. O reticulado 13-drio com base {(1,5),(0,13)} € ilustrado na figura abaizo.

0- e .
[ ) [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
5~He [ ]
[ ] [ ]
[ ] ()
[ ] [ ]
[ ] [ )
L . P,
-5 R 10 7 s e 20
[ ] [}
[ ] [ ]
r [ ] [ ]
e5 [ ]
r [ ] [ ]
[ ] [ ]
r® [ ]
r [ ] [ ]
®-10- [ )

Seja y = (11,0.5) um vetor recebido. Pela estimativa de Babai, temos que R = 3. Assim,
queremos encontrar s = (81, 85) € Z° tal que |s; — 11| +|5s1 + 135, — 0.5| < 3. Para s; temos

como possibilidades os inteiros no intervalo 8 < s; < 14. Para cada s, vamos procurar se

existe So.

( 51 =8 = sy = —3 nao satisfaz a desigualdade
51 =9 = sy = —3 nao satisfaz a desigualdade
s1 = 10 = so = —4 nao satisfaz a desigualdade

§ 1= 11 = sy = —4 satisfaz a desigualdade
51 = 12 = s9 = —5 nao salisfaz a desigualdade
51 = 13 = s9 = —5 satisfaz a desigualdade
s1 = 14 = so = —5 nao satisfaz a desigualdade

\

Portanto, a partir dos pontos factiveis, obtemos os pontos sH na esfera centrada em y com

raio 3 que sdo: (11,3),(13,0).
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o O O ©) O

Neste caso, o ponto mais proximo do vetor recebido € o ponto (13,0) e como a drvore ndo
possui entrelacamentos, nao economizamos passos no cdlculo da distancia de cada ponto a

y. Ezxistem dois pontos factiveis e o algoritmo visita 9 nds.

Exemplo 3.5.2. Sejam o reticulado T-drio com matriz geradora dada por

N O = W

0 5
1 2
07
0 0

o o o =

ey = (1,1,1,1) um vetor recebido. Por Babai, temos que R = 3. A figura abaizo mostra a

drvore correspondente ao algoritmo para y = (1,1,1,1) e R = 3.

S e

Os 3 pontos factiveis sao (0,1,2,1), (1,—2,1,1) € (2,2,0,1). O ponto mais préximo de y
¢(0,1,2,1).

Observacao 3.5.1. Estamos utilizando como raio da esfera na métrica da soma o raio R
dado pela estimativa de Babai. Como dissemos no Capitulo 1, o raio mais adequado seria o
raio de cobertura, que € dificil de ser calculado em um reticulado qualquer. Para reticulados

q-arios com a métrica da soma, seria natural pensar num limitante superior para o raio de
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cobertura como R = q. Mas para dimendes maiores que 2, este raio pode ndao funcionar,

como veremos no exemplo sequinte.

Exemplo 3.5.3. Considere o cédigo C = {0} C Zy paran > 3. Temos que ¢~ HC) = qZ™.
Para o ponto y = (q/2,-+-,q/2) € R", temos que Bly,q] N As(C) = 0, pois d(y,x) =
nq/2 > q para todo € qZ" N [0,q|" (os cantos da caiza). Portanto, q nao pode ser

utilizado como raio de cobertura.

Pelo exemplo acima temos que um limitante superior para o raio de cobertura na métrica

, nq . N .
de Lee ¢ R = TR o qual aumenta consideravelmente a medida em que n aumenta.

Exemplo 3.5.4. Seja C o cddigo BCH dado no Exemplo 3.4.3. Sejay = (1,1,1,5,2,3,5)
um vetor recebido. Pela estimativa de Babai, R = 2. A figura sequinte representa os pontos

s

gerados pelo algoritmo “Lee sphere decoding”. O ponto mais prézimo de y em Aa(C) é

z=(1,1,1,6,2,3,6).

3.5.2 Construcao B

Quando ¢ é um ndmero primo, pela Equacao (3.6), temos que uma matriz geradora de

um reticulado ¢-ario Ap(C') é dada por

I B« (n—k)

O(n—k)xk D?n—k)x(n—k)

N =
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onde (Iyxk | Brxn—k) ¢ uma matriz geradora para o cédigo g-drio C C Z e

—q 0 0 O
—q 0 O
0 0 O
D" = 1 '
0 0 O qg —q
0O 0 O 2q

Cada ponto * € Ag(C) pode ser escrito como * = sIN para algum s € Z". Fazendo

s = (s1,85) € ZF x Z"7*, temos que

SN = (s1,81B" + qs2D),

onde
1 -1 0 0 O
0o 1 -1 0 0
D 0o 0 1 0 0
0O 0 0 1 -1
0 0 0 2

é uma matriz geradora do reticulado D,,_ (1.4).

Dado y € R", note que
[sN —ylli = [[s1 — will1 + [|s1B" + ¢s2D — y 1. (3.12)

Fixado s; € Z", para encontrar s, € Z"* que minimiza (3.12), devemos decodificar o
vetor é(—slB* +vy2) em D,_j. Essa é a idéia geral do algoritmo: primeiro, vamos encontrar
s1 e a partir de s; encontrarmos s,. Essa maneira de resolver o problema sé é possivel pela

forma especial da matriz IN.

O algoritmo atua de forma similar ao apresentado para Construcao A. Dado um raio R,
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vamos encontrar todos os vetores inteiros s € Z" satisfazendo ||sN — yl||; < R, isto é,

k
Z|si—yi!+

=1

k
Z bik+18i + Sk41q — Y1 | +

k
*
E bi pr2Si — Sk+1q + Sk2q — Ykt2| + - F
i=1 i=1

<R.

k
Z bi nSi = Sn—1q + $n2q — Yn
i=1

(3.13)

Para as k primeiras parcelas da soma em (3.9), procederemos como no caso anterior.

Para k = 1, temos a seguinte variacao:
[-R+y1] <s1 < [R+y1].

Para j = 2,--- |k, fixados valores para sy, - - ,s;_1, e fazendo R; = Rj_1 — |sj_1 — yj_1],
temos a seguinte variacao:

[—Rj +y;] <s5 < [Rj+y)

Para j > k, nao precisamos calcular todas as possibilidades de valores para s, =
(Spg1s- - 5 5n) em Z"* sendo esse fato que introduz simplificacoes no algoritmo.

Para cada vetor s; listado acima, temos que o vetor s, que minimiza (3.12) é o vetor de
D,,_;, mais préximo de %(—slB* + y). Para calcular tal vetor devemos proceder como na
decodificagdo em D,, [23], que é feita da seguinte forma: primeiro decodificamos o vetor sg

em Z" % tomando

k
Sj:[ Lot , J=k+1,-- n

q

n = £
Se ijk—l-l s; for par, entao sy € D,,_j. Caso contrario, calculamos os erros

7j:k+]—7"'7n

k k
_ Zi:1 TijSi T Yj [— Zizl T35S + Y;
€j = 7 — .

e encontramos o indice ¢ tal que |e;| > |e;| para todo j. A seguir, substituimos s; por s; + 1
se e; > 0 oupors; —1see <0. O novo vetor s, esta em D,,_y.
Nem todo ponto & = sIN gerado pelo algoritmo satisfaz ||sN —y||; < R. Apds gerarmos

81 para cada coordenada s; de sy, gerada podemos testar se

t; = H(81,3k+1, T »Sj)Nan - (yla"' ayj)Hl <R.
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Figura 3.12: y = (1,0,0,5,1,1,3) e R =1

Se a desigualdade nao for satisfeita com este valor de s;, nao sera satisfeita com nenhum
outro valor, pois este ¢ o inteiro que minimiza o valor da parcela em que s; aparece. Portanto,

se a desigualdade for satisfeita continuamos testando os outros coeficientes.

Observacao 3.5.2. Dado um cédigo linear q-drio C, o desenho das drvores para um vetor
recebido y e um raio R é o mesmo para As(C) e Ag(C). A diferenca em cada caminho da

arvore acontece no mdximo em um coeficiente a partir do indice k.

Apoés gerar todos os caminhos da arvore, calculamos qual o ponto mais proximo de y
entre as possibilidades encontradas. O calculo das distancias é feito em conjunto com a

geracao da arvore a fim de economizar passos.

Exemplo 3.5.5. Seja C o cédigo BCH dado no Ezemplo 3.4.3, y = (1,0,0,5,1,1,3) um
vetor recebido e R = 1. A Figura 3.5.5 representa a drvore de pontos gerados pelo algoritmo

para decodificar em Ag(C) na métrica da soma.

3.6 Uma extensao de reticulados ¢-arios

Neste secao, definiremos uma classe de reticulados que é uma extensao natural das

construgoes feitas para reticulados g-arios a qual pode ser interessante em algumas aplicagoes.

Definicao 3.6.1. Sejam ¢1,...,¢n €N e o anel A =Zy X -+ X2, . Dizemos que C C A

¢ um cédigo (qu, -+ ,qm)-ario se C é um subgrupo aditivo de A.
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Definigao 3.6.2. Dizemos que M é uma matriz geradora para um cddigo (g1, - , Gm)-drio

C, se as linhas de M constituem um conjunto de geradores para C.

Exemplo 3.6.1. Considere o anel A = ZoxZsxZ3. Temos que C = {(0,0,0),(1,2,0), (0,4,0),
(1,1,0),(0,3,0),(1,0,0),(0,2,0),(1,4,0),(0,1,0), (1,3,0), (0,0,0)} € um cédigo (2,5, 3)-drio

com 11 vetores. Uma matriz geradora para C € dada por

1 00
0 2 0
Definicao 3.6.3. Sejam q1,--- ,qn € N. Chamamos de Construgao A a aplicagao
G L — Ly X -+ X Ly,
(ab U aam) — (al (mOd (11)7 Ty, G (mOd Qm))
Temos que C' C Zg, X - -+ X Zg,, ¢ um c6digo (g1, - - , ¢m)-ario se, e somente se, Ay (C) =
¢~ H(C) é um reticulado em R™. Este reticulado serd chamado de reticulado (g1, , ¢n)-

ario. Além disso, 3Z X - -+ X ¢,,Z é um sub-reticulado ortogonal de A4(C).
Geometricamente, um reticulado (i, - , gm)-ario é obtido como translagoes dos pontos
do cédigo C dentro do hiper-retangulo [0, ¢1) X - - - X [0, ¢,,) em diregdes que sdo combinagoes

lineares inteiras mutiplas de (0,---,0,¢;,0,---,0) parai=1,---  m.

Definigao 3.6.4. Sejam ¢y, -+ ,qm € N. Dados dois vetoresa = (a1, - ,am), b= (b1, -+ ,by) €

Lg, X+ X Ly, , definimos a distancia de Lee entre a e b por

qm s
dLee(a7 b) = d%}ee(a17 bl) + o+ d(gge(ama bm)7
onde d¥_ (a;,b;) = min{|a; — b;|,q; — |a; — b;|}.

Geometricamente, considere o hiper-retangulo [0,¢;) X -+ x [0, ¢y,) com lados opostos
identificados. A distancia de Lee entre dois pontos é o menor nimeros de arestas ligando

tais pontos.

Exemplo 3.6.2. Sejam (1,1),(6,2) € Z7; X Z3. Temos que dp..((1,1),(6,2)) = min{5,2} +
min{l,2} = 3.
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Proposicao 3.6.1. Se dy.. € a distancia minima de Lee em C, entdao a distancia minima

da soma em A(C) é dada por p = min{dree, q1,"** , qm}- O

Sejam A 4(C) um reticulado (qi, - - , gm)-drio e A* = ¢Z X - - - X ¢,,Z seu sub-reticulado
ortogonal. Nao faremos distincdo entre os elementos de C e A4(C)/A* e denotaremos por

[a] o arredondamento ao inteiro mais préximo de a.

Proposicao 3.6.2. Seja As(C) um reticulado (g1, ,qn)-drio e r = (ry, - ,ry,) € R™
um vetor recebido. Dado um elemento @ € As(C)/A* comx = (21, ,7,,), 0 representante

da classe T que estd mais prozimo de v em A4(C), considerando a métrica da soma, € dado

T — X
porz € A comz ==, onde z = x+q1(wy,0,--- ,0)+---+gn(0,---,0,w,y,) ew; = [ }
qi

para cada v =1,---  m.

Demonstracao: A demonstracao é essencialmente a que foi feita na Proposicao 3.4.1, ex-
ceto que um representante da classe de & no quociente A4(C)/A* é dado por z = = +
@1 (wg,0,-++,0) + -+ + ¢n(0,-- ,0,w,,), onde w; € Z para todo i = 1,--- ,m. Assim, a
métrica da soma satisfaz d(r, z) = |ry — x1 — qqwi| + - + |T"m — T — GmWi|, sendo minima

quando w; = [u} . O

4
Definicao 3.6.5. Sejam A4(C) um reticulado (q1,- -+ , G )-drio, A* = uZ X - -+ X quZ sub-
reticulado ortogonal e » = (ry,--- , 1) € R™. Chamaremos de v (mod A*) o vetor obtido de
r por reducoes modulo q; em cada entrada de r;. Essas redugoes sao feitas tomando o resto

da diwvisao inteira de cada entrada r; de r por q;.

Proposicao 3.6.3. Sejam A,(C) um reticulado (q1,- -+ ,qm)-drio, A* = uZ X --- X ¢ 7 e
r=(ry, - ,rm) € R™ um vetor recebido. Se x € C € o elemento do cddigo mais préximo
de v (mod A*) considerando a métrica de Lee, entio z € A(C) dado pela Proposicao 5.6.2

tal que 2 =T em AA(C)/A* é um elemento de Aa(C) mais prézimo de 7.

Demonstracao: A demonstragao é similar a da Proposigao 3.4.2. U



CAPITULO 4

RETICULADOS ALGEBRICOS

Neste capitulo, vamos utilizar técnicas algébricas para gerar reticulados no R", a saber o
homomorfismo de Minkowski [57] ¢ o homomorfismo torcido [10]. Estes homomorfismos re-
lacionam Z-moddulos de um corpo de nimeros K de grau n com reticulados no R". Com essa
identificagao, muitas propriedades dos reticulados podem ser estudadas via propriedades dos
corpos de nimeros, que possuem uma estrutura algébrica mais rica. Algumas das proprieda-
des mais estudadas em reticulados sao a densidade de empacotamento na métrica euclidiana
23], a diversidade e a distancia produto minima [17]. A densidade de empacotamento na
métrica euclidiana estd relacionada com a eficiéncia na transmissao de sinais mapeados com
pontos do reticulado em canais gaussianos [17]. A diversidade e a distancia produto minima
estao associadas a eficiéncia na transmissao de sinais mapeados com pontos do reticulado
em canais do tipo Rayleigh com desvanecimento [17]. Tendo em vista construir reticulados
que possam ser utilizados simultaneamente em ambos canais (gaussiano e do tipo Rayleigh
com desvanecimento), reproduzimos algumas familias de reticulados D,-rotacionados para
n = ’%1, com p primo e p > 7 oun = 2"2 para r > 5. Estas construcoes foram feitas a
partir de construgoes de reticulados Z"-rotacionados [4, 13, 14]. Para o cason = (p —1)/2
com p primo, os reticulados D,,-rotacionados foram construidos via Z-maddulos de posto n

que nao sao ideais. Mostramos que é impossivel reproduzir os reticulados D3 e D5 via ideais

no subcorpo real maximal dos corpos ciclotomicos. Para o caso n = 2772, os reticulados
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D,,-rotacionados foram construidos via ideais.
Um estudo detalhado da teoria aqui utilizada pode ser encontrado em [57, 61, 67, 53, 54,
10, 51].

4.1 Corpo de Numeros

Esta secao apresenta um resumo de conceitos e resultados necessarios para as técnicas

aqui abordadas.

Definicao 4.1.1. Sejam K, I corpos. Dizemos que I é uma extensao de K se K C L e

denotamos tal extensao por K C L ou L|K.

Observacgao 4.1.1. Se K C L uma extensao de corpos, € facil verificar que I é um espaco

vetorial sobre K.

Definicao 4.1.2. Seja K C L uma extensao de corpos. A dimensao do K-espago vetorial

L, denotada por [L : K], é chamada de grau da extensao.

Exemplo 4.1.1. Considere o corpo K = {a + b \/2; a,b € Q}. Temos que Q C K ¢ uma
extensdo de corpos de grau [K : Q] = 2, pois {1,v/2} ¢ uma base de K sobre Q.

Teorema 4.1.1. [57] Se F C K C L sdo corpos, entao [L : F] = [L : K|[K : F]. O

Definicao 4.1.3. Sejam K C L corpos. Um elemento o € I é chamado de algébrico sobre
K se existe um polindmio nao nulo f(x) € Klz] tal que f(a) = 0. O polinémio maonico de
menor grau f(z) tal que f(a) = 0, é chamado de polindmio minimal de a sobre K e é

denotado por minga.

Definicao 4.1.4. Um corpo de numeros K ¢ uma extensao finita de Q. Denotamos por

K(0) o menor corpo contendo o corpo Q e o elemento 6.

Proposicao 4.1.1. [57] Se K é um corpo de nimeros, existe § € L tal que L = K(0) e
[L:K] = grau (ming®). O

Definicao 4.1.5. Seja K um corpo de nimeros. Dizemos que um elemento o € K € um

inteiro algébrico sobre Z se a € raiz de um polinomio monico com coeficientes em 7.
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Exemplo 4.1.2. Considere a extensio Q(v/2)|Q. Temos que /2 € inteiro algébrico, pois é

raiz de f(x) = 2* — 2, jd 1/2 ndo € inteiro algébrico.
Proposicao 4.1.2. [57] Seja K um corpo de nimeros. O conjunto
Ox ={z € K; x € inteiro algébrico sobre Z}
¢ um anel, chamado de anel de inteiros de K|Q. OJ
Exemplo 4.1.3. Para o corpo K = Q(i), temos que Ox = Z[i] € seu anel de inteiros.

Proposicao 4.1.3. [57] Se K € um corpo de nimeros de grau n, entdo todo ideal I C Ok é
um Z-modulo livre de posto n. Em particular, quando I = Oy, chamamos a Z-base de O

de base integral. 0

Definicao 4.1.6. Seja K um corpo de nimeros. Dizemos que I C K é um ideal fracionario
se I é um Og-modulo e existe d € Ox — {0} tal que d I C Og. Em particular, os ideais do

anel Ok sao ideais fraciondrios.

Proposicao 4.1.4. [57] Todo ideal fraciondrio I de um corpo de nimeros K de grau n

é
um Z-modulo livre de posto n. Il
K

Lema 4.1.1. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Og seu anel de inteiros. Se I C

¢ um Z-mdédulo de posto n, existe d € Z — {0} tal que dI C Ok.

Demonstracao: Como K é um corpo de nimeros de grau n, temos que existe o € K tal

que K = Q(a) e {1,a,--- ,a" '} é uma base de K sobre Q. Como I ¢ um Z-médulo livre
n—1

de posto n, seja {v1, -+ ,7V,} uma Z-base de I. Para cada i, temos que v; = Zaijoﬂ
7=0

tal que a;; € Q, para todoi =1,--- ,nej=20,1,---,n—1. Como a;; € Q para todo

i,j = 1, ,n, segue que a;; = —~ com by,c;; € Z e ¢;; # 0 para todo 4,5 = 1, ,n.

Cij
Seja d = mmc{c;;; i = 1,---,n,j =0,1,--- ,n —1}. Temos que dv; € Z[a] para todo

i=1,--+,n. Como Z[a] C Ok, temos que dI = dZZ% = ZZd% C Z]a] C Ok, como
i=1 i=1

queriamos. 0

Definicao 4.1.7. Se A C Ok € um Z-mddulo de posto n, a norma de A € dada por

N(A) = |Og/A|l. Se I C K é um Z-mdédulo de posto n tal que dI = A C Ok, onde

d € Z — {0}, a norma de I é dada por N(I) = |[N(d"')|N(A) .
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Proposigao 4.1.5. [61] Se I C K ¢é um Z-mddulo tal que {wy,--- ,w,} é uma Z-base de
Ok e {eqwy,- - ,eqw,} € uma Z-base de I, onde ey, -+ e, sao inteiros nao nulos, entao
N(I)=ler- ey O

Teorema 4.1.2. [57] Seja K um corpo de nimeros. Todo ideal fraciondrio I nao nulo de

Ok € escrito de modo unico como um produto de ideais primos de Ok, isto €, [ = HPf”,
i=1
~ . . / ~ . . . ~
onde eq, ..., e, sao inteiros e P;s sao ideais primos nao nulos de Ok. O

Teorema 4.1.3. [57] Seja K um corpo de nimeros. Se K C L é uma estensdio finita de

grau n, existem exatamente n homomorfismos distintos {oq,--- ,0,} de L. em C que fizam
K. O
Defini¢ao 4.1.8. Sejam K C L uma extensao de corpos de graun e {oy, -+ ,0,} os n K-

homomorfismos distintos de . em C. Dizemos que um homomorfismo o; € real se o;(L) C
R. Caso contrdrio, dizemos que o; € imaginario. Além disso, se o; for real para todo
i=1,---,n, dizemos que a extensio L|K ¢é totalmente real e, se o; for imagindrio para

todoi=1,--- ,n, dizemos que L|K ¢ totalmente imaginaria.

Definicao 4.1.9. Um corpo de nimeros K é chamado de CM-corpo se existe um subcorpo
F tal que [K : F] = 2, a extensdo K|F € totalmente imagindria e a extensio F|Q € totalmente

real.

Defini¢ao 4.1.10. Seja L|K uma extensao de corpos. Se 01,09, ...,0, saéo os n homomor-

fismos distintos de I em C, entao
N(z) = Nyg(x) = [[oi(z),  Tr(x) = Trog(z) = > oi(x)
i=1 =1

sGo chamados a norma e o trago de x na extensio L|K, respectivamente.

Proposicao 4.1.6. [57] Se K é um corpo de nimeros e x € K, entao N(zx),Tr(x) € Q.
Mais ainda, se v € O, entao N(x),Tr(x) € Z. O

Observagao 4.1.2. [57] Sejam Q C K C L corpos, onde K C 1L € uma extensao finita. Se
a,a* € L ea €K, entao valem as sequintes propriedades:

(1)- Tryx(a+ o*) = Tryx(e) + Trog(a®);
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(2)- Tryk(ac) aTﬁuK( @);
(3)- Trux(a) = [L : Kla;

(4)- Nux(a) = @[LK

(5)- Ny (aa) = al“MI Nyjx(a);

(6)- Nk (aa*) = Nyk(a) Ny (o).

Proposicao 4.1.7. [}5] Sejam K C M C L corpos. Temos que

Nyjg(a) = Nz (Nepa(@)) € Tepe(ar) = T (Tope ().
Definicao 4.1.11. Seja I um ideal fraciondario nao nulo de Oy tal que dI = R, onde
de Ox —{0} e R ¢ ideal de Og. A norma de I € definida por N(I) = |Ngjo(d™)||Ox/R|.
Observacao 4.1.3. Se I = aOx € um ideal principal, entdo N(I) = |Ngg(a)|.

Definigao 4.1.12. Sejam K C L uma extensao de corpos de graun e {wy,...,w,} uma base

L sobre K. O discriminante de L|K ¢ definido como
d(L|K) = det[o;(w;)]?,
onde {0y, ,0,} sdo os homomorfismos de . em C que fizam K.
Observacgao 4.1.4. O discriminante independe da escolha da base.
Definicao 4.1.13. Seja K um corpo de nimeros. O conjunto
AKIQ) ' ={zeK; Va € Ok, Tryg(za) € Z}

¢ um ideal fraciondrio de O, chamado de codiferente. O seu ideal inverso A(K|Q) é um

tdeal inteiro de Ok, chamado de diferente.

Observacao 4.1.5. O diferente A(K|Q) pode ser fatorado como um produto de ideais pri-
mos. Para corpos ciclotomicos, podemos encontrar em estudo detalhado de como fatorar o

diferente como produto de ideais primos em [37].
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4.1.1 Corpos Ciclotomicos

Uma familia de corpos muito utilizada na construcao de reticulados algébricos devido
as suas propriedades é a familia dos corpos ciclotomicos. Um estudo desta familia pode ser

encontrado em [67].

Definigao 4.1.14. Sejam ¢ € C en € N*. Dizemos que ¢ € uma raiz n-ésima da unidade

se (" =1.

Observacao 4.1.6. Existem exatamente n raizes n-ésimas distintas da unidade. O conjunto
destas raizes {(,, = 003(2’“7”) + isen(%T”), para k =0,1,--- ,n—1} forma um grupo ciclico
em relagao a multiplicagao, tendo (,, como um gerador.

Definicao 4.1.15. Dizemos que ( é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se (" =1

e(™#1 para 1 <m <mn, ou seja, se ( gera o grupo da raizes n-ésimas da unidade.

Definicao 4.1.16. Seja (,, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Um corpo ciclotémico

K € a menor extensio de Q contendo (,, isto é, K = Q((,).

Definicao 4.1.17. Chamamos de n-ésimo polindémio ciclotémico o polinomio

r

onlz) = [J (@ —m),

=1

onde n; € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, para i =1,--- r.
"—1
Proposicao 4.1.8. [67] Temos que ¢, (x) = 0 paran>1e¢(x)=o—-1. O
I ¢
d|n,d<n

Teorema 4.1.4. [67] Se (,, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entio [(Q((,) : Q)] =
o(n), onde ¢ € a fung¢ao de Fuler. O

Teorema 4.1.5. [67] Se (, ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao o anel dos

inteiros de Q((,,) sobre Z é Z[(,] e uma Z-base de Z[(,] € {1, (- ,Q‘f(")_l}' (]

Proposicao 4.1.9. O conjunto dos homomorfismos de um corpo ciclotomico consiste dos
homomorfismos o;, univocamente determinados por 0;((,) = ¢ com mde(j,n) = 1. Ezistem

exatamente ¢p(n) homomorfismos distintos. O
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Teorema 4.1.6. [67] O discriminante de L = Q((,) sobre Q é dado por

nem)

dLIQ) =+ [, p#™/ D"

Como consequéncia do Teorema 4.1.6 segue que:

(p—1)

e se n =p, entdo d(L|Q) = (=1) =z pP~%

(p—1)p" 1
2

e sen = p", entdo d(L|Q) = (1) PP re=D=1) e inteiro positivo.

Um subcorpo dos corpos ciclotomicos muito utilizado por suas propriedades é o subcorpo

real maximal que serd definido a seguir.

Proposicao 4.1.10. [67] Se n € N*, (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade e K =

Q¢ + ¢, entao K € totalmente real e [Q((,) : K] = 2. 0

Definigao 4.1.18. Nas condi¢oes da proposi¢io acima, o corpo K = Q((,+¢,; ') € chamado

de subcorpo real maximal de Q((,).

Teorema 4.1.7. [67] O anel dos inteiros de Q(C, + ¢, ') € Z[C, + ¢,'] e uma Z-base de
Z[Gn+ G €

en) _ @(n)
{17Cn+<n_1ags+<;2a”'7c712 1+Cn2 +1}-

Teorema 4.1.8. [/4, 43] O discriminante de K = Q((, + ¢, ') sobre Q € dado por:
o dAKIQ) =p", sen=p>5

o d(K|Q) = 20121 ge pp = 2,

(r+1)(p—1)p" "1 —p"—1
2

e dK|IQ)=1p ,sen=p ,p£2,r>1.
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4.2 Homomorfismo de Minkowski

Seja K um corpo de ntimeros de grau n. Pelo Teorema 4.1.3, temos que existem exa-
tamente n homomorfismos distintos o; : K — C para j = 1,--- ,n, que fixam Q. Se
o : C — C ¢ a conjugacao complexa, entao para todo j = 1,...,n, temos que ¢ o 0; = oy,
para algum 1 < k < n e que ¢ o 0g; = 0; se, ¢ somente se, 0;(K) C R. Desta forma, temos
que os homomorfismos imagindrios aparecem aos pares, isto ¢, se 0; é imaginario, existe k
tal que 0 o0 = 0y

Assim, usando r; para denotar o nimero de homomorfismos reais e r, o nimero de pares

de homomorfismos imaginarios, podemos reordenar os homomorfismos oy, ..., o, de modo
que o1, ...,0, sejam os homomorfismos reais e que o, 41, ..., 012 S€jam os homomorfis-
mos imaginarios com oy, 4y, 4+i = 0 0 Oy 4; Para s = 1,---  ro.

Definicao 4.2.1. Seja K um corpo de nimeros de grau n. Considere o homomorfismo
mjetivo de grupos

O'K:KHRn

z— (O.l(x)v <3O0y (%), 8%(0'7‘1+1(x))7 %(UﬁJrl(x))? T §R(U?"Hrw (:IZ‘)), %(UerTz (SL‘))),

onde R representa a parte real e S representa a parte imagindria, respectivamente, do nimero

complexo. Tal homomorfismo é chamado de homomorfismo candnico ou homomorfismo

de Minkowski de K em R".

Exemplo 4.2.1. Sejam ( = (5 uma raiz 5-ésima primitiva da unidade e K = Q((5) o
5-éstmo corpo ciclotomico. Temos que os Q-homomorfismos de K em C sao dados por
{o1,09,03,04}, onde 0;(¢) = (', parai =1,--- 4. Agora, 0;(K) € R para todo i = 1,2,3,4.
De fato, basta notar que 0;(¢) ¢ R para todo i = 1,2,3,4. Neste caso, temos que K ¢
totalmente itmagindrio, o que implica ry = 0 e ro = 2. Notemos que Gooy = 04 € G005 = 03.
Reorganizando os homomorfismos de maneira conveniente, temos que o homomorfismo de

Minkowsk: é dado por

ox : K — R*

z+— (R(o1(2)), S(01(x)), R(oz(2)), S(02(2))).
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Proposicao 4.2.1. [57] Sejam K um corpo de nimeros de grau n e ox : K — R" o
homomorfismo de Minkowski. Se M C K € um Z-mddulo livre de posto n e se {x;}1<j<n
¢ uma Z-base de M, entio ox(M) é um reticulado no R"™ com base {ox(x1), -+ ,ox(x,)} €
volume

vol(og (M)) = det(og(M))Y/? = 27 ‘det(aj($k))zk:1

Y

onde ro € 0 numero de pares de homomorfismos imagindrios. 0
Se {x1, -+ ,2,} é uma Z-base de M C K, entdo uma matriz geradora do reticulado
ox(M) = {Z a;ox(x;); a; € Z}

i=1
¢é dada por
o1(z1) ... on(z1) R(orga(z1) S(opa(@i) -0 R(oran (1) S(or4n(21))
o1(z2) .. on(32) Rop41(22)) S(om41(22)) -0 R4 (32) SO0 40, (22))
o1(tn) oo o (wn) R(op1(®n) S(oma(mn) o0 R(Or1r(Tn) (001 (T0))

Observacao 4.2.1. Se K é um corpo de nimeros de grau n, vimos que todo ideal fraciondrio
de Ok € um Z-mddulo livre de posto n. Portanto, podemos utilizar ideais fraciondrios para

gerar reticulados no R"™.

Proposigao 4.2.2. [57] Se K é um corpo de nimeros de grau n, d(K|Q) € o discriminante
de K sobre Q, Ok € o anel dos inteiros de K sobre Z e I C Og € um ideal nao nulo de Ok,

entao ox(I) é um reticulado, com volume
vol(ow(I)) = det(o)"? = 272|d(K|Q)|Z N (1),

onde ro € 0 numero de pares de homomorfismos imagindrios. [

27

Exemplo 4.2.2. Sejam K = Q((g), onde (s = es e Og = Z[(s] seu anel de inteiros com
Z-base {1,(s, 2,3}, Seja I = 5Z[(s] um ideal de Z[(s]. Temos, pela Proposi¢io (4.2.2), que

ox(I) € um reticulado. Além disso, temos que

vol(ow(I)) = 27"2|d(K|Q)|Z N (1).
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Agora, como K € totalmente complexo, seque que ro = 2. Pelo Teorema (4.1.6), temos
que |d(Q(G)|Q)| = 28 €, como I é um ideal principal, pela Observagao (4.1.3), temos que
N(I) = |Ngjo(5)] = 5% Assim, vol(ox(I)) = 27298/25% = 24254 — 2254 — 2500.

4.3 Homomorfismo Torcido

Nesta secao, apresentamos um homomorfismo que é obtido por uma perturbacao do
homomorfismo de Minkowski multiplicando cada entrada dos vetores do reticulado por um
escalar apropriado [10, 11]. Como na se¢ao anterior, dado K um corpo de nimeros de grau
n, os homomorfismos estao organizados como sendo os r; primeiros totalmente reais e os 279

restantes totalmente imaginarios.

Definicao 4.3.1. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e a € K. Dizemos que o é

totalmente positivo se a; = 0;(a) € R e a; > 0 para todo i =1,--- ,n.

Definicao 4.3.2. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e a € K totalmente positivo.
Considere o homomorfismo injetivo de grupos
0q : K— R"
r— (Varo1(z), ... /A0 (), 7/ 200, 1R (07, 41 (2)),
V 20‘7"1+1%<0-T1+1<x>>7 eV 2a7"1+?2§R<O-T1+7’2 (I)), V 2a7’1+7"2%(07"1+T2 <x>>)

onde R e S representam a parte real e imagindria, respectivamente, de um nimero complezo.

Tal homomorfismo é chamado de homomorfismo torcido.

Proposicao 4.3.1. [51] Se L C K é um Z-mddulo livre de posto n com Z-base {wy, ..., w,},

entdo a imagem o,(L) em R" € um reticulado com base {o,(w1), ..., 04 (wy,)}. O
Se {wy,...,w,} é uma Z-base de L, entao o reticulado o,(L) tem matriz geradora M
dada por

vao(wy) e aop (wi) V200 R0 (w1) - V20050, S(0 4, (w01))
Voo (ws) e o (w2) V200 R0 41(w2) o V20050, (0 4, (w02))

\/a_lal(wn> \/O‘_n‘7n<wn) V2 (1 R0 11 (wn)) 0 V200, 10, S0 (Wh))
(4.1)
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Proposicao 4.3.2. [51] Se K € totalmente real ou um CM-corpo, a € K € totalmente
positivo, L C K é um Z-mddulo com Z-base {wq,--- ,w,} € M é como em (4.1), entao a

matriz de Gram G = M M?" do reticulado o(L) € dada por
G= (91‘3')2]‘:1 = Trgjg(wiwy).
0J

Motivados pelo estudo de reticulados cuja matriz de Gram apresenta todas as suas en-
tradas inteiras, passaremos ao estudo de reticulados ideais.

Sejam K um corpo de nuimeros totalmente real ou um CM-corpo, de grau n, I C K um
Z-médulo de posto n e a € K totalmente positivo tais que all C A(K|Q)™!, onde A(K|Q) ™!
é o codiferente da extensdao K|Q e I é o conjugado complexo de I. Nestas condicoes, temos
que a matriz de Gram G do reticulado 0,(/), como dada na Proposigao 4.3.2, apresenta

todas as entradas inteiras.

Definigao 4.3.3. Dizemos que o, (I) é um reticulado ideal se oIl C A(K|Q)™!. Quando

a =1, dizemos que o reticulado ideal o(I) é do tipo traco.

Observacao 4.3.1. Notemos que quando o corpo K € totalmente real e « = 1, 0o homomor-

fismo torcido € exatamente o homomorfismo de Minkowski.

O Teorema 4.3.1 foi enunciado em [10] para ideais fraciondrios e relaciona o determinante
do reticulado ideal com o discriminante do corpo associado. Estendemos a seguir o resultado

para Z-médulos de posto n. A demonstragao é essencialmente a que foi feita em [37].
Teorema 4.3.1. Seja [ C K um Z-moddulo de posto n nao nulo. Temos que
det(04(I)) = N(I)* Nig(a)|d(K|Q)]. (4.2)

Demonstracao: Pelo Lema (4.1.1), temos que existem d € Z — {0} e A C Ox um Z-mddulo
de posto n tal que dI = A C Ok. Como Ok é um Z-modulo livre de posto n e A é um
Z-submddulo de Ok, existem uma Z-base {wy,...,w,} de Ok e inteiros ey, ..., e, tais que

{eqwy, ..., e w,} é uma Z-base de A. Desta forma, como dI = A, segue que I = d~1A.
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Assim, {e;d 'wy, ..., e,d "w,} é uma Z-base de I. Assim, temos que
Tryjg(aerd 'wierd=lwy) -+ Trgglaerd  wie,d=wy)
det(o, (1)) = det
Tryolae,d fwperd=wy) -+ Trgglae,d tw,e,d = w,)

Trgglawiwy) -+ Trgg(awwy,)
= (e1eg- -+ en)Q((d_l)Q)”det

Tryo(ow,wy) -+ Trye(aw,wy,)
Agora, pela Proposicao 4.1.5, temos que N(A) = |e; - - - e,|. Logo,
det(04(I)) = N(A)*((d™")?)"det(H),
onde

Trgglawiwy) -+ Trgg(awwy,)

Tryjolaw,wr) -+ Tryglaw,wr)

Agora, notamos que H = MM, onde

or(wy) -+ op(w) o(a) --- 0

or(wy) - op(wy) 0 e on(a)

e L denota a transposta conjugada. Assim, det(H) = det(M)det(M~*) = det(T)det(A)
det(At)det(T+) = (det(A))2det(T)det(T) = (det(A))?|det(T)|?. Mas, temos que (det(A))? =
oi(a)- - on(a) = Nggla). Por outro lado, det(T) = det(os(w;))7 =, = +/(d(K|Q)). Desta

forma, segue que

det(oa(1)) = N(A)*((d)*)" Nigg(a)|d(K|Q)].
Agora, como d € Z, segue que N(I) = N(A)Ngg(d™') = N(A)(d™")". Logo, N(I)* =
N(A)*((d~1)™)?. Portanto, det(oa (1)) = N(I)?Nygo(a)|d(K|Q)|. 0J
Em [10, 51, 13] é utilizado o homomorfismo torcido para reproduzir alguns reticulados

mais densos em dimensdes baixas. Um resultado de [10] é o seguinte:
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Proposicao 4.3.3. [10] Se K é um corpo de nimeros tal que K € totalmente real ou um

CM-corpo, entao existe um reticulado ideal do tipo trago com determinante d se, e somente

se, existem ideais I,J de Ok tal que N(J) =d e A(K|Q) = JII. O

Com o auxilio da proposi¢ao acima, em [10] foram construidas versoes algébricas dos

reticulados A,_; para p primo, Dy, Eg, Eg, K2 € Ay via corpos ciclotomicos.

4.4 Diversidade e distancia produto minima

Ja vimos nos capitulos anteriores que a diversidade e a distancia produto minima estao
relacionadas com a probabilidade de erros em canais do tipo Rayleigh com desvanecimento.
Vimos que, para se obter reticulados eficientes para serem utilizados neste canal é necessario
ter alta diversidade e alta distancia produto minima. A fim de maximizar a diversidade,
iremos trabalhar em corpos de nimeros totalmente reais, pois estes possuem diversidade
maxima. Ja para a distancia produto minima, veremos que quando trabalhamos com ideais
principais, seu valor depende somente do discriminante do corpo utilizado na construcao do
reticulado. Fixada uma dimensao n, afim de obter uma distancia produto minima alta, vamos

construir reticulados ideais via corpos de nimeros de grau n com discriminante minimo.

Proposicao 4.4.1. Sejam K um corpo de niumeros de grau n totalmente real e I C K um
Z-moédulo de posto n. Os reticulados Ny = 0,(I) e Ay = ox(I) obtidos pelo homomorfismo

torcido e de Minkowski, respectivamente, tém diversidade div(A\;) =n, i =1, 2.

Demonstracao: Basta notar que se y € A; e y # 0, entao existe 0 # = € [ tal que z é levado
em y pelo homomorfismo. Agora, como x # 0, entao o;(x) # 0 para todo homomorfismo de

K em C. Do fato de K ser totalmente real segue o resultado. 0

As proposigoes seguintes foram enunciadas em [51] para ideais inteiros I C Ok.

Proposicao 4.4.2. Seja I C K um ideal fraciondrio. Os reticulados Ay = 0,(I) e Ay =
ox(I) obtidos pelo homomorfismo torcido e de Minkowski, respectivamente, tém diversidade

dZ"U(AZ) =7+ 7o, 1= 1,2

Demonstracao: Faremos a demonstracao para o homomorfismo torcido. Pelo Lema 4.1.1,

temos que existe d € Z nao nulo tal que dI C Ok. Note que dI = R é um ideal de Ok. Seja
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x # 0 um ponto do reticulado A. Existe y € I tal que

T = Ua<y) = <\/Oé_1(71(y), TV 2O‘T1+1%(O—T1+1(y>>7 TV 2057’1+7"2%<U7"1+T2 (Z/)))

Como x # 0, segue que y # 0. Sendo y # 0, temos que o;(y) # 0 para todo ¢ = 1,--- ,n.
Logo, os primeiros 71 coeficientes de @ sao nao nulos. Agora, notemos que como o, 4;(y) # 0

para todo ¢ = 1,--- 79, segue que R(o,,4i(y)) # 0 ou I(o,4i(y)) # 0. Desta forma,
n—mTr

destes n — rqy coeficientes restantes de x, pelo menos = 79 sa0 nao nulos. Assim,
div(A) > 11 + re. Seja agora B € I tal que f # 0. Como dI C O, segue que df é raiz de
um polinémio moénico com coeficientes em 7Z. Assim, existem ag, a1, - ,a,—1 € Z tal que
(dB)" + a1 (dB)" 4+ - +ai(dB) +ag = 0 e ag # 0. Logo, —ap = (dB)™ + ap—1(dB)" ' +
-+ +ay(dB) € R, pois R é ideal e d € R. Assim, —agd~! € I. Como —agd~* € Q, pois
d € Z segue que o;(—agd™t) = —agd™! para todoi =1,--- ,n. Logo, div(—agd™') = ry +rs.
Portanto, div(A) = ry + ro. O

Proposicao 4.4.3. Seja I um ideal fraciondrio nao nulo de Og. Os reticulados Ay = o4(I)
e Ny = ox(I) obtidos pelo homomorfismo torcido e de Minkowski, respectivamente, podem

ser imersos no R™ com

o diversidade n se K é totalmente real.

n
o diversidade 5 5¢ K € totalmente complexo.

Demonstracao: Segue diretamente da Proposicao 4.4.2. 0
Portanto, vimos que se considerarmos corpos de nimeros totalmente reais na construgao
de reticulados teremos diversidade méaxima. O mesmo resultado vale para Z-moddulos de
posto n em K.
A proxima proposicao apresenta uma expressao para a distancia produto minima de reti-

culados ideais quando o corpo K é totalmente real e I C K é um Z-moddulo de posto n.

Proposicao 4.4.4. Se K é um corpo de nimeros totalmente real de grau n, com discrimi-
nante d(K|Q), I C K é um Z-mddulo de poston e o,(I) tem diversidade n, entdo a distancia
produto minima do reticulado ideal A = 0,(I) € dada por

, det(on(I)) 1 ‘
Ap,min(N) = \/ NK|Q(a)mm0¢yeI|NK|@(y)| = AK|Q)| 0 m2n0¢yel|NK|@(y)|-
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Demonstragao: Andloga a que foi feita em [51] para ideais fraciondrios. O
Quando [ é um ideal principal, a distancia produto minima do reticulado ideal o, (1)

pode ser calculada conforme o seguinte resultado.

Corolério 4.4.1. [51] Se K é um corpo de nimeros totalmente real e I é um ideal principal

de Ok, entdo a distancia produto minima do reticulado ideal o,(1) é dada por
det(o4(1))
dpmin(N) =\ | =
’ | 1d(K|Q)]

Observagao 4.4.1. Se o ideal I € principal, temos que N(I) = mingzyer|N(y)|. Quando o

O

tdeal I nao € ideal principal,

N(I) < mingzyer|N(y)|-

De fato, dado y € I, temos que N(y) = |Ox/yOk| = |Ox/I||1/yOx| > N(I), pois |I/yOx| =
1 se, e somente se, I € um ideal principal. Com isso, temos que a distancia produto minima
aumenta quando nao trabalhamos com ideais principais. O problema de trabalhar com ideais
nao principais € a dificuldade para calcular a distancia produto minima. Veremos no decorrer
do capitulo que quando trabalhamos com Z-mdodulos que nao sao ideais, a distancia produto

minima pode diminuir.

Fixada uma dimensao, queremos obter reticulados com diversidade maxima e maior
distancia produto minima. Quando consideramos reticulados com vetor de norma minima
euclidiana de tamanhos diferentes, para fazer uma comparacao justa entre a distancia pro-
duto minima, devemos considerar versoes escalonadas desses reticulados, de forma que o
vetor de menor norma das versoes escalonadas seja unitario.

Neste capitulo, reproduziremos alguns dos reticulados mais densos conhecidos com diver-
sidade méxima. Para os reticulados A,,, D, Z", Eg, F-, Eg, caso seja possivel reproduzi-los
via ideais principais, obteremos os seguintes valores para a distancia produto minima relativa
em funcao do discriminante do corpo de ntimeros associado.

n, M=
o 7" dp,a(Z") = |d(K|Q)|

. S Y/
® Dut dpra(Dn) = Fr et
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. _ 1 ndl
o A, dp,rel(An) T V2" Jld®o)l

L VB
V2" \/d(x[Q)|

° E7: dp,rel(E7) - 7127%

) E6: dp,rel(EG) =

° Egi dp,?“el(ES) = ﬁm

Pelo que foi visto acima, fixando a dimensao e o corpo utilizado na construcao, temos
que a familia de reticulados Z" apresenta a maior distancia produto minima relativa.

Considerando reticulados que sao eficientes apenas para o canal do tipo Rayleigh, ¢ inte-
ressante utilizar reticulados Z"-rotacionados, pois além de apresentarem distancia produto
minima maior, eles apresentam um algoritmo de decodificagao extremamente simples. Para
canais gaussianos, esses reticulados sao muito ruins para serem utilizados, pois sua densidade
de centro euclidiana é 27", que é pequena se comparada com a densidade de centro de todos
os outros reticulados listados acima.

E interessante construir reticulados que sejam simultaneamente eficientes para os ca-
nais gaussiano e do tipo Rayleigh com desvanecimento. Por isso, neste capitulo através de

contrucgoes existentes para reticulados Z"-rotacionados, vamos reproduzir alguns reticulados

densos com diversidade alta.

4.5 Reticulados D,-rotacionados, n =2""2,r>75

Nesta secao, faremos a construcao de reticulados D,,-rotacionados via o subcorpo real
maximal Q((or + (') dos corpos ciclotomicos Q(Car) com 7 > 5. Desta forma, serdao obtidos
reticulados D,,-rotacionados para n = 2"72, r > 5, isto ¢, n=8,16,32,64,128,256,512,...

Sejam ¢ = (or uma raiz 2"-ésima primitiva da unidade, L = Q((or) e K = Q(Cor + (or ).
Temos que [Q(¢ +¢ 1) : Q] = 272,

Q(¢)

|2
27+
272
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Observagao 4.5.1. Em [4, 14] sao construidos reticulados Z"-rotacionados no subcorpo
real maximal de tais corpos ciclotomicos para c; = 2 — e € ag = 2 + ey, respectivamente,
e I = Ox =Z[¢ + (Y. Tais reticulados, além de serem equivalentes na métrica euclidiana,
pois ambos sao equivalentes ao reticulado Z", sao equivalentes na métrica da soma. De fato,

uma matriz geradora para o reticulado \/2T—10'a2<OK) de [14] é

1
]»1i = x/é;:T]\ffl,

onde N = (0j(e;-1))} =1 ¢ A = diag(\/or(az2)). Considere a matriz mudanga de base

1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
M=10 0 0 0 0
0 0 O 1 0
0 0 0 0 —1
e a matriz de permuta¢ao
0 00 01
0 00 10
P=1001 0 0
010 0 0
1 00 0 0

1
1/21“—1

Temos que M (
em [4].

NA) P ¢ a matriz geradora para o reticulado ﬁaal(OK) obtido

Como o reticulado D,, é um sub-reticulado de Z", vamos utilizar o reticulado algébrico
encontrado em [14] e encontrar um sub-reticulado que seja D,,-rotacionado.

Sejam eg = 1 ee; = (¢ + (7 paraj = 1,---,2""2 — 1. Temos que {ej}?;_;’l ¢ uma
Z-base de Og = Z[( + (1.

Uma matriz geradora para o reticulado Z"-rotacionado \/TUQ(OK) de [14] é

1
1/27"71

onde N = (0j(ei-1))i= ¢ A = diag(y/or()).

M, = NA,
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Por [14]
110 00 0 0
12100 0 0
01210 0 0
MM'=|001 21 00
000O0O 2 1
00 0O0O 1 2
Consideremos a matriz mudanca de base
1 -1 1 -1
1 -1 1 0
T —
1 0 0 0

Para M = T M, temos que a matriz de Gram G = M M*' = I,, é uma matriz de rotacao.
Portanto, a matriz M leva a base canonica I,, do Z" na base I,, M do reticulado \/%UQ(OK).

Uma matriz geradora para o reticulado D,, (1.4) é dada por

~1 -1 0 0 0
1 -1 0 0 0

B=| 0 1 -1 0 0 (4.3)
0 0 0 1 -1

Proposicao 4.5.1. Sejam I C O um Z-modulo com Z-base
{—2e0 +2e1 —2eg+ -+ —2€p2+ €1, —€n1,€n-2, —€n_3,...,€2, —€1}
ea=2+e. O reticulado \/2+7_10a(]) CR¥ " ¢ um reticulado D,,-rotacionado.

Demonstragao: Seja B a matriz geradora de D,, dada em (4.3). Usando propriedades do

homomorfismo, temos que
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1 -1 1 -1
BM— - pBrNa— | "' ! bY e A
1 0 -~ 0 0 Tlen1) o onlenn)
o1(eg—e1+ - +epo—€n_1) -+ opleo—er+--+ep_o—e€n_1)
_ 21TIB o1(eg —e1+ -+ ep_2) on(eo—e1+ -+ en_2) "
o1(eo) on(eo)
o1(—2eg+ -+ —2ep_o+ep_1) - op(—2e0+-—2€p_2+ey_1)
o1(—en_1) . on(—en—1)
o1(en— o (En_
_ 2174_1 1(en—2) (én—2) n
o1(e2) on(e2)

o1(—e1) on(—e1)
¢ uma matriz geradora para \/%UQ(I ). Este reticulado é um reticulado D,,-rotacionado,
pois BM (BM)! = BB" é a matriz de Gram padrao do reticulado D,,. O
A seguir, mostraremos que os reticulados D,,-rotacionados obtidos na Proposicao 4.5.1
estao associados a um ideal principal de Oy e calcularemos sua distancia produto minima

relativa.

Proposicao 4.5.2. Seja I o Z-modulo dado na Proposicao 4.5.1. I é um ideal principal e
I = eloK.

Demonstracao: E facil ver que I = 2eqZ + e1Z + --- + e, 1Z. Seja v € e;Og. Temos que
x = er(apey + ate; + ases + -+ + ap_1€,-1) = ape; + ay(ea + 2eg) + as(es +e_1) + -+ +
an—1(en+e_nia) = ai(2e9) + (ap + az)(e1) + (a1 +asz)(e2) + - - -+ (an_2)(e,—1) € I. Agora, se
x € I, entdo x = ap2eg+arer +- -+ an_16,-1 = (€1)[ager + area + (ag — ag)es + (ag — ar)eqs +
(ay —ag —ap)es + (a5 —az —ar)eg + -+ + (an_1)en—2+ (An_2 — ay_g- - — ag)en_1] € e10k.
Portanto, I é um ideal principal de Ok. O

Proposicao 4.5.3. Se A = \/2+7_10a(1) entdo

5
w
ofl
3

1 1 1
dTe _aI = T —=n ) =2
o (7)) = v
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Demonstracio: Primeiro notemos que o valor da norma minima do reticulado D,, é v/2. Logo,

temos que multiplicar a distancia produto minima por \/15 Como o ideal I é principal,
= N 2. Agora, temos que

utilizando o Corolédrio 4.4.1, temos que d min (00 (L

N(a) =2 e N(I) = 2. Portanto,

1 1 1
dp et (T 10a(1)> — ﬂ”\/ﬁ"\@'
O
Proposigao 4.5.4. Se A = \/2+7_1(aa(1)) CR¥ ", entdo:
\/ re V8
preil =v2e lim (z") = 0.
nﬁoo n dp,rel(D ) n—soo (5( n)
Demonstracao: A demonstragao é direta. 0

A Tabela 4.1 mostra uma comparacao entre a distancia produto minima relativa e a

densidade de centro dos reticulados Z"-rotacionados de [14] e D,-rotacionados construidos

aqui.

| on | /dpalZ) | 3/ dyra(D §(Z") §(D,)

4 0.385553 0.324210 0.062500 | 0.125000

5| 8 0.261068 0.201311 0.003906 | 0.031250

6| 16 | 0.180648 0.133393 0.000015 | 0.001953

71 32 | 0.126361 0.091307 |23 x1071°| 7.6 x 107¢
8| 64 | 0.088868 0.063523 | 5.4 x 10720 | 1.1 x 10710
9| 128 | 0.062669 0.044554 | 2.9 x 1073 | 2.7 x 1072

Tabela 4.1: Distancia produto relativa versus densidade de centro

Se o objetivo é construir reticulados com boa performance sobre os canais gaussiano
e do tipo Rayleigh com desvanecimento, levando em conta o “trade-off” densidade versus
distancia produto minima relativa, existem algumas vantagens em considerar os reticulados
D, -rotacionados aqui construidos ao invés dos reticulados Z"-rotacionados de [14] n = 2”2,

r > 5, de [14], em altas dimensoes.
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4.6 Reticulados D,-rotacionados, n = 7%1, p primo

Através da familia de reticulados Z"-rotacionados construida em [51], construimos familias
de reticulados D,,-rotacionados para n = %1 com p primo e p > 7 [38]. Os reticulados D,,-
rotacionados foram construidos via Z-modulos de posto n que nao sao ideais.

Os reticulados D, -rotacionados serao construidos via o subcorpo real maximal K =

Q¢ + C;l) dos corpos ciclotomicos L = Q((,) com p primo e p > 7.
p—1

Serao obtidos reticulados D, -rotacionados para n =

n=3,5,6,8,9,11,14, 15, 18,20, 21, 23, 26, 29, 30, ...

com p primo e p > 7, isto é,

Sejam p um numero primo tal que p > 7, ¢ = (, uma raiz p-ésima primitiva da unidade,
L = Q(¢,) o p-ésimo corpo ciclotémico e K = Q(¢, + ¢, ') seu subcorpo real maximal.

Temos que [Q((, + ¢, ') : Q] = 2.

Em [51, 13] sdo construidos reticulados Z"-rotacionados através do subcorpo real maximal
dos corpos ciclotomicos Q((,), tomando a = (1 —¢)(1—=¢ ) =2—-(C+ (1), I = Ok =
Z[¢ + ¢! e 0 homomorfismo torcido. N6s derivamos reticulados D,,-rotacionados como
sub-reticulados desses reticulados Z"-rotacionados.

. L p=l
Para p primo, temos que {ej =+, }jpil ¢ uma Z-base de O = Z|[(, + Cp_l].

Proposicao 4.6.1. [51] Sejam e, = e, e; = Zei, para j = 1,--- ,n—1, uma Z-base de
i=j
Og ea=2—(C+ Y. Temos que

1 * %
ETTK\Q(O‘@‘ ej) = 0ij,

onde d;; € o delta de Kronecker. O
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Segue da Proposigdo 4.6.1, que o reticulado ideal A = \/Lﬁoa(OK) com o =2 — ((+
¢™1) é um reticulado Z"-rotacionado, pois uma matriz de Gram para #UQ(OK) ¢ a matriz
identidade e, pela Proposicao 1.2.1, temos que reticulados com mesma matriz de Gram sao

equivalentes na métrica euclidiana.

Uma matriz geradora para o reticulado ipoa((’)K) ¢é dada por

v
M ! TN A, onde (4.4)
= — s 11 .
VP
1 11 11
01(61) an(el) o11--- 11
N = : : , T= @ 5 e A =diag(\/or()).
oi(en) -+ onlen) 000 -+~ 11
000 - 0 1

Temos que M M* = I,,, ou seja, a matriz M é uma matriz de rotacao que leva a base

O).

canonica I,, do Z" na base I, M do reticulado \/Lﬁaa(

Seja B uma matriz geradora para o reticulado D,, como em (4.3).

Vamos aplicar a matriz de rotacao M a matriz geradora B do reticulado D,, e obter um

reticulado D, -rotacionado. A proposicao seguinte mostra isso.

Proposicao 4.6.2. Considere o Z-modulo I C Ok com Z-base

{—61 - 262 — 2€n>€17€27 e 7en71}

L1

\/};Ua(]) ¢ um reticulado D,,-rotacionado.

ea=2—ey. Temos que o reticulado
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Demonstracao: Aplicando a matriz de rotacao M a matriz B, temos que

111 .-~ 11
o11 - 11 O'1<61) O'n(el)
1 1
BM =—BTNA=—B O : : A
VP VP
000 --- 11 oi1(en) - onlen)
000 -+ 01
orler+ - +en) - opler+-+ep)
1
= —B : : A
VD
o1(en) e on(en)
Ul(—el—--a—en—e2—-aa—en) ... O'n(—el—..-—en—GZ—--u—en)
1
- A
VD
Ul(en—l +en — en) T Un(en—l tén — 6")
o1(—ep — 269 — - —2e,) -+ op(—e1 — 263 — - —2e,)
1
= — : : A.
VP
o1(en—1) s On(€n-1)

Assim, note que uma matriz geradora para o reticulado \/iﬁaa(f ) é dada por BM. Como

BM (BM)! = BB?, que é uma matriz de Gram do reticulado D,,, temos que o reticulado

L 04(I) é um reticulado D,,-rotacionado. O

VP

Proposicao 4.6.3. O Z-maodulo I C Ok, dado pela proposicao anterior, nao é ideal de Ok.

Demonstracao: E facil ver que {er,es, - ,e,_1,26e,} é uma outra Z-base para I. De fato,
se x € I, entdo existem ay, -+ ,a, € Z tais que x = ay(—e; — 2e9 — -+ — 2€,,) + ages + -+ - +
anen—1 = (ag — ay)e; + (a3 — 2a1)es + - -+ + (an, — 2a1)e,—1 — a1(2e,) € Zey + Zeg + -+ - +
Ze, 1 + Z2e,. Agora se x € Zey + Zey + - - - + Ze,_1 + Z2e,, entao existem by,--- ,b, € Z
tais que x = byey + boeg + -+ + bp_1€p-1 + by2e, = (a1 — ay)er + -+ (a1 — 2a,)€m_1 —
an(—ey —2e9 — - -+ — 2e,) € I. Agora, temos que e, nao estd em I. De fato, se e, estivesse

em [, terfamos I = Ok, mas, pela Proposicao 1.1.1, % =11.---.1.2 =2. Logo, e, ¢ I.

Mostremos que e,_je; nao esta em I. Temos que e,_1e; = e, + €,_2. Como ¢€,_o € I, se
én_1e1 € I, entao e, = e, 11 — e,_o € I, 0 que nao acontece. Portanto, I nao ¢ ideal de

Ok. U
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Os reticulados D,,-rotacionados obtidos acima possuem diversidade maxima, pois o corpo

K é totalmente real. Vamos calcular a distancia produto minima de tal familia de reticulados.
Lema 4.6.1. [Ngg(e1)| = 1 para ey = G, + (.

Demonstragao: Temos que (¢ +¢71)(=¢P7t —¢P72 —... —( —1) = 1. Agora, notemos que
(=== = (1) € Oxpois 1 € Ox e (4244 () = (T H O+ (7
)4+ (CF 4+ € Op. Assim, N(C+()N(=¢ 1= (72— =¢—1) = N(1) = 1,
Como e; € O, segue que N(ey) € Z, logo |N(e1)| =1 é a tinica possibilidade. O
Proposigao 4.6.4. Se A = \/Lﬁaa(l) com « e I como na Proposicao 4.6.2, entao
dpra(N) = 27"

Demonstracao: Primeiro, notamos que como o valor da norma minima de D,, é v/2, entao
devemos dividir a distancia produto minima obtida por v/2". Além disso, como o reti-
culado D,-rotacionado obtido é uma versao escalonada de D,, por 1/ /P devemos dividir
a distancia produto minima por (,/p)". Pela Proposicao 4.4.4, temos que dy(0.(I)) =
VN (a)mingsyer|N(y)| = /P, pois N(a) = p e mingzyer|N(y)| = 1. De fato, temos que
mingzyer|N(y)| > 1. Mas e; € I e [N(ey)| = 1. Assim,

1 1 1 1-p 3-p
o (5720 - (ﬁo) (ﬁ) e

O

Observagao 4.6.1. A distancia produto minima relativa obtida via o Z-mddulo I equivale
a metade da distancia produto minima que obteriamos se fosse possivel construir tal familia
de reticulados via ideais principais. No final da secdo, vamos mostrar que nao € possivel

reproduzir alguns reticulados desta familia via ideais.

p—1

Proposicao 4.6.5. Se A = \/Lﬁ(aa(]-)> CR= ep primo, entdo:

Yd, (2" ) 7"
lim L():\/ﬁe lim o(Z") = 0.
n—oo dp,rel(Dn) n—>o0 (5<Dn)
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p | n | dyralZ") | {/dpra(Dy) | O(Z") | 6(Dn)
5 | 2 0,66870 0,47287 0,25 -
703 0, 522757 0, 36965 0,125 | 0,17677
111 5 0, 383215 0,27097 0,03125 | 0,08838
13| 6 0,343444 0, 24285 0,01563 | 0,0625
171 8 0, 289520 0,20472 0,0039 | 0,03125
191 9 0,27187 0,19105 0,00195 | 0,02209
23 | 11 | 0,240454 0,17003 0,00049 | 0,01105

Tabela 4.2: Distancia produto relativa versus densidade de centro

Demonstracao: A demonstracao é direta. O

A Tabela 4.2 fornece uma comparagao entre a d,,.; ¢ a densidade de centro ¢ dos reti-
culados Z"-rotacionados de [51] e D,,-rotacionados construidos anteriormente.

Considerando o “trade-oftf” entre densidade de empacotamento e distancia produto minima
relativa, podemos dizer que os reticulados apresentados aqui possuem melhor performance
do que os reticulados Z"-rotacionados de [51].

Vamos estudar a possibilidade de construir esta familia de reticulados D,,-rotacionados

via ideais de Ox = Z[(, + ¢, '].

Proposicao 4.6.6. Para p primo e n = (p — 1)/2, nao € possivel reproduzir a familia
de reticulados D, -rotacionados via o homomorfismo de Minkowski aplicado a ideais de

ZIG + G,

3

Demonstracao: Temos que N(A(Q(¢, + ¢1)|Q)) = |[d(K|Q)| = p"z e det(D,) = 4. Desta
forma, é impossivel fatorar o diferente como produto de ideais tal que um destes ideais tenha
norma par. Portanto, pela Proposicao 4.3.3, temos que é impossivel reproduzir tal reticulado
via 0 homomorfismo de Minkowski. O
Para alguns valores de p, veremos que nao é possivel construir reticulados D,,-rotacionados
em Q(¢, + ¢, ') via o homomorfismo torcido aplicado a ideais de Z((, + ¢, ).
Por (4.2), temos que uma condi¢ao necesséria para construir um reticulado D,,-rotacionado,

escalonado por /c com ¢ € Z, via ideais de Z((, + G 1), é a existéncia de um ideal I C Ok
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e um elemento totalmente positivo « tal que
4c" = N(a)N(1)*|d(K|Q)]. (4.5)
Como p é primo e p > 7, temos que |d(K)|Q| = p% ¢ impar, o que implica que
2ou deve dividir a norma de o ou a norma de 1. (4.6)

Vamos estudar quais os valores possiveis para N(a) e N(I) pares. Como serd indicado na

Proposicao 4.6.9, devemos estudar a fatoracao do ideal 20k.

Proposicao 4.6.7. [37] Sejam A C B anéis. Se P C B é um ideal primo, entao PN A é
um ideal primo de A. O

Proposigao 4.6.8. [57] Seja P C Z wm ideal primo. Se POy = [[;_, Q5" com Q; ideais
primos de Og e e; > 1 para todo i = 1,---,s, entao Q; N Z = P parai=1,---,s. Além
disso, 0s Q); sao os unicos ideais primos de Ok cuja intersec¢ao com Z resulta no ideal primo

P. U

Proposicao 4.6.9. Se P C Ok ¢ um ideal primo e p € Z € um numero primo tal que p

divide N(P), entdo P estd na fatora¢ao de pOx como produto de ideais primos de Ok.

Demonstracao: Como P é um ideal primo, temos que PNZ é um ideal primo de Z. Portanto,
PNZ = qZ para algum q € N, g primo. Como ¢ é primo, pela Proposicao 4.6.8, temos que
P esté na fatoragao de Ok, o que implica que N(P) divide ¢" = N(qOx) e segue que p = ¢

pois p e ¢ sao nimeros primos. Portanto, P esta na fatoragao de pOk. U

Proposicao 4.6.10. Sejam p um nimero primo tal que pOx € um ideal primo e B C Ok
um ideal tal que p divide N(B). Temos que N(B) = (p™)® onde a > 1, b ndo possui p como
fator en = [K: Q).

Demonstracao: Seja B = Hle P onde P; sao ideais primos de Ok e r; sdo inteiros. Como
p divide N(B) e p é primo, temos que existe um ideal primo P € {P,;i = 1,--- ,t} tal
que p divide N(P). Pela Proposi¢ao 4.6.9, temos que P aparece na fatoracao de pOx como
produto de ideais primos. Como pOg é primo, entao P = pOk e assim N(P) = p". Como
nao existe outro ideal primo que aparece na fatoragdo de pOxg, temos que N(B) = (p™)%

com p 1 b. O



4.7 Reticulados mais densos com diversidade maxima 129

Proposicao 4.6.11. Para K = Q((,+, ") comn = (p—1)/2, se 20x € ideal primo, entdo
nao € possivel construir o reticulado D,,-rotacionado via o homomorfismo torcido aplicado a

ideais de Ok.

Demonstracao: Seja 20k é um ideal primo em O. Assim, pela Proposicao 4.6.10, qualquer
ideal B de Ox com norma par ¢ tal que N(B) = (2")*b onde a > 1 e b é impar. Note que
N(a) = N(aOx). Por (4.6), temos que ou o ideal I ou o elemento o devem ter norma par.
Assim N(I) = (2")*b; e N(a) = (2")*by com ay,as > 0, (a; # 0 ou ag # 0), by, by impares.

Desta forma,
N(I)*N(a)|d(K|Q)| = (2")*F*(b702)|d(K|Q)| # 4c" para todo ¢ € Z,

pois se ¢ = 2% entao 4c™ = (2")%220" e as poténcias de 2 nunca serdao iguais na igualdade

acima. Portanto, nao é possivel encontrar I e o nas condigoes necessarias. O

Observacao 4.6.2. Temos que 20k € primo por exemplo para p =7 e p = 11. Mas, nem

sempre 20k € primo em Ok:
e Para p =17 temos que 20x = PP, com Py, Py ideais primos.
e Para p =43 temos que 20x = PP, Py com Py, Py, P3 ideais primos.

O fato de 20k, nao ser primo nao garante que a condi¢do necessdaria seja satisfeita. Devemos

estudar as possiveis normas para os ideais primos que aparecem na fatoracdo de 20k.

4.7 Reticulados mais densos com diversidade maxima

Em [10, 6] sao reproduzidos alguns dos reticulados mais densos na métrica euclidiana
via alguns corpos ciclotomicos, ou seja, com diversidade metade da dimensao. A fim de
reproduzir os reticulados mais densos na dimensoes 3,4,5,7 e 8 com distancia produto minima
relativa alta e diversidade maxima, vamos utilizar o homomorfismo torcido e o subcorpo real
maximal dos corpos ciclotomicos. Para cada reticulado rotacionado obtido, vamos descrever
uma matriz geradora aproximada, visto que as matrizes sao obtidas computacionalmente

(Programa Mathematica) e possuem erros de aproximagao.
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O reticulado Ds;-rotacionado

Temos que [Q(¢, + ¢, 1) : Q] = 3 se, e somente se, n = 7,9, 14, 18. Para o discriminante,
temos que |d(K|Q)| =49 para n = 7,14 e |d(K|Q)| = 81 para n =9, 18.

PI‘OpOSigéO 4.7.1. Para K1 = Q(C'y + C;l), K2 = @(Cg + C9_1>, K3 = Q(g14 + C1_41) €
Ky = Q(Cs+(i8') ndo € possivel construir o reticulado Ds-rotacionado via o homomorfismo

torcido aplicado a ideais de Ok, .

Demonstracao: Temos que o ideal 20k, ¢ ideal primo em Ok, para ¢ = 1,--- ,4. Assim, o
resultado segue da Proposicao 4.6.11. O
Na secao anterior vimos que é possivel construir o reticulado Ds-rotacionado via Z-moédulo

de posto 3 em Q(¢r + ¢ 71).

Proposigao 4.7.2. Sejam K = Q(¢r + ¢ ee; = ¢+ ¢ i = 1,2,3. Considere o Z-
mddulo I gerado por {e;, ey, —e; — 2e5 — 2e3} € 0 elemento a = (1 + (;)(1 — (1), Temos
que o reticulado %aa(]) ¢ uma versao rotacionado do reticulado Ds. Tal reticulado possui

diversidade mdrima e distancia produto minima relativa 0.05051. 0

Uma matriz geradora para o reticulado Ds-rotacionado descrito acima é dada por

1.06496 0.918994  0.145967
A= 0.40899  —0.263024 —1.32799
—0.145967 —1.06496 0.918994

De forma similar ao que foi feito na secao anterior, utilizando o reticulado Z*-rotacionado

de [5] obtemos:

Proposigao 4.7.3. Sejam K = Q({o+ ('), eo=1¢ee; =+, i =1,2. Considere o Z-
mddulo J gerado por {ey, —eg — 2e1 — 2e9, —2e0 — €1} e 0 elemento a = (14 (o) (1 — (5 t))%
Temos que o reticulado \/Lgaa(J) é um reticulado Ds-rotacionado com distancia produto

minima relativa 0.03928.

Demonstragao: Para a distancia produto minima relativa temos que d(p,rel) (304(J)) =

11
7§\/§ = 0.03928, pois min{|N(z)|;z € J} = 1. O
2
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Observacgao 4.7.1. Sabemos que quando consideramos apenas ideais principais, a distancia
produto minima € maior, quando o discriminante do corpo ¢ menor. Neste caso, as duas
construcgoes foram feitas via Z-modulos e a distancia produto minima relativa foi maior no

reticulado obtido via o corpo com o menor discriminante.

O reticulado D,

Para n = 15,16,20,24,30 e K = Q((, + ¢, ') tem-se que [K : Q] = 4. Para n = 15,30

tem-se o menor discriminante d(K|Q) = 3253,

Proposigao 4.7.4. Para os corpos K = Q(¢,+¢, ') onde n = 15,30 ndo é possivel construir

um reticulado Dy-rotacionado via o homomorfismo torcido aplicado a ideais de Ok.

Demonstragao: A demonstragao é similar a da Proposi¢ao 4.6.11. Como d(K|Q) = 3253
nestes corpos, uma condigao necessaria para a construcao de tal reticulado é encontrar o e
tal que ou 2 divide N(«) ou 2 divide N(I). Como 20k ¢ um ideal primo em tais extensoes,
nao existem tais candidatos. O

Para n = 16 o reticulado Dj-rotacionado é um caso particular da construcao feita na

secao anterior para reticulados D,,-rotacionados com n = 272,

Proposicao 4.7.5. Sejam K = Q(Ci6 + (i), €0 = 1 e e; = (i + (s i = 1,2, 3. Considere
0 ideal I = e;0g € o elemento a = 24 (¢ + (1), Temos que o reticulado \/Lgoa(f) é um
reticulado Dy-rotacionado. Tal reticulado possui diversidade mdrima e distancia produto

minima relativa 0.011048. O

Uma matriz geradora para o reticulado D,-rotacionado obtido acima é dada por

1.28146  —0.449988 —0.300672  0.254898
—0.105582  0.725887  —1.08637  0.530797
—0.19509  0.55557 0.83147  —0.980785
—0.254898 —0.300672  0.449988 1.28146

O reticulado Ds-rotacionado

Temos que [Q(¢, + ¢, 1) : Q] = 5 se, e somente se, n = 11, 22.

Segue das se¢oes anteriores o seguinte resultado:
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Proposicao 4.7.6. Para K1 = Q((11 + (1Y) e Ky = Q((oa + (o) ndo € possivel construir o

reticulado Ds-rotacionado via o homomorfismo torcido aplicado a ideais de O,, i =1, 2.

Demonstracao: Isso se deve ao fato de 20k e 20k, serem ideais primos em tais extensoes e
da Proposigao 4.6.11. O
Podemos obter o reticulado D5 como um caso particular dos reticulados D,,-rotacionados

para n = (p — 1)/2, p primo.

Proposicao 4.7.7. Sejam K = Q((11+(1') e e = ¢+ Considere o Z-médulo I gerado
por {ey, 9, €3, €4, —€1 — 29 — 2e3 — 2e4 — 2e5} € 0 elemento a = (1 —(11)(1— (1Y), Temos que
o reticulado \/Lﬁaa(l) é equivalente ao reticulado Dy. Tal reticulado tem diversidade mdxima

e possut distancia produto minima 0.0014609. 0

Uma matriz geradora para Ds-rotacionado obtido acima é dada por

0.625625 0.922903 0.781753  0.378638  0.0483561
0.285843 0.270866  —0.129715 —0.71842 —1.14541
0.141151 —0.426994 —0.874547 —0.156128  1.00426
—0.0483561 —0.625625 0.378638  0.922903 —0.781753
—0.22251 —0.0927946 0.766776  —1.05262  0.49591

Reticulado E;

O reticulado E; pode ser visto como um sub-reticulado do reticulado Eg [23], ou gerado
pelos vetores (2, 0,0,0,0,0,0), (0,2,0,0,0,0,0), (0,0,2,0,0,0,0), (0,0,0,2,0,0,0), (1,1,1,0,1,0,0),
(0,1,1,1,0,1,0), (0,0,1,1,1,0,1).

Temos que nao existe corpo K = Q(¢, + ¢, ') tal que [K: Q] = 7. Em [51] é apresentada
uma construcao para o reticulado Z’-rotacionado via um subcorpo K C Q((a9 + (oo tal
que [K : Q] = 7, através da chamada construgdo ciclica. Utilizando o fato de E; ser um
sub-reticulado de Z” podemos rotacionar a matriz geradora do E; dada pelos vetores acima
pela matriz geradora do reticulado Z'-rotacionado que tem como matriz de Gram a matriz
identidade.

Como este reticulado Er-rotacionado é um sub-reticulado do reticulado Z'-rotacionado,

temos que sua distancia produto minima é limitada inferiormente pela distancia produto
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minima do reticulado Z-rotacionado, que é dada por 1/ dp,mm(Z7) = 0.23618. Como a norma

minima de E; é /2 temos que tirar o fator de corregao e com isso temos que /d, e (E7) >

0.16700479.

Uma matriz geradora para o reticulado E;-rotacionado é dada por

—1.36187  0.326205 —0.897706 0.154763  0.164643 0.55111  —0.937142
0.326205 —0.897706 0.154763  0.164643 0.55111  —0.937142 —1.36187
—0.897706 0.154763  0.164643 0.55111  —0.937142 —1.36187  0.326205
A= 0.154763  0.164643 0.55111  —0.937142 —1.36187  0.326205 —0.897706
—0.884365 0.067186 —0.757721 —0.245679 0.0524079 —1.32281 —0.909024
0.067186 —0.757721 —0.245679 0.0524079 —1.32281 —0.909024 —0.884365
—0.757721 —0.245679 0.0524079 —1.32281 —0.909024 —0.884365 0.067186

Reticulado Ejy

Para n = 17,32,34,40,48,60, K = Q((, + ¢, 1) tem-se [K : Q] = 8.

Para n = 17,32, 34, 40, 48 utilizamos o software “Mathematica” para procurar por um
elemento « e um ideal I satisfazendo as equagoes (4.2). Através de tal busca ndo conseguimos
reproduzir o reticulado FEjg-rotacionado em tais corpos via ideais. Como nossa busca sé
percorreu uma parte dos ideais de O nao podemos garantir que nao é possivel reproduzir

tal reticulado nestes corpos.

Proposicao 4.7.8. Considere o Z-médulo I C Q((17 + (17') com Z-base

8 7 2 1
—2, —€1, —€3, —€3, —€4, —€5, —€, 568 + 567 +t 562 + 561

e o elemento a = (1 — (17)(1 — (') = 2 — e1. Temos que o reticulado \/Lﬁaa(]) é um

reticulado Eg-rotacionado com distancia produto minima relativa 0.102360784.

Demonstracao: Neste caso, para rotacionar o reticulado FEg, utilizamos a matriz geradora
para o reticulado Z®-rotacionado de [51], cuja matriz de Gram é a identidade. Desta forma,
obtemos o Z-médulo I. Note que 2I C Ok e, entao, min{|N(x)|; 0 # = € 2I} > 1. Como
N(8es + Ter + 6eg + bes + dey + 3es + 2e2 + €1) = 1, segue que min{|N(z)|; 0 # = €
oI} = 1 e min{|N(z)|; 0 # = € I} = 1/25. Assim, dy,e (%ﬁaau)) =L LJITL =

VT V2
0.0000000120523. Portanto, i/dp,rel (\/%Ja([» — 0.102360784. 0
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Uma matriz geradora para o reticulado Eg-rotacionado é dada por

—0.17826
—0.16623
—0.13174
—0.07945
—0.01645
0.04878
0.10743
—1.30869

Densidade

—0.35046 —0.51071
—0.2589  —0.22765
—0.03234  0.30777
0.21119 0.50202
0.34449 0.13976
0.29796 —0.37742
0.095907 —0.47623
—0.02267 —0.42621

—0.65358 —0.77419 —0.86844 —0.93311 —0.96600
—0.060305  0.21187 0.5234 0.79334  0.94956
0.64245 0.6582 0.23766  —0.41592 —0.90077
0.17886  —0.57213 —0.80979 —0.08609 0.82131
—0.60945 —0.34509  0.73836 0.56232  —0.71389
—0.29133  0.76101  —0.080129 —0.87009 0.58215
0.55569  —0.07143 —0.64178  0.91722 —0.43059
—0.04698 —0.24354 —0.07509 —0.16059 —0.11055

versus distancia produto minima

Existem algumas construcgoes conhecidas de reticulados Z"-rotacionados nas dimensoes estu-

dadas com distancia produto minima maior que as obtidas nas construgoes acima, porém a

densidade de empacotamento do reticulado Z" é muito menor que a densidade de empacota-

mento dos reticulados analisados neste trabalho, esta diferenga cresce muito com a dimensao.

A tabela abaixo relaciona a distancia produto minima relativa de construgoes conhecidas do

reticulado Z"-rotacionado com as construgoes aqui apresentadas, bem como a densidade de

centro. Note que quando a dimensao vai aumentando a densidade de centro do reticulado

Z" vai ficando expressivamente menor que a densidade de centro dos reticulados construidos

e a distancia produto minima dos reticulados algébricos construidos diminui em proporcgoes

menores.

n| Vya@) | dpea®) | 827 | 8(A)

3 0, 522757 0, 36965 0,125 0,17677
4 0, 385553 0, 3242059 0,062500 | 0,125000
5 0, 383215 0,2709718 0,03125 0, 08838
7 0,23618 > 0,1670048 | 0,0078125 | 0,0625
8 0, 289520 0.1023608 0, 003906 0,0625

Tabela 4.3: Distancia produto relativa versus densidade de centro



PERSPECTIVAS FUTURAS

Colocamos aqui algumas perspectivas futuras que sao extensoes naturais deste trabalho,

as quais temos interesse em dar continuidade.

Decodificacao em reticulados g-arios na métrica d,, 1 < p < oc:

Neste trabalho, obtemos uma relacao entre a decodificacao de reticulados ¢-arios na métrica
dy com a decodificagdo do cédigo g-ario associado pela Construgao A na métrica de Lee
(métrica induzida da métrica d;). Temos interesse em estudar a decodificagdo na métrica
dy,, p < 2. Além disso, gostarfamos de analisar se a Construgao A nos fornece reticulados
com caracteristicas especiais quando o codigo utilizado na construcao é especial, como por

exemplo, codigos BCH.

Decodificacao de reticulados obtidos via Construcao B na métrica

de Lee:

Da mesma forma como fizemos para a Construcao A, gostariamos de obter uma relagao entre
a decodificagao de reticulados obtidos via Construcao B com a decodificagao de um conjunto
de representantes do cédigo associado. Ja sabemos que o mesmo tipo de relacao envolvendo
métrica d; e a métrica de Lee nao ¢é valido, mas temos indicios de que um resultado similar

¢é valido alterando a distancia no conjunto de representantes do codigo associado.
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Uso de reticulados ¢-arios em criptossistemas pdés-quanticos:

Um foco de nosso interesse é o da aplicabilidade da pesquisa sobre reticulados e decodificagao
em diferentes métricas em criptografia. Com uma investigacao inicial sobre reticulados ¢-
arios, temos interesse em estudar sistemas criptograficos utilizando tais reticulados e os

resultados obtidos envolvendo esta classe.

Estudo de reticulados para processos de codificagao dirty-paper:

Cédigos dirty-paper sao utilizados para transmissao eficiente de dados digitais através de
um canal sujeito a alguma interferéncia conhecida pelo transmissor. Tais codigos foram
introduzidos por Max H. Costa em 1983 [24] e tém sido retomados sob novas premissas
nos anos recentes. Alguns dos problemas envolvendo dirty-paper tém sido abordados a
partir de um par de reticulados encaixados onde um deles seja subjacente a um bom codigo
para o canal e o outro um bom cédigo de fonte [68]. Nosso objetivo é utilizar ferramentas
como as Construgoes A e B na busca por reticulados para serem utilizados em processos de
codificagao dirty-paper, bem como as técnicas de decodificagdo propostas em [18] utilizando

outras métricas que nao a euclidiana.

Construcao de reticulados algébricos como suporte para

constelacao de sinais:

Tendo em vista construir reticulados que apresentam uma constelacao de sinais eficiente
para a transmissao simultanea sobre os canais gaussiano e do tipo Rayleigh com desvaneci-
mento, neste trabalho, construimos familias de reticulados D,,-rotacionados com diversidade
maxima. Temos interesse em reproduzir outros reticulados mais densos conhecidos em di-
mensoes baixas com diversidade méaxima e calcular sua distancia produto minima. Além
disso, queremos estudar condigoes necessarias para quando é possivel reproduzir um dado
reticulado, por exemplo, no caso do reticulado Eg, queremos saber se é possivel reproduzi-lo
via ideais no subcorpo real maximal dos corpos ciclotomicos e se nao for possivel, quere-
mos entender o porqué. Durante nossa pesquisa, conjecturamos que reticulados equivalentes

na meétrica euclidiana obtidos via ideais principais de um mesmo corpo de nimeros e com
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mesma distancia produto minima sao equivalentes na métrica de Lee e temos interesse em
investigar este fato. Pensando em reticulados que sejam eficientes somente para o canal
do tipo Rayleigh com desvanecimento, queremos buscar novas construgoes de reticulados
Z™-rotacionados que ainda nao foram feitas, como por exemplo para os corpos Q((,r + C;Tl)
para p primo. Um outro fato que pretendemos investigar é se a construcao de reticulados
via Z-mddulos que nao sao ideais origina uma distancia produto minima relativa menor do

que a construcao feita via ideais.
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