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Sumario

In Chapter 1 we consider the following system of semilinear elliptic equa-
tions

It

(S7) LU = Fx.U)+ T+ H(r). Q
°T U = 0,09

where £ = diag(L.L). T € IR?. L is a 2"% order elliptic operator in the
divergent form. H is a fixed vector-function in C"*(Q) x C®(Q) and &} is a
positive eigenfunction of L', the dual operator of L. Using the Monotonic
Iteration Method and Degree Theory, we find a curve I' that splits the plane
into two disjoint unbounded domains E and N (IR? = EU N UT) such that:

(i) (ST) has at least two solutions if T ¢ E
(i) (57) has at least one solution f T €T
(ili) (S7) does not have a solution if T' € N

In Chapter 2 we consider the particular case L = —A and using Variational

Method we find a curve with the same caracteristics above satisfving (i) and

Ein).
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INTRODUCAO

BREVE HISTORICO SOBRE
O PROBLEMA DO TIPO AMBROSETTI-PRODI

Seja © € IR um dominio limitado com fronteira 90 de classse (2.
Informalmente. vamos agora considerar a seguinte equagao

(1.1) {“AZ z g_(fé;;_)”(x)' Q

O Problema do tipo Ambrosetti-Prodi caracteriza-se por determinar as fungoes
g para as quais a equacao (1.1) possua ou nao solucao e, em caso afirmativo, o nimero
minimo - ou se possivel. 0 numero preciso - dessas solucoes.

Na vasta literatura sobre esse Problema, essa determinagao foi feita de duas
maneiras:

(A) Encontrando-se uma variedade fechada que desconecte em dois abertos o

espaco ao qual g pertence. de forma que (1.1) tenha solucao caso g pertenca a um
deles. e nao possua solucao caso esteja no outro aberto.

(B) Parametrizando-se o Problema (1.1) com um parametro ¢ e encontrando-se
um numero real tg = t(g), de forma que (1.1) tenha solugao para t < {y e nao possua
solucao se t >t

Para os casos "limites’ em que g esteja na variedade ou t = t5, obtém-se também
existéncia de solugoes.

Vamos formalizar as 1déias acima e ver como esse Problema foi estudado.

O problema acima apareceu pela primeira vez em Ambrosetti-Prodi [12]. onde
f = f(s) € C*(R,R). f"(s) > 0 ( f é estritamente convexa ) para s € IR e
f(0) = 0. Pede-se o seguinte comportamento para f

¢ : ! M !
(1.2). 0< syr_nwf (s) <A < sggle (8) < Az
onde \; sdo os autovalores de (—A, H}).

Utilizando teoria de pontos criticos, teoria basica de autovalores, teorema de
fungoes explicitas e um teorema de inversao global de fungdes proprias, Ambrosetti-
Prodi consideraram o operador Qu =: Au + f(u) como uma aplicagao diferenciavel
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entre os espagos de Holder C22(Q) e C%°(Q) (0 < a < 1). e provaram os seguintes

fatos:

(o) Os valores singulares da aplicacao O (i.e.. a imagem por © dos pontos u tais
que a derivada de Frechet ©'(u) nao é invertivel) constituem uma variedade fechada
e conexa M de codimensao 1 em ("9%(Q}) e é tal que C%*(Q1)\ M tem exatamente
duas componentes conexas Cg e Cy.

(1) Para g € Cg. (1.1) possui exatamente duas solugoes.

(i1) Caso g € M. o Problema (I.1) possui exatamente uma solugao.

(111) Para ¢ € Cx. o Problema (1.1) nao possui solugoes.

Manes e Michelett [33] em 1973, enfraqueceram a hipétese (1.2). trocando-a
por —oc < slimm f(s) < Ay

O trabalho de Ambrosetti e Prodi tem o incoveniente de nao dar
condi¢oes necessarias nem suficientes para que (i), (ii) ou (ili) ocorra. Com
esse intuito. Berger e Podolak [35] em 1975 dao um grande passo no es-
tudo do Problema e conseguem uma estrutura cartesiana para a variedade
M em espagos de Hilbert. Para esse fim, eles decompuseram as fungoes
g € (%(Q) na forma ¢ = to; + ¢;. onde ¢; é uma autofuncao norma-
lizada (na norma L?) e positiva associada ao autovalor A\; e ¢; € {c:pcm}l
( no sentido de L? ). Assim. vamos reescrever a equagao (I.1) como

(1.1), {‘*’—\Z - é“(régz')uoﬁg](z), 0

Usando o Método de Lyapunov-Schimidt, para cada ¢; como acima. eles en-
contraram um numero real ¢ = #(g;) dependendo continuamente de ¢;, de forma
que:

(1) g € Cg(i.e. (I.1); possui exatamante duas solugoes). se t < t(gy)

(i1)" ¢ € M (i.e. (1.1); possul exatamante uma solugao). se t = #(g;)

(111)" ¢ € Cn (i.e. (1.1); nao possui solugodes), se t > t(g;).

Também em 1975. Kazdan e Warner [29] publicaram um longo artigo onde eles
tratavam operadores uniformentente elipticos de segunda ordem com condigoes de
Dirichlet ou Newmann. Eles trabalharam com a hipétese

: T,s . T,
—oo < limsup (2,9) < Ay < liminf flz.s) < 400
§——00 S s—+00 8

ao invés de trabalharem com o limite (1.2), que envolve a derivada de f. Eles en-
contraram uma sub e uma super solugao para t suficientemente negativo, e usando
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iteragao monotonica. encontraram uma solu¢do. Na verdade, mesmo desconside-

rando a hipdtese de convexidade da fungao f. eles conseguiram provar a existéncia
R L

de uma fungao t : {spano,}- — IR tal que

(i)” O Problema (1.1), possui pelo menos uma solugao, se t < t(g;)
(i11)” O Problema (/.1); nao possui solugao, se t > t(g;).

Posteriormente. Amann e Hess [30] e. concomitantemente Dancer [31] melho-
raram o trabalho de Kazdan e Warner encontrando pelo menos duas solu¢oes para
t < t(g1), e pelo menos uma solugao para t = t(g;). Eles usaram Teoria do Grau
para chegar a esse resultado.

Fica evidente na exposigao acima a importancia da funcao s — f(z,s) (r € )
no estudo do Problema. Ressaltamos que a convexidade estrita dessa fungao implica
na possibilidade de obter-se em cada caso, o numero exato de solugdes ( vide [12],
[24] e [32] ). Por outro lado, a posigao dos limites lim f(z.9)

Is| =+ S
espectro de (—A, HJ) ( quantos autovalores esse limite ‘corta’) influencia o nimero
de solugdes que podemos obter.

em relacao ao

Por exemplo, se além das hipdteses pertinentes ao nosso Problema supormos

a convexidade acima e a hipotese de que o hin -
s—+oo S

< Az uniformemente para

r € Q, entao para cada g; € {span}*, existe um nimero t = t(g;) tal que

(1)”" O Problema (I.1); possui exatamente duas solugoes. se t < t(g;)
(i1)"" O Problema (1.1); possui exatamente uma solugao, se { = t(g;)
(1ii)"" O Problema (1.1); nado possui solugoes, se t > t(g1).

Essa demonstracao estd bem préxima da idéia do Berestycki [32] e estd em
Figueiredo [2].

Como exemplo também, se considerarmos a hipdtese

fas) 5 oa, < tim {529

8= — 00 S s—+o00 S

< Az,

entao pode-se encontrar um 7 € IR tal que (/.1); possui pelo menos TRES solugoes
set <7,

Resultados em que os limites 3?2 em Fo0o cortam mais que um autovalor,
podem ser encontrados em Lazer-McKenna [35], [36], [37] e nas referéncias citadas

por eles.



Aconselhamos a leitura da Introdugao de cada capitulo como complementacgao
desse Historico.

SOBRE A ESTRUTURA DA TESE

Nosso proposito nessa tese é formular uma versao do Problema do tipo
Ambrosetti-Prodi para sistemas elipticos.

A tese foi dividida em dois capitulos. No primeiro, usamos Iteracao Monoténica
e Teoria do Grau. e no segundo, Método Variacional para chegarmos a nosso objetivo.

Os capitulos foram elaborados de forma que eles ficassem independentes e o
leitor pudesse ler qualquer um deles sem a necessidade de ler o outro. Fomos também
bastante explicitos em varios passos e fizemos varias observagoes e comentarios no
decorrer do texto. Tudo isso visando facilitar a vida do leitor. Espero que nao
tenhamos sido exaustivos mas. entre a timidez e a arriscada ansia de falar, optamos
pela segunda. mesmo sabendo de seus perigos.

Pela sua propria natureza ( operadores gerais de segunda ordem, estimativas a
priori, etc.) e extensdo, o Capitulo 1 é mais intricado de se ler do que o tranquilo
Capitulo 2.

Mesmo nao sendo esta a forma mais usual de apresentar uma tese, ela foi a
forma final (e de modo algum intencional) que aos poucos nos for se cristalizando. E
essa fol a maneira que decidimos apresenta-la. Os sucessos e (ou) imperfei¢oes que
surgirem sao todos da nossa -leia-se: minha!- responsabilidade.
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CAPITULO 1

UM PROBLEMA DO TIPO AMBROSETTI-PRODI

PARA SISTEMAS ELIPTICOS
VIA ITERAGCAO MONOTONICA E TEORIA DO GRAU



“Dar ao numero impar

o acabamento do par

entao. ao numero par. -

o assentamento do quatro.”
JOAO CABRAL DE MELO NETO

“E quando eu estiver mais triste
Mas triste de nao ter jeito.
Quando no peito me der
Vontade de me matar

La sou amigo do reli,

Léa tenho a mulher que quero
Na cama que escolherei!
Vou-me embora pra Passdrgada!
MANUEL BANDEIRA

“O0 BINOMIO de Newton é tao belo como a Vénus de Milo.
O que ha é pouca gente para dar por isso.”
ALvARO DE CAMPOS ( FERNANDO PESSOA )

“Me desespero porque ndo posso estar presente a todos os atos da vida

Onde esconder minha cara? O mundo samba na minha cabega.

Triangulos, estrelas, noite, mulheres andando,

pressagios brotando do ar, diversos pesos e movimentos me chamam a atengao,”
MURILO MENDES



0. Introdugao ao Capitulo 1

Considere o problema

(P) -Au = f(r,u)+tor+g. Q

u = 0,00
onde g € C}R x Q). t € R, 0; é uma autofuncao positiva correspondente ao
primeiro autovalor A; de (—A. H () e g € C¥(R) satisfaz

(0.1) —oc < limsup f(I"S) < A1 < liminf flz.s)

s— =2 S s—+400 8

< 4oc

uniformemente para r € €.

A equagao (P) é uma versio cartesiana de um problema do tipo Ambrosetti-
Prodi, que assegura para cada f a existéncia de um nimero real ¢(g) tal que (P)

(1) nao possui solucao se t > ¢(g)
(ii) possui pelo menos uma solugao se t = ¢(g)
(i11) possui pelo menos duas solugoes se t < ¢(g).

Neste capitulo, vamos seguir uma linha de procedimento andloga a que foi
feita em de Figueiredo [2], onde se estuda o Problema (P). Vamos formular uma
versao desse problema para um sistema de operadores elipticos de segunda ordem.
Usaremos para essa finalidade a Teoria do Grau e 0 Método da Iteracao Monoténica.

Dividimos o Capitulo em sete secoes. Nas duas primeiras fornecemos e pro-
vamos alguns resultados bésicos preliminares. Depois provamos ( usando Iteragao
Monotonica ) a existéncia de uma solucéo, caso tenhamos uma super e uma sub-
solugao ordenadas para o sistema. Na segao seguinte parametrizamos o sistema e
encontramos uma sub e uma supersolu¢ao para os parametros num certo subcon-
junto de IR%. Na secao 5 encontramos uma curva que divide o plano em duas regioes,
onde o sistema possui uma solugao ou nao possui solugao, caso o parametro esteja
numa ou noutra regiao, respectivamente. Nas se¢oes finais encontramos estimativas
a priort e usando a Teoria do Grau, melhoramos o resultado acima, encontrando
pelo menos duas solugoes se o paramentro esta na primeira regiao e pelo menos uma
solucao se esta sobre a curva.



1. Definicoes e Notacoes

Vamos fixar algumas notagoes. Dado um espaco de Banach X. denotamos por

X* o produto Cartesiano X x X, o qual é um espaco de Banach com a norma
definida por

(. )l == llellx + lyllx-

Seja k um inteiro positivo. Denotaremos por (*(Q) o espaco das funcoes
reais cujas derivadas possuem extensdes continuas em {! até a ordem k e esas k-
ésimas derivadas sao uniformemente Holder continuas em . com expoente de Holder
a, 0 < a < 1. Esses espagos serao munidos com as normas

”UHck,o(ﬁ) = IIDjU||Co(§) + Z H,[D’u].

<k lal=k

LN
' ‘ _ . N Do ol
7=0neegn) il = ;Jr B T

Nesse trabalho consideraremos um dominio limitado @ € R>, N > 2. com
fronteira 9 de classe C*®,0 < a <1 ( segundo a definicao de [1]. pg. 94 ).
Para simplificar a notagao. e quando nao houver ambigtuidade. vamos escrever
('VU.O(ﬁ) = (% ¢ 672,0(6) = (%0,
Seja
(1.1) {.CU = F(z,U)+ G(z). ©
' U = 0, 00

um sistema 2 X 2 de equacoes elipticas. onde [ = (?) € (C*2)2, L = diag(L;. Ly),
e

N N
(1.2) Li= Y —ak(2)D2 + 3 b5 (2)Ds + ¢ (a)
1,5=1 =1

é um operador uniformemente eliptico de 22 ordem cujos coeficientes, para k =1, 2,
satisfazem as seguintes condigoes:

(1.3) ak b ke @), 1<i,j <N

i]ﬁ 1

N



€
AN’

(1.4) 3 af ()6 > AP

t,7=1
para alguma constante A > 0 independente de z € . e para todo £ € IR™. Iremos

também supor que

(1.5) Haf]“c*a(ﬁ)- ”bﬂlca(ﬁ)v ”Ck”ca(ﬁ) <A

para alguma constante A > 0 e para todo 1 <1, <N,
Os termos do lado direito de (1.1) tém as seguintes regularidades:

(1.6) Fz.U) = (f(””’““’)> €[C°@xRxR.R)?e
g(x,u,v)

! 1\ 2
G= (h>€(C )e.

Seja X um espago de Banach ordenado com uma ordem >. Vamos ordenar X2
com ao ordem definida pelo cone

Uu

P={U=< ) € X%u>0.v>0}.

v

Escrevenos
(1.7) U>0 se UeP e U>Vsel —-VeP
Caso U; < U,, definimos

(1.8) .Uy = {U € X2, U, <U <13}

No que segue, consideraremos X como IR ou (*¢(Q), i =0,1,2.

Uma subsolugao de (1.1) é um vetor-funcao U € (C%?)? satisfazendo

(1.9) {ﬁﬂ < P U)+ Gle). 9

U 0, of.

Uma supersolugao ¢ definida de maneira semelhante revertendo-se a desigual-
dade acima.



Observagao 1.1: (C"®)? < (("79)? compactamente se { > j > 0.

Observacao 1.2: Normalmente é usado < ao invés de = para a condicao de fronteira
em (1.9). No entanto as condigoes acima sao suficientes para os nossos propositos.

Observagao 1.3: Denotaremos por A; o primeiro autovalor de (—A, H}(2)) e por
@1 uma autofuncgao positiva associada a A,.

2. Preliminares

Nesta secao provaremos dois lemas basicos que precisaremos mais adiante.
Lema 2.1: (Estimativa a priori em (> para o problema linear)

Suponhamos que valha a propriedade de unicidade de solucio para o seguinte
sistema linear

LU = A(2)U + F(z), Q
(2.1) { U = ¥, o0

onde ¥ € (C*?)2, F € (C?)? e A é uma matriz-funcao com entradas em ("°. Entao
existe uma constante positiva ¢ = c(n, A, A, a, 1) (estamos considerando o mesmo A
e o mesmo A para L; e L;) tal que

(2.2) ”UH((‘?-O)? < C(HFH(CQ)? + ||‘I’H(02-0)2)

para eventuais solugoes 7 € (%)% de (2.1).

Demonstragao: Suponha que (2.2) nao seja verdadeira. Entao existem seqiéncias
[/,. F, e ¥, como acima, satisfazendo o sistema (2.1) e a desigualdade

(©) ”L’vn”(C?O)'z > "(“FnH(cO)z + H‘I’nH(Cz.a)z)-

Pelas Estimativas de Schauder aplicadas separadamente a cada equagao de
(2.1), encontramos

(00) ||U||(C2,01)2 < C(“UH(CG)2 + ”FH(CO)? + H‘I’H(cza)z)-

Podemos assumir que ||Uy||c2.0): = 1 e daf que U, — Up em (C*) ( Ob-
servagao 1.1 ), donde ||Uo||cz.aye = 1. De (&) segue que Fi.. ¥, — 0 e portanto,
se aplicarmos a desigualdade (<) a U, — U,,, vé-se que a convergéncia acima se da

em C'*®. Logo



U =0 .00

e por unicidade temos U’y = 0. Absurdo! m

{ £U() = A(.’I‘)U(), 0

Lema 2.2: (Alternativa de Fredholm para (2.1))

(1) Se o sistema (2.1) com F' = 0 possul apenas a solugao trivial, entao o sistema
(2.1) tem solugao unica para qualquer F.

(11) Se o sistema (2.1) com F = 0 possui alguma solugao nao trivial. entao o
conjunto dessas solugoes constitui um subespac¢o de dimensao finita em (("2°)2,

Demonstragéio: E suficiente nos restringirmos ao caso com condi¢oes de Dirichlet
nula. Considere a matrizo = (gl kg). ki, ky € RY comc'(z)+k; >0,1=1,2, €0
e o espago de Banach B = {U € (C**)%U = 0 em 09}. Como o sistema
Lo, = LU 40U = Fem§ com U € B é constituido de duas equagoes desaco-
pladas e ¢ + k; > 0. segue-se do caso escalar que elas possuem solu¢des tnicas.
O Lema 2.1 implica que o operador £ : (C?)? — (C??)? ¢é continuo e a Ob-
servagao 1.1, que ele é compacto se visto do espago (C'*)? nele mesmo. Escrevendo
A, = A+o0, osistema (2.1) é equivalentea U —TU = L;'F.onde T = LA, é um
operador compacto. Dessa forma, o resultado segue da Alternativa de Freedholm
para operadores compactos. [

Observagao 2.1: Pelo que acabamos provar, escrevendo L4 := £ + A. temos que:
se o sistema
LU = F, Q
[ = v, 00

satisfizer a propriedade de unicidade de solu¢ao. entao o operador
L3 (C)? — (C?)? estd bem definido e é compacto.

3 Método da Iteracao Monotonica

O Método da Iteracao Monotdnica que usaremos no proximo teorema tem a
vantagem de ser construtivo e implicar facilmente alguns fatos importantes (veja
o Corolario 4.1 e o Lema 6.2). No caso escalar, ele foi usado no classico livro de
Courant-Hilbert [24], pg. 370. Posteriormente foi usado por vérios autores para
encontrar a primeira solu¢ao no tipo de problema em que se procura duas solucoes
( por exemplo, Kazdan e Warner [29], Amann e Hess [30], Dancer [31], Berestycki



[32] e Figueiredo [15] ). Em geral, a outra solugao que se procura é encontrada por
outros métodos, tais como Teoria do Grau ( em nosso caso e em Dancer [31]. Amann
e Hess [30] e Berestycki [32]) ou por métodos variacionais ( como em Figueiredo [15]).

O método funciona se tivermos um principio do maximo e uma ordem no
espaco em que se trabalha. O maior obstdculo que encontramos para usa-lo em
nosso caso. foi o fato de nao existir um principio do maximo generalizado para
sistemas. No entanto, nés podemos superar esse problema usando um Principio do
Maximo abstrato provado por Souto e Corréa em [4]. Esses autores obtiveram esse
Principio do Maximo para operadores positivos como consequéncia da propriedade
da invariancia homotopica.

No que segue, daremos uma prova alternativa desse principio com hipdteses um
pouco mais fortes, usando o Teorema de Krein-Rutman (Teorema A; do Apéndice):

Seja A C X um cone positivo. Dizemos que L : X — X é um operador
estritamente positivo se L(K — {0}) C intK  (intK := interior de K).

Proposigao 3.1: (Principio do Maximo)
Seja L : X — X um operador compacto positivo e suponha que

(H;) U =0 é a unica solugao da equacao UV = tLU para U € X e para
todo t € [0, 1].

Entao. para FF € X e U € X satisfazendo
(3.0) U=LU+F
temos que U € K,se FF € K.

Demonstragao: (Para operadores lineares estritamente positivos)
Em vista da hipétese (H;) e do Teorema de Krein-Rutman, o raio espectral de
L. ro(L) = lim||L"||*/ < 1 e é positivo. Portanto o operador (I — L)™' pode ser

> ]

representado como uma série de Neumann. Logo, (I — L)™' = ZL" e esse é um
n=0

operador positivo. Como (3.0) é equivalente a U = (I — L)™'F, a positividade desse

ultimo operador implica que U > 0 se F' > 0, como queriamos. m

De agora em diante, a menos que se mencione o contrario, todas as matrizes-
fungoes estarao em CY(2).



Seja A uma matriz-fungao. Denotaremos
K={Ue(C""U>0} e Ky={AU:U € K'}.i=0.1.2.

O Teorema a seguir foi inspirado no artigo de Amann [13], onde ele estuda
pontos fixos em espacos de Banach ordenados.

Teorema 3.1: (Método da Iteragao Monoténica)
Sejam [’ e U/, uma sub e uma supersolucao, respectivamente, de (1.1) com
U < U. Seja A(r) uma matriz-fungao tal que:

(3.1) F(z.S)-F(x.T)>A(z)(S—T). para S>T: STeR* z¢0Q

— miny —
e S.T € [minU, maxU/] (minlU := (zeﬂ ) A mesma definicao para maxl’).
7€ reN T€Q lTliIlQ T€Q
zeq )
Seja E(r) uma outra matriz-funcao e para M(z) := A(z)+ E(z) e Lg := L+ E
consideremos o sistema

L LeU = tM(z)U, Q
(32) { U = 0, 00,

Suponhamos que a matriz F seja tal que
) [” = 0 seja a 1nica solugao de (3.2) para UV € (("?°)? e para todo
(3.3)
te [0,1]
e que
(3.4) L' (K'UK;,) C K?,

onde Lz' é o inverso do operador Lg com condicdes de fronteira de Dirichlet.

Entao o sistema (1.1) tem duas solucoes U e V em (C'*®)? (eventualmente
pode ocorrer que U = V) taisque U < U <V <L U. Além disso, se Z é uma outra
solugao com Z € [U,U]}, entdo Z € [U,V], i.e., U é uma solugdo minima e V uma
solugao maxima no intervalo [U, V.

Demonstragao: Por (3.3) e pelo Lema 2.2, o operador abaixo esta bem definido

T[0T — (C%0)
U +— W=TU,



onde W é a unica solucao do sistema

(3.5 LEW = M@)W + F(z,U) — A(x) + G(z). 0
W = 0. 90

Afirmamos que 7 é monétono. Defato, se Uy . U, € [U.U), Uy < U,. Wy =T,
e W, =T7U,. de (3.5) e (3.1) segue-se que

(3.6) { Lp(W, — W) > M(x)(W,— W),

W, —W, = 0, 0.
Por outro lado. pela Observacao 2.1 e por composicao, temos a compacidade
do operador LE'M : (C?)? — (C9Y)2% Dai como (3.3) e (3.4) valem, podemos
aplicar a Proposigao 3.1 ao sistema (3.6) e obter que W, > W7, como queriamos.
Para fazermos a iteracao. vamos definir as seqiéncias

("VO = Qs U, = 7’l'rn—l
(3.7) n=1,2.23,...
Vo=U, Voa=TV,.,.

Pelo mesmo tipo de argumento que acabamos de usar, mostra-se que U; > Uy e
Vi £ W. Logo. iterando (3.7) chegamos que

U=Uo < << <V <V <V =T
Portanto, existem subsequéncias (novamente denotadas por [, e 1},) tais que
(3.8) l,-U e V,—YV pontualmente em 2.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. concluimos que
a convergéncia é em (LP)?, para todo p > 1 e dai por um argu-
mento standard de bootstrap existem subsequéncias daquelas em (3.8) con-
vergindo em (C%9)2, Portanto, passando o limite em (3.5) com U, 4
substituindo W e U, substituindo U ( e depois fazendo a mesma coisa
com V, ), concluimos a primeira parte da demonstracdo. A segunda parte segue
facilmente por iteragao. u
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4. A Procura de Sub e Supersolugoes

Como precisaremos aplicar o Teorema 3.1 a nosso problema. vamos a seguir
encontrar sub e supersolucoes para (1.1)

Teorema 4.1: (Existéncia de Subsolugées)

Suponhamos que B é uma matriz-funcao tal que

(4.1) F(a.T)>2B@@)T-C, TeER. r€Q, C= <C> > 0,
C

(4.2) B é cooperativa (i.e., os termos fora da diagonal principal sao

nao negativos)
(4.3) as assergoes {3.3) e (3.4) valem. trocando a matriz A pela matriz B.

Entao existe uma subsolugao [’ € (C?9)? de (1.1), tal que se U é qualquer
supersolucao de (1.1), nés temos

— U oU
(4.4) U<lU emQe %V— < % em 0.
ol du dv )
(aqui, %—l— = (()_u d—l) e é— é a derivada direcional exterior).
v v Ov v

Demonstragao: Escolhamos (' tal que tenhamos desigualdade estrita em (4.1).
’sando (4.3). decorre da Alternativa de Fredholm para sistemas (Lema 2.2) que
existe uma unica solu¢ao U do sistema

LU = B(x)lU -C+G(x), Q
U = 0, 09

Portanto, de (4.1), U é uma subsolugao estrita para (1.1).

Se U é uma supersolugao para (1.1), entao pela Proposigao 3.1, nés temos que
U > U. Observemos que U — U # 0 em . Assim, a conclusao decorre do Principio
do Maximo de Hopf para sistemas (Teorema A; do Apéndice) aplicado ao sistema

{ Z(U_Q > [B(T)_ (gl(rc)'z(z()))] (—U_—_U.)’ 0
U-U = 0, 00

RSV —
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onde L é a parte de £ que contém apenas as derivadas. =

Corolario 4.1: Se (3.1). (3.3). (3.4). (4.1), (4.2) e (4.3) se verificam e (1.1) pos-
sul uma supersolugao para algum vetor-funcao G € (C®)2. entao o sistema (1.1)

tem uma solugao minima Up;,. Isto é, se U é uma solugao. necessariamente tem-se
Upin < U em Q.

Demonstragao: Dada G € (("®)?, seja [’ uma supersolucio para (1.1). O Teorema
4.1 garante a existéncia de uma subsolugao U com U < . Logo. pelo Teorema 3.1
existe uma solugao W de (1.1) com U < W < U obtida por iteragao monoténica a
partir de [’ (vide (3.7) e (3.8)). Observemos que W independe de . Assim, basta
considerarmos Ui, = W. =

Corolario 4.2: Com as mesmas hipéteses do Corolario anterior, se o sistema (1.1)

tem uma supersolugao para algum Go € (C'?)?, entao ele possui solugao para todo
G € (C?)?% com G < Gy.

Demonstragao: Se (1.1) com G = (G possui uma supersolucio U, entao U ¢é
também uma supersolugao para (1.1) com GG < Gy. Do Teorema 4.1, existe uma
subsolucao [ para (1.1) com G < Gy, onde U < U. Portanto do Teorema 3.1, segue
o resultado que queriamos m

O teorema que segue é uma versao N-dimensional para sistemas de um resul-
tado de Chiappinelli. Mawhiu e Nugari [6]:
Teorema 4.2: (Existéncia de Supersolugao)

Dadas as funcoes hy.hy 01,92 € C(9) tais que ¢; > 0em N e p; = 0 em
0. 1 = 1,2, vamos definir

hy + 1o

(4.5) Gro) = (h2 t oo

) . (r,s) € IR*.

Entao existem ro = ro(h;,2) < 0 e so = so(h2, 1) < 0 tal que o sistema (1.1)
com G(rq,s0) POSSUi uma supersolugao U > 0, U € (C*@)2

Demonstragao: Consideremos o operador ii = L;+k; e k; € R tal que ¢'(x) +
k; > 0 para todo z € Q, ¢ = 1,2. Fixando N > 0, sejam

myg = max{|f($’77»§) + h](.’E) + kln|az € ﬁ’ ‘8|7 lé' S N}
mg = max{lg(z,n,€) + ha(z) + katl,z € A, |s. [€] < N}.

12



Sejam também os dominios abaixo, a serem escolhidos posteriormente.,

NC,cNca,cn

A O

e denotemos é; = vol(2 \ ;). Vamos considerar H; € (). onde H; = m; em
Q\Q§ .H;EOemQ}eOSH;Sm;.
Seja @ a solucao da equacao
{ Z]E = Hf, Q
T = 0, 0N

Da teoria das equagdes elipticas, temos @ € C?*?(Q1) e @ > 0. Das estimativas
L?, segue-se que ||w]|y2r < c15}/pmf. e do Teorema de Imersao de Sobolev, que
l|@llcie < 025}/pmf, para um p > n com a =1 — 2. Dai. € possivel escolhermos {0}
tal que |w(r)| < N para 2 € 1. O mesmo procedimento se usa para a funcio g e
para o operador L; de modo a acharmos uma fungao ¥ com propriedades analogas
as de w.

Escolhendo agora g e s¢ suficientemente negativos tais que
Hy > my+ropr € Hg 2 mg+ sops.
vé-se imediatamente que [ = (w,Z) > 0 é a supersolugao procurada. m
Dado o par (p.q) € IR? . definimos

(4.6) S(p.g)={(r.s)e R* r<p e s<gq}.

Do Teorema anterior e do Corolario (4.2) se segue o
Teorema 4.3: Se (3.1), (3.3). (3.4), (4.1), (4.2) e (4.3) valem, e se G é dada pela
expressao (4.5), entao existe (ro, so) € IR? tal que o sistema (1.1) com G = G,
tem uma solucao U € (C'?)? para todo (r,s) € S(ro.s0). (S éofechode S )

( Vide Figura na pg.37)

Observagao 4.1: O Teorema 4.3 pode ser generalizado para um sistema n x n de
equagoes elipticas do tipo que tratamos acima.
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Exemplos

Exemplo 4.1: (Uma condigao suficiente para (3.3) e (3.4) no caso em que a matriz
A(r) é cooperativa)

Seja A(r) = (:((;)) Zé:;) uma matriz funcao cooperativa. Suponhamos que os

A
coeficientes af, € C*() e que Ly = Z Di(a(z)D;) + >_b*(2)D;, k=1.2
1,7=1
Considere as matrizes

_[—a({r) O 0 bo(x)\
E(x) = (O—d(:r))' M(z) = ( O) = A(x)+ E(x)

e{x)
e o operador
Lg=L+F
Pela desigualdade de Garding (Teorema A3 do Apéndice) temos
/(Lku)u > / IVul* - c2/u2‘ 1. 62200 ue H(I,(Q).

Dessa desigualdade juntamente com a de Poincaré, é possivel definirmos

. L
(4.7) ML= inf JIEEOML g
ueHl (%) [ u?
ugE0

O operador Li possu~i um unico auto-valor positivo A;(L;) (Teorema A4(a) no
Apéndice). Claramente A(Ly) < M(Ly). k = 1.2, Afirmamos que (3.3) e (3.4)

valem, desde que se verifique a condig¢ao abaixo:

(4.8) (A(2)S, S)re < p|S|?, para algum pu < min{A;(L1), A1 (L2)},

onde (-.-) gz é o produto interno usual do IR?*, S € IR* e v € Q1. De fato. do Principio
do Méximo no caso escalar (Teorema A4(c), do Apéndice) temos L5' (A!) C K%, eda
cooperatividade da matriz A, temos K}, C K?, donde a condigao (3.4) é verificada.
Multiplicando a primeira equagao em (3.2) por u, a segunda por v, integrando e
depois somando as expressoes resultantes, obtemos

(@9)  min{u(Lo)h(La)} [ U< [ (A<H> (1) su e,

e portanto (3.3). =
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Exemplo 4.2: (Uma Aplicacao do Teorema 3.1)

Considere o seguinte problema

—Au = a(z)u+b(r)v—ud Q
(4.10) —Av = c(z)u+d(r)v -1, Q
u = v=0, 0N

— (alz) blz)
onde A(x) = (C(T) d(r)).
(i) Se (A(x)S,S)g: < p|SI?. para algum p < Ay e para todo 7 € Qe S € R%
entao o sistema (4.10) possui possui apenas a solucao trivial.

(i1) Se A for cooperativa e
(4.11) (A(x)S.S) g > 7| S|

para algum 7 > A, e para todo v € R e S € IR*. entao o sistema (4.10) tem pelo
menos dois vetores-solucoes nao triviais.

Demonstragao:

(1) Usando a desigualdade de Poincaré e procedendo como fizemos na de-
monstracao de (4.9) ndés obtemos

=) [ICF+ [+ 0% <o,

e dai. temos que UV = (.

(i1) Nao é dificil encontrarmos uma subsolugao o0¢® e uma supersolugao 7yd
para o sistema (4.10), com um oo € IR* suficientemente pequeno e um 7o, € IR*

suficientemente grande, respectivamente. De fato, se & = (:j) e 3 € IR, temos

— — A(; 3(91) = g [*l—a—b]w%?)
) = AT+ (Oi‘) - M([Al —c—d+ 52¢%)

Como A\ —a—b< 0e A —c—d <0, escolhendo 3 convenientemente, decorre

dessa expressao a existéncia da sub e supersolugao da maneira falamos acima.

E claro que 0o® < 70®. Definamos N = max(no¢; ) e escolhamos M > N tal
TEQN

que (Ap(2)S,S)re < p.|S|? para algum g, < A e todo S € R? e z € §, onde

a(r) —3M? b(x)
Am(z) = ( o(z) d(z) — 3M?2 )
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(l

Dessa maneira. se os vetores [; = ("’) (32) satisfazem
2

0 < o6 < U, < npd® < (}]g) para 1 = 1, 2. entao

us —uf = (up — up)(uld + uyup + u?) < (up — uy)3M% e vy — v < (vy — vy)3M2

Definindo f(r,u,v) = a(x)u + b(z)v — u? e g(z.u.v) = c(z)u + d(r)v — 03,

temos que

F(z.U3) = F(z.Uy) 2 Apm(2)(U2 = Uy) para U > Uy com Uy U € [00®. 7o®).

Pelo Exemplo anterior e pelo Teorema 3.1 asseguramos a existéncia e uma solucao
U € (C*?)2 Vé-se que —U7 é a outra solucao procurada. m

Exemplo 4.3: (O Teorema (4.3) no caso em que as matrizes A(z) em (3.1) e
B(z) em (4.2) sao nao cooperativas com os elementos da diagonal secundéria nao-
positivos)

Nés ordenamos o IR? com a seguinte ordem: U7 = (u.v) = 0 se, e somente se,
u>0ev <0,

Com essa nova ordem, mutatis mutandis nés formulamos definigdes ( tais
como sub e supersolugdes) e hipoteses adequadas a esse novo caso ( pedindo que
as hipoteses do caso anterior sejam satisteitas, trocando-se a ordem > pela or-
dem > ). Com uma mudanca de variaveis, reduzimos esse caso ao anterior, va-
lendo portanto o Teorema 4.3. Convem observar que neste caso, rg < 0,50 > 0 e
S*(ro. so) = {(r.s) € R*: 1 <rges> sy} (Vide Teorema 4.2 e definigio 4.6). m

5. Existéncia de Pelo Menos Uma Solucao

De agora por diante, consideraremos L = Ly = L, ¢ > 0 e a;, € (*(Q),
de forma que L possa ser escrito na forma do divergente L = D;(a;;D;) + b;D; + c.
Pelo Teorema A4 (a) do Apéndice, existe uma autofungao positiva ] associada
ao operador adjunto formal L' de L ( vamos considerar [(¢})> = 1 ). Por sua
vez, o autovalor A} associado a essa autofungao é também positivo, com autoespago
simples.

Seja N = span{¢}}. Qualquer fungao g € C? () pode ser escrita de forma

Unica como ¢ = tp] + g1, onde g; € C*(Q), g1} =0 et = [gp]. Denotamos
Nt={feC% [foi,=0}e N} =N+t xNL
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Vamos assumir as seguintes condi¢des de crescimento sobre F:

(5.1) F(z.8) > AS - C
e
(5.2) F(z,8)> AS - C
para todos 7 € 0, S € IR?, onde

— a b a b c

A= = =" 1 . =

(5 Q,A (E d)eﬂb 2:{R). eC <0)>0
Essas matrizes satisfazem
(5.3) (A — X I)"! é bem-definida e possui entradas nao-positivas
e
(5.4) (A — X I)™' é bem definida e possui entradas nao-negativas.
Veé-se facilmente que (5.3) é equivalente as condigoes

(5.6) A= (X - a)(X —d) — be > 0
(5.7) a.d< ),

ou as condi¢oes

(5.8) boe<0
(5.9) A= (N —a)(N, —d) = be < 0
(5.10) a.d> ).

Por sua vez, (5.4) é equivalente as condigoes

(5.11) b,c<0

(5.12) A=\ -a)N,~d)~-b>0
(5.13) a,d> )

ou as condigoes _

(5.14) b,e >0

(5.15) A=\ —-a) A\ —d)—-be<0



(5.16) a.d < M.

E claro que (5.3) e (5.4) valem respectivamente sc, e somente se,

(5.17) (A— \I)"'S <0, para todo S > 0, S € IR?
€
(5.18) (A—X\I1)"'S >0, para todo S >0, S € IR%

Para prosseguirmos em nossa analise de existéncia ou nao de solugoes para o
sistema (1.1), vamos agora. utilizando os comentarios do comeco desse paragrafo.
reescrever aquele sistema como

(5.19)7

LU = F(z.U)+ Ty, + Gi(z), 0
U = 0, 09

para alguma funcao G, = (’;}1) ENleTl= (;) € IR%.
Com essa formulacao temos

Lema 5.1: (Existéncia de uma regiao no plano (r,s) onde o sistema (5.19)7 nao
possui solugao).
Assumamos que (5.3) e (5.4) valem. Entao, dado um vetor-funcao

Gy € ()2, existe um dominio ilimitado R do plano (r.s) (dependendo apenas
de A.A e X)) tal que

(5.20) se T € R, o sistema (5.19)r ndo possui solugao.

(Vide Figura na pg.37)

Demonstragao: Suponhamos que U seja uma solugao do sistema (5.19)7.
Multiplicando ambas as equagoes desse sistema por pj, integrando as expressoes
resultantes e usando (5.1) e (5.2), obtemos

Ai/w’lZa/wa/w’l—chr, A;fszSZg/usoHd/vap;—cﬂ
)\'I/ua,o'IZE/ugp'l+_5/vtp'l—c+r, )\'1/1)4,9"1ZE/ucp'l—FTd/vgo'l—-c-l—s.

Definindo, v = fup}, § = fvyp), T =r —ce 3 = s —c, decorre das desigualdades
acima que
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(5.22) (A - AJ)(’;) < :;)

Aplicando (5.17) e (5.18) a (5.21) e a (5.22), respectivamente. temos que:
(i) se 7 <0,

d—X

s< ; 7 quando b# 0, ou 7 <0 quando b =0,

(1) se v > 0,

U

—"\‘/l

< 7 7 quando b # 0, ou 7 < 0 quando b = 0.

Portando, independentemente do sinal de «, o par (7.3) encontra-se na regiao
composta por dois semi-planos, cada um deles limitado superiormente por uma reta

de inclinagao negativa ou infinita passando pela origem. R ¢ o complemento dessa
regiao nas variaveis r and s. m

Para t € R, seja
| W= {(r,s) € R s +1t=r}.
Fixando G; = (’;1’) € N%, vamos definir
R(t) = {r € R;(5.19)7 tem uma solugéo com T = (r,s) € W; para algum s € IR}.
Pelo Teorema 4.3 e pelo Lema 5.1, a curva abaixo esta bem definida:
I'(t) = (sup R(t),sup R(t) — t) = (r(t),s(t)). t € R.
Segue imediatamente as seguintes propriedades da curva I':

I';) T nao decresce na direcao r e nio cresce na direcao s (ie, t' < t" implica
r(t') < r(t") e s(t') > s(t")).

Iy) r(t") —r(t') <t —t', para t' <"

I';) T é uma curva Lipschitziana.
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I'y) limr(t)= —oc e lim s(t) = ~oc, se b,b#0.

-~ t—+oc
(Vide Figura na pg.37)

Observacao 5.1: Vamos considerar o seguinte sistema com uma equagao desaco-

plada
~Au = f(r,u)+r¢;. Q
—Av = g(z,u,v)+ s¢;. Q
u = v=20, 00N

onde as nao-linearidades satisfazem (0.1) e as hipdteses do Teorema 4.3 e do Lema
5.1. Segue dos nossos resultados, juntamente com os resultados do Problema do tipo
Ambrosetti-Prodi para o caso escalar que

lim r(t) = ry. para algum r; € Re lim s(t) = —oc.

t—do0 t— 400

Observagao 5.2: Para o Exemplo 4.3 podemos fazer o mesmo procedimento desta
secao e encontrar uma curva I com propriedades similares aquelas da curva I'. Ob-
servamos que neste caso, um teorema analogo ao que agora nos vamos apresentar é
também valhido.

Dos resultados que obtivemos até agora e da construgao da curva I', estamos
aptos a apresentar o Teorema final dessa segao

Teorema 5.1: Suponha que (3.1), (3.3). (3.4). (4.1). (4.2). (4.3) .(5.3) e (5.4) valem.
Entio para cada G; € (C®)? existe uma curva lipschitziana I' € IR* separando o
plano em dois dominios ilimitados £ e N ([R* = EUT UN e N ¢ a parte do plano
que esta acima de I') tais que

(1) (5.19)7 possui pelo menos uma solugao, se T' € E.
(i1) (5.19)7 ndo possui solugao, se T € N.
(Vide Figura na pg.37)

Observagao 5.3: Com uma simples manipulagao algébrica vé-se que:
Se (5.5) vale, as condigoes (5.6) e (5.7) sao equivalentes a

(5.23) Hys By < A,

onde g, 1 = 1,2 sao os autovalores de A.
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Se (5.11) vale. entao as condigoes (5.12) e (5.13) sao equivalentes a

ﬁl‘ ﬁl > A;‘

onde II;. 1 = 1,2 sao os autovalores de A.

Observagao 5.4: Em (5.1), se A é cooperativa (ou possui entradas b, ¢ < 0).
entao nao ha perda de generalidade em considera-la simétrica. De fato. escrevendo

b= p3%. B>0,nés temos F(z.U) > AU — C. onde

ro (v s a2 B mLp o flaw®)
l.—<5),l._dl,.ﬁ_—(3£ d )’F(I'l)—(’g(z,u.i‘))’

flz.u.t) = f(r.u,0/3) e g(z.u,v)= 3g(x,u,v/3).

Para termos condicoes compativeis. vamos substituir (3.2) por

F( Oy > AU — C. onde 4 = (,ES’E %/5). Observe que as matrizes
Ae A (A e A) tém os mesmos autovalores e que (5.3) e (5.4) ainda valem para

as matrizes A e A.

Essa mudanca também néo altera as sub(super)solucoes. pelo fato de que (g é
uma sub(super)solugao para (1.1) com U = e F= F(J‘,[?) se, e somente se [ g é
uma sub(super)solucao para (1.1).

Observagao 5.5: Caso a matriz A seja simétrica, o maximo da forma quadratica
(AS,S) gz, S restrito a esfera unitaria, é assumido nos autovalores de A. Logo
a condigao (4.8) é equivalente a pyy.pu2 < p. onde py e py sdo os autovalores de

a b
(1)
Observagao 5.6: Segue das Observacgoes acima que uma condigao suficiente para
(5.3) e para se ter um Principio do Méximo para o sistema linear com a matriz A (
vide (4.8) no Exemplo 4.1 ), é que

(5.24) b.e>0 e Byl < p

onde y < min{\,, A\ (L)} e f,+ #t, 30 os autovalores de A.
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Observagao 5.7: Considerando B(z) = A. o Teorema 4.1 segue das asser¢oes (5.1)
e (5.24).

Observagao 5.8: Das observacoes anteriores. quando f = f(r.v)e g = (r.u). uma
condigao para que valha o Teorema 5.1 ( ou mais especificamente, para que sejam

satisfeitas as hipéteses (5.5). (5.6), (5.7), (5.14), (5.15),(5.16) e (5.24) ) é que

(*) —~oc < limsup f(z;s) <Aj< Iim+inf flz.s) < +oc
S S— 100 S
e
(%) —00 < limsup 9(2’3) < A, < limjnf 9T8) 4o
§——0C S— o 5

uniformemente para r € (). onde
() Ay, Ag >0e A/,\g = (/\/1)2
De fato. de (*) e de (x) decorre que existem constantes Ef’ Hy. pf. [, tais que

(2) 0<p/ <Aj<m;, O0<pf <A<,

TR
N,
——
N R
s n
R
¥z
\__/
I

F(r.8) > (O ﬁf)s ~C, F(z.5)> (2 "f)s— C
us 0 i, 0
onde S = (s1. ;). para todo r € 2 e todo S € IR*. Portanto. de (1:) e de ( - ) segue
0 que queriamos.
Ressaltamos que as hipéteses (x) e (x) sobre os limites. generalizam para siste-
mas a condicao (0.1), que se pede no caso escalar.

Para encerrarmos essa secao, apresentamos o

Exemplo 5.1:(Um Problema do tipo Ambrosetti-Prodi para a Equagao
Biharmonica)
Consideremos o seguinte problema

(A+a)A+by = flz,0)+ 6 +hiz), Q
Av = v=0, 0.
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com a.b€ IR. a < A; ou b< ). Esta equagao ¢ equivalente ao sistema eliptico

-Au = au+ f(z,v)+ter +h, Q
—Av u+br. Q)
u = v=0.00

Se as seguintes hipéteses valem:

(B H), —oe < limsup < 2 (0 — @)y = b) < mint £89) < 4o

s——oc S s—+oc S

uniformemente para todo r € 2 e

(B H); f(z.82) — f(x.51) 2 k(s2 — 51). s2.81 € R, s3> sy,

com k € IR* tal que (5.24) valha para a matriz A = ( (11 2 )

entao, temos que existe fy € IR tal que
(1) set < {o. o problema (5.25) tem pelo menos uma solugao.

(i1) se t > tg, o problema (5.25) ndo tem solugao.

Observe que o Lema 5.1 decorre de (BH); com uma demostracao analoga.

6. ESTIMATIVAS A PRIORI

A fim de usarmos o Grau de Leray-Schauder para encontrarmos a segunda
solucao para o sisterna (5.19)r. precisamos obter estimativas a priori para eventuais
solucao desse sistema.

Denotaremos por [ = (u.v) uma eventual solugao do sistema

(6.1) { LU = F(z,v)+G(z), Q

U = 0,900

onde £ = ( g (z ) e G = < 2 ) € (C?)? é um vetor-fungao fixo. Pela mesma

letra c iremos denotar uma constante genérica positiva que aparecera consecutiva-
mente nas demonstrgoes a seguir.
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Lema 6.1: ( Estimativas L] )

Suponha que (5.3) e (5.4) valham. Entao existe uma constante ¢ > 0. depen-
dendo de G.A e A. tal que

(6.2) | [usill feail <e

Demonstragao: Como no Lema 5.1. usando as hipéteses (5.1) e (5.2), obtemos

(63) (A—A;J)( f“’,’") < ()
Jved ¢

e

i) ()

onde I é a matriz-identidade 2 x 2.
Aplicando (A — AM1)"1 e (A — M I)™" as desigualdades (6.3) e (6.4). respecti-
vamente, chegamos a (6.2) para algum c € R*. =

Lema 6.2: (Estimativa a priori para a parte negativa)

Suponhamos que as asser¢oes (3.1), (3.2). (3.3). (5.1). (5.2) e (5.24) valham.
Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

(6.5) ™ lLseqy < o7 lze @) < e

(u™ := max{0.—u} e maxlU = (max{0, —u}.max{0. —v}).

Demonstracgao: Pelo Corolario 4.1, existe { .., € ("** solucao de (6.1) tal que
U in < U para toda eventual solugao U de (6.1). Ora, —U < —Upin < (Z) e por-
tanto. max{0.-'} < C =

As estimativas da parte positiva de u e de v ja sao mais complicadas e requerem
um pouco mais de trabalho. Precisaremos de alguns resultados preliminares.

Lema 6.3: Suponha que as hipdteses (3.1), (3.3), (3.4), (5.1), (5.2), (5.4) e (5.24)
sejam validas. Entao existe ¢ > 0 tal que

(6.6) S wole, [lgz el <

Demonstragao: Segue dos Lemas (6.1) e (6.2) que
(6.7) Jurés [uel, [otern [vei<e
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Sejam Q7 = {r € O f(r.u(z).v(z}) <0} e QT = Q\Q~. A assercao (5.1) junta-
mente com as limitagoes (6.7) implicam nas seguintes desigualdades

(6.8) - [ flewet s —a [ ugh-bf wirese
Q- - -

Observemos que

Xl/“‘P,l:/ ¢1“——/(LUY1/f“P1+/h‘Pl

Portanto. dessa ultima equacao e de (6.2). temos que

(6.9) I/f,a'll < ¢ (é importante ressaltar aqui que ¢ = c(h)).

Dai, de (6.8) e (6.9),

/ﬂlfl#&z/mfv’]—/ﬂ_f»oé=/Qf,o’1—2/9_f¢;gc.

Uma estimativa similar pode ser obtida trocando-se f porg. =

Observacao 6.1: A constante ¢ que aparece em (6.6) depende de G (veja (6.9)).
mas ¢ independente de U'. Essa constante pode ser tomada uniformemente em
relacao a (G variando num subconjunto limitado de (C®)2.

Para conseguirmos as estimativas a priori desejadas. urge considerarmos al-
gumas condi¢oes de crescimento adicionais sobre as nao-linearidades. Vamos supor
que para todo r € 2 e todos 1, € IR valham:

(6.10) f(z,n,6) = file,n) + falz.€). hi,f € CHAx R, R),
« : filz.n) . o
(6.11) nll.lllm n%j_ = 0. uniformemente para z € (Q,
(6.12) If2(x,6)] < ¢(|€]F + 1), p restrito abaixo ,
(6.13) 9(z,n.6) = g1(2,6) + g2(7,m), 1,92 € CH(Q x R, R),
(6.14) 511»?06 glf(ﬁé) = 0, uniformemente para r € (1,
(6.15) lg2(z,m)| < e(|n|? + 1), q restrito abaixo,

N+2
(6.16) 0<pq<< ;L )
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- N . .
(6.17) 1§p.q§\, - N23 1<p. g<oxc. N=2

se L ¢ um operador eliptico de segunda ordem na forma do divergente, ou

N
(6.18) SPgS 5 V23 5Spg<oc, N=2

N —

se L = —A.

Observagao 6.2: Nas nossas estimativas, se N > 3, entao p e ¢ estao restritos

a uma regiao de formato hiperbdlico (veja (6.16)) a qual esta abaixo da hipérbole

e e 1 1 N =2
critica (1deal): + = -
p+1 qg+1 A

ao que o expoente critico corresponde para o caso escalar. Ela apareceu pela primeira

vez no trabalho [9] de Clemet, Figuiredo e Mitidieri.

Mesmo abaixo da hipérbole critica, as estimativas que faremos nao sao cober-

tas nos artigos [8] e [10] (veja o Exemplo 7.1 no final desta se¢ao). onde estimativas

a priori também sao obtidas no caso de solugdes positivas para sistemas. Nesses

artigos os autores nao conseguem estimativas até a hipérbole critica.

. Essa hipérbole corresponde para sistemas

Observagao 6.3: No artigo [20], onde se estuda estimativas a priori para solugao
positivas. pede-se o limite (6.11) a fim de se obter estimativas via desigualdade de
Hardy-Sobolev.

Para L = —A. Figueiredo em [22]. juntamente com Lions e Nussbaum con-
seguirain estimativas a priori para solugoes positivas, no caso do limite (6.11) com
o expoente critico das Imersdes de Sobolev: %—1_*% Para isso eles pedem algumas
condigoes técnicas adicionais sobre f ( as quais nas palavras dos autores: “we would
like but we do not know to avoid” ) e usam métodos diferentes dos de [20], tais
como uma Identidade de Pohozaev (baseada no classico artigo de Pohozaev [27]) e
algumas idéias do artigo [23] de Gidas, Ni e Nirenberg sobre simetria de solugoes
positivas.

Nao sabemos se }a se conseguiu estimativas no caso de Ambrosetti-Prodi para
(6.11) com expoente critico.

Observacao 6.4: No caso de um sistema standard, i.e. quando f = f(z,v) e
g = g(z.u), vé-se por (6.16) e (6.17) que conseguimos estimativas com expoen-
tes p e ¢ malores que }—':—'_j_%, que é o expente maximo conseguido no caso escalar
( vide [20] ). No nosso caso ha uma compensagao no crescimento dos expoentes:
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enquanto um cresce. o outro tem de decrescer para satisfazer (6.16).

Observagao 6.5: No capitulo que segue. onde usaremos métodos variacionais. con-
seguiremos solugoes para sistemas onde as nao-linearidades tém crescimentos menos
restritivos que os desta secao ( vide (9.9) ).

Teorema 6.1: (Estimativas a Priori H} para U't)
Se as asser¢oes (3.1), (3.3). (3.4). (5.1). (5.2). (5.11). (5.12). (5.13), (5.24).

(6.10), ..., (6.17) e (6.18) valem, entao existe uma contante ¢ > 0 tal que

(6.19) futllag @) e ) < e

Demonstragao: Nao hd perda de generalidade em assumirmos
fa(x.€) > 0 para € > 0. De fato, usando (6.10) e (5.1) temos fo(z.£) > b€ — ¢ para
£ > 0 e para alguma constante ¢’ > 0. Seja m > ¢’. Vamos considerar fg = f, +m.
Dessa maneira fz > 0. se £ > 0 e essa fungao satisfaz todas as hipdteses requiridas
para f,. Trocaremos também £ por {={—mem (6.1).

De agora por diante, assumiremos que f; > 0, donde f > f;.
Como fi(z,s) > as — ¢, s € IR, o fato acima juntamente com (5.1), (6.6) e (6.7)
implicam que

C— o — < f"——a/ u'+c//'<c.
/lm” /{fIZO} iy /{flsO} Jivr s (1120} Jor—a <oy T 71 =

Procendo-se da mesma maneira para f,. temos

[l [1natae)lel <o

para algum ¢ > 0. Dessas tultimas desigualdades e das estimativas da parte negativa
obtemos

(6.20) [ty [ 1fataot)le < e
Podemos escrever
(6.21) flz,u,v) = flz,uto?)+ fla,ut,—o7) + flz,—u",0") +

+ fla—um =) = fla.0,—e7) = [z, ~u",0) -
— f(z,u*,0) - f(z.0.v7) + f(2.0.0).

Multiplicando a primeira equagao do sistema (6.1) por u*, depois integrando
e usando as expressoes (6.10), (6.21) e as estimativas (6.5) da parte negativa de u,
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ficamos com
(622)  [iawt < o[ 1At + [t +Vut i)
= oy + I+ |[Vu'|rz).
Agora vamos estimar I; e I; usando a desigualdade de Hardy-Sobolev (Teo-

rema As do Apéndice):

12 CASO: L = —A (e portanto o = ¢;)
Nesse caso temos

(6.23) /(Lu = |IVu* |2,
Podemos escrever

I = ./[fl(f-.U+)B¢>lﬁ][f1(1v“+)l—ﬂ¢’1_5“+]

onde 3 € (0.1) sera escolhido posteriormente.
Pela desigualdade de Holder,

5 (J i) (] )

O primeiro membro da desigualdade acima é limitado (vide (6.20)). Por (6.11),
dado ¢ > 0 existe uma constante (', > 0 tal que |f;(z.7)] < 577% + C,. Chamemos
(= —:—% Dos fatos que acabamos de citar e da ultima desigualdade. temos

1 . . % -

L (,UJ.')C+—_'1-5 1-4 ‘ (u-t—)l/(l—‘d) 1-4

() L1 <Cé q[/—————] +CE[/———~: , ] :
3/(1-8 B8/(1-3
& ) o (1-8)

Escolhendo 3 = . de forma que ( 4+ ;25 = 1—35, decorre da desigualdade (*)
acima. que

+ 2
."_‘11 u
(#x) L £ Cenmr||[—51| + Clll= H
;1/2 LT-%B .1 L_‘HJ
Aplicando Desigualdade de Hardy-Sobolev com 7 = 3/2 e ¢ = 2 temos
+
u + 1 1 1-5/2 2
||;;‘1—375||Lr§c||Vu ||L2, onde - R R 1.e.r—1—_3.

Aplicando novamente Hardy-Sobolev, agora com 7 = § e ¢ = 2, obtemos

1 1 1-8
I f||L~<C||VU+hL2 onde = =7 ——%—,
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de forma que v < 2. Portanto. usando essas estimativas na desigualdade (7).

segue-se que
(624) ]1 < (‘ HVU+“L2 + C;“V'U*”LQ

onde ¢(c) = o(1) quando ¢ — 0 e ¢, > 0 ( esse argumento é de Brezis-Turner [7}).
A fim de estimarmos I, consideraremos um 0 < 6 < 1, a ser escolhido poste-
riormente. A desigualdade de Holder implica que

L= (e ol fale.ot) 0y~ ut] <

< ([ (] gt

Segue da ultima desigualdade, de (6.12) e de (6.20) que

‘ (z‘+)”(u+)]/(1’9) 1-8 (u+)1/(1—9) 1-6
(6.25) I, < C[(/ d)(li/(l-(?) ) + (/ Of/(l_e) ) ]
= c(ls+ 1y).

Pela desigualdade de Hardy-Sobolev, decorre que

(6.26) Ii= ||} 0IIL_1? H ”LR<CHVU+|IL2s
1 1 1 (1-6
R Tl A S

Por outro lado. da desigualdade
(a)® | (b/e)

b <
W=t
decorre que
A A4 112p(1-6) u” 2
(62‘) ]3<CH1 ”L2p +c ( H?HLWH—G»'
1

onde ¢, e c'(¢) sao como em (6.24).
Em vista de (6.18) temos

(6.28) #2070 < el 2077,

Da mesma maneira que obtivemos (6.26), nés provamos que

u+ 2 +112 2 1
(6.29)  |l=zllzera-e) < c|[VuTll: se ——=<Q e
33 1-86
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Portanto de (6.22). .... (6.29) obtemos para um ¢ suficientemente pequeno que
A 7 g ]—6} t 1 /

(6.30) IVutiize < e([[Ver i7" + Va2,

Um raciocinio similar nos leva a

(6.31) Vet |[ze < e(|Vut]is ™8 + (Ve 4.

2
Agora, escolhendo 8 = ) ( diante da desigualdade de Hardy-Sobolev, a

melhor constante possivel para os nossos propodsitos! ). usando (6.16), (6.30), (6.31)
e a assercao a seguir, as estimativas (6.19) ficam provadas.
Assergao: Se a.b > 0 sao tals que

(A1) a<cl@™+b67) e (Az) b<c(a™ +b6M)

para alguma constante ¢ > 0. com 0 < 747.73 < 1 e 0 < 7374 < 1. entado existe uma
constante A > 0 tal que a, b < K.

Demonstragao da Assergao: Denotaremos por ¢ uma constante genérica. Por
contradigao, iremos supor que dado n > 0 existem sequéncias a, e b, satisfazendo
(A;) e (A;) tais que a, > n ou b, > n. Dai:

(i) Se a, > n e b, é limitado, dividindo-se (A;) por a,™ e passando o limite
ficamos com oc < ¢, que é um absurdo.

(ii) Se a, é limitado e b, > n procedemos como antes.

(i1i) Se a, > n e b, > n. dividindo (A;) por a, e {A;) por b,., respectiva-
mente. e passando o limite, temos que b, > ca, e a,,”* > cb,. para n grande. Dai.

b2 > cb,. Dividindo essa desigualdade por b, e passando o limite temos 0 > c.
Absurdo! =

2¢ CASO: L é um operador eliptico de segunda ordem na forma do divergente.
Da desigualdade de Garding (Apéndice, Teorema Aj) decorre a desigualdade.

(6.32) IVatiite < elliutlff + [ (Lut))

Como b < 0 ed > 0, segue da primeira desigualdade em (5.2) que

/f:rut +>a/(u +/bvu —c/+>a]lu+||b+b/vu-—/u+

e portanto

(6.33) |ut]]3a <c/f T,u,v) /u v +/u+).
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Agora. de {6.22). (6.32) e de (6.33) obtemos
VUt < Itautlt + [ Ifala o)t + 196t ls +utet),
Sendo p > 1, nés temos v+ < c[(v*)? + 1], que é a mesma desigualdade satisfeita

por f,. Logo, deste ponto em diante, procede-se como no primeiro caso. O mesmo
raciocinio € feito usando-se a fungao g. m

Observagao 6.6: No Teorema 6.1. quando L = —A, podemos trocar as hipdteses
(5.11), (5.12) e (5.13) pela hipotese mais geral (5.4). Essas hipéteses substituiram
(5.4) no Lema 5.1. Na demonstragao do Teorema 6.1. apenas usamos (5.11) quando
consideramos operadores elipticos gerais L.

Corolario 6.1: (Estimativas a Priori ('1®)
Com as mesmas hipoteses do Teorema 6.1, existe uma constante ¢ > 0 tal que

(6.34) ”U”CLO(Q)-||1-’”cl.0(9) <c

Demonstragao: Das hipéteses sobre f e g e de (6.5). temos

If(zouv)+ £ < c(|u|%%+|rlp+l)
iglr.uv)+ R < c(|1}§’7—L§ + |u]? 4 1.
. N+1 . . "
Se o(p. N) = max{ v l.p}. entao existe uma constante positiva ¢ = ¢(n.p) tal
que ‘
(6.35) flz.uv) + 1) < e(ju]"™P) 4 o709 41,

Fazendo-se um raciocinio similar ao que fizemos para g. encontramos uma
desigualdade do tipo (6.35), com ¢ substituindo p. Portanto existem constantes

N+2
N-2

c=c(N.p.g)>0 e 1<o=0(N,pgq) <

tais que

|f(z,u,0) + 1] 1g(x,usv) + A < efful” + |of” +1).

Agora, pelo fato do Teorema 6.1 valer, um argumento de bootstrap implica (6.34). ®
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7. Computacao de Alguns Graus Topolégicos
e Existéncia da Segunda Solugao

Nessa secao consideraremos novamente o sistema (5.19)r e assumiremos as
hipoteses do Teorema 6.1 juntamente com a suposi¢cao de que a matriz A(r) que
aparece em (3.1) é cooperativa (pois precisaremos de um principio do maximo) e
que F € C.

Refira-se a secao 5 para notacoes que usaremos.

Aplicando o grau de Leray-Schauder vamos melhorar os resultados do
Teorema 5.1 , encontrando pelo menos outra solucao do sistema (5.19)r se T € F
e pelo menos uma se T estd na curva I'. As estimativas a prior: sdo necessarias
ja que usaremos o grau topologico. Portanto, quaisquer outras estimativas a priori
( como as j& citadas [8] e [10]. no caso de solugdes positivas) podem substituir as
que obtivemos no Teoremas 6.1.

Primeiramente. para cada T = (:) € IR? e G; € N? fixos. vamos definir o
operador

(7.1) Kp:(CHO)? — (C29)

U +— V
onde V é a \inica solucdo {veja o Lema 2.2) de sistema
- LV = AV+ Fa U)-AU +Tp) +G1. Q
(72 Vo= 0, 00

(A é a mesma matriz que aparece no Teorema 3.1).

Do Lema 2.1 e da Observacao 1.1, segue que Kt é continuo e, de fato. um
operador compacto, se visto como um operador definido do espaco (C19)2 nele
mesmo.

Dessa forma, U é uma solucao de (5.19)r se. e somente se, (I — Kr)lU =0 e
portanto o grau de Leray-Schauder é aplicavel.

Lema 7.1: Sejam Ty € IR* e G; € N? fixos. Entao existe uma constante R > 0 tal
que

(7.3) D(I — K1,, Br(0),0) = 0,
onde Bg(0) = {U € (C"*)%||U]}cray. < R}
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Demonstragao: 1 € Wy, para algum {5 € IR. Fixemos 77 = (r;.81) € W, NN
( vide Teorema 5.1 ) e seja W}O o segmento de reta fechado sobre W ligando os
pontos Ty a T;. Pela Observagao 6.1 e pelo Corolario 6.1. existe R > 0 tal que
HUllcr.e): < R, para qualquer eventual solugao de (5.19)r com T' € W,,. Usando
o fato de que K1 é uma homotopia admissivel. ligando K7, a K7, e que o sistema
(5.19)7, nao possui solugao, ndés obtemos (7.3). =

Lema 7.2: Dados Ty € E e G, € N?. existe um subconjunto aberto, limitado e
convexo O C (C19)? tal que

(7.4) D(I — K7,.0.0) = 1.

Demonstragao: Temos que T, € W, para algum to € IR . Seja Li"to o seg-
mento de reta aberto sobre Wy, ligando Ty a I'(tg). Segue do Teorema 5.1, que para
Ty EI{}O. o sistema (5.19)7 tem uma solucao U = (g) a qual é uma supersolucao
estrita (Corolario 4.2) para (3.19)7,. Pelo Teorema 4.1. existe uma subsolucao

ot oU

U = (lﬁ) para (5.19)7, tal que U < U em Q e 3 < 5, J92. O conjunto
O é definido como
2 — ol ol ol
-3 n_ (] SRRV : i T e =
(7.5) O={U e (") U <U <l em . 5 < 5 <5 sobre 0

T
e [|U ll(cl»0)2 <r}
para um r > 0. a ser escolhido posteriomente.
Vamos definir

flz.ulr).v(r)) — a(x)ulr) — bz)e(x), se n < u(r)

ou £ < u(z)

z x, —alx)n - o(r)¢, e ulx <u
Flaun,6) = 4 flan,€) — a(x)n = b(r)¢ Z j$§255g3

f(z,@(x).?(z)) — a(z)u(z) — b(z)v(r), se n > u(x)

L ou £ > v(x).

De maneira semelhante define-se §. Usando a relagao (3.1), as fungoes f e § sao
nao-decrescentes. Definindo F' = (f,g), podemos introduzir com esta matriz-fungao,
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como foi feito em (7.1). o operador T\'TO S(C19) s (292, definido por KTO V=L,
onde [” é a unica solucao do sistema

LU = A)U 4 Fa V) +Top, + G Q
U = 0.9

Como anteriormente, RTTO ¢ um operador compacto. se visto do espaco (C'1'?)? nele
mesmo.

Sendo f e g fungoes limitadas, segue das estimativas L? para sistemas e das
Imersoes de Sobolev, que as solu¢des do sistema acima sao uniformemente limitadas
em (C1?)2. Logo. se escolhermos

r > sup{||K7,Vlicrap: V € (C19)?)

segue de (3.1), de fato de f ser nao-decrescente e do Principio do Maximo para
sistemas. da mesma maneira como procedemos na demonstracao do Teorema 4.1
para provarmos (4.4}, que K;ro(é) C O. Agora, tomemos v € O e consideremos a
homotopia compacta admissivel H (") = tj;'fo(l”) +(1-t)w, 0<t < 1. Como v é
uma aplicagao constante, D(/ — Hy, 0.0) = 1 e portanto D(J — ]‘To 0.0)=1. A
demonstragao esta concluida. ja que KTOIO = Ay, =

Teorema 7.1: Consideremos as mesmas hipéteses do Teorama 6.1. Entao as con-
clusoes do Teorema 5.1 podem ser melhoradas na seguinte forma:

(1) (5.19)7 possui pelo menos duas solugoes. se T € F.
(11) (3.19)1 possut pelo menos uma solugao, se T' € I'
(111) (5.19)7 ndo possui solugao. se T € F

Demonstragao:

(i11) esta contida no Teorema 5.1

(1) é consequeéncia dos Lemas 7.1 e 7.2. De fato, considere Tp € F e tome K > 0
no Lema 7.1, tal que R > r. Como D(I — K7,,0,0) = 1 nés temos uma solugao
U in O. Pelo Lema 7.1 temos D(I — K71,,Bgr(0),0) = 0 e usando a propriedade de
excisao, obtemos D(I — K1,, Br(0) \ O.0) = —1. Donde existe uma outra solugao
W #£ U de (5.19)7.

(11) Seja Tp € I'. Tomemos uma seqiéncia (7,,) € E tal que 7,, — Ty. Por
(1ii) existe uma seqiiéncia de solugoes (U,,) de (5.19)7,. Das estimativas uniformes
a priori (Observagao 6.1) decorre que ||Up||(c1.ay. < ¢ para algum ¢ > 0. Pela
Observacao 1.2 temos (passando eventualmente a uma subseqiiéncia) U, — Uy em
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(C?)? para algum Uy € (C?)2. Usando as estimativas de Schauder. temos que a
convergéncia acima ocorre de fato em (("#?)? e, passando o limite em (5.19), . vé-se
que 'y € solugao de (5.19)1,. terminando assim a prova de (i1). =

Terminaremos este Capitulo com o

Exemplo 7.1:

Vamos apresentar agora um exemplo de uma funcao F(u) satisfazendo as
hip6teses do teorema principal dessa secao: o Teorema 7.1.

Como foi dito anteriormente, ao contrario das estimativas que acabamos de
fazer. as estimativas a priori obtidas em [8] e [10] nao se aplicam ao exemplo que
vamos apresentar.

Consideremos o sistema

—Au = f(u.v)+71¢1, Q
(7.6) —Av = g{u,v)+s0;. 0
u = v=0, 00

onde as nao-linearidades f(u,v) := fi(u) + f2(v) e g(u.v)
definidas como sendo 0, se u < 0 e v < 0. e para v > 0 ou u

91(v) + g2(u) sao
0 pelas expressoes

A

abaixo
Huy=auw n(u+ k)  folv) = bt
gl(v) = dut ln(l‘ + k) gZ(U) = cu’,

onde k é uma constante positiva tal que In(u+ k) > 1, parau > 0:@ ,c ,b,d € R*
sao constantes a serem escolhidas posteriormente; r .1 > 1

l<p<r+1< IT<g<t+1l<

N N /N +2\?
N-2 vo e Tx )
e N > 4.
Vamos verificar que as fungoes f(u,v) e g(u,v) satisfazem as hipéteses do Te-
orema 7.1: claramente (6.10).....(6.16) e (6.18) sao verificadas. Das hipéteses sobre

r. t. pe gq.segue que

fue) = filw) + fole) 2T 2 qu—c, glu,w) =a(v) + g > &' > do—c

fluv) = filu) + fo(v) 2 b” 2 bv —c, g(u,v) = gi(v) + go(u) 2 cu’

v
)

u — ¢
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para algum ¢ € JR™ e para todo u.v > 0. Logo

Ju.v)
glu.v)

096y o)

Na verdade. é facil verificar que as relacdes (7.7) valem para todo U € IR?.

Escolhendo bec < A2 e @.d > A;. as assercoes (5.1). (5.2). (5.11). (5.12). (5.13)
e (5.24) se verificam.

U = 0 é uma supersolugao para (7.6) quando r, s < 0. Como (5.24) vale, temos
do Teorema 4.1 que existe uma subsolugao I/ < I” = 0 para o sistema (7.6). Logo. a
condicao (3.1) vale para A = 0. Para que as condicoes (3.3) e (3.4) sejam satisfeitas,
basta considerarmos £ = A ( vide o Exemplo 4.1 ).

Vejamos agora que neste exemplo. as suposicoes feitas em [8] e [10] para obter-se
uma estimativa a priori, ndo sao satisfeitas. Em [8] pede-se que

(7.7) F(U) ::( )24('—CeF((‘)zil'—C

para " > 0, onde

Fluc)] < elul” + o +1) e lg(u.v)] < elful? + ol +1)

onde p’ > r’' e ¢' > t'. Entretanto. no nosso exemplo ocorre a desigualdade invertida
com o0s expoentes: temos

flae) S ellul ™ 4 1l 1) e Jglum)] < cljul + o[+ +1)

comp<r+leg<t+1
Em [10] assume-se que |g(u.v)| < ¢(u?" + 1) para um expoente ¢g* conveniente.
Nossa fungao nao satisfaz esta suposicao. =
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FIGURA

curva r'(t)

regiao N
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CAPITULO 2

UMA VERSAO VARIACIONAL PARA

UM PROBLEMA DO TIPO AMBROSETTI-PRODI
PARA SISTEMAS ELIPTICOS
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“Mas isso a que V. chama de poesia é que é tudo. Nem é poesia: é ver. Essa
gente materialista é cega. V. diz que eles dizem que o espaco € infinito. Onde é que
eles viram isso no espaco?”

E eu desnorteado. “Mas V. ndo concebe o espaco como infinito? Vocé nio pode
conceber o espaco como infinito?”

“Nao concebo nada como infinito. Como é que eu posso conceber qualquer coisa
como infinito?”

“Homem”, disse eu, “suponha um espaco. Para além desse espaco hd mais espaco,
para além desse mais, e depois mais, e mais, e mais ....Ndo acaba ...”

“Por qué?” disse o meu mestre Caieiro.

Fiquei num terramoto mental. “Suponha que acaba”, gritei. “O que hé depois?”

“Se acaba, depois ndo hi nada”, respondeu.

Este género de argumentacdo, cumulativamente infantil e feminina, e portanto
irrespondivel, atou-me o cérebro durante uns momentos.

“Mas V. concebe isso?” deixei cair por fim.

“Se concebo o qué? Uma coisa ter limites? Pudera! O que ndo tem limites n3o
existe. Existir € haver outra coisa qualquer, e portanto cada coisa ser limitada. O que
é que custa conceber que uma coisa é uma coisa, e nao estd sempre a ser uma outra
coisa que estd mais adiante?”

Nessa altura senti carnalmante que estava discutindo, nao com outro homem, mas
com outro universo. Fiz uma Ultima tentativa, um desvio que me obriguei a sentir
legitimo.

“Olhe, Caieiro ... Considere os niimeros ... Onde é que acabam os nimeros? To-
memos qualquer nimero - 34, por exemplo. Para além dele temos 35, 36, 37, 38, e
assim sem poder parar. Ndo ha nimero grande que nio haja um nimero maior ..."

“Mas isso sdo sé nimeros”, protestou o meu mestre Caieiro.

E depois acrescentou, olhando-me com uma formidavel infancia:
“O que é 34 na Realidade?”

Excerto do Posfacio das

NOTAS PARA A RECORDACAO DO MEU MESTRE CAIEIRO

Alvaro de Campos ( Fernando Pessoa)
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8. INTRODUCAO AO CAPITULO 2

No capitulo anterior apresentamos uma versio de um Problema do Tipo
Ambrosetti-Prodi para um sistema 2 x 2 de operadores elipticos. Naquele capitulo.
usamos Iteracdo Monotonica para encontrar a primeira solugao procurada e Teoria
do Grau para encontrar a segunda solugao.

No caso escalar, Figueiredo em [15] provou um resultado do tipo Ambrosetti-
Prodi, onde a primeira solugao foi encontrada por iteracao e a segunda por métodos
variacionais. Entretanto, num trabalho posterior, Figueiredo juntamente com Soli-
mini (vide [16]) conseguiram uma demonstragao desse teorema em espagos de Hil-
bert. onde as duas solugoes foram encontradas por métodos variacionais. Eles usa-
ram o Teorema Variacional de Ekland para provar os teoremas variacionais abstratos
que precisaram. Tanto em [15] como [16], as nao linearidades possuem crescimentos
criticos.

Inspirados em [16], vamos apresentar um método totalmente variacional para
tratarmos um Problema do Tipo Ambrosetti-Prodi para um sistema de equagoes
elipticas. Ressaltamos que este método tem a vantagem de incluir nao-linearidades
com crescimentos mais gerais do que as consideradas no Capitulo anterior.

Este capitulo esta dividido da seguinte maneira, na segao 9 preparamos o ambi-
ente propicio para trabalharmos com ferramentas variacionais e provamos a condigao
(PS) para o funcional de Euler-Lagrange associado ao nosso problema. Na segao 10
provaremos o Teorema Principal. que é a versao variacional do problema que pro-
pomos acima.

9. A FORMULAGCAO VARIACIONAL

Nesta secao. consideraremos um sistema eliptico da forma

—Au = f(r,u.v) em(
(9.1) —Av = g(z,u,v) em
u = v=0 sobre 00

onde @ ¢ RN, N > 2, é um dominio limitado, com a fronteira 9 suave e

jom o
() —au ) g_av

sao funcoes de Carathéodory definidas no conjunto @ x IR x IR.
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Se escrevermos

U= (u, 'L‘). ~-AlU = (:i;u‘) ¢ VH = F(‘T’[/’) = (f(x,u.v),g(x,u.v)),

o sistema (9.1) fica com a seguinte forma matricial

AU = VH em
(9.3) { U = 0 sobre 090.

No decorrer deste capitulo vamos considerar o espaco (H})? = H}(Q) x H (Q)
munido com o produto interno

(U.9) =2 [(VuTey + Vo). ¥ U = (u,0). ¥ = (1) € (H)

Dizemos que um vetor U’ € (H]})? é uma solugéo fraca do sistema (9.3) se. e
somente se, ele é um ponto critico do funcional de Euler-Lagrange associado

(9.4) & : (H!)? = R
1
UHﬁMWszWWﬂh—AH@ﬂMx

(denotamos VU = (Vu, Vv)).

No que segue, precisaremos de condi¢oes de crescimento sobre F' que assegu-
rarao as seguintes assercoes:

(9.5) ® esta bem definido

(9.6) ¢ € C'((Hy)%, R)

(9.7) U— / H(x,U)dr tem derivada compacta.
J

As exigéncias acima sao standard na formulacao variacional do problema. Como
no caso escalar, para que elas valham. é suficiente considerarmos uma das seguintes
suposigoes:

(98) |F(Ia5)l < C(|31| + |S2l + 1)7 VS= (31*52) € Rza T € )
ou
2
(9.9) |HLSH§dMP+BN+1xlgmﬂ<:_2mn2&e

1<a,f<ocsen=2 VSecR ezec
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Se bem que (9.9) contém (9.8). mais adiante vamos aplicar técnicas diferentes.
para obtermos a condigao de Palais-Smale (condigao (PS)) para o funcional  usando
cada uma das suposigoes acima.

Exigiremos também que F' cumpra as seguintes condicoes

(9.10) F(z.8) 2 AS-C
(9.11) F(z,8) > AS - C,
onde C = (i) > 0 e as matrizes
a b - a b . 2
A= . d A= = 7] € M;.2(IR) satisfazem para todo S € IR* :
(9.12) b.c >0 (condigao de cooperatividade sobre A).
13) (AS,S) g < , para algum p < A;.

((-, )Rz denota o produto interno usual do IR?),

(9.14) b, ¢ <0,
9.15) (AS. S)pe > 7|S|%, para algum 7 > A
Observemos que as condigoes (9.10),..., (9.15) acima, sobre as matrizes 4 e

A. sao casos particulares daquelas consideradas na se¢ao 5.
Salvo mencao em contrario, ¢ ira denotar uma constante genérica positiva.

Usando a hipotese (9.15) podemos mostrar que o funcional ® nao é limitado

inferiormente. Mais precisamente, temos a
Proposigao 9.1: Suponha que (9.5), (9.11) e (9.15) valham. Entao

(9.16) t_ljgbnOo &(t¢y,t¢) = —o0

Demonstragao: Usando (9.2) em (9.11) e integrando, obtemos que

H(z,u,v) 2> gu2+7)uv—cu+H(x,0,v), para u>0, Vv
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oAl

H(z.u.v) > = v*4+cuv —co+ H(r,u.0). para v>0.Vu

Somando estas duas desigualdades e usando-as novamente na expressao resul-
tante, temos

(9.17) 2H (z,u,v) > @u® + (b + ¢)uv + dv* — cu — cv 4+ 2H(z,0,0).

para u.v >0, e ¢> 0.

E facil ver que existem constantes positivas @. d. ¢ tais que @ > @.
d>d. @l —cu>aTut-c, dv?—cv > de?—c, eamatriz A = (gl @ ainda
satisfaz (9.15).

Portanto. ja que |H(r.0.0)| < ¢, do fato acima e de (9.17), obtemos

T -
(9.18) H{zU) > 5 (AU.UY=—cu—cv+c 2>

P4

Al

U —cu—cv+c
Finalmente, se ' = ({¢;.1¢;), da desigualdade (9.18) resulta que

1
®(tor.to) < 5()\1 — )t* — tc — ¢ e consequentemente (9.16) »

A fim de estabelecermos a condicao (PS) para o funcional ®. consideraremos
uma sequencia ({7,) C (H()?* tal que:

B < ¢ e H(L) =0 em [(HY
(X' = espago dual de X).

Isto significa que

(9.19) 5 19— [ HEu)

e

<c

020) | [ VuPws + [TV = [ foun vt + [ ale e vaia)|<
< eall¥llny  paratodo W = (¢n,¥2) € (Hp)% € — 0.
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Usando a condigao (9.20). encontramos o seguinte resultado que nos serd bas-
tante util

Proposigao 9.2: Se (9.3). (9.6).(9.10).(9.12).(9.13) e (9.20) valem. entao

(9.21) U iz < e para algum ¢> 0.

(('n' = (un N 'L);) , w = max{oﬁ_w})

Demonstragao: De (9.10) e (9.12) nos obtemos

flasunvn) (~up) < alun)? + bujey + ey
g{r un.vy) (=v7) < dv;) +cuivy +cvy .

Fazendo ¢ = —u, e v, = —v] em (9.20), e usando as desigualdades anteriores,
encontramos que

s g + o7 11 < (AU C7) + ell] Ny
Da desigualdade anterior, de (9.13) e da desigualdade de Poincaré. temos

(1= p/M) Ulug gy + llen i) < ellU7 lay. e finalmente (9.21) w

As observacoes a seguir sobre as matrizes A e A. ja foram feitas ( ou sao casos
particulares ) na se¢ao 5. Iremos apresenta-las abaixo para ressaltar sua importancia
nesta secao e para comodidade do leitor.

Observagao 9.1: As condigdes (9.13) e (9.15) implicam, respectivamente, que

(9.22) By By < Ar
onde y. 1 =1,2 sao os autovalores da matriz A e
(923) ﬁl* _ﬂ2 > /\1v
onde 7I;. i = 1,2 sao os autovalores da matriz A.

Observagao 9.2: Se b ¢ possuem os mesmos sinais, entao a condigao (9.22) é
equivalente a

(924) (A] - g)(/\l - d) - _IE' >0 e Q,d < /\1. :
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Caso b. T possuam os mesmos sinais. a condicao (9.23) é equivalente a

(9.25) M —T)(M—d)—be>0 e a,d>A\.

Observacio 9.3: E simples ver que as condicoes (9.12). (9.24) e (9.14). (9.25)
implicam, respectivamente, as seguintes desigualdades

(9.26) (A~ MI)7'S < 0. para todo S >0, S € IR?
€
(9.27) (A—X\I)"'S >0, para todo S > 0. S e IR%.

Como mencionamos anteriormente, vamos agora demonstrar a condigao (PS)
considerando a hipétese (9.8) e depois a hipdtese (9.9):

Proposicao 9.3: ( A condigao (PS) sob a hipdtese (9.8))
Suponha que

(9.28) F(2.5) >0 para S =(s1,s;) com s; e s; suficientemente grandes .

e que (9.8), (9.10). (9.11), (9.12). (9.13). (9.14) e (9.15) valham. Entao o funcional
® satisfaz a condicao (PS).

Demonstracao: Seja ([7,) = (u,.v,)C(H})* uma seqiiéncia satisfazendo (9.19) e
(9.20).

(Para simplicidade de notagdo, todas as (sub)seqliéncias de (U7,,) usadas nesta
demonstracao, também serao denotadas por (U,).)

Como € sabido (Lema 6.2, [17]), com as hipdteses que temos sobre @, é suficiente
provar que (U,) é limitada. Suponhamos, por contradicao, que este nao seja o caso.
Entao existe uma subsequéncia tal que

(9.29) WUll(m1y2 = +o0  quando n — +oc .
Vamos definir U
(9.30) Vi = (2n,Wp) = ———.
HUnll (2

Logo, existe uma subsequéncia da anterior, tal que

(9.31) Vo — Vo = (20,w0) em (H)Z,



(9.32) V. — V5 em (L?)%. e em quase todo o ponto (q.s.) de 9
( denotamos (L*)* = L*(Q) x L*(N))
(9.33) com |z (7)|. lwn(z)] < h(z) € L*, 1 €9 .

Pela Proposicao 9.2 podemos assumir que

(9.34) V- —0 em(L*)?eV -0 qs em Q.

Logo. V4 > 0.
Vamos denotar

FlzU,(x
(9.35) Galr) = (o). g2 = L)
Unll(mzy2
Afirmamos que
(9.36) Grn = Y = (15.7¢) > 0 em (L*)* para algum o € (L?)*

De fato, seja A, = {r € Quy(r) € 0 e vy(z) < 0} e denotemos por X,
a fungao caracteristica deste conjunto. Do crescimento linear de F, de (9.32). de
(9.33) e usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue-se que
X,G, — 0 em (L%)%2. Com um mesmo raciocinio, temos (1 — &,,)G, — 4 em (L?)?
para algum 4 = (1',4%) € (L?)?. Provemos que v > 0:

(1) Se up(r)>0 e wv,(z)<0.temos de (9.11) que

(1= X0g (0) + Blus(2)+ ——— >a=F(2) 20
Nl
(ja que @ > A ). e segue de (9.10) e (9.12) que
(1= X)g2(x)+ d (w](z)) + ——C—-— > cuwf(r) >0,
‘ ‘ JIEINZANE

para n suficientemente grande. A nao-negatividade de 4 vem do fato de que

(1 - X,)g}(z)+ b (wy(z)) + ; 154 1,
AT

(1-Xg2(z)+ d (wy(z))+ __7_C_ L 2
[EATES

(vide (9.29) e (9.34)) e de que o cone das fungdes nao-negativas em (L?)? é fechado
e convexo. Dail

(9.37) 720,
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quando u,(z) >0 ¢ v,(z) <0.

(1) Se u,(r) <
forma analoga.

(111) Se uy(r) >0 e wy(x)> 0. a assercao (9.28) implica diretamente
(9.37).

Definimos 70 = 7y se ¢ € UpA, e 70 = 0 se 7 € U, A,.

Agora, dividindo a desigualdade (9.20) por ||Un||(#1)2, usando (9.31). (9.36) e
depois aplicando o limite, obtemos

0 e v,(r) > 0. a assercao (9.37) pode ser provada de

(9.38) [ Ve + [ VeV = [alvn + kv,

para todo W = (v1,v,) € (Hp)%
De (9.10) e (9.30) temos que

F(x,un)
H("ynH(Hg)?

— c
> AV, — ————.
LS
Passando o limite nessa desigualdade, resulta que 7o > Al.
Tomando ¥y = ¢; e ¢, = 0 e depois ¢y = 0 e V", = ¢; em (9.38) e usando a
desigualdade anterior. encontramos que

(9.39) (A - M) (f"‘)‘”‘) <0

fwooy) —

onde I é a matriz identidade.
Das Observagoes 9.1, 9.2 e 9.3, aplicando (A — M\ 1) a (9.39) temos
/zoq')l, /w0¢1 < 0. Portanto zp = we = 0 g.s.. Logo, de (9.38) temos

/(’)0‘\11) = 0, V¥ € (H})* e tomando ¥ > 0 nesta identidade encontramos que
Y% = 0.

Finalmente, considerando v, = z, e v, = w, em (9.20). dividindo a expressao
resultante por HUnH(Hé)’l, e passando o limite, obtemos 1 < 0. O que é impossivel!
[

Proposicao 9.4: (A condigao (PS) sob a hipétese (9.9))

Suponhamos que (9.9), (9.10), (9.12) e (9.13) valham e que existam numeros
reais § > 2 e 7o > 0 tais que

(9.40) 0 <6H(z,n,() < flz,n,()n+g(z,n,{)¢

47



para todoz € Q. com {.n > 0 e (?+n? > rl. Entdo. com estas hipéteses. a condigio

(PS) é verificada.

Demonstragao: Como na proposi¢ao anterior, basta verificar que uma sequéncia
(U,) que satisfaz (9.19) e (9.20) é limitada. Em vista de que a Proposigao 9.2 vale,
a prova se reduz a mostrar a limitacao da parte positiva da seqliéncia no espago
(HY)™:

(9.41) U g < c

Usando a expressao (9.2) em (9.10) e integrando. encontramos:
(9.42) H(z.u.v) < giuz +buv—cu+ H(x.0,v). para u<0, Vo

e

(9.43) H(z.u.v) < =v? 4 cuv — cv+ H(z.u.0). para v <0.VYu.

o | R

Portanto,

d
H(zr,u.v) < %uz + buv — cu + gvz —cv+ H(x.0.0). para u,v <0

e por (9.21), resulta que
(9.44) /H(:r.—u;,-v;) <e.

Da limitacido da parte negativa da seqiiéncia em (HQ)?, de (9.42) e (9.43).
respectivamente. obtemos as estimativas

(9.45) [ Hiz,—uz o) < calilefiln + D+ [ Hz0.0
e
(9.16) [t =) < eslllud i + 0+ [ Bzl 0).

Por outro lado, segue de (9.9). usando novamente a limitagao da parte negativa
da seqiiéncia em (H})2. que

(9.47) [1H @~ 0l [1HE,0, ) S e
Como
(9.48) H(z,un.vy) = H(z,u}, o)+ H(z,u}. —v;) +

+H(x,—u;,v:)+ H(z,—u,,~v,)— H(z,u},0) -
—H(z,0,v}) - H(z,-u,,0) — H(z,0,—v,) + H(x,0,0)
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temos. de (9.19) e das estimativas acima (9.44). .... (9.47). que

1 .
949) ORI + et 1) < [ Hizoudood) + U e + 1)

Agora. considerando vy = u} e v, = v} em (9.20) e usando (9.49), temos

0
(5= 1) Uty + 1eF 1) < [10H (e o) = St = gl ud vt ) +
+es(||Unllimgy + 1)

Finalmente. esta expressao juntamente com a suposicao (9.40). implicam

10 e < enllUH e + 1)

e daf o resultado segue g

Observagao 9.4: A condi¢ao (9.40) é uma condigao do tipo Ambrosetti-Rabinowitz
(Vide [18]) para sistemas. Ela significa que H é “superquadratica”, no sentido de
que existem constantes positivas ¢; e ¢; tais que

H(zr.u.v) > e (Jul’ 4+ [v|°) — c;. para 6 > 2. ( Vide ([19]. Lema 1.1)).

10. O TEOREMA PRINCIPAL

De agora por diante, como fizemos na segao 5, iremos considerar o sistema (9.1)
na forma

-Au = f(r,uv)+régs+h em Q
(10.1) -Av = g(z,u,v)+sp1+{ em
u = v=0 sobre 01,

onde h,{ € (°(f1) sao funcoes fixas com /h¢1 = /&m =0, f e g sdo funcoes
localmente lipschtzianas no conjunto ! x IR x R e (r,s) € IR%
Matricialmente, o sistema (10.1) toma a seguinte forma

49



(10.2)7 {—AIU = Fla. U+ To; +G em 9

0 sobre 89

H

onde I' = (r.s) e G = (h.{).
Para um a € (0,1] fixo, vamos denotar (C*°)? := (C*k°(}) x Ck2(Q).
k=0,1.2.

Nosso objetivo principal nesta secao é demonstrar o seguinte resultado do tipo
Ambrosetti-Prodi para o sistema (10.2)r:

Teorema 10.1: Suponhamos que as as condig¢des (3.1), com a matriz A(r) coope-
rativa, e (9.10).....(9.15) sejam satisfeitas. Suponhamos também que as condigoes

(9.8) e (9.28) [ou (9.9) e (9.40)] valham. Entéo
(10.3) existe uma curva Lipschtziana ' C IR*

dividindo o plano em dois dominios ilimitados e disjuntos £ e N (JR* = FUT UN,
onde N ¢é a parte do plano acima de I' ) tais que

(10.4) (10.2)r possui pelo menos duas solugdes em (C4°)2, se T € E

(10.5) (10.2)1 nao possui solugao. se T € N.

(Vide Figura na pg.37)

Ressaltamos que nesta secao, apresentaremos mais adiante os Lemas 10.2 e
10.3, que usaremos na demonstracao do teorema acima. Esses Lemas ja foram apre-
sentados no Capitulo 1 (Teoremas 4.1 e 4.2. respectivamente). Aqui eles estao numa
forma mais particular e daremos demonstracoes diferentes daquelas do capitulo an-
terior.

Dividiremos a demonstracao do Teorema 10.1 em trés passos. Primeiramente
observemos que os resultados demonstrados na secao 2 sao validos para o sistema
(10.2)7. Antes de comegarmos a demonstracdo, precisaremos de algumas definigoes
basicas:
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Seja @ o funcional de Euler-Lagrange associado ao sistema (10.2)r
DEFINICAO:

(a) Dizemos que um vetor-fungao U € (H})? é uma subsolugao fraca
de (10.2)7. se

(10.6) (U} ¥)<0, V¥ € (H) ¥>0.
(b) U € (C**)? é uma subsolucao forte de (10.2)r. se

(10.7)

AU < F(z.U)+Tor+G em §2
U = 0 sobre 09Q.

(c) Supersolugoes fracas e fortes sao definidas da mesma forma, apenas
revertendo-se as desigualdades acima.

Demonstragao do Teorema 10.1:
1¢ Passo: (Eristéncia de Sub € Supersolugdo)

Lema 10.1: Seja A uma matriz-funcao cooperativa com entradas em L™ satisfa-
zendo (9.13), para todo 2 € Re S € R~
Se U € (H})? é tal que

(10.8) — AU > A(2)U, no sentido de (H2)%,
entao
(10.9) U >0.

Mais ainda, se U € (C?°)? temos que

IAY e
i

ol
(10.10) U>0 em Q e -(,}——<O sobre Of
14

(9[_ <0u (91)) ou
ov

—,— | e — é a derivada direcional exterior).
ov’ Ov

ov

Demonstragao. Como a matriz A é cooperativa, (10.8) e (9.13) valem, temos que

J1v07p < [ta@u,vm) < fa@umury <p flem

Logo. (10.9) é conseqiéncia da desigualdade de Poincaré.
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A dltima parte do Teorema decorre do Principio do Maximo Classico no caso
escalar, ja que

—Au+ta(r)u = at(r)u+bz)v >0 em N
u = 0 sobre 09
> 0 em §L.

O mesmo raciocinio se aplica a funcdo v =

Observagao 10.1: Conforme o Exemplo 4.1. as assercoes (9.12) e (9.13) dao
condigoes suficientes para termos um Principio do Méaximo para o problema

Al = AU+ F em 9
(10.11) { U =0 sobre 9.

Lema 10.2: Assumamos que as condic¢oes (9.10).(9.12) e (9.13) valham. Entao.
para qualquer T € IR?, o sistema (10.2)r possui uma subsolugao cldssica wr. tal
que, se W é qualquer supersolucao classica, entao
owr oW
ov < ov
Demonstragao: Das hipdteses sobre A. da Observacao 10.1 e do Lema 2.1, o
sistema

(10.12) wr <W em Q e sobre 0f}

U =0 S(;bre a0

possui solucao tnica wr. Usando a condi¢ao (9.10) de crescimento sobre F. nos
concluimos que wr é de fato uma subsolugao para (10.2)7.
A Afirmacéao (10.12) é uma aplicagao direta do Lema 10.1. n

{~AU = AU-C—-M em Q

Lema 10.3: Dado G € ((?)?, existe Ty € IR* tal que (10.2)r possui uma super-
solucao W, para todo T < T,
Demonstracao: Sejam U e T solugoes do sistema

—-Au = f(z,0,0)+h em Q
—-A? = g(x,0,0)+! em Q
7 = 7v=0 sobre 0.

Usando o fato de que as fungées f e ¢ sao localmente lipschitizianas, é possivel
escolhermos Ty = (79, s0) < 0 tal que

f(.’l',"l_,t-,ﬁ) - f(m5010)+7"0¢1 S 0
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e

g(z,u,7) — g(z2.0,0) + s00; L0

De fato. o que queremos ¢ encontrar g < 0 tal que
r.u.v)— f(,0.0 . .
ro < —sup Ul )aS fz, ) Para isso, basta apenas mostrar que esse sup é
Q V1
. r,u,v) — f(z.0,0 S .
finito. Se h(x) = /(. )d) I ) como h € limitado em qualquer subconjunto
1

compacto de (), resta-nos verificar que h é limitado numa vizinhanca da fronteira
de Q. Sejam 1o € 0! e V a intersecao de uma vizinhanca de zo com Q. A condigao
%l—l + -E—[) onde k € a constante local de Lipschitz
1 D1

@)l _ iVal)
oi(z) IV (x)]
Como Vu e V¢, sao paralelos ao vetor normal em 0f). a limitagao desejada segue da
igualdade acima. O mesmo se faz para v. Depois o mesmo procedimento se repete
para g.

Portanto. Wy, = (4,T) é uma supersolugido para (10.2)r e conseqlientemente
paratodo T <Ty. =

de Lipschitz implica que |h| < k(

em V. Pela Regra de L'Hospital, nos pontos € V N 0N temos

2% Passo: (A Curva)
Lema 10.4: (Existéncia de uma regiao no plano (r,s) onde o sistema (10.2)7 nao
possul supersolucao). '

Suponhamos que (9.12). .... (9.15) se verifiquem. Entao. para uma dada G; €
(C°)?, existe um dominio ilimitado R no plano (r,s) (dependendo apenas de A, A
e A1) tal que

(10.13) se T' € R, o sistema (10.2)r ndo possui supersolugao.

Demonstragao: A mesmado Lema 5.1 =

Como fizemos na Secao 5, para cada t € IR, vamos definir
Li={(r,s) e R*, s+t=r}
e

R(t) = {r € R;(10.2)r possui uma supersolugdo com T € L, para algum s € IR}.
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Os Lemas 10.3 e 10.4 nos permitem definir a curva

I'(t) = (sup R(t),sup R(t) — t). t € R.
que divide o plano em dois dominios ilimitados E' e N’ tais que
(10.14) (10.2)7 possui supersolugao, se T € E’

(10.15) (10.2)7 nao possui supersolucao, se T € N'.

Facilmente se verificam as seguintes propriedades de I'':

I'}) T' nao decresce na direcdo r e nao cresce na diregao s (ie, t; < ¢, implica
r(t;) < r(ty) e s(ty) > s(f,)).

I5) r(ta) —r(t1) <ty —t;. para t; <t,.
I';) T' é uma curva lipschitiziana.

ry) tlim r(t)= —oc e lim s(t) = —oc, se b, b#0.

—— t—+

Vamos verificar que I'', E' e N’ sdo de fato. a curva e as regides que aparecem
no Teorema 10.1.

3¢ Passo: (A Parte Variacional)

(a) Demonstragao da Assercao 10.5: ¢ uma conseqliéncia direta de (10.16) para
T € N'. Donde N = N'.
(b) Demonstragao da Assercao 10.4: Nesta parte, vamos usar os teoremas
variacionais abstratos para encontrar solu¢oes do sistema (10.2)r para T € E'.
Esses teoremas estao provados em [15] e em [16] e podem ser aplicados ac nosso
caso. mediante algumas modificagdes que faremos a seguir.

Vamos preparar o ambiente para usar esses teoremas:

Podemos escrever

('(U),¥) = (U,¥) - ‘/[(f(r,u,v) + o1+ 0P + (g(z. uv) + 561 + k)l

(Recorra a pagina 41 para a notagao (.,.)).
Se definirmos

K (HY)? — (H) K(U)=U-@(U),
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entao
(WU.¥) = /[(f(f\u-l‘) +ro1+£)pr + (9(x.u,v) + 51 + k)2

Dado T € E’, existe uma supersolucao estrita ( i.e. tem-se > ao invés de > em
(10.7)) Wr = (W} . W}) (Lema 10.3) e uma subsolugao ( estrita ) wr = (w}.w%) de
(10.2)7, tais que

our OWr

wr <Wr em Q1 e —67< W

sobre 0! (Lema 10.2).
Definimos
C=[wr.Wr] = {U € (Hy)* wr <U < W7}

A 1déia é mostrarmos que ®|- possui um ponto critico. depois que esse ponto
critico ¢ um minimo local de ® em (H})?, e finalmente aplicarmos uma versao do
Teorema do Passo da Montanha para encontrarmos a segunda solugao.

Primeiramente, vamos mostrar que ®|- possui um ponto critico Uy € C. Pro-
varemos este fato usando o Teorema Ag do Apeéndice:

12 Caso: As fungoes f e g sao nao- decrescentes em ambas variaveis.
(i) C é um subconjunto convexo e fechado de H;

(i) K(C)yC C
Para vermos esta parte. se [ = (u.v) € C'.  entao
F(r.wr) < F(z.U) < F(z,Wr) por hipétese. Dai. sendo wr é uma subsolugao
temos que
(10.16) (KU —wr, W) = (KU, ¥) - (wr.¥) >
2 [{lf(z.u.v) = flz,wh wh)ler + [g(z.u.v) = gz, vl wh )]} 2 0.

Se KU = (u;,uz), da defini¢do de (.,.) e de (10.16) segue que
(10.17) /V(u, — W)V, +/V(u2 — W)V, >0, V¥ € (H)?, ¥ > 0.
Se tomarmos v = 0 e depois ¢, = 0 na expressao (10.17), segue do Principio

do Méximo no caso escalar ( Teorema 8.1, [1] ), que KU > wr. Semelhantemente
prova-se que KU < Wr.
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(111) @ € limitado inferiormente
Se U € C entao
(10.18) lu(z)] < Juz(a)f+ W7 () e Jo(z)] < [uf(a)] + [WE(2)].

Do crescimento de H ( por integragdo, |H(z.u.v)] < e(jul*t! +
+]o]Pt 4 |vjet! + 1), de (10.18) e da Imersao de Sobolev, segue que

[1HE o)l e onde c= clllwhll g IWHI g lwdll s, IWEN g ).

Portanto ®({') > —c.

22 Caso: F' qualquer.
Como F ¢ lipschitiziana, existe uma matriz A com entradas constantes tal que
a funcao Fy(r,S) = F(x,S)+ AS é nao decrescente. Se definirmos em (H})?%, o
produto interno
(U, = ([.0) +/(A(,’.\1;)R2.
entao o problema

U.), = [((Fa+GC)¥)y

e o problema original (10.2)r, possuem as mesmas solugoes. Além do mais. os fun-
cionais associados a esses problemas sao iguais. Logo racaimos no caso anterior. 0O

Assim.o Teorema Ag. garante a existéncia de um Uy € (' tal que Uy é um infimo
de @)~ e ®'(l'y) = 0. Nosso préoximo passo agora € mostrar que [y é de fato um
minimo local de ® em (H})?. Primeiramente, por um argumento de bootstrap, se
mostra que Uy € C%°. Se Uy nao é um minimo local de @, entao para todo ¢ > 0
existe U/, € B, = B.(l’y) tal que

(10.19) () < ®(Lo).

Pelo Teorema A: existe V. € B, tal que

(10.20) o(V,) =inf ® < ®(U,) < ®(Uo)
B.
€
(10.21) d'(V, — Up) = Ae(V. — Up), com A, <O0.

Novamente por um argumento de bootstrap. mostra-se que V; € (C1*)%. Vamos
verificar que

(10.22) V. — Uy em (CV*)%:
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de (10.21) obtemos que
(I =2) (Ve = Uo. W) = /(F(:r. Vo) = Flz. Up), V) e

e dai, também por um argumento de bootstrap, segue-se a convergéncia (10.22).
Ora, pelo Teorema 10.2 (vide (10.12)) temos que

6U'T > 8(7’0
v Oov
Logo pela convergéncia acima. desigualdades semelhantes valem para V,, no lugar
de Uy ( para € suficientemente pequeno). Usando a hipotese de que (3.1) vale
com uma matriz cooperativa, juntamente com o Teorema A, temos desigualdades
semelhantes para W7, donde concluimos que V, € (', e portanto ®(V,) > ®(l%)
( para ¢ suficientemente pequeno). o que contradiz (10.20).

Temos enfim um Uy tal que _inf = ®(ly). Para encontrarmos o outro ponto
B.(To)

critico que queremos. basta aplicarmos o Teorema Ag do Apéndice:
sendo ® ilimitado inferiormente ( Proposicao 9.1 ), existe U} € (H})? tal que

sobre 0f).

wr < Uy em 1 e

U = Collazye > ¢ e (1) < aBi,I}{fo)q).
Logo

8§3{T0)® > max {®(l5), d(l)}

e finalmente o Teorema Ay garante a existéncia de um outro ponto critico U, # U,
Portanto, £ = E'. Claramente I'' = I' e com isto concluimos a demostragao. [



11.Apéndice

Teorema A;: Seja L um operador linear compacto estritamente positivo. definido
num espac¢o de Banach E ordenado por um cone K. Entao L admite um dnico vetor
préprio ro (com 1o € intk e ||zg|| = 1), correspondente a um valor caracteristico
po > 0. simples e que é estritamente inferior em moédulo a todos os outros valores
caracteristico de L, reais ou complexos.

Teorema Aj:
(A2’) Sejam

N o2 N
=1,...,
\k{‘ ) 57 o X; azj i

1

I

operadores uniformemente elipticos
Suponha que u;. 1 < ¢ < m satisfacam

(11.1) Liui + ) ciju; >0

i=1

num dominio limitado  C IR". Suponha também que os coeficientes

(11.2) a’y. b e ¢, sejam funcdes uniformemente limitados em Q.
(11.3) ¢;(z) 20, 1# ), 1<i,5<m, paratodo z €,

e

(11.4) u; <0 em (), paratodo :=1.....m.

Se u; = 0, para algum k., em um ponto interior de . entao uxy =0 em (.
( Lema 2.4 em [5])

(A2”) Suponha que (11.1),(11.2) e (11.3) valham e que exista uma bola B C 2
com um ponto xo € I, tal que para cada 7, u; é continua em BU {z0} e u;(z0) = 0.

Se ux # 0 em B para algum k, entao %(10) > 0.
( Lema 2.5 em [5] )
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Teorema Aj;: Suponha que

Lu= 3% (-1)FD(aus(z)D"u)

loh|BI<m
num dominio limitado  C IRY, onde L é um operador fortemente eliptico, ie.

3 x>0 tal que Z aop(z)E°E° > Xol€]*™, Vr € Q. V€ € R™.
jol=IBl=m

Suponha também que a,3 € L*(Q), |al.|3] < m e que a,p sejam uniforme-
mente continuas para |a|.|8]| =
Se associarmos a L a seguinte forma (de Dirichlet)

/ Z aos(z)D*uD"vdr.

jal,|Bl<m

entao existem constantes ¢ > 0 e kg tais que
aut] > elull?, — kol ulld . Vu € W Q).

(pagina 106 em [3])

Teorema A,: Consideremos o problema

i —Lu = JAmu. 9
onde
0* 0
- _g:lajka (7k+-ZaJa w0
7 7=1

é um operador uniformemente eliptico com a;i, a;. € ("(Q) e ao > 0.
(a) Se m(zo) > 0 para algum ponto z¢ € §). Entédo a equagao (11.2) admite um
autovalor (principal) A;(m) > 0 caracterizado por ser o unico autovalor positivo

possuindo autofungao positiva. ( Teorema 1, [6] )

(b)  Ay(m) tem multiplicidade algebrica e geométrica 1.
( Lema 7, [6] )
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(c)  Se m é positivo em alguns pontos de Q e (L — Am)u = h para h € C(f} e
0< X< A(m).entaou>0seh >0
( Proposigao 2, [6] )

Teorema As: Se u € Wy9(Q) el < g < N. entao

(11.6) 13l < [1¥ulls para }:%-“‘” 0<r<1
(veja [14])

Nota:
(1) A interpretagdo do caso T = 1. é que o comportamento de uma fungao u € Wé‘q(Q)

. . u , . .U
proximo a fronteira, é tal que e € LI(2). Observe que ¢, se anula na fronteira e dai o
1 1

poderia ‘explodir’ nas proximidades deste conjunto. Entretanto, a desigualdade assegura

u o, .
que o comportamento de — é controlado pelo da derivada de u.
@1

(2) Quando T = 0 em (11.6). temos as Desigualdades de Sobolev, que garantem a conti-
nuidade das imersdes W 9(Q) — L7(Q), paral <g< N, L = ]3 -4,

No caso em que r = ¢ > 1, obtemos a Desigualdade de Hardy, que exprime o fato de
que as imersées W'9(§)) — L} () := { conjunto das classes de fungées u € Wy 9(Q) tais
que uo~! € LI(Q)} é continua.

Paral < g < N, usando interpolagao. a Desigualdade de Hardy-Sobolev decorre das
duas desigualdades acima.

(3) O caso em que r = ¢ = 2 foi provado em Lions-Megenes [28]. Brezis e Tumor em [7].

usam esse resultado e fazem uma interplolacdo para provar o caso g=2e 1 = % - %

Nas desigualdades do tipo Hardy-Sobolev que Mitidieri, Clement e F1guelredo pro-
varam em [8], estd incluido o caso em que N > q.

A demonstragdo do Teorema As acima, estd provado em [14].

Teorema Ag: Sejam H um espago de Hilbert real e ® € C'(H.IR) um funcional
satisfazendo a condigao de Palais-Smale. Seja C' um subconjunto convexo e fechado
de H. Suponha que K = I — @' aplica C em C e que ® seja limitado inferiormente.
Entao existe ug € C tal que ®'(ug) =0e igf@ = ®(up).

( Esta ¢ a Proposicao 3 em [16] e a Proposi¢ao 6.15 de [17] )

Notia: Em [16] e [17], demonstra-se este Teorema usando-se o Principio Variacional de
Ekeland. Originalmente ele apareceu em [21] e foi provado usando-se o Lema de De-
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formacgao adaptado para conjuntos convexos em espacos de Hilbert.

Teorema A;: Seja r > 0.Suponha que ® € C''{H. IR) seja limitado inferiormente
na bola B = B,(0). Entdo existe A, < 0 e u, € B tais que ®'(u,) = Xu, e
&(u,) =1infd.

B

( Este é a Proposicao 4 de [16] e o Teorema 3.1 de [17])

Teorema Ag: Seja & € (''(H. R) satisfazendo a condicao (PS). Suponha que

(11.7) > Max {9(0),®(e)} onde 0<r <lle|l

inf
{liul|=r}

Entao ® possui um ponto critico ug # 0.
( Este é a Proposicao 5.11 de [17])

Nota: O Teorema acima é uma versao mais fraca do Teorema do Passo da Montanha.
onde a desigualdade estrita é pedida em (11.7). A demostracdo deste Teorema estd em
[17] e usa uma caracterizagdo dos minimos locais de um funcional.
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