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INTRODUCKD

0 pensar e o dizer sao dinamicos, mas sua expressac ou
comuricagdo é atomizada estaticamente em fonemas, sentengas, ete.
Fritdo, € preci8o tentar restaurar, nesse universo estdtico, o ding
miemo primitive. |

Em muitos casos, tal tentativae pode ser efetuada por
uma idéia intuitiva de completamento, gue se formaliza ctravés de
um operador de fecho. O dinamismo é restaurado, nde sé péla ideéia
intuitiva, como pelos artificios dedutivos que acompanham sua for-
malizagao.

A Matematica,procurando captar zm suas fases mais ge -
rats o dinamismo de nosso pensamento e de nossa imaginagao ceriati
va, & levada a uma série de construgoes e desenvolvimentos caracte

isticos.

Saliegntam—se, nessas construgoes e desenvolvimentos,os
"eonjuntos” e seus "elementos”. Tails conjuntos correspondem, na ver
dade,a completamentos, condensagoes, ansias de unificagao e sintese,
ecomo por exemplo, o progseguir indefinidamente dos numeros naturais;
08 elementos, por sua vez, sdao ansias de analise e sua emersao, mut
tae veses, da-se de maneira vaga e dinamtica, como, por exemplo,
um ponto num espago geomeétrico, ou um numero real.

Tais desenvolvimentos aparecem neste trabalho, nas oonsg
trugoes dos F,, por meio de operagoes eriativas as matis simples,ope
ragbes no sentido algébrico.

0 significade dos P ¢ apenas o de sua construgdaoc. No
entanto, por sua "forma’, og elementos de FG sao capazes de exprimir
muitos significados, desde que um dinamismo adequado de tnterpre -
tagdes atue sobre eles. Aléem disse, sob a agao dessas interpretagdes,
surgem varias nogoes nitidamente matemiticas, correspondentes ao di
namigmo intuitivo que sugeriu, tanto a construgac dos FG’ como guas
interpretagoes.

Téenicamente entdo, surgem no trabalho os FG;J e as ca-

tegorias de estruturas algebricas geradas no processo.



Particularmente sugestivos, como co—dominios para as
interpretagoes, sao conjuntos com operadopes de fechos generalizados,
convententemente defintdoe; taie operadores vefletem bem muiteos dos
dinamtsmos de nossa imaginagac criativa. Agsim, interpretando nesses
conjuntos, é-se levado a introduzir um fechc em FG.

A intuigao logica e a que maie ineide neste trabalho e,
o operador de fecho, refletindo a ideia de consequéncia, aparece de

maneira natural.

Sete etapas podem ser distinguidas nos tres capitulos
deste trabalho:

1. A idéia intuitiva de completamento, expressa matema-
ticamente pelo operador de fecho generalizado, procura captar o ding
migmo essencial de nosso pensarento.

“A principio”, tal completamento é vago, como também sdo
vagos os "elementos aos que se aplica”. Egses elementos, na verdade,
emergem por um esforgo de analise ¢ o "conjunto" desses eclementos emer
ge como um esforgo de sintese.

Agsim, a primeira etapa deste trabalho corresponde, ma-—
tematicamente, ao aparecimento do eonjunto E com operador de fecho .

2. Na segunda etapa, o completamento de E & acrescido de

propriedades adieionaie, que tornam E mais definido na imaginagao e
fazem eom que o completamento se aproxime mais do dinamismo primiti-
vo ettado.

Aparecem entac, no trabalho, o8 fechos conjuntivos, dis
Jjuntivoe, eto.

3. Atraves de caracterizagac contrutiva dos FG’ E tor -
na-se mais definido. Os elementos sao deetituidos de toda ecomplexi -
dade adiectional e refletem apenas uma "estrutura” dada pelo desenvol-~
vimento congtrutivo.

4. Os FG, precisamente congtruidos, sac relacionados com

08 completamentos de (2), por interpretagdes. Og elementos de FG, que




gvorm mapas "songtrug@bes”, sao Vintorpretados” em termos de completa-
mento e adquirem noves significados.

5. 08 F,, através das tnterpretagdes, 2do dotades de
fechs padrdo, que é ¢ facho mais naturcl em FG que reflete a aittua -
pyGo. Esse fecho correzsponde a dedugac formal correspondente av easo
em constderagao.

]

6. O feshe padrdc é explicitade o mais possivel.
7. Outros fechos sac delterminados em s tambem por meic
de interpretagoes,cs quais levam a geragac de estruturcs algébriecas,

naturalmente associadas ao processo.

4ssim sendo, na primeira parte deste trabalho é introdu
zida uma idéia de geragao de estruturas algébricas, diferente da usu-
al, nao através de caracterizagao axiomatica. Sao obtidos alguns re -
sultados, relativos as categorias geradas, que serao utilizados no de
senvolvimento do Capitulo III.

Va segunda parte, sdao caracteriszados 05 operadores de
fecho conjuntive, fecho disjuntivo, fecho reticulado, fecho reticula-
do-distributivo, fecho booleano, fecho condicrional, fecho Tntuicionts
ta e fecho negagao, ¢ os fechos algebrizados a @les associados, o0s
quats 8erac centrais para a obtencdo de muitos dos resultados do Ca -
pittulo III. Um resultado importante do Capitulo II é a obtengao de
uma correspondencia entre fechos algebrizados e egtruturas algébrieas.

Come, para a ecaracterizagac dos fechos citados, & neces
gario um certo conhecimento de operaderes de fecho ocu completamento,
algumas definigoes e resultados retativos a tais operadores ¢ a con -
tinuidade de fungoes sao fundamentaip; portanto, ainda que triviais,
foram ineluidos no primeiro paragrafo do Capitulo II.

No Capitulo III obtem~ge, finalmente, a caracterizagdo

procurada dos feehos estudados, através de interpretagoes.



Por metio de caracterizagoes obtidae no segunde e tefcei
r¢ capitulos, o8 Sistemas LOgicos usuais surgem, de maneira comstruti-
va.

Um axemplo algebrico, foi ineluido no final do Capitulo
FIT, « fim de tormar mais eclara a earacterizagao procurada para fechos
zepecialmente considerados.

Alem disso, como muitos resultados podem ainda ser obti
dos e caracterizados, foi ineluido um Apéndice,apbs os capitulos, onde
estao apontados varios problemas e sugeridas algumas possiveis solugdes
que ainda devem ser pesquisadas em detalhe.

No iniecio de cada parte do trabalho ha uma pequena in -~
trodugao, apontande as metas dos capitulos.

Varias demonstractes de teoremas, hastante triviais, nao
foram aqui incluidas e outras, sac apenas indicadas.

Sao utilizadas varias notagoes habituais de Teoria de
Conjuntos e "see” e ugsado como abreviatura de "se e sOmente se"; os sim
" bolos A== a e A== B sdo usados, respectivamente, para indicar que a
¢ elemento de fecho de A, e que o fecho de B é sub-conjunto do fecho de
A; [x] indica o confunte formado pelos geradores de =x.

0s demais simbolos e conceitos sdo 08 mesmos usados nose

trabalhos relacionados na bibliografia.




CAPTTULOD I

GERAGAO DE ESTRUTURAS ALGEBRICAS POR DUAL IDADE

Introducdo

As estruturas algEbricas 520, quase Ssempre,caracterizadas a
xiomaticamente. Em sentido mais comstrutive, no entanto, os axiomas
podem ser encarados como diretrizes para possiveis realizagoes.

Quando os axiomas sZo expressos por meio de operagoes com
igualdades, ha um pProcesso padrao para construir as estruturas algé
bricas., Tal processc gera as estruturas livres, por meio de identi-
ficagoes impostas pelas igualdades, e saoc os quocientes dessas es-
truturasllivres que determinam as estruturas aligebricas em conside
ragao.

Uma idéia diferente de geragso de estruturas, nao atraves de
caracterizagao axiomatica, mas sim através de consideragoes de cara
ter intuitivo, constitui a primeira parte deste trabalho. Tal idaia
intuitiva & uma ideia de dualidade e procura enriquecer o significa
do de situacoes, por meio de transformagoes, interpretacoes, pontos
de vista, etec., que preservam, em certo sentido, as estruturas em
que as situagoes se verificam.

Algebricamente, essas interpretagoes sao, em geral, morfis-
mos e o significado dual o(a) de um elemento a qualquer de determi-
nada estrutura e en;arado como uma aplicagao definida no conjunto
desses morfismos, dada por (o(a)) (h) = h{a).

Assim sendo, o novo significado das situagoes, que preserva

o antigo, emerge dos significados duais dos elementos das estruturas



em consideragao, o8 quais emergem, por sua vez, do comportamento dos
elementos da& estrutura, segunde as interpretagoes h.

Embora nEo_seja usual, neste trabalhe, as operagaes serao
consideradas distintamente, ora como operagoes criativas, ora como
operagaes seletivas) por exemplo, a operagﬁo singular de sucessor no
conjunto N dos numeros naturais & uma operagao criativa, pois N e
gerado, por sua agao, a partir de 0 (zero) e, alem disso, cada ele-
mento de N @ univocamente determinado, & partir de 0(zero), por
meio dessa operagao; a adigac em N, por outro lado, & uma operagao
binaria seletiva, que seleciona um elemento de N, em termos de dois
outres , em certa ordem, independentemente do modo como esses ele-
mentos sao gerados.

§ 1 - Intenpretacoes; significado dual

- .

Atraves da definigao de interpretagao e que se inicia,prati

camente, o desenvolvimento do método de geragao citado.

Seja G um conjunto nao vazio e C um conjunto, disjunto de G,

eventualmente vazio. Entao, a partir de GUC, por meio de operagoes
eriativas ,operagoes estas no sentido algebrico, com numeroc finito de

argumentos, obtem-se o conjunto F recursivamente:

G’
i) Se a € elemento de GUC, entdao a e elemento de Fo

ii) Se x Xrgo oo sac elementos de F. e 0,, com i percor~-
ii) 1 29 pxn G i? perc

rendo um determinado conjunto de Indices Ey, € uma qual-
quer das operagoes n-areas criativas em consideragao, en

tac o (xl, xz,...,xn) e elemento de FG .

i
iii) x e elemento de Fo see e obtido por meio de (i) e (ii).

Observe-se que C & o conjunto das constantes da estruturaib.




Seja M um determingdc conjunto, nae vazio, contendo uma par
te C' em correspondencia biunivoca com C e onde estao definidas ope
ragtes o! seletivas, em correspoundencia biunivoca com as criativas

&

yue definivam ¥ as operagoes cocrespondentes sendo de mesmo nimero

G’
fo oargumentos.

fzndigap 1.1 =~ Uma interpretagac de Fo em M e uma aplicacao h: oM,

c', sendo ¢' o elemen

i) Se ¢ e elemento de C, entao h(c)
to correspondente a ¢ em C'.

ii) Para toda operagao o;, ko,

i (xl, xz,...,xn)) =

= g (h(xl), h(xz)...,h(xn)).

1
1

Congsidere~ge entao o conjunte I, formado per todas as interpreta

coes de F, em M, e seja J um subconjunto qualquer nao vazio de I.

G

Deginicac 1.2 - 0 significado dual associado 2 J, dos elementos deFé

gue & denctado por UJ(a),para um elemento a qualquer de Fe, e uma a-

plicagao de J em M, dada por UJ(a) (h) = h{a).

Dedindicac 1.3 - Dados dois elementos a e b quaisquer de FG’ diz-se
que tem o mesmo significado dual relativo J, o que & denotado por
a EJb , see h(a) = h(b), para toda interpretacao h em J.

Tem-se que "E"J @ uma relacao de aquivalencia compativel com
as operagoes em FG'

Considere-se, entao, o conjunto FG/ s, quociente de FG pe

Iy = . = : -~ -~ : - -
la relagao ;1 se vJ e a proJecao canonica ﬂj FG FG/: e c e uim

-J
elemento gualquer de €, entao WJ(c) e uma constante de F., ; alem
T =
“J

dieso, sao definidas as operagoes Ei em F. R

/%5



por oi(ﬂj(xl), ﬂJ(xz),...,nJ(xn)) = ﬁJ(oi(xl,xz,...,xn)). para i ele
mento de §- € Xy ,Xpuenns Xy elementos quaisquer de FG, operagaes es8as
que sao seletivas em FG e estac bem definidas, pois, se

~J

ﬂj(xk) = ﬁ(yk), com k variando de 1 a2 n, como h(xk) = h(yk) para to-
da interpretagao h em J, tem—se que h(oi(xl,...,xn))_ h&ﬁfyl,.”,yn))

e¢s; portanto, NJ(oi(xl,...,xn)) = ﬂJ(oi(yl,...,yn)).

Observacao 1.1 ! Se J=1, GI(a) e FG'I sao denotados por 0(a) e LG .

respectivamente,e diz-se que o(a) e o significado dual de a.

§ 2 - Funcoeas Associadas

Dados os conjuntos G,F, e M e as funcoes i:6+F, , que g a
imersao de G em FG,e f =h o i, sendo h uma interpretagao qualquer de
Fo, em M, verifica-se a existeéncia de uma correspondencia buinivocana

tural entre as aplicagaes f de G em M e as interpretagaes de FG em M.
f
i\ /h
FG

A interpretagao h: F, * M e denotada por h, e a aplicagao f

[+

f

associada a2 h e denotada por hG, sendo que f nada mais & que a res-

trigao de h a G.

| 0 significado dual dj(a) de qualquer elemento a de FG' indu
zido pelas interpretacoes de J, Sugere que Se encare WJ(a) como uma
aplicagao de J em M, dada por (wJ(a))(h) = h{a), sendo a um elemento
qualquer de F . ; entao, (m;(a))(h,) = h(a), para toda interpretagao

h de J, e 058 elementos ﬂJ(a) de F, ; podem ser considerados como a-
>




. - . G
plicragoez de um subconjunto U de M em M,
Em perticular, os elementos de LG podem ser considerados co
) " G - ] - .
ro tplicagoes de M em M. Quando G e finito, as splicagoes determina-
. . -~ G
das wor 1., podem es8gotavr as splicacoes de M- em M, Entretanto,quando
v n&v 8 finits, n2o se deve esperar gue o conjunto de aplicagoes de
rerminadas por L., coincida com o das splicagoes de M em M, pois as
w
. n s G - .
aplicagese determinadas por L~ dependem apenas de um numero finito de
variaveis; fazendo tal restrigao, ver-se—ao casos em que L, coincide
. - G . - .
com &g aplicagoes de M em M que dependem apenas de um numero finito
de variaveis.
Em qualquer caso, Fg_J e isomorfo a uma parte do produto car
’
tegiano W M., , com as operagoes definidas da maneira usual., Quando

ieD

M e G sao finitos, os elementos de F correspondem 2 um numero fi-

G;J
nito de aplicagoes definidas e com valores em conjuntos finitos, ha-
vendo, portanto, método de decisaoc para se saber quando elementos
quaisquer a e b de ¥, tem, ou nao, 0 mesmo significado dual relativo
2 J; quando G @ enumeravel, mas M & finito, como as aplicagoes corres
pondentes dependem apenas de um numerc finito de variaveis, tem-se

tambem metodo de decisao para se saber se elementos a e b quaisquer

de FG tem, ou nao, mesmo significado dual relativo a J.

§ 3 - Geragao de Categonias

3.1_ A categoria de estruturas algebricas que se pretendia gerar

por dualidade e, entac, constituida pelos F sendo G e J conjun-

G:J1 °

tos nao vazios e sendo Si’ com i elemento de o, operagoes em Fo.y @
¥

w;(C) o conjunto de constantes de F, . .



Os elementos de F. , sdo constituidos pelos de F, , com o
]
significado adicional adquirido em virtude do comportamento perante

sg. interpretagoes de J e,como esse significado respeita globalmente

# estrutura anterior, F

1

3 J € uma estrutura algébrica do mesmo tipo
gue FG’ com as operagoes e constantes satisgazendo certas proprieda-
des, que vem com o novo significado das situagoes.

Assim sendo, a categoria dos FG;J diz-se gerada por dualida
de, em termos das operagoes I das constantes de C e do conjunto M.
Tal categoria sera denotada por &

Observe-se que, se G e H sao dois conjuntos quaisquer e J
¢ K sao dois subconjuntos de I, entao, sem que G=H e K=J, FG;J

FH'K podem coincidir, a mencs de isomorfismo, como objetos de t;.
L]

Definicac 1.4 : Dados dois conjuntos G e H e os subconjuntos J e K

de I, se FG;J e FH;K coincidem a menos de isomorfismo, como objetos
da categoria Z?, diz-se que FG;J e FH;K sao apresentagoes duais do
mesmo objeto de é,

Considere-se a categoria &3 das estruturas algebricas de-
terminadas pelas operagoes s sendo i elemento de 3’, e pelas cons-
tantes de C; seja g) a categoria das estruturas algebricas determina
das pelas operagoes 0, e constantes de C, cujos morfismos saoc os de
%é, definidos e com valores em tais estruturas, tendo M como matriz
separadora.

E imediato que 1? e §a sao sub-categorias de }%- Mostre-se,
antao, que a categoria .Q coinecide com a categoria Q’ , Ou seja, mos-
tre-se que todo FG;J e separado por M e que, para todo objeto A de

f%, que & separado por M, existem G e J tais que A & Fooy
H




corema 1.1 5 M e objeto de é;

Demonstraggo ~ Dado o conjunto M, seia J = {h}, sendo h a
inllcagao identidade de M em M prolonguda a uma interpretacao de FM
am M.

Defina~se a aplicaggo £ de FM;J em M por: f(ﬁJ(x)) = h{x) ,

sva rode elemento x de F,. Tal aplicacao esta bem definida e & um

Ao

]

‘romoerfisme, pois f(ﬂJ(c)) = ¢ pars qualquer elemento ¢ de C e

R iy E - s = = = - t : 1 -
TOm L (x) o ﬂJyy)) f(ﬂJ(xoiy)) t(ﬂj(x)) ol f(ﬂJ(y)), para quais
SUEY X e F em FM’

Portanto, M 2 isomorfo a F , que @ elemento de q&

Med

feorema 1.2 ¢+ M e matriz separadora da categoria éh

Demonstragao - Prove-se que, para qualquer Fb;J,se'mﬂa)#uibL
sendo a e b elementos de FG s entao existe um morfismo k de Z;, tal
Gue k(ﬁj(a)) # k(ﬂJ(b)).

De fato, sejam ﬂJ(a) e Wj(b) elementos de um FG;J qualquer,
com ﬁJ(a) ¥ ﬁJ(b). Como a e b nao tem, entac, o mesmo significado
dual relativo a J, existe uma interpretagao h em J, tal que h{a)#h(b),

T3

Fa > Foog

N

M
Defina~se a aplicagao k: FG.Jv*M por k(ﬂJ(x)) = h(x), para

todo elemento x de FG. A fungao k est2 bem definida, e morfisme da
categoria t; e tem-se que k(WJ(a)) # k(ﬂj(b)).

fecaema 1.3 ¢+ A categoria'ga coincide com a categoria ?.

Demonstragﬁo - Felo tecoremwa anterior, Q; & subconjunto de gj.



- 12 -
Considerem-se,entao, um objeto A qualquer de categoria 0@ e

as estruturas F, e FA;J , sendo J o conjunto das interpretacoes h de
FA em M, tais que h e da forma ('Pok, sendo ‘f merfismo de A em M e
k prolcngamento da identidade de FA em A; seja a aplicagao kde F

AslJd
em A defimnida por'I:(TrJ(x)) =%k (x}), definigﬁo esta poss{vel.

] "3
o TN
A > F, > FA;J
i k K
A4
A
"0
v
M

Tem-se que k2 morfismo sobrejetor de Ee, alem disso sek (x)=k(y),
entao q%l(x) - q%i(y) para todc morfismo ¥ de & e portanto wJ(x) -
m.{y} ; logo, ke bijetora e portanto, A & isomorfo a FA;J
Assim sendo, 2? e g:) coinciden,

Teoxema 1.4 ¢+ A categoria ﬁié fechada para o produto e a sub-estru-

tura.

Demonstragao - Para se provar que ¢>E fechada para o produ-

to, considerem-se dois elementos distintos x e y de um produto de e~

L]

lementos quaisquer de Z;e seja a projegao Ty que associa X e y as
suas componentes'xi e y; respectivamente,sendo x, # y; . Como exis-
te um morfismo h de ﬁgtal que h(xi) ¥ h(yi), prove-se que hOﬂj e tam

bém morfismo de ‘6 e portanto.

Teonema 1.5 ¢+ A & objeto de‘é see A e sub-produto de T M
deD

sendo

d ¥
Md = M e D um conjunto qualquer.




2.2 Estrutunas Livaes e Queocdenfes,

Tephema 1,6 1 FG & a estrutura livre sobre ¢, na categoria Eh

Demonstragao - Sejam A um objete qualquer de \&>e a aplica-

rao 3 G ¥ oa inclusao. A demonstragac e imediata, desde que se de

k]

{ina h coustrutivamente, a medida que F_. vai sendo gerado.

G

A
Teoxema 1.7 ¢ LG 2 a estrutura livre, tendo ¢ como conjunto de gera
jvres, na categoria Z?.
Demonstragao — Sejam A um objeto qualquer de Y% e uma fungao
gqualquer £: G A,
J "1
G > Fo > Lo
-
-
e
£ h
N
L
A
£
\V4
M
Pode-se prolongar univocamente f a uma aplicagao h: Fo>A ,
1 : H - = ¥ = ’
definindo-se h(cg) c' e h(Oi(xl""’xn) oi(h(xl),...,h(xn)), sen

do ¢ elemento de C e ¢' a constante de A correspondente a c, XyseeosX

'

elementos de F e sendo 0. & o, as operagoes correspondentes, em FG

G!
e A, respectivamente,com i elemento de s; h esta bem definida, pois

Fa & gerado a partir de GUC.

Fara que se demonstre o teorema, e suficiente gque se possa

definir uma aplicagao k: L_ -+ A por k(ﬂl(x)) = hix),

G



Para que nao se pudesse definir tal fungao, seria necessa-—
vin gue aZ.b e h(a) ¥ h{(b), para elementos a e b de FG e algum h em

=ntiyefanto, como M e matriz separadora, existiria um morfismo

o4 1, tal que £(h(a)) # L(h(b)}, e Loh seria uma interpretagao de

212 Mya que contradiz a Elb°
oo : e i
Peorema 1.8 Todo FG;J e um quociente de LG
- . )
Demonstragao Dados FG, LG um FG;J gqualquer, e Tyysela

a aplicagao pt L,*F. ; definida por p(m(a)) = FJ(a}, para todo ele-

mento a de FG; tem-se que p e um epimorfismo.

Cbsenvacdo 1.2 ¢ Como nem todos os guocientes de L, sao iscomorfos a

G

algum FH-K , pode-se conseguir uma condigao para que todos o sejam—
; :

tal condigao seria que M geparasse tambem os quocientes de LG, ou se

ja, dados

elementos quaisquer distintos 7(x) e T7(y) em L sendo = uma re

G/ ’

la@ﬁo qualquer de equivaléncia em L., deve existir um morfismo h de

L, em M tal que: h(m{(x)) # hR(m(y)).
s



CAPTTULD II

SOBRE OPERADORES DE FECHO

Intreducac
4pbs algumas consideragoes gerais sobre operadores de fecho
e fungoes continuas, num sentido especial, saoc obtidos resultados

interessantes relativos a certos operadores de fecho e aos fechos

algebrizados a eles associados.

§ 1 - Generalidades 40bre o Operadon de Fecho

1 1Pefinigoes

Definicac 2.1 : Dado um conjunto E nao vazio, sendo BXE) o conjun

to das partes de E e "™ " uma aplicacao de T (E) em ¥(E), denotada
por=: ArH A , diz-se que "= 2 um operador de fecho em E, quando
& apenas quando:
i) Para todo subconjunto A de E, A & subconjunto de A.
ii) Se A e B sao subconjuntos de E, tais gque A & subconjunto

de B, entao A & subconjunto de B.

: = . -
iii) Para todo subconjunto A de E, A & subconjunto de A.

Definicdo 2.2 ¢ Uma parte A de E diz-se fechada, ou completa, com

relagao ao operador — , see A = A.

Dedindcao 2.3 ¢ Diz-se que D gera uma parte A de E, ou que o sub-

conjunto T de E & gerador de A, see A = D,

Ueginicao 2.4 : Um operador de fecho™, em E, diz-se de tipo fini

to quando e apenas quando, para todo subconjunto A de E, se x ry ele
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mento de A, entao existe um subconjunto finito Ao de A, tal que x
e elemento de Z:.

Vedinicac 2.5 : Dado um conjunto E, com fecho™, se S 2 subconjun-

to de E, o fecho ~, induzido em §, do fecho de E, & dado por

A = ANS, sendo A um subconjunto qualquer de S. Ou seja, os fecha-
dos de S8, segundo ~, sao obtidos dos fechados de E, ségundo", por
interseccao com S.

Dofindicac 7.6 : Dado um conjunto E com operadores de fecho ~ e —,

diz-se que o operador ~ e mais fino que o operador —, (ou o opera-
dor — e menos fino que a~r , see todo fechado de E, segundo ™, & fe-

chado de E, segundo ~, ou seja, see 5 & subconjunto de S, para to

do subeonjunto S de E.

1.2 - Decorréncias simples das definigoes

Dado um conjunto E com operador de fecho—, e imediato que:

1) Para todo subconjunto A de E, o fecho do fecho de A &
o fecho de A, ou seja, i =X

2) 0 fecho de um subconjunto qualquer de E & um fechado de
E.

3) Se um subconjunto de E & mnao vazio, entan seu fecho e
nao vazio.

4) Se (Ai) 2 uma familia de partes de E, entao:

iel
a) NA, C DNA,

ig1? aer?t

b) LA, € T&.
iexi Jext




7)

8)

¢c) UA, = Ua,
1 1

ieT iel

éy nNa, o DA,
1 N

igl iel

¢ fechado

35}

5 intersecgao de uma familia quzlquer de fechados de E

¢ uma familia de

[1:23

uvm fechado de E, oun seja, se (Ai)ieI
completos de E, entazo ﬁAi - nAi & ﬂﬁi = ﬂXi

iel iel iel iel
0 fecho de um subconjuntoc A de E e ~ "menor" fechado de
E que contem A.

A uniazo de uma famllia de nao fechados de £ & um nao fe

chado de E, ou seja, se (A,) e uma familia de nao fe

iel
chados de E, UAi ¥ UAi
iel iel

Li-Teorema £.1: Se forem dados um conjunto E nao vazio e um con —

iunto § de partes de E, tais que E e elemento de ére G 2 fechado
para a2 intersecg¢ao arbitraria, entao pode ser definido um e apenas

um operador de fecho ™, em E, para o qual ¢ e o conjunto dos fe =

0 teorema mostra que, dar um operador de fecho™, em E, &

equivalente a dar uma familia G de partes de E, fechada para a in-
tersecgao arbitraria e contendo E.

1a.Funcao Continua

Dedindicao 2.7 3+ Dados os conjuntos A e B, sendo ™ e ~ operadores de

fecho em A e B, respectivamente diz-se que uma fungﬁo f: A+B e con
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tinua quando e apenas quando a imagem inversa de qualquer fechado de
B, segundo ~, e um fechado de A, segundo — .

Tecnema 2.2 ¢ Se A e B sao conjuntos com fecho ™ e ~ respectivamente,

- o - - - . —
f e uma fungao continua de A em B see £(S) e¢ subconjunto de de f(8),

para qualquer subconjunto S de A.

Demonstragao - a) Como g7} (f(8)) e um fechado de A que con

-1

- - —_ Pl
tem f (£(S8)), S e subconjunto de f 1(f(S)).

b} Por ocutro lado, se £(5) & subconjunte de
Nt - -‘-'—']-_'_
f(8) e D e um subconjunto fechado qualquer de B, tem—-se que f£(f ~ (D))
e subconjunto de D; logo, se x & elemento de fﬁl(D)" entao f(x) e e-

lemento de D e, portanto,f_l(n) e um fechado de A.

Teonema 2.3 : Se £ & uma fungao continua de A em B ¢ § & um subcon—

junto de A, entao a restrigao de £ a S & continua, sendo fecho de §

o fecho induzido do fecho de A.

Teorema 2.4 ¢ Se A & uma classe de aplicacoes definidas em E e com

valores em conjuntos com operadores de fecho, entao existe um unico

fecho ~, em E, tal que:
a) Todas as fungoes £ de A sao continuas relativamente a ~.

b) Se" '& um fecho em E que torna todas as fungoes f de A

i

-* ~ - + .
continuas, entao e mais fino que rv .

Demonstragao — Para cada fungao f de A, considere-se o con

junto é% das imagens inversas dos fechados do codominio de £, segun
do f. Ou seja, C e elemento de C% see C = fvl(D), para D um fechado
do codominio de f. Logo , nci = f-l( ﬂDi) . Considere-se Z; dado por:
iel

iel

C e elemento de 2; see C = r]Bi y sendo Bi elemento de ﬂ‘%_
iel
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Tem-se gque éé fechado para a intersecgao, E & elemento de
?g » - -
¥ ¢, portanto elo teorema 2.1, existe um unico fecho ~, em E, pa-

: P p
- . -~
rae o ogual ?;a e o conjunto dos fechados; tal fecho torna as fungoes f
-

Coatingas.

Aleém disso, 2 imediato que qualguer outro fecho que torme as
f continuas & mais fino que ~ .
Vedinigac 2.7 ¢ Nas condigoes do teorema acima, diz-se que o fecho

- - -~ -
~'" g o menos fino fecho, em E, que torna as fungoes de A continuas.

§ 2 =~ Pre-ondem ¢ equivalencia associadas ao fecho; eAtrutunas

guocientes

?i.Considere-se um conjunto E com operador de fecho ™ e sejam a,b e
c elementos de E e A subconjunto de E,

Dofdindigao 2.&

aAb = {ce E: {e¢} = {a} U {b}}

Definigao 2.9 :

aVWhb = {ceE: {c} = {a}M{p}}

Dodinicao 2.10

a b ={ceE: be {atlUict e, se be{alUA entao {c}Ci}.

Dedinicao 2.11 3

2 a » {beE: {a}N{b} =9, {a U{b)} = E e, se {alyA = E entao {b1c &}

Degindcao 2.12 ¢

Va=1{(beck: {alU{b} = E &2, se {alUA = E entao {btc L}

22-Dekinigdo 2.13 ¢ A relagao "{", dada por "a { b see b & elemento

de {al”, e a pre-ordem associada ao fecho “",em E, sendo a e b elemen



toe quaisquer de E.

Portanto,a equivalencia "2", em E, associada ao fecho — , &

dada por "a = b see {:t_} = {?}“-

Teonema 2.5 © Se C &2 um fechado de E, segundo o operador — , e x &
alemento de C tal que x = y, sendo y elemento de E, entao y e elemen
to de C.

Teorema 2.6 ¢ Dado um conjunto E com operador de fecho ™ , sendo '="

a relagao de equivalencia associada ao fecho e a,b,c e d elementos de
¥, rtais qué a b e c T 4d:
a) Se aAb e nao vazio, para todo par (a,b) de elementos de
E, entao aAb & uma classe de equivalencia, segundo "=", e aAc=bAgq,
b) Se awb & nao vazio, para todo par. (a,b) de elemeutos de
E, entac avb & uma classe de equivaleéncia, segundo "z e awe = by d.

»

¢) Se 2 Db e nero vazio, para todo par (a,b) de elementos de
"m.n

E, entao a =Hb & uma classe de equivalencia, segunde '=", e a Jyc » b Jd.

d) Se = a € nao vazio, para todo elementos8 de E, entdo = a

e uma classe de equivaleéncia, segundo "=", € = a = -=m p,

e) Se 7 a e nao vazio, para todo elemento a de E, entzao 7 a
- . - . y_ it o
e uma classe de equivalencia, segundo "="" e Ta - 7o .

Demonstragao - Basta que se verifique que dois elementos m
e n quaisquer de E, que pertencgam & um dos conjuntos a /\b, awvb,
a Db, = a, ou Ta sio equivalentes e, além disso, que qualquer ele
mento x de E, tal que x = mou X * n, e tambeém elemento do conjunto

B0 qual m pertence.

0bservacac 2.1 : Para facilidade operacional manipulative em E, admi-

ta-se que AN, V, 3 = e7 estejam tambem definidas em classes de equi
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- w oW

. . A - -
valencia relativas a relagaoc = .,

Propriedades simpfes dos fechos - Dado um conjunte E com ope

rador de fecho — , sendo a, b e ¢ elementos de E e A subconjunto de
E:

2.1) Se aA b & nao vazio, para todo par (a,b) de elementos
de E, entac:

a) afb = 2

aAb =

b) Se A= a e A= b, entao A = 2 A%

c) aAb=bAa

.d) {a A B) A e = a A (b A ¢)

2.2) Se a Vb e nao vazio, para todo par (a,b) de elementos
de E, entao:

a) {all= awh

{b} [=a wb

b) Se {a)} jm= A e {b} == A, entao a V¥ b lk= &

¢) {(avb)we=aw(bwc)

d) awbe=bwvwa

2.3) Se a8 Db e nao vazio, para todo par {a,b) de elementc.
de E, entao:

a) {alU (a Db) k= b

b) Se {alUA = b, entao A= 2 IDb.

2.4) Se aAb, aV¥be = asao nao vazios, para a e b ele
mentos quaisquer de E, entao:

a) aA = a = E

b) aV¥W = a = ¢
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¢) Se Au{al = E, entzo A== = a

2.5) Se a Ab e 7& sd0 nao vazios, para a e b elementos -

[ToTy

quaisquer de E, entgo a N ¥a = B,

t3-Tecrema 2.7 : Se & Db & nao vazio, para todo par (a,b) de elac:—

tos do cenjunte E, com fecho ~, entao ¢ e nao vazio e a<b see
a3 b =6 .

Demonstracao - 2) Pela propriedade (2.3b), como {alVU ¢ = =
tem-se que ¢ = a Ja. Logo, ¢ = a Ja.

Verifica-se, analogamente, que ¢ = a Da=b D(aDb)=
= a (b Dec) D({ladb) D(a De)).

b) Se 2 < b, entac {a} = b e, portanto, a Db -.6.

Se a Db = ¢, entac b e elemento de {T}"Jﬁi_) e portan

to, b & elemento de {atU® . Logo, b & elemento de {a}.

Teorenma 2.8 ¢ Se aAb, avwbeaIb sao nao vazios, para todo par

(a,b) de elementos de E, entao a A (b W c) = (aMNb) WwWia ANe) e
aw(bAc)=(awb)AN(aWVec).

Demonstracao - a) Como a M b s 2 @ a A Db = b, {a,b} 2 sub

conjunto de a A b; logo, (a Ab) v (a Ac) e subconjunto de a A b.
Analogamente, de a A ¢ = {a,c} tem~se que (a Ab) W (a Ac) & sub

conjunto de a M c . Entao, (a Nb) W (a Nc) & subconjunto de

{a,b} f{a,c} e, portanto, também o &, de {a,b,c}; entretanto, como

{a,b,c } = {a,b ¥ c}, ou seja, {a,b,c} = a A(b W ¢), tem-se que

(a Ab)Ww(aAc) & subconjunto de a A(b V/ c), ou seja,
a/\\(bV/c)D(l’a/\\b)V/(a/\\c)-§
Por outro lado, como a A b [ a2, a A bi=Db ebie b w c,

tem-se que & A (b \ c) & subconjunto de {a,b}. Analogamente ,




a Ncfem a A(b ¥c), logo, (a Ab) w(a Ac) k= a A(b we), ou
seja, (a Ab) V{(aANc) D(aA(BWVWe)) =5 .
b) Anzloga a (a).

Tecrema 2,9 ¢ Se o operador de fecho ~, em E, for de tipe finito,

tal qgue a A b seja nao vazio, para quaisquer elementos a e b de E ,
entac, dado um subconjunto A qualquer de E, um elementc x de E & e-
lemento de A see existem elementos Bis Bpyeeesd de A, tais que, se ¢
e elemento de alf\ a, AL A a_, entao ¢4 x.

Demonstragio - a) Se x & um elemento de E, com x elemento

de A, como o operador e de tipo finito, existe um subconjunto fi

nito A_ = {al, az,...,an} de A, tal que x e elemento de A . Como e-

xiste ¢ em E, tal que {c} = {al, az,...,an}. tem~se que X € elemen-
to de {c}, ou seja, c < x,
b) Por outro lado, se existem elementos al,

L PYRETEE W de A, tais que, para c em E, com (:} - {al, az,...,ln} e

c{x, @ imediato que x & elemento de A.

A Estruturas Quocientes

nw=n

Dada & relacdo de equivaléncia "=", associada ao fecho ,
em um conjunto E, considere-se o conjunto guociente E/E .

Em virtude do teorema 2.5, os fechados de E gaoc unides de
classes de equivalencia. Assim sendo, pode-se induzir, de modo natu
ral, o fecho de E em E/E: se U @ um subconjunto de E =1 © fecho _-,

em E . ¢ dado por U = (U U), onde ®: E *E/2 ¢ a projegao candni-

ca e UU @ congiderado em E.

A prée-ordem "{", de E, induz a ordem "<", em E/ y e m(a)<m(b)

e definido por a<b, sendo a e b elementos quaisquer de E. Aasim sen
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do, m(a) < w(b) see {r(b)} & subconjunto de {m(a)} e, alem disso, se
uev sao classes de equivalencia segundo "™ ¢ a ¢ b sao elementos

de u e v respectivamente, tais que a<b, entao x { y, para todo ele-
mento x de u e todo elemento y de v, ou seja, a e b sao escolhidos ar

britrariamente nas classes de equivalencia,

(13}

Teonema 2,10 ¢ Se A aeb sac elementos de

subconjunto de E/
A

E/: , tais que a < b e a & elemento de , entao b & elemento de A.

m

tem ultimo elemen

Teonrema 2.11 ¢ Se ¢ nao vazio em E/ , entao E/

to.

Demonstragao - ¢ & o ultimo elemento de E/E '
Teorema 2.12 + Dado o fecho , induzido do fecho de E em E,":” tem
-ges

2) Se a Ab e nao vazio, para todo par (a,b) de elementos de
E, entao n(a) A 7(b) & também nao vazio em E/E e a aplicagao que as-
socia (T(a), (b)) & m(a) A 7(b) torna-se uma operacio algébrica bi-
naria "A" em E/E .

b) Se a Wb & nazo vazio, para todo par (a,b) de elementos de
E, entao m(a) W 7(b) & tambem nao vazio em E/E e a aplicagao que as-—
socia (mw(a), T{(b)) 2 7(a) W m(b) torna—se uma operagac algaebrica bi-
naria "v" em E/E .

¢) Se a b e nao vazio para todo par (a,b) de elementos de
E, entao T(a) M»T(b) & tambem nao vazio em E/E e a aplicagao que as-
socia (m(a), T(b)) a (v(a) 3 v(b)) torna-se uma operagad algebrica

" on

binaria 2 em E

d) Se == a & nao vazio, para todo elemento a de E, entac
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<= 7m(a) e tambem nao vazio em E/;- e a aplicacao que associa 7(a) a-
- - ] - . % "I
=M{a) torna-se uma operagac algebrica unaria .~ em E/= .
a) Se 7a & nao vazio para todo elemento a de E, entao 7ma)
¢ tambem nao vazio em 'ﬁ‘./= e a aplicagao que associa m{(a) a 711(&) tar
- o n
ng-se ume operagac / em E/-
Demonstragao - E suficiente que sejam considerados nm{a) e
m{b) em E/= e ¢, elemento de um dos conjuntos a Ab, a Vb, a Db ,

== g ou Ja e que se verifique que W(c) & elemento do conjunto cor-

respondente w(a) A 7(b}, ou w(a) ¥ mMb), ou w(a) Dn(blou= w(a}, ou

y‘fr(a), ja que {m(c)} = 1(n(e)) e wlc) = m, conjunto esse que & u
nitario em E/E , tendo como unico elemento a A b, ou a Vb, ou adb,
ou = a, ou 7Ja.
Assiwm sendo, as aplicagaes /\\,\4’, 3, = e 7 podem ser consideradas
como operagoes algebricas em E/E e serao denotadas reSpeétivsmente,
por: (m(a), w(b)) » w(a)A n(b)

(m(a), m(b)) » w(a) vm(b)

(m(a), m(v)) » w(a) > (b)

m(a) » — 7m(a)

n¢a) » 7 m(a)

Propriedades - Como decorrencia imediata das propriedades 2.1 a 2.5,
e dos teoremas 2.8 e 2.12, para a, b e ¢ elementos quaisquer de E/E:

2.6) Se x Ay & nao vazio, para todo par (x,y) de elementos
de E:

a) aAb

tA

a
b aAb <hb

c) Secfaecjb,entﬁocfaﬁb.



2.7) Se x Wy e nao vazio, para todo par (x,y) de elementos

de E:

a) a < aVvbd

B) b <aVvVhb

c) Se a<cebd <e, entao a V b < ¢

2,8) Se x Dy e nao vazio, para todo par (x,y) de elementos
de E:

$ = a Da=a 5(b Da) = (a>2>(bo>ec))>((a ob) >(a >

2.9) Se x Ay, X Yy e = x 530 nao vazios, para x e y ele~

mentos de E!

a) a A— a=E

b)) a v — a= ¢

2.10) Se x Ay, xVWy, X 3y sao nao vazios, para todo par
(x,y) de E:

a) aAnf(b ¥ ec) = (aAbdb)Vv(iaAac)

b) av(b Ac) = (aVvDd)al(avec)

2.11) Se x Ay, x ¥y e /x sio nio vazios, para elementos x

e y de E, entao aAN Ja = E

Teonema 2.13 ¢+ Se a A x = E, para elementos a e x quaisquer de E/E'

entso x < - a.

Teorema 2.14 : Se o operador em E & de tipo finito, tal que a Ab se

ja nao vazio, para todo par (a,b) de elementos E, entac A & o filtro
gerado por A, sendo A um subconjunto qualquer de E/= .

Demonstragﬁo - Pelo teorema 2.9, como o fecha em E/= tambem

e de tipo finito, x € elemento de A see existem elementos 8 s8nyees B




de &, tais que a, Aooe A a  f x.

Fara se provar gque A 8 o filtro gerado por A, considere-se

via (¥.)

i3 gque conten A @ demons-

=
gy
i
£y
~4
]
K

. de todos os filtros de R/

bre-se gue:

[

ay A elemento de (Fi},

iel

elemento de A » x <y, comy emE

o

Ne fato, se x tem~ge que

/=

< y e, portanto, y & elemento de A ; se X & y sac

..ﬁA
3.1:’\ az/\ a, =

elementos de ﬁ, entao a. N\ a. A ...Aa £ x ANy . Logo, A E filtro.

1 2 n
b)Y A = (iF.
Lo
iel
De fato, como A & elemento da famTlia (Fi)iEI , & imediato
que ﬂFi ¢ subconjunte de 4 ; alen disso, se x e elemento de K, en
iel

tao x ¢ elemento de qualquer filtro que contem A, pois alh""Az%15 X
@, portanto, X e elemento de [']Fi .
N igl
Logo, A 2 o "menor" filtro que contem A.

§ 3 - Afguns Fechos Especiadls

%4~ Fecho Confuntive

Dedinicac 2.14 ¢+ Um operador de fecho , em um conjunto E, diz-se

conjuntivo see a A b @ nao vazio, para todo par (a,b) de elementos
de E.

Se E e um conjunto com operador de fecho conjuntive , sao
validos és resultados enunciados nos teoremas 2.5, 2.6 e 2.9 ¢ a8
propriedades 2.1,

Se B, = Erz o sendo £ a relacao de equivaléncia associada

ao fecho , 8ac validos o0g resultados dos teoremas 2.10, 2.11, 2.12

a e 2,14, Assim sendo, em Ei o fecho m", induzido do fecho de E, &
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tembem conjuntive e esta definida uma operacgao binaria A, que go
za das propriedades 2.6.

Tecnema 2,15 Ji e um Luf-reticulado.

T HL
Demonstiragac - Alem de < sevr uma ordem em Ei’ pelas proprie

dades 7.6, para qualquer par {(4,b) de elementos de Ei’ tem~se gque
a b = inf (a,b).

Exemplo de Feocho Conjuntive de tipo ndao finito - Seja R o conjunto

dos ndmeros reais e defina-se em R o fecho , dado por: X% e elemen
to de § see x > inf § se § & limitado inferiormente, ou x & qualguer
se $ nao e limitade inferiormente.

Tem-se que o operador de fecho & conmjuntive, pois, se a < b, entao
a ¢ elemento de a A b e, se b < a entao b & elemento de a A b; en-

tretanto, tal operador nao e de tipo finito ©pois, se

S ={xel® : x > 0}, entao o numerc real 0 nao & elemento de S, pa-
ra nenhuma parte finita S0 de 5.

3.2- Fecho Disfjuntivo

Pefindicao 2.15 ¢ Um operador de fecho , em E, diz-se disjuntivo,

see a Wb & nao vazio, para todo par (a,b) de elementos de E.
Como consequencia da definigao, se E & um conjunto com ope-
rador de fecho disjuntive, entao sao validos os resultados enun

ciados nos teoremas 2.5, 2.6b, 2.9 e as propriedades 2.2.

Se ES = E/= , sendo = a relagao de equivalEncia associada
ao fecho , de E, sao validos os teoremas 2.10, 2.11, 2.12b . Loge,
em ES, e fecho _', induzido do fecho de E, e tambem disjuntivo e se

moort

pode definir a operagao binaria V , que goza das propriedades 2.7.




Tochema 2,16 ¢ Bg e um sup~reticulado.
+t 't

Pemonstragac - Alem de < ser uma ordem em ES' 4as proprie-

‘-t dos feches distuntives acarretam gue, para glementos qualsquer

Aoe b ode ﬁs » 2 % bow supia,b).

Podindgeo 2,15 ¢ Um cvperador de fecho , em T, diz~ae reticulado

ez 8 Ab e a Wb 280 nac vazics, para elementos a e b qualequer de
g,

Como ceunsequencia da definigac, se E @ um conjunto com ope-
rador de fecho reticulado, entzo sao validos os tecremas 2.5, 2.6%
e 2.8 & as propriedades 2.1 e 2.2.

L3 1"

Se E_ = E sendo = & relagac de eguivalencia associa

r /1= 7
da ac fecho de E, sao valides cs teoremas 2.10, 2.11, 2.12a , 2.12b
e 2.14. Logo, o fecho , induzido em E_ pelo fecho de E, £ também
reticulado e em E_ estao definidas as operagoes binarias A e V

que gozam das propriedades 2.6 e 2.7,

Teonema 2.17 = E & um reticulado.

34 - Feecho Retiocufado-Distrnibutive

Pefindcao 2.16 ¢ Diz-se que o fecho , em um conjunto E, & reticu-

lado distributivo quando e apenas quando a /b ¢ a M b sao nac wa-

zios, para slementos a & b quailsquer de E ea estrutura quociente

(1] Tt L1} 1%

By = Bz e distyibutiva, com relagao as coperagnes /A e VvV  liuduzi
""-_ 11} ~ -

das de AN e VW, sendo = a relagao de equivalencia induzida nelo

fecho.

s

fm virtude da definigac, se ¢ um fecho reticulado-digtributivo em
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E, sao validos os teoremas 2.5, 2.6a, 2.6b, 2.9, 2.10, 2.11, 2.12a ,
2.12b e 2.14 e as propriedades 2.1, 2.2, 2.6 e 2.7.

Alem disso, salente-se que Ed & um reticulado distributivo.

335 - Fecoho Begofeane

Vedinicto 2.17¢ Um operador de fecho , em E, diz-se booleano, see
2 /Mb, a Vb, a Db e = a saoc nao vazios, para elementos a e b quais
quer de E.

Em virtude da definigzo, se & um fecho booleanoc em E, en-

tao sao validos todos os teoremas e propriedades do paragrafo (§2).
Saliente-se que, se o fecho , em E, & booleano, ¢ & nao

vezio e a Ha =b D(a Ib) = a (b DaAb) = a Ab Da=aAb =~

= a DaVbe=b FaWVWh = (a Dec) Db D) D(aw b)) Hc)) =

= {a (b D)) D((a Db) D(a De)) = (a Db) D((a D=b) D= g)=

@a <o = g Hasw $, para elementos a, b e ¢ quaisquer de E; além disso,

adb see a Jb = ¢ . Se Ea = E/= » o fecho T, induzido em Ea pelo fe

cho de E, & tambem booleano e podem ser definidas em Ea as operagoes

[E L1 " [ n "

n"non
r,\ » V * = e ——— -

Techema 2.78 ¢ Ea e uma Algebra de Boole.

1" "
Demonstragao - Alem de < ser uma ordem em E, aAb = inf(a,b)

¢ avb = sgup{a,b), para todo par (a,b) de elementos de E e as opera-
gaes AN e Vv gozam das propriedades distributivas.
Como ¢ 2 nao vazio, chame-se de "1" a classe de equivaléncia
correspondente a ¢ ; se ¢ & elemento de a A = a, entao {c¢} = E e por
N -
tanto, chame-se de 0 a classe de equivalencia correspondente a ¢. E

imediato que 0 e primeiro elemento de E,e 1 e ultimo elemento de E,

e que para qualquer elemento x de E, ' XA x = 0 e kv~ x = 1,
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Saliente-se que, em Ea’ a>da2a = b>(a >Db) = asbsaab) =
= aANb>dDa=aAbOdb=2a >(avb)=>b >DaVb =
= {a me¢) D{((bD>e¢e) D(av b) De)y s (a>2>(b>ce)) D((aDdbdb)olade)=
» (g Db) 2({a>~-b) D>~ a=~- -3 >Da=1]1, para elementos a,b e ¢
quaisquer.,

Teorema 2.19 ¢ Se a e um elemente qualquer de Ea , entao -(~a) = a.

Demonstragao ~ Prove-se que, se b e elemento de = 2, e ¢ e

elemento de = b, entaoc ¢ = a.

Teorema 2.20 ¢ Se o fecho , em E, & booleano e de tipo finito, en-

tao todo fechado de E, distinto de E, & interseccao de fechados maxi-

mals.

Demonstragao - Seja C um fechado qualquer de E, distinto de
E, gsendo X um elemento de E que nao pertence a C.

Seja c% a familia dos fechados de E que contem C e nao con-

tem x. Tal familia @ indutiva, pois se (Ci) e uma familia totalmen

iel
te contida em Ci e x e elemento de uc; » entao x & elemento de

iel
{al, az,...,an}, sendo ai elemento de Cli’ comi variando de 1 a n e,

portanto, x e elemento de UCi .
iel
Pelo Lema de Zorn, existe, entao, um elemento maximal Mx

de qu. Mostre-se que M_ ¢ fechado maximal.

De fato, se x n2o e elemento de C, entao CU {-x} nao conténm
x. Logo, Mx contem (-x) e, se D € um fechado que contém propriamente
Mx’ entao D contem (~x) e x. Assim sendo, D coincide com E.

0 raciocinio deve ser feito para todo elemento de E que nao

pertenga a C, que sera, entao, a intersecgao dos fechados maximais en

contrados.
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36 - Fecho Condicional

Definicdo 2.18 ¢ Um operador de fecho , em E, diz-se condicional ,

Bee a Db & nao vazio, para a e b elementos gquaisquer de E.

Se o fecho , en E, & condicional entao sao validos os teg
remas 2.5, 2.6c e 2.7 e a propriedade 2.3,

Saliente-se, portanto, que 5 2 nao vazio e que ad{b see
a b = 3 , sendo a e b elementos quaisquer de E.

Defdinicio 2.19 : B &2 a familia dos subconjuntos B de E, tais que AU ¢

¢ subconjunto de B e, se a e elemento de B e (a 3b)NB & nao vazio,

entao b e elemento de B, para um determinado subconjunto A de E.

Definigao : C€(A) = (B

Bep
Veginigap 2.20 : Um elemento x de £ & elemento de D(A), fixado um sub
conjunto A de E see existe uma sequencia Gys-cesd = X tal que, ©para

cada i, uma das alternativas se verifica:

i) ag ¢ elemento de AU

ii) existem j, k<i, tais gue ay,

Dedinicdo 2.21 ¢+ Se E & um conjunto com operador de fecho , condicio

e elemento de aj jai

nal, entao D{A) diz-se sistema dedutivo gerado por A.

Teorema 2.21 + 0 fecho condicional , em E, & de tipo finito see

A = c(D) = D(A).

Se E = E , sendo "Z" a relagao de equivalencia associada ao fecho -,

¢ /

em E, sao validos os teoremas 2.10, 2.11, 2.12¢ e preopriedade 2.8. As

sim sende, o fecho ~ , induzido em Ec do fecho de E, & tambem condicig

"o - e .
nal, em E esta definida a operagao D, e ¢ & tltimo elemento de E .

L]

sendo ¢ = a Da = a o(b Da)={a (b 5 ¢c)) o({a Db) >(a D)),




para elementos a, b e ¢ quaisquer de Ec .

Teorema 2,22 ¢ EC & uma Algebra de Hilbert

37 - Fecho Intulcionista, ou Quase Booleano

Definicdo 2.22 : Um operador de fecho , em E, diz-se intuicionis-

ta, see a Ab, awdb, a b e ?a s3o nao vazios, para elementos a
e b quaisquer de E.
Se:em E, & um fecho intuicionista, sac validos, entao, todos
os teoremas e proriedades do (§ 2), relativos a VW, A, e 7 en E,
™" ~
e relativos a A,V , De 7 eanT - E/z, sendo = a relagao de e~

quivalencia associada ao fecho de E.

Teonema 2.23 : E, e uma Algebra de Brower, ou de Heyting.

38 - Fecho Negagao

Definicdo 2.23 : Um operador de fecho , em E, diz-se fecho negagao,

see j?a.é nac vazio, para todo elemento a de E.

Se , em E, ¢ um fecho negacao, entao sao validos os teoremas

2.5 e 2.64.

" n

Se EN - E/: , sendo = a relagao de equivaléncia associada ao
fecho , em E, o fecho induzido em EN do fecho de E & tambem um fe-
cho negagao e pode ser definida em Ey 8 operagao unaria " 7 ",

39 - Observagao Z.

Se o fecho , em um conjunto E, & booleano, condicional, ou

" on

intuicionista, entao a estrutura quociente B,z » sendo = a relagao

1]

de equival@ncia associada ao fecho de E, tem ultimo elemento, que & ¢.

Como, nos casos citados, ¢ coincide com os axiomas dos Calcu

los Proposicionais Classico, Implicativo, ou Intuicionista, re8pecti
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vamente, & imediato que ¢ corresponde, em cada caso, 808 teoremas

dos Calculos Proposicionais citados.

310 - Connespondencia entre 4echeos algebrizados e estrututas algebri-

cas

Pelo § 2, se o feche , em um conjunto E, & de tipo fimito
¢ € um fecho conjuntivo, reticulado, reticulado-distributivo, boolea
noe, ou intuicionista, entaoc A & o filtro gerado por A, para qualquer
subconjunto A de E/E , sendo HEHa relagao de equivalencia assocciada
ao fecho de E; se o fecho , em E, & condicional e de tipo finito ,
entdao A e o sistema dedutivo gerado por A,

Assim sendo, dado em E um fecho qualquer, c¢cnjuntivo, dis-
juntivo, reticulado, reticulado-distyributive, booleuano, condicional,
ou intuicionista, 2o se considerar a estrutura quociente associada a
€le, a idéia de Inf-reticulado, Sup-reticulado, Reticulado, Reticula
do Distributivo, Algebra de Boole, Algebra de Hilbert ou Algebra de
Heyting , respectivamente, nao & a mesma que s de estrutura quocien-
te, pois, fechos diferentes podem dar a mesma estrutura quociente, e
estruturas quocientes diferentes podem dar o mesmo Inf-reticulado,
Sup-Reticulado, etc.

Entretanto, quando o fecho em consideragao 2 de tipo finito,
a correspondencia entre as estruturas e biunivoca, pois, um Inf-reti
culado, um Reticulado, um Reticulado Distributivo, uma Algebra de -
Boole e uma Algebra de Heyting saoc, respectivamente, fechos conjunti
vo, reticulado, reticulado-distributivoe, booleano e intuicionista, -
algebrizados e, eﬁtre 0s vEriosbfechos algebrizados que podem deter -

minar o mesmo Inf-Reticulado, o mesmo Reticulsido,etc., existe um uni-
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co, o fecho do filtro gerado, que & de tipo finito. No caso das Al-
gebras de Hilbert, o unico fecho de tipo finito @ o fecho do siste-

ma dedutivo gerado.

337 - Um fecho interessante no conjunto M = {0,1}

Congidere-se o conjunto M = {0,1}, com fecho , dado pelos
fechados M e ¥ = {1}.
Entao em M, $ = {1} = {1} e {0} = {ETI} = {0,1}.
As aplicagoes A, v, D, = e 7 , induzidas em M pelo fecho
sao dadas por:
iYoAO=1A0=0A1= {0}
1 A1 = {1}
ii) 0 Vo = {0}
0VMlI=1Vvo0o=1v1={1}
i38) 0 D0 =0 31 = 131 = {1}
iv) = 0 = {1}

- ] = {0}

vw /7 0= {1}
7 1= (0}
Assim sendo, ¢ fecho —-, em M, & conjuntivo, disjuntive, reticulado,

reticulado distributivo, booleano, condicional, intuicionista e fe-
cho negagao. Alem disso, Mi = Ms = Mr = Md - Ma = Hc = MT = MN = M e

as operagoes A, V , 2, e 7/ szo definidas em M, sendo 0<1 a or-

dem induzida am M.

Porque & natural considerar M com fecho dado pelos fecha

dos e M e N ?



Considere-se, por exemple, 0 caso em que a operagEO\/,
em M, @ considerada como sup.
Se - &8 um fecho em M, para o qual Vv faz o papel cor -

respondente em fechos disjuntivos:

{0} = {ovor = {0} n {0
{1} = {ov1i} = {0} N {1}
{1} = {1vo} = (1} ny { o}
(1 ={1vy = {11 N {1

Pra—

Logo, { 1} & subconjunto de { 0}.
Assim sendo, os fechos possiveis satisfazendo tais con-

di¢oes sao:

1y § ={o0} ={ -{o,1} ={o,1}

0 Gnico fechado & M.

2) § =¢ ;{ 0} ={ 1} ={o,1} ={o0, 1}
0s fechados sao ¢ e { O, 1} .
3) F ={ 1}y ={1} 35 {0} =({01} ={o,1}

0s fechados sao { 1} e {0 ,1}-

W F=9¢ ;{11 ={1}; {or=1{0,1}=1{0,1}

0s fechados saoc ¢ ,{ 1} ,{0 ,1}.

Entao, o mais fino fecho em M & o (4) e o mais fine pa-
ra o qual § ¢ & o (3).

No capitule III, observar-se-a que, quando FG e gerado

a partir de G, por meio da operagao binaria V , se ~ & um fecho em
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G ¢ ¢ % ¢, nao existira interpretagao de FG em M, cuja restri-
950 a G seja continua; o que nao & conveniente.

Assim sendo, parece mais natural considerar, em M, ¢
mais fino fecho tal que © = o, ve seia, o fecho em nue oz fecha~
dos sao M a 4 = { 1},

Teorema: 2.23: Sacﬁ@ 2 um feciado maximal de um conjunto £, sendo

- , em E, fecho booleano, ¢ se¢ h & yma aplicacao de E em M tal gue
h() = { 1} e h(x -M) = {0}, entao h preserva A, w |, B o= .

| Demonstragao — Seiam a » b clementos de L, tais que
awb seja subconjunto de M. S2 a e b nAo s30 elementos de Mo |
entao { w a, = b} & subconjunto de Jﬂae, portanto,==m a /M = b
& subconjunto de Mo, o que & absurdo; logo, a & elemento de Mo ,
oub e elemento de NG, e , portanto, se h(aw b) ={ 1}, eantac
h{a) =1 ou h(b) =L,

Por outro lado, se a e b sao elementos de E tais que

(avw BYNANMp=¢, entae a e b nao sao clementos de Jm;; logo, se
h(aw b) ={ 0}, entao h(a) = 0 e h{d) =0.

Raciocinio andlogo para A , = e ==,



CAPYTULO III

FECHOS CARACTERIZADOS POR INTERPRETAGOES

Introdugdo

Sac introduzidas, neste capltulo, as definigEes de interpre
tagaes e M“interpretagaes de um conjunto FG em estruturas de fecheo,
sendo tais F. geracos, a partir de um conjunto nao vazic G de gera
dores, por meic de opgragoes criativas.

Sao entao caracterizados os fechos menos finos, em Fg, que
tornam as interpretaggoes contlnuas.

Na caracterizagao dos fechos, salientam-se quatro situagoes
especiais, sobre as gquais & feito um estudo mais detalhado; nestas
situagoes sao analizados tambem os casos em que, na geragao de Fas

um operador de fecho esta definido em G.

E abordado o problema de decidibilidade e tambem introduzide

um outro tipo de interpretagao.

No ultimo paragrafo & apresentado um exemplo algébrico.

§ 1 - Defindigles

Considere-se um conjunto G de geradores nao vazio. Seja FG
obtido eriativamente, a partir de G, por meio da operagao binzria A,
ou da operagaoc binaria Vv , ou das operagoes binarias A e V , nu das
operagoes binarias A, V , D e da operagao singular ., ou da opera
¢30 biniria >, ou das operagoes binarias A,V , D e da operagao

singular 7/, ou por meio da operagao singular 7.
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Pefinicao 3.1 ¢ Uma interpretagao de F,, & uma aplicagao h: Fo~E,

sendo E um conjunto com um operador de fecho  , tal que:

2) Se F, & obtido por meio da operagao binaria criativa A,
eutao o fecho em E € conjuntive ¢ h{x A v) e elemento de h(x) A h(y)
poars todo par (x,y) de elementos de Fo -

b) Se FG e obtido por meio da operagao binaria criativa V,
entzo o fecho em E & disjuntivo e hi{x VvV y) & demento de h(x) ¥ h(y),
para todo par (x,y) de elementos de E.

c) Se FG ¢ obtido por meioc das operagoes binZrias criativas
M e ¥V, entac o fecho em E & reticulado ou reticulado-distributivo
&, em qualquer dos dois casos, h{(x A y) e h(x V y) sao elementos de

hi{x) N h{y) e h(x) w h(y), respectivamente, para todo par (x,y) de

elementos de FG.

d) Se F, @ obtido por meio das operagoes binarias criativas
A,V e De da operagao singular ecriativa —, entao o fecho em
E @ booleano e h(x A ¥}, hi{x v ¥), h{x >y) e h{-x) sdo elementos de
hi{x) A h(y), h(x) v hi{y), h(x) Ih(y) e == h(x), respectivamente,pa
ra elementos X e y quaisquer de FG .

e) Se FG e obtido por meio de operagao binaria eriativa o,
entao o fecho em E @ um fecho condicional e h(x = y) & elemento de
h{x) Dh(y), para todo par (x,y) de elementos de FG

f) Se FG e obtido por meio da operagao singulﬁr criativa'7,
e das operagoes binarias criativas A, V e D, entao o fecho em E
e intuicionista e h(/x), h(x A ¥), h(x v v) e h(x = y) sao elementos
de 7]h(x), h{x) A h(y), hi{x)w h{(y) e h(x) Dh(y), respectivamente,

para elementos a e b quaisquer de FG
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g) Se FG e obtido por meio da operagao singular criativa 7,

entg2o o fecho em E e um fecho negagao e h( 7x) @ elemento de /Zh(x),

=

para todo elemento x de FG

Definigao 3.2 ¢ Uma M~interpretagaoc de L ¢ uma aplicagac h: F_—+M,

G
seudo M o conjunto {0,1} y cem fecho "~ , dado pelos fechados M e

N = {1}, tal que as condigoes da definigao anterior se verifiquem ,

ou seja, para elementos a2 e b quaisquer de F respectivamente:

G*

a) h(x A y) = h{(x) A h(y)

b) hi{x v y) = h{(x) v h(y)

e) h(x A y) = h(x) N h(y)
hi{x v y) = hi(x) v h(y)
h(-x} = - h(x)

d) hi(x A y) = h(x) n h{y)
hi(x v y) = hi(x) v h(y)
h{x 2y) = hix) 2 h(y)

e) hi(x D y) = h(x) D h(y)

£) (7 x) =7 n(x)
hi(x A y) = h(x) A h(y)
h(x V y) = h{(x) Vv h(y)
hix 2y) = h(x) 2 hiy)

g) W/ x) =7 n(x

Dedinigao 3.3 + 0 fecho """ & o menos fino fecho em F. que torna as

interpretagoes continuas.

Teonema 3.1 : As interpretagoes de F, preservam a pre ordem "4 " as

sociada no fecho ~, em F, .

Demonstragao: Se x § y, entao h(x) { h(y).
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Teoxema 3.2 : O fecho ~,menos fino que torna as interpretagoes con-

continuas, coincide com o fecho , em F_, dado por: x e elemento de

G!
S see h(x) & elemento de h(S), para toda interpretacao h.

Demonstragao - a) Se x & elemento de §, entio h(x) & elemen

to de h{(S), pela definigao de .
b) Se h(x) e elemento de h(S), para toda in~

-~ ] ~ ] + M
terpretagao, tomando-se 2 interpretagao identidade % em F_, com fe-

G

cho ~, entao i(x) = x, que & elemento de §.

Deginicao 3.4 : 0 fecho ' = & o menos fino fecho em F; gue torna as

M-~interpretagoes continuas.

§ 2 - Caractenizagoes

2.1 - Inteapretactes em Fechos Conjuntivos - Considere-se um

conjunto ¢ de geradores, nao vazio, Seja Fo obtido a partir de G,

por meio da opersgao binaria criativa A.

"o

Teonrema 3.3 : Se < & a prée-ordem associada ao fecho ~, em Fo » en

tao x { y see BJ e subconjunto de Dﬂ..

n
-

Teorema 3.4 ¢+ Se = & a equivalencia associada ao fecho ~,em F

G »
entao xSy see Ex:l = Ey], para x e y elementos quaisquer de F
g "

o
Dedinigao 3.5 : 0 fecho

- - . -
»em F. , e dado por: x e elemento de 5 see Bﬂ' e

gubconjunto de U I_—s:l .

SES
g )
Teorema 3.5 : O operador de fecho e de tipo finito.

~—r - u -
Demonstragao ~ Se x e elemento de § , como o conjunto de ge

radores de x e finito e x & da forma XA K, AN X, entao, para

cada X: i variando de 1 a n, existe um elemento 8 de S, tal que
[ J
x; e gerador de 8s Logo, X e elemento de {sl, 92,...,sn} ¢, portan

_ . R R
to, e de tipo finito.
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Assim sendo, x pertencer a&a £ e equivalente a existirem elementos
s ca §, tais que 8. A s, (.. As Xx.
1* %o *Sn de S, d 1 2 A n.<
n- ‘H- - L r -
Teaorema 3.6 ¢ 0s opersdores e ., em FG’ coinciden.
L.-i - 3 . "
a} O fecho e conjuntivo, pols, para todo par (x,y} de e-
i.....__.._..JI [ P -
lementos de FG, como {x A v} = {x,y}] , tem-se que z A v & elemento
de x A ¥y,
b} Considerando-se a aplicagao identidade i: Fo>F, » sendo
b b— . » . § .
2 , respectivamente, os fechos do dominio e deo conjunto de va-

- » . - ) ~ - - -
ioree de i, como i e uma interpretagaoc de FG , 1 & continua e, por-

(T - -
ftanto, todo fechado segundo o fecho , 0 & tambem segundo o fecho

_~ o . ) -
. Logo, ¢ mais fino que .

¢) Prove-se que todas as interpretacoes de ¥ sao continuas,
. -
relativamente ao fecho .
De fato, considere-se uma interpretagao h qualquer. Se x &

(] ~ . :
elemento de B entac existem eilemenfos 8., B,,+0,8 de 3, tails
4 1 2 n

que S, A S, A . Asrl( X; portanto, pele teorema 3.1, h(sln".ae24 h({x)

1

[y

e, entao, h(x) @ elemento de h(S8). Logo, pelo teorema 2.2,

- L N . ~
h e contfnua e o fecho e mais fino que .

Teorema 3.7 ¢ Os fechos ~ e | coincidem.

Demonstragao - a) E imediato, pelas definigses 3.3 e 3.4,

- e » » | e |
que o fecho e mais fino que .

| e I » +
b) Para que se prove que e mais fino que

— - . . e
, mostre-se que o fecho e mais fino gque .
. (I
€eja 8 um fechado qualquer de FG, segundo o operador , &8
seja J a familia das M-interpretagaes h da FG , tais que h(8) 2 s ub

cenjunto de N. Demonstre~se que S5 = ﬂhﬂl(N).

hed



Se x & elemento de §, entap existem s .,s_ elementos de

10
$, tals gue 51/\ cee A 8 4 X e, portanto, h(sln SN sn)< hix), pa

ra toda interpretacgao h; se h & elemento de J, como h(slA... Asp)
& elemento de N, entao h{x) = 1. Logo, x & elemento de ﬂhwl(N).
held

Por outrec lade, Se x e elemento de ﬂhnl(N), entao h(x) a
hed

#lemento de N, para toda interpretacao h de J. Se x nao e elemento

i - ~ - . . .
de S, entac [g] nao e subconjunto de U[}J, opu seja, existe um ge-
sES

rador g de % que nzo e gerador de nenhum elemento de 8; a interpreta
gzo h, definida por h(g) = 0 & h(G-{g})= {1} , & elemento de J &

- ]
hi(x) = 0. Absurdoe, logo, X e elementeo de S .

H -l el
Assim sendo, todo fechado de FG » segundo , 0 & tambor,

segundo

¢

2.2 - Interpnretaqoes em Fechos Uisfuniivos - Seja F_. ce-
truido, a partir de um conjunto G nao vazio, por meio da operagaoc

binaria criativa V.

1" 2]
Toorema 3.8 ¢ Se 4 e a pre-ordem associada ao fecho , em FG ’
entao X { y see Eﬂ @ subconjunto de Eﬂ .

mn
Teorema 3.9 : Se = & a equivalencia associada ao fecho , em FG,

entao x =y see|x] = [y] .
e N —

Definigao 3.6 ¢ 0 fecho » em F. e dado por: x e elemento de S

see existe um elemento s, em S, tal que s { X.

| S
Teorema 3,10 * 0 fecho em ¥, ¢ de tipo finito, e coincide com

-~

o fecho .
~ - . e s . .
Demonstragao -~ a) 0 fecho , &m FG » & disjuntivo, poils

Xx ¥V y e elemento de *x w ¥y, para todo par (x,y) de elementos ce Fo-




v . » bt - x ] ]
E também imediato que e de tipo finito.

| I
b) Considerando-gse F com fecho , como ©

G -

conjunto de valores da interpretaczo identidade 4. FG-+FG » sendo Ze

cho do dominio o fecho , & imediato que todo fechado de Fo» segun-
L - - -
do , ¢ fechado de FG’ segunde . Logo, e maigs fino que .

¢) Se h & uma interpretagao qualquer de F_ e

G

- b - [3 -
X ¢ elemento de 8 , entao existe um elemento s do sube¢onjunto 8§ de

FG, tal que s { ¥ ; portanto, h(s){ h(x).e, entao, h(x) & elemento
- - —l - - - ~
de h(S). Logo, h e contlnua e e mals fino gque .
Teorema 3.11 ¢ Os fechos ~ e " ' coincidem.
Demonstragao - a) ¥ imediato que = & mais fino que ' .
L | - - - el
b) Prove-se que e mais fino que .
- J - )
De fate, se 8§ e um fechado de F segundo o operador .

G L]
seja J o conjunto das M~interpretagoes h, tais que h(S) seja subcon
junto de N.

Se x € elemento de S, entao s{ X, para algum elemento s de
S; logo, se h & uma interpretacaoc de J, entao h(x) & elemento de N,

ou seja, x e elemento de [lh 1(N). Portanto, S e subconjuntc de
1 heJ
fl n (N), que @ um fechado de F
hed

G’ segundo o coperador A

Por outro lado, se x e elemento de ﬂhwl(N), entao h(x) & e
~ hed . _
lemento de N, para toda h, em J. Se x nao for elemento de 5, entao
[q] nao sera subconjunto de [ﬁ], para todo elemento g de S; logo,
como, para cada elemento s de §, existird um gerador a, em[i], gue
nao sera elemento de [g], defina-za a M*interpretagﬁo k, tal que

k{y) = 1 see v for um dos 3, ; entao, h(S) sera subconjunte de N ¢

- ) - L
h{x) = 0, o que & absurdo. Agsim sendo, x e elemento de S e, portan~
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to, nh_l(N) e subconjunto de §.
heJd

— _ —
Logo, todo fechado de FG , Segundo ye fechado, segundo

2.3 - Interpretacoes em Fechos Reticulfados - Seja F, obtido,

G
2 partir de um conjunto G nao vazio de geradores, por meio das ope-.

ragoes binarias criativas A e v ,
Sistema R : Considere-se o sistema R, dado, para x, y, u e v elemen
tos de F, , pela seguinte axiomatica:

1) x 4 x

2) x AN y4d x

) xNnydy

b) x4 x vy

5) y4 x VY
Rl) X 4 Y v 4 2

x4 2
Rz) vd x ug vy
udxhy
udx v 4 x
R3)

ufNvsE x

Teconema 3.12 : Se x 4 y, entao h(x) { h(y), para todo par (x,y) de

mon
g» sendo { a pre-ordem

elementos de FG e toda interpretagao h de F

induzida pelo fecho reticulado

DPefinigao 3.7 + A relagao < , em Fe s e dada por ! x < y see x4 ¥

—-, em E.

@ teorema no sistema R.

— — - - el
Definigao 3.8 : 0 fecho , em F , & dado por: x & elemento de §

see existem elementos s

42 Bpse-+ys em 5, tais que 31/\ 52/\.../\3 <x.

n n=

b - * . . F 3 . Lad
Teonema 3.13 : O fecho @ de tipo finito e coincide com o fecho -,
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Demonstragao - a) E analoga a do teorema 3.10, pois o fecho

u - o L - -~ - -
¢ um fecho reticulado e considerando-se a aplicacgao identidade

L-J -
i: FG-*FG » tem-se gque todo fechado, segundo ; € fechado, segundo

, em FG .

- L i~
b) Se x e elemente de 8, entao existem

8 8 elementos de S, tal que h(slA...f\sn) { h(s), para to

1’ 2'..I’sn

da interpretacaoc A. Logo, h(x) e elemento de h(S), pois h(slh...Asn)

e subconjunto de h(S) e, portanto, toda interpretagac & continua se-

L
gunde o fecho , em FG .

2.4 - Intenpretacoes em Fechos Retlculado - Distnibuitives

Seja FG obtido, a partir de um conjunto G nao vazio de gera
dores, por meio das operagoes binarias criativas AN e V ,
Sistema D - Sendo xX,y,u e v elementos de FG ,0 Sistema D e dade pela
seguinte axiomatica:

1) x 4 x

2) x Ay A x

3) x Ay 4y

4) x4 x VvV ¥y

5) y4 xvy

6) xAn(y vz)4 (x Ny) v(x nz)

7) {(xvy)an(xvz)d xVI(yAz)

R X4 Vv v 4 z

1)

X 4 z

udx udy

uh XAY
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udx vbdx
u vy hdx

R

3)

Teorema 3.14 : Se x 4 y, entao h{(x) 4 h(y), para todo par (x,y) de

m "

elementos de FG e toda interpretagﬁo h de FG , sendo 4 a pre-ordem

induzida em E, pelo fecho  , que & um fecho reticulado-distri

butivo.

"non

Qeﬁénig&o 3.9 ¢ A relagaoc < , em Fo e dada por: x <y see x§ y

e teorema no Sistema D.

P e - - wa
Defindgae 3.10 ¢+ O fecho » em F. , e dado por: x & elemento de S

see existem elementos 8118y seer, S &M §, tais que S A8, ...AB_ZX.

Tt

f — - . . ~
Techema 3.15 : 0 fecho e de tipo finito e coincide com o fecho ,

em FG

L l—" L.l " . "
Demonstragao - a) O fecho e um fecho reticulado-distriby
tivo, poie a A b e elemento de a Ab e a v b & elemento de a Wb ,

para todo par (a,b) de elementos de F . e, alem disso, F e um re-

G G/=

ticulado distributivo, com relagao as operagoes A e V nele induzidas,

L1} L1}
segundo a relagao de aquivalencia = , associada ao fecho.

De fato, atraves do Sistema D, tem—se que {x A (y V 2)} =

L - | L ] [N 1
= {(xAY) Vv Az)e {(xvy)ANI(xvz)l=1{x v(y ANz)}, o que
implica na validade das propriedades distributivas, em FG/=’ das o~
peragoes N e V.
b) Como em demonstragSes analogas, consideran
-~ L
do-ge a aplicagao identidade 1i: FG-vFG, tem-s8e que o fecho e me-
nos fino que .
- bl e -
¢) Toda interpretacro de FG’ com fecho , &

el
- - * . -
continua. Logo, e mais fino que .




Teonema 3.16 : Os fechos ' e , em FG , coilncidem.

Demonstragao - a) Seja C um fechado de FG » segundo o fecho
LJ, qQue & a imagem inversa de um fechado D de E algebrizado, segun-
do & interpretagao h; D & filtro de E, pois o fecho do filtro gera-
do, em E, 80 pode ser mais fino que o fecho reticulado-distributive
dado em E. Assim sendo, C tambem seria um fechado quando interpretas
Bemos FG nos reticulados distributivos com fecho do filtro gerado.

Para cada filtro primo P que contem D, defina-se a aplicagao

kp: E~+M por kp(P) = {1} e kP(E-P) = {0}; a aplicagao kp o h e una

M-interpretagao de F. e (kp o h)“l({l}) e um fechado de F., segundo
o fecho ' ' .
Como C = nCp , tem-se o resultado proecurado.
POD
2.5 - Interpretagoes em Fechos Booleanos — Seja F, obtido,

a partir de um conjunto G nao vazio, por meio da operagao singular

criativa — e des operagoes binarias criativas A, V e D,

™

Teorema 3.17 : ©s fechos ~ e

am FG,coincidem.

8eja D um fechado elementar de FG segundo o operador , ou

seja, existe uma interpretagazo h: F_=+>E, E com fecheo ", booleano ’

G
tal que h—I(O) = D, sendo C um fechade proprio de E.

Pelo teorema 2.20, C = igaMi , sando Mi fechados maximais de
E, segundo o operador .

Para cada Mi , defina-se a fungao ki: E+M , por: ki(x) = 1,
se x 2 elemento de M, e k,(x) =0, se x nao € elemento de M, . Pelo

teorema 2 .23 , as aplicagoes ki preservam A\, V/, De =,

Considerem-se as aplicagoes £i - ki o h , para cada i de B.
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Tais aplicagoes sao M-interpretagoes e:

h N
FG > E
AN /{i
M

N et ay = N op"ltoe = w7t (Ou) =07t = o,
ied ied ied

| o]

Assim sendo, D @ um fechado de F segundo o operador .

G »
Logo,todo fechado de F, , que e intersecgao de fechados e-
lementares, segundo T, & tambam fechado, segundo .

. —~ L | + -
Agsim sendo, o8 fechos ] coincirdem.

’ ' - H L - u
Definicac 3.11 ¢+ 0 fecho , em F e dado por: x € elemento de §

G!

see existe uma sequencia finita Xy» Kgy-ee,X  ® x tal que, para c2

da i, X e elemento de §, ou X 2 elemento de D, ou existem j,k<i,
tais que x, = x5 D x;, , sendo D o conjunto das formulas demonstra-
veis do Calculo Proposicional Classico.

~ (W] ~ -
Teorema 3.18 : 8e x e x Dy sac elementos de S,entac y € elemento de

d | S )

- v - )
S e, se y e elemento de SU{x} entao x >y & elemento de § .

| S - . R S .
Teorema 3.19 : 0 fecho e de tipo finito e os fechos e coinci

dem, em FG .

Ed u -
Demonstragao - a) Como o fecho , em FG » ¢ booleano, con

sidere-se a aplicagao identidade i: FG-*FG e mostre-~se que todo fe-
| -

chado de F. , segundo , 0 & tambem, segundo .

b) Mostre-se que toda interpretacaoc de FG e

v J B
continua,segundo o fecho .

De fato, se h: F,.>E 2 uma interpretagao e C & um fechado de

I—l_i

E, segundo o fecho booleano , entio x & elemento de h (C) see

LEL
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existe uma sequencia Xys Hg» ere s X = X, nas condigSes da defini-

n

gao 3.11 : se Xy e elemento de h_l(C), esta demonstrado que h-l(C)

& um fechado em FG 3 se X, e elemento de D, entao pela observagac 2.2

h(xi) e elemento de ¢ e, portanto, como ¢ e subconjunto de C, x, e

elemento de h_l(C); Be xj e x, = xj DX sao elementos de h_l(C) .
entac h{xj) e h(xj:D xi) sao elementos de C e, portanto, xs r elemen

- Tt . . ) -
to de h l(C). Asgim sendo, e mais fino que .

el - s . .
Portanto ,o0s fechos e coincidem e pode-se interpretar

em fechos booleanos quaisquer, mesmo que nac sejam de tipo finito.

Teonema 3.20 : B = [n"1Wm
hel

—
Ou seja, x & elemento de ¢ see h(x) = 4 , para toda inter-

pretagac h de I,

Observe-se que ¢ = ¢ = ¢ e que ¢ & nao vazio.

Definigae 3.17 : Um elemento x de Fe diz-se uma tawtologia see x &

glemento de ¢ .

Teorema 3.2 : Dada a pre-ordem 4 associada ao fecho s €M FG ,

x 4 y € equivalente a -xVvy ser elemento de ¢ , e equivalente a x Dy

ser elemento de ¢ e & equivalente & ~h(x) v h{y) = 1, para toda M-in

terpretagao h.

1 L1]

Teorema 3.77 - Dada a equivaleéncia = associada ao feche ~, em Foo

xSy e equivalente a -xVy e -yVx serem elementos de ¢ e & equi-

valente a x DYy e y DX serem elementos de ¢ .

Teohema 3.23 - Se x e v sao elementos guaisquer de FG e A & um aub-

- . o —— -
conjunto de FG » entao y e elemente de {x, x>y} 2, se vy & elamento

"—."‘-\—"’ il - e
de AU {x} entao x ™y e elemento de & .



2.6 - Interpretacoes em Fechos Condicionais — Seja F

cons
G —

truide a partir de um conjunto ¢ nao vazio de geradcres, por meio da

"1
operagac binaria criativa -2 .

Sistema C : Considere-se o sistema C, dado pela seguinte axiomiatica,

sendo X, v € z elementos de FG:

1) x 2 (y >x)

2) (x 2 (y 2z)) D((x Dy) = (x Dz)})

b4
s s - - il
Pefindicac 3.13 - 0 fecho , em F, , & dado por: x & elemento de §
see existe uma sequencia X;, Xg,...,%X = x , tal que, para cada x,

x4 e elemento de S, ou Xy e axioma de C, ou X e obtido de elemento
anterior da sequencia pela regra R.

Teonema 3.24 : Se x e v sao elementos de F. e A € um subconjunto de

G

— - L - N sep—
FG , entao y € elemento de {x,x > yle, se y & elemento de A U {x} en

- - t
tao x Dy e elemento de A

—t P . * -
Tecrema 3.25 - 0 fecho e de tipo finito e coincide com o fecho

em FG .

— i'-—l - - - -
Demomnstragac - 0 fecho , em FG,e um fecho condicional, pois

b e elemento de a b, para tedo par (a,b) de elementos de FG

Se i F > ¥, e a fungao identidade, como no teorema 3.10, @

| -

imediato que e mais fino que , em FG .

b) Sejam h: F,>E uma interpretagao qualquer de Fo, e D um fechado de

E.
[——

- : -1 ~ . -
Se x e elemento de h "(D), entao existe uma sequencia
X %,y X, 7 X, nas condigoes da definigao 3.11 . Se X 2 elemento

de h H(D),
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esta demonstrado gue h-l(D) e um fechado de F se x e axioma de

G H
¢ como & um fecho condicional em E, entao h(xi) & elemento de &
e de D, para qualquer interpretagao h, logo xs & elemento de hul(D);
se X, 2 obtido pela regra R, entao existem j,k < i, tal que

*x

h(xj o xi) s30 elementos de D e Xy ¢ elemento de h

- xj .‘.Dxi » Com X. e X, elementos de h-l(D) e, portanto, h(xj) e

Lepy.

Logo, toda interpretagao h de F_ & continua, segundo o fecho

G

Tecnema 3.26 - A prée-ordem associada so fecho , em Fo s e x4 y see

-~

X oy = ¢ 3 a equivaléncia associada @ x T y see xDy = yOx = § ,

2.7 - Interpretagoes em Fechos Tntruicionistas — Seja F,

obtido, a partir de um conjunto C nao vazio de geradores, por meio

1 L1} m " 1" "

das operagoes binarias criativas A , vV e D e da operagao singular
criativa "7“.
Sistema T : Considere-se o sistema T dado pela axiomatica que segue,
sendo a, b, e ¢ elementos de FG:

1) a 2¢( 2 a}

2 (a Db) m((a (b D e)) > (a D>c))

3) a D(bh>a Ab)

4y aNDb >a

5) aAb Obv

6) a Da Vb

7) b DavVvhb

8) (a De¢) 2Ub D) D(aV b o))

9) (a Db) D((a o 7 b)> 7 a)
10) 7a D (a>b)
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R) 2, a 3b
b

i
Daefina-se um fecho , em FG, como ne caso anterior. O fe-
tmd - . [ - »
cho € intuicionista, em FF .
=4
Sao validos, com as devidas adptagoes, os Leoremas 3.24,

3.25 e 3,26,

2.8 - Inteapretacoes em fechos Negagae — Seja F, gerado a

partir de um conjunto G naoc vazio de geradoras por meio da operagao
singular criativa /.

Dafinigao 3.14 - A relagao "g ', em F ¢ dada por:a £ ag 112{MMag..

G
(numero par de aplicacoes de T ) a; a relacao "I , em F. e dada
por: 1 b =777b =77171bE. .. (nimero inpar de aplicagoes de ] }b.
P L - i .
Definigac 3.15 - 0 fecho » em F. , e dado por: § = E, se existe a}l

- -
gum elementec a de G, tal que a ccorre em § com numero par & 1lmpar de

L]

:7 ; caso contrario, S & o conjunto formado pelos elementos x de F

(as
3

tais que existem elementos 5 em S, com 8 & x

bt

Teorema 3.27 + O fecho » em F ., € de tipo finito e coincide com o

fecho ~ .

LY u - Land '
Demonstragac ~ a) O fecho e um fecho negagao em FG s pois

a e elemento de Z’a, para todo a em F.
Por meio da aplicagao identidade i: FG'*FG , 8 imediate que
— - . bl

o faecho e mais fino que s em F_

G | I -1...___T.._...L
b) Se x 2 elemento de h"l(C), sendo h “(C)#E,

com € fechado de E e h interpretagﬁo qualquer, entao existe um ele-

mento &8 de h-l(C) tal que s 4 x ; logo, h(s) 4 h(x) e h(x) & elemen-

to de C, sendo h portanto, uma aplicacaoc continua, segindo o feche

- , &m FG.




§ 3 - Sobre 04 Fechos Caracternizados

3.1 - 0 fecho , em F, , que ¢ o menos fino fecho que torna
as interpretagoes de FG continuas, coincide com o fecho “ , defi-
nido em cada um dos casos analisados no paragrafo anterior.

0 fecho , em Fo, ¢ entao de tipo finito, em todos os

casos ¢itados.

Além disso, se F_ & gerado por meio da operagao A ,

G

entdo e um fecho conjuntivo em FG; se F. & gerado atraves da o -

G

peragao ¥V , entao & um fecho disjuntivo em F_ ;se Fo ¢ gerado-—

G

atraves das operagaes A eV | tende sido considerado E com fecho

reticulade, entac ~ & um fecho reticulado em F,; se F, ¢ gerado a-

traves das operacoes A e v , tendo sido considerado E com fecho -
reticulado - distributivo, entao “& um fecho reticulado distributi

vo em F.; se F. ¢ gerado atraves das operagoes A ,V , D e -,

se F_, & gerado atraves da opera

entao™ & um fecho booleano en Fos c

se F, & gerado por -

¢aoD , entao & um fecho condicional em Foi e

meio das operagoes A,V , D e 7 , entaoc™ & um fecho intuicionista

em F se F_ & gerado atraves da operagao 7 , entao™ & um fecho ne

G? G

gagao em F.

Assim sendo, todos os resultados do Capitule 1I, refe-

rentes a tais tipos de fecho, aplicam-se ao fecho ~, em F gm ca

G’
da caso analisado.

Teorema _ 3.28: Interpretar F. em um conjunto E com fecho , e o =~

mesmo que interpretar F_, na estrutura algebrizada associada a E,

G

Demonstragao: De fato, h & uma interpretagao de F. em E se -
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M o h e um morfismo, sende W a projegao canonica de Eem E/E.
As imagens inversas de fechados de E/Z , segundo WYoh,
correspondem as imagens 1iaversas de fechados de E, segundc h:
hul (C) = (¥ o h)m1 (W (C)). Logo, vs fechadeos de E ¢ E/E se coxr -

r ,
respondem biunivocamente, poxr W.

Teoarema 3.29: A equivalencia = associada ao fecho™, em F

coincl

Gl
de com a equivalencia tirada do conjunto das interpretagoes de F

(Definigac 1.3 e observagao 1.1)

Demoanstragao - Para facilidade, pelo teorema anterior,
sejam as interpretagoes h consideradas com contra-dominioc nos fe -

chos algebrizados.

a) Se x £ y entao {x } ={y } ; logo,h (x) & elementoc

de {E?;j} e h(y) e elemento de {ET;T}. Portanto‘l{h(x)}= {hiy)},o
que prova que h(x) = h(y), para toda interpretagao h.

b) Se h{(x) = h{y), para toda interpretagao h, suponha«-
-se que {x} #{y}.

Entao,existe um fechado elementar C de FC’ tal que x ,
por exemplo, & elemento de C e y nao & elemento de C; logo,x € ele

1 (D) e y nao & elemento de h_l(D), sende D um feechado

mento de h
do conjunto imagem de h. Entao h(x) & elemento de D e h(y) nao & e-
lemento de D , o que & uma contradigao.

Assim sendo, {;] ={;}, quando h(x)= h(y) para toeda in

terpretacgao h.

3.2 - Geragao de Fechos pon Intenpretagoes - Atraves de ou

tro peonte de vista, e ainda possIvel obter resultados analogos aos-

do § 2.
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Considere-se um sub conjunto J do conjunto de inter-

pretagoesde FG' sendo FG gerado c¢riativamente a partir de G, por

qualquer uma das maneiras descritas no § 1.

Seja EJ a relagao de equivalencia definida em Fo

(definigﬁo 1.3 ), através das interpretagoes h do comjunto J.

Dedinicdo 3.16: 0 fecho S , em F & o menos fino fecho que torna

G!

as interpretagoes do conjunto J continuas.

Teorema 3.30: A pre ordem <. em F, associada ao fecho "7 e tal

J G
que x <y ¢ equivalente h{x)< h(y), para toda interpretacao h
de J.
Teorema 3.3lt A relagao de equivalencia EJ & a relagao de e -
quivalencia induzida pelo fecho ~J, em Fo o
- NN
Demonstragao — Prove-se que {x}={ylsee x 2 y, para

qualquer par (x,y) de elementos de F considerando-se as inter -

G’
pretagoes nas estruturas algebrizadas.

Analoga 2 demonstragao do teorema 3.29

Observacao 3.1: 0 fecho ~ , em Foy e um fecho conjuntivp ou dis-

juntive, ou reticulado, ou reticulado-~distributive, ou fecho boo -
leano, ou condicional, ou intuicionista, ou fecho negagao, depen -
dendo das operagoes pelas quais F. foi gerado, a partir de G.
Por esse processo, a partir de J, subconjunto de I,
geram-se os F, ;3 J (Capitulo I - §1), que sao estruturas com © -

G
perador de fecho T , induzido pelo fecho ~ , de FG' Tais FG‘J sao
»
inf-reticulados, sup-reticulados, reticulados, reticulados distri-
butivos, Algebras de Boole, Algebras de Heyting, ou Algebras de

Hilbert (Capitulo II - § 3), conforme o fecho ~ ,em Fo» 8eja res-

pectivamente um fecho conjuntivoydisjuntivo, reticulado, reticula~
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do -~ distritutive, booleano, condicional, ou intuicionista, o que

depende do modo pelo qual F_ foi gerado, a partir de G (§ 1).

G

Os FG-J sao,entac, estruturas algebrizadas com opera
; £

=9
[

¢wes definidas em suas ¢lasses & zom fecho tipo finito.

§ 4 - Quando M & Mataiz SeyaradoAra

4,1 =~ No § 2 foi demonstrado em que casos o¢ fechos e ™,

am FG, coincidem . E conveniente entao salientar, que gquando FG e

obtido criativamente a partir de um conjunto nmao vazio &, por meio
da operacacA , ou por meio da operagao V , ou das operagoes A eV ,ou
por meio das operagaesxx,v , 2> e 7 , interpretar os elementos de
FG em E, com fecho conjuntivo, ou disjuntivo, ou reticulado~distri-
butivo, ou booleano, respectivamente, & equivalente a interpretar

FG em M com fecho dado pelos fechados M e N, no sentido do fecho me

nos fino que torna as interpretagoes continuas,
Assim sendo, nos casos salientados, os fechados elemen

tares de FG sao do tipo h_l (N), sendo h uma M-interpretagao qual -

quer de F os fechados de F_. sao conjuntos do tipo{\}hﬂl(ﬂ), sen—
3

G’ G
do J um subconjunto do conjunto das M-interpretagoes.

Alem disso, tambem saoc vialidos os seguintes teoremas:

Teonema 3.32: O operador , em F € dado por: x & elemento de 8

G!

see h(x) =1 , quando h & uma interpretacgao de F., tal que h(s) e

subconjunto de N.

Demonstragao ~ a) Se x & elemento de S e h(S) & subecon

junto de N, entao S & subconjunto de hhl(N), que & um fechado em Fo,
;

logthﬁl(N) contém $ e,portanto,h(x) =1




- 59
b) Se h(x) =1 para toda M-interpreta-
¢ao h, tal que h(S) & subconjunto de N, entao x & elemento de

-1
gg 3 (N), sendo J o conjunto de tais interpretagoes. Logo, x

e elemento de §

Teorema 3.33: Se I & o conjunto das M-interpretagoes de Fos entao

~t -
3= O n "rwy.,
hel
Observacao 3.2: Como exemplo de que nos casos nao salientados in-

terpretar F, em E qualquer nao & equivalente a interpretar FG em

G
M,no sentido citado, considere~se o casoc em que FG &€ gerado atra
ves da operagac = e E tem fecho condicional: verifique-se que e

-~

xiste algum elemento x de FG' que nao & elemento de ¢ e cuja ima
gem atraves de qualquer M-interpretagao e elemento de N.

De fatq,seja x ={( a= b ) > a).

Tem-se que, para qualquer M-interpretagao h, h{(x)= 1,
ou seja, x & elemento de 9 ,

Por outro lado, considerando-se o reticulado distribuy
tivo, com fecho de filtro gerado, em que a > b & o maior x tal que

a A x < b, o fecho & condicional e § & o Ultimo elemento.

Considere-se uma interpretagio h, conforme o esquema:;

h(a)

h(b)



Para tal interpretacao h, h({a > b) 2 a)dyazh{a) e h{(x)

nio & elemento de ¥ .
ol

— - ]
Logo)((a S b) D a)D a nao e elementa de Q .

3.2~Fungogs Associadac - Toda interpretagac &€ univocamente de-—

terminada por sua restrigao a G,
Pele capitulo I - § 2, o significado dual de qualquer ele-—

mento de F,, induzido pelas interpretagoes, pode ser encarado como

(0(x)) (£, )= h(X)

Por exemplo, se FG foi obtide, a partir de G, por meio da

operagﬁo criativa A e o elemento x de FG e x=an (h A cl, entao

(0(an(b A e))(f)=h, (an(b rc))=1E(a)A £(b) A £(c).
Por outrc lado, a aplicagac 0:x + 0{(x), definida em FG’
e tal que T(x) =0{y) see x e y tem o mesmo significado dual.
Entao, 0(x) & uma aplicagao de nC em M, ou seja, o(x) &
elemento de HD, sendo D :}ﬁ; ; algebricamente, M tem a operagao A
ou a operacao V ,ou as operagoes A e V , ou as operagoesA ,V ,D e

- , dependendo do modo peleo qual F_, tenha sido gerado, a partir

G
de G.

Como MD & um produto cartesiano e o{F ) e subeconjunto de
MD , nele podem ser definidas a operagaolh , a operagao \V, as ope
racoes N\ eV , ou as operagoes A ,V ,D e — ,também dependendo

de como FG foi gerado:




a) o(xay)=a(x) A a(y)
b) o(xVvy)=c{(x)V oa(y)
e) O(x2y)=0(x)D o(y)
d) o(-x) = -a( x)

Assim sendo, 0 e sempre um homorfismo de ¥,. em HD, inde-

G
pendentemente das operagoes que tenham gerado FG’ e U(FG) 2 uma

sub—estrutura de MD.

Além disso, como os elementos de F_,, cuja imagem atraves

G!
de ¢ & a mesma, sao equivalentes segundo a relagao =, tem-se que

- - . - D
L e isomorfo a U(FG), ou seja L e um sub-produto de M .

G

Observaggo 3.3 - Se em vez do conjunto I de interpretagoes, for

G

congiderado um sub-conjunto J qualquer de I, o procedimento & a ~
nalogo: consideram-se apenas as interpretagﬁes h de J e as fh tais
que hf seja elemento de J; portanto, sao obtidos sub-produtos de
ME, sendo E subconjunto de D.

4.3 - Geragao de Categorias - Sejam ﬁ5, ﬁb,‘ﬂ; e S; as cate-

gorias das estruturas com operagao binaria A , com operagao bina
riaVV , com operagoes binarias A e V , e com operagao singular —
e binarias A , V e D, respectivamente; sejan 09‘ ,Q% D e s as

categorias dos F (Capitulo I - § 1, Capitulo III - § 3),obtidos

G;J
a partir de FG’ que & gerado, respectivamente, por meio da opera-
gao A , da operagao V , das operagoes A ,V D, e —; sejam as

subcategoriascwb,j@ ,TJ;, e %Jj , constituidas, respectivamente,
pelos objetos de € ,{b ,f&’e S? que sao separados por M e pelos
morfismos destas categorias cujos dominio e contra-dominio sao

tais objetos.
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Observe-se que os F_ sao as estruturas livres das ca

G
tegorias ﬂb, ﬁ?, ® e Q;; os LG sao as estruturas livres das cate-

gorias (8 ,-129) ,% ec/qa“(Capftu].o I~ § 35,

Tegnema  3.34:5 M ¢ matriz separadora da categoria dos inf-reticu-

1ados.

Demonstragﬁo - Considere-se um Inf-reticulado A, sen-
do a e b elementos distintos de A. Se a < b, sei a T o conjunte for
mado pelos elementos x de A, talis que b < x e defina-se uma fun-
¢ao h pov h(F) = { 1} e b (A~F) ={ 0};se a ¥ b, seja F o conjunto
formado pelos elementos x de A tais que a < x e defina-se uma fun-
gaa h por h(F) = { 1} e h (A-F) = { 0} . A aplicagﬁo h & um morfis
mo da categoria,

Assim sendo, existe sempre um morfismo h, na catego -
ria dos inf-reticulados, tal que h(a) & distinto de h(b), quando a
e b sao elementos distintos de um inf-reticulado qualquer.

Teorema 3.35: M é matriz separadora da categorxria dos sup-reticula-

dos,

Demonstragao — Considere-se um sup-reticulado E, sendo
x e y elementos distintos de E.

Como existe algum filtro de E contendo x nao contendo
vy, seja ( 35)&.2:3 a familia de tais filtros e P =¢Lé;&2}¢ . Tem~se que
P & filtro e y nao € elemento de P. Prove-se que P & primo.

De fato, se a e b sao elementos de E, tais que a v b &
elemento de P e a e b nao sao elementos de P, seja P, o filtro ge-
rado por P { al} e P, o filtro gerado por P U { b}; come x & ele-
mento de P e P & subconjunto proprioc de P_, tem-se que 7 a ele-

a

y é elemento de P, e como y & elemento

L4
mento de Pa; analogamente b

3
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de Pa(\ b tem-~se que y > a e ¥ » h,ou seja,y > 2 v b; logo,y &

o

bt

elemento de P, o que & absurdo.

Entdo,se av b & elemento de P, entao a e elemento
de P, ou b & elemento de P._

Seja,entao,a aplicaﬁau h:E »M, dada por h{(P) ={i } e
b {E=Py ={ 0} . Tem-se que hi{x) = | e h{y} =0; alem disso, h e um
morfismo, pois se av b & elemento de P,entac h{av b) = 1 =h(a)v
hi{b), € se av b nac ¢ elemento de P,entao hawv b) =0 =h{a)v h{p).

M &, portanto,matriz separadora da categoria dos sup-
reticulados.

Teohema 3.36: M & matriz separadora da categoria dos reticulados

distributivos,

Demonstragac — Considere-se um reticulado distributivo
4, sendo x e y elementos distintos de A,

Como existe algum filtro em E que contém X e nao com -
tem y, sejaé§ a familia de tais filtros:

Considere-se a cadeia ¥ contida em ¥ e seja C BL)fb.

Se u & elemento de C e u< v, entao v & elemento de C;
ge u e v sao elementos de C, entao u e v pertencem a algum elemento
D de {0 e,portanto,u n v & elemento de C. Logo, E} tem elemento
maximal, que sera indicado por P,

Seja av b elemento de P & suponha-se que a e b nao .
pertencem a P, Seja L entao, o filtro gerado por P { a} e P, ©
filtro gerado por P U { b} ;tem~se que y e elemento de Pafﬁ P, &3
portante, Yy > p A & e ¥y > q A b, com p e q elementos de P, Fazen
do-se r = p A Qg , tem-se ¥y >r A 2 ey >¥ A b, o que implica

y>r A (aV b), ou seja, y ¢ elementc de P, o que & uma contradigao,
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Seja, entao, a aplicagac h: A> M, dada por h(P)= {1} e
h{A~P) = {0} . Tem-se que h(x) =1 e hi{y)y=0
A aplicagao h & um homorfismo, pois:
1)Se avb & elemento de P, eatao h(awv b= 1= h{a) v h(b).
a) Se a,b sao elementos de P, entao h(aAn b)= l=h{a)A h{b)
b)Se a @ elemento de I @ b nao & elemento de P, entao
an b nao & elemento de P e h{a A b)= O=h(a) A h(b),.
2)Se av b naoc @ elemento de P entao a,b e aA b nao sao e-

lementos de P, h{awv b)=0=h{a)v h(b) e h{(an b)= 0

LY

=h{a}) Ah(b).

Teorema 3.37 M & matriz separadora da categoria das Algebras de

Boole.

Demonstragao - Analoga a do teorema anterior, sendo de
finida a aplicag¢ao h: A - M por h(P) ={ 1} e h(a-P) ={ 0} .

A aplicagao h € um morfismo, pois: se -x %‘elemento de
P,entZo x nao & elemento de P, ja que x ser elemento de P implica
que x A -x =0 & elemento de P, o que & uma contradigao; se -x nao
& elemento de P, entao x & elemento de P, jd que x ¥ -x = 1 & elemen

to de P; logo,h(-x) = - h(x).

Teenema 3.38: As categorias S , & . ® e o coincidem, respectiva -

mente, com as categorias - -dos inf-reticulados, dos sup-reticulados,
dos reticeulados distributivos e das Algebras de Boole.

Demonstragao - Pelos teoremas 2.15 a 2.18, 2.22 a
2.23, os FG;J sa0 inf=reticulados, sup-reticulados, reticulados dis
tributivos, ou Algebras de Boole,conforme os FG tenham sido gerados,
respectivamente, pof meio da operagao A, da operagao V , das opera-

coes A e V , ou das operagoes —-,AN, V e D, Logo,as categoriasé} s

é% ’ §> e Oﬂﬂsﬁo subcategorias, respectivamente, das categorias dos




inf-reticulados, dos sup-reticulsdos, reticulados distributivos e
Klgebras de Boole.

Por outro lado, as categorias dos inf-reticulados,
sup-reticulados, reticuladns disrribatives e Algebras de BHoole,pe-

N - . . * L
los teoremas anteriores sac subcategorias das categorias oG, &, Ue

{S que, por sua vex, pelo teorema J.3, coinciden,respectivamente,

com as categorias é} ,@B ,QE) & Jﬁ#,

Assim sendo, dependendo das operagSes atraves das

quais F_, & gerado, e um inf-retieulado, um sup-reticulado,

G

um reticulado distributivo, ou uma Algebra de Boole; por outro la-

FG;.]

do, dado um inf-reticulado, um sup-reticulado, um reticulado distri
butivo, ou uma Algebra de Boole, existem conjuntos G e J tais que a
referida estrutura seja FG;J'
4.6 - Em G estd definidec um operador de gecho 0 conjunto

FG pode ser gerado, a partir de um conjunto G nao vazio, por meio
de operacoes criativas, estando definidc em G um operador de fecho .

Serao consideradas as interpretagSes de FG cujas res -
trigoes a G sao continuas.

Deginigao 3.17: 0O fechoﬂem F e o menos fino fecho que torna con-

G?

tinuas as interpretacgoes de F que restvitas a G sac continuas.

G!'

Degindgae 3.18: O fecho r‘Jem Fg, ¢ o menps fino fecho gque torna
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- . ~
contlinuas as M-interpretagoes da FG' que restritas a G sao continuas,

S5a0c validos resultados aquivalentes aocs casos em que F e
G

gerado a partir de um conjunto de geradores, onde nao esta definido

urt aperader de facho.

a) Considere-ge F. obtido a partir de G, por meio

G ’
da opevagao binarian.

Teorema 3.39: Se S e um subconjunto qualquer de F entao x & ele -

G’
mento de S see E?:] & subc¢onjunto de k) (s]-
se€S
Teonema 3. 40: Se x e y sa0 elementos quaisquer de FG, entao x<y

see f;j £ subconjunto de E;j e Xx = ¥y see E;j = f;i‘

Teorema 3.41: Se o operador , em G,2 de tipo finito, entao o ope-

rador ~, em FG,tambEm, o e

Observe-se que, ainda neste caso, e equivalente inter-—

pretar F_ em M, ou em E com fecho conjuntivo, no sentido anterior -

G

mente citado.

b) Considere-se o conjunto F, obtido e¢riativamente, por

G

meio da operagao v , a partir do conjunto G de geradores nao vazio.

Seja < a pre ordem induzida em G pelo fecho .

G

Definicaoc 3.19: A pré ordem T, em Fg, e dada por: s C x see,da -

do um elemento a de {s] , existe um elemento b de [x ] , tal que

a <G b .

Dedindicao 3.20: 0 fecho “* , em F.,& dado por: x & elemento de §

gsee existe um elemento s de S M G W 5, ral que 8 £ X.

rJd | - . .
Teonema 3.42: Os fechos e coineidem.

Demonstragac - a) Como nas demonstragoes analogas, an-
teriormente feitas, tem-se que o fecho ™ & um fecho disjuntivo em

F. e, alem disso, induz o fecho -, em G,

G
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Entao,considerando-se a identidade i: F

¢ FG’ sendo o fecho do dg

minio de i e ™ o fecho do conjunto de valores i, tem—se que i e
interpretagao e i, restrita a G, e continua ; logo, i & continua e,

partanto, todo fechado, segurdo ™ | £ fechado, segundo = .

Logo, e mais fine que — .

oy

b) Toda interpretacao,cuija restricao a 6

s - - - —F ey - - .
continuea, € contlnua relativamernte a . Logo, e mals fino que

—

Teorema: 3.43: Os fechados elementares de F segundo o menos fino

Gﬂ

fecho em F, que faz com que as restrigoes a G das M-interpretagoes

. - v . v
de FG sejam continuas, sao da forma K , tal que x & elemento de K
see [x]A K & nao vazio, sendo K um fechado de G.
- - - - =4
Defincgao:3,21: 0 fecho ++ , em F., & dado por : x & elemento de S

see [xJON K & nao vazio, para todo fechado K de G, tal que S & sub
. (v
conjunto de K.

—i . .
Teorema: 3.44: 0Os fechos e c01nc1dem,em FC'

. = . "
Teorema: 3.45: Os fechos e , em Fr,lnduzem a mesma pre-or -

a

dem € dada por: x € y see para todo elemento a de [x] , existe um

elemento b de [y} , tal que a CGb .

-— - . N ] =
Observacac: 3.4: 0 fecho “ & mais fino que o fecho ™ , ou seja,S

- H [
2 subconjunto de S, para tode subconjunto § de F

¢

0 fecho em G e de ondem

Ll

Defindicao: 3.22: 0 fecho ™ , em Fes & dado por: x & elemento de §

see existe s em S tal que s = x.

Teprema: 3.46: 0Os fechos ™ e - coincidemjem F_.

G
i o~ -
& .,entao existe

Demonstragac - a) Se x & elemento de J

um elemente s em S, tal que s & x.
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Suponha—-se que s = alv...van e x = blv...vbp.

Entao, dado 2:, existe bj' com a. <G bj; logo, como h
restrita a G & continua, h(ai) < h(bj).
Entao, h(s) = h{ a1) ¥ +.. v h (an) e h{x) =h(b1)v...
v h (bp); portanto, h{(s) < h(x) e h(x) & elemento de h(8).
Assim sendo, "' torna as interpretagoes continuas.
| I
b) Dados x e y, u & elemento de {xv v}
see XVy & u, o que & equivalente a existir um elementobem {ul,
quando & dado um elemento a em [xJ U [yl.
. | I— | S—
Por outro lado, u & elemento de { x PO { y } see
x & uey £ u, ou seja, dado a em [x] e © em L[y ,existem b
em Fu]edem [ul , tais que a <G,b e ¢ <G-d'
. — | — A e - )
Assim sendo,{x v y}= Ax} M {y } e o fecho™e disjunti
vo.
c¢) Considere-se a identidade i:FG -+ FG’
dominio com fecho = e contra-dominio com fecho
Tem-se que i & interpretagao, pois a restrigao de i
a G & continua, e todo o fechado de " , interceptado com G, &
um fechado de 7 ; i e continua.

it

Portanto, e coincidem.

Exemplo: 3.1: Os fechos ™ e , em ¥, sao distintos.

Considere-se o reticulado G do diagrama, com o
fecho do filtro gerado.

G 1




- B t'} -

—f

— ¥
Tew~se gue x & slemerto de { avb, bve } see b & ele

mente de [ x} ou 1 & elemento da Cx3  x & elemento de
+

{ avb, bv ¢} see av b

¥ oau bwv g ox .

. b -

N

. . s N . ’ - - . .
fogo, b e slewente de { avih, bV ¢i ¢ nac & 2lamenio

w

LV P |

.
e oA w b M bow ¢ ] M

£:.38aja FG obhtids per maio das operasoss oviativas aAsv o,

5

4 parciv Jde uym conjuato S nao vazin, em gue esta definide um wpera

1)
dur de feche -, de tipoe finiin.
Considere~se o sistowa [ do § 2~4.

deidindcdy  3.23: A relagao < enm ©, ¢ dada por: ayg Aeesha < b oses

g et By |

Definic@o: 3.24: A relagac® & dada,em F

L e elemente de {a

per: x Ly see x £ v @

G’

demonstravel no sistema D.

Pefindicdac :3.25: 0 fecho ™ , em Fros g dado por: x e elemento de S,

s em 5 U §, tais que

see eXistem eleumentoes Sys Bysecv S

s, Ng,. A ... A8 { X,
1 2 n o

Teornemas 3.47: O fecho ™ & fecho reticulado-distributivo, em FC,e

induz o fecho -, em G.

Demonstragao - Se x & elemeanto de §, entao x tambeém o

- Lt - N —~ L R —4
: de S; se 5 e subconjunte de T, entac S e subconjunto de T sze x
e
- —t Al - et by -
2 elemento de 5, entac existem 815 $55--.8 &M S U ¢, tais que
- -1 - +
E4A +aex A8 E Xi 8e 5; e elemento de S, entao existem t,. g
1 o i, 12,
veatl em S ¢, tais que €, A ... AL, L s., ete.
in ¢ 1 il in, = 1°®

13

Portanto, & um operador de fecho em Fo.

ol
Se b ¢ elemento de G ¢ da A, gendo A subeconjunto de

¢, entap b @ elemento de A see existam 3 $. va., 5 em AW T taisg
» 1’ 2 T n ®
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jue $,A ... As € b, o que s0 & possivel no sistema se b & elemen

b
IS

toe de { 81s+++28 } i loge, b e elemento de A. Por outro lado, se~

g ow elemento de & , entao b & elemento de s

RN sﬁ.}.

Payvante, o fecho * induz o fecho -.

- . . . . ,
Prove-se gque " @ um fecho teticulade~distributive.
. .

De facte, u & elemencto de {x , v} see existenm S1sevesS

n
I
@m 3 ) 1 x ,yl, tais ngue ;A L. A8 B U u e elemento de {x A y}

see existem s),...,5 em U {x A v}, tais que s.A...A s_yg u. Logo,

n 1 n
- ! -
P ox,vy b o ={ xAav} .

e

. "1 Lt
For outro lado, u & elemento de {x} M {y} see exis~

tem $y,...,8 em § U { x}, tais que SyA...As g oue existenm s

ey tp em ¢ & { y} , tais que t,A ...At C u; u & elemento de

T — 1
{ xv vy} see axistem S1s++,8_em {x v ylU¢ , tais gue S]A «..AS Cu.
— —t L......._.....,.n,_._.! n
Logo) {x} n {y} = {x v y}.

- - + e
Observe-se ainda, que a pre-ordem tirada do fecho R

em F ., e dada por x € y see X y .,

Entac, do sistema D e da pre-ordem £ y segue a distri

-l o

butividade na estrutura algebrizada FG/E.

lTeorema 3.48: As interpretagoes de F siao continuas, relativamente

G

| -
ao fecho .

] - .
Demonstragac - Se x e elemento de 5, entac existem ele-

l”"’sn am SLJ¢ , com sln...msng; X.

Se s A L. A s X & tal que x e elemento de {sl,...,sn}

1

] -~ - - - - -
como uma Interpretacac h restrita a 6 e continua, entaoc h(x) e e-

mantos 8§

lemento h([sl,...,sn}) e hix) & elemento de L(S5); se & da forma

X Ay 4 %, tem-se que h{x)A n{y) < Nh{x) e portanto, h(x) & elemen

to de hi{(S8),.

Assim, sucessivamente.




Peorema 3.43: 0s fechos ™ e ™ coinecidem.

Considere~se o conjuntao F o obtido, a partir de G, por -

meio das operagoes criativas - ,A ,V , D

Seja o operador ™ |, em Fon 0 menos fino fecho que tor -
1

’ - e , P - .
na contlnuas as "M-interpretagoes cujas restrigoes a § sao conti -
auas, sendo { considerado ¢om fecho booleans,

Teorema 3,503 0 fecho,em F., induz o fecho -, em G.

Teonrema 3.51: Se o fecho ~ ,em G, & de tipo finite e H & o conjun

to formado pelos elementos da forma ( b1 A bZA ...AI%J.D E, com -

b’bl’ bz,...,b , alementos em G e b elemento em {bl’b2’°"’ bn Yo,

n
entao h{(d) e h( §) sao subconjuntos de N , para toda M-interpreta-
;Eo h,

Demonstragao - Se b’bl’bZ""bn’ sao elementos de G

e ( bln b2 A van Abn)ib b & elemento de H, entao h{(b) & elemento

de h{ {bl,.... . bn}) ; portanto , h(bl)A ...Ah(bn) < h(b) em M, ou

seja,h((bln ...Alng > b) = 1 . Logo, h(H) & subconjunto de N,

Por outro lado, como h-l(N) e umn fechado em F, para
toda M-interpretagao h, § & subconjunto de hﬂl(N) e, portanto,
h( ¢ ) & subconjunto de N.

Teorema 3.52: A restrigao a G de uma M-interpretagao h de-FG e

continua see h ( § U H) a subconjunto de N, sende o fecho em &,

-, de tipo finito e H o conjunto definido no teorema anterior.
Demonstragao - a) Se h/G & continua, entao h-l(N)(\ G

& um fechado de G, Portanto, se x e elemento de ¢ U H, entaoc x & a-

lemento de ¢ , ou de H; se x é elemento de § , entao h(x) =1; se x e

elemento de H, entao X = 8y A eeah anjj b, com b elemento de{ al,.uahi

e h(b) elemento de {h(al),...,h(an)} ; portanto, como h(x) =

:h(al)n v Ah(an)jj h{(b), h{(x) = 1.



b) Se h( § © H) & subconjunto de N, mostre-
~ge que h_1 (N)(WG ¢ fechado em G,
De fato, se h—I(N)flG = §,entaoc ¢ = ¢, pois se § & nao
vazio tem-se uma contradicao . Se h_l(N)(W G € nao vazio, considere-

~se um elemento b de h_l(N)f\ G : b & elemento de {a
1

17y }, sendo

Ayseecd elementos de h (NY (Y G, logo ( a_n .../\an):)b a elemen

1

to de B e h(al) =h(a2) ... =h(an) = 1 , Logo, h(b)= 1 e b & elemento
de W (MmN .

Teonema 3.53: Se o fecho ~, em G, & de tipo finito, entao x & elemen

to derg see existem 358,508 elementos em ot H W S, tais que
a; A .../\anD X @ tautologia em FG
Demonstragio - a) Suponha-se que h{S) & subconjunto de
N, para alguma M-interpretagao h, e demonstre~se que h(x) e elemen-
to de N, considerando-se, por hipdtese, que existem a7, d5,--.32 ., €
lementos em ¢ U HWU 5, tais que ajn ee Aau:Q x & tautologia,
De fato,se h{(S) & subconjunto de N, como
b(al) A...f\h(an) < h{(x) , tem-se que h(x) = 1,
b) Seja x elemento de'S e h uma M-in -
terpretagao tal que h( SU HU § ) & subconjunto de N,
Pelo teorema anterior, h/G & continua e, como h(S) e
subconjunto de N, e imediato que h{x) =1,
e} Assim sendo, dado um conjunto E qualquer, com opera-
dor de fecho - , & possivel imergir E num conjunto FE com fechoﬁJ,
gerado a partir de L, de modo que, para elementos a e b quaiquer

de E, aMb seja nao vazio, ou avw b, an b, a® b e = a sejam nao

vazios: basta que se obtenha FE’ a partir de E, do mesmo modo que




s¢ obtave FC , NOS quatro casos anteriores, a partir de G.

Além dissc, dados G e F com fechos ~ e , Tes -

G!
pectivamente,se E tem fecho conjuntivs, ou disjuntive, ou reticu-

tado-distributivo, ou booleanoc e £ 2 uma fungaa continua de G em E,

entao existe uma interpretagao h, tal que h & prolongamento de f.

G ———~£-~—}E
FG

§ 5 - Decidibifidade

5.1~ Quadros Semanticos - Nos quatro casos em que inter-

pretar F, num conjunto E & equivalente a interpretar F_, em M, no

G G

sentido considerado, dado um elemento x qualquer de F, e possgivel

determinar, de modo sistematico, as interpretacoes h de F, tais que

G
h(x) = 1 e as interpretagoes k, tais que k{x) = 0.

Sabe-se que, para x e y elementos quaisquer de FG:
a) h( xay) =1 see h(x) = 1 e h(y)= 1l,se A & uma das
operagaes que geram FC;
b) h{xv y) =1 see h{x) =1 ou h{(y) =1, sewVv & uma das
operagaes que geram FG;

¢) h{(xdy) =1 see h(x) =0 ou h{(y) =},seD & uma das

operagaes que geram FC;
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d) h{-%x)= 1 see h(x)= 0, se - & uma das operagSes que
geram FG.
Usando sucessivamente tais observagoes, determinam—se
todas as interpretagoes h tais que h(x)==1 para qualquer elemen-
to x de FG.

Um processo para a obtencao de tais interpretagoes o

o dos quadros semanticos:

VvV x A ¥ F X A ¥
vV x Fx Fy
vy

V X VY ¥ F XV ¥y

V x vy Fx

Fy

VX2 Y F Xx Dy

Fx [Vy Vx
Fy

V-x F - x
Fx Vx

Exemplo: 3.2: Determinem-se as interpretagoes h taiquue
h( aa(baa))=1.
Tem~se que h(aa (bA2a))=1 see h(a)=1 e hi(bAaa)=1,
o que e equivalente a h(a)=1 e h(b)= 1.

Em quadros semanticos:
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Y aA(b A a)

Va

Vb

Exemplo: 3.3: Determinem-se¢ as interpretagoes h tais que

h{ - {an b))V c)=1

V"(&Ab)\fc

v - (a A b} Ve

F (an b)

Fa Fb

Assim sendo, para verificar se x £ y enm FG’ basta o -
bservar que Vx e Fy dao uma contradigao no quadro semantico.

Exemplo: 3.4: Verifique-se que x A (y A 2) < XA Y

v xA(yAaz)
F X A Y

Exemplo: 3.5: Mostre-se que x A z £ x A (y A z) nao se veri -

fica em F

Vx A 2z

Fx A (y A z)
Vx
Vy
Fx | Fy A 2
Fy | 7z
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De fato, nao se obtem contradiggo, no caso V x,\f y e
Fz.

Para verificar se um elemento x de FG e elemento de 8,

basta encontrar as interpretacoes h tais que h(S) = {1} e verifi -

car se h{x) 1.

5.2 ~Casos resfantes - No caso em que FG e obtido a partir
de G por meio das operagaes AeV , e E e considerado com fecho re
ticulado, & possivel determinar um sistema R' que nso tem a regra-
transitiva, teticamente equivalente ao sistema R.

Tal sistema e dado pela axiomatica:

I) x4 x
Rl) x4y
tAxdy

Rz) x4y

Observe-se que a demonstragﬁo darequivalancia dos sis~
temas R e R' e feita por indugao sobre o numero de vezes que as re

gras R3 e RB sao aplicadas numa demonstragﬁo)antes da primeira apli

cagao da regra transitiva R1 do sistema R.
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Weste caso entac, um metodo de decisao & obtide, atra-
vey do sistema R'Y.
Nos casos em que Fu @ inrerpretado em fechos condicio-
neie @ iatuicionistas e fechos negagao , o problema da decidibili -

dode foi estudado ne trabalhe /77 menclionado na Bibliografia.

§ 4 - Qutre Tdpo de Interpretagilo

Pode-se intreduzir oubro tipo de interpretag§0 de um

comnjunto FG.

Definigdo 3.26:Dado F,, obride criativamente a partir de um confun

to C nao vazio de geradores, vma interpretagao de FG ¢

a) um fecho comjunto en Fg’ se F. 2 obtido por meto da

G
overagao binaria a

b) um fecho disjuntivo em Fos se FG e obtido por meio da

operagao binmariav ;

¢y um fecho reticulado em FG’ se FG e obtido por meio das

operagoes binarias N e V

d) um fecho retigulado~distributivo em FG. ge FG 2 obri~-
do por meio das operacoes binarias A e V ;

e) un fecho bogleano em FG, se FG e obtido por meio das
cperagSes s A s ¥V e D

f) um fecho condicional em Fos 8¢ F, e obtido por wmeic
da operagac ) j

se F, e obtide por meio

g) um fecho intuicionista em FG* c

dag oPeragses T,V LA e 33

h) um fecho negacgao en Fg’ se FG e ohtido por meio da

cperagac 7
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Pofini¢ao  3.27: Se existir uma Interpretagio em F., mais fina

G'

gue todas as outras, cla diz~se " fecho padrzo " em F_, em cada

GI

um dos casos citados na definicao anterior.

Tichema 3,54

EL)

Existe fecho padrao em F em gualguer um dos ca-

G’

s08 da definigzo3.26.

Demonstragao - Mostrvre~-s2 gue o menocs fino fecho enm FG

gu¢ torna as interpretagoes continuas ( o fecho , § 1) & o fe -
¢ho padrao, Auvalise~se © caso dos fechos conjuntives,

Seja” um fecho conjuntivo em F Pode—-se interpre -

G.

tar em FG com o fecho O : seja a ianterpretagao identidade i:F —u3F

G G’

sendo o fecho do dominio.

Entao, tode fechado segundo o fecho 7' conjuntive, to.
mado arbitrariamente, e fechado segundo o fecho . Logo," ¢ mais
fino que gualquer fecho conjuntivo em Fos

A mesma demonstragao e valida para os outros tipos de
fechos,decorrentes das operacoes atraves das quais FG e gerado.

Assim sendo, o mais fino fecho conjuntivo em Fc,quan_
de F, e gerado por meio da operacao criativa A , coincide com o

menos fino fecho gqua torna as interpretagoes de Fo continuas, in-
terpretacoes estas no sentido da definigao 3.1.
Conclusces analogas devem ser tiradas nos casos dos ou-

tros tipos de fecho.

§ 7 -Exemplo Algebrico

7.1 - Seja F,. construido, a partir de um conjunto G nao va-

G

zio de geradores e da constante o, por meio da operagao binaria cri

ativa.4 .
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Seja E um monoide comutativo ordenado, em que todo ele

)

mento & maior ou igual a O0(zero). Isto @, E & um conjunto em que
esta definida a operagao+¥,que & associativa, comutativa, tem 0 como

elemento neutro e tal que, se a < b e ¢ <d, entao a + ¢ 5 b + d.

Definipéo 3.28: 0 feecho ~ , em E, & dado por: x 2 elemento de S
s¢e existe um elemento r, em 3, tal que r< x.
Tal fecho e um fecho de ordem.

€ uma aplicagao h:F.+ E,

Defintcao 3.29: Uma interpretagazo de F .

G

tal que h{0)= 0 e h(x + y) = hi{x) + h(y),para todo par (x,y) de e-

lementos de FG.

Definigdo 3.30: O fecho ~ e o menos fino fecho em FG que torna as

interpretacoes todas continuas.

-

Teorema 3.55; 0 elemento x esta em S see h(x) > A , quando h(s)))\

para todo elemento s de $, quaisquer que sejam a interpretagao h e
© elemento A em E.

Definigao 3.31: O indice de a em x, que e denotado por ind (a,x),

-

¢ o numero de vezes que o gerador a, de G, participa na construgao

de x, elemento de FG.

Come consequencia da definicao anterior, h(x) =

. >, ind (a,x).h(a); pois h(x) > 0 , para todo elemento x de F..
5 e

Teorema 3.56: h(x) < h(y) , para toda interpretagao h, see

ind (a,x) < ind (a,y), para todo elemento a em G.
Demonstragao - &) Se ind (a,x)< ind (a,y), para todo
elemento a em G, e imediato que h{(x) < h(y} para toda interpreta-

¢ao h.

b) Seja h(x) < h(y)
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Por absurdo, suponha-se que existe um elemento ao, en
G, tal que ind (ao , X) > ind (ao , ¥) ;3 se h e definida por

h{ag} = Al , COm }‘1 # 0 e hib) = 0, para tddo elemento b, de

G, diferente de ao, entao h({x)

ind (ao,x) X 1 © hi(y) = 1nd(ao,x)A1,
0 que acarreta h(x)> h(vy)., que & uma contradigzo.

Logo, ind (a,x) < ind (a,y), para todo o elemento a em

G.

Teorema 3.57: 7y & elemento de {x} see h(x) < h(y),para toda in-

terpretagao h.
Demonstracao - a) Se h{x)< h(y), para toda interpreta-
cao h, e h(x) > X, para qualquer X de E, tem-se que h{(y) > ) N
- N
Logo,y & elemento de { x }.
b) Seja y elemento de{ x }.
Se existir a s tal que ind (ao,x): m e ind (ao, ¥}= n

com m > n, seja a interpretagao h tal que h(a°)=:X e h(bh)= 0, pa-

1
ra b elemento de G, com b # ao; entao,h(x)= m )-1 y € h(y)r‘n.x1
e,portanto,h(y) <m >~1, 0 que e um absurdo.

Logo, ind (a2,x) < ind (a,y), para todo elemento a de

G e,portanto, h{x) < h(y) , para toda interpretagao de h.

Teorema 3.58: Se { & a pre-ordem associada aoc fecho , em ¥

G’
entao x $ y see ind (a,x) < ind {(a,y), para todo elemento de a de

G; se " =T " & a equivalencia associada ao fecho , em F entao

G’

x v see ind {(a,x) = ind (a,y), para todo elemento a de G e

t

X y see h(x) = h(y), para toda interpretacao h.

Definigdo 3.32: O fecho = , em Fos e definido por:x e elemento

—
de S see existe um elemento s em S, tal que sz § x.




Teorema 3.59: O fecho ™ & de tipo finito e os fechos ~ e

coincidem'em FG.

Demonstragac - &) 0 fecho ' , em F 2 um fecho de

G‘!
otdem e de tipe finito. Considecre-se a azplicagao identidade i:F,y F

sendo o fecho do doainio, e *

o fecho do contra-dominio. £ ime -

diato que tode fechado de FG, segundo — , e fechado segundo

- w -~ .
B) Se x e zlemento de 5, entao existe

8 em S, tal que h(s} < h(x) e,portanto, h(x) € elemento h{8). Lo-
ga, toda interpretagaoc & continua, com ‘relagac ao operador

£ interessante observar entac que, considerar em FG o

menos fino fecho que faz com que as interpretagoes fiquem continuas,

e equivalente a considerar o fecho de ordem

-
a pre-

Alem disso, passando—se F_, ao quociente FG/E .

G

ordem § induz a ordem < e tem-se que f{(a) < N(b) see a £ b, pa
ra todo par {(a,b) de elementos FG; definindo-se a operagao " + " em

FGIE , por TW{a) + TW(b) = MN(a+b), & imediato que ( FGIE , +) tem

estrutura de monoide comutative ordenado, com unidade T (0).

Induz-se ,en FG/E , o fecho de FG e,se A & subconjunto

i

de FGfi I - y com x elemento de A, entao y & tambem elemen
1
to de A .
7.2_- Pode~se analisar o que foi feito em 7.1, scb outre

ponto de wvista.

Considere-se um subconjunto J do conjunto de interpre-

tagoes de F_ e defina-se a relagao : x 37 see h{x)= h(y}, para

G

toda interpretagao h em J.



Se for considerado o fecho ~, menos fino em P, tal

que a8 interpretagces do conjunto J sejam continuas, & imediato

que a relacao =5 ¢ a relagac de equivaléncia induzida, em Fo
velo fecho .

be fato, {x} = {y} see x =,y

Assim sao gerados os F = F _,_ que Sao monoides

H; (o).

3

comutatives ordenados, com elementos maiores ou iguais a




APENDICE

Varios cutros resultados podem ainda ser obtidos e pes

tjuisadog.

i. Oz resultados obtidos no CasTtulo I~ §3 sugerem Gue se conside-
e ﬁfocomo uma classe de objetos da categoria %; e se procure
definir interpretagao.

Assim, pode-se definir interpretagao como toda apli-
cagac h: FC+ M, sendo M elemento deowb .
Do mesmo mcedo gue no Capitulo I, podem ser considera
dos ¢ conjunto I e os F .
G;J
Diz-se que J{psepara cs objetos de ﬁé see, dado unm
objeto A qualquer de f% , e elementos a e b distintos em A,exis
{ =
tem um elemento M em Vo e uma interpretagao h tal que h{(a)th(b}.

Se 65 2 a categoria F___ e dos morfismos, entao obje

G;J
tos dedlbosdo objetos de 6 e 0os objetos de ‘% sao os de % que

s 20 separados por éwth

Sec&t & um conjunto, entac A & objeto de f; see A e
isomorfo a um sub-produto de um produto T{ (7l Mz), sendo JC sub-
conjunto de .

2. Do mesmo meodo que se analisou Geragao de Categorias e Fungoes

Aesociadas, nos casos das interpretagoes em fechos conjuntives,

disjuntivos,reticulado -distributivos e booleanos, seria conve-
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niente tentar analisar tals 1tens nos outros guatro casos estudados

neste trabalho.

Tambem tentar caracterizar, nestes quatro casos o fecho

", quando em G esta definido um fecho

»

3. Seria interessante um estudo mais detalhado do outro tipo de in
terpretagao, introduzido no Capitule IIXI~- §6.

Seria bom verificar se tais interpretagoes estao bem defini-

das, quando definidas em G.

4. No caso do Exemplo Algébrico {CaplTtulo IIT-§7), seria também inte

ressante analisar o caso em que G tem fecho

.

Parece que uma caracterlizagao para o fecho é dada pelo fecho

= ,definido como o menos fino fecho em Fo Para o qual valem:

Al -
a) induz , em G.
b) Se x é elemento de S e ind (a,y) > ind (a,x), para todo a,
elemento em G, entao y € elemento de 3.
- -t - - b
c) Se x e elemento de S, entao y € é&lemento de S+u, para todo
y ta! que ind {(a,y)=ind (a,x+u) para todo a em G; ou seja,
vy € elemento de ?, tal que t € elemento de T see existe s
em $ com ind {(a,t)=ind (a,s+u), para todo a em G.
5. Qutro problema que surge, € tentar verificar se & possfve) a gera-
¢ao de todos os fechos de um determinado tipo, a partir dos fechos pa

droes em FG.

Parece possivel. Por exemplo, veja-se o caso da obtengao dos-

fechos conjuntivos:




a) Cbtengao candnica de novos fechos conjutivos a partir de

v dado.
Seja B ocom feche conjuntivo @ouma relacio de equivalencia ¥
cm % dir-ss compativel com familia @ £ a
em £ odigesa compativel coem , se 2 familla dos fechados que sao sa
furados pare T cdeterwmina um fecho conluntivo em E.

Tovhe-se entdo uma relagao de equivaléncia =, compativel

- . ¥ : . \ .
com , e seja 2 a fam{iia dos fechades saturados correspondentes.

Em F= E/E temem-se como fechadoa conjuntos de classes cuja

e = - !
ranniso da um elemente de %b .

Tals fechados determinam um fecho conjuntivo em F.

b) Seja E com fecho conjuntivo & tovne-se © fecho padrac em
Fg- Seja h: FpoE a interpretagadc que prolonga a identidz
de de E e tome-se como B a famflia dos fechados de Fe

da forma h ] (c), onde € é fechadoc em E. A equivaléncia

= é definida por x = y see h (x) = h(y).

Entio, = @ compativel com e FE/:’ com fecho definide como
em (a), @ homeomorfo a E. 0 Homeomorfismo e dado por h, definido na

turalmente em ¥F_,. .
[ E/:

6. Um outro caso pode ser estudado,em detathe.
Seja D um conjunto ndo vazio e G formado pela aplicacao de-
wma fam{lia de fungdes cristivas de uma variavel em D.

Seja FG construido, a partir de G, por meio da operagﬁo bi-

naria criativa A e por meio de A, que se aplica a certas partes de-



F., segunde:
3
a) Se x é elemento de G, ent3o x & elemento de FG.

b} Se x e y s3o elemantos de Fo entao x A y & elemento

de FG’
¢) Se a construgac de x depende de a, entio A se aptica ao

conjunto {x {b}} tendo-se que L x{a) é elemento de
be D 3]

Fe.

Uma interpretacao de Fa e uma aplicagdo h: Fo?E, sendo E considerado

ccm fecho conjuntive |, ta) que: |

a) hi{x A y) & elemento de h{x) A h{y}

b} h(é x (a) ) & elemento de A {h (x (b)), beD}s sendo x
elemento de AA, em E, see {x}=A.

Seja o menos fino fecho gue torna todas as interpretagoes

continuas.

Se x e elemento de FG’ define-se (x), indutivamente, por:
a) [f (@) = {f (2))
b) {x A y] = [x] U [yl

¥ SO BT S (35
. - -
Defina-se o fecho L', por: x e elemento de S see [x] e sub
conjunte de U [s] .
Se¢g
O0s fechos "e ™ parecem coincidir.
7. Se, na geragao de Fe @ partir de &, forem consideradas operagdes

criativas com quantidade nao finita de argumentos, pode-se estudar o

Calculo de Predicados, sob esse ponto de vista.
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