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INTRODUÇÃO 

O pensar e o dizer são dinâmicos, mas sua expressao ou 

t'omur>·r:,-Jação e atom~izada estáticamente em fonemas, sentenças, etc. 

Fnt5o~ 5 preciso centar restaurar, nesse universo estatiao, o dina 

m~B~iO primitivo. 

Em muitos casos, r.al tentat·iva pode ser efetuada por 

uma idêia intuitiva de compl.etamento, qus se formal-iza através de 

um operador de fecho. O dinaml-smo é restaurado, não só pela idéia 

int;uitiva, aomo pelos artif'ÍeiOi; dedutivos que acompanham sua for

malização. 

A MatemátiaaJproaurando captar am suas fases ma~s ge -

.t•ais o dinamismo de nosso pensamento e de nossa imaginação ariat:f:. 

va, e levada a uma série de construçÕes e desenvolvimentos aaracte 
• • 1'7.-St7.-C08. 

Salientam-se, nessas aonstruç5es e desenvolvimentos,os 

"conjuntos" e seus "elementos". Tais conjuntos aorrespondem;~ na ve!:_ 

dadeJa completamentos 1 aondensaçõea, ânsias de unifiaação e s{ntese, 

como por exemplo, o prosseguir indefinidamente dos números naturais; 

os elementos, por sua VeB, sao ânsias de análise e sua emeraao, mui 

tas veses~ dá-se de maneira vaga e dinâmica, como, por exemplo, 

um ponto num espaço geométrico, ou um nÚmero real. 

Tais desenvolvimentos aparecem neste trabalho, nas cons 

truções dos FG, por meio de operações criativas as mais simples,op~ 

rações no sentido algébrico. 

O significado dos FG é apenas o de sua construção. No 

entanto-' por sua 1rforma", os elementos de F G são capazes de exprimir 

muitos significados, desde que um dinamismo adqquado de interpre -

taç5es atue sobre eles. Além disso~ sob a ação dessas interpretaç5e~ 

surgem várias noções nitidamente matemáticas, correspondentes ao di 

namiamo intuitivo que sugeriuJtanto a construção dos F0~ como suas 

interpretações. 

Téanicamente então, surgem no 

tegoriaa de estruturas algébricas geradas 

trabalho os FG·J e as ca-, 
no processo. 
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Particularmente sugestivos, como co-dom{nios para as 

{nterpretaçÕes, são conjuntos .::om operadores de feahos generalizados, 

eomJenientemente definidos; ta·{s opePadottes re[Zetem bem muitos dos 

dinamismos de nossa imagina~ao criativa. Assim, interpretando nesses 

conj·11ntos, é-se levado a intPoduzir um fecho em F c· 

A intuição lÓgica é a que mais incide neste trabalho e, 

o operador de fecho, refletindo a idéia de consequênaia, apareae de 

maneira natura Z. 

Sete etapas podem ser distinguidas nos três capltulos 

deste trabalho: 

Z. A idéia intuitiva de completamento, expressa matemá

ticamente pelo operador de fecho generalizado, procura captar o dina 

mismo essenaial de nosso pensa~ento. 

'• A principio'', tal compZetamento e vago, como também sao 

vagos os 11 eZementos aos que se aplica". Esses elementos, ·na verdade, 

emergem por um esforço de análise e o "conjunto" desses elementos emer· 

ge como um esforço de slntese. 

Assim, a primeira etapa deste trabalho corresponde, ma

temátiaamente, ao aparecimento do conjunto E com operador de fecho . 

2. Na segunda etapa, o completamento de E e acrescido de 

propriedades adicionais, que tornam E mais definido na imaginação e 

fazem com que o completamento se aproxime mais do dinamismo primiti

vo citado. 

Aparecem então, no trabalho, os fechos conjuntivos, dis 

juntivos, etc. 

3. Através de caracterização contrutiva: dos F 0 , E tor -

na-se mais definido. Os e Z.ementos são destituidos dét toda aomp lexi -

dade adicional e refletem apenas uma "estrutura'' dada pelo desenvol

vimento construtivo. 

4. Os FG, precisamente aonstru{dos, sao relacionados com 

os completamentos de (2), por interpretaç5es. Os elementos de FG, que 
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;;.~--~'~ ·"''ia!'aa "e:Jonst-ruções"_, s'•t• "-:>T,-<::r;rpretr~dos" em termos de aompteta-

menta e ' . aaqu1.-r-em noV~B signifieadn~. 

5. Os 1"1,, atra1Jés iJ.'ar; interproetaçó-es, 
'" 

a ao dotados de 

o fecho j'eaho padr•ão" ' que e 

~:ão. Ssse fecho corrcu:;ponde 

em aonaid~ração. 

mais natural em FG que reflete a situa -

à deduçoâ'o j'ormal aorresponê.;<;nte ao caso 

6. O fecho padrao 5 explicitado o mais posslvel. 

?. Outros f~echos :;ão de-! .. erminados em F
0

,. também por meio 

de interpretaçÕes .. oa quais leva~ à geração de estrutur~s algébric:asJ 

naturalmente associadas ao processo. 

Assim sendo,. na primeira parte deste trabalho é introdu 

zida uma idéia de geração de estruturas algébricas, diferente da usu-

al,. não através de caracterização a~iomática. Sâo obtidos alguns re -

sultadoa, relativos as categorias geradas, que serão utilizados no de 

senvolvimento do Cap{tulo III. 
-Na segunda parte, sao caracterizados os operadores de 

fecho conjuntivo, fecho disjuntivo, fecho reticulado, fecho reticula

do-distributivo, fecho booleano, fecho condicional, fecho intuicioni~ 

ta e fecho negação, e os fechos algebrizados a êles associados, os 

quais serão centrais para a obtenção de muitos dos resultados do Ca -

p1:tulo III. Um resultado importante do Cap{tulo II é a obtenção de 

uma cor•respondência entre fechos a7,gebrizados e estPutuY'as algébricas. 

Como, para a caracterização dos fechos citados, é n6ce~ 
sário um certo conhecimento de operadores de fecho ou completarr:ento 3 

aZ.gumas definições e resultados 1'etativos a tais opel'adores e ã aon -

tinuidade de funções são fundamentais; portanto, ainda que trz"vic.<r:s, 

foram incZuidos no primeiro paráyrafo do Capttulo II. 

No Cap-ítulo III obt2m-seJt finalmente, a aara!Jterização 

pz•ocurada dos fechos estudados, através de intez•pretações. 
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Po~ meio de aaracte~izações obtidas no segundo e tercef 

"··o aap'Ítulos, os Sistemas LÓgicos usuais surgem, de maneira aonst!'utí-

v a:. 

Um tJxemplo algébrico, foi inclu{do no final do Capitulo 

TII, " fim de tornar mais clara a ca"PactePização procurada para fechos 

eapec~~almente eonsiderados. 

Além disso, como muitos resultados pod1~m ainda ser obti 

dos e caracterizados, foi inoZu{do um Apêndice~ apÓs Qj~ aapltulos, onde 

estão apontados vários problemas e sugeridas algumas poss-íveis soluçÕes_, 

que ainda devem ser pesquisadas em detalhe. 

No inleio de cada parte do trabalho há uma pequena in -

tradução, apontando as metas dos aap{tuZos. 

Várias demonstrações de teopemas, bastante triviais, nao 

foram aqui incluidas e outras, são apenas indicadas. 

São utilizadas vár>ias notações habitua~~s de Teor>ia de 

Conjuntos e "see" é usado como abrevia-tura de "se e sômente se"; os sim 

bolos AJ~ a e A 1~ B são usados, respectivamente, paJ~a indicar que a 

é e lement'o d9 fecho de A, e que o fecho de B é sub-conjunto do fecho d.e 

A; [x) indica o conjunto formado pelos geradores de x .. 

Os demais slmboloa e conceitos são os mesmos usados nos 

trabalhos relacionados na bibliografia. 
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CAPITULO I 

GERAÇAO DE ESTRUTURAS ALGrBRICAS POR DUALIDADE 

As estruturas algébricas -sao. quase sempre,caracterizadas ~ 

xiomâticamente. Em sentido mais construtivo, no entanto, os axiomas 

podem ser encarados como diretrizes para possíveis realizações. 

Quando os axiomas são expressos por meio de operaçoes com 

igualdades, hâ um processo padrão para construir as estruturas alg~ 

bricas. Tal processo gera as estruturas livres, por meio de ídenti-

fica~Ões impostas pelas igualdades, e são os quocientes dessas es-

truturas livres que determinam as estruturas algébricas em consid~ 

raçao. 

Uma idéia diferente de geração de estruturas, não através de 

caracterização axiomática, mas sim através de consideraçÕes de cari 

ter intuitivo, constitui a primeira parte deste trabalho. Tal idéia 

intuitiva e uma idêia de dualidade e procura enriquecer o signific~ 

do de situações, por meio de transformaçÕes, interpretaçÕes, pontos 

de vista, etc., que preservam, em certo sentido, as estruturas em 

que as situações se verificam. 

Algébricamente, essas interpretaçÕes sao, em geral, morfis-

mos e o significado dual a(a) de um elemento a qualquer de determi-

nada estrutura é encarado como uma aplicação definida no conjunto 

desses morfismos, dada por (O(a)) (h) • h(a). 

Assim sendo, o novo significado das situaçÕes, que preserva 

o antigo, emerge dos significados duais dos elementos das estruturas 
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em consideração, os quais emergem, por sua vez, do cc)mportamento dos 

elementos d& estrutura, segundo as interpretaçÕes h. 

Embora nio seja usual, neste trabalho, as operaçoes ser ao 

consideradas distintamente~ ora cowo operaçoes criativas, ora como 

operaçoes seletivas; por exemplo, a operação singular de sucessor no 

conjunto m dos n~meros naturais ~ uma operaç~o criativa, pois~ e 

gerado, por sua açao, a partir de O (zero) e, alim disso, cada ele-

menta de ~i un1vocamente determinado, a partir de O(zero), por 

meio dessa operação; a adição em - -m, ~or outro lado, e uma operaçao 

binãria seletiva, que seleciona um elemento de lN, em termos de dois 

outros em certa ordem, independentemente do modo como esses ele-

mentos são gerados. 

Através da definição de interpretação e que se inicia,prâti 

camente, o desenvolvimento do método de geração citado. 

Seja G um conjunto nao vazio e C um conjunto, disjunto de G, 

eventualmente vazio. Então, a partir de GUC, por meio de operaçoes 

criativas ,operaçÕes estas no sentido algébrico, com número finii:o de 

argumentos, obtêm-se o conjunto FG, recursivamente: 

i) Se a é elemento de GUC, entao a ê elemento de FC. 

ii) Se x
1

, x2 , •.. ,x
0 

sao elementos de FG e oi, com i percor-

rendo um determinado conjunto de Índices ~~ ' e uma qual-

quer das operaçoes n-areas criativas em consideração, en 

tao oi (x 1 , x 2 , .•• ,x
0

) ê elemento de FG • 

iii) x e elemento de FG see ê obtido por meio de (i) e (ii). 

Observe-se que C ê o conjunto das constantes da estrutura~. 
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SejaM um determinado cor,jutJto, nao vazio, contendo uma pa.!. 

te C' em correspondência biunivoca com C e onde estão definidas op~ 

r~ç0es o; sele~ivas~ em corresportd~ncia biunivoca com as crietivas 

' t"' • F ~11a ~e- 1n1ram G' as operaçoes cocrespondentes sendo de mesmo número 

Ld.l :;.11e: 

i) Se c e elemento de C, entao h(c) • c', sendo c 1 o elemen 

to correspondente a c em C' 

ii) Para toda ope.raçao o., h(o. 
1 1 

• 

Considere-se entao o conjunto I, formado por todas as interpret~ 

ç~es de FG em M, e seja J um subconjunto qualquer nao vazio de I. 

Deiiniç~o 7.2 - O significado dual associado a J, dos elementos de~ 

que é denotado por OJ(a)~para um elemento a qualquer de FG' e uma a

rlica.ção de J em M, dada por aJ(a) (h) "'h(a). 

Ve6lnlç~o 1.3- Dados dois elementos a e b quaisquer de FG, diz-se 

que tem o mesmo significado dual relativo J, -o que e denotado por 

see h(a) • h(b), para toda interpretação h em J. 

Tem-se que 11 ="
3 

é uma relação de equivalência compat!vel com 

as operaçoes em FG. 

Considere-se, entao, o conjunto quociente 

la relação se TIJ e a projeçao canonica F ~ 
G 

elemento qualquer de C, entao lTJ(c) e uma constante de 

dis .so, sao definidas as operaçoes em 

e c e um 

além 
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por õ
1

('1T
1

(x
1
), 71'

1
(x

2
), ... ,7T

1
(xn)) = 1T

1
(oi(x

1
,x

2
, ... ,ll:n)), para i el!_ 

menta de a e x
1

,x 2 , ... ,x
0 

elementos quaisquer de F0 , operaç~es esss 

que sao seletivas em FG 
I= J 

e estio bem definidas, pois, se 

·~ 1 (xk) = 7\'(yk), com k variando de 1 a n, como h(xk) = h(yk) para to-

da interpretação h em J, tem-se que h(o
1

Cx
1

, ... ,x
0

)) ,., h(o
1

Cy
1

, ... ,y
0

)) 

e, portanto, n
1

(o
1

(x
1

, ... ,x
0

)) m 71'
3

(oi(y
1

, ... ,yn)), 

Ob&ekvaç.ão J. J Se J•I, a 1 (a) e FG;I sao denotados por cr(a} e LG , 

respectivamente~e diz-se que o(a) i o significado dual de a. 

§ 2 - Funçõe~ Ah~ociadah 

Dados os conjuntos G,FG e M e as funç~es i:G+FG , que e a 

imersão de G em FG~e f • h o i, sendo h uma interpretação qualquer de 

FG em M, verifica-se a existincia de uma correspondincia buinivocana 

tural entre as aplicaç~es f de G em M e as interpretaç~es de FG em H. 

G _ _,f'--~ M 

A interpretação h: FG ~ M ê denotada por hf e a aplicação f 

associada a h ê denotada por hG' sendo que f nada ma1s e que a res-

trição de h a G. 

O significado dual crJ(a) de qualquer elemento a de FG' indu 

zido pelas interpretaçÕes de J. sugere que se encare ~J(a) como uma 

aplicação de J em M, dada por (n 1 (a))(h) - h(a), sendo a um elemento 

qualquer de FG; entao, (n
1

(a))(hG) • h(a), para toda interpretação 

h de J, e os elementos nJ(a) de FG;J podem ser considerados como a-
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G 
açoes de um subconjunto D de M em M. 

Em particular, os elementos de L 
G 

podem ser considerados c~ 

G 
r·n -~!icaç;~B de M em M. Quando G ~ finito. as aplicaç~es determina-

1.,.., podem e a got ar as aplicaç~es de MG em M. Entretanto,quando 
" 

~ n~o e !inito~ nio se deve esperar que o conjunto de aplicaç~es de 

t~r:ninadas por LC coinc~da com o das aplicaç~es de MG em M, pois as 

G determinadas por L dependem apenas de um numero finito de 

v~tiiveis; fazendo tal restriçio. ver-se-~o casos em que LG coincide 

G 
~orn as aplicaç~es de M em M que dependem apenas de um n~mero finito 

de variáveis. 

Em qualquer caso, ]'G·J e isomorfo a urna parte do produto ca.E. 
' 

tesiano n 
ü:D 

M. 
1 

com as operaçoes definidas da maneira usual, Quando 

M e G são finitos, os elementos de FG·J correspondem a um numero fi-
' 

nito de aplicaçÕes definidas e com valores em conjuntos finitos, ha-

vendo, portanto, método de decisão para se saber quando elementos 

quaisquer a e b de FG têm, ou nao, o mesmo significado dual relativo 

a J; quando G é enumerável, mas M é finito, como as aplicaçÕes corr~ 

pendentes dependem apenas de um número finito de variáveis, tem-se 

tambêm mêtodo de decisão para se saber se elemencos a e b quaisquer 

de FG tem, ou nao, mesmo significado dual relativo a J. 

§ .3 - Ge.Jta.çã.o de. Cate.goJt..i.a-6 

3-1- A categoria de estruturas algébricas que se pretendia gerar 

por dualidade ê, então, constituÍda pelos FG·J 
• 

sendo G e J conjun-

tos nao vazios e sendo Õi' com 1 elemento de~. operaçoes em e 

]J(C) o conjunto de constantes de FG;J 
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com o Os elementos de FG;J são constítuidos pelos de FG , 

significado adicional adquirido em virtude do comportamento perante 

~s interpretaç~es de J e,como esse significado respeita globalmente 

estrutura anterior, FG•J i uma estrutura algibrica do mesmo 
' ' 

tipo 

q Uf' 
,. •c• com as operaçoes e constantes satis~azendo certas proprieda-

' 
des, que vêm com o novo significado das situaçÕes. 

Assim sendo, a categoria dos FG·J diz-se geréLda por dualid,! 
' 

de, em termos das operaçÕes oi' das constantes de C e do conjunto M. 

Tal categoria serâ denotada por G. 
Observe-se que, se G e H sao dois conjuntos quaisquer e J 

e K sao dois subconjuntos de I, entao, sem que G~H e K•J, FG;J e 

FH;K podem coincidir, a menos de isomorfismo, como objetos de '(f. 

Oe6ú~ç<io 1.4 Dados dois conjuntos G e H e os subconjuntos J e K 

de I, se FG;J e FH;K coincidem 

da categoria ~, diz-se que FG;J 

mesmo objeto de ~ . 

a menos de isomorfismo, como objetos 

e FH•K s~o apresenteç~es duais do 
' 

Considere-se a categoria ~ das estruturas algébricas de-

terminadas pelas operaç~es oi, sendo 

tantes de C; seja Í) a categoria das 

i elemento de ~·, e pelas cons-

estruturas algébricas determin.! 

-das pelas operaçoes oi e constantes de C, cujos morfismos sao os de 

1b, definidos e com valores em tais estruturas, te:n.do M como matriz 

separadora. 

! imediato que 1f e 9õ sao sub-categorias de ~. Mostre-se, 

entao, que a categoria ~ coincide com a categoria~), ou seja, mos-

tre-se que todo FG;J ~ separado por M e que, para todo objeto A de 

~' que ê separado por M, existem G e J tais que A ê FG;J • 
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M i objeto de ~ 

Demonstraç;o- Dado o conjunto M, seja J ={h}, sendo h a 

~~licaça0 identidade de M em M prolnng~da a uma i~terprPtaçio de FM 

.-·m H. 

Defina-se a aplicaç~o f de FM·J em M por: f(n 1 (x)) = h(x) 
~ ' 

r~:2 t~dc elemento x de FM. Tal aplicaçio esti bem definida e e um 

"P0morFismo, pois f{n
1

(c)) =c para qualquer elemento c de C e 

~u2r x e y em FM' 

Portanto, M é isomorfo a FM·J , que ê elemento de ~-
' 

r carcema I. Z ' M i matriz separadora da categoria ~-

Demonstração- Prove-se que, para qualquer FG;J' se n
1

(a)frr
1

(b), 

~endo a e b elementos de FG , então existe um morfismo k de ~' tal 

De fato, sejam n 1 (a) e n 1 (b) elementos de um FG;J qualquer, 

Como a e b não têm, então, o mesmo significado 

Cual relativo a J, existe uma interpretação h em J, tal que h(a)lh(b), 

M 

Defina-se a aplicação k: FG;J .... M por k(n
1

(x)) = h(x), para 

todo elemento x de FG. A funçio k esti bem definida, 

~ategoria ~e tem-se que k(n1 (a)) + k(n
3

(b)). 

ê morfismo da 

Ico~cl?.ma 1. 3 : A categoria ·0 coincide com a categoria ~. 

Demonstração ~ Pelo teorema anterior, ~ é subconjunto de ~) 
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Considerem-se,então, um objeto A qualquer d·e categoria kJ e 

as estruturas FA e FA;J , sendo J o conjunto das interpretaçÕes h de 

F A em M. tais que h é da forma Cfo k, sendo 'f morfismo de A em M e 

k prolongamento da identidade de FA em A; seja a aplicação 

<i"om A definida pork('IT
3

(x)) •k (x), definição esta possÍvel. 

M 

Tem-se que k ê morfismo sobrejetor de~ e, além disso se k (x)• k(y), 

entao 'fo k(x) • 'fo k(y) para todo morfismo 'f de ~ e portanto TrJ(x) • 

logo, kê bijetora e portanto, A e isomorfo a FA·J 
• 

Assim sendo, (f e :§:-) coincidem. 

Teo~ern« 1.4 : A categoria~ i fechada para o produto e a sub-estru-

tura. 

Demonstração- Para se provar que ~é fechada para o produ-

to, considerem-se dois elementos distintos x e y de um produto de e-

lementos quaisquer de ~e seja a projeção 7Tj que associa x e y • as 

suas componentes x. e y. 
1 1 

respectivamente,sendo x. ~ y .• Como exis-
1 1 -te um morfismo h de ~tal ~ h(y.), prove-~e que 

1 
ho7Tj e tam 

bém morfismo de ~e portanto. 

Te.o~r.ema 1.5 : A i objeto de~ see A e sub-produto de 1T Md , 
dED 

Md ~ M e D um conjunto qualquer. 

sendo 



- 13 -

FG e a estrutura livre sobre G, na categoria ~-

neroonstraçao- Sejam A um objeto qualquer de ~e a aplica-

•.".-lO j ~ (: + PG a inclusão. A demonstração ê imediata, desde que se de 

llnR h con&trutivamente, i medida que FG vai sendo gerado. 

T :c.DJte.ma 1. 7 : -LG e a estrutura livre, tendo G como conjunto de ger~ 

V:t:res, na categoria <f· 
Demonstraçao - Sejam A um objeto qualquer de ~e uma função 

qualquer f: G 7 A. 

j 
TI 

G ) FG I) L 
/ G 

~Jh~ ' 
/ 

k / 

A 

Jt 
M 

Pode-se prolongar univocamente f a uma aplicação h: FG -+A 

.::iefinindo-se h(c) .. c' e h(o.(x
1 
•••. ,x) = o'.(h(x

1
), •.• ,h(x )), sen 

1 n 1 n 

da ç elemento de C e c' a constante de A correspondente a c, x
1
,. •• ,xn 

elementos de FG. e sendo oi e oi as operações correspondentes, em FG 

e A, respectivamenteJcom i elemento de 3; h esti bem definida, pois 

FG 0 gerado a partir de G uc. 

Para que se demonstre o teorema, ê suficiente que se possa 

definir uma aplicação k: LG +A por k(n 1 (x)) ""h(x). 
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Para que nao se pudesse definir tal função, seria necessa--

c i_•) que ,.,_::
1

b e h(a) + h(b), para elementos a e b de FG e algum h em 

entretanto, corno M e matriz separadora, existiria um morfismo 

tal que !(h(a)) , !(h(b)) e foh seria uma interpretação de 

:..:o '~é~ii!a 1. g : Todo FG;J e um quociente de LG 

Demonstraçao - Dados FG' LG 

3. aplicação p: LG-+FG•J definida por p(rr(a)) "'TrJ(a). para todo ele-
• 

menta tem-se que p e um epimorfísmo. 

_c~_b.svtvaç_ão 1. 2 Como nem todos os quocientes de LG sao isomorfos a 

algum FH·K 
• 

pode-se conseguir uma condição para que todos o sejam-

tal condição seria que M separasse tambêm os quocientes de LG, ou se 

Ja, dados 

elementos quaisquer distintos rr(x) e rr(y) em LG 
/= 

!t " 
sendo 

lação qualquer de equivalência em LG' deve existir um morfismo 

L em M tal que: h(Tr(x)) >f h(Tr(y)). 
G/= 

uma re 

h de 
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CAPITULO !I 

SOBRE OPERADORES DE FECHO 

àpos algumas consideraç;es gerais sobre operadores de fecho 

e funçÕe.s contínuas, num sentido especial, sao obtidos resultados 

intczessantes relativos a certos operadores de fecho e aos fechos 

algebrisados a eles associados. 

§ J - Gene~al~dadeo oôb~e o Ope~ado~ de Fecho 

Veóü~ção 2. J Dado um conjunto E nao vazio, sendo 'tM:E) o conju~ 

to das partes de E e "-" uma aplicação de '@>(E) em'f'(E), denotada 

por-: AI-+ Ã , dis-se que "-" ê um operador de fecho em E, quando 

e apenas quando: 

i) Para todo subconjunto A de E, A ê subconjunto de Ã. 

ii) Se A e B são subconjuntos de E, tais que A ê subconjunto 

de B, então Ã ê subconjunto de B. . -iii) Para todo subconjunto A de E, A e subconjunto de A. 

Veó~n~ção 2. 2 ' Uma parte A de E diz-se fechada, ou completa, com 

relação ao operador-. see A • A. 

Ve6ú~ção 2.3 Diz-se que D gera uma parte A de E, ou que o sub. 

conjunto D de E e gerador de A. see A • D. 

p_e.J1-i,ni.ç.êio Z. 4 Um operador de fecho--, em E, diz-se de tipo fini 

to quando e apenas quando. para todo subconjunto A de E. -se x e ele 
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menta de Ã, entao 

é elemento de A . 
o 

existe um subconjunto finito A de A, tal que 
o 

X 

Ve.ó,i.niç.ã.o 2.5 : Dado um conjunto E, com fecho-, se S é subconjun-

to de E, o fecho~. induzido em S, do fecho de E, ê dado por 

Â • Ã n S, sendo A um subconjunto qualquer de S. Ou s.eja, os fecha-

dos de S, segundo-, são obtidos dos fechados de E, segundo-, por 

intersecção com S. 

Ve.áitt.içã.o 2.6 : Dado um conjunto E com operadores dE! fecho ,.., e-, 

diz-se que o operador ~N ê mais fino que o operador--, (ou o opera-

dor- ê menos fino que""", see todo fechado de E, SE!gundo-, ê fe-

chado de E, segundo-. ou seja, see § é subconjunto de ~. para to 

do subconjunto S de E. 

1. 2 - Decorrências simples das defiwiçÕes 

Dado um conjunto E com operador de fecho--, ê imediato que: 

l) Para todo subconjunto A de E, o fecho do fecho de A -e 

o fecho de A, 
. . 

ou seja, A • A. 

.. 
2) O fecho de um subconjunto qualquer de E e um fechado de 

E. 

3) Se um subconjunto de E ; nao vazio, entao seu fecho -e 

nao vazio. 

4) Se (Ai)iEI é uma familia de partes de E. entao: 

a) nÃ. 
~c% 1 

b) .UÃ. C 
1.ex l. 



c) 

d) nAi c 

i si 

UÃ. 
1 

i e: I 

n'A. 
1 

i E! 

5) E ~-· fechado 
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6) A intersecçio de uma familia qualquer de fechados de E 

-e um fechado de E, ou seja, se 

completos de E, entao i'lA. 
1 

• 

i e: I 

(A.}. I ; urna famflia de 
1 10 

nÃ. • 
1 

nA. 
1 

iE:I i e: I i e: I 

7) O fecho de um subconjunto A de E ~ ~ ''menor'' fechado de 

E que contém A. 

8) A união de uma famÍlia de não fechados de E é -um nao f e 

chado de E, ou seja, se (A.). I ê uma famÍlia de não fe 
1 1E 

chados de E, üA. 
1 

i e: I 

UA. 
1 

iE:I 

1.3-Teorema 2.1: Se forem dados um conjunto E nao vazio e um con

junto ~de partes de E, tais que E e elemento de ~e ~é fechado 

para a intersecção arbitrária, então pode ser definido um e apenas 

um operador de fecho-, em E • para o qual ~ ê o conjunto dos fe-

chados. 

O teorema mostra que, dar um operador de fecho-, em E, -e 

equivalente a dar uma famÍlia~ de partes de E, fechada para a in-

tersec~ão arbitrária e contendo E. 

1.4-função Contl.nua 

Veó-i..rt..i.ç.ão Z. 7 : Dados os conjuntos A e B. sendo- e rv operadores de 

fecho em A e B, respectivamente diz-se que uma função f: A+ B é CO.!:, 
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tinua quando e apenas quando a imagem inversa de qualquer fechado de 

B, segundo r>J' e um fechado de A, segundo-. 

TeC'nema 7..2 ; Se A e B são conjuntos com fecho- e"'"' respectivamenteJ 

f i uma função continua de A em B 
- ~ 

see f(S) é subconjunto de de f(S), 

para qualquer subconjunto S de A. 

Demonstração - a) Como f-l (f{S)) é um fechado de A que 

tem f-l (f(S)), Sé subconjunto de f- 1 ({(8)), 

con 

b) Por outro lado, se f(~) ; subconjunto de 
~ 

f ( s) e D ê um subconjunto 
-I 

fechado qualquer de B, tem-se que f(f (D)) 

é subconjunto de D; logo, se x ê elemento de 
-I f (D) ,, entao f (x) e e-

-I 
lemento de D e, portanto,f (D) ê um fechado de A. 

TeoJtemo. 2.3 Se f é uma função continua de A em B ~~ S e um subcon-

junto de A, entio a restriçio de f a S é continua, sendo fecho de S 

o fecho induzido do fecho de A. 

Teo~ema Z.4 : Se A i uma classe de aplicaç~es definidas em E e com 

valores em conjuntos com operadores de fecho, então existe um Único 

fecho "'-J em E, tal que: 

a) Todas as funç~es f de A sao contÍnuas relativamente a -. 

b) Se r------1 e um fecho em E que torna tÕdas a:3 funçÕes f de A 

contÍnuas, entao ri é mais fino que rv • 

Demonstração - Para cada função f de A, co:n.sidere-se o con 

junto ~f das imagens inversas dos fechados do codomÍnio de f, segu~ 
-do f. Ou seja, C e elemento de 

do codomínio de f. Logo J nc. 
l 

ÍE:I 

~f see C • 

• f-
1 < nn.) 

i~::I~ 

-I 
f (D), para D um fechado 

Considere-se (p dado por: 

C ê elemento de ~ see C • nBi , sendo Bi elemento de n~f. 
i E. I 
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Tem-se que ~é fechado para a intersecção, E ê elemento de 

(/; e, portanto, pelo teorema 2.1. existe um Único fecho.......,, em E, pa-

' .p - -~a~ s~~i ~e o conjunto dos fechados; tal fecho torna as funçoes f 

• c0at1n·.;E<.;;. 

Al;m diAs o. i imediato que qualquer outro fecho que torne as 

f cor:t1''l.uas e mais fino que I"V. 

; Nas condições do teorema acima, diz-se que o fecho 

''.-~,n ê o menos fino fecho, em E, que torna as funçÕes de A contÍnuas. 

~ 2 Pn.ê.-oJtde.m e. e.qulvaiê.nc...ta. ah.t.oeiadah ao áe.c..ho; e..t.:tltu:tu.ll.a.& 

qu.ocie.n.te-6 

2._.1-Considere-se um conjunto E com operador de fecho- e sejam a,b e 

c elementos de E e A subconjunto de E. 

Ve6-üt1çã.o 2. 8 : 

•l'•b • {c E E' lcl• (a} U (b}}. 

Veá""'-'<ão 2.9 ' 

aV/b•(cEE,(c} .[-;}n(b}} 

VeSiYilçãa 2. 1 O 

• ~b • (cEE' b E (a}U(c} e, se bE(a}UA entao (c}CÃ} . 

=a • (bEE' (alnlbl-~. (a}U(b} • E e, ae (a}UA • E entao {b"}cÃ} 

Ve.6útiçã.o 2. 72 

7/ a- (b c E' (a} U (b} • E e, se (a} UA • E entao (b}C Ã} 

2.:z.~Oí~6i.niçã.o Z. 73 : A relação "< ", dada por "a.( b se e b é elemento 

de (;}"• ê a pré-ordem associada ao fecho -)em E, sendo a e b elemen 
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toe quaisquer de E. 

Portanto)a equivalência 11 = ,, em E, -associada ao fecho - , e 

C.ada por 11 o. - b see {aj {b}". 

Se C e um fechado de E, segundo o operador- , e x -e 

elemento de C tal que x - y, sendo y elemento de E, -entao y e elemen 

to de C. 

Te.oJte.ma. 2. 6 Dado um conjunto E com operador de fecho- sendo ": 11 

a relaçio de equivalência associada ao fecho e a,b,c e d elementos de 

E, tais que a = b e c := d: 

a) Se a" b e na o vazio, para todo par (a,b) de elementos de 

E, al<b - classe de equivalência, segUndo 11= '' a A\ c- bA'd. entao e uma • e 

b) Se -a VI b e -na o vazio, para todo par (a,b) de elementos de 

E, entao "" b -e uma classe de equivalência, segundo "-" -bv;d. • e •"' c 

c) Se a d)b e nao vazio, para todo par (a,b) de elementos de 

E, entao a classe de equivalência, segundo a~ • b :::l)d. "- 11 = , e d)b e uma 

d) Se ..-. a e nao vazio, para todo elementoa.de E, entao-.. a 

e uma classe de equivalência, segundo e--a·---b. 

e) Se 7 a e nao vazio, para todo elemento ,a de E, entao la 

e uma classe de equivalência, "' -"' = e 1. -segundo 

Demonstraçio - Basta que se verifique que dois elementos m 

e n quaisquer de E, que pe-rtençam a um dos conjuntos a 1\\ b, a \h b, 

• ~b, -=- a, ou la .ao equivalentes e ' alêm disso, que qualquer ele 

mente x de E, tal que x = m ou x = n, ê também elemento do conjunto 

ao qual m pertence. 

~b~~~Vaião 2.1 Para facilidade operacional manipulativa em E, admi

ta-se que A\, VI, ~ ..=. e 71 estejam tambêm definidas em classes de eq'f! 
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valência relativas à relação 
.. 11 

P~opftiedadeh ~impie~ do~ Qe~hoh - Dado um conjunto E com o~ 

radar de fecho - , sendo a, b e c elementos de E e A subconjunto de 

2.1) Se a A b é não vazio, para todo par (a,b) de elementos 

de E, entao: 

a) a 11- b 11- a 

ail-b 11-~ 

b) Se A 11=- a e A 11-=a b, entao A 11== a :"~~- ": 

c) a A b • b ~ a 

d) (a 11- b) /\\ c • a A. (b A c) 

-2.2) Se a~ b e nao vazio, para todo par (a,b) de elementos 

de E, entao: 

a) {a} 11- a Vt b 

{b} 11- a \?b 

b) Se {a} 11- A e {b} 11- A, entao a VI b 11- A 

c) (a Vt b) Vt c • a V; (b Vt c) 

d) a V! b • b VI a 

2. 3) Se a :2)b -e na o vazio, para todo par (a,b) de 

de E' en t ao: 

a) {a} U (a ~b) 11- b 

b) Se {a} U A 11- b. entao A li- a :ll b • 

2. 4) Se a~ b, a \? b e ~ - vazios, a sao na o para 

mentes quaisquer de E, entao: 

a) a I\ -=- a • E 

b) a \1 -==- a .. iJi 

elementc~ 

a e b ele 
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c) Se A IJ {a} U- E, entao A 11-- --.. a 

- -2.5) Se a/\-b e tia s ao na o vazios, para a e b elementos 

quaisquer de E, então a A\ Ya • E. 

t-3-Te.oJte.ma 2.1 : Se &. ~b ê não vazio~ para todo par (a,b) de elec:0-

tcs do conjunto E, c:om fecho-, então $é não vazio e a..( b see 

Demonstração- a) Pela propriedade (2.3b), como {a}U cp IF- a 

tem-se que <f! 1-- a ~a. Logo, ~ .,. a .2) a, 

Verifica-se, anã.logamente, que cp • a ~a • b ~(a ;)b);:: 

• a~ (b;) c) :i) ((a :i) b) ~(a ;j)c)). 

b) Se a-< b, então {a} 11== b e, portanto, a,:) b • $. 

Se a ~b • cp, então b ê elemento de {a}U(a ~b) e porta~ 

to, b é elemento de {a}U ~ • Logo, b é elemento de {a}. 

TeoJ:ema. t.8: Se a .A. b, a 'W b e a )b sao nao vazios, para todo par 

(a,b) de elementos de E, então a/\\ (b VI c) • (a/\\ b) V/ (a~ c) e 

a VI (b 1\- c) • (a VI b) A\ (a VI c) . 

Demonstração- a) Como a A\ b 11- a e a I\ b U•• b, {a,b} ê sub 

conjunto de aAb; logo, (a A\b) vt (a A c) e subconjunto de a~ b. 

Anilogamente, de a A\ c~ {a, c} tem-se que (a .A b) 'W' (a A\ c) e sub 

conjunto de a~ c . Então, (a A\ b) V; (a A\ c) é subconjunto de 

{a,b} n{a,c} e, Portanto, também o e·, de {a b c}· • • • entretanto, como 

{a,b,c. } • {a,b '6' c}, ou seja, {a,b,c} • a~ (b V1 c), tem-se Que 

(a A\ b) V/ (a A c) ê subconjunto de a A(b V/ c), ou seja, 

a A\(b V/ c)::» ((a A\b) V/ (a A\ c) • t . 
Por outro lado, como a J'\\ b 11-- a, a 1\\ b 11-- b e b u- b V/ c, 

tem-se que a A (b ~c) é subconjunto de {a,b}. Anãlogamente 
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a i\\ c I~ a ~ (b V/ c), logo, (a~ b) W (a A c) I~ a A (b Vt c), ou 

seja, (a/\\ b) V/ (a 1\\ c) ::2! (a A (b W c)) • ~ • 

b) Anâloga a (a). 

Teoktma 2.9 : Se o operador de fecho , em E, for de tipo finito, 

tsl que a Ã\ b seja não vazio, para quaisquer elementos a e b de E 

então, dado um subconjunto A qualquer de E, um elemento x de E é e-

lemento de A see existem elementos a
1

, a 2 , ••• ,a
0 

de A, tais que, se e 

• • • 1\\ a , entao 
n c< x . 

Demonstração- a) Se x e um elemento de E, com x elemento 

de A, como o operador ê de tipo finito, existe um subconjunto fi 

nito A
0 

• {a
1

, a
2

, ••• ,an} de A, tal que x ê elemento de A
0

• Como e

xiste c em E, tal que {7"} • {a
1

, a
2

, •.•• a
0

}, tem-se que x ê elemen

to de {~}, ou seja, c..( x. 

b) Por outro lado, se existem elementos a
1

, 

a
2

, ••• ,a
0 

de A, taim que, para c em E, com{~} • {a 1 , a 2 , •• , ,a
0

} e 

c..(x, ê imediato que -x e elemento de A. 

Dada a relaçio de equival;ncia ··~··. associada ao fecho 

em um conjunto E, considere-se o conjunto quociente E/: • 

Em virtude do teorema 2.5, os fechados de E são uniÕes de 

classes de equivalência. Assim sendo, pode-se induzir, de modo natu 

ral, o fecho de E em E/=: seU é um subconjunto de E/=' o fecho , 

em E/= , e dado por IT- n('UU) f onde n; E +E/= ê a projeção canôni

ca e UU i considerado em E. 

A pré-ordem 11
.{" de E induz a ordem "<" em E _ e n(a)_<n(b) ' ' - ' I=' 

ê definido por a""{b, sendo a e b elementos quaisquer de E. Assim sen 
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do, ~(a) ~ ~(b) see {~(b)} é subconjunto de {n(a)} e, além disso, se 

u e v sio classes de equival;ncia segundo ''~'' e a e b sio elementos 

deu e v respectivamente, tais que a <.b, então x < y, para todo ele-

menta x deu e todo elemento y de v, ou seja, a e b são escolhidos a~ 

britrâriamente nas classes de equivalência. 

Teonema 2. 10 : -Se A e subconjunto de E;: , a e b sao elementos de 

E/: , tais que a< b e a e elemento de A , então b é elemento de A. 

Te alterna. 2. 11 : Se ~ i nao vazio em E;: , então E;; tem ~ltimo elemen 

to. 

Demonstração- $ ê o Último elemento de E/; 

Te.oJte.ma 2.12: Dado o fecho , induzido do fecho de E em Ej;• tem 

-se; 

a) Se a A b ê -nao vazio, para todo par (a,b) de elementos de 

E, então n(a) A n(b) é também não vazio em E/= e a aplicação que as

socia (w(a), w(b)) a w(a) ~w(b) torna-se uma operaçio algibrica bi-

nãria """ em E I= . 
b)Sea\,lb -e nao vazio, para todo par (a,b) de elementos de 

E, então lT(a) V/ 1T(b) é também não vazio em E/= e a aplicação que as

socia (w(a), 'll'(b)) a 'IT(a) V/ 'JT(b) torna-se uma operaç:!io algébrica bi-

nãria "v" em E /E • 

c) Se a ~ b e nao vazio para todo par (a,b) de elementos de 

E, então 1T(a) ~w(b) ê também não vazio em E/: e a aplicação que as-

sacia (n(a), n(b)) a (n(a) ~ lT(b)) torna-se uma operaçao algébrica 

" 11 

binâria :> em E/= 

-d) Se~ a e nao vazio, para todo elemento a de E, entao 
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~ n(a) ê tambêm não vazio em E/= e a aplicação que associa n(a) a· 
- . - . " . torna-se uma operaçao algebr~ca unar1a - em E j': 

e) Se 7/ a ê não vazio para todo elemento a de E, então f1T(a) 

ê ta.mbêm não vazio em E/= e a aplicação que. associa 1T(a) a 1rr(a) tor 
11 !I 

na-sê uma operaçio 7 em Ef; 

Demonstração - ! suficiente que sejam considerados rr(a} e 

'IT(b) em E/: e c, elemento de um dos conjuntos a 1\ b, a VJ b, a ;J)b 

...=..a ou 7/a e que se verifique que rr(c) ê elemento do conjunto cor-

:respondente 'IT(a) A- n(b), ou n(a) V/ rr(b), ou n(a) ~n(b),ou.--- n(a), ou 

'!1r(a), jâ que {n(c)} • 7T(1T(c)) e 'I!'( c) • {c}, conjunto esse que -e u -
nitãrio em E/= , tendo como Único elemento a A b, ou a V; b, ou a 2}b1 

ou __,_ a, ou 1 •. 

Assim sendo. as aplicaçÕes ~.V!,;;», ~ e 7/ podem ser consideradas 

como operaçÕes algébricas em E/~ e serão denotadas respectivamente, 

por: (n(a), n(b)) >+ n(a)/\n(b) 

(n(a), n(b)) >+ n(a)vn(b) 

(n(a), n(b)) >+ n(a)::>n(b) 

n(a) 1+ n(a) 

n(a) >+ 7 n(a) 

P-'tOf!.lt...Leda.de.6- Como decorrência imedia.ta das propriedades 2.1 a 2.5, 

e dos teoremas 2.8 e 2.12, para a, b e c elementos quaisquer de E/:: 

2.6) Se x A-- y é não vazio, para todo par (x,y) de elementos 

de E: 

a) a A b ~ a 

b) a A b < b 

c) Se c < a e c 5 b, entao c < a N b • 
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2.7) Se X V/y - -e nao vazio, para todo par (x.y) de elementos 

de E: 

a) a < a v b 

b) b < a V b 

c) Se a < c e b ,S c, entao a V b < c 

2.8) Se X ~y e não vazio, para todo par (x,y) de elementos 

de E: 

~ • a ::>a• a :::>(b :>a) • (a::::>(b::::>c))::::> ((a :>b) :::>(a ::>c)) 

2.9) Se x A y, x ~ y e~ x - -sao nao vazios, para x e y ele-

mentes de E: 

a) a A a • E 

b) a v a • ~ 

2.10) Se xl\.y, XV/y, x ,d)y 

(x,y) de E: 

- -sao nao vazios, para todo par 

a) a 1\ (b v c) • (a 1\ b) v (a 1\ c) 

b) aV(b 1\ c) • (a V b) 1\(a v c) 

2.11) Se x"" y, x V/y e J/x são não vazios, para elementos x 

e y de E, então a 1\ 7a • E 

Teolt.ema. 2 • 1 3 : Se a 1\ X - E, para elementos a e X quaisquer de E/:' 

entao X < - a. 

Teoltema 2. 14 : Se o operador em E - de tipo finito, tal a A b se e que 

ja -na o vazio, para todo par (a, b) de elementos E, entao A - filtro e o 

gerado por A, sendo A um subconjunto qualquer de E;: • 

Demonstração- Pelo teorema 2.9, como o fecho em E/: também 

é de tipo finito, x é elemento de Ã see existem elementos a1 ,a2 , ••• an 
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de A, t..ais que a., A •.• 1\ a < x. 
' n 

Para se provar que A e o filtro gerado por A. considere-se 

•) f-.~,-~ ~~) d • d "" ~d:ll,. ... ·'· •• '1 (õ .. o i)f, . l l F.:. os filt:os de E/~ q~1e cont~m A e demons-

a) 

"'· fato. ,. X • elemento de A ,. X < y • c.om y em E ·- /0 tem-se que 

-r, 1\ 1\ elemento d.e A 8.1 ... ... • < y e , portanto, y • " n - se x e y saC' 

ele('lento:s do<-. A, entao a
1 

/\. a.
2 

/\ .... /\. an :S x A y • Logo, Ã ê filtro. 

b) 
-
A • (I F. 

. r' '" 
De fato, como A e elemento da familia (F.). 

1 
, i imediato 

L LE 

que n•. é 
ie.I 1 

subconjunto de Ã ; além disso, se x ê elemento de A, en 

-ta o X e elemento de qualquer filtro que contêm A, pois a
1 

1\ ••• A a
0 

< X -
- elemento de n•. e • portanto, X e . 

. r' H. 

Logo, A -e o "menor 11 filtro que contêm A. 

§ 3 - Aigutt-6 Fe.c.ho-6 E.õ pe.c.-ia-Ló 

·;.i- Fe.c.h.o Conjun.t..i.vo 

V< 6"-•.i.ção Z. 14 Um operador de fecho em um conjunto E, diz-se 

conjuntivo see a~ b ê não vazio, para todo par (a,b) de elementos 

de E. 

- -Se E e um conjunto com operador de fecho conjuntivo sao 

vilidos os resultados enunciados nos teoremas 2.5, 2.6 e 2.9 e as 

propriedades 2.1. 

" " a relação de equivalência associada 

.ao fecho-, são válidos os resultados dos teoremas 2.10, 2.11, 2.12 

a e 2.14. Assim sendo, em E. o fecho 
L 

, induzido do fecho de E, " 
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" " ts.mbém conjuntivo e esta definid.a ema operaçao binâria A , que g-2_ 

za das propriedades 2.6. 

Ei ~ um inf-reticlJlado. 
o n 

Dernonst7.'açâc Alêm de ller uma ordem em Ei, pelas propn . .:_ 

dades 7.6, para qualquer par (a.b) de elementos de Ei, tem-se que 

<t (\ b 

dos numeras reais e defina-se em m o fecho dado por.: x ê elemen 

to de S see x > inf S se S e limitado inferiormente, ou x e qualquer 

se S nio ; limitado inferiormente. 

Tem-se que o operador de fecho ~ conjuntivo, pois, se a< b, entao 

a é elemento de a A.\ b e, se b < a então b ê elemento de a A\ b; en-

tretanto, tal operador não ê de tipo finito pois, se 

S; {x E ]i\. x > U}, entio o numero real O não ê elemento de S • pa
o 

ra nenhuma parte finitaS 
o 

de s. 

3-2- Fec.h.o V-i.-6 j untivo 

Um operador de fecho em E, diz-se disjuntivo, 

see a W b e nao vazio, para todo par (a,b) de elementos de E. 

Como consequência da definição, se E é um conjunto com ope-

radar de fecho disjuntivo, entao sio vilidos os resultados enun 

ciados nos teoremas 2.5, 2.6b, 2.9 e as propriedades 2.2. 

" " sendo a relaçio de equivalincia associada 

ao fecho de E, são válidos os teoremas 2.10, 2.11, 2.12b Logo, 

em E
8

, o fecho induzido do fecho de E, é também disjuntivo e se 
IT H 

pode definir a operação binâria v • que goza das propriedades 2. 7. 
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E8 e um sup-reticulado. 
'1 " 

Demonstraç~o - Alim de < ser uma ordem em E
8

, as proprie-

,.._ '1 d';," ff'.chcs dis·iurot:ivof> "l('~l."r"'J"etam qu·<!~ J:<flT<". elementos que.i.sque·I· 

'' e b de " • s a v 1~ ""' 

Um operado~ 6e fecl1~ em E~ diz-se reticulado 

Bee nA b e a Wh sao nau vazi0s, p3ra elementos a e b quRisquer de 

E" 

Como consequenc1a da d~iiniç;c, se E e um conjunto com npe-

redor de fecho reticulado, entao sao vilidos os teorftmas 2.5 1 2.6b 

e 2.8 e as propriedades 2.1 e 2.2. 
"' ,. 

sendo a relação de equivalência associa 

da ao fecho de E, sao v~lidos os teoremas 2.10r 2.11, 2.12a Z. 1 Zb 

e 2.14. Logo, o fecho induzido em Er pelo feccho de E, e também 

1111 "" 
reticulado e em E estao definidas as operaçÕes binâr.ias A 

r 

que gozam das propriedades 2.6 e 2.7. 

_Te.olte.rna 7._J_l ; E ~ um reticulado. 
r 

• v • 

JZe6ü.éçéio 2. 16 Diz-se que o fecho , em um conjunto E, e reticu-

lado distributivo quando e apenas quando a ~b e a~ b sao nao va-

zios 1 para elementos a e b quaisquer de E e a estrutura quocie~te 

" " " " v ~ E i distributiva, com relaçio as operaroes A ""'à f: ~ e V 

das de e V/~ sendo 
"= 11 a relação de equivalência induzida 

fecho. 

Em virtude da definiçio, se e um fecho reticulado-distributivo t'-ffi 
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E. sao vilidos os teoremas 2.5, 2.6a, 2.6b, 2.9, 2.10, 2.11, 2.12a , 

2.12b e 2.14 e as propriedades 2.1, 2.2, 2.6 e 2.7. 

Além disso, salente-se que Ed ê um reticulado distributivo. 

5h - fecho Booleano -
z. 17: Um operador de fecho , em E, diz-se booleano, ••• 

a J\\b, a V.tb, a :Vb e-=-a são não vazios, para elementos a e b quai! 

.:p.1er de E. 

Em virtude da definição, se ê um fecho booleano em E, en-

tio sao vilidos todos os teoremas e propriedades do parigrafo (§2). 

Saliente-se que, se o fecho , em E, ê booleano, (jj ê -na o 

vezio e a ;»a • b d)(a d)b) • a ~(b d)a fob) • a A\ b ~a- a A\b.)b • 

"" a ~a V/ b • b ~a V/ b • (a ª'c) ª'((b 2)c) ;:il(aVtb) 2)c)) • 

• (a 2J(b ;:ilc)) 2J((a 2)b) ~(a :;lc)) • (a ~b) :ll((a :;»=b) ~= a)• 

.. -...:.:;...a d) a .. (jj, para elementos a, b e c quaisquer de E; além disso,~ 

a.(.b see a ~b • 4>. Se E
8 

• E/:=, o,fecho , induzido em E 
a pelo f,! 

cho de E, é tambêm booleano e podem ser definidas em E as 
a 

-operaçoes 
'' 11 11 '' •• ,, " •• 

,A,,V,=>e 

Te.o,'te.ma. 2.18 : E ê uma Ãlgebra de Boole. 
a 

" n 
Demonstração- Alêm de < ser uma ordem em E, a A b • inf(a,b) 

é a V b • sup(a,b), para todo par (a,b) de elementos de E e as opera-

çoes A e V gozam das propriedades distributivas. 

Como i ê nao vazio, chame-se de 1'1'' a classe de equival;ncia 

correspondente a$ ; se c ê elemento de a A=- a, então {c} • E e poE_ 
;, \\ 

tanto, chame-se de O a classe de equivalincia correspondente a c. E 

imediato que O ê primeiro elemento de E e • 1 e Último elemento de E 
a 

e que para qualquer elemento x de E
8 

x/\- x • O e :~r v- x • 1. 
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Saliente-se que~ em E
8

, a =.~a • b :>(a :;, b) • a :;,(b:>a.Ab) -
• a A b .,::~ a • a A b :J b • a :::>(a v b) • b ,:::, a V b • 

• (a::> c)-=> ((b-=> c) ::>(a v b) =>c)) • (a=> (b::;, c)):::> ((a::> b):>(a:>c)• 

• (a .=l b) ~((a ::J- b) :::>- a •-- a .::J a • 1, para elementos a,b e c 

quaisquer. 

T eonemo. z. 19 Se a e um elemento qualquer de E , entao -(-a) • a. 
a 

Demonstração- Prove-se que, se b é elemento de-=- a, e c -e 

elemento de~ b, entao c : a. 

Teokema 2.20 : Se o fecho , em E, é booleano e de tipo finito, en-

tao todo fechado de E, distinto de E, é intersecção de fechados maxi-

mais. 

Demonstraçao - Seja C um fechado qualquer de E, distinto de 

E, sendo x um elemento de E que não pertence a C. 

Seja Ç a famÍlia dos fechados de E que contêm C e nao con
x 

tem x. Tal família ê indutiva, pois se (Ci)iEI e uma família totalmen 

te contida em ~x ex é elemento de UC· , entao x e elemento de 
i E!~ 

{al' a 2 , ••• ,an}" sendo ai elemento de Cl.i" comi variando de 1 a n e, 

portanto, x ê elemento de UC. • 
i e:: I~ 

Pelo Lema de Zorn, existe, entao, 

de ~. 
X 

Mostre-se que M i fechado maximal. 
X 

um elenento maximal M 
X 

De fato, se x nao ê elemento de C, entao CU {-x} não contêm 

x. Logo, M contêm (-x) e, se D ê um fechado que contêm prOpriamente 
X 

Mx, então D contêm (-x) e x. Assim sendo, D coincide com E. 

O raciocÍnio deve ser feito para todo elemento de E que -na o 

pertença a C, que será, então, a intersecção dos fechados maximais en 

centrados. 
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3.6 - Fecho Cond.i.c.io•al 

Ve6ü.i.ç.iio L 18 : Um operador de fecho , em E, diz-se condicional 

see a :»b é nao vazio, para a e b elementos quaisquer de E. 

Se o fecho , em E, é condicional então são válidos os teo 

remas 2.5. 2.6c e 2.7 e a propriedade 2.3. 

- -Saliente-se, portanto, que <P e nao vazio e que a.( b see 

a ~b • i , sendo a e b elementos quaisquer de E. 

Ve6-útiç.ão 2.19 : ~ é a familia dos subconjuntos B de E, tais que A Ui 

ê subconjunto de B e, -se a e elemento de B e (a ~b) n B é não vazio, 

então b ê elemento de B, para um determinado subconjunto A de E. 

C(A) • nB 
BElJ 

Ve6i•içiio z.zo : Um elemento x de E e elemento de D(A), fixado um su.Q.. 

conjunto A de E see existe uma sequência a
1

, .. , ,a
0 

• x tal que, 

cada i, uma das alternativas se verifica: 

i) a. ê elemento de A U ~ 
1 

i i) existem j. k <i, tais que ak e elemento de a. 
J 

Veó.i.n.i.çiio 2. 2 J -Se E e um conjunto com operador de fecho 

nal, então D(A) diz-se sistema dedutivo gerado por A. 

para 

condi cio 

Teo~ema 2.21 : O fecho condicional-, em E, é de tipo finito see 

Ã • C(D) • D(A). 

Se Ec • E/~ , sendo ••;•• a relaçio de equivalincia associada ao fecho 

em E, são válidos os teoremas 2.10, 2.11, 2.12c e propriedade 2.8. As 

sim sendo, o fecho , induzido em E do fecho de E, ê também condicio 
c 

" " nal, em E estâ definida a operação :::>. 
c 

e ~ e ~ltimo elemento de E c 
• 

sendo$ • a ::J a • a ':)(b .:> a)-(a ::J (b :>c)) ::>((a ::>b) =>(a ::> c)), 



para elementos a, b e c quaisquer de E 
c 

Teo~ema 2.22 : E ê uma Álgebra de Hilbert 
c 

3J - Fe~ho Intuieioni~~a, ou Quahe Booleano 
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V e 6-i.n.içêio 2. 2 2 Um operador de fecho ~ em E, diz-se intuicionis-

ta, see a A.b, a Vtb, a ~b e 1 a são não vazios, para elementos a 

e b quaisquer de E. 

Se~em E, é um fecho intuicionista, sao válidos, entao, todos 

os teoremas e proriedades do (§ 2), relativos a VI, ~, ~e 'li em E, 

" n 
e relativos a I\ , V , =>e 7 a relação de e-

quivalência associada ao fecho de E. 

Teo~ema 2.23 : ET ê uma Ãlgebra de Brower, ou de Heyting. 

3$ - Fecho Nego.çêio 

Ve6inição 2.23 : Um operador de fecho -em E, diz-se fecho negaçao, 

see 1 a ê não vazio, para todo elemento a de E. 

Se , em E, e um fecho negação, então são válidos os teoremas 

2.5 e 2.6d. 

" 11 

a relação de equivalência associada ~ 

fecho , em E, o fecho induzido em EN do fecho de E é também um fe

cho negaçio e pode ser definida em EN a operaçio uniria '' 7 '' 

Se o fecho em um conjunto E, ê booleano, condicional, ou 

" " intuicionista, então a estrutura quociente E/: , sendo a relação 

de equivalência associada ao fecho de E, tem Último elemento, que ê $. 

Como, nos casos citados, $ cojncide com os axiomas dos Câlc~ 

los Proposicionais Clássico, Implicativo, ou Intuicionista, respecti 
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vamente, ê imediato que~ corresponde, em cada caso, aos teoremas 

dos Cálculos Proposicionaís citados. 

Pelo § 2, se o fecho-, em um conjunto E, ê de t.ipo finito 

e e um fecho conjuntivo, reticulado, reticulado-d~stributivu, boole~ 

no, ou intuicionista, entio Ã i o filtro gerado pc>r A, para qualquer 

" " subconjunto A de E/~ , sendo = a relação de equf,•alência associada 

ao fecho de E; se o fecho em E, ê condicional e de tipo finito • 

então Ã ê o sistema dedutivo gerado por A. 

Assim sendo, dado em E um fecho qualquer, cc•njuntivo, dis-

juntivo, reticulado, reticulado-distributivo, boole4lno, condicional, 

ou intuicionista, ao se considerar a estrutura quociente associada a 

ile, a id~ia de Inf-reticulado, Sup-reticulado, Reti~ulado, Reticul~ 

do Distributivo, Ãlgebra de Boole, Ãlgebra de Hilbert ou Ãlgebra de 

Heyting, respectivamente, não ê a mesma que s. de e11trutura quocien-

te, pois, fechos diferentes podem dar a mesma estrutura quociente, e 

estruturas quocientes diferentes podem dar o mesmo Inf··reticulado, 

Sup-Reticulado, etc. 

Entretanto, quando o fecho em consideração ié de tipo finito, 

a correspondincia entre as estruturas ~ biunfvoca, pois, um Inf-reti 

culado, um Reticulado, um Reticulado Distributivo, uma Ãlgebra de -

Boole e uma Álgebra de Heyting são, respectiv,Emente, fechos conjunti_ 

vo, reticulado, reticulado-distributivo, bool,~ano e intuicionista, 

algebrizados e, entre os virios~fechos algebrizados que podem deter

minar o mesmo Inf-Reticulado, o mesmo Reticuledo,etc., existe um ~ni-
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c-o, o fecho do filtro gerado, que ê de tipo finito. No caso das Ãl-

gebras de Hilbert, o Único fecho de tipo finito ê o fecho do siste-

ma dedutivo gerado. 

3dl - Um 6echo Lnte~•••ante no conjunto M • {0,1) 

Considere-se o conjunto M • {0,1}, com fecho , dado pelos 

fechados M e N • {1). 

Então em M, ~ • !TI • {1} e {Õ) • {0,1) • {O,l}. 

As aplicaçÕes /\\, VI , ~. - e 7/, induzidas em M pelo fecho 

s ao dadas por: 

i) o I'!, o • 1 f'l, o 

1 "' 1 
• { 1} 

i i) o '40 • {O} 

o '41 • 1 \#O 

iii) O :i)O • O :il1 

iv) ...-.. O 

~ 1 

- {1} 

• {O} 

v) 7/ O • {1} 

'1 1 • {O} 

Assim sendo, o fecho 

•Of'l,1 • {O} 

• 1 " 1 • { 1} 

- 1:il1•{1} 

em M, ê conjuntivo, disjuntivo, reticulado, 

reticulado distributivo, booleano, condicional, intuicionista e fe-

as operaçoes 1\ , V , ::::> , e 7 são definidas em M, sendo 0<1 a or-

dem induzida em M. 

Porque ê natural considerar M com fecho dado pelos fecha 

dos e M e N ? 
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Considere-se, por exemplo, o caso em q,ue a operaçao V, 

em M, e considerada como sup. 

-Se - e um fecho em N, para o qual V fa~: o papel cor 

respondente em fechos disjuntivos: 

{ o) 

{ 1} 

{ 1) 

{ 1} 

= 

diçÕes sao: 

{ o v o) 

{ o v 1} 

{ 1 v o} 

{ 1 v 1} 

{o} n 

{ o} Í) 

{ 1} Í) 

{ 1} Í) 

{Ü} 

{ 1 } 

{ o} 

{ 1} 

Logo, { 1} i subconjunto de { 0}. 

Assim sendo, os fechos possíveis satisfazendo tais con-

1) $ ={ O) ={ 1) ={""Q,l} ={o, 1} 

O Único fechado é ::1. 

2) "f =<P ; { o} ={ 1} ={ o, 1} ={ O I 1} 

Os fechados -
~ { o' 1} s ao e 

l} 
~~ 

3) "f ={ =! 1} l { O} ={ o 1} =! o,1} 

Os fechados s ao { 1} e {O J 1} • 

~) "f <P ; { 1} ::. { 1} { o} = {o J 1} = {o J 1} - ) 

Os fechados são <P ,{ 1} ,{0 ,1). 

Entio, o mais fino fecho em M é o (4) e o mais fino pa-

r a o qual ip' :f=. rp ê o (3). 

No capÍtulo III, observar-se-á que, quando FG ê gerado 

a partir de G, por meio da operação binária V , se - é um fecho em. 
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G ~ 4i' * 4l, nao existirá interpretação dC' FG em !'r, cuja restri-

çao a G seja continua; o que nio i conveniente. 

Assim sendo, pareec mais natural considerar, em M, o 

mais fino fecho tal <JUIO': ·ç;- """· 9" ou sej dt o fecho em 'lu e o~ fer.-.ha-

dos sio H e :l = { 11. 

Se~~ é um feci-::;do mnx:Í.J'I'!al de um conjunto E, sendo 

, em E, fecl1o booleano, e se !1 ~ uma aplicaçio de E em M tal que 

h(.:''G);. { 1} e h(t: -q\J(p):: {0}, então h preserva '"'• V/,§ e~. 

Demonstraçao- SejaM~ e b ~lcrnentos de E, tais que 

a. VI b seja subconjunto devi\~. St: a e b não :>ao elementos de e>~ 

entao { -.a,.-.. h} é subconjunto d1~ ::)\i'fpe, portanto,..-.. a /\\ -=··- b 

ê subconjunto de 01\.j{o, o que ê absurdo; logn, a ê elemento de J'\J;. 
ou b ê elemento deJiG,, e, portanto, se h(aVt b) ={ 1}, então 

h (a) =1 ou h(b) =l. 

Por outro lado, se a e b sao elementos de E tais qu-a 

(a VI b)fiS\Itc=4J, então a e b nao são elementos de Jí.'Co; logo, se 

h(a VI b) =(O), entao h(a) ; O e h(b) =0. 

Raciocrnio anâlogo para~\ , ~ e=· 
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CAP !TULO II I 

FECHOS CARACTERIZADOS POR INTERPRETAÇÕES 

Introdução 

Sio introduzidas, neste capitulo, as definiç~es de interpr~ 

taçoes e M-interpretaç~es de um conjunto FG em estruturas de fecho? 

sendo tais FG gerados. a partir de um c.onjunto nao vaz.io G de ger~ 

dores, por meio de operaçÕes criativas. 

São então caracterizados os fechos menos finos, em FG' que 

tornam as interpretaç~es continuas. 

Na caracterização dos fechos, salientam-se quatro situaçÕes 

especiais, sobre as quais ê feito um estudo mais detalhado; nest~ 

-· situaçÕes são analizados também os casos em que, na geraçao de 

um operador de fecho está definido em G. 

! abordado o problema de decidíbilidade e também introduzido 

um outro tipo de interpretaçio. 

No ~ltimo parágrafo ~ apresentado um exemplo algibrico. 

Considere-se um conjunto G de geradores nao vazio. Seja FG 

obtido criativamente, a partir de G, por meio da operação binária/\~ 

ou da operação binária V • ou das oper·açoes binãrias A e Y , ou das 

operaçÕes binárias A, V , :::1 e da operação singular -, ou da oper_! 

ção binâria ~, ou das operaçÕes binárias A , V _:::, e da operação 

singular 7 • ou por meio da operaçao singular 7. 
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'Ve.6inição 3.1: Uma interpretação de FG' e uma aplicação h: FG-+E, 

sendo E um conjunto com um operador de fecho , tal que: 

a) Se FG e obtido por meio da operaçao binária criativa " • 
fecho E - conjuntivo h (x 1\ y) - elemento de h (x) A h(y) entao o em e e e 

p.nr.!. todo par (x,y) do elemen-tos de FG . 
b) Se FG e obtido por meio - binária criativa v, da operaçao 

entao o fecho em E - disjuntivo e e h(x v y) e elemento de h (x) ~ h(y), 

para todo par (x,y) de elementos de E. 

c) Se FG ê obtido por meio das operaçoes binárias criativas 

A e V , entao o fecho em E ê reticulado ou reticulado-distributivo 

~, em qualquer dos dois casos, h(x A y) e h(x V y) são elementos de 

h(x) f\\ h(y) e h(x) V/ h(y), respectivamente, para todo par (x,y) de 

elementos de FG. 

d) Se FG e obtido por meio das operaçoes binârias criativas 

1\ ,v e ~e da operação singular criativa -. etl1tao o fecho em 

E ê booleano e h(x 1\ y), h(x v y) t h(x ::::l y) e h(-x) são elementos de 

'h(x) ~ h(y), h(x) v, h(y), h(x) ~h(y) e.-:.. h(x), res:pectivamente1 p,! 

ra elementos x e y quaisquer de FG 

e) Se FG ê obtido por meio de operação binária criativa .::>, 

anta o o fecho em E e um fecho condicional e h(x =» y) é elemento de 

h(x) ~h(y), para todo par (x,y) de elementos de FG 

f) Se FG ê obtido por meio da operação singiJlar criativa 7, 

e das operaçÕes binárias criativas 1\, V e ~, ent.ao o fecho em E 

ê intuicionista e h(7x), h(x Ã y). h(x v y) e h(x ~·y) são elementos 

de i! h(x), h(x) ~ h(y), h{x) V/ h{y) e h(x) ~h(y), ·respectivamente, 

para elementos a e b quaisquer de FG . 



- 41 -

g) Se FG é obtido por meio da operaçao singular criativa 7, 

entao o fecho em E ê: um fecho negação e h( 7x) ê elemento de $Th(x), 

para todo elemento x de FG " 

Ve~~nição 3.2 : Uma M-interpretação de FG -e uma aplicação h: FG -+M, 

sendo Mo conjunto {0,1} 1 com fecho , dado pelos fechados M e 

N • { 1} • tal que as condiçÕes da definição anterior se verifiquem 

ou seja, para elementos a e b quaisquer de FG' respectivamente: 

a) h(x f\ y) • h (x) 1\ h(y) 

b) h(x v y) • h (x) v h(y) 

c) h(x 1\ y) • h (x) " h(y) 

h(x v y) • h(x) v h(y) 

h (-x) • - h ( x) 

d) h(x 1\ y) • h(x) 1\ h(y) 

h(x v y) • h (x) v h(y) 

h(x::>y) • h(x) ::> h(y) 

e) h(x ::> y) • h(x) ~ h(y) 

f) h( 7 x) • 7 h ( x) 

h(x 1\ y) • h(x) A h(y) 

h(x V y) • h(x) v h(y) 

h(x=>y) • h (x) :;> h(y) 

g) h( 7 x) • 7 h ( x) 

Veó.i.n.Lç.ã.o 3. 3 : O fecho "-,, ê o menos fino fecho em FG que torna as 

interpretações cont!nuas. 

Teonema 3.1 : As interpretaç~es de FG preservam a pri ordem''< •• as 

aociada no fecho , em FG . 

Demonstração: Se x ~ y, entao h(x) <: h(y). 
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Teo4ema 3.2 : O fecho -,me~os fino que torna as interpretaç~es con-

contínuas, coincide com o fecho , em FG, dado por: x ê elemento de 

S 1ee h(x) é elemento de h(S), para toda interpreta~rão h. 

Demonstraçio - a) Se x e elemento de S, entio h(x) i elemen 

to de h(S), pela definição de-. 

b) Se h(x) é elemento de h(S), para toda in• 

terpretaçao, tomando-se a interpretação identidade • 
:L em F G com f e-

cho , entao i(x) • x, que ê elemento de S. 

Ve.óin~~ão 3.4 : O fecho 
"r"""' " ~ 

e o menos fino fecho em FG que torna as 

H-interpretaçÕes continuas. 

§ 2 - Ca~acte~~zaçõe~ 

2.1 - Inte.Jt.pJteta:ç.Õe-6 em Fe.c.hoh Conjuntivo.& ·- Considere-se um 

conjunto G de geradores, não vazio. Seja FG obtido a partir de C, 

por meio da operação binâria criativa 1\. 

" "~ Te.o~r.e.ma. 3. 3 Se - pré-ordem associada fecho FG e a ao em • 
tão X { y se e [y] e sub conjunto de [x]. 

" " Te o .!lema 3. 4 Se -: - e a 

entao x: y se e [x] • [y], 

11e&üt.ição 3. 5 : o fecho 

subconjunto de U [s] 
SES 

"L......J " 

equivalência associada ao :fecho -.em 

para x e y elementos quaisquer de FG . 

- .... 
I em F G ' e dado por: X e elemento de s see 

"~" 
T toJt.ema 3. 5 O operador de fecho -e de tipo finito. 

FG 

[xJ 

en 

• 

-• 

u 
Demonstração - Se X é elemento de S , como 1::1 conjunto de 8,! 

radares de x ê finito e x ê da forma x 1 A x 2 /\ ,, ,I\ :x:
0

, entao~ para 

cada x 1 1 i variando de 1 a n, existe um elemento si de S, tal que 

Xi é gerador de Si , Logo, X ê elemento de {s
1

, s 2 ,. •• 1 &
0

} e, port~ 
...... 

to, e de tipo finito. 
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w 
Aasim sendo> x pertencer a S ~ eq~ivalente a existirem elementos 

Tlo~ema 3.6 : Os operadores e em FG, cainciderr. 

'-' 
a) O fecho ~conjuntivo~ pois, para todo par (x,y) de~-

'---' ~~ 
lementos de FG' como {x 1\ y} "' {x,y} • tem··se que x 1\ y ê elemento 

de X N y. 

'-' 
b) Considerando-se a aplicação identidade i: FG +FG ~ send~J 

respectivamente, os fechos do dom!nio e do conjunto de va-

lor~s de i, como i i uma interpretaçio de FG i ~ continua e. por-

tanto~ todo fechado segundo o fecho , o e também segundo o fecho 

Logo, - é mais fino que 

c) Prove-se que todas as interpretaçÕes de FG -s ao • contlnuas, 

relativamente ao fecho 

De fato, considere-se uma interpretação h qualquer. Se x e 

u 
elemento de S , entao existem elementos s 1 , s 2 , •.. ,s

0 
de S, tais 

... "" ' n 
x; portanto, pelo teorema 3.1, h(s

1
1\ ... Jo-v1 h(x) 

e, entao, h(x) e elemento de h(S). Logo. pelo teorema 2.2. 

h é contlnua e o fecho ~ - . 
e ma~s fino que 

TtoAem« 3.7: Os fechos e coincidem. 

Demonstraçio- a) ~ imediato, pelas definiç~es 3.3 e 3.4, 

que o fecho - e mais fino que 

b) Para que se prove que 
.. 
e mais fino que 

mostre-se que o fecho e mais fino que 

'-' 
Seja S um fechado qualquer de FG. segundo o operador e 

seja J a famrlia das M-interpretaçÕes h de FG , tais que h(S) é suh 

conjunto de N. Demonstre-se que S = 0h-
1

(N), 
hEJ 



- -Se x e elemento de S, entao existem s
1

, ... ,s
0 

elementos de 

S, tais que s
1 

1\ .•• I\ s
0 

~ x e, portanto, h(s
1

J\ ••• 1\ s 0 )~ h(x) P~: 

toda interpretaçio h; se h e elemento de J, como '" ) " 
~ elemento de N, ent;o h(x) 

h(s
1

A. 

-1 Oh (N). = l. Logo, x ; elemento de 

Por outro lado, se X~ elemento de nh-l(K), 
hEJ 

b<J 

-entao h(x) e 

2Jemento de N, para toda interpretaç~o h de J. Se x nao ~elemento 

ele S. ent-ão [x] nao e subconjunto de U[s], ou seja, existe um ge
sES 

::-.vlo:r g de x que - -nao e gerador de nenhum elemento de S; a interpre~. 

çao h, definida por h(g) =O e h(G-{g})m {1} , ~elemento de J e 

'-' 
h(x) =O. Absurdo, logo, x e elemento de S 

Assim sendo, todo fechado de FG segundo , o é tamb~r 

segundo 

truido, a partir de um conjunto G nio vazio, por meio da oper~ç~o 

binária criativa V. 

Te..oJte.ma 3.8 Se ")" -e ~ a pr~-ordem associada ao fecho , em FG , 

L:ntao X < y se e [x] - subconjunto e de [Y] 
n n 

Te.oJte.ma 3. 9 Se - e a equivalência associada ao fecho ' em FG, 

entao X = y see[x] = [y] 
11 L..J " 

Ve.6inição 3.6 : O fecho , em F G e dado por: - ~ x e elemento de S 

see existe um elemento s, em S, tal que s < x. 

Te.oJtema 3. 10 : O fecho em FG , ê de tipo finito, e coincide com 

o fecho 

Demonstração - a) O fecho , em FG , é disjuntivo, pois 

x v y e elemento de x ~ y, para todo par (x,y) de elementos c~ FG. 

r--- , . 
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~ também imediato que -e de tipo finito. 

'-' 
.b) Considerando-se FG , com fecho , como o 

conjunto de valores da interpretac;2o identidade 1.: FG+FG , sendo fe 

cho do domínio o fecho , é imediato que todo fechado de FG, segun-

'--' -e fechado de FG, segundo - - '-' . Logo~ e mais fino que do 

c) Se h é uma interpretação qualquer de FG e 

-~ 

x e elemento de S entao existe um elemento s do subconjunto S de 

FG' tal que s < x portanto, h(s) ~ h(x) e, então, h(x) é elemento 

de h(S). Logo, h é continua e e mais fino que 

Te01tema 3.11 Os fechos e ,--, coincidem. 

Demonstração- a)! imediato que- ê mais fino que~. 

'-' 
b) Prove-se que ~ é mais fino que 

De fato, se s e um fechado de 'c I segundo o operador 

seja J o conjunto das M-interpretaçÕes h, tais que h(S) seja subcon 

junto de N. 

Se x e elemento de S, entao s~ x, para algum elemento s de 

S; logo, se h é uma interpretação de J, então h(x) ê elemento de N, 

ou seja, x ê elemento de Portanto, S ê subconjunto de 

- ,-, que e um fechado de FG' segundo o operador • 

Por outro lado, se x e elemento de 0h- 1 (N), entao h(x) ê ~ 
h<J 

- u 
lemento de N, para toda h, em J. Se x nao for elemento de s, entao 

[s] não será subconjunto de [x] • para todo elemento s de S; logo, 

como, para cada elemento s d.e S, existirá" um gerador a
9 

em[s], que 

nao serâ elemento de [xJ. de.fina-se a M-interpretação k, tal que 

k(y) • 1 see y for um dos a ; entâol h(S) serâ subconjunto de N e 
s 

h(x) m O, o que ê absurdo. Assim sendo, x ê elemento de ~ e, portan-



- 46 -

to, nh-l(N) ê subconjunto de S. 
hEJ 

Logo, '-' - ...., 
todo fechado de FG , segundo ,e fechado, segundo . 

2.3- Inte~p~etaçõe~ em Fecho~ Retieulado~ - Seja FG obtido, 

a pa~tir de um conjunto G nao vazio de geradores, por meio das ope-

raçÕes binârias criativas 1\ e V • 

Considere-se o sistema R, dado, para x, y, u e v elemen 

tos de FG pela seguinte axiomática: 

l) X ~ X 

2) X A y ' X 

3) X A y ~ Y 

4)x~xvy 

5) y ~ X V y 

Rl) 
X §, ~ ~ ,s z 

x*z 

R2) ~I! X u ~ X 
u ' X A y 

R3) 
U ~ X v d X 

u " v ., X 

TeoJt.ema 3.12 : Se x ~ y, entao h(x) { h(y), para todlo par (x,y) de 

11 " 
elementos de FG e toda interpretação h de FG' sendo '1 a pré-ordem 

induzida pelo fecho reticulado , em E. 

11 " Veólnlção 3.7: A relação ~ , em FG , é dada por x < y see x ~ y 

-e teorema no sistema R. 

Veólnlção 3.8: O fecho 
- u e dado por: x e elemento de S , em FG , 

see existem elementos s 1 , s 2 , •.• ,sn em S, tais que s 1 A s 2 A ••. A•n~x. 

Teo4ema 3.13: O fecho ~ -ê de tipo finito e coincide com o fecho • 
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em fG • 

Demonstração- a)~ análoga à do teorema 3.10, pois o fecho 

ê um fecho reticulado e considerando-se a aplicação identidade 

'-' -i: FG-+FG, tem-se que todo fechado, segundo 

, em F G • 

, e fechado, segundo 

- ~ b) Se x e elemento de S, entao existem 

s
1

, s
2

, ••• ,sn elementos de S, tal que h(s
1
A,.,/\sn) { h(s), para to 

da interpretação A. Logo, h(x) é elemento de h(S), pois h(s
1

/\ ,.,1\sn) 

ê subconjunto de h(S) e, portanto, toda interpretação é contínua se-

'-' 
gundo o fecho , em FG . 

2.4 - lntekp~etaçõe~ em Fecho~ Ret~culado - V~~t~lbutlvo~ 

Seja FG obtido, a partir de um conjunto G -nao vazio de ger.! 

dores, por meio das operações binárias criativas 1\ e V • 

Si~tema V - Sendo x,y,u e v elementos de FG ,o Sistema D é dado pela 

seguinte a~iomâtica: 

1) X ~ X 

2) X 1\ y ,/. X 

3) X 1\ y~ y 

4) X~ X V y 

5) y ~ X v y 

6) X 1\ (y v z) * (x A y) v(xf\z_) 

7) (x v y) 1\ (X v z) ~ xV(yl\z) 

Rl) X " X X ~ z 

X h Z 

R2) 
U ~ X u J, X 

U!} X " y 
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R3) 

U ~ X v ~ X 

v v ~ u X 

Te.oJt.e.ma. 3. 1 4 Se X ~ y. entao h (x) ~ h ( y) • para tod~o par (x,y) de 

11 " 

elementos de FG e toda interpretação h de FG , sendc1 ~ a pré-ordem 

induzida em E, pelo fecho • que i um fecho reticulado-distri 

butivo. 

11 " Ve.61-n.iç.ã.o 3.9 : A relação < , em FG , ê dada por: x < y see x ~ y 

e teorema no Sistema D. 

Ven~n~ção 3.10 : o fecho ~ dado por: x ; elemento de 
u 
s 

see existem elementos s 1,s 2 ' .•. ' sn em S, 
• • o " 

s <x • n· 

TeoJt.ema 3.15 : o fecho -e de tipo finito e coincide com o fecho 

Demonstração - a) O fecho ê um fecho reticulado-dis~ribu 

tive, pois a A b ê elemento de a ~b e a v b ~elemento de a Wb 

para todo par (a,b) de elementos de FG e, alêm disso,FG/~ -e um re-

ti cu lado distributivo, com relação ãs operaçÕes f\ e V nele induzidas, 

" .. 
segundo a relação de aquivalência associada ao fecho. 

De fato, através do Sistema D, tem-se que Gt 1\ (y V z)} -
• ~ (X 1\ y) V (X 1\ Z) J e ~ (X V y) 1\ (X V Z) ') = ~X V { y 1\ Z) J , O que 

implica na validade das propriedades distributivas, em FG/=' das o

peraçÕes I\ e V . 

b) Como em demonstraçÕes análogas, consider~ 

do-se a aplicação identidade i: FG-+ FG, tem-se que !) fecho 

nos fino que 

c) Toda interpretação de FG, com fecho 

continua. Logo, ~-e mais fino que 

e me-

-e 
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Te.oJte.ma 3.16 : Os fechos,_, e-, em FG , coincidem. 

Demonstração - a) Seja C um fechado de FG , segundo o fecho 

'-' 
, que ê a imagem inversa de um fechado D de E algebrizado, segun-

do a interpretação h; D é filtro de E, pois o f·echo do filtro gera-

do, em E, sô pode ser mais fino que o fecho reticulado-distributivo 

dado em E. Assim sendo, C também seria um fechado quando interpret~ 

semos F
0 

nos reticulados distributivos com fecho do filtro gerado. 

Para cada filtro primo P que contêm D, defina-se a aplicação 

k : 
p 

E+ M por k (P) 
p 

H-interpretação de 

• (1} e kp(E-P) • {O}; a aplicação kp o h ê uma 

FG e (kp o h)-
1

({1}) ê um fechado de FG' segundo 

o fecho 

Como c • ncp ' tem-se o resultado procurado. 

p ::>D 

2.5 - !nte.~p~etaçõe.~ em Fecho~ Booleano4 Seja FG obtido, 

a partir de um conjunto G não vazio, por meio da operação singular 

criativa e das operaçÕes binârias criativas /\ , V e ~. 

Te.ollema. 3.17 Os fechos e ,.....,, em F G, coin~idem. 

Seja Dum fechado elementar de FG segundo o operador • ou 

seja, existe uma interpretação h: FG-+- E, E com fecho 

tal que h- 1 (C) • D, sendo C um fechado prÕprio de E . 

, booleano , 

Pelo teorema 2 .2.0, C • . n.M. 
1(e- 1 

, sendo Mi fechados maximais de 

E, segundo o operador 

Para cada Mi , defina-se a função t<i: E-+- M , por: ki (x) • 1, 

- - -se x e elemento de M. e k.(x) • O, se x nao e elemento de M. , , , Pelo 

teorema 2 .2.! , as aplicaçÕes ki preservam/\\, V/, :&e-.. 

Considerem-se as aplicaçÕes 1. • k. o h , para cada i de ~. , , 
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Tais aplicaçÕes sao M-interpretaçÕes e: 

n (N) • - h 
-1 

i E&-

Assim sendo, D é um fechado de FG 

Logo,todo fechado de FG 

-1 
• h (C) • D. 

, segundo o operador 

que i intersecç~o de fechados e-

lementares, segundo-, ê tambêm fechado,segundo ~ 

Assim sendo, os fechos e 

Veó.<n.<çiio 3. 11 ' o fecho 

coincidem. 

-e dado por: '-' 
x ê elemento de S 

see existe uma sequencia finita x 1 , x 2 , .•• ,xn • x tal que, para ca 

da i, x. 
1 

tais que 

veis do 

-e elemento de S, ou xi e elemento de D, ou existem j ,k<i, 

xk • x. :::l x. 
J 1 

, sendo D o conjunto das fÕrmulas demonstrá-

Cálculo Proposicional Clássico. 

u -Te.o!tema. 3.18: Se x ex =>Y são elementos de S,entao y é elemento de 
u ~ u 
S e, se y ê elemento de SU{x} então x :::JY ê elemento de S 

TeoJtema 3.19 : o fecho ~-e e coinci de tipo finito e os fechos 

dem, em FG • 

Demonstração - a) Como o fecho 1 em FG , ê booleano 1 con 

sidere-se a aplicação identidade i: FG~FG e mostre-se que todo fe-

chado de FG , segundo '--' - -
1 o e tambem, segundo 

b) Mostre-se que toda interpretação de FG -e 

continua,segundo o fecho 

De fato, se h: FG +E ê uma interpretação e C e um fec.hadc. de 

E, segundo o fecho booleano ••• 
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existe uma sequ;ncia x1 , x2 , 1 x
0 

• x, nas condiç~es da defini-

ção 3.11 : se x. e elemento de h-l(C), estã demonstrado que h-l(C) 
1 

i um fechado em FG ; se x 1 i elemento de D, entio pela observaçio 2~ 

h(x.) é elemento de 
1 

elemen.o de h-l(C); 

$ e, portanto, como $ e subconjunto de c, x. 
1 

- -1 :::tx
1 

sao elementos de h (C) se x. e xk • x. 
J J 

e 

entao h(xj) e h(xj ~ xi) são elementos de C e, portanto, -x. e elemen 
1 

Assim sendo, e mais fino que 

Portanto 
1

08 fechos e - coincidem e pode-se interpretar 

em fechos booleanos -quaisquer, mesmo que nao sejam de tipo finito. 

Teonema 3.20 : ~ • 0h- 1
(N) 

hei 
~ 

Ou seja, x é elemento de $ see h(x) • ~ , para toda inter-

pretação h de I. 

Observe-se que $ • $ • $ -e que $ e nao vazio. 

Ve.6in.[ç.ão 3.12 : Um elemento x de FG diz-se uma ta\l,.tologia see x ê 

elemento de 41 

TeaJt.e.ma. 3.2 Dada a pr;-ordem ··~·· associada ao fecho • em F G 

x 1 y é equivalente a -xv y ser elemento de $ , ê equivalente a x ::>y 

ser elemento de ~ e -e equivalente a -h(x) v h(y) .. 1, para toda M·-·in 

terpretaç.ão h. 

!1 " 

T[oftema 3.22- Dada a equivalência associada ao fecho , em F ç , 

X::.:; y e. equivalente a -x V y e -y V x serem elementos de <P e ê equi--

valente a x ~ y e y ~ x serem elementos de i . 

Teotema 3.23- Se x e y sio elementos quaisquer de FG e A; um 8ub
_______.-: 

conjunto de FG, então, ê elemento de {x~ x~y} e, se y é elêmento 

-----' 
de A U {x} então x =.> y ê elemento de Ã 
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2.6 - 1n.te.ttplte.-taç.Õe..6 e.m Fe.c.ho-6 Cond.ic-Lonal.& - Seja FG co~ 

truido a partir de um conjunto G nio vazio de geradores, por meio da 
.. 11 

operaçao binária criativa ~ 

Sl.&.te.ma. C : Considere-se o sistema C, dado pela segt.llinte axiomãticaJ 

sendo x, y e z elementos de F G: 

1) X :::> ( y => x) 

2) (x ::> (y ::> z)) ::::J ((x =:~ y) ::> (x =>z)) 

R) x, X =>X 
y 

Ve.61n1çio 3.13 - O fecho em FG , -e dado por: 

see existe uma sequencia x
1

, = X , tal 

-x e 
u 

elemento de S 

para cada x., 
L 

xi e elemento de s, ou xi - . e a~oma de C, ou x. ; obtido de elemento 
L 

anterior da s~quência pela regra R. 

Te01tema 3.24 Se x e y sao elementos de FG e A ~ um subconjunto de 

FG , então y ê elemento de {x,x ::;, y}e, se y e eleme11t0 de A U {:x} en 

u 
tao x ~ y ê elemento de A 

Te.olte.ma 3.25- O fecho ~-e 

em FG • 

de tipo finito e coincide com o fecho 
' 

DemoTtstração O fecho em FG,é um fecho condicional. pois 

b e elemento de a ~b, para todo par (a,b) de elementos de FG 

Se i: FG 4 FG é a função identidade, como no teorema 3.10, e 

imediato que é mais 
~ 

fino que , em FG • 

b) Sejam h: FG 4 E uma interpretação qualquer de FG e Dum fechado de 

E. 

- 1( Se x e elemento de h D), entao existe uma sequência 

X X -X nas condiçÕes da definição 3.11 • Se x. e elemento x1'2'."'n-' 1. 

-1 
de h (D), 
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esta demonstrado que -1 - -h (D) e um fechado de F G ; se xi e axioma de 

C como- é um fecho condicional em E, então h(x.) é elemento de$ 
1 

e de D, para qualquer interpretação h, logo xí é elemento de h-l(D); 

se x. ê obtido pela regra R, então existem j, k < i, tal que 
l 

• x. 
J 

,:) X' 
l e ' portanto, h(xj) e 

::> x.) são elementos de D ex. 
l 1 

- -1 e elemento de h (D). 

Logo, toda interpretação h de FG é contÍnua, segundo o fecho 

Teo~ema 3.26 - A prê-ordem associada ao fecho , em FG , -ex"'.ysee 

x ~ y = ~ ; a equivalência associada e x :: y see x::>y = y ~x .. ~ 

2 • 7 - I n.te.Jtplte..taç.Õ e.6 em F e c. h o 6 IntJtu.i c..<. o n..Lt. ta-6 - Seja F G 

obtido, a partir de um conjunto G não vazio de geradores, por meio 

" " " " " " das operaçoes binârias criativas Â , V e :3 e da operação singular 

" " criativa 7 

Si.6.te.ma T Considere-se o sistema T dado pela axiomática que segue, 

sendo a, b, e c elementos de FG: 

1) a ::> (b ::>a) 

2) (a =>b) ::>((a::> (b ::>c)) ::>(a ::>c)) 

3) a ::> (b :::>a 1\ b) 

4) a 1\ b ::>a 

5) a/\b ::>b 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

a ::> a v b 

b :>a v b 

(a :::> c) ::>(( b 

(a => b) :>((a 

7a =>(a::> b) 

=>c) ::>(a V b ~ 

=> 7 b)::> 7 a) 

c)) 
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R) 
b 

Defina-se um fecho em FG' como no caso anterior. O fe-

cho i intuicionista~ em FG . 

Sio vilidos, com as devidas adptaç~es, os teoremas 3.24. 

],25 • 3.26. 

2.8- Tn.te.JrpJt.e..taçÕe.-6 e.m 6e.c.ho~ Ne.ga.ç.â.o- ~leja FG gerado a 

partir de um conjunto G nio vazio de geradores por meio da operaçio 

singular criativa 7. 
" Definição 3.14 - A relação "4 

(número par de aplicaçÕes de 1 ) 

em F G ê dada por!. a ~ a 4 11 a.~ ll]la ~ · · 

a; a relação "::" em Fr. e dada 

por: 1 b _/11 b :::lll7lb:: .• ,(nÚmero Ímpar de apli~caçÕes de I )b. 

Ve.6iniçã.o 3. 75 - O fecho 
u 
S = E, se existe em FG -e dado por: aJl 

gum elemento a de G, tal que a ocorre em S com n~mero par e impar de 

7; ~ 

caso contrário, S ~ o conjunto formado pelos elementos x de FG. 

tais que existem elementos s em S, com s ~ x 

Teo!tern~ 3.27 O fecho -em FG , e de tipo finito e coincide com o 

fecho 

DemonStração a) O fecho - -e um fecho negaçao em FG , pois 

a e elemento de~ a, para todo a em FG. 

Por meio da aplicação identidade i: FG + FG , ê imediato que 

o fecho e mais fino que , em FG • 

b) Se x ê elemento de h- 1 (C), sendo h-l(C)~E. 

com C fechado de E e h interpretação qualquer, entao existe um ele-

menta 
-1 

s de h (C) tal que s ~ x ; logo, h(s)-< h(x) e h ( x) e e 1 emen·· 

to de C, sendo h portanto, uma aplicação continua, segUndo o fecho 

em 
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§ 3 - SÔb~e Oh fecho~ Ca~acte~~zadoó 

3.1- O fecho , em FG , que e o menos fino fecho que torna 

as interpretaçÕes de FG continuas~ coincide com o fecho w , defi-

nido em cada um dos casos analisados no parâ€rafo anterior. 

O fecho , em FG, ê então de tipo finito, em todos o& 

casos citados. 

Além disso, se FG e gerado por meio -da operaçao A 

entao -é um fecho conjuntivo em FG; se FG é gerado através da o -

peraçao V entao --e um fecho disjuntivo em FG ;se FG é gerado-

atravês -das operaçoes A e V tendo sido considerado E com fecho 

reticulado, então - - -e um fecho reticulado em FG; se FG e gerado a-

través das operaçÕes A e v , tendo sido considerado E com fecho -

reticulado- distributivo, entao --e um fecho reticulado distributi 

voem FG; se FG ê gerado através das operaçÕes A ,v,~e-.l 

entâoN é um fecho booleano em FG; se FG é gerado através da oper~ 

ção :l , então e um fecho condicional em FG; se FG ê gerado por -

meio das operaçÕes 1\ , v ::> e 7 , entãoN é um fecho intuicionista 

em FG; se FG ê gerado através da operação 7, então""' é um fecho ne 

gação em F G. 

Assim sendo, todos os resultados do Capitulo li, refe-

rentes a tais tipos de fecho, aplicam-se ao fecho ,emFG,emca 

da caso analisado. 

~T~e~o~~~e~m~~~---3~·~2~8<: Interpretar FG em um conjunto E com fecho -e o 

mesmo que interpretar FG na estrutura algebrizada associada a E. 

Demonstração: De fato, h é uma interpretação de FG em E se-
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~o h i um morfismo, sendo ~a projeçio cananica de E em E/~-

As imagens inversas de fechados de E/E , segundo ~oh, 

correspondem as imagens inversas de fechados de E, segundo h: 

h- 1 (C) • (11' o h)- 1 (11' (C)). Lo~o, oH fechados de E e E/E se cor-

d b • I respon em ~unlvocamente, por 1!. 

TeoJLema. 3.29: A equivalincia ~ associada ao fechoN, em FG, coinci 

de com a equivalincia tirada do conjunto das interpretaç~es de FG 

(Definição 1.3 e observação 1.1) 

Demonstraçao - rara facilidade, pelo teorema anterior, 

!lejam as interpretaçÕes h consideradas com contra-domínio nos íe -

chos algebrizados. 

a) Se x - y entao {x)•{y) logo,h (x) é elemento 

de {h(y)} e h(y) ê elemento de {h(x)}. Portanto {h(x))• {h(y)),a 
·' 

que prova que h(x) = h(y), para toda interpretação h. 

b) Se h(x) ,. h(y), para toda interpretação h, suponha-· 

-
-se que {x) t{y). 

Então,existe um fechado elementar C de FG' tal que x 1 

por exemplo, ê elemento de C e y não ê elemento de C; ' logo,x e elE: 

-1 -1 
mento de h (D) e y nao é elemento de h (D), sendo D um fechado 

do conjunto imagem de h. Entio h(x) i elemento de D e h(y) não ~ e-

lemento de D , o que é uma contradição. 

Assim sendo, {x} =-{y}, quando h(x):::: h(y) para toda in 

terpretaçao h. 

3.2 - Ge~ta.ç.ão de Fecho& poJt Inte.JtpJte.ta.ç.Õe.~~ - Através de ou 

tro ponto de vista, é ainda possrvel obter resultados anilogos aos-

do § 2. 
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Considere-se um sub conjunto J do conjunto de inter-

pretaçÕesde FG, sendo FG gerado criativamente a partir de G, por 

qualquer uma das maneiras descritas no § 1. 

Seja =r a relação de equivalência definida em FG 

(definição 1.3 ), atravês das interpretaçÕes h do conjunto J, 

- N -~e.6iniçao 3.16: O fecho~, em FG, e o menos fino fecho que torna 

as interpretaçÕes do conjunto J contínuas. 

Teo4ema 3.30: A pré ordem <
1 

em FG associada ao fecho~ ê tal 

que x <J y é equivalente h(x)< h(y), para toda interpretação h 

de J. 

A relação de equivalência -
1 

é a relação de e -

quivalência induzida pelo fecho J, em FG' 

3. 31: T e.olte.ma 

N .-.> 
Demonstração - Prove-se que {x}={y}see x _J y, para 

qualquer par (x,y) de elementos de FG, considerando-se as inter -

pretaçÕes nas estruturas algebrizadas. 

Análoga ã demonstração do teorema 3.29 

~O~b~•~·~~~v~a~ç~ã=o~--~3~·~1: O fecho , em FG' é um fecho conjuntivo ou dis-

juntivo, ou reticulado, ou reticulado-distributivo, ou fecho boo -

leano, ou condicional, ou intuicionista, ou fecho negação, depen-

dendo das operaçÕes pelas quais FG foi gerado, a partir de G. 

Por esse processo, a partir de J, subconjunto de I, 

geram-se os FG; J (CapÍtulo I- §1). que sao estruturas com o-

perador de fecho - , induzido pelo fecho -sao 

inf-reticulados, sup-reticulados, reticulados, reticulados distri-

butivos, Álgebras de Boole, Álgebras de Heyting, ou Álgebras de 

Hilbert (Capitulo II - § 3), conforme o fecho ,em F0 , seja res-

pectivamente um fecho conjuntivo 1 disjuntivo, reticulado, retícula-
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do - distributivo, booleano, condicional, ou intuicionista, o que 

depende do modo pelo qual FG foi gerado, a partir d,e G (§ 1). 

sao,entao, estruturas algebrizadas com oper~ 

çoes definidas em suas classes e com fecho de tipo finito. 

4 o 1 - No § 2 foi demonstrado em que casos os i e c h os n 
e ' 

em F'G, coincidem ~ conveniente entio salientar, que quando FG -e 

obtido criativamente a partir de um conjunto nao vazio G, por meio 

da operaçao A ou por meio da operaçao v , ou das operaçoes A e v ,ou 

por meio das operaçoes 1\, v , :> e 7 interpretar os elementos de 

FG em E, com fecho conjuntivo, ou disjuntivo, ou reticulado-distri

butivo, ou booleano, respectivamente, e equivalente a interpretar 

FG em M com fecho dado pelos fechados Me N, no sentido do fecho me 

nos fino que torna as interpretaçÕes -cont1.nuas. 

Assim sendo~ nos casos salientados, os fechados elemen 

tares de FG são do 
-1 

tipo h (N) ' sendo h uma M-interpretação qual -

quer de FG; os fechados de FG são conjuntos 

do J um subconjunto do conjunto das M-interpretaçÕes. 

Além disso, tarnbêm sao válidos os seguintes teoremas: 

~T_,eo.:O:_~::_e,_m=a'-~3'-'-. "3=2 : o o p e r a do r em FG' ê dado por: -x e elemento de S 

se e h(x) =1 quando h ê urna interpretação de FG' tal que h(S) -e 

subconjunto de N. 

Demonstração - a) Se x e elemento de S e h(S) é subcon 

junto de N, entao Sê subconjunto de h-l(N), -que e um fechado em F 
Gj. 

-1 
logoJh (N) contém S e,portanto,h(x) =1 
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b) Se h(x) =1 para toda H-interpreta-

çio h, tal que h(S) i subconjunto de N, entao x é elemento de 
n -l 
h~~ (N)~ sendo J o conjunto de tais interpretaçÕes. Logo, x 

e elemento de s 
Teo~ema 3.33: Se I i o conjunto das M-interpretaç~es de FG, entao 

n h -l<N>. 
hd 

~O.;b.cõc;<::."-=v"a"ç"â"o'---"3.;·.=2 : Corno e xe rnp 1 o de que nos c as os -na o salientados in-

terpretar FG em E qualquer -nao e equivalente a interpretar FG em 

M,no sentido citado, considere-se o caso em que FG é gerado atr~ 

vês da operação :l e E tem fecho condicional: verifique-se que ~ 

xiste algum elemento x de FG' que não ê elemento de ~ e cuja ima 

gem através de qualquer X-interpretação é elemento de N. 

De fato,seja x =((a::> b) ::>a). 

Tem-se que, para qualquer H-interpretação h, h(x)= 1, 

ou seja, x é elemento de~. 

Por outro lado, considerando-se o reticulado distribu 

tive, com fecho de filtro gerado, em que a~ b é o maior x tal que 

a A x < b, o fecho é condicional e~ -e o Último elemento. 

Considere-se uma interpretação h, conforme o esquema: 

h(a) 

h(b) 
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Para tal interpretação h, h((a ::J b) ::> a)JO.,:.h(a) e h(x) 

não e elemento de ~ 
"' -a na,) e elemento de ~~ 

3.Z-Furlç0e3 Assoc:ú:u.iau_- Toda interpretação ê unÍvocamente de-

terminada por sua restrição a G. 

Pele capÍtulo I - § 2, o significado dual de qualquer ele-

menta de Fn• induzido pelas interpretaç~es, poJe ser encarado como 

Por exemplo, se FG foi obtido, a partir de G, por meio da 

operaç:ao criativa 1\ e o elemento x de FG é x =: &/\ (b 1\ c), entao 

(a A (h A c))= f(a) 1\ f(b) '' f(c). 

Por outro lado, a aplicação O :x + o(x), definida em FG' 

é tal que o(x) = cr(y) see x e y tem o nesmo significado dual. 

Então, cr(x) e uma aplicação de HG em H, ou seja, o(x) -• 
D G 

elemento de ~·1 , sendo D =.H ; algébricamente, -~l tem a operaçao A 

ou a operaçao V ,ou as operaçÕes 1\ e V , ou as operaçÕes 1\ , V } J e 

, dependendo do modo pelo qual FG tenha sido gerado, a partir 

de G. 

Como MD é um produto cartesiano e O'(Fr.) é subconjunto de 

M0 • nele podem ser definidas a operaçao A a operação V , as op!. 

raçÕes 1\ e V ) ou as operaçoes A , V , -=:J e- ,tambén dependendo 

de como FG foi gerado: 



a) O(x AY)= o(x) /1 o{y) 

h) o(x v y) =o{x) V o{y) 

c) O(x:>y):O{x):::> O{y) 

d) o(-x) :-o( x) 

Assim sendo, O é sempre um homorfismo de 
D 

FG em H , 
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inde-

pendentemente das operaçoes que tenham gerado FG, e O(FG) e uma 

sub-estrutura de M0 . 

Além disso, como os elementos de FG' cuja imagem atraves 

de O é a mesma, são equivalentes 

LG é isomorfo a cr(F G), ou seja 

segundo a relação=, tem-se 

D 
L e um sub-produto de M 

G 

que 

Observação 3.3 Se em vez do conjunto I de interpretaçÕes, for 

considerado um sub-conjunto J qualquer de I, o procedimento e a -

nilogo: consideram-se apenas as interpretaçoes h de J e as fh tais 

que hf seja elemento de J; portanto, são obtidos sub-produtos de 

ME, sendo E subconjunto de D. 

4.3 -Geração de Categorias - Sejam ·~, {á,~ e ~ as cate-

gorias das estruturas com operaçao binária A com operação binã 

ria V ~ com operaçoes binárias A e V ~ e com Or:>eraçao singular

e binárias 1\ \J e~ respectivamente; sejam 0S· ,0 .~ e~ as 

categorias dos FG·J (CapÍtulo I - § 1, CapÍtulo III - § 3) ,obtidos , 

a partir de FG, que é gerado, respectivamente, por me~o da opera

ção 1\ , da operação V , das operaçÕes A ,V 
1
J, e-; sejam as 

subcategorias ~ • .J.s:, ti e qfl constituÍdas, respectivamente, 

pelos objetos de -0 , {b -d:? e~ que sao separados por H e pelos 

morfismos destas categorias cujos domínio e contra-domínio são 

tais objetos. 
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Observe-se que os FG s ao "' estruturas livres das c a 

tegorias -e. ~ -a, e j. o" LG s ao as estruturas livres das cate-• ' 

gari as ~- ,J, .~ e cfl.; (Caprculo I - § 3) ' 

3.34: H ; matriz separado~a da categoria dos inf-reticu-

·Lados. 

Demonstraçio - Considere-se um iof-reticulado A, sen-

do a e b elementos distintos de A. Se a< b, se:{ a f' o conjunto fo,;:_ 

mado pelos elementos x de A, tais que b < x e defina-se uma fun-

ção h por h(F) "' { 1} e h (A-F) :::{ O};se a f b 1 seja F o conjunto 

form~do pelos elementos x de A tais que a < x e defina-se uma fun-

çio h por h(F) • I 1} e h (A-F) • ( O} • A aplicaçio h i um rnorfis 

mo da categoria. 

Assim sendo, existe sempre um morfismo h, na catego -

ria dos inf-reticulados, tal que h(a) e distinto de h{b). quando a 

e b sao elementos distintos de um inf-reticulado qualquer. 

Teo~ema 3.35: M é matriz separadora da categoria dos sup-reticula-

dos. 

Demonstração - Considere-se um sup-reticulado E? sendo 

x e y elementos distintos de E. 

y, seja 

Como existe algum filtro de E contendo x nio contendo 

( ~,;)l..€.&- a. famÍlia de tais filtros e P =.L1 ~'. Tem-se que 
\.e. ,S. 

P é filtro - - -e y nao e elemento de P. Prove-se que P e primo. 

De fato, se a e b são elementos de E, tais que a v b e 

elemento de P e - -a e b nao sao elementos de P~ sejn Pa. o filtro ge-

r a do por p u { a} e pb o filtro gerado por PU { h h como K e ele-

menta de p e 
a 

p e subconjunto prÓprio de p 
a' tem·- se que y -e ele-

de ' elemento de pb elemento menta p 
a' analogamente> y e e como y e 
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de P
3

11 Pb) tem-se que y _:':.a e y -~' b 1 ou seja
1

y >a v b; logo.,.y é 

elemento de P, o que é absurdo. 

Entao, Si!: a v b é elemento de P, entao a e elemento 

-de P, ou b e elernent0 d~ P_ 

Seja.ent~o.a aplica~~o h:E •M, dada por h(P) ~{i } e 

h (E-P) ..,{ O} • Tem-si! que h{x) = l e h(y) =O; além disso, h é um 

mor-fismo. pois se a v b e elemento (ie P 1 ..:ntâo h(a v b) "' 1 •h(a) \1 

h(b), e se a v b não~ element,., de P,er.tão h(av b) ..-Q =h(a)v h(b). 

H e, portantoJ matriz 3epara.dora da categoria dos sup-

reticulados. 

Teokema 3.36: Me matriz separadora da categoria dos reticulados 

distributivos. 

Demonstraçao - Considere-se um reticulado distributivo 

A, sendo x e y elementos distintos de A. 

Como existe algum filtro em E que contêm x e -na o con -

têm y, seja$- a famÍlia de tais filtros; 

• d . ~' 'd Cons1dere-se a ca e~a w cont1 a em S e seja 

Se u é elemento de c e u< v, entao -v e elemento de C; 

se u e v sao elementos de C, entao u e v pertencem a algum elemento 

D de {o e 1 portanto~u A v é elemento de C. Logo, j- tem elemento 

maximal, que serâ indicado por P. 

Seja a v b elemento de P e suponha-se -que a e b nao 

pertencem a P. Seja P
8

, então, o filtro gerado por PU {a} e Pb o 

filtro gerado por pu { b} ; tem-se que y é elemento de p a n pb e--, 

portanto, y > p A a e y ~ q A b, com p e q elementos de P. Fazen 

do-s e r • p 1\ q tem-se y ~r A a e y > i A b, o que implica 

y > r 1\ (a V b), ou seja, y é ele.mento de P, o que é urna contradição. 



Logo P,ê pr1mo, 

Seja, então, a aplicação h: A-'"" M, dada por h(P)'!!: {1} e 

h(A-P)={O}. Tem-se que h(x):l e il(y):::O 

A aplicação h é um homorfisno, pois: 

l)Se avb e e.lemento de P, entao h(av b)-: 1= h(a) v h(b). 

a) Se a,b sao elementos de P, então h(a/\ b)= l<;h(a)/\ h(b) 

b)Se a~ elemento de P e b não é elemento de P, entao 

a " b 
-nao e elemento de P e h(al\ b)=Ü=.h(a)/\ h (b) • 

2)Se a v b nao e elemento de P então a,b e a A b não são e-

!ementas de P, h(a v b) =O "=h(a) v h(b) e h(a 1\ b)::: O 

oh(a)i\h(b). 

Teorema 3.3? : M é matriz. s-paradora da categor'a dls A-lgebra d ~ ~ • s e 

B o o le. 

Demonstraçao- Aniloga i do teorema anterior, sendo de 

finida a aplicação h: A+ M por h(P) ={ 1} e h(A-P) ={ O} . 

A aplicaç;_o h e um morfismo, pois: se -x é elemento de 
~ 

P,entio x não i elemento de P, ji que x ser elemento de P implica 

que x A -x =O é elemento de P, o que e uma contradição; se -x nao 

i elemento de P, então x é elemento de P, ji que x v -x 2 1 i elemen 

to de Pj logo)h(-x) h(x). 

Teo!Le.ma 3.38: As categorias & , ~ , ~ e Jt, coincidem, respectiva -

mente, com as categorias ·dos inf-reticulados, dos sup-reticulados, 

dos retiaulados distributivos e das Álgebras de Boole. 

Demonstração- Pelos teoremas 2.15 a 2.18, 2.22 a 

2.23, os FG·J são inf-reticulados, sup-reticulados, reticulados dis 
• 

tributivos, ou Álgebras de Boole,couforme os FG tenham sido gerados, 

respectivamente, por meio da operação 1\, da operação V das opera-

çoes /\ e V , ou das operaçoes -,1\, V e :J. Logo,as categoriasclf 

~ , í) e c/Í.; são subcategorias, respectivamente, das categorias dos 
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distributivos e 

Álgebras de Boole. 

Por outro lado, as cate~orias dos inf-reticulados, 

s~p-reticulados, reticulados J1srr;butivcs e Álgebras de Boole~pe·-

"" ili' ,~, ,, 
los teoremas anterior~s si".o -~ub.;:.ategor:i.as das categorias,:. lP,J\i.) u...oe-. 

\) que,por sua vez. pelo teol~'-'''~a l.J, eoi.ncidem_..respectiva.:nen!:e. 

com as categorias df, ~ , ~) 

Assim sendo, dependendo das operaçoes atraves das 

quais -FG e gerado, e um inf-reticulado, um sup-reticulado..r 

um reticulado distributivo> ou uma Ãlgebra de Boole; por outro la-

do, dado um inf-reticulado, um sup-reticulado, um reticulado distr! 

butivo, ou uma Ãlgebra de Boole, existem conjuntos G e J tais que a 

referida estrutura seja FG•J' 
• 

4.4 - Em G e.ó:tá. de.6.-i_n.-i_do um ope.Jt_adoJt de. 6e.c.fto O conjunto 

FG pode ser gerado, a partir de um conjunto G nao vazio, por meio 

de operaçoes criativas, estando definido em G um operador de fecho~ 

Serão consideradas as interpretaçÕes de F cujas 
G 

r:es -

triçÕes a G sao contfnuas, 

~V~•~6~""~·~n~l~ç~êi'""a __ 3"-'.~lcc7: O fecho~em FG) e o menos fino fecho que torna con-

• tl.nuas as interpretaç~es de FG. que restritas - . a G sao cont1nuas. 

O fecho n ·'em F c• e o menos fino fecho que torna 
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contínuas as M-interpretaç~es d~ F 

G' que restritas a G s ao ' contl.nuas. 

Sao vâlidos resultados ~quivalentes aos casos em que F 
G 

e 

gerado a partir de um conjunto Je geradores, onde nio estâ definido 

uN operador de fecho. 

a) Considere--se a partir de G, por meio 

da ope1:açao binâriaA. 

TeoJte.ma 3.39: Se S i um subconjunto qualquer de FG, entao x; ele-

menta de S see (--;} e subconjunto de U [s]. 
<.oS 

"T_,eceo:.:lt,;:e,._m:;:::a'--3"--'-. _,4'-"0 : s e x e y sio elementos quaisquer de FG' entao x(y 

see [y) ê subconjunto de [ x) see (x) • GJ. 
T:...=e.:o"""Jt"e"m"a"--'3'-'''-4:..:.1 : S e o o p e r a d o r em G,ê de tipo finito, entao o ope-

radar • em FG>também. o ê 

Observe-se que, ainda neste caso, e equivalente inter-

pretar FG em M, ou em E com fecho conjuntivo, no sentido anterior -

mente citado. 

b) Considere-se o conjunto FG obtido criativamente, por 

meio da operaçao V a partir do conjunto G de geradores nio vazio. 

a pr; ordem induzida em G pelo fecho 

A pre ordem C em FG. é dada por:: s Ç x see,da-

do um elemento a de [s] , existe um elemento b de [ x J tal que 

~ 

x é elemento de S 

see existe um elemento s de S n G U S, tal que s ç x. 

~T_,e,oc:lt:::<=:m:;:::a'--..:3,_.,_4=2 : o s f e c h o s e coincidem. 

Demonstração a) Como nas demonstraç~es an~logas, an-

teriormente feitas, tem-se que o fecho~ ê um fecho disjuntivo em 

FG e, alêm disso, induz o fecho • em G • 



- 67 

Entâo,cotlsiderando-se a identidade i: FG-+ FG, sendo o fecho do do 

mínio de i e o fecho do conjunto de valores i, tem-se que i e 

int(:!~pretação e i, restrita a G, e contÍnua; logo, i é conti'nua e 

p~rtattto 1 todo fechado. segurirlo ~ - - ' d e !:CC•l3' O 0 segundo 

Logo • e ma1s fino que 

b) Toda interpretação,cuja restriçio a G e 

contÍnua, e contínua relativamente a ~ Logo, é mais fino que 

T~.oJte.ma: 3.43: Os fechados elemectares dt FG~ segundo o menos fino 

fecho e.m F G que faz com que as restriç~es a G das M-interpretAç~es 

de FG sejam contÍnuas, são " da fo-rma K - v tal que x e elemento de K 

se e [x)n K i nao vazio, sendo K um fechado de G. 

-O fecho ~ em FG' é dado por x e 
H 

elemento de S 

se e [x]() K e na o vazio, para todo fechado K de G' tal que s e sub 

'"' conjunto de K. 

TeoJte.ma: 
,_, 

~ 
coincidem, em 3. 44: Os fechos e FG. 

Te.oJte.ma: 3. 4 5: fechos 
w H Os e ' em FG ,induzem a mesma pré-or 

dem ( dada por: x ~ y see para todo elemento a de (x] ~ existe um 

elemento b de [Y) tal que a <. b 
G 

Ob-&e.Jr.vação: 3. 4: O fecho L..J é ma.is fino que o fecho H 

e subconjunto de 
H 

s ' para todo subconjunto S de F G. 

u 
ou: seja,S 

O 6echo e.m G i de onde.m 

Oe.6-i.n-i.ção: 3.22: O fecho ~....~ -e dado por: x e elemento de 5 

see existe s em S tal que s Ç x. 

Te.oJte.ma: 3.46: Os fechos LJ e 

Demonstração- a) Se x é elemento de S ;então existe 

um elemento s em S, tal que s C x. 
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Suponha-se que s = a
1

v ... va
0 

e x = b 
1

v ••• vb 
p. 

Então, dado a., existe b., com a~ logo, como h 
' J • 

restrita a G ê contÍnua, h(a.) < h(b.). 
' J 

v h ( b ) • 
p • 

e h(x) •h(b
1

)v ••• 

portanto, h(s) <( h(x) e h(x) é elemento de h(S). 

Então, h(s) = v h (a ) 
n 

Assim sendo,~ torna as interpretaçÕes contÍnuas. 

b) Dados x e y, ué elemento de {x V y} 

see xv y ç; u, o que é equivalente a existir um elementobem (u) , 

quando e dado um elemento a em (x] U [y]. ..___, 
Por outro lado, u ê elemento de { y } se e 

x ç_ u e y C u, ou seja, dado a em [x] e C em [Y] ,existem b 

em [ u] e d em [u] , tais que a <Gb e c <G-d. 

~--~. ~ ~ 

Assim sendo,{x v y}= í..x} n {y } e o 

v o. 

c) Considere-se a identidade i:FG + FG, 

domÍnio com fecho e contra-domínio com fecho 

Tem-se que i e interpretaçio, pois a restriçio de i 

a G e continua, todo o fechado de ......, -, interceptado com G, e • 
um fechado de-; i é contÍnua. 

Portanto, e w coincidem. 

Exempto: 3.1: Os fechos'-' e 1--1 , em FG' são distintos. 

Considere-se o reticulado G do diagrama, com o 

fecho do filtro gerado. 
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1-·---------1 

' Iew-se que x e elem0~to de { a v b, b v c } se e b e. ele 

mento df': [ x] ou l ~ elemento ue [ xJ x ê elemento de 

'-------~ 
{ a V b .• h v (~} se e a v b ~ x f.'lU bvct;x 

r--------~ .. -···--------- -1 -Lwgn, b 0 ~·iomcnt:o r;e ( !:1'-':.J. b ·v cJ <! nao e nie.J,;<-:nt;: 

'-·----·--- --··--------.l 
,-:<; <11/b,bvc]. 

a partir d~ um con.]vnto G nao JRZ~~. em que ett; definido um uper~ 

. _t;;,-· de fecho - de tipo finiLn .. 

Considere-~e o sist~~-·~ C do § Z-4. 

A relação ~: e;n (; I ~ dada por: 

b é elemento de .... a 
n 

'De.6-(niç;ã.o: 3.24: A relaçãoç 

demonstrável no sistema D. 

-e dada,em F'G' por: :xÇ y 

a 
n 

V e.6iniç.ão : 3. 2 5: O f e c h o ~ em r G, -e dado po·r: -x e elemento de S, 

see existem elementos s em S U •• tais que 
n 

reolt.e.ma: 3.47: O fecho~ e fecho reticulado-distributivo. e1~ FG,e 

induz o fecho-. em G. 

~ -t de s. • se 

Demonstraçao - Se x ~ elemento de S~ entio x tambiru o 

S i subconjunto de r, 
~ 

~ 

entao 
•O 

S ê subconjunto de 

~ 

e elemento de S, entao existem s
1

, s
2

, ... s
0 

em S U f. tais que 

.... 1\ .s ç; 
n 

• • • t . 
>n 

em su(p)tais que 

~· é elemento de st 

t.
1

A ••• At. Ç 
1- 1 n _ 

entao existem t .• 
1 .t • 

ectc • 

t, 
1 2 • 

'--' -· Portanto • e 
l 

um operador de fecho em FG. 

G • e.nta() -b e 

~' 
Se b é elemento de G e de A, 

~ 

elemento de A see existem 51 • 

sendo A subconjunto de 

s 
2 

• •• t s em A U ~ ~ 
n 

ta. i f; 



) u -

;om "i u 

• • • /\S c_ 
n -

h, o que s6 i possfvel no sistema se b e elemen 

logo, b e elemento de X. Por outro lado, se-

e n t n o b ''" e l ~' :;1 e n t o d e rs:-:-
1 

, :--:-:-;-s:-y . 
n 

PoYL3nto, o recno ·~indu~ o fecho -. 

Provt:-se que 

D~: i a co u e 

- ' t ai \ < ~ Y .r ' ' que 

(~ um fecho reticulado-distributivo. 

·----' 
Llcm,;nto de 

'1 
,, A s 

u 

{x • 

!;; u; 

y} 

u 

se e ex: i s tem s 
1 

••• , • s 
n 

'----~ 

e elemento de {x 1\ y} 

existem '3
1

,. 

'-----' 
={ X/\y} 

, __ ,,_.J 

' ' l X , y ) 

, s n em ;~J U { x A y } • tais que s 1 ~o • , • A s ç u. Logo. 
n 

~ ~ 

ror outro lado, u e elemento de {x} n { y} se e exis-

re;n. s 1 ~ ••• s • n em '$ u ( X J ' tais g ue S1/l •• • A S ç u e existem t 1 • n 

. • . • t em '$ U { y} tais que -u u e elemento de 
~,P 

{ X V y} see existem em {xV y}U(j), tais que s
1

A ••• J\S Cl.~. n-
~ ~ ~ 

Logo {x} í\ {y} • {x v y}. 
) 

Observe-se ainda, "}ue a prê-ordem tirada do fecho~, 

-e dada por x .c; y see x ~ y 

Entio, do sistema D e da pr~-~~~em < • segue a distri 

butividade na estrutura 

T I:O.o!te.rna 3.48: As interpretaçÕes de F G são 

ao fecho 

~--·~--

-cont~nuas, 

~ 

., .. -

relativamente 

Demonstraçao - Se x e elemento de S, entno existem ele-

mentos s
1

, •.. ,s
0 

em S U t x. 

••• 1\ s ~ 
n 

x ~ tal que x ~ elemento de (,1, ... ,s } . n 

~orno urna interpretaçio 11 restrita a G ~ • cont1.nun, então h(x) e e-

lemento h((s
1

, ... ,s
0

}) e h(x) e elemento de h(S); se e da forma 

x A y ~ x. tem-se que h(x)/\ i1(y) <. h(x) e portanto, h(x) e elemen 

to de h(S) 

AsRint, sucessivamente. 



Teorema 3. 4J: Os fechos ..... e,,., coincidem. 

Considere-se o conjunto F 

" 
meio das operaçÕes criativas - 1\ ,v 

Seja o operador~ • em 

obtido, 

:>. 

o menos 
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a partir de G, por -

fino fucho qu~ tor . -
na cor,t~nuas as 'f-interpret;:'tÇO~R cujas restriçÕes a G são contf 

nuas, sendo!{ considerado com fecho booleano, 

Ttoll.e.ma 3,50: O fecho,..,Jem Fr., induz o fecho - em G. 

Teo~ema 3.51: Se o fecho ,em G, é de tipo finito e H e o conju~ 

to formado pelos elementos 

entao h(H) e h(~) são subconjuntos de N ~ para toda H-interpreta-

ção h, 

Demonstração- Se b,b
1

,b
2
,. •• b

0
, sao elementos de G 

e ( b
1

11 b
2 

1\ ••• 1\ b
0

) :::> b é elemento de H, então h(b) é elemento 

de h( {bp···· , b
0

}) portanto, h(b
1
)h ••• Ah(b

0
) ..:_ h(b) em M, ou 

A b ) ::> b) '"' 1 • Logo, h(H) ê subconjunto de N. 
n 

-1 
Por outro lado, como h (N) e um fechado em FG para 

toda M-interpretação h,$ é subconjunto de h- 1 (N) e, portanto, 

h($) é subconjunto de N. 

Teoltema 3.52: A restrição a G de uma H-interpretação h de -FG e 

contLnua see h (lU H) é subconjunto de N, sendo o fecho em C, 

-, de tipo finito e H o conjunto definido no teorema anterior. 

Demonstração - a) Se h/G ê contÍnua, então h -l (N) n G 

e um fechado de G. Portanto, se x ê elemento de ~UH, entao r. e e-

lemento de l , ou de H; se x é elemento de l , entao h(x) =1; -se x e 

elemento de H, entao x "' a .. 
1 " 

••• A a
0 

:::) b, com b elemento de{~, •. ;~} 

e h(b) elemento de fh(a
1
), ..• ,h(a

0
)} ; portanto, como h('x) ""' 

~h ( a
1

) A • • • A h (a n) :::> h (b) , h (X) • 1. 
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-se 

b) Se h( lu H) e subconjunto de N, mostre

que h-l (N)nG é fechado em G, 

-1 
De fato, se h (N)n G ~ $Jentão ij) = lj>, pois se~ é não 

vaZÀO tem-se uma contradiçio • Se 
-1 

h (Nl n G é nao vazio, considere-

-se um elemento b de h 
1

(N)("'\ G: b é elemento de {a
1 
••• ,an }, sendo 

(N) () G, logo ( a
1 

f\ ••• 1\ an) :J b e elemen 

to de H e h(a
1

) "'h(a
2

) 

de h-
1 

(N) n G. 

~h(a ) ~ 1 • Logo, h(b)~ 1 e b é elemento 
n 

TeOJtema 3,53: Se o fecho -, em G, é de tipo finito, -entao x e elemen 

.-. 
to de S see existem a

1
,a

2 
.... an elementos em (fi UH IJ S, tais que 

a
1

A ... 1\ an::> x ê tautologia em FG • 

Demonstração - a) Suponha-se que h(S) ê subconjunto de 

N, para alguma H-interpretação h, e demonstre-se que h(x) ê elemen-

to de N, considerando-se, por hipótese, que existem a 1 , a 2 , ••• an, e -

lementos em "f' U H U S, tais que a
1

A .. , Aan O x é tautologia. 

De fato,se h(S) ê subconjunto de N, como 

tem-se que h(x) "' 1. 

·~ b) Seja x elemento de S e h uma M-in -

terpretaçao tal que h( S U H U ~ ) é subconjunto de N, 

Pelo teorema anterior, h/G é contínua e, como h(S) e 

subconjunto de N, é imediato que h(x) ~1. 

e) Assim sendo, dado um conjunto E qualquer, com opera-

dor de fecho -- • e possÍvel imerbir E num conjunto FE com fecho f'J 

gerado a partir de E, de modo que, para elementos a e b qualquer 

de E, a 1'1.\ b seja não vazio, ou avt b, a"' b, a!D b e.-... a sejam nao 

vazios: basta que se obtenha F~, a partir de E, do mesmo modo que 
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se obteve FC, nos quatro caRos nnt~riores, a partir de G. 

Além disso, dados G e FG' com fechos e , res -

pectivamente,se E tem fecho conjuntivo, ou disjuntivo~ ou reticu-

lado-distributivo, ou booleano e f i uma funça~ continua de G em E, 

então existe uma interpretação h, tal que h é prolongamento de f. 

§ 5 - Vecidibitidade 

5.1- Quad~o6 Semânt~co6 -Nos quatro casos em que inter-

pretar FG num conjunto E é equivalente a interpretar FG em M, no 

sentido considerado, dado um elemento x qualquer de FG, é possÍvel 

determinar, de modo sistemãtico, as interpretaçÕes h de FG tais que 

h(x) = 1 e as interpretaçÕes k, tais que k(x) = O. 

Sabe-se que, para x e y elementos quaisquer de FG: 

a) h( XI\ y) =1 see h(x) "' 1 e h(y)= ltse A i uma das 

-operaçoes que geram Fr.; 

b) h(xv y) •1 see h(x) '"1 ou h(y) =1 1 se v é uma das 

operaçoes que geram FG; 

c) h(x:)y) =1 see h(x) "'Ü ou h(y) =lJse:::) ê uma das 

operaçoes que geram FG; 
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-d) h(-x)=. 1 see h(x) =O, se- e uma d~ls operaçoes que 

geram FG. 

Usando sucessivamente tais observaç~ea, determinam-se 

todas as interpretaçÕes h tais que h(x)=l para 1Jualquer elemen-

to x de FG. 

Um processo para a obtenç~o de tais interpretaçÕes ~ 

o dos quadros semânticos: 

v X f\ )! F X A y 

V X Fx Fy 

v y 

: : r 
F X V Y y 

Vy Fx 

Fy 

V X F X ::) y 

Fx vx 

Fy 

v -x F - X 

Fx vx 

Exemplo: 3.2: Determinem-se as interpretaçÕes h tais 1que 

h ( a A (b 11 a))= 1. 

Tem-se que h(aA (bAa))~l see h(a):l e h(bl\a)::l, 

o que ê equivalente a h(a) = 1 e h(b) = 1. 

Em quadros semânticos: 



y a A (b 1\ a) 
- 15-

V a 

v b 

§_xempJ.o: 3.3: De.terminem-se as interpretaçÕes h tais que 

h( - (a/\ b) ,, c)= 1 

V - (a A b) v c 

V - (a 1\ b) V c 

F (a A b) 

Fa Fb 

Assim sendo, para verificar se x ~ y em FG' basta o -

bservar que V x e Fy dão uma contradição no quadro semântico. 

Exemplo: 3.4: Verifique-se que XI\ (yA z)-( xl\ y 

V x/\(y/\z) 
F X /\ y 

)Jx , 
I Vy, 

1 
Vz \ 

I I 
I I 
1Fx Fy 

Exemplo: 3.5: Mostre-se que x A z ' x A (y A z) nao se veri -

fica em FG 

Vx /\ z 

Fx 1\ (y A z) 

Vx 
Vy 

Fx I Fy A z 

Fy I Fz 
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De fato 7 nao se obtém contradição, no caso V x, V y e 

Fz. 

Para verificar se um eleMento x de FG -e elemento de s. 

basta encontrar as interpretaçÕes h tais que h(S): {1} e verifi -

c.ar se h(x) 1. 

5.2 -Ca~o~ ~e&Zante6 - No caso em que FG ê obtido a partir 

de G por meio das operaç;es A e V 7 e E; considerado com fecho re 

ticulado, ê possivel determinar um sistema R' que nao tem a regra-

transitiva, têticamente equivalente ao sistema R. 

Tal sistema ê dado pela axiomática: 

x~x 

x!,y 

uAx4y 

x4 y 

x 1\ v~ y 

u' X u4 y 

u~ XAy 

X"* y 

X~ uv y 

x.(( y 

X~ yv v 

u.§ x V§ X 

U V V~ X 

Observe-se que a demonstraçio d~ equival;ncia dos sis-

temas R e R' é feita por indução sÔbre o nÚmero de vezes que as re 

gras R
3 

e R
6 

são aplicadas numa demonstraçãoJantes da primeira apli 

cação da regra transitiva R
1 

do sistema R. 
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Neste caso entao~ um m~todo de decis~o i obtido, atra-

ve~ do sistema R'. 

~os casos em 1ue F., ~ interpretado em fechos condicio-
'> 

n~i~ ~ intuicionista~ e f~cJ1o~ o~gaçio 1 a problema da decidit•ili -

mencionado na Bibliografia. 

Pode-se introrluxir outro tipo de interpretaç~o de um 

cn"'!junto FG. 

Vefij .. n~ão 2_:~;Dado FG • .::obtido criativamente a partir de um con~u~ 

to G nio vazio de geradores. uma interpretaçio de PG ~: 

a) um fecho conjunto em FG. 

operação binária _1\ 

-se FG e obtido por meio 

b) um fecho disjuntivo em FG' se FG e obtido por meio 

- binária V operaçao 

c) fecho reticulado FG' FG - obtido meio um em se e por 

operaçÕes binárias A e V 

da 

du 

d) um fecho reticulado-distributivo em FG. se FG e obti

do por meio das operações binárias 1\ e V ; 

e) um fecho booleano em FG~ se FG ê obtido por meio d~s 

cperaçoes -, 1\ ~ V e :> 

f) um fecho condicional em FG~ se FG e obtido por meio 

da operaçao :,) J 

g) um fecho intuicionista -em FG~ se FG e obtido por meio 

daF. operaçÕes 7 , V ~ A e .J j 

h) - -um fecho negaçao em FG, se FG e obt:i.do por· meio da 

-operaçao 7 . 
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E.~ 6:.<. n . .i ç ã o 3.27: Se 

que todas as outras~ 

existir uma interpretaçio em 'c• mais fina 

ela diz-se " fecho padr~o '' em F em cada G' 
um dos casos citados na definiçio anterior. 

·!~~~:ne_i?.:~_2..:,5~~ Exi2t.e fer.ho padrio em FG, em qualquer um dos ca

aoa da definiçio3.Z6. 

Demonatraç;o - Mostre-se que o menos fino fecho em FG 

qu~ torna as interpretaç~es continuas { o fecho § 1) e o fe -

cbo padr~o. Atlalise-se o caso dos fechos conjuntivos. 

Seja" um 

tar em FG com o fecho 

fecho conjuntivo em 'pG" Pode-se interpre -

() 
: seja a interpretação identidade i:FG~FG. 

sendo o fecho do domlnio. 

Então, todo fechado segundo o fecho ~ conjuntivo, to_ 

mado arbitrãriamente, e fechado segundo o fecho • Logo,- C mais 

fino que qualquer fecho conjuntivo em FG. 

A mesma demonstração ê válida para os outros tipos de 

fechos,decorrentes das operaçÕes através das quais FG ê gerado. 

Assim sendo, o mais fino fecho conjuntivo em FG,quan

do FG ê gerado por meio da operação criativa A , coincide com o 

menos fino fecho qua torna as interpretaçÕes de FG continuas, in

terpretaçÕes estas no sentido da definição 3.1. 

ConclusÕes anâlogas devem ser tiradas nos casos dos ou-

tros tipos de fecho. 

§ 7 -E$emplo Algébrico 

7.1- Seja FG construido, -a partir de um conjunto G nao va-

zio de geradores e da constante o, por meio da operação binária cri 

ativa+. 
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Seja E um monÓide comutativo ordenado, em que todo ele 

mento ê maior ou igual a O(zero). Isto ê, E ê um conjunto em que 

estâ definida a operação+1que e associativa, comutativa, tem O como 

eiemeftto neutro e tal que, se a < b e c ~d, entao a + c~ b + d. 

I!.f!_.f:f_niç(j_g_ 3.28: O fecho ~ em E, e dado por: x é elemento de S 

s0e existe um elemento r, em S, tal que r~ x. 

Tal fecho ê um fecho de ordem. 

3.29: Uma interpretação de FG ê uma aplicação h:FG+ E, 

tal que h(O}= O e h(x + y) = h(x) + h(y),para todo par (x,y) de e-

lementos de FG. 

;::D_,eJ.f-'i'-'n"<e;' ç"a"'-"o-~3'-'-. "-"3 O : O f e c h o ê o menos fino fecho em FG que torna as 

interpretaçÕes todas contÍnuas. 

Teorema 3.55; O elemento x esta em S see h(x) ~ ~ , quando h(s)~À 

para todo elemento s de S, quaisquer que sejam a interpretação h e 

o elemento À em E. 

:D~e~fc.:i~n~<~· ç~a=-~0-...::.3~·~3~1"-: O Índice de a em x, -que e denotado por ind {a~x), 

ê o número de vezes que o gerador a, de G, participa na construção 

de x, elemento de FG. 

Como consequência da definição anterior, h{x) = 

"'L, ind (a,x). h(a); pois h(x) > O , para todo elemento x de FG. 
ae"' 

Teorema 3.56: h(x) ~ h(y) para toda interpretação h, see 

ind {a,x) < ind (a,y) t para todo elemento a em G. 

Demonstração- a) Se ind (a,x)~ ind (a,y), para todo 

elemento a em G, ê imediato que h(x) < h(y} para toda interpreta-

ção h. 

b) Seja h(x) < h(y) 
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Por absurdo, suponha-se que existe um elemento a ~ em 
o 

G~ tal que ind (a 
o 

• x) > i nd (a 
o 

y) se h é definida por 

, com À
1

/0eh(b):O, para tddo elemento b, de 

G, diferente de a
0

, então h(x) = ind (a
0

,x) À 
1 

e h(y) :.: ind(a
0

,x)}
1
, 

o que acarreta h(x)> h(y), que ê uma contradição. 

Logo, ind (a,x) < ind (a,y), para todo o elemento a em 

G. 

Teorema 3. 57: -y e elemento de (X} see h(x) < h(y),para toda in-

terpretação h. 

Demonstração- a) Se h(x)~ h(y), para toda interpreta

ção h, e h(x) ~ À , para qualquer ).. de E, tem-se que h(y) > À. 

-Logo,y e elemento de "' ( X } • 

b) Seja y elemento de{ x }. 

Se existir a
0

, tal que ind (a
0

,x)= m e ind (a
0

, y)= n 

com m > n, seja a interpretação h tal que h(a
0
):.À

1 
e h(b).: O, pa

ra b elemento de G, com b :1 a
0

; então,h(x)= m À 
1 

, e h(y)= n. À 
1 

e,portanto 1 h(y) _:: m À 
1

, o que e um absurdo. 

Logo, ind (a,x) _:: ind (a,y), para todo elemento a de 

G e,portanto, h(x) < h(y) , para toda interpretação de h. 

Teorema 3.58: Se ~ e a prê-ordem associada ao fecho em FG, 

entao x ~ y see ind (a,x) _:: ind (a,y), para todo elemento de a de 

G; se '' ~ " e a equivalincia associada ao fecho , em FG' entao 

X - y see ind (a,x) = ind (a,y), para todo elemento a de G e 

X - y se e h(x) = h (y) • para toda interpretação h. 

De[.inir_ão 3. 3 2: o fecho '-' em FG, - definido - elemento e por:x e 
w 

de s se e e xis te um elemento s em s • tal que s ~ x. 
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Teo~ema 3, 59: O fecho u -e de tipo finito e os fechos 

coincidem
1

em FG. 

Demonstraç3o - a) O fecho u • em FG~ ê um fecho de 

ocdem e de tipc finito. Considere-se 

sendo o fecho do dominio 9 e ~ o fecho do contra-domlnio. ! ime 

disto que todo fechado de Fc• segundo '-' -, e fechado segundo 

~ 

b) Se x é elemento de S, então existe 

s em s. tal que h(s) ~ h(x) e,portantoj h(x) ~ elemento h(S). Lo-

g~. toda interpretaçio i continua, com ·relaçio ao operador ~ 

f interessante observar entao que, considerar em FG o 

menos fino fecho que faz com que as interpretaçÕes fiquem contrnuas, 

e equivalente a considerar o fecho de ordem 

Além disso, passando-se FG ao quociente Fc/= , -a pre-

ordem ~ induz a ordem < e tem-se que TICa) ~ ~(b) see a~ b, p~ 

ra todo par (a,b) de elementos FG; definindo-se a operaçio 11 + 11 em 

11(a) + T((b) = U(a+b), é imediato que ( F /" G - • +) tem 

estrutura de monÓide comutativo ordenado, com unidade 'li (o) • 

Induz-se 1 em FG/= • o fecho de FG eJse A e subconjunto 

de F f= , ot. X t:.. G - , 
w 

to de A 

~ 

y com x elemento de A, entao y é também elemen 

7.2- Pode-se analisar o que foi feito em 7.1, sob outro 

ponto de vista. 

Considere-se um subconjunto J do conjunto de interpre-

taçÕes de FG e defina-se a relação : x =J y see h(x)~ h(y), para 

toda int~rpretação h em J. 
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Se for considerado o fecho 

qu~ as interpretaçÕes 

menos fino em FG~ tal 

do conjunto J sejam continuas, ~ imediato 

que a relaçio -J e a relaçio de equivalincia induzida, em FG' 

lJ"clo fecho 

De fato, {x} = {y) 

Assim sio gerados os F = F 
G;J G/"'=J 

, que sao mon~ides 

c~1mutativos ordenados, com elementos maiores ou iguais a l1 J (O), 
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APhD!CE 

Vários outros resultados podem ainda ser obtidos e pe~ 

~~Ul.S.ados. 

1. 0& resultados obtidos no Capitulo I- §3 sugerem que se conside

r·e cJ'{., como urna c las se de objetos da categoria ~ e se procure 

definir interpretação. 

caçao h: 

Assim, pode-se definir interpretação como toda apli

sendo M elemento de "JV(, . 

Do mesmo modo que no CapÍtulo I. podem ser considera 

dos o conjunto I e os FG;J 

Diz-se que J'(, separa os objetos de -e:, se e, dado um 

objeto A qualquer de~ e elementos a e b distintos em A,exi~ 

tem um elemento M emJ\'t, e uma interpretaçao h tal que h(a)*h(b). 

tos 

sao 

Se 'tt- e a categoria FG·J e dos morfismos, 
' 

de~são objetos de 

separados por J\(,. 
fb e os objetos de 'f!:. sao os 

entao obj~ 

de 'fD que 

Se~ é um conjunto, entao A é objeto de-& see A e 

isomorfo a um sub-produto de um 

conjunto de JV(, . 

produto Tf (T1 M!) 
Me$ :Íe.IM 

sendo J\f sub-

2. Do mesmo modo que se analisou Geraçio de Categorias e Funç;es 

Associadas, nos casos das interpretaçoes em fechos conjuntivos 9 

disjuntivos,reticulado -distributivos e booleanos, seria conve-
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niente tentar analisar tais 
I 
ltens nos outros quatro casos estudados 

neste trabalho. 

Também tentar caracterizar, nestes quatro casos o fecho 

quando em G está definido um fecho 

3. Seria interessante um estudo mais detalhado do outro tipo de in 

~erpretaçao, introduzido no Caprtulo III- §6. 

Seria bom verificar se tais interpretações estão bem defini-

das, quando definidas em G. 

4. No caso do Exemplo Alg~brico (Capftulo III-§7) seria tambern inte 

ressante analisar o caso em que G tem fecho 

• Parece que uma caracterização para o fecho e dada pelo fecho 

,definido como o menos fino fecho em FG para o qual valem: 

~ 

a) induz , em G. 

w 

b) Se x e elemento de Se ind (a,y) >, ind (a,x), para todo a., 

~ 

elemento em G, então y é elemento de S. 

c) 
- ..., - - ..____, 

Se X e elemento de s, entao y e elemento de S+u, para todo 

y tal que ind (a,y)==ind (a,x+u) para todo a em G; ou seja, 

y é elemento de T, tal que t é elemento de T see existes 

em S com ind (a,t)=ind (a,s+u), para todo a em G. 

S. Outro problema que surge, ~ tentar verificar se e possfvel a gera-

ção de todos os fechos de um determinado tipo, a partir dos fechos P.~ 

drÕes em FG. 

Parece possível Por exemplo, veja-se o caso da obtenção dos-

fechos conjuntivos: 
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a) Cbt~nçio can6nica de novos fechos conjutivos a partir de 

urr. dado. 

St:ja E com fecho conjuntivo uma relaçio de equivalincia ~ 

cc>11 , se ,;: famf·l ia 'tf> dos -Fechados que --s ao sa 

~ur0dos ~:ara - ciet~r~ina um fect10 conjuntivo e!n E. 

ToTr.e-·se então uma rel2ção de equivalência-, compatível 

::.om • e S€'ja <@.. a fa!TlÍl ia do~ fec.:.ha<.ios satuoados correspondentes. 

Em F• E/= tomem-se como fechados conjuntos de classes cuja 

da um elemento de '(b _ 

Tais fechados determinam um fecho conjuntivo em F. 

b) Seja E com fecho conjuntivo e toTne-se o fecho padrão em 

f E- Seja h' Ft E a interpretação que prolonga a identida 

de de E e to-me-se como 'S a família dos fechados de FE 

da forma h 
-I 

(c) • onde c - fechado E- A equivalência e em 

; i definida por x - y see h (x) = h(y). 
- .. ... -

Entao. = e compat1vel com e FE;:• com fecho definido como 

em (a), i homeomorfo a E. O Homeomorfismo i dado por h, definido na 

ruralruente em 

6. Um outre caso pode ser estudado,em detalhe. 

Seja D um conjunto não vazio e G formado pela aplicação de--

uma famíl ía de funções criativas de uma variável em D. 

Seja FG construido, a partir de G, por meio da operaçao bi-

nâria criativa I\. e por meio de 1\, que se aplica a certas partes de-
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F r•, segundo; 
u 

a) Se x e elemento de G, entao x é elemento de FG. 

b) Se x e y sio el~mentos de FG' entio x A y é elemento 

d~ F G. 

c.) Se a ccJ"Istruçao de x depende de a, entao A se aplica ao 

conjunto {x (b)}bc D, tendo-se que & x(a) é elemento de 

F G. 

Uma interpretação de FG ê \Jma aplicação h: FG+E, se11do E considerado 

cem fecho conjuntivo tal que: 

a ) h(x y) 
. 

A e elemento de h (X) 1\\ h(y) 

b ) h (â X (a) ) e élemento de A {h (x ( b) ) • b ~o}. sendo X 

elemento de AA, em E ' se e {-;;).Ã. 

Seja o menos f i no fecho que torna todas as interpretações 

contfnuas. 

Se x é elemento de FG, define-se (x), indutivamente, por: 

a) [f (a)) • {f (a)) 

b) ( x >. y J • [x) U ( y) 

c) EA X ( j) [ 
Oi d • b'i.. D X ( b )] 

Defina-se o fecho._., por: x é elemento dE~$ see (x) é sub 

conjunto de U ( s) 
s" s 

Os fechos e~ parecem coincidir. 

7. Se, na geração de FG, a partir de G, forem consideradas operaç~es 

criativas com quantidade nio finita de argumentos, pode-se estudar o 

Cálculo de Predicados, sob esse ponto de vista. 
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