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INTRODUÇÃO 

Nos Últimos anos, motivados por problemas quase sempre or~gi 

nados de situações fÍsicas,. os matemáticos têm desenvolvido estg 

do sobre vários tipos de limites. Nesse contexto a teoria da 

f-convergência, introduzida por E. de G'iorgi e T. Franzoni [7 ] , 

ganharam destaque principalmente no que se réfere ao estudo de 

Cálculo de Variações, problemas de Equações Diferenciais, Teoria 

de Controle e problemas de Min-Max, Análise Convexa, etc. 

Com relação aos problemas de limite, para as equaçoes .dife-

renciais parciais elíticas de segunda ordem a r-convergência tem 

papel de destaque, conforme podemos verificar no exemplo segui~te 

[24 ]. Consideremos uma sequência de proble~as de contorno unidi 

mensional com as equações diferenciais de segunda ordem 

( 1) com u(a) = u(b) = O e n E IN 

onde cpn sao funções reais mensuráveis definidas 

[a, b] contido em IR tais que 

no intervalo 

Se a sequência 
( ) _,_ ~ 
~n 

-1 
~w 

2 
e fn E L (a, b) . 

2 (fracamente em L (a,b)) e 

(f ) -+ f 
n w 

2 em L (a,b), então a sequência {un) de soluções de {1) 
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converge unifoimemente em [a,b] para a soluçãO u
00 

da equaçao 

d - --(<p 
dt = 

du) = 
dt 

com u(a) = u(b) = O 

Agora, se encararmos este problema do ponto de vista variaci 

anal, considerando (1) como a equaçao dé Euler-Lagrange do funciQ 

nal integral, podemos ver a grande afinidade entre a teoria da 

r~convergência e o método direto do cálculo de variações: 

Sejam 

temos 

F (u) 
n 

- 2f u]dt, 
n ~n E lN 

( 2) lim 
n->-1= 

rnin{F (u): u(a) = u(b) 
n 

= O} = rnin{F (u):u(a)=u(b)=O} 
= 

onde F
00 

é obtido de Fn substituindo ~n e fn por ~ 00 e f
00

, respec-

tivamente. 

Podemos assumir que a sequência (~n) converge fracamente em 

L1 (a,b) a uma função~ diferente de~ . Neste caso, a sequência = = 
de funcionais 2 (Fn) converge pontualmente em L (a,b) a um funcio-

nal G diferente de F . = = 
Por outro lado, em geral, convergência pontual nao garante 

convergência do valor míniwo como em (2). Um tipo de convergência 

na qual (F )~ F , que se enquadra nas hipóteses, e que implica na 
n = 

convergência dos valores mínimos é exatamente a r-convergência.CQ 

mo ilustração deste exemplo de aplicação_, observamos que, com a 



ajuda de resultados gerais da teoria da f-convergência, 

ainda eecrever (2) na forma generalizada: 

(2') lirn 
n+t<o 

b 

rnin{Fn(u) +I t(t,u(t)dt):u(a)= u(b) =O)= 

a 

b 

= rnin{F00 (U) +I t(t, u(t))dt: u(a) = u(b) =O) 

a 

iii 

podemos 

onde 1fi: [a, b] x JR-+ JR é uma função contínua e limita da [ 24 J . 

~ definição de f-limite está intimamente relacionada com os 

operadores lim inf e lim sup. Sabemos que dada uma função f de-

f in ida em um espaço topolÓgico X com valores JR = JR u {-t<o, -o:J}, te-

mos que: 

f*(x) = lim inf f(x') = sup 
X 1 -+X UEN,c(X) 

inf f(x') 
x'Eu 

onde Nx(x) e a família de vizinhanças de x na topologia de X. Lo-

go, a operaçao que transforma f em f* consiste de duas operaçoes 

sucessivas, a primeira associa f a uma função de conjunto e a se-

gunda associa tal função de conjunto à f*. Desta forma o operador 

lim sup é uma simplificação de duas operações. ~s mesmas conside-

rações valem para o operador lim sup definido por 
• 

lim sup f(x') 
x'-+x 

in f 
uEf'x(x) 

sup f{x'). 
x'Eu 
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No caso das ftmçÕes de mais de uma variável podemos conside-

rar muitos outros operadores· construÍdos de modo análogo. Por 

exemplo, para 

g: X x Y ~ m (X e Y espaços topolÓgicos) 

podemos ter 

ou para 

sup 
x'Eu 

inf g(x', y'} 
y'EV 

h: X x Y x Z ~ m (X, Y e Z espaços topológicos) 

h(x,y,z) "" sup 
uENX(x) 

in f 
VENy(y) 

inf sup inf 
z'8W y'EV x'Eu 

h(x',y',z'). 

~ combinação das operaçoes lim inf e lim sup dão or1gem a ou 

tros operadores compostos. 

Os f-limites são "limites hÍbridos" aplicados a estes opera-

dores compostos: 

Sejct (fn) uma sequência de funções definidas num espaço topQ 

lÓgico X com valores em ffi. Definimos: 

1) f(X-) lim inf f (x) = 
n 

sup 
uEfJ(x) n-++oo 

2) f(X-) lim sup f (x) 
n 

= sup 
uEN(x) 

lim inf 
n-++co 

lim sup 
n-++oo 

in f 
x'Eu 

f (x 1 ) 
n 

inff(x') 
n x'Eu 

I 



3) f(X+) lim in f f ( x) = in f lim inf sup f (X' ) 
n·++oo n uEN(x) x'Eu n n-++oo 

4) f(X+) lim sup f (x) = in f lim sup sup f (X' ) 
n-++co n uEN(x) x'Eu n n-++oo 

Dizemos (f ) ' r (x - ) f(x) que e convergente a se 
n 

f(X-) lim inf f (x) = 
n 

n-++oo 
f(X-) lim sup f (x) 

n 
= f(x) 

n-+-+co 

e denotamo,s por f(X-) lim f (x) esse valor comum. 
' n 

+ Analogamente denotamos por f(X ) lim f (x) se 
n 

f(X+) lim inf f (x) = 
n n-+-+= 

f(X+) lim sup f (x). 
n 

Observação: Por simplicidade, denotamos 

in f 
uEf/(x) 

sup 
n++~ 

inf 
k>n 

sup f(x') 
x'Eu 

Analogamente, 

f(IN+,x+) f (X) = in f 
n uEN(x) 

• 
r(rrf,x-) f (X) = sup 

n uEN(x) 

rcnl,x-) fn(x) = sup 
uEN(x) 

in f sup 
n++~ k>n 

sup in f 
n+- k>n 

inf sup 
n++oo k>n 

sup f(x') 
x'Eu 

in f f(x 1 ) 

x'Eu 

inf f(x'L 
X 

1
{.V 

v 

por 

1 
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Exemplo: Podemos verificar facilmente que a sequência (f ) 
n de 

funções reais definidas por 

o se X < 1/n 

2n(x-l/n) se 1/n < X ::_ 3/2n 

f (x) = -2n(x-2/n) n se 3/2n < X < - 2/n 

o se X > 2/n 

é r ( lR+) convergente (com a topologia usual de IR ) à função 

-- {lo f(x) 
se 

X ' 0 

se X = Ü 

e desta forma temos a estabilidade dos valores de máximos das fuQ 

çoes f . 
n 

Se X e Y sao espaços topolÓgicos e f:XxY -+ m podemos defi-

nir limites hÍhridos tais como: 

r<x - - ) f(x,y) in f in f f(x,y). y lim = sup sup 
' x-+x

0 
VENy(y0) uEN,: (x0) xEu yfV 

Y"'Yo 

Neste caso, temos por exemplo que se 

• 

{f(x,y) se (x,y) E fl.xB, 1\C:X e BCY 
g(x,y) = 

+oo caso contrário 

l 
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então r (X Y·)limg=f(X Y ) lim f. 

Uma generalização dos f-limites foi dada por G. Greco [11 ], 

considerando ' A A bases de semifi1 tros, "1' 2' · · ·' n respectiva-

mente sobre conjuntos não vazios x 1 , x 2 , ... , Xn e a 1 , a 2 , ... , an 

uma sequência finita de sinais + ou -

= inf: 

... ' 
a 

A n)1im f = 
n 

-a 
n 

ext 
A E~ 

n n 

+ sendo ext = sup e ext 

al 
ext .... 

":J.EIJ_ 

a 
ext n f(x

1
, .. ,x ) 

xEA n 
n n 

onde f é definida sobre x
1 

x x
2 

x •.. x Xn com valores em um retí 

culado completo. 

A. teoria .da r-convergência tem mn aspecto diferencial notável, per-

mitindo unificar vários problemas de ]JerturbaçÕes e de convergências em 

otimização. 

Neste trabalho propomos, no Capitulo I, estabelecer a r-con-

vergência como uma possível síntese de vários tipos de limites. 

Consideramos a r-convergência de conjuntos fuzzy e estudamos as 

relações existentes entre este tipo e as convergências (H), (D) e 

(L) de conjuntos fuzzy. Quanto a relação entre as , convergências 

(H) e (r) mostramos que elas coincidem numa classe suficientemen-

te ampla de conjuntos fuzty. Porém, na relação entre as convergen 

cias (D) e (f) obtemos a equivalência numa classe mais 

de funçõe~ 1 isto é, necessitamos que as funções não tenham 

de máximos locais prÓprios. 

restrita 

pontos 
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No capítulo II determinamos algumas classes de funções sobre 

as quais temos o atingimento de extremizações, através de expres-

sões sequenciais de f-limites ou através de uma condição necessá-

ria e suficiente em termos de hipogr'áfico de uma função, Mais pre-

cisamente, obtemos a expressao 

nos 

( l') 

( 2.) 

( 3. ) 

+ 
y ' 

seguintes casos: 

-
f, f = 

n 
f(X ) f = 

f(Y+, -f = f, X 
n 

f( IN + 
y ' X )f 

f 

)f = 

= n 

= max 
y ~y 

n 

in f 
X ~X 

n 

e f(Y+)f 

f(X+)f 

r( IN, X 
-
)f. 

n 

lim inf f (x , y ) 
n n n n-++<.D 

= f; 

Também estudamos algumas topologias em Sf(X) (conjunto dos 

semifiltros de X) e encontramos condições para o atingimento de 

extremizações. Mostramos que existe uma topologia em Sf(X) tal 

que para toda f:X-+IR temos a função 1::Sf(X)-+ m. com ~(A)=lim inf~f 

atingindo o mínimo nos subconjuntos fechados de Sf(X). Também mo~ 

tramas que em Sf(X) não existe uma topologia tal que as 'famÍlias 

enumeravelmente saturadas sejam os conjuntos enumeravelmente com-

pactos. • 

No capítulo III estendemos alguns resultados para reticul.!! 

dos, motivados pelo interesse na caracterização da D-convergência 



para funções com valores num reticulado completo L. Mostramos que 

se f:x~L é semicontínua superiormente e X é compacto, então f(X) 

tem um elemento maximal e 

sup {valores maximais de f(X)} = sup f 
X 

Estudamos a compacidade num reticulado completo L usando a 

topologia superior v e obtivemos alguns resultados relevantes r~ 
u 

!acionando: compacidade e os ope radares lim in f. Analisamos ainda 

neste capítulo os resultados análogos sobre a topologia dos inteK 

valos de L. 

Salientamos que muitas questões aqui discutidas ainda consti 

tuem problemas em aberto e achamos por bem colocá-las em evidên-

cia. 

Finalmente no capÍtulo IV, apresentamos um semi-grupo gerado 

por alguns K-limites, estabelecendo relações de ordem entre os 

elementos obtidos. Os r-limites são exemplos particulares dos li-

mitóides introduzidos por G. Greco [ 12 J, motivado pela n teoria 

da medida em relação às fupções de conjuntos monótonas" e pelas 

aplicações às convergências variacionais. 

Os limitÓides e, mais precisamente, os sustentos dos limi-

tóides juntamente com a noção de grelha revelaram ser instrurnen-
• 

tos eficazes para estudar os K-lirnites. Construímos, a partir de 

oito K-lirnites geradores, um semigrupo de vinte e oito elementos. 



CAPÍTULO I 

COMPARAÇÕES ENTRE ALGUMAS CONVERGÊNCIAS DE CONJUNTOS FUZZY EM 

ESPAÇOS ~!ÉTRICOS LOCALMENTE COMPACTOS 

Introdução: 

Em um trabalho recente Kaleva [20] estuda relações entre 

convergências de conjuntos fuzzy em três métricas diversas. Usa 

a métrica de Hausdorff (H) na família das interseções dos hipo-

gráficos com os suportes de conjuntos fuzzy, cartesiano ao 1n-

tervalo [o, l] (sendográficos), introduz uma outra métrica 

(D) na famÍlia de conjuntos fuzzy definindo uma distância entre 

dois conjuntos fuzzy como o extremo superior das distâncias de 

Hausdorf·f de seus conjuntos de níveis e fina-lmente considera a 

convergência (L) dos conjuntos de níveis: uma sequênci9. 

de conjuntos fuzzy converge a f se a sequência dos 

de ' . nlVel.S {f >a} n- converge a 

dorff para todo a E (0,1] 

{f > a} na métrica 

conjuntos 

de Haus 

NÓs consideramos também a r-convergência de conjuntos 

fuzzy, isto é, fn converge a f na convergência r se 

Neste capÍtulo, o ·no~so objetivo é estudar as relações ex1~ 

tentes entre estes quatro tipos de convergências, definidos em 

espaços métricos localmente compactos. 

, 
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Na análise de relaÇao entre as convergências (H) e (f) mo~ 

tramas que essas duas convergências coincidem numa classe sufi~ 

cientemente ampla de Conjuntos fuzzy. Mais complexo é o proble

ma da equivalência das convergências (D) e (f) onde obtemos a 

equivalência numa classe mais restrita de funções. 

Em· particular, a hipótese mais forte que necessitamos para 

esta Última equivalência é que as funçoes nao tenham pontos de 

máximos locais prÓprios. 

f.\e5je '~l'~l'='~k .. ~ é"'"" •~sposo mHnco Loc<>lmc-n±• comp<ldo com d 

rné.tr1c..c1 d. 

• 

, 
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1. Preliminares 

Seja (Y,d) um espaço métrico localmente compacto e sejam A 

e C subconjuntos compactos não vaz1os de Y. A distância de Haus-

dorff entre A e C é dada por: 

max{sup d(a,C), 
a E~ 

sup d(b,A)}. 
bEC 

Para todo subconjunto A de Y, seja Br(A) o conjunto fechado 

{yEY: d(y,~)::_r }. Então h(A.,C)=inf{r>O:CCB (A), AcB (C)}. Se I é 
r r 

o intervalo [0,1]c m, a métrica produto d* em Yxi é definida por 

d*[(y,r),(x,s)}= rnax{d(y,x), Ir-si}. A métrica Hausdorff no produ

to Yxi é denotada por h*. 

Seja {An}nElN uma sequência de conjuntos no espaço métrico 

(Y,d). Os limites inferior e superior de Kuratowski [23], denotª 

dos PJr Li A 
n 

e Ls A 
n 

Li A= {yEY:3 {y } c Y 
n n n 

n>= 

Ls 

"""" 
A ={yEY:3 {y } c Y 
n n n 

respectivamente, são definidos por: 

tal que 

tal que 

• 

y ~y e y EA eventualmente} 
n n n 

y ~y 

n 
e frequentemente}. 

Os limites de Kuratowski sao conjuntos fechados. Também te-

mos: 

Li !\n c Ls A.n 
n>= 11""" 

! 



Li 
J:l"'"' 

e Ls A. 
n 

::; Ls A. 
n 

Os sÍmbolos Li e Ls taffibém denotarão os limites inferior 

superior no espaço produto Yxi. 

4 

e 

Teorema 1.1: Sejam K e Kn, n E IN, subconjuntos compactos nao va

zios de Y. São equivalentes: 

a) lim h(Kn,K)=O 
J:l"'"' 

b) i) Li 
J:l"'"' 

K = Ls 
n 

K = K 
n 

ii) todos os K estão contidos num mesmo conjunto compacto. 
n 

Demonstração: Observamos que a) é equivalente a : dado E>O exi~ 

te EIN tal que para todo temos K CB (K 
n < 

e 

K c B (K ). Provemos que 
< n 

a)implica b). Demonstremos primeira-

ment·e (i), isto é, provemos que Ls 
J:l"'"' 

K 
n 

cKc Li 
J:l"'"' 

K . 
n 

x E Ls 
J:l"'"' 

K · então existem numa sequência de números n' 

Seja 

naturais 

, nk~+oo e uma sequência {x } c y 
nk kE JN 

convergente a X 

tal que para .kE IN. 

Seja c>O; por a) existe tal que se 

1 
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com Daí 

Como K é fechado então xEK. 

Agora seja xEK. Dado c>o; por a) existe n
0

E IN tal que se 

n>n
0 

KcB (K ); logo se n~n 0 temos d(x,x )<s com x EK . Daí 
-1cn n nn 

x -+x e temos x ELi K • Asst-m GS-h!. \"'V'ic.do i). Paro. o6tni'"\'Y.l!:. 1i) ... ~mos o 
n ,_, n 

1 o.-\'0 qi.Ae.. ~ i L.'lu.l~n+e. O:.:l"""tJldO .e chi 3 f> o Su1tut-'l"fh:'rnenie.. ~enoiU 't-le ~(I<) e lOm~. 

Proviemos que b) implica a). Primeiro mostremos que dado E:>O 

existe IN tal que se n2_n
0

, K cB (K). Por absurdo, 
n E 

suponha-

mos que existe E>O tal que para qualquer nEIN existe 

com K ~ B (K). Podemos supor 
n. E 

existem x E 
ni l 

n. >n 
l-

-BE (K). Como os Kn estão contldos num compacto, que chamemos de 

K
0

, então temos {x } 
n .. 

l l 

CK . 
EJN O 

Logo existe uma subsequência, 

chamemos de {x } 
ni 

que converge a x 0 . Vemos que K . 
n 

b) temos x0 EK. Como {xn_}-+x0 
1 

então x EB (K) a partir de 
n. E 

l 

certo 
. 

~ 0 E IN , o que e uma contradição pois x EK -B ( K) . n. n. E 
l l 

que 

Por 

um 

Agora mostremos que dado E>O existe n
0 

tal que se n2n
0 

KcB (K ) • Seja 
E n 

••• ,B (xQ,) com 
E/2 

E>O. Como K é compacto, existem B (x
1

), ••.• 
E/2 

x.EK, i=l, ..•• ,t 
l 

e Kc & B (x.). Como 
i=l e/2 

2 



Li 
n++ro 

K = K 
n 

temos que x.ELi K 
l n 

B (x. )nK >'0 para 
s/2 ~ n 

n>n. 
- l 

n-+ ro 

onde 

i E { 1, .... , P~} ; logo 

h. E IN, iE{l, .... ,t} . Seja 
1 

6 

n
0 

= max {n
1

, ... , n.R.}. Então se n_::._n 0 , e iE{l, •.. ,9.} temos 

B (x.) nK #0. Logo se xEK 
c/2 l n 

temos B (x)nK ~W se n>n 0 , o que lffi 
o n 

plica xEB (K ) para 
o n 

Essa relação entre a métrica Hnusdorff e os limites de 

Kuratowski era conhecida por Hausàorff (vej?i § 28 em [18 J). 

2. f-ConVergência e H-Convergência 

Seja f um conjunto fuzzy em Y; isto é, f:Y~I, onde I é o 1n 

tervalo [0, 1] c m.. O hipográfico de f, denotado por hipo(f), e 

o subconjunto de Yxi definido por 

hipo(f)• f(y,r)E Yxi• r< f(y)) 

e o sendográfico de f, denotado por send(f) é: 

• 
senct~) • hipo(f) n(supp(f)xi) 

onde supp(f) é o suporte de f, isto é o fecho do conjunto {f>O}. 

l 
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Consideremos a seguinte definição de H-convergência na fa 

mÍlia SSSC de todos os conjuntos fuzzy semicontínuos superiormen 

te em Y com suporte compacto nao vaz~o. 

Definição 2.1: Sejam fn, f E.SSSC. A sequência {fn}nE IN H-con-

verge a f (denotamos por fn~f) selim h*(send(fn),send(f))=O. 

""" 
Em outras palavras, a H-convergência é a convergência induzi-

da pela métrica H em SSSC, definida por: 

H(f,g) = h*(send(f),send(g)). 

Seja {fn}n EIN uma sequência de conjuntos fuzzy em Y. De-

finimos os conjuntos fuzzy semicontínuos superiormente 

+ + e f(IN , Y )f para todo yEY por: 
n 

in f 
VEN (y) 

inf
VEN(y) 

onde N(y) é o sistema de vizinhanças de y . 

• 

lirn inf 
n+ro 

lim sup 
n+oo 

sup f (x) 
xEV n 

sup f (x) 
xEV n 

Definição 2.2: (De Giorgi, Franzoni [7]). Uma sequência { fn }nEIN 

de conjuntos fuzzy em Y r-converge ao conjunto fuzzy f {deno-
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tamos por 
r - + 

f 4f) se r(IN ,Y )f = 
n n 

Uma propriedade importante de f-convergência é dada na pro-

posição seguinte. 

Proposição 2.3: (veja [7]). Seja {fn}nÉ IN - . uma seguencla de corr 

juntos fuzzy em Y e seja yn ponto~ffiáximo-de fn. 

então y
0 

é ponto de máximo de f e f(y
0

)= lim 
n4oo 

r Se f -+f 
- n 

f (y ) .• 
n n 

A H-
1
convergência é mais forte que a f-convergência; 

ral temos 

,g_ yn-+yo, 

em ·ge-

- . Teorema 2.4: Uma seguencla {fn}n EIN c SSSC H-converge ao con-

junto fuzzy f se, e somente se, 

(2.1) (i) 

(i i) 

(iii) 

Ls supp(f )c supp(f) 
n 

o suporte de cada 

conjunto compacto 

f 
n 

de 

está contido num mesmo suQ 

Y. 

Demonstração: Pela definição de H-convergência e pelo teorema 1.1 

a sequência {fn}nEJN H-converge a f se, e somente se, existe 

um subconjunto compacto de Yxi contendo send(fn) para todo n e 

(2.2) Ls 
• 

send(f )c send~)c Li 
n 

send(f ) • 
n 

Assim, para provar o teorema é suficiente verificar que (2.2) ' e 
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equivalente a (i) e (ii). Mas esta verificação é imediata atra-

vés da seguinte caracterização da r-cOnvergência [3] : 

(2.3) f ~f 
n 

= Ls 
n-

hipo(f )chipo(f)c Li 
n 

hipo(f ) 
n 

e o fato que a r-convergência de f a f implica 
n 

supp(f)cLi supp(f ) .o 
n- n 

Corolário 2.5: Sejam fn' f E SSSC. ~ seguência {fn}nE rn H-con

verge a f se, e somente se .. f !t 
n 

e lim h(supp(f ),supp(f))oO. 
n 

Demonstração: Como de (2.3) segue que a f-convergência de f a f 
n ~ 

implica supp{f)c Li supp(f ), então pelo teorema (1.1), o teorg 
n 

n+oo 

ma 2.4 conclui o corolário.• 

3. O-convergência e suas relações com as convergências H, L e r 

Seja sssc
1 

a famÍlia de todos os conjuntos fuzzy semicontÍ-

nuas superiormente f em Y com suporte compacto tal que { f;l}i0 . 

. Definição 3.1: (Kaleva [20]). Sejam fn' f E SSSC
1

. A sequência 

lim 
n+oo 

sup 
O<t<l 

D-converge a f (denotamos por 

• 

h({f >t)' {f_;:t}) o o. n-

f ~f) 
n 

se 

I 
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Em outras palavras, a O-convergência é a convergência indu-

zida pela métrica D em SSsc
1

, definida por 

D(f,g) " sup h({f_::t}, {g>t}). 
O<t<l 

Kaleva mostra que a O-convergência é mais forte que a r-con 

vergência. Além disso êle prova que essas convergências sao 

iguais na famíliados conjuntos fuzzy semicontÍnuos superiormente 

e convexos em Y ~ nf com suporte compacto e tal que {f=l} coTI

tém somente um ponto (veja .[20, teorema 3.4]). 

ApÓs compararmos o-convergência e a r-convergência, nos ge-

neralizamos este resultado de Kaleva, mostrando (veja Teorema 

3.10) que as c~mvergências são iguais numa fa"(OÍlia maior de con-

juntos fuzzy f E sssc1 ; mais precisamente f nao tem pontos de 

maximos locais prÓprios (yEY é chamado ponto de máximo local prQ 

prio de f se O<f(y)<l e existe uma vizinhança V de y tal que 

para todo xEV, f ( x) :.::_f ( y )) ou. .e.q_v..\\lo.\.t n1-cm(k / f 'Ylô:.o +~ YYIÓ.~,-......os loc.o.t'i:. 'fWÍ~I'i~ 

(i"' i tl ,t•, d'i >tl I'",, -l=jo -l <f~ l)) • 
1 

Seja f E SSSC e seja r um número real não negativo. Os conjurr 

tos fuzzy [f]r e {f}r em Y são definidos para todo yEY por: 

{

min{l, sup{f(x):r:~EBr(y) nsupp(f))) 

O caso contrarlo 

se yEBr( supp(f)) 

Como para todo tE [o, 1] e r 1 <r temos 

, 



ll 

os conjuntos fuzzy [f] r e {f}r sao semicontínuos superiormen-

te e existe um núffiero real r 0 >0 que depende do conjunto compacto 

supp(f), tal que, para todo r<r
0

, seus suportes são compactos. 

Além disso, 

Lema 3~2! Sejam fn, f E SSSC. A seguência {fn}n Em H-converge 

a f se. e somente se, para todo r>O existe n
0 

E IN tal que P-ª. 

ra todo n_:::n0 : 

(3.3) f< {f } r 
n 

e 

Demonstração: A demonstração deste lema é uma consequência da de 

finição da H-convergência e da primeira igualdade em { 3. 2) . Asstl"'l 

podemos mostrar que para todo par f,g E SSSC 

Lema 3. 3: Sejam fn, f E sssc1 . A seguência { fn} n E JN D-converge a 

f se, e somente se, para todo r>O existe n 0 E IN tal que para to 

e f < [f] r . 
n-
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Demonstração: Da primeira igualdade em (3.1) obtemos que para to 

do conjunto fuzzy u e para todo vE SSSC, u~[v]r se, e somente 

se, para cada tE(O,l], sup{d(y,{v~t}):yE{u~t}}~r. ~ssim, 

todos f, g E·sssc
1 

para 

Como para r>O, [f]r2_{f}r, dos lemas 3.2 e 3.3. obtemos o 

que Kaleva mostrou, isto é, a O-convergência é mais forte que a 

H-converg~ncia. Agora, para analisarmos quando a H-convergência 

(ou r-convergência) é equivalente à o-convergência, nós introdu-

zimos uma função real ~:sssc 1 x[O,+~)~[o,+oo) definida por: 

(3.5) 

L ema 3.4: Sejam f E sssc
1 

~ r>~- Então 

• 
(3.6) ~(f,r)= sup sup{d(x,{f~t)),d(x,{f+r~t}nsupp(f))~r} 

r<t<l 

= sup{d(x,{f~t)),(x,t)E Br(send(f))}. 



(3.7} lim 
r ..O 

q{f,r) ~ sup h{ IT>tl, {f-".t}). 
o <t< 1 

DemonstraÇão: A. demonstração de ( 3. 6) e .direta. NÓs provaremos 

(3.7). 

Observe que para todo r E(O,l) temos 

13 

(J.B) ~(f,r)~max{h({f>r},B (supp(f))), 
- r sup 

r<t<l 
h( {f>tl.B ( {f+r>t})) }. 

- r -

A.ssim ~(f,r)~max{h({f>r}, supp(f)), sup h({f-".t},{f+r-".tl) +r; 
r<t<l 

portanto, como h({f~r},. supp(f)) converge a O quando r+O,por 

(3.8)obtemos que 

(3.9) lim cp{f,r)5_lim 
r-+0 ~o 

sup h({f~t},{f+r~t}). 

r<t<l 

onde o li 1Y1 i te existe porque a quantidade cp ("f, r) e 

sup h(lf-".tl,{f+rl-".tl 
r<t<l 

-sao nao crescentes quando r-+0. Por ou-

tro lado, com um simples cálculo temos que 

(3.10) 1 i.m sup 
r-+0 r<t<l 

' 
h({f-".tl,{f+rl-".tl~ sup 

O<t<l 
h({f>tl, {f-".tl}. 

De (3.8) segue que ~(f,r)-".sup{h({f-".tl. {f+r-".tll :tE[r,ll}-". 

• 

-".Sup{h({f>s}, {f-".s}): sE(O,l-r)} portanto 

(3.11) lim ~(f,r)-". sup h([f>t}, {f-".t}). 
r-+0 O< t< 1 



Finalmente, combinando (3.9), (3.10) e (3.11) temos (3.7) .• 

Lema 3.5: Seja 

e as seguj~tes propriedades,valem 

(3.12) n~
1
supp(fn) é um conjunto relativ?mente compacto de 

LS supp(f )csupp(f) 
n ,.., 

(3.13) {f~1)c Li 
; 

{f ~1} 
n 

então para todo par r, r' de números reais com 0<r<r 1 <1 

(3.14) lim sup m(f ,r)<~(f,r'). 
T n -

'i 

14 

e 

Demonstração: Sejam r e r' números reals tais que O<r<r'<l. Se-

jam a e b números reais tais que a<b<lim sup ~(fn,r). Vamos mo§ 
n'OO 

trar que a<~(f,r'). Por (3.6), 

·cp{f ,r)=sup{d(x,{f >t}):(x,t)EB (send(f )}; como, por (3.12) 
n n- r n 

u{B (send(f ):n>O} é relativamente compacto, então 
r n 

b<lim sup cp(fn,r) implica que existem e 
n+oo 

tais que para todo kErn 
• 

(3.15) B ( send (f ) ) e 
r nk 



(3.16) >t } ) >b. 
nk 
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Como Ls 
n--+cq 

send(f )c send(f) (pela pro~riedade 2.2), temos que 
n 

Ls B (send (f )) cB (send (f)), pois existe um conjunto compac-r n r 

to contendo send(f) e send(fn) para todo n;ass'im por (3.15) 

12 caso: Seja t
0
=1. De (3.12) temos {f=l)cLi {f >t ) 

n--+oo nk- .nk 

obtemos 

; assim 

(3.16) implica que d(x 0 ,{f~l})>a; como (x
0
,t0 ) EBr(send (f)) en-

tão a<cp(f,r); logo, sendo cp(f·,r) não crescente para r decres-

cente, temos a< cp(f,r')-. 

22 caso: Seja t
0

#1. Seja r" = min{r', (l-t
0

)+r-}; por (3.16) obte-

mos (x
0

, t
0
+r-r'')E Br,(send (f}), De (3.1) segue· que 

{f..:::_t
0
+(r-r' ')}c Li 

n~w 

assim (3.16) implica que 

d(xQ,{f;::t
0
+(r-r'')}>a; como (x

0
,t

0
+r-r'')E Br,(send (f)) temos 

a<rp(f,r' '); logo, sendo .cp(f,r) nao crescente para r decresce!!_ 

te, temos a<cp(f,r'). • 

Antes de enunciarmos nosso principal teorema, introduzire-

mos a convergência de nível (veja Kaleva [20 J ) . 

Definição 3.6: Sejam fn,f ESSSC 1 . Dizemos que { fJ n ElN L-conver-
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ge a f, se para todo t E(O,l] , h({fn~t},{f~t})~o para n~+oo. 

É claro que a O-convergência é mais forte que a L-convergên 

cia. ~L-convergência é mais forte quea r-convergência; em geral 

temos: 

Proposição 3.7: Sejam fn,f Esssc1 . A sequência {fn}n EIN ~on 

verqe a f se, e somente se, 

(3.18) 

(3.19)~ tE(O,l], 3 um compacto kt de Y tal que {fn~t}ckt' ~ nE IN, 

(3.20)~ tE(O,l], {f~t}\ff>t}c Li 
n~oo 

{f >t} 
n-

Demonstração: Basta usar O teorema 1.1 e a s~guinte fácil carac-

terização de r-convergência: 

(3.21) ~ tEI,{f>t}CLi {f >t} Ls {f >t}c{f>t}.• n- n-
n-+oo n-+= 

Teorema 3.8: Sejam fn,f ESSSC1 . Se o conjunto fuzzy f nao tem 

pontos de máximos locais próprios, então a seguência {f } 
n n EIN" 

O-converge a-f se, e somente se, r-converge a f e valem as pro-

priedades (3.12) e (3.13). 

Demonstração: Suponhamos que {fn}nE IN O-converge a f; então 
• 

{fn}nE lN H-converge e L-converge a f; pelo teorema 2.4 temos 

que {fn}nEJN f-converge a f e vale: (3.12); por (3.20) temos 

l 
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(3.13). Agora, suponhamos que {fn}n Em f-converge a f e valem 

(3.12) e (3.13), Vamos mostrar que {fn}riEm O-converge a f. P~ 

lo lema 3. 3, basta mostrar que para ~ Y>O 3 n
0

E IN tal que 

para n>n0 temos f< [fJ r e f <[f] r, Assim, seja r>O; pode-n-

mos supor r< l. Seja r' tal que O<r<r'<l. Pelo lema 3.5 temos 

lim sup ~(f ,r)<~(f,r'). Como por hipótese, f não tem pontos 
.n - de 

máximos locais prÓprio"s, por (3.7) temos 
' 

, lim ~(f,r)~o 
r~ o 

e 

in f 
r>O 

lim sup 
n~ro 

~(f ,r)=O. Assim, existem 
n 

e tais 

e 

r
0

>0 tal que ti r' '<r
0 

temos cp(f,r' '}<r, ou seja 

{f} r' '_<[f] r. Pelo lema 3. 2, 3 n EIN que podemos supor n >n 2 I 2 - 1 

tal que para temos 
r 

f<{f } o 
n 

e 
r 

f < {f} o 
n- ?>.ssim 

para 

r 
f<ff } 0 < - n - e • 

n>n temos - o 

Com os resultados obtidos com as convergências H,f,D e L 

podemos resumir em: 
• 

Teorema 3.9: Sejam fn,f ESSSC1 . Se f é um conjunto fuzzy sem 

pontos de máximos locais prÓprios então as seguintes propriedades 

sao equivalentes; 
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a) D f -+f, 
n 

b) f rf 
n 

e valem as propriedades (3.12) e (3.13), 

c) f 'h e 
ll 

vale a propriedade (3.13), 

d) f !tt e vale a propriedade (3.12) n 

Teorema 3~10: Sejam fn,f E SSSC1 . Se o conjunto fuzzy f nao tem 

pontos de máximos locais prÓprios e {f=l} contém somente um ele

mento, então a seguência {fn}nE lli D-converge a f se, e somente 

se 1 H-converge a f. 

Demonstração: Uma consequência trivial da Proposição 2.3 é a se-

guinte propriedade. "Suponhamos {f=l} com apenas um ponto e 

para todo n. Se f f-converge a f e existe um conjunto 
n 

compacto K tal que para todo n, supp(f )cK, então 
n 

{f=1) = 

= Li {f =1} = Ls { f =1}" . Combinando esta propriedade, 
n n 

Teorema 
n+= n+= 

2.4 e Teorema 3.9 obtemos a demonstração .• 

Para verificarmos a independência daspropríedades que ocor-

rem no Teorema 3.9 apresentamos os seguintes exemplos. 

Exemplo 1: Seja Y=I. Definimos .f:Y-+1 e 

• 
f :Y-+1 1 'd 

n 
nE rn , 



se x=O 
por f(x) 

se x;'O 
f (X) 

n 
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Notemos que I= Ls 
n4oo 

supp(f )~ supp (f) - {O} • ~ 
n 

sequência 

{ f } L-converge a f, mas nao verifica (3.12).Eguivalentemen 
n nEIN 

r-converge a f e verifica (3.13) mas nao ver i-

fica (3.12). 

As mesmas conclusões sao verificadas no seguinte exemplo. 

Exemplo 2: Seja Y=JR. Definimos f:Y-+1 e f :Y-+1, 
n 

n E JN , 

por 

e x=O se 
f(x) -

x;'O se 

Notemos que Ls 
n4oo 

{~/n 
se X""Ü 

e f (x) - se x=n n 
• caso contrario 

supp(f ) = supp(f) = {O} , mas nao existe 
n 

um 

subconjunto compacto de Y contendo supp(fn) para todo n. Z\ se

quêhcia {f} EIN L-converge a f, mas nao verifica (3.12). Equi
n n 

valentemente, { fn} nE IN f-converge a f e verifica (3.13) mas 

• 
não ( 3 .12) . 

Exemplo 3. Seja Y=I. Definimos f:Y-+I e fn:Y-+1, ~ n EIN por 
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f(x)=l e f (x)~l-x/n, para todo xEI. Notemos que 
n 

I={f=l} ~ 

Li {f 0 ~1}, = {O} . ~ sequência {fn}nE m H-converge a f, mas nao 
n~oo 

verifica ( 3.13). Equivalentemente, { fn} nE IN f -converge a f e 

verifica (3.12) mas nao (3.13). 

A.. independência das propriedades que ocorrem no Teorema 2. 4 sao observadas 

através dos Exemplos 1 e 2. De fato, no Exemplo 1 teiros que {f } 
n nE IN 

verge a f e verifica (2.1) (ilijmas não verifica (~.1) (ii); no Exemplo 2 

que {fn}n E IN r-converge a f e verifica (2.1) (ii) ma.s não verifica 

(iii) 

r-con-

terros 

(2.1) 

A. independência das propriedades que ocorrem na Proposição 3. 7 sao observa 

das através do Exemplo 3 e o seguinte exemplo: 

Exemp1o 4: Seja Y=[O,+oo). Definimos f:Y-+I e fn:Y-+I, 't:J nE lN , por 

f(x)=l, ~ xEY e 

x/n se O<x<n 
f (x) 
n caso contrário 

De fa+-.o, no Exemplo 3 temos que {fn}n E IN r -converge a f e verifica 

(3.19) mas não Verifica (3.20) i no Exemplo 4 temos que {fn}n E lN r-converge 

a f e verifica (3.20) mas não.verifica (3.19). 



Observações 3.11: 

O Exemplo 1 nos mostra que a L.-convergência não implica na D-con

vergênc ia. De f a to, ternos nes.te e~emplo que h ( tf~-o('}, [fn~ -<..)) = O, 

V.t 10 (0,1], logo fn.!..f; mas sup(tf~<),tf ><>l~ I = 1, V n~JN, logo 
~ .. ao n 

fn f. 

Da observação acima obtemos que a f-convergência nao implica na 

O-convergência (pois a L-convergência implica na f -convergência, 

pela Proposição 3.7). 

O Exemplo 2 nos mostra que a f -convergência não implica na H-con 

vergência. De fato, neste exemplo temos fn~f mas como 

h ( supp (f) , supp ( fn) ) = n, por um teorema de .Kloeden L211 , l fn"") n"-JIJ 

não converge em H. 

OExemplo 3 nos mostra que a H-convergência nao implica na L-con-

vergência. De fato, 

h!lf <1] ,[fn) 1 = L 
n 

neste exemplo temos 
- h nE.JN, entao fn~f. 

f 2l,. f 
n 

mas corno 

Da observação anterior obtemos que ar -convergência nao implica 

na L-convergência {pois a H-convergência implica na f -convergê~ 
cia, pelo Teorema 2.4) e que a H-convergência não implica na O

convergência (pois a O-convergência implica na L-convergência). 



CAPÍTULO II 

EXTREMIZAÇÕES DE f-LIMITES 

Introdução: 

Na-primeira parte deste capítulo determinamos algumas elas-

ses de funções sobre as quais temos o atingimento de extremiza-

ções, através de expressões sequenciais de f-limites ou através 

de uma condição necessária e suficiente em termos de hipográfico 

de uma função. Mais precisaffiente, obtemos a expressão 

f(JN-,Y+,X-)fn(x,y) ""'max 

yn-+ Y 

nos seguintes casos: 

( l') 

e 

(2') f =f 
n + -

f(Y,Xlf= 

- + -
f( IN , Y , X ) fn = 

in f 
x ~x 

n 

lim inf:E (x ,y ) 
n n n 

n~= 

Na segunda parte deste cap·ítulo estudamos algumas topolo-
• 

gias em Sf(X)(conjunto dos semifiltros de X) e encontramos con-

dições para o atingimento de extremizações. Mostramos que existe 

uma topologia em Sf(X) tal que para toda f:X-+ fu temos a fun 

• 
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çao f:sf(X)-+JR com Í(A)==lim infAf atingindo o mínimo nos suQ 

.,conjuntos fechados de Sf(X). Também mostramos que em Sf(X)nâo 

existe uma topologia tal que as famÍlias enumeravelmente satura

das sejam os conjuntos enurneravelmente compactos . 

• 
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1.. Preliminares 

1.1 Algumas topologias em Sf(X) 

Sejam X um conjunto nao vazio e Sf(X) o conjunto dos s~ 

mifiltros de X. 

Podemos identificar cada A ESf(X) com sua função caracte-

rística E2P(X) . t ' X A , ls o e, XA:P(x)~ {O,l} tal que 

~ ~A 

X (A)=l 
A 

se A E A e se 

Assim podemos considerar as seguintes toprüogias em Sf(X): 

1) 's ' a topologia induzida pela topologia discreta de 2= {O, 1 L 

2) T Si, a topologia induzida pela topologia de Sierpinski de 2 

onde a toPologia de Sierpinski de 2 tem como abertos os 

conjuntos {O, l}, 0 e { 1 } . 

Em 's temos que { Aj }j converge a A em sÍmbolos 

's ' 
X~ (A) -+XA(A), 'riA C X, isto ' AE A A· ~A ' se e so se e, se 

J 

temos XA(A)~xA (A)=l, logo existe i o tal que L: i 0 temos 
J 

A E A., se A~ 
~ 

temos X A. (A) ~xA (A)=o, logo existe jQ tal que 
. J 

J 

j 2 jQ A~ Ai; assim Aj 
's 

A ' A n A'.~ se temos ~ se e so se = u 
i j'~ J 

• 
= n 

j 
1<. = lim j inf Aj = lim j sup Aj ou seja 

A = lim A 
j j J"' 
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Também temos que para toda f:X~·ffi, a função t:Sf(X)~m tal 

que !(A)=lirn in~ f 

:=olirn ~ sup '!(A.} ou 
J J 

Em TSi 

T . 
A. ~ 1 A , se 
.J 

e 

temos 

' so se 

é contínua pois !.(A) = lim j_inf 

seja l'(A)=lim l'(A.). 
. j J 

que {A . } . 
J J 

converge 

X A. 
J 
(A).* XA(A),. tr 

a A ' em 

A ex, isto ' e,se 

s{mbolos 

A~ A temos 

X A. (A)~ x0 
J 

onde X o vale o ou 1 pois XA (A)=O para A~ A 

e· toda vizinhança de O na topologia de Sierpinski de 2 
' 

{O,l} ; se temos 

XA. (A)--t XA (A)=l, isto é, existe 
J 

j 0 tal que se 

mos AE A. ass1m X A( A)~ XA (A) ' I;J ACX, equivale 
J J 

L Si 
3 tr A E Aj ou seja A· -+ A se e só 

Jo 
. > . J 
J- Jo 

A cu n A., ou seja A c lim .inf A 
j j '2_j •J J j 

. > . 
J - Jo 

' e 

a 

se 

Também temos que para toda f:X-+JR se A. ]i A 
J 

então 

1' (A).::_ lim j in f 1' ( 'J) ; lo;; o r é semicontínua inferiormente. 

Ob3ervemos que em (Sf(X), T5 } temos como subbase da topolQ 

gia 'r
8 

o conjunto { Â.,:B com A c X e B ex} onde 

• 
h= { AESf(X):AEA } e 'B =(A E Sf(X):B~A) 

Compactos em {Sf(X),L 8 ): 



25 

Temos que Sf(X) é compacto (pois 2 p( X) é compacto) , logo 

' se F é um subconjunto fechado de Sf(X) então F e compacto.. 

' Também temos que Sf("X) é f:Iausdorff, logo se K e um subconjun-

to compacto de Sf (X) então K é fechado. DaÍ concluírros que em Sf(X), com 

top::llogia 1:5 , um _súlx:onjunto é compacto se e 'sÓ se é fechado.-

Compactos em ( Sf {X}, TSi) : 

' ' Se K e um compacto de (Sf(X), "s) então K e compacto 

de (Sf(X), T5i); logo os subconjuntos fechados em 

sao compactos em (Sf(X), Tsi). 

(Sf(X), "s) 

Observemos que todo subconjunto fechado de ' e 

compacto, mas a recÍproca não é verdadeira pois como exemplo te-

mos que se A ex então Â é compacto, mas nao é fechado pois 

o complementar de Â ' e K que não é aberto em geral.Concluímos 

daÍ que (Sf(X) "si) - ' nao e Hausdorff. 

1 .2 FamÍlias de Semifiltros Enumeravelmente Saturadas 

Seja B uma família de subconjuntos de X . 

Dizemos que B é um recobrimento de {A i} i onde 

Á· é um semifiltro sobre X, se para todo i existir um con-
1 

junto 

( A. } . 
1 1 

BEB tal que B E A .• Se 
1 

é saturado (enurne~avelrnente 

A = n A • dizemos que 
i i 

saturado) se para todo seu 

recobrimento (enumerável) se pode extrair um número finito de 

tais que [} Bk E A 
k=l 
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Se pode demonstrar que { A.} . 
1 1 

. 
e saturado (enurneravelmente 

saturado) .se e só se para todo filtro F (com base enumerável)rg 

sulta (A-, f)~ n(A- F-)(*): 
1 i I 

Seja X um espaço topolÓgico e seja A. 
1 

o filtro das vi-

4inhanças de um ponto i, onde i pertence a um subconjunto K; 

então K é compacto (enumeravelmente compacto) se e 
. 

so se 

{A . l. 
1 1 

é saturado (enumeravelmente saturado). 

• 



2. Determinação de Classes de FunçÕes Sobre as quais temos 

= max inf 
y -+y x -+x 

n n 

lim inf f
0

(x
0

,y
0

) 
n-+ +cn 

(*) 
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Algumas classes de funções sobre as quais ternos o atingimen 

to da extremização são: 

Caso 1: Consideremos f =f para todo n EIN, onde 
n 

além disso suponhamos que r(x )f=f e 

existe 

max min 
y-+y x -+x 

n n 

lim inf f(xn,yn). 
n-+ +oo 

f:XxY-+ IR 

Para demonstrarmos este caso basta mostrarmos que 

+ -r (Y ,X )f(x,y)= max r( {yn} N(x) )f onde r( {yn} N (x) )f= 

= min 
x ~x 

n 

então 

yn-+y 

lirn inf f(xn,yn). Como por hipótese 
n-++«> 

+ -
r(y ,X )f=f. 

Por outro lado temos 
+ -f(Y ,X )f(x,y)= sup m~n 

y-+ y x -+x n n 

e 

lim inf f(xn,yn); 
n-++oo 

portanto basta mostrarmos que existe y'-+ y 
n 

tal que 

f(x,y)= min lim inf f(xn,~~). 
x --~o-x ~+oo 

n 

Mas isto de fato acontece pois basta tomarmos 

(*) Esta expressão estâ relacionada com a proposição 4.35 de 

y'=y'd E IN e 
n n 

Attouch-Wets 

1 ] e também com expressÕes sequenciais de r-limites r 15 J. 
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temos min lim inf f(xn,y~) ~ min lim inf f{x ,y)= lim inf(x',y)= 
n+-t<P n x'-+x x ~x n~+ro x ~x 

n n 

= f(x,y). 

Uma outra demonstração deste caso considerando X=Y=ffi pode 

ser dada em termos de hipográfico de uma função com o seguinte 

lema: 

Lema: Seiam f:X-+:ffi e {A.) . uma famÍlia de semifiltros 

x, xt@. Então 

, , 
lim inf A f= n . 

i , 

min 
i 

lim r 
ilt 

. 
se e so se 

de 

't;J hipo f E 
mE[~, -t=) 

n(A .xN(m}) implica , , hipo f E (nA. )x N (m) 
i , 

(A demonstração deste lema é imediata usando o lema 3.4 de Greco 

[ 15 J ) . 

De fato, temos que existe max min 
y-+y x-+x 

lim inf f(xn,yn) is
n-++co 

n n 
. 

to é existe max f( {yn}- , N (x)-)f 
y ~y 

se e so se existe 

n 

min r({yn}+, N(x)+x-t), o que é equivalente a 
y ~y 

n 

min 
y ~y 

n 

lim in f (-f), 
. 

o que e equivalente pelo lema 

a 

{ 
+ + 

( yn) ,N(x) ) 

• 
~ hipo(-f)E 

a E[-oo, + ro) 
n [({yn)+, N(x)+)x N (al] 

yn-+ y 
implica 
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hipo (-f) E ( N (y)-, N (x)+)x N(a). 

Seja y = y ~ nE JN. Então temos ·hipo(-f)~ ({y)+,N(x)+lxN(a) 
n 

isto é h.~po(-f) contém uma rede de se9mentos de mesmo compri-

menta que converge, na direção X, para o segmento limite que 

passa por (x,y,a). Como f(X-)f=f então hipo(-f) ' e fechado 

em X, logo o segmento limite que passa por (x,y,a) também per-

tence a hipo(-f). Como r (Y+)f=f então hipo
3
(-f)(hipográfico 

e·strito ~e -f) é abel-to em Y e como (x,y,a)E hipo
5
(-f) temos 

que existe um retângulo paralelo a Y e paralelo a ffi que con-

têm (x,y~a) como centro, contido em hipo 5 (-f): lR 

y y 

x ······á.... (x,y,a) 
X 

Mas este retângulo pertence a - + (N (y) ,N (x) )x N (a). Assim está 

demonstrado o caso 1 em termos de hipográf.ico de função. • 

Caso 2: Consideremos f =f para todo 
n 

nElN, onde f:XxY-+ JR 

além disso suponhamos que f(Y+,X-)f= f(X-)f. Então exi~ 

te max 
y ~y 

n 

De fato, temos 

Como por hipótese 

sup f({yJ -,N(x)-)f 
yn-+y 

- - + -
;u!'/({yn) ,N(x) )f=f(Y ,X )f(x,y) 

n 

é atingido para y =y para todo 
n 

então 

n E JN. • 
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Caso 3: Consideremos f :XxY-+ IR e 
n 

- + - - -f(JN,Y ,X )f ~f(JN ,X )f .En 
n n -

tão existe max 
y.-+ y 

n 

r ( { y } -, N (x)-) f. 
n 

= f(lli-,Y+,X-)f (x,y). Como por hipÓtese 
n 

ra y =y para todo 
n 

sup 
y+y 

n 

n EJN.• 

• 

é atingido P-ª. 

l 
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).Caracterização TopolÓgica em Sf(x) e Atingimento de Extremiz~ 

çoes. 

Proposição 3'.1: Existe uma topologia em Sf(X) tal que para toda 

f: X -+ 1R temos que a função 

r:sf(X) ~IR 

A r+ lim infA f 

atinge o mínimo nos subconjuntos fechados de Sf(X). 

Para obtermos este resultado definimos em Sf(X) a topologia 

induzida pela topologia discreta de 2, -r
5 

, e obtemos que nesta 

topologia os compactos são os fechados e que r é semicontínua 

inferiormente.· (Veja l. l) Assim ! atinge o mínimo nos 

s_ubconjuntos fechados de Sf(X) .-• 

Observação ~2: Se definimos em Sf(X} a topologia induzida pela 

topologia de Sierpinski de 2, LSi, obtemos que 
. . . 
e SeiDlCOTit]:_ 

nu~ inferiormente e que os compactos na topologia -r 5 sao os 

compactos em Tsi' Assim temos também o resultado mais geral pa 

ra os compactos de 

Proposição 3.3: Não existe em Sf( X) uma topologia tal que as 

famÍlias enumeravelmente saturadas sejam os conjuntos enumera-

velmente compactos. 

Uma primeira observação feita a respeito desta proposição é 

que se tal topologia existisse, ela nao seria Hausdorff pois te-
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mos o seguinte exemplo: 

Seja X= [0,1] n4.2 com a topologia onde os abertos sao os 

subconjuntos A de X taj_s que A n {O, 1 l = 0 ou ' e cofi 

nito. Nesta topologia ternos 

N ( x) = { X } se x;IO e x;l1 com xE X 

N (X) {AcX:OEA A c ' finito } = e e 

N ( 1) {l>.cX:1EA A c ' finito } = e e 

Também temos que (0,1] nQl e [0,1)n Ql sao comoactos mas 

(0,1)nll ' n?o e enumeravelmente compacto. Logo {N{x) :xE (O, 1]n!ll 

e {N (x):xE [0,1) n~ } são enumeravelmente saturados mas 

{ N(x) :x E( O, 1)n Ql} não é enumeravelmente saturado (veja [15 J ) . 
Assim, supondo que existe uma topologia Hausdorff em Sf(X) 

tal que os enumeravelmente compactos são os enumeravelmente saturados, te 

mos que {N(x):xE (0,1]nQ} e { N{x) :x E [o, l) n ll l sao enu-

meravelmente compactos e daÍ sua interseção {N (x) :x E (0,1) n 11} 

ta~bém é enumeravelmente compacto e portanto enumeravelmente sª 

turado: contradição. 

Para obtermos o resultado da proposição, consideramos X 

um conjunto infinito e a uma top::llogia qualquer em X. Se K 

é enumeravelmente compacto 
• 

então { N
0
{x) :xE K} é enumeravelmen 

te saturado. Como cr é uma top.JlCXJia qualquer em X então -sao 

muitas as famÍlias enumeravelmente saturadas e consequentemente 

são muitos os enumeravelmente compactos, logo a topologia seria 

1 
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a caótica. Mas/na topologia caótica nem todo subconjunto enumera 

velmente compacto de Sf(X) é Uma famÍlia enumeravelmente satu

rada, então conclüÍmos que não existe topologia em Sf(X) tal que 

os enurneravelmente compactos sejam os enumeravelmente saturad0s.• 

• 

., 



CAPÍTULO III 

ALGUNS RESULT~OS DE OTIMI7.àÇKO EM RETICULADOS 

!ntrodução 

Apresentamos neste capítulo alguns resultados obtidos no e~ 

tudo de reticulados. ~ motivação destes resultados surgiu do in-

teres se da caracterização da O-convergência ( lema 3. 3 do primeirO 

capÍtUlo) para funções coffi valores n~ reticulado completo. 

Mostramos que se f:X-+L é t.nna função semicontínua superiormente onde X 

é um conjunto compacto e L é um reticulado então f(X) tem um elemento nax2-

mal e sup{valores maximais de f(X)}= sup f. 
X 

Estudamos a compacidade num reticulado completo L. Considerando a toPQ 

lOÇJia super2or 

ra tod.a rede 

v obtemos que se 
u 

temos lllninf 
jEJ 

então A é compacto se, e só se, ~ 

a E A+ . Também mostramos que se 
j 

e A é compacto então existe um elemento maximal em~-

Considerando a topologia dos intervalos obtemos que se f:K-+L é uma 

função semicontínua superiormente onde K é compacto então nõ.D iod~mos c.frl'l?b.rque 1{1<) t fd,JM. 

Hostrarros também que se 

e só se, A+ é v-fechado. 

~ é um subconjunto de L, então A+ é v -compacto se, 
u 

• 
Apresentarros alguns problemas em a"berto, ,como: 

1~) Se X é um espaço métrico compacto e f:X4L, o que se pode dizer dos pontos 

maximais de f(X)? 
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2Q) SeM é um subconjunto de L, v -compacto e Hausdorff, com a topologia indg 
u 

zida de M, o que se pode dizer de M? 

• 
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1. Preliminares 

Seja Ac L onde . L é um reticulado completo. Indicamos 

por X 1\ à função XA :L-+ {O, 1 } tal que vale 1 em A e vale 

O em L-A onde 1 representa o máximo elemento de L e O re-

present~ o mínimo elemento ·de L. 

vale 

J, hj 

lado 

que 

Um reticulado completo é dito completamente distributivo se 

e 

v 
j EJ 

A 

"EJ J . 

v 
iEA. 

J 

f(j,i) = A 

~E~ 

f(j,i) ~ v 
~E~ 

v e 
jEJ 

A f(j,~(j)) onde 
jEJ 

conjuntos vazios, f(j,i) ' um elemento do sao na o e 

~ 
' e o conjunto das funções ~ definidas sobre 

~(j~ A. para todo j. 
J 

reticQ 

J,tais 

Toda cadeia completa é um reticulado completo completamen 

te distributivo (por exemplo a reta estendida IR ou um intervª 

lo fechado da reta) . Ver [ 12] 

• 
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2. Alguns exemploS e resultados num reticulado L 

Exemplo 2.1: Um exemplo de reticulado finito é L= p({ 1, ... ,n}) 

-• "d .f. d L- {O 1}{ 1 ., .. ,n}' . d que poue ser ~ entl 1ca o com - , . ~ss1m po emas 

dizer que os elementos de L são do tipo (a1 , ... ,ai' ... ,an) on-

de ai, i=l, ... ,n vale O ou 1, o extremo inferior de elemen

tos de L será o elemento cujas coordenadas são interseções das 

coordenadas desses elementos e o extremo superior de elementos de 

L será o elemento cujas coordenadas são ·as uniões~rdenadas 

ses elementos. No caso part;icular de 
(1, 1, 1) 

L~ ({1,2,3}), geométricamente obte- (1, 1,0) .::: (O 
~ ........ 

~( mos os seguintes elementos de L 

dicados na figura ao lado: 
(1,0,0) .::-. >< 

,1.1) 

o, 1,0) 

(1,0,1) 
0,0,1) 

(0,0,0) 

Exemplo 2.2: Daremos um exemplo de urna função f:X--+ L 

que nao assume o máximo sendo X um conjunto compacto. 

~((0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} 

' cont1nua 

Temos que X é compacto com a topologia onde consideramos 

= 

= sup {(1,0),(0,1)} {(1,1)} e (1,1)~{(1,0),(0,1)} 

• 
Proposição 2.3: Seja f:X -r L com X compacto e f semicont{-

nua superiormente. Então f(X) tem um elemento maximal. 

disso 
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sup {valores maximais de f (X)} = sup f. 
X 

Demonstração: Para mostrar.mos a primeira parte, basta mostrar-

mos que toda cadeia não vazia de f{X) tem um majorante, o que 

garante, pelo lema de Zorn, que f (X) t'em um elemento maximal. De 

fato, seja { f(x) :x EXO} com x 0 c X uma cadeia qualquer de 

f(X). Temos que para qualquer x E x
0

, {f _>.f(x)} # 0 e fechado 

e esses conjuntos têm a propriedade da interseção finita ( poi_s 

se temos um número finito desses conjuntos, sejam eles, 

{f>f(x.)} 
- 1 

n 
n 

i=l 
{f>f(x.)} 

- l 

n {f _>.f(x)} 
X EX

0 

i=l, ... ,n com 

' 
= {f >f(x )} - n 

' f= ~. isto e, 3 
XE X 

Como X ' e compacto 

f(xl .>. f(x) 

f(X) é um majorante da cadeia {f(x):x Ex
0

} ·• 

Mostremos agora a segunda parte. Seja x 0 E X. Seja 

{ f _::f ( x
0

) } = x
0

• Temos que x0 é compacto (pois é um 

então 

então 

isto 
' 

' e, 

fechado 

no compacto X). Pela primeira parte, f(X 0 } tem um elemento maxi 

' e qualquer então 

sup f < sup {valores maximais de f(X) } . A outra desigualdade e 
X. -

imediata. 

Exemplo 2.4: DaremoS um exemplo onde observamos a não validade 

do resultado: "Se f 
; • I • -e semlcontlnua superlormente entao o con-

junto dos pontos maximais• é fechado". Ou seja daremos um exemplo 
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em que consideramos uma função f semicont{bua superiormente 

mn: valores maximais distintos de f, x~: pontos maximais 

que f(xn)~.mn, xn-)- x 0 mas 

De fato, sejam X= IN u 

x 0 não é ponto maximal de f. 

{ + oo} com a topologia n -+ + oo 

tais 

L= [o, 1] IR. Seja f:x ~L tal que f{n)=x{n}, ~n EJN e f(+ ol=O. 

f·é semicont{nua 

to, para 

superiormente pois 

n E lli, temos f(n)_': 

" 
lim 
VEN(n) 

> lim sup 
N(x0 ) 

sup f(n•) 
n'E v 

VEN(n) temos sup f(n•) == sup ·x{ n'} = X{n' ,n'EV} 
il'EV n'EV 

in f já que se n"E JN 
vE N( n) 

sup f ( n' ) = X{ n) 
n'Ev 

V= JN- {n"}. Também f(+=) >lim sup f(n) 
n#oo 

lim 
n-++oo 

sup f(n) = in f 
k 

sup f(n) = 
n>k 

in f 
k 

X {n:n_):k) = 

Temos f(n): maximal (de f(X)) ~n EJN 

X = n, X = + oo 
n O • 

podemos 

pois 

f. (De fa-

pois se 

e 

tornar 

O). 

Xn-+ x 0 . Mas x 0 nao é ponto maximal de f ( pois 

• 

Exemplo 2.5: Mesmo com a restrição 
r 

f -+f o resultado do 
n ' 

exem-

plo anterior não é válido. O mesmo exemplo acima nos mostra is-



to, tomando f ~f 
n 

'dn E lN. • 

Exemplo 2.6: Daremos um exe~plo em que 

40 

f !;: f 
n e que para todo 

n ElN, An ={pontos maximais de fn} é fechado, mas isto não im

plica que A= {pontos maximais de f} é'fechado. 

Sejam f: JNu { +oo l~[o,l]IR 

f(n) ~x{n)' VnEJN 

f ( + oo) =O 

fl: JNU {+oo}+ [O,l]IR 

fl( l) =x {l) 

fl ( n)=O se n#l, 

fl(+oo)=O 

lNu 
IR 

{ +oo}~ [0,1] 

f
2

(l) ~ X { l) 

'tf nEm 
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fm(n)=X{n}se nE{1, •••. ,m} 

fm(n)=O se n > m, mE IN 

e sup fm(1)=X { 1 }, sup fm(2)=X { Z'}" .. i§. 
m m 

to • f (n)=f(n), ~nEJN f (+oo)=f(+oo), seja e, sup e sup ou 
m m 

m m 

f tf. Assim tr-+f. Também temos 
. 

fechado (pois que ~ e os 
n n n 

pontos maximais sao em número finito) mas A nao é fechado (ve-

ja exemplo 2.4) .. 

• 

1 
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3. "u - Compacidade num Reticulado Completo L 

Consideremos no reticulado completo L a topologia superior 

{indicada com vu)' isto é, a menor top~logia sobre L para a 

qual os intervalos do tipo [a, 1] 

Se A c L definimos 

são conjuntos fechados. 

x <a}= u [o,a] 
a E;, 

Lema 3 ~ l : ,s~e~J~· a,_-';,"-'c'-'L'-'-' -"i\'-'e~·_,c~o~m""'p~a~c~t"-"o'--'s"-"e---'e'-~s~o'--'s"-=e--"~~·---"é---'c~o~m""p~a~c"-'t~o~. 

' Demonstração: Segue do fato que todo recobrimento aberto de i\ e 

um recobrimento aberto de A+ e vice-versa, já que 

daÍ u [b,l]c~;, 
bEB 

implica u [b, 1]c :o ~' 
bEB 

e a recíproca vale porque 

Lema 3 • 2 : _,se!e'-ll. a~m!.__!ê~~e'--'B~_,s;!U;!bêec~ol'n'-j~u,;n"-t"o~s'--'d"e'-_bL~._:V>Oa"-1.1-"'e : 

' se e so se 

Demonstração: Temos: 

u 
tiêB 

pois todo recobrimento de 

recobrimento de A+ e vic~-versa. Agora 

~ 
' e 

n [b,l] c(A'lc~, [vs,:jj c(~'lc~,[vs,:jj nA'=0. 
bEB 
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Proposição 3 _ 3: ,s~e~J~· ~a-~A"-C"-'L'-'-. __cA,_e 00 "_,c~o~m""p~a~c~t~o'--'s"-"e-'e'-~s~Ó'--s"-'e'-

~ [VB, 1] n A+~ ~ implica 
B CL 

ou equivalentemente 

n 
~ ~ [V b.,l] nA+# 0 implica [VB,~ nA+ f-~-

BCL b
1

, .•• ,bnEB i::::l~ 

Demonstração: Segue da definição de compacto por recobrimento e 

do lema anterior.• 

Pro:[X>sição-3.4: Seja Ac:r... A é compacto se e • so se qualquer subcon-

junto dirigido de A+ tem um majorante em M 

Demonstração: Seja B um subconjunto dirigido de A+ ; então 

Como A é compacto, pela proposi 

çao anterior, isto 
. 
e, B tem um majorante em 

Mostremos agora a recíproca, isto 
. 
e, que A é compacto.Ba.â_ 

ta mostrarmos que 'tJ B= L, 

n 

n 
[vb.,1]rn+#~ 

. 1 ~ 
~~ 

De fato, se B c L e ~ [ v b., 1] n A+#~ 
b

1
, ••• , bn EB- i= 1 J.. 

3 
a EA 

n 
V b. < a, 

i=l ]..-

n 
B={V.bi' 

i=l 
{ b.)':' 

l 1=1 
cB}cA.+ e i'i 

então 

é dirigido. 

Por hipótese, B tem um majorante em A+ isto é, 3MEA+ com 

M >Õ ~ 

õE B 
Como BC B então M >b 'rJ 

bE·B 
logo M > VB com MEf.\.-1-

l 
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ou seja ME [VB,l] nA+ , isto é, [VB,l]n/'t f ~·• 

Corolário: Em IR vale: A é compacto se e só se sup A E A ·• 

. 
Problema aberto 3.5: Pela proposição anterior, se e compacto 

então toda cadeia de A+ tem um major,ante em A+ 

em aberto a verificação da recíproca desta afirmação. 

. . 
Proposição 3. 6: ;,S:.§ec:il.!aL..Jl~C:c"-JL"-'- • ..Jl~0eL_Cce_ogJEm~p:;a!,!C;ct~og__ss~eL__e!L--'S!!OL__.SSl.§.e 

~ lim inf E EA"'-. 
f:filtro sobre A 

. • Demonstração: Temos que A e compacto se e so se 

~ 

F:filtro sobre A 

~ 

VEN (x) 

3 X E ~. 
xE ad F 

~ FnV.f ~ 
FE F 

Mas 

= ~ 
af_x 

c 
~. desta 

=~ ~ Fn [a,l] f ~ negaçao 
FE F a< x 

afirmação 
. 
e: 

Permanece 

3 3 F n [a, l]c =~ ~, 3 3 AF>a{::=} 3 [ü,AF]n [O,AFf f~. 
FE F aJ_ x 

A negaçao desta afirmação é: 

~~ [O,AF] c [O,x] ~'> ~ /\F< X~ 
FEF 

• 
sim, ~ 

. 
compacto • 

e se e so 

x E A, ou seja ~ 

FEF a f- x FEF 

~ [o,AF]n[o,x]c= ~ ~, 
FEF 

v "F ::_x = lim inf F 
FE F 

< x. 

se ~ lim inf f~x 
F :filtro sobre ~ 

1 im in f F E A+ • • 
F:filtro sobre A 

~s-

com 

l 



Proposição 3.7: Seja ~c L. A é compacto se e só se 

~ 

{aj }j EJ rede em A 
lim inf 

jEJ 
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Demonstração: Segue da proposição anterior e da relação entre re 

de associada a um filtro e filtro associado a uma rede.a 

Proposição 3.8: ;S'-'e'-~K"---'é'--'vu -compacto então existe um elemento 

maximal em K. 

Demonstração: Seja {ai} iE 1 uma cadeia em K. Temos que para tQ 

do i E I, ' e um subconjunto fechado de K, nao vazio; 

além disso { (p:i' 1] n K:i E I} 

çao finita. Como K ' e compacto, 

ca, que existe 

3 x > a., 
- 1 ~ ' 

1 E I 

xE [a.,l] ~ 
1 iE I 

x E K, isto e, 

K. Pelo lema de Zorn, {ai} iEI 

possui a propriedade de interse-

n [a,,l]n K#~. o que impli-
iE I _._ 

x E K, o que é e qui valente a 

tem um majorante em 

tem um elemento maximal em K.a 

Problema aberto 3.9: ~recíproca da proposição anterior vale? 

Temos a recíproca da proposição em ca-sos particulares: 

• 
Proposição 3.10; Seja ~c L. Se ~ tem apenas dois pontos max~ 

em~a"-"i~s'--'e~n"-'t~ã~o"-----'A'----"é'--~v u- compacto . 

., 
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Demonstração: Sejam ml e m2 os pontos maximais de A. Temos 

A+"[o,m
1

] u [o,m
2
], com [o, m

1
] e [o,m2 ] compactos. Logo A+ 

. 
daÍ e compacte e A também ' pelo lema 4.1 .• e, 

Corolário 3 .11: Se h tem apenas número finito de pontos maxi-

m""a~i~so_~e~n~t"-"ã~o'---"A'---"é--"-v u- compacto . 

Demonstração: Analoga à anterior.• 

Proposição 3 .12: _,S"e'"J.L. a""mc__;Ae.._c::..=L,__:e=.__cM,__:oe.._o:C-"o"-n!..JJ.:. u:;_n"-'t"'o'--'d"'o"-"s-'p"o"n-'-t=o-"s'-'m"'a"-x"-"i-

mais de A. Temos: 

i ) ,S"'e~-'A"--"é~-"v -compacto então - u . A+ = 

ii) a) M é um conjunto desordenado; 

b) Se N é um conjunto qualquer desordenado então os pontos 

-maximais de sao exatamente os pontos 

iii) A é ' v -compacto se e so se 
u 

Demonstração: É imediata.• 

1\+ = M+ · e 

N. 

M ' e vu-compacto. 

Observação ~13: Seja N .desordenado. Não podemos afirmar que 

N ' e vu-compacto. Temos o seguinte exemplo: 

Consideremos L = [0,1] IR com a ordem pontual, 

1 
y;) X(O)' 
2 

' 
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Temos gn t g 1 N' => {g } , g=Vg d N< n n n.>L· 
e também nenhum outro 

majorante de gn pertence a N+ • Logo N não é compacto (veja 

3 • 5} • 

Problema aberto 3.14: Seja M c L, M um conjunto desordenado. Se 

M é fechado ou M+ é fechado então M 
. 
e vu-compacto? 

• 
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4. Aplicações à topologia dos intervalos 

Seja L um reticulado completo. A topologia menos fina ·de 

L na qual os intervalos fe-chados são conjuntos fechados é denQ 

minada topologia dos intervalos sobre L e indicada por v. É 

sabido que ' L, munido dêsta topologia e um espaço compacto, mas 

não de Hausdorff (ver [ 2 ] ) • 

Problema 4.1: Seja f:K-+ L com f semicontfnua suPeriormente e 

K compacto. Perguntamos se f(K)~ é fechado. 

A resposta é não, se considerarmos a topologia dos intervª 

los sobre L. De fato, seja ~fc f(K)+; então 

:.) Vnf(K)-'" =0, isto é, 3 f(K)+n [a,b]c=~ ou seja 
VEN (~ ) a,bEL 

~ i_a,9, j_b 

3 f(K)k [a, b] como O Ef(K)+ então O E [a, b] , o que im-

plica a= O. Como t f... a e a=O então i i. O: absurdo. Assim 

'ti temos 
~EL 

chado.a 

~Ef(K)+ donde f(K)l- L. Logo f(K)~ nao e fe-

Observação: Mesmo considerando a topologia vu temos f(X)-+--L. 

De fato, se ~ H(K)' então 

• 
3 f(K)+c [a,lf=~ ou seja 

aEL 
kfa 

3 v n f(K)'=~, isto 
VEN(~) 

3 f(K)+c[a,l] . Como OEf(K)+ 
aEL 
~f.a 

' e 



então OE [a,l] ou seja a< O isto é a=O. Como 

a=O entãO ti_ O: absurdo. Logo 'rJ. temos 
~EL 
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e 

donde 

Problema 4.2: Seja f:K -+L com f 
'. I 

semlcontlnua superiormente e 

·K compacto. Perguntamos se f(K) é fechado. 

A resposta é não, pois temos o exemplo: 

Sejam L • [O,l]IR 
' 

f 
n • X {n) , n E IN 

B • (f , nE IN} 
n 

Temos que B = B u { Xg.} oride X0 é a função nula. De fato, 

por um lado temos B u {~ } c B pois B c B e para f::::: O temos 

fn \}-+ x0 (pontualmente) . Por outro lado, se g E B então 3 { g .} .cB 
J J 

" isto ' pontualmente; X~ IN com gf+ g, e, g. converge a g se err 
J 

tãq g(x)•O (pois se J<8' IN ' g.(x)•O ~) ; de g/nl~ g(n) temos 
J j 

que ou g = O ou 3 g(n)=l; neste Último caso temos 
n • 

que 

y.(n)=l ou seja g.=f para 
J J no j 2yUi logo Assim 

gE B u{x~l ou seja BC Bulf ~ } 

Como B BU {X~ } ~B então B ' fechado .•. , na o e 

Observação: Temos que B+ é compacto. 
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. . . 
Vimos que A e v -compacto se e so se 

u 
e v -compac

u 

to. Veremos agora que ~ 
. . 
e vu-compacto se e so se e 

v-fechado. 

Proposição 4 . 3: . - ,..j.. ~ 

"S~e~J-"'a~_A"-'c'-'L"'-. -'E~n"-'t~a~o'--'-~'---~e=--...:V u- campa c to se e 
. 

so 

se A.!-
. 
e v-fechado. 

Demonstração: Seja x E l\t. Então existe um filtro F F -+x com 

A+ E F- ; !logo existe um ul trafil tro U U V-+X com U =>F ;daÍ 

vu 
U -+ x com U ::J F ; como é vu -compacto temos x E A"- • Lo-

go A+ . 
e v-compacto. 

Reciprocamente, sejA U um ultrafiltro com A+ EU . Temos 

que U v-+ x para algum x E L pois L é r:ompacto na topo lo-

gia dos intervalos; assim temos A+ E U com 
v 

U -+x ou seja 

x E A+ v que é igual a A+ por hipótese. Logo x E A+. e e 

v-compacto, daí ~ é também vu-compacto.m 

Observação 4.4: Pela proposição anterior temos que • e 

pacto se e só se A+ . 
e v-fechado. Não podemos afirmar que 

e 
. 

~-compacto se e so sB 
. 
e v -fechado. De fato, no proble-

ma 4. 2 consideramos o conjunto B= {X {n} n Elli} onde B 
. 
e vu-com 

pacto (pois s' . 
e v-compacto logo B' 

. 
e vu-compacto o que 

. 
equivalente vu -compacto} B 

. 
v-fechado, e a B mas na o e como 

vimos. 

Proposição 4 • 4: Seja A c L. Então -v • A e compacto. 
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Demonstração: É imediato pois L com a ·topologia dos intervalos 

é compacto.a 

Proposição 4.5: Seja -~CL. Temos que ' e vu-compacto se e 

se os pontos máximos de Ãv estão em ~-

Demonstração: Se 

maximal qualquer de 

b<a e bEA. 

' e v -compacto, pela observação 5.4, A+ u. 

-v -A ; entao b 5_a para algum a E A, 

' so 

' e 

logo 

Para mostrarmos a recíproca basta mostrarmos que A é v-com 

v 
U ~ X pacto. Seja u um ultrafiltro com AE U • Temos que 

para algum x; logo X E Ã'J ' que e v-compacto (pela proposição 

anterior) ; mas -v 
1\ é também Vu-compacto {pois a topologia ' e 

mais fina que 

-v -v 1 

v ) · daí 
u ' 

-V 
max de A {pela proposição (3.12)). 

Como A. CA. + -v e x E A então x E Ãvt "" max de Ave A por hi-

pÓtese. Logo xE A .• 

Proposição· 4.6: Seja A c L. Temos que 

h_\JcÂ,. +. 

1\ ' e v -compacto se e só 
u 

' 

se 

Demonstração: Seja A v -compacto. Então A+ 
u e vu-compacto 

(pelo lemA 4.1) e daí A~ 

Então temos ~Y c A* v ""' A+. 

' e v-fechado (pela proposição 4.3 ). 

Para mostrarmos a reeÍproca, basta mostrarmos que os pontos 

maximais de Ãv estão em A. Seja x um ponto maximal de Ãv 

temos xE A~ ou seja x Ea para algum aE A. CQ 

-V 
mo x e ponto maximal de A então x=a, o que implica xEA .• · 

1 
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Recordemos que se F é um filtro sobre L e x E L então 

' se e so se lim sup F < x. 

1\SSim, lim\!Uf = [lim sup F , l ] . 

Agora, se L é um reticulado comPletamente distributivo t~ 

mos 

vu 
F -+ x se e só se lim sup F = lim in f F = x. 

Se M é um conjunto desordenado de L entã~ M com 

topologia induzida pode nao ser Hausdorff. De fato, se F 

filtro sobre M então limv F em M é dado por 
u 

a 

' e um 

-[ limvu F ~ 1] n M = [lim sup F , 1] n M que pode ser um conjunto 

não unitário, ou seja pode nao_ ser Hausdorff. Se consideramos 

fn = X{n)'n EJN temos Li~ 
u 

{ fn) em B dado por 

[lim sup F, l] n B = [O, l] n B. Se consideramos 

A =lx{n)'nEJNl então A+ na o ' Hausdorff pois e para 

v v 

= { X {n) temos f \)-+ o u 
daÍ 

u 
A+ • f logo f ~ o e F(fn) ~O em 

n n ' n 

Portanto lim sup F(fn) <O o que implica 

v 
lim sup F ( fn) ."_x ~ E A+ daÍ F ( fn) 

u A+ X 4 

X >O • 

Temos que se M ' e um subconjunto qualquer de L então 

l 
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M 
. 
e 

. 
vu-Hausdorff se e so se 

F 
~ IM n [lim sup 
:filtro 

, 1 J I < l; 

sobre M 

Se M ' e vu-Hausdorff, 

M ' e só se 'U 
U : ul tráfil'tro 

sobre M 

IM n[lim sup U , l J I= L 

Problema aberto 4.7: Temos os seguintes problemas em aberto: 

1) Se X é um espaço métrico compacto e .f:X~ L, o que se pode 

dizer dos pontos maximais de f(X)? 

2) Se M ' e um subconjunto de L ' vu-compacto e Hausdorff com 

a topologia induzida em· M, o que se pode dizer de M? 

Proposição 4.8: Seja M um subconjunto de L, vu-Hausdorff. En-

0 t~ã~o"----'M"--'é'--"'v u- campa c to se e só se 
-V 

xE M 

3! 
mE M 

x < m. 

Demonstração: Seja -v 
X EM • Então 

v 
existe um ultrafiltro U :J M, u --+ x, 

v 
isto é lim sup U:;; lim in f U = x. Também U~ m para um Úni-

co m EM pois M e vu-compacto e 

lim sup U :5.. m e daÍ: x < m para um Único m EM. 

A recíproca segue pela proposição 5.6 .• 

• 
Problemas 4. 9: ,s.,ec_J". a;;m!!..__cMc__,e"---'C~_cs;,.u"-"b"c"'o"n"-'-iu""n'-'t'-'o'-'d"-"e--"L. 

a) ,s-"'e~M"-_,ee_' 'V -compacto e 
u 

v u -compacto? 

c é 'V -fechado então 

Então 

CnM ' e 
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A resposta e nao, como veremos no exemplo a seguir. 

' a' ) Se M e desordenado e vu-compacto e c ' e v-fechado en-

tão Cn M ' e v -compacto?
u 
' -~ resposta e nao, como veremos a seguir. 

' vu-compacto e desordenado., corno e a topologia ' e b) Se M 

duzida sobre M? 

Ainda não obtivemos resposta. 

v ig 

c) Sejam M vu -compacto e desordenado com M= { mn } n, mn -+ x 0 . 

Existe n EIN tal que 

A. resposta e nao, como veremos a seguir. 

Obs~rvação de c): É importante n 0 senao temos facilmente 

o exemplo: 

gn -+ ~ pontualmente (isto é v 1) g ~

n 2 

g ""id ;{ gnu fg 0 }} v ~compacto 
n u 

• g,gl, ... -+2 mas 1. ' ' f . 
2 e ~n ~mo de gn para n~ 1(JU"1) 

a) nao vale po1s temos o exemplo: M=(O,l)u {2} v -compacto 
u 

• 
C= [0,1] v fechado 

M nC = (0,1) nao vu-cornpacto 

•• 



a') na o vale pois temos o exemplo: Seja L= [o, 1]1R; Me= ( fn }n 

- ' onde f =(l-1--) 
n 

2
n X 

[O,l/2n] 
Temos que Mo na o e v u-compacto 

ii0 ~M 0 u t x lo l l 

Seja M~M 0 u(x (O} +X(l) l. 

Então M ' e V -compacto e 
u 

V -T 
u 2 

' e nao e \l-fechado. 

M n M 0 u { X { 0 }} "" M 0 na o e 
~ 

-vu-compacto; logo nao vale a') 

c 

c) nao vale pois ternos M.• 

Conclusões 4.10: Seja AL L. Sejam as seguintes afirmaçÕes: 

1) .a._i v u -compacto; 

3) A tem elementos maximais, 

Vimos que 1) => 2) e vemos que 2) => 3) pelo lema Zorn. 

Temos que 3) f 2) e portanto 3) /l) 

Também temos: ' e v -compacto 
u 

' se e so se a) vale 

b) max A 

3) ; 

' e 

v u -compacto . 

. • 
~s seguintes proprledades de vu-compacidade valem: 

i) ~A~~é~~vu-compacto se e só se A c M 

i i) _,A_,___,é _ _,vu -compacto se e só se max A c max A 

55 
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iii) "~-'---'é'---'vu -compacto se e só se max A max l\. 

Problema 4·.11: Temos os seguintes problemas a serem resolvidos: 

1º) .Encontrar uma substituição em b); 

22) Encontrar uma topologia v sobre M desordenado e compacto; 

32) Ver o que significa urna sucessao que converge em M: desord~ 

nado e vu-compacto. 

42) Ver se um conjunto desordenado vu-compacto pode ser o con-

junto dos valores maximais de uma função cont{nua sobre um 

espaço métrico compacto. 

52) Ver. relativo ao nº 4), como sao os subconjuntos M: desorde-

nado e v -compacto, que intercionados com conjunto fechado 
u 

resultam em conjuntos v -compactos. 
u 

• 



C!\PÍTULO IV 

SEMIGRUPO GERADO POR K-LIMITES 

1. "Introdução: 

A idéia de semigrupo gerado pelos operadores fecho e compl~ 

mentar surge em 1920 no trabalho de Kuratowski [22 ] onde são en-

centrados precisamente catorze elementos e são obtidas as r ela-

ções entre esses elementos .. Podemos verificar esse resultado con 

siderando, por exemplo, o conjunto formado pelos nÚmeros racio-

nais do intervalo (a,b), pelos números reais dos intervalos 

(b,c) e (c,d) e pelo número e onde a<b <c<d <e. 

Posteriormente, num trabalho de Hammer [17] publicado em 

1960 encontramos uma extensão do teorema de Kuratowski onde 

hipóteses de Kuratowski são simplificadas. Greco e Dolecki [ .9 ] 

em .1981, usando a ideia de Kuratowski, desenvolvem um 

trabalho relativo ao semigrupo gerado por isotonização e anti-

tonização onde é construÍdo o semigrupo gerado Pelos operadores 

generalizados fecho e interior, Francaviglia e Franzoni-[10] e~ 

"tudam o semigrupo gerado pelos r -limites 

- + 
e f(X , Y ) [veja a introdução geral]. 

' . -Neste cap~tulo estudamos o semigrupo gerado pela composiçao 

de alguns K-limites caracterizados por f-limites [veja definição 1.14], esta-

belecendo algumas relaçÕes de ordem entre os elementos obtidos. 
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1. Preliminares 

Definição' 1.1: Sejam X um conjunto nao vazio e L um reticul-ª 

do completo. Denotando por LX o conjunto das aplicações de X 

em L, um limitoide é um funcional T:bX ~L tal que 

'í} f ,g 
x. 

E L , 'd \f! homomorfismo completo de L em L temos 

l) f :o_g 'T T(f):õ_ T(g) 

2) T(~.f) = ~(T(f)) 

J) T(f) E f(X)L onde f (X) L é 6 sub reticulado fechado de L g~ 

r a do por f (X) 

Definição 1.2: Seja L um re.ticulado completo completamente di.§. 

tributivo, seja onde x
1

, ..... ,xn sao con 

juntos nao vazios e sejam A1 , •... , An famílias de conjuntos 

não degenerados sobre X 1 , .... ;x n respectivamente. Para toda 

sequência finita 

f-limite de uma função ; f E LX 

- a 
n 

+ onde ext =sup e ext =inf. 

de sinais + ou - definimos o 

por 

-a 
1 an 

ext f(x
1

, •• ,x ) 
xEAn n 

Observação 2.3: Todo f-limite é um limitoide [16]. 
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Definição 1.4: O sustento de um limitoide T, indicado st(T}, ' e 

a famÍlia de conjuntos definida por 

st(T) = 

vale 1 em· A e vale O em X-A sendo 1 o 

máximo elemento de L e O o mínimo elemento de L. 

Consideraremos somente os reticulados com mais de um elemeg 

to, isto é, l;iO. 

Observação 1.5: O sustento de um limitoide é um semifiltro, isto 

é, st(T) é uma famÍlia não degenerada e fechada por sobreconjun-

tos [ 12]. 

" Notação: O sustento de A n) e indicado 
n por 

"1 " 
(A1 •···•A,n). 

Teorema 1.6 (de representação dos limites): Se L ' e um reticul2_ 

do completo completamente distributivo, então todo limitoide 
. 
e 

um limite inferior ao longo de uma famÍlia não degenerada. Mais 

precisamente, se T é um lirnitoide então T (f) ::: lim in f St ( T) f. 

Ver[ 12] • 

Observação 1.7: O conjunto SfX, dos semifiltros de X, ' e um re-

ticulado completo com respeito à inclusão de conjuntos e o con-

l 
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junto Lim(X,L), dos limitoides como definidos acima, com X e 

' L fixados, e um reticulado completo com respeito à ordem pon-

tual. 

Teorema 1.8: (de estrutura retl.cular doS limitoides): Se L ' e 

um reticulado completo completamente distributivo então a aplicª 

çao St:Lim(X,L)~ sfX que associa a cada limitoide o seu susten 

to é um isomorfismo entre os dois reticulados. Ver [ 12 ] 

Definição 1.9: Seja X um·canjunto e A c P (X) uma famÍlia nao 

degenerada. ~ grelha de A é definida por 

= {A c/> A n F #- ~ pa~a qualquer F E A } 

Definição 1 .10: Se A e B sao duas famílias de conjuntos, di 

zemos que A é menos fina que B e escreve1IIos A < B se para 

qualquer A E A existe B E B com B c A. Também dizemos que 

A· e B sao equivalentes e escrevemos A =- B se A 2._ B e 

B :'.. A 

Valem as seguintes propriedades sobre a grelha de um conjun 

to. 

Proposição 1 .11: a) Se A cr (X) é uma família nao degenerada então 

b) Se A c P (X ) e B c P (Y) sao semifiltros de X 

e Y respectivamente então (A x B);!b A# x· B#. 
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c) Se A e B sao semifiltros de X tal que 

AC B então A#~ B# • 

d) Se A c P. (X) ' e um filtro de X então 

l ~ A . 
e) Se A c P (X) é um filtro ' e 

um · • A An+en I( A"# Y semJ..:fJ..:ltro 1 .~B 
~oi q~e n B 'f'<Jl 

Gc11 

Proposição 1 .12: a) (A-)- A e 

b) 

a a 
l n-1 

(Al • •• ., An-1 ' 

onde para qualquer base de semifiltros 

·e 

a a 
A 1 A n-1 # # 

=((1, .. ._ 1)xA) n- n 

A e- B , com A x B in 

dicamos o semifiltro gerado pela família { i\xB: A E A e B E B } • 

Como casos particulares temos (A-, B-)=A xB; ( A+,B-)=A#XB 

Demonstração: A parte a) segue da definição de sustento de um li 

mitoide; a parte b) se demonstra usando a definição de r -limi-

te recursiva e o teorema da representação. 

Definição 1.13: Seja f: XxY -+ IR onde X é um espaço topolÓgico 

com a topologia T e Y• é um espaço topológtco com a topolo-

gia cr • Para xE X e yEY sejam Nl(x) a famÍlia das 

vizinhanças de x e N
0
(y) a famÍlia das vizinhanças de y. 

., 
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Para todo par a e B de sinais + ou - definimos: 

f (,a, Jl )f:XxY ~ JR . por (f ( ,a,Jl )f) (x,y) 

e 

por 

Definição 1.14: Consideramos A. cxxY e A' c XxY. Escrevemos 

se 

Proposição 1 .15: A c XxY ternos que (x,y) E K(Ta, J) A. se e só se 

se e so se 

Exemplo . 1.16: Temos que 
. + + 

e K (T , O ) A = A on-
o 

de A representa o interior de A e A o fecho de A. 

Proposição 1 .17: (composição de K-limites): Para A cxxY temos 

que 

' se e so se 
• 

A E u 

Q E (}.f T (x)ã' N a(y) fl) 
n <N,(x)a 

<X:.i'JEn 

1 
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Proposição 1 .18: Existe um isomorfismo reticular entre K~X 

SsfX e rtx onde K~X representa o conjunto dos K-limites 

gerais sobre X (isto é, K· é uma função definida em P(X) com 

valores em P (X) tal que (i) K é monótona ; (ii) K(~)=~ 

(iii) K(X)=X), SsfX representa os seletores de semifiltros so-

bre X e ftx representa os f -limites sobre X. [ 16 J 

Observação 1.19: Notamos facilmente que tanto a composição de 

K-limites quanto a composição de f-limite é associativa. 

• 
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- - +. -2. O Semigrupo Gerado pelos K-Limítes: K(c ,O ), K(c ,O ) 

-+ ++ +- -- + + K( O) K( O) K(o ) K(o 
'

" ), K("#-,olr) e K(-# ,o# ) "( 1 1 "[ 1 1 ,'t 1 '- c C"" 

' 
o~de O é a copologia caótica de Y e L é uma topologia em X. 

Teorema 2.1: O semigrupo gerado pelos K-limites K(T~,O-),K(c+,O-) 

K(T-,0+), K(T+,O+), K(O+,T-), K(O-,T-)~ K(T#-,o#-) e K(-r#+,o#+) 

Para obtermos o teorema acima utilizamos os quatro 
! 

lemas 

abaixo onde para efeito de simplificação de notação usamos K(La) 

a -para representarmos K( t ,, y) s~ndo a topologia discreta 

em Y 
. a 

e usamos K(O ) para representarmos - a 
K(l X' O ) sendo 

a topologia discreta em X e onde a repr~senta os s2na2s + 

ou 

Lema 2.2: Temos as seguintes decomposições dos K-limites do teo-

rema 3.1: 

6) K(O-, T+) ~ K(O-).K(T+) 

7) K(cil"',o#-) ~ K(O+)K(T+) 

• 
Lema 2.3: Para qualquer sequencia a 1 , a 2 , de s1.-

nais + ou - temos: 
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a a a 
K( T 

2
)K(0 3 )K( T 4 ) 

Lema 2.4: Para a representando os sinais + ou temos: 

Lema 2.5: Para todo par a e e de sinais + ou - temos: 

1) K(Ta)K(0 8 )K(Ta) = K(OS)K(Ta) 

2) K(T "')K(-r S)K(T a)K( ~) ~ K(T a)K(T 8) o 

Esses lemas sao facilmente demonstrados. ~ fim de ilustra-

çao demonstraremos que - + - + -
K(-r )K(O )K(-r ) = K(O )K(-r ) o Para isto, 

mostraremos que 

+ -=f(O )f(T )f~o 

De ~ato, temos que sup inf XA(X,y) 

+ -
r(o )r(-r lx~(x,yl = • sup sup 

yEY UEN (x)· 
in f 
xE u 

U.éN(x)xEU 

x11J5i,yl = h(x,y) e 
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sup inf h(X,y) = 
UEN(x)xEU 

sup inf sup 
UEN (x) xEU yEY 

.§Up inf 
UEN (x) ~EIT 

É claró que j(x,y) :s_ h(x,y). 

Agora 

Assim 

j(x,y) ?:_. sup 
UEN(x) 

> sup 
UEN(x) 

in f 
XEu 

sup 
yEY 

sup 
yEY 

in f 
XEU 

= sup sup inf XA(;:{,y)= h(x,y). 
yEY UEN (x) XEU 

- + - + -r(, H<o )K(, lx,. ~r <o lr<' lx,. . • 

Com os resultados dos lemas anteriores obtemos os seguintes 

elementos: 

a) oito elementos resultantes de duas composições: 

• 



b) oito elementos resultantes de três composições: 

K( T+) K(T -.)K(O+)K( T+) 

K( T+)K(T -)K(O-)K(T +) 

K( ,- )K(T + )K ( O+)K(T.-) 

K( ,- )K(T +)K( 0-)K(T-) 

K( T+)K(T -)K ( T+)K(O+) 

K( T+)K(T -)K( T+)K(O-) 

K(T-)K(T+)K(T-)K(O+) 

K( T-)K(T+)K( T-)K(O-) 

c) quatro elementos resultantes de quatro composições: 

K(T-)K(T+)K(T -)K(O+)K(T+) 

K( ,- )K(T.+)K( T -)K(.O-)K( T +) 

K(T+)K(T-)K(T+)K(O+)K(T-) 

K( T+)K(T -)K( T+)K(O-)K( T-) 

67 

que com os oito elementos geradores do semigrupo totalizam 28 ele

mentos. 

Podemos estabelecer as seguintes relações de ordem entre os elernen 

tos do semigrupo: 

a) entr~ os elementos geradores do semigrupo: 

e • 
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Essas desigualdades sao facilmente obtidas usando as pro-

priedades de grelha. 

b) entre os elementos resultantes de duas composições; 

e 

c) entre os elementos resultantes de três composições: 

e 

d) entre os elementos resultantes de quatro composições: 

e 

Essas relações estão colocadas no quadro a seguir onde ca-
• 

da segmento ligando dois elementos representa uma relação da ordem entre 

eles sendo que o "elemento naior" é aquele que está acima do outro 

elemento. 



+. -
(r )K(r 

- + - -K(t )K(r )K r )K(O )I<( r 

+ - -
K(r )K(r )K(O )K(r 

- "-~---~- -~ -- -

69 

+. + ..; 
K{t )K( )l<{t ) 

+ - + ,-:+ -
(T )Kft )K T )K\0 )K(: } 

K(t-)K(t+ {0-)K(r-) 
K(r K(O-) K(.' K(O-)K(t-) / 

~ - ----
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Outras relaçÕes entre os elementos do semigrupo gerado sao 

obtidas dos seguintes lemas: 

Lema 2.6: ~ ~I • • • o I a ' m 
~\, .... , Bn, ex, 8 e Y representando 

os sinais + ou temos: 

a a S S 
a) Se K(t 1 ) ••• K(' m)K(Oa):_ K(' 

1
) ••• K(' n)K(OS) então 

a a 6 S 
K(,Y )K(, 1 ) .•• K(' m)K(Oa):_ KÜ y)K(' 1 ) ••• K(' n)K(OS) onde 

a a S S 
K(' 1 ) .•• K(' m)K(Oa)K(,Y) < K(, . 1 ) ••• K(' n)K(OS)K(,Y) onde 

l~m, n<3 

a a a 8 8 
b) Se K(' 1 ) ..• K(' m- 1 )K(O"JK(' m):_K(' 1 ) ••• K(' 

0
)K(OB) então 

a a a S S B 
K(,Y )K(t 1 ) ••• K(' m-1 )K(O"JK(' m) < K(' y)K(' 1 ) .•• K(' n)K(O ) on-

de l.::_m, n2_2. 

c) Se 
a.l am 81 8 n-1 B 8n 

K(, ) •.. K(' )K(O") ::_ K(, ) ••. K(, )K(O )K(' ) então 

de l::_m, n::_ 2. 

• 
d) Se 

a a a 
K(, 1 ) ••• K(, m- 1 )K(Oa)Kh m) 

então 
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onde 1 2_m, n < 2. 

Lema2.7: ~ a 1 , ... , aro~ 61 , ..• , Bn,' a e 8 represen-

tanto os sinais + ou temos: 

a) Se 
a:;l (Xm 0:. 81 'sn Q 

K( T ) •.• K(T )K(O ) < K(T ) ••• K(c )K(O") então 

K(T 
o: 1 aro a + 8 1 8 n 6 

)K(T ) ••• K( T )K(O ) :':_K(T )K( T ) ••. K(T )K(O ) 

1~- m, n < 2 e 

a a 1 m a -
K( T ) ••• K(T )K(O )K( T ) 

1.-:_m, n~3. 

b) Se 
o;l am-1 a am 

K( T ) ..• K(T )K(O )K( T ) 

de 1.:::._ m, n_5.2. 

s . 
l :':_K( T ) ••• K( 

onde 

onde 

então 

a a S S S 
c) Se K( T l) .•• K(T m)K(Oa) :':_ K( T l) ••• K(T n-l)K(OS)K( T n) então 

a a S S B 
K(T-)K( T l) .•• K(T m)K(O a)< K( T+)K(T 1 ) ••. K( T n-l)K(OB )K(T n) on-

de l2_m, n< 2. 

d) Se 

• 
então 

1 
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onde l.s_ m, n < 2 . 

a a . 8· S 
e) Se K(T 1 ) ••• K(Trn)K(O"J-<K(T 1 ) ••• K(Tn)K(OS) então 

a1 a s1 s s 
K(T ) ... K(T rn)K(Oa) ~K(T ) .•• K( T n)K(Q )K(T+) onde 1 ~rn,n~ 3 

a a · S S 
K(l 1 ). · • • K( 'T m)K(Oa) 2._K(1:+)K( 't 

1 ) .. . K(l n)K(O S) onde l<m:::_3 e l<n:::_2 

a a S S 
K(T-)K(T l) ••• K(T rn)K(O"J~K(T 1 ) •.. K(T n)K(OS) onde l<m~2 e l~n~3 

(}. (}. s s 
K(T l) .•• K(T m)K(OCJ.)K(T-) < K( T l) ••. K(T n)K(O S) onde l~ rn,n ~3. 

o: o: o:. S B 
f) Se K(T 1 ) .•• K(T m-l)K(O"JK(T m)~K(T 1 ) ••• K(T n)K(OS) então 

a 0: a sl 8 s + 
K(T l) ••. K(T m-l)K(QCJ.)K(T rn) ~K(T ) ••• K( T n)K(O )K(T j onde 

l.:::_m, n:::_3. 

a a o:: S S o 
K(T 1 ) ••. K(T m-l)K(OCJ.)K(T m) ~K(T+)K( T 1 ) ••. K(T n)K(O ~) onde 

l<'(n<3 e l<n<2 
- :- al - -a 1 a sl sm s 

K(T-)K(T ) ..• K(T m- )K(Oa)K(T m)<K(T ) •.. K(T )K(O ) onde l~m<_2 e l<n<3 

a a S S S S 
g) Se K( T 1 ) .•• K(T m)K(Oa)~K( T 1 ) ••• K(T n-l)K(O )K(T n) então 

o: o: a +S 13 s..S 
K(T 1 ) •.• K(T m)K(O )~ K(T )K(T 1 ) .•• K(T n-l)K(O JK(T n) onde 

1 < m < 3 e l<n<2. 

" " (}. s s s s 
K(T 1 ) ••. K(T m)K(O )K(T-) < K(T l·) ••• K(T n-l)K(O )K(T n) onde 

~ 

1 :::_ m, n _:::_ 3. 

a a S S S 
K( T-)K( T 1 ) ••• K( T m)K(O "i< K( T 1 ) •.. K( T n- 1 )K(OS )K(T n) onde 

, 
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1 < m < 3 e 1 <D< 2. 

h) 

então 

onde 1 < m < 3 e 1 < n< 2. 

onde 1 < m < 2 e l<n< 3. 

• 

, 
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