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INTRODUCAQ

Nos ultimos anos, motivados por problemas quase sempre origi
nados de situacdes fisicas,, os matemdticos tém desenvolvido estu
do sobre varios tipos de limites. Nesse contexto a teoria da
I'-convergéncia, introduzida por E. de Giorgi e T. Franzoni [7 7],
ganharam destaque principaimente no gue se réfere ao estudo de
.Célculo de Variacdes, problemas de Equa¢des Diferenciais, Teoria

de Controle e problemas de Min-Max, Andlise Convexa, etc.

Com relacac aos problemas de limite, para as equagdes .dife-
renciais parciais eliticas de segunda ordem a T'-convergéncia tem
papel de destaque, conforme podeﬁos verificar no exemplo seguinte
[24 ]. Consideremos uma sequéncia de problemaé de contornc unidi
mensional com as equag¢oes diferenciais de segunda ordem

(1) (£)2%) = £ (t) com u(a) = u(b) =0 en €m

_ 9y
at " %n

onde P, sdao funcbes reais mensuraveis definidas = no intervalo

[a,b] contido em IR tais que

0<kl<mn(t)ik2<+m , Yt € [a,b], ¥Y¥n€ IN e fn € Lz(a,b).

~ . - - 2
Se a sequéncia (wn) 1. @ml {fracamente em L“(a,b)) e

(fn) +~ £ em Lz(a,b), entdo a sequeéncia (un) de solucgoes de (1)



il

converge uniformemente em [a,b] para a solugdo u_ da equagao

d du
aE((Pm a'T_') = £ com ula) = u{b}) = 0
Agora, se encararmos este problema do ponto de vista variaci
onal, considerando (1) como a equagao deé Euler-Lagrange do funcio
nal integral, podemos ver a grande afinidade entre a teoria da
I'~convergéncia e o método direto do Cdlculo de Variagdes:

b
. . du,2 _ .
Sejam Fn(u) = J [@n(dt) 2fnu]dt, vooE W

=4

temos

(2) 1lim min{Fn(u): u(aj = u(b) = 0} = min{F_(u):u(a)=u(b)=0}

e :
cnde: F € obtido de Fn substituindo P, © fh por ¢ e f , respec-
tivamente.

Podemos assumir que a seguéncia (¢n) converge fracamente em
Ll(a,b) a uma fﬁngéo L diferente de ¢+ Neste caso, a sequéncia
de funcionais (Fn) converge pontualmente em Lz(a,b) a um funcio-
nal G diferente de F_.

Por outro lado, em geral, convergéncia pontual ndo garante
convergéncia do valor minipo como em (2). Um tipo de convergéncia
na qual (Fn)+ F_, que se enquadra nas hipdteses, e que implica na
convergéncia dos valores minimos é exatamente a TI'-convergencia.Cg

mo ilustracdoc deste exemplo de aplicagido, observamos que, com a
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ajuda de resultados gerais da teoria da T-convergéncia, = podemos

ainda eecrever (2) na forma generalizada:

b
{(2') 1im min{Fn(u) + J p{t,ul(t)dt):ulal= u(b) = 0} =-
n>+eo -
a
b
= min{F_{(u) + J O(t, u{t))dt: ula) = u(b) = 0}
a

onde ¢:[a,b] x IR+IR é uma fungdo continua e limitada [ 24 |.

A definigdo de T-limite estd intimamente relaciocnada -com os
operadores 1lim inf e lim sup. Sabemos gue dada uma fungao f de-
finida em um espago topolégico X com valores IR = IRU {40, <=}, te-

mos que:

£,(x) = 1im inf £(x') = sup inf f(x')
X '+X UENX(X) x'Eu

onde Nx(x) & a familia de vizinhangas de X na topologia de X. Lo-
go: a operagdo que transforma f em f, consiste de duas operagoes
sucessivas, a primeira associa f a uma fungao de conjunto e a sé—
ggnda associa tal fungao de conjunto a f,- Desta forma o cperador
1im sup ¢ uma éimplificagao de duas operagoes. As mesmas conside-
ragdes valem para o operador lim sup definido por

-

lim sup £{(x'} = inf sup f{x').
x'ox UE}\S((x) x'€y
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Mo casc das fungOes de mais de uma varidvel podeﬁos conside-

yar muitocs outros operadores construidos de modo andlogo. . Por
exemplo, pafa

g: X x Y >IR (X e Y espagos topoldgicos)

podemos ter

H .

gix,v)

!

sup inf sup inf g(x', yv')} ,
Ve, (y) UENX(X) X'€EU  Y'EV »

T ou para
h: X x Yx Z->IR (X, Y e 2 espagos topoldgicos)

hi(x,v.z) = sup inf sup inf 'sup inf hi(x',y',z'}.
UENX(X) VE&&(Y) WENZ(Z) z2'EW y'eEV x'€u
A combinagao das operagoes lim inf e lim sup dao origem a ou
tros operadores compostos.
| 0s T'-limites sao “1imites hibridos" aplicados a estes opera-
dores compostos:
Seja (fn) uma sequencia de fungdes definidas num espago topo

16gico X com valores em IR. Definimos:

1) T(X") 1im inf fn(x) = sup . lim inf inf fn(x')
n-+o ue jx) n-—>+ow x'EU
2) T(X ) 1lim sup f_(x) = sup 1im sup inf fﬂ(x‘)

N>+ n UE N(x) n+e  X'Ey



3) T(x") lim inf £ (x) = inf  1lim inf sup £ _(x')
' no>+om VEN(x) N>+ x'ey 1
4) r¢x") 1lim sup fn(x) = inf lim sup " sup f_(x')

n->+oo UEN (x) n-++ow x'Eu

-

Dizemos que (fn) é T(X ) convergente a f£{x) se

I'{X ) 1lim inf £ {(x) = T'(X )} 1lim sup £ _(x) = £(x)
n->-+o n N+ 4o n

e denotamos por T{X ) lim fn(x) esse valor comum,

1 N _
Analogamente denotamos per T(X') lim fn(x) se

I‘(X+) 1im inf £ {(x} = I‘(X+) lim sup f£_(x}.
note O T+ -+oo n

~ ) . ot .
Observagaco: Por simplicidade, denotamos I'(X ) 1im inf fn(x) per
N>+,

r(m , x*)y £.(x) = inf sup inf sup £(x")
UEN{x)} m+e  k>n x'€u

Analbgamente,

r(mw'x*) £ (x) = inf inf sup sup £(x')
n UEN{x)} mte k>n  x'€Eu

r{m ,Xx ) £ (x) sup sup inf inf f£(x')
: n UEN(X) mr+e kon  x'€U

i

P(n&]x—) fn(x) = sup inf sup inf f£{x').
UEN(x) m+o k>n  X'eu
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Exemplo: Podemos verificar facilmente que a sequencia (fn) de

fungoes reais definidas por

0 . se x < 1/n

2n{x-1/n) se 1/n < x < 3/2n

.fn(x) - 4'—21'1(x-—2/r1)- ée 3/2n < x £ 2/n
| 0 ’  se x > 2/n

\

*

e T(Hf) convergente (com a topologia usual de IR) & fungao

f{x)

i

e desta forma temos a estabilidade dos valores de maximos das fun
goes fn.
Se X e Y sdo espagos topoldgicos e f:XxY - IR podemos defi-

nir limites hibridos tais como:

T(x , Y ) lim f(x,y) = sup sup inf inf f(x,y)-
XK VENYFVO) UE@((XO) XEU  yEV
Y*YO

Neste caso, temos por exemplo Jue se

-

f(x,y) se (x,y) € axB, AcX e BCY

g{x,y) = .
4o casc contrario
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entioc T(X ,Y) limg = I'X ", Y ) lim f.

Uma generalizagao dos T-limites foi dada por G. Greco [11 ],

A

considerando A

" An bases de semifiltros, .respectiva-

2: =

mente sobre conjuntos nao vazios Xl, X2, ceer X & Ay Cprenn, @

n by

-~ ) . - . r + -
uma sequencia finita de sinais + ou -, sendo ext = sup e ext =
= inf:

o o -a - | o o
.y Ann)lim £ = ext ... ext 1 ext L... ext niﬂxl,“,xn)

I‘ (A. 1 r - a
A nEAn Ale'aﬁ. xlEAl anAn

onde £ & definida sobre X, x X, x ... x X com valores em um reti

culado completo.

A teoria .da l-convergéncia tem um aspecto diferencial notavel, per-
mitindo unificar vdrios problemas de perturbagbes e de convergéncias  em

otimizacao.

Neste trabalho propomos, no Capitulo I, estabelecer a I'-con-
vergéncia como uma possivel sintese de varios tipos de limites.
Consideramos a I'-convergéncia de conjuntos fuzzy e estudamos as
relagdes existentes entre este tipo e as convergencias (H), (D) e
(ﬁ) de conjuntos fuzzy. Quanto a relagac entre as ' convergéncias
(H} e (T) mostramos que elas coincidem numa classe suficientemen-
te ampla de conjuntos fuz2y., Porém, na relagaoc entre as convergég
cias (D) e (I') obtemos a equivaléncia numa classe mais restrita
de fungdes, isto e, necessitamos gue as fungoes nao tenham pontos

de maximos locais proprios.
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No capitulo IT determinamos algumas classes de funcdes sobre
as quals temos o atingimento de extremizaéaes, através de expres-
sdes sequenciais de T-limites ou através de uma condig3o necessi-
ria e sufidente em termos de hipogrdfico de uma fungdo. Mais pre-
cisamente, obtemos a expressao

+

NG - = i im inf.

(m, v, X )fn(X,y) max inf 1im inf fn(xn’ yn)
Y Y X X n-++o
n n

nos seguintes casos:

(12) £ = £, T(X)f = £ e T(Y)f = £;

(22) £ = £, T(Y", X )f = T(x")f

_ _ . B _ E )
o —_—
(32) T{I¥ ,Y,x)fn-r(m,x)fn.

Também estudamos.algumas topologias em Sf£f(X) (conjunto dos
semifiltros de X) e encontramos condig¢des para o atingimento de
extrgmizagSes. Mostramos gue existe uma topologia em Sf{X) tal
qué para toda f£:X+TR temos a funcdo £:Sf(X)» R com F(A)=1lim ianf
atingindo o minimo nos subconjuntos fechados de Sf(X). Também mos
htramos gue em Sf{X) nd3c existe uma topologia tal que as 'familias
enumeravelmente saturadas sejam os conjuntos enumeravelmente com-

pactoé. -

No capituleo III estendemos alguns resultados para reticula

dos, motivados pelo interesse na caracterizagao da D-convergencia
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para fungoes com valores num reticulado completo L. Mostramos gue

se f:X+L € semicontinua superiormente e X & compacto, entio f£(X)

tem um elemento maximal e

1

sup {valores maximais de f(X)} = sup f
' X
Estudamos a compacidade num reticulado completo L usando a

topologia Superior v, © obtivemos alguns resultados relevantes re
1a¢ionandoscompacidadele os ope radores 1im inf. Analisamos ainda
‘neste capitulo os resultados andalogos sobre a topologia dos intexr
_valos de Lf

Salientamos qﬁe muitas questoes aqui discutidas ainda consti
tuem problemas em aberto e achamos por bem colocda-las em evidén-

Cla.

Finalmente no capitulo IV, apresentamos_gm semi-grupo gerado
por alguns K¥limites, estabelecendo relagCes de ordem entre os
elementos obtidos. Os f-limites sao exemples particulares dos 1li-
mitéides introduzidos por G. Greco [ 12 ], motivado pela " teoria
da medida em relagdoc as fungdes de conjuntos mondtonas" e pelas

aplicagdes as convergéncias variacionais.

0s limitdides e, mais precisamente, os sustentos dos limi—
toides juntamente com a nogﬁo de grelha revelaram ser instrumen-
tos eficazes para estudar os K-limites. Construimos, a partir de

oito K-limites geradores, um semigrupo de vinte e oito elementos.



carfrurLo 1

COMPARACOES ENTRE ALGUMAS CONVERGENCIAS DE CONJUNTOS FUZZY EM

ESPAGOS METRICOS LOCALMENTE COMPACTOS

Introducao:

Em um trabalho recenfe Kaleva [QQ] estuda relag¢oes entre
convergéncias de conjuntos fuzzy em trés métricas diversas. Usa
a métrica de Hausdorff (H) na familia das intersegdes dos hipo-
graficos com os suportes de conjuntos fuzzy, cartesiano ao in-
tervalo [0,1] (sendpgréficos), introduz uma outra métrica
(D) na familia de conjuntos fuzzy definindo_uma distancia entre
dois conjuntos fuzzy como © extremo superior das distancias ée
Hausdorff de seus conjuntos de ﬁiveis e finalmente considera a

convergéncia (L) dos conjuntos de niveis: uma segusncia {fn}nE]N

de conjuntos fuzzy converge a £ se a seguéencia dos conjuntos

de niveis {fn_ga} converge a {f > ¢} na métrica de Haus

dorff para todo a € (0,1] .
N6s consideramos também a I-convergéncia de conjuntos

fuzzy, isto &, £, converge a f na convergéncia r se
- 4 + _+
(W ,y )i = raw ,ve =£ [ 7].
Neste capitulo, o no8so objetivo é estudar as relagoes exig

tentes entre estes guatro tipos de convergéncias, definidos em

espagos métricos localmente compactos.



Na analise de reladao entre as convergéncias (H) e (T) mos
tramos que essas duas convergéncias coincidem numa classe sufi-
cientemente ampla de conjuntos fuézy. Mais complexo & o proble-
ma da equivaléncia das convergéncias (D) e (I') onde obtemos = a

equivaléncia numa classe mais restrita de fungdes.
Em particular, a hipdtese mais forte que necessitamos para

esta Nltima equivaléncia & gue as fun¢o®s nao tenham pontos de

méximos locais proéprios.

Neste eaptdulo, Y & um espaco métrico localmente compacto com a

metlrica d.



1. Preliminares

Seja (Y,d) um espago métrico localmente compacto e sejam A

e C subconjuntos compactos nac vazios de Y. A distancia de Haus-

dorff entre A e C é dada por:

h{(a,C) = max{sup d(a,C), sup d(b,a)}.
afa beC

Para todo subconjunto A de Y, seja Br(A) o conjunto fechado
{y€yY: a(y,a)<r }. Entao h(A,‘C)=inf{r>0:c<:Br(A), AcBr(c)}. Se I é
o intervalo [0,1]¢ IR, a métrica produto d* em YxI é definida por
d*&y,r),(x,s)}= max{d(y,x)}|r—s|}. A métrica Hausdorff no produ-
to ¥YxI é denotada por h%,

Seja {Rn}nEIN uma sequencia de conjuntos no espago métrico

(Y,d). Os limites inferior e superior de Kuratowski {23], denota

dos por Li An e Ls An respectivamente, sac definidos por:
e o

Li A = {y€Y:3 {yn}n © Y tal que y >y e ynEAn eventualmente}

Ls Ah=hﬁx}3 {yn}n c Yy tal que y 2y e vy €A frequentemente}.

-~

Os limites de Kuratowski s3o conjuntos fechados. Também te-

mos.:

Li An C Ls A
o e

n.



Os simbolos Li e Ls. também denotari3o os limites inferior e

superior no espago produto ¥YxI.

Teorema l.l: Sejam K e Kn' n €N, subconiuntos compactos nac va-

zios de Y. Sao_eguivalentes:

a) lim h(Kn,K)=O
T

b) i) Li X_=Ls K_ =K
n 1
n—Hx:I 1o

ii) todos os Kn estao contidos num mesmo conjunto compacto.

Demonstragao: Observamos que a) € equivalente a : dado £>0 exis

te n, €IN tal que para todo n > ng, temos KnCBE(K ) e

K ¢ Be(Kn)' Provemos que a)implica b). Demonstremos primeira-

mente (i), isto €, provemos que Ls K, €KcLi K_. Seja
' THo o
x €Ls K ; entac existem numa sequéncia de numeros " naturais
o asd
>4 enci c Y ente X
{n } e » M”*e e uma sequéncia {xnk}k€ . converg a

tal que x €K para .k€ IN.
S

Kk—0r n

Seja £>0; por a) existe ng

€ IN tal que se n,>n K c B _(K);



logo se n,>n

temos d{x ,x )< com x €XK. Dai x -x.
k n n n n

0 k k kK k

Como K e fechado ent3doc x€K.

Agora.:'seja x€K. Dado £>0, por a) existe nOE ¥ tal que se

> - ; > g
n>n, X Be_(Kn)' logo se n>n,. temos d(x,xn)<€ com x €K . Dai

0 0

x % e temos x ELi K. Assim estd provedo 1) Rira obternws 1) usamos o
. oo
_’Su'fb oue ¥ ¢ laealwente compacto e dai A €50 suficientemente P@Amﬂ%g Beﬁﬂéwmpadu_
' Provemos que b) implica a). Primeiroc mostremos que dado e>0

existe ny I tal que se n>n,, K <B_(K). Por absurdo, suponha-

0!
mos gue existe >0 tal que para qualquer n€IN existe n;>n

com K_ ¢ B _(K). Podemos supor n,>+«, Entado existem x_€ K_ -
n, £ Ui _ n, ng

—BE (K). Como os Kn estdao contidos num compacto, gue chamemos de

Kq» ent3do temos {x_ } CKO. Logo existe uma subsequéncia, que
ii €W '
chamemos de {x_ } gue converge a x,. Vemos que x.€Ls K_. Por
n, 0 0 n
i TP-eo
b) temos xOEK. Como {xn }+x0 entao xn.EBE(K) a partir c_’le um

. i
certo ngE IN, o gque € um:';i contradicao pois X EKn -BS(K).
‘ i i

Agora mostremos que dado-e>0 existe ng, tal que se L LR

KcB (K ). Seja e>0. Como K é compacto, existem B {(x,),..
£ n e/2 1

...,B (Xg) com x.€K, i=1,....,2 e Kc 8 B (x.). Como
e/2 1 _ i=1 _e:/2



Li K, = K temos que x.€Li1 K , 1€ {1,....,2}; 1logo
koo i, . n

B {(x,)}nK_#¢ para n>n, onde n.€ N, i€{1,....,2} . Seja

n, = max.{nl,f.., ng} . Entao se n>n, - e i€{l1l,...,2} temos

BE/Z(xi)nKn#G. Logo se xEK temos Be(x)nKn%Q se n>n,, o que im

plica xEBE(Kn) para n>n

O.l

Essa relagdo entre a métrica Hausdorff e os limites de

Kuratowski era conhecida por Hausdorff (veja § 28 em [}8]).

2. T'-Convergéncia e H-Convergeéncia

Seja f um conjunto fuzzy em Y; isto é, f:¥»I, onde I é o in

P

tervalo [0,1] ¢ IR. O hipografico de f, denotado por hipo(f)}, ¢

o subconjunto de ¥YxI definido por
.hipo(f)f {(yfr)e ¥xI: r < f£(y)}
e o sendografico de £, denoﬁado'por send(f) &:
sendé) =’hipo(f) n(supp(f)xI)'

onde supp(f) é o suporte de £, isto é o fecho do conjunto {£>0}.



Consideremos a seguinte definig3o de H-convergéncia na fa
milia S$SSC de todos os conijuntos fuzzy semicontinuos superiormen

te em Y com suporte compacto nao vazio.

Definigao 2.1: Sejam £, f € 885C. A sequencia {fn}ne y H-con-

verge a £ (denotamos por fngf) gse lim h*(send(fn),send(f))=0.
o '

Em outras palavras, a H-convergencia € a convergéncia induzi-

da pela!métrica H em SSSC, definida por:
H(f,qg) = h*(send(f},send{(g)).

Seja {fn}n ey Wea sequencia de conjuntos fuzzy em Y. De-

. . \ . - .“. - +
finimos ©os conjuntos fuzzy semicontinuos superiormente I'(IN ,Y )frl

e'P(BN+,Y+)fn para todo vy€Y por:

inf 1im inf sup fn(x)

(r(m ™, ¥ )E_ ) (y)
VEN(y) n-ree XEV

(F(BH+,Y+)fn)(y)_ inf 1im sup sup fn(x)

VEN(Y) n-+oo xXEV

‘onde N(y) é o sistema de vizinhangas de y.

-

Definiglo 2.2: (De Giorgi, Franzoni [7]). Uma sequéncia £ h}GN

de conjuntos fuzzy em Y I'-converge ac conjunto fuzzy £ {deno-



] e
tamos por £ 3f) se T(N ,y)f = I(w',vHf = f.

Uma propriedade importante de T-convergéncia é dada na pro-

posicao seguinte.

Proposigao 2.3: {veja [7]). Seia {f 1, ¢ o uma sequéncia de con

r
-

junteos fuzzvy em ¥ e sefa Yh pont&éﬁéXimO'de fn' Se fn

E ey vy

entao Yo & ponte de maximo de f e f(y0)= iiz fn(yn).q

A H-convergencia € mais forte gue a I'-convergeéncia; em ~ge-

ral temos

Teorema 2.4: Uma sequénéia {fn}n € C 88S8C H-converge ap _con-

junto fuzzy f se, e somente se,

. r
(2.1) (i) £ f
(ii) Ls supp(f )c supp(f)
n-+co n
(iidi) o suporte de cada f_ estd contido num mesmo sub

conjunto compacto de Y.

Demonstracao: Pela definigio de H-convergéncia e pelo teorema 1.1
a Sequéncia {fn}nEIN H;converge a £ se, e somente se, - existe

um subconjunto compacto de YxI contendo send(fn) para todo n e

(2.2) LS send(fn)¢ send{f)c i send(fn).

n- ro

,

Assim, para provar o tecrema € suficiente verificar que (2.2) €



equivalente a (i) e (ii). Mas esta verificacdo é imediata atra-

ves da seguinte caracterizagao da T-convergéncia [3]:

(2.3) £ +f <1Ls hipa(f )chipo(£)c Li hipo(f )

e o fato que a I-convergéncia de £, a f implica

supp(f)cli supp(fn).u

=

Corolario 2.5: Sgiam fn' f € 88SC. A seguencia {fn}nEIN H-con-

verge a f se, e somente se, f gf e lim h{supp(f_),supp(f))=0.
n novao n
Demonstragao: Como de (2.3} segué que a I'-convergéncia de fn a f

implica supp{(f)c Li supp(fn), entdo pelo teorema (1.1), o teore

ma 2.4 conclui o coroldrio.m

3. D-convergéncia e suas relagdes com as convergencias H, L e T

Seja $SSC, a familia de todos os conjuntos fuzzy semiconti-

1

nuos superiormente £ em Y com suporte compacto tal que { £=1}#0.
‘Definicao 3.1: (Kaleva [20]). Sejam £, £ € 88SC.. A sequéncia

D
{fn}ne  D-converge a f (denotémos por fn+f) se

A

lim .sup h{({f >t), {£>t}) = O.
nve  0<t<l "
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Em outras palavras, a D-convergéncia é a convergéncia indu-

zida pela métrica D em $SSC definida por

1!'

D(f,9) = sup h{{f>t}, {g>t}).
O<t<l

Kaleva mostra que a D-convergéncia ¢ mais forte que a T-con
vergéncia. Além disso éle prova que essas convergéncias ~  sdo
iguais na familia dos conjuntos fuzzy semicontinuos superiormente
e convexos em Y = IR' . com suporte compacto e tal que {f=1} con-
tém somente um ponto (veja [20, teorema 3.4]).

ApOs compararmos D-~convergéncia e a I-convergéncia, nds ge-
neralizamos este resultado de Kaleva, mostrando (veja . Teorema
3.10) gque as convergeéncias sfo iguais numa familia maior de con-
juntos fuzzy f € SSSCl; mais precisamente f nao tem pontos de
maximos locais préprios (y€Y é chamado ponto de maximo local pf_é
prio 'de f se O0<f(y)<l e existe uma vizinhangca V de y tal que
para todo x€V, £(x)<f(y))oun equivalentemerte, § mioter mérinos locats proprins
(isto € , £93th = I5>Eh pora hodo L ¢ g 1)),

Seja f€ SSSC e seja r um numero real nac negativo. Os conjun

tos fuzzy [£]° e {£}1' em Y s30 definidos para todo yEY por:

[£]1%(y) = sup{f(x):x€B_(y)} e

min{l,sup{f(x)+r:xEBr(y)nsupp(f)}} se yEBr( supp(£))

{£15(y)=

caso contrario

Como para todo tE€[0,1] e r'<r temos
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(3.1){[f]?3t}= Br({fzt}) e.Br,(supp(f))C supp([f]r)CBr(supp(f)),
(3.2) sepd({f}r) = Br(sendQ)) e supp({f}r) = Br(supp(f)),

os conjuntos fuzzy [f]¥ e {f}¥ s3o semicontinuos superiormen-
Fe e existe um nidmero real r0>0 que depende dq conjunto compacto
supp(f), tal gue, para todo r<r,, seus supdrtes sao compactos.
Além dissb,

!
1

Lema 3.2; Sejam fn’ f € S88C. A seguéncia {fn}n € H-converge

a_f se, e somente se, para tode r>0 existe n, €EIN tal gque pa
ra todo n>ng:

r ' T
(3.3) f£<{f} e £ i},

Demonstracao: A demonstrag¢ao deste lema é uma consequéncia da de
finicdo da H-convergéncia eda primeira igualdade em (3.2). Assim

podemos mostrar que para tode par f£,g € SSSC

H(f,g) = in{ {e>0:£<{g}® e g<{£)}°}.u

L

Lema 3.3: Sejam fn' f€ESSSCl. A sequencila {fn}n € D-converge §

f se, e somente ge, para todo r>0 existe nOE ™ tal que para to

do n_‘:_*nO:

¥ r
(3.4) ff_[fn] e fni[f] )
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Demonstragao: Da primeira igualdade em (3.1) obtemos que para to
do conjunto fuzzy u e para todo v€ §8SC, u<[v]® ' se, e somente
se, para cada t€(0,1], sup{d(y.{v>t}):y€{u>t}llgr. Assim, - para

todos f,g E'SSSC1

D(f,q) = i’r\%.{€>0:fi|:g]€ e gi{f}e}.l

Como para r>0, [f]7<{f}T, dos lemes 3.2 e¢ 3.3 obtemos o
que Kalevéi mostrou, isto é, a D-~convergéncia é mais forte que a
' H-convergéncia. Agora, para analisarmos quando a H-convergencia
(ou T-convergéncia) & equivalenté a D-convergéncia, nés introdu-
zimos uma funcgio real ¢:éSSC1x [0, +2)> [0, +x) definida por:

(3.5)  o(f,7) = m§{sefo,+=): {F}7<[£]"}.

e r>0. Entdo

Lema 3.4: Sejam f¢€ SSSC1

sup sup{d(;, {£5t}):d(x, {f+r>t}nsupp(f) }<r}
r<t<l

(3.6) o(f,r)

sup{d(x,{£>t}):(x,t)€ B (send(£))}.



i3

(3.7) 1im ¢f,r) = sup h{{E>t}, {f>t}).

r=0 . 0<t<1
Demonstraga@o: A demonstracdo de (3.6) é direta. Nos provaremos
(3.7).

Observe gue para todo r E(0,1l) temosg

(5.8) o(£,r)=max{h{{£>r},B_(supp(£))), sup h{{f>t},B_({f+r>t}))}.
' : o r<t<l - r

Assim ¢(f,r)§max{h({f2r}, supp(£)), sup h({f>t}, {f+r>t}) + r;
_ . r<t<l
portanto, como h({f>r},. supp(f)) converge a. 0 quando r-0,por

(3.8)obtemos gue

(3.9) 1im @{f,r)<1im sup h({f>t}, {f+r>t}).
>0 r+0 r<t<l

onde o limite existe porque a guantidade o(f,r) e

~sup h{{f>t},{f+r}>t} s30 ndo crescentes quando r>0. Por ou-
r<t<l

tro lado, com um simples cdlculo temos que

(3.10) 1im sup h({f>t}, {f+r}>t}l< sup n({E>t}, {£>t}).
—+0 r<t<l 0<t<1l

De (3.8) segue gue ¢(f,r)zsup{h({f2t},{f+r3t}):t€[r,l)}3

>sup{h({f>s}, {£»>s}): s€(0,1~x)} ; portanto

(3.11) lim ¢{(f,x)> sup h{{£>t}, {f>t}).
s r-+0 O<tx<l .
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Finalmente, combinando (3.9), {(3.10) e (3.11) temos (3.7).s

Lema 3.5: Seia {f }

- n'n €N SSSCI' € ifn}n

F-converge a f

€ IN

1

e as sequintes propriedades.valem

- oo

(3.12) U supp(fn)é um conjuﬁto relativamente compacto de Y e

n=1

Lg supp(fh)csupp(f)

e

(3.13) {£=1}c Li {fh=1} ,
N>

entao para todo par r, r' de numeros reais com O<r<r'<l

(3.14) 1im sup ¢(fn,r)g¢(f,r').
Ilrco .

Demonstragido: Sejam r e r' nimeros reais tais que O<r<r'<l. Se-

jam a e b numeros reais tais que a<b<lim sup w(fn,r), Vamos mos
nrres

trar que a<@(f,r'). Por (3.6), . i

vm(fn,r)=sup{d(x,{fn3t}):(x,t)GBr(send(fn)}; como, por (3.12) ,
U{Br(send(fn):n>0} é relativamente compacto, entao

b<112+2up ¢(fn,r) implica que existem Xy tO’ n, >+, xnk+x0 e

tn +t0 tais que para todo k€ IN

(3.15) (xnk, tnk)EE Br(send(#nk)) e
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(3.16) dalx_ , {f >t 1) >b.
Sy My Kk

Como Ls send(fn)C send(f) (pela propriedade 2.2}, temos que
n-roq.

Ls Br(send (fn)) cB_(send (£f)), pois existe um conjunto compac-
n-oo .

to contendo send(f) e send(fn) para todo n; assim por (3.15) - obtemos

(xo,to) EBr(send (£)).
=1, De (3.12) temos {f=1}cLi {fn Ztn} ; assim

12 caso: Seja t0
' N k "k

(3.16) implica que d(xo,{le})>a; como (xo,to) EBr(send (£)) en-

tao a<p(f£,r); logo, sendo ¢(f,r) nado crescente para r decres-

cente, temos a< o(f,r').

22 caso: Seija toﬁl. Seja r'' = min{r‘,(l—t0)+f}; por (3.16) obte-
mos-(xo, t0+f—r")6 Br,(send (£}). De (3.1) segue que
{f>t +(r-r'')}c Li {f_ >t_ } ; assim (3.16} implica que
=0 n,—n
n-+o k k
d(xb,{f2t0+(r—r")]>a; como (xo,t0+r-r")E Br,(send (£)) temos

a<g{f,r''); logo, sendo (f,r) nao crescente para r decrescen
te, temos a<gp({f,r') .=
Antes de enunciarmos nosso principal teorema, dntroduzire-

mos a convergéncia de nivel (veja Kaleva [207] ).

Definigao 3.6: Sejam £,-f €SSSC,.

Dizemos c;\rue-[i:‘n}nejN L-conver-

1
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ge a £, se para todo t €(0,1] , h({fnzt},{fzt})+0 para ne+e,

E claro que a D-convergéncia é mais forte que a L-convergeén
cia. A L-convergéncia € mais forte quea TI'-convergéncia; em geral

temos:

P P a - - ] ] & j -
roposicao 3.7 Sejam fn’f ESSSCl A sequengla {fn}n eqg  k-con

verge a £ se, e somente se,

(3.18) f Ef
. n

[

(3.19)V t€(0,]1 , 3 um compacto k, de Y tal que {fnzt}ckt, ¥ n€ Iy,

(3.20)V t€(0,1], {f=tN\{f>t}c Li {£ >t} .
n->oe

Demonstracao: Basta usar © teorema 1.1 e a seguinte fdcil carac-
terizagdo de T'-convergéncia:

T

(3.21) £ 5f ¥ t€I,{f>tleri {f >t} Ls {f >tlc{f>t}.=
n | neroo n n-+co n
Teorema 3.8: Sejam fn,f ESSSCl. Se o conijunto fuzzy f naoc tem

pontos de maximos locais proprics, entao a sequéncia {fn}n -

D-converge a-f se, e somente se, F—conVerqe a f e valem as pro-

priedades (3.12) e (3.13).

. Demonstracao: Suponhamos que {fn}ne m DP-converge a f; entao
{£ } ¢ o H-converge e L-converge a f; pelo teorema 2.4 temos
que {f_} I'~converge a f e vale (3.12); por (3.20) temos

n nE I
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(3.13). agora, supcnhamos que {fn} T~converge a £ e valém

n € IN
(3.12) e (%.13). Vamos mostrar que {fn}hEJN D-converge a f. Pe
lo lema 3.5, basta mostrar que para ¥ r>0 3 nOE N tal que

para n>n, temos ﬁi[fﬂ]r e fﬂi[ﬁ]r.'Assim, seja r>0; pode-

mos supor .r<l. Seja r' tal que O<r<r'<l. Pelo lema 3.5 temos

lim sup @(fn,r)i¢(f,r‘). Como por hipdtese, f ndo tem pontos de
It ’

r-

m&ximos lgcais préprios, por (3.7) temos .lim ¢{(f,r)=0 e
g -0
inf 1lim sup ¢@{(f ,r)=0. Assim, existem r.>0 e n., €I tais
n 0 1
r>0 n-eo -
' ' o r
> ' < j <
que para V¥ n2n, ' temos ¢(fn,59 r, ou seja, {fn} _[fn] e
3 fo>0 tal que V r"<1_:0 temos @(£,r'"')<r, ou seja
r'll T - . '
{£} ﬁlf] . Pelo lema 3.2,3 n, €IN, gue podemos supor n, an
' Yo o
tal que para - V¥ nznl " temos fi{fn} e fni{f} . Assim
= Viemi r v
para. no max{nl,nz} e r <m1n{r0,ro} e nZnO temos
te } O< [£ 17 < {51 ' [€]T
< RS
£<l£ } "< [fn e f£:iif < [f]" .m

Com os resultados cbtidos com as convergencias H,T,D e L

podemos resumir em:

Y

Teorema 3.9: Sejam fn'f ESSSCl. Se f e um conijunto fuzzy sem

pontos de maximos locais proprios entdo as seguintes propriedades

sdao _equivalenteg:
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a) f

b) fnzf' e valem as propriedades (3.12) e (3.13),

c) fnﬂf e vale a propriedade (3.13),
da) fnkf e vale a propriedade (3.12) ,

Teorema 3.10: Sejam fn’f £ SSSCl. Se o conjunto fuzzy f nao tem

pontos de maximos locais préprios e {f=1} contém somente um ele-

mento, entdc a sequencia {f-n}nE N D-converge a f se, e somente

se, H-converge a f.

Demonstracgdo: Uma consequéncia trivial da Proposigdo 2.3 é a se-
guinte propriedade. "Suponhamos {f=1} com aﬁenas um ponto e
{fn=l}#0 para todo n. Se fn I'-converge a f e existe um cenjunto

compacto K tal gue para todo n, supp(fn)CK, entdo {£f=1} =

= Li {f =1} = Ls {fn=1}“. Combinando esta propriedade, Teorema

2.4 e Teorema 3.9 obtemos a demonstracic.

Para verificarmos a independéncia das propriedades que ccor-

rem no Teorema 3.9 apresentamos 0s seguintes exemplos.

Exemplo 1: Seja Y=I. Definimos f:Y+I e £ :Y+I, o ne I ,

-
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1 se x=0 1l se x=0
por f(x) = _ e fn(x) =
0 se x#0 1/n  se x#0.
Notemos que I= Ls supp(f )¢ supp (£f) = {0} . & sequéncia
n—roo ' n '
{fn}nEIN L-converge a £, mas nao verifica (3.12).Equivalentemen
‘te, {fn}neﬂq F-converge a £ e verifica (3.13) mas nao veri-

fica (3.12).

As mesmas conclusoes sao verificadas no seguinte exemplo.

Exemplo 2: Seja Y=IR. Definimos f:Y»I e fn:Y+I, Y n €W ,

por .
1 se x=0 : 1 ge x=0
f(x) = e fn(x) = 1/n se x=n
0 se x7£0 0 caso contrario
Notemos que Ls SUPD(fn) = supp{f) = {0} , mas ndo existe um
n+w

subconjunto compacto de Y contendo supp(f ) para todo n. A  se-

gquéncia {fn}n ey L-converge a f, mas nao verifica (3.12). Equi-

valentemenﬁe, {£} I'-converge a f e verifica (3.13) mas

n nec IN

-

nao (3.,12).

Exemplo 3. Seja ¥Y=I. Definimos f:Y-+I e fn:Y+I, Y n €W por
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f{x)=1 e .fn(x)zl—x/n, para todo x€I. Notemos que I={f=1} ¢

Li {fn=l}‘= {0} . A sequencia {fn}nEZM' H-converge a £, mas nao
11 .
verifica (3.13). Equivalentemente, {fn}nEHq I' -converge a ¥ e

verifica (3.12) mas nio (3.13).
A independéncia das propriedades que ocorrem no Tecrema 2.4 sao observadas

através dos Exemplos 1 e 2. De fato, no Exemplo 1 temos que {fn}nEEIN I-con-

verge a £ e verifica (2.1)(iiimas n3o verifica (2.1)(ii); no Exemplo 2 temos
que {f }n G:IN I-converge & f e verifica (2.1)(ii) mas nao verifica (2.1)
(3ii)

A 1ndependen01a das proprledades que ocorrem na Prop051gao 3.7 sdo observa

das através do Exemplo 3 e o seguinte exemplo. -

Exemplo 4: Seia Y=[O,+°°). Definimos‘ f:Y=I e fn:Y+I, ¥ ncIy , por
f(x)=1, ¥ x€Y e

1 -x/n se 0<x<n

£ (%) = _
1. o
o} caso contrarlo

De fa*o, no Exemplo 3 temos que {fn}nEEﬂﬁ I'~converge a £ e verifica

(3.19) mas nao verifica (3.20); no Exemplo 4 temos que {fn}n cq [-converge

a f e verifica (3.20) mas ndo werifica (3.19).
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Observagoes 3,11:

O Exemplo 1 nos mostra que a IL~convergéncia nao implica na D-con-
vergencia. De fato, temos neste eﬁemplo que h({fzd},[fnaii) = 0,
Y« € (0,1], logo fn—l*tf; mas sup({fax},{fna'i]]) =1, ¥ neN, logo

<70
fﬁabf.

Da observac¢do acima obtemos que a [ -convergéncia n3o implica na
D-convergéncia {pois a L-convergéncia implica na I -convergéncia,

pela Proposigao 3.7).

O Exemplo 2 nos mostra que al -convergéncia ndo implica na H-con
vergencia. De fato, neste exemplo temos fn£°f mas como
h(supp(f),supp(fn)) = n, por um teorema de Kloeden [21], ifﬂsnﬁﬂ

nao converge em H,

OExemplo 3 nos mostra que a H-convergencia nao implica na L-con-
vergencia. De fato, neste exemplo temos fnﬁsf mas como
hil£21),1£213) = 1, nem, entdo f Mf.

Da observacdo anterior obtemos que al —convergéncia ndo implica
na L-convergéncia {pois a H-convergéncia implica naT -~convergén
cia, pelc Teorema 2.4) e que a H-convergéncia ndo implica na D-

convergéncia (pois a D-convergéncia implica na L-convergencia).



cariTULO IT

EXTREMIZACOES DE I'-LIMITES

Introducao:

Na primeira parte deste capitulo determinamos algumas clas-
ses de fungoes sobre as quails temos o atingimento de extremiza-
¢oes, através de expressoes sequenciais de T-limites ou através
de uma condigZo necessaria e suficiente em termos de hipografico

de uma fungio. Mais precisamente, obtemos a expressao

- + - . . .
M(mw ,¥Y ,X )fn(x,y) = max inf 1im lnfgh(xn,yn)

yn+y xn+x -dn—wo

nos seguintes casos:
(12) fn i-‘ £ e

(X YE=f e My )f=f
(22) =f

n . - +
I'{y ,Xx Yf = T{(x)f
- + - . - -

(3¢) ™(m ,Y ,X )frl = T{(m ,X )fn

Na segunda parte deste capitulo estudamos algumas topolo-
gias em SEf(X){conjunto dos semifiltros de X) e encontramos con-
digdes para o atingimento de extremiza¢Oes. Mostramos que existe

uma topoloéia em Sf(X) tal que para toda f:X+ IR temos a fun
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cio F:sf(X)-+> 1R com f(A)=1im ianf atingindo o minimo nos sub
.conjuntos fechados de Sf(X). Também mostramos que em Sf£(X)nao
existe uma topcologia tal gue as familias enumeravelmente satura-

das sejam os conjuntos enumeravelmente compactos.
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1. Preliminares
1.1 Algumas topologias em Sf(X)

Sejam X um conjunto naoc vazic e 8f(X) o conjunto dos se
mifiltros de X.

Podemos identificar cada A €Sf(X) com sua fungio caracte-

P(X)
A €2 . XA
se AE A e XA (a)=0 se a EA .

ristica X isto &, :P{X)»» {0,11} tal que XA(A)=1

Assim podemos considerar as seguintes topnlogias em Sf(X):

1 g

a topologia induzida pela topologia discreta de 2= {0,1},
- 2) Tg;s@ topologia induzida pela topologia de Sierpinski de 2
onde a topologia de Sierpinski de 2 tem como abertos oS

conjuntos {0Q,1},9 e {11}.

Em T, temos que {'Aj}j converge a A , em simbolos

s

Ay SA L se e s6 se 'XAJ(A) +X, (B), Vacx, isto é, se a€A
(A)+XA (a)=1, logo existe
3

temos tal gque ;szo temos

XA Jg

= i 1
A‘E Aj’ se A¥ AJ temos X Aj(;lx)-a-)(A(Z\) 0, logo existe jj tal que

5

se j>3j) temos Af Aj: assim Ay 3 A se e sO se A= u n Al=

F

Y A_Ii' isto &, A = limjinf Aj = limjsup Aj ou seja
3'>3 _.

ey
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Também temos que para toda f£:X-+TR, a fung3o F:8f(X)-R tal
que F(A)=1im in‘i f & continua pois P(A) = lim j_inf f(Aj) =
=1im, sup ‘f(Aj} ou seja F(g)=lim f(Aj).‘

Em Ty, temos que {Aj}j' converge a A , em simbolos

Tes . .
Aj $14, se e s se X 4 (a) » XA(M"----V A cX,isto é,se AfA temos
. j I

X 4 {(a)= X, onde Xq vale 0 ou 1 pois xA(A)=O para A¢ A
.j N .
e toda vizinhanga de 0 na topologia de Sierpinski de 2 é
{0,1} ; se AEA temos
XAj(A)—’* Xﬁ. (a)=1, J‘.sto e, existe j, tal que se J2j, te
mos AE A, , assim X A (pn)~ XA (a), VYack, equivale a
3 5 . -
Tes
3 ¥ A€ 4. ou seja As -§lA se e s0 se
0] — -0
A cu .. n A., ou seja Ac lim inf £ .
i 3'>3 J 3 3
Também temos qﬁe para toda f:X+1IR , se A T—srl A entaoc

3
F(A)< 1im jinf E( Aj); logo F € semicontinua inferiormente.
Observemos que em (Sf(X), 15) temos como subbase da topolo

gia  Tg o conjunto {&, com ACX e B<X} onde

A = { AeSE(X):acy } e B ={A€SE(X):BEA)

Compactos em {S£(X), TS) :




2P(X)

Temos que Sf(X) € compacto (pois ¢ compacto),
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logo

se F & um subconjunto fechado de Sf(X) entdo F €& compacto.

Também temos que Sf(X) é Hausdorff, logo se K & um subconjun-

to compacto de Sf(X) entdo K é fechado. Dai concluimos que em S£(X), com

topologia T4, um stbconjunto € compacto se e s6 se é fechado. -

Compactos em (Sf{X), Tsi):

Se K ¢ um compacto de (Sf(X), TS) entaoc K é compacto

de (S£(X), gy

sao compactcs em (Sf(X), fsi).

Observemos que todo subconjunto fechado de (Sf(X),Tsi)

}:; logo os subconjuntos fechados em (Sf(X),TS)

é

compacto, mas a reciproca nac € verdadeira pois como exemplo te-

mos que se A CX entdo A é compacto, mas nac é fechado
. - - A4
o complementar de & e A

dai que (Sf(X) 7 nao é Hausdorff.

Si)

1 .2 Familias de Semifiltros Enumeravelmente Saturadas

Seja B uma familia de subconjuntos de XA .

Dizemos que B ~ é um recobrimento de {Ai}i
A é um semifiltro sobre X, se para todo i existir um
junto BER- tal que BE A i+ Se A =n A., dizemos
{Ai}i ¢ saturado (enumeﬂravelme‘nte satur;do;‘ se para todo

recobrimento (enumerdvel) se pode extrair um numerc finito
. . n
conjuntos Bl"""Bn tais que u

B E A - .
k=1 <

pois

gue ndo € aberto em geral.Concluimos

onde

can-

que

seu

de
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Se pode demonstrar que {Ai}i é saturado (enumeravelmente

saturado) .se e 50 se para todo filtro F (com base enumerdvel)re

sulta (A‘,?_)= Q(AT F) (*5:
i 1

Seja X um espago topoldgico e seja A, o filtro das vi-
zinhangas de um ponto i, onde 1 pertence a um subconjunto K;

entdo K ¢é compacto (enumeravelmente compacto) se e 50 se

{Ai}i ¢ saturado (enumeravelmente saturado).

&) Veyn o Notacgo do. g 54,
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2. Determinagdo de Classes de Funcoes Sobre as guais temos

T (IN-,Y+,X_)fn(x,y) = pax inf 1lim inf fn(xn,yn) (*)
yn-ﬁy xn-—l-x n-+ +w

Algumas classes de fungdes scobre as gquais temes o atingimen

to da extremizagao Sao:

Caso 1l: Consideremos fn=f para tode n€IN, onde f:Xxy-+ IR s
além disso suponhamos que I'(x")f=f e I(Y')f=f.Entdo

existe

max min lim inf f(xn,yh).

-+ b4 =+ v In-=> +wx®
yn y n

Para demonstrarmos este caso basta mostrarmos gque

P(y",xT)E(x,y)= max T( {y} , N(x)T)f onde I({y } , N (x) )=
Yy

= min 1im inf f(x_,y. ). Como por hipdtese T (X" )f=f e I(Y )Yf=f
xn+x 71> o n n

entio T(Yy",X )f=f.
Por outro lado temos f(Y+,X_)f(x,y)= sup min lim inf f(xn,yn);

- ¥ Yy - 4o
yn y n

'portanto basta mostrarmos gue existe y£+ y tal gue

f{x,v}= min 1lim inf f(xn,yﬁ).
xn—'*x I+

Mas isto de fato acontece pois basta tomarmos yﬁsytfne ™ e

(*) Esta expressao esta relacionada com a proposigao 4.35 de Attouch-Wets

[ 1 ] e tamb&m com expressoes sequencials de I'-limites {15 ].
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temos mwin lim inf f(xn,yr'l) = min lim inf £{x_,y)= lim inf(x',y)=
X_ X n—>+w X X >+ n X'ax
n n

= f(x,v).

Uma outra demonstragao deste caso considerande X=Y=IR pode

ser dada em termos de hipografico de uma fungdo com o  seguinte

lema:
Lema: Sejam f£:X<+1R e {Ai}i uma familia de semifiltros de
X, X#@. Entao 1lim inf A A f= min lim £ se e sd se
1AL i 1
i
i hipo fE ﬂ(AixN(m)) implica hipo f E(ﬂAi)x N (m)
mE|[~o, ) i i

(B demonstragdo deste lema é imediata usando o lema 3.4 de Greco

[ 1s] Y.

De fato, temos que existe max min lim inf f(xn,yn) is-
VY X X ‘N=++w
n n =
to é existe max I ( {yn}_ , N{x)E se e sO se existe
Yn*y

min F({yn}+, N(x)+X—f), o que é eguivalente a

VY
min ‘1im inf (-f), o que € equivalente peio lema
Y Uy oo™
a v hipo{(-f)e n nyn}+, N(x) T x N (a)] implica
a€[-e,+ ) VY

n
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hipo (-£)€ (§ (v)7, v (x)")x yla).

Sejé :yn= y V n€ IN. Entao temos ‘hipo(-f)> ({y}+,N(x)+)xN(a)

|l

isto é h:po(—f) contém uma rede de segmentos de MesSmMO Compri-
mentoc gque converge, ha diregao X, para o segmento l.imite gue
passa por (x,y,a). Como T (X )}f=f entio hipo(-£f) é fechado
ém X, logo o segmente limite que passa por (x,y,a) também per-
tence a hipo(—f). como T (Y')f=f entdo hipos(-f)(hipogréfico

estrito de -f) é aberto em Y e como (x,y,a)€ hipos(—f) temos

gque existe um retangulo paraleloc a Y e paralelo a IR gue con-

tém {(x,y,a) como centro, contido em hipos(?f): R

- :;/fﬁ-"{ELa(xana3
X

Mas este retangulo pertence a (N(y)—,N(x)+)x N(a). Assim esta

demonstrado o caso 1 em termos de hipografico de fungdo.

Casc 2: Consideremos fn=f para todo nEMN, onde f:Xx¥—+ IR :
alem disso suponhamos que T(Y ,x )f= T(X )f. Entdo exis

te  max F({yn}—, N{x) )E.

Yoy
_ _ ) _ .
De fate, temos T(X )f(x,vy)< sup T({yn} SN(x) YE=T(Y ,X )f{x,y)
vy
Como por hipdtese F(thx_)f(x,y)= T{XTYE(x,V) entiao

sup P({yg‘“,N(x)_)f é atingido para y =y para todo n€ M. =
VY
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Caso 3: Consideremos fn:XxY—rIﬁ e T(IN, Y+,X_)fn=T(IN-,X_)fn.EQ

t3ao existe max F({yn}_, N(x) )£,
vy |

*

De fato, temos F(]N-,X—)fn(X,y)f_ sup I’({n,yn}—,x—)fn(x,y)=
| Ty -

I‘(]N—,Y+,X')fn(x,y). Como por hipdtese I'(]N_,YJ",X—)fn(x,y) =

It

it

I'(IN",X_)fn(x,y) entdo sup T({n,yn}—, N(x) )E é atingido pa
Yy
n

ra y_=y para todo n €.m.
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3. Caracterizagao Topologica em Sf(x) e Atingimento de Extremiza

goes.

Proposic3o 37.1: Existe uma topologia em Sf(X) tal que para toda

f:X > TR _temos que a funcao

f:s5f(X) » IR

AP lim ian f

atinge o minimc nos subconjuntos fechados de Sf{X)}.

Para obtermos este resultado definimos em Sf(X} a topologia
induzida pela topologia discreta de 2, Ty s @ obtemos que nesta
topologia os compactos sdo os fechados e que f € semicontinua

inferiormente.(Veja 1.1) . Assim % . atinge o minimo nos

subconjuntos fechados de Sf(X).-w

Observacaoc 3.2: Se definimos em Sf{X) a topclogia induzida pela

topologia de Sierpinski de 2, T.., obtemos que f ¢é semiconti

8a
nua inferiormente e gue 0s compactos na topologia Tg 830 0s
compactos em Tgie Assim temos também o resultado mais geral pa

ra os compactos de TSi’

Proposicao 3.3: Nao existe em Sf{X) uma topologia tal que as

familias enumeravelmente saturadas sejam oS conjuntos enumera-

velmente compactos.

Uma primeira observacdo feita a respeito desta proposigao é

que se tal topologia existisse, ela nao seria Hausdorff pois te-
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mos o seguinte exemplo:
Seja X=[0,1]n@ com a topologia onde os abertos sic os

subconjuntos A de X tais que An {0,1}=90 ou A é cofi

nito. Nesta topologia temos

Ni{x) ={x} se x#0 e x#¥1 com XE X
N(x) = {acx:0¢ca e A% ¢ finito}
N(1) ={acx:1€r e A & finito}

Pambém temos que (0,1}n® e [0,1)n ©@ s8o compactos mas
(0,1)n @ nfo é enumeravelmente compacto. Logo {N(x):x€(0,1]np}
e N(x):x€ [0,1) nD } sao enumeravelmente saturados mas
{NMx):x€E0,1)n9} nio é enumeravelmente saturado (veja [15 ] ).

Assim, supondo due existe uma topologia Hausdorff em Sf(X)
tal gue os enumeravelmente compactos sdo 0S enumeravelmente saturados, te
mos  que N (x):x€ (0,11nQ} e {N(x):x€[0,1) n @} s3o enu-
meravelmente compactos e dail sua intersecao {N (x)}:x € (0,1)n @}
taﬁbém é enumeravelmente compacts e portanto enumeravelmente sSa
turado: contradigao.

Para obtermos o resultado da proposigao, consideramos X
um conjunto infinito e ¢ uma tqgﬂsgia gualguer em X. Se K
é enumeravelmente compacto entao { Ny(x}):x€ K} é enumeravelmen
te saturado. Como ¢ é uma topologia qualquer em X entaoc  sao
muitas as familias enumeravelmente saturadas e consequentemente

' sdo muitos os enumeravelmente compactos, logo a topolegia seria
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a cadtica. Mas,na topologia caotica nem todo subconjunto enumera

velmente compacto de Sf(X) € uma familia enumeravelmente satu-

rada, entd3c concliimos que n3c existe topologia em SF(X) tal que

0s enumeravelmente compactos sejam o3 enumeravelmente saturades.m=

B



carfTULO IIIX
ALGUNS RESULTADOS DE OTIMIZAGCAO EM RETICULADOS

Introdugao

Apresentamos neste capitulo alguns resultados obtidos no es
tudo de reticulados. A motivagao destes resultados surgiu do in-
teresse da caracterizacdo da D-convergencia ( lema 3.3 do primeiro
capitulo) para fungdes com valores mm reticulado compleato.

Mostramos que se f£:%+1. é uma fungdo semicontinua superiormente onde X
€ um conjunto compacto e L € um reticulado entdo f(X) tem um elemento maxi-

mal e sup{valores maximais de f£(X)}= sup f.
. X

Estudamos & compacidade mm reticulado completo L. Considerando a topo

logia superior vu obtemos que se A9, entdo A é compacto se, e sO se, e

ra toda rede {aj}jEJ temes lim inf aj € A4 . Também mostramos gque se ACL
&7

e Aé compacto entao existe um elemento maximal em 4.

Considerando a topolegia dos intervalos obtemos que se £:K»L é uma
funcao semicontinua superiormente onde K € compacto entéoYﬁﬂpmknws&$rwﬁwqmpﬂk)é*mwda
Mostramos também que se A € um subconjunfo de L, entdac At & v ~compacto se,

-

e sO se, A+ é v-fechado.

Apresentamos alguns problemas em aberto, .como:

12) Se X é um espaco métrico compacto e f£:¥+L, o que se pode dizer dos pontos

maximais de £(X)?
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22) Se M ¢ um subconjunto de L, v, ~compacto e Hausdorff, com a topologia indu

zida de M} o que se pode dizer de M?



36

1. Preliminares

Seja A< L onde .L é um reticulado completo. Indicamos

a funcao X, :L+ {0,1}tal que vale 1 em A e vale

por A

*a
0 em L-A onde 1 representa o maximo elemento de L e 0O re-
presenta o minimo elemento de L.

Um reticulado completo € dito completamente distributivo se

vale
v A £(F,1) = A v £(3,0 (3)) e
1€ i€, ¢EB  JET
A v o f(j,i) = VvV A £(3,9¢(3)) onde
i€ i€y vEP - ET o
J, A sdo conjuntos ndo vazios, £(j,i) € um elemento do reticy

lado e $ € o conjunto das fungodes '¢ , definidas sobre J,tais
que e(1E Aj para todo j.
Toda cadeia completa ¢é um reticulado completo completamen

te distributivo (por exemplo a reta estendida IR ou um interva

lo fechado da reta). Ver[ 12 .
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2. Alguns exemplos$ e resultados num reticulado L

Exemplo 2.1: Um exemplo de reticulado finito e L= p({1l,...,n})

}{1,...,n}

que pode ser identificado com L = {0,1 . Assim podemos
dizer que os elementos de L sao do tipo (al,...,ai,...,an) on-

de aj;

i=1,...,n vale 0 ou 1, o extremo inferior de elemen-
tos de I, serd o elemento cujas coordenadas sao intersegdes das
coordenadas desses elementos e o extremo superior de elementos de

, . [ 5=
L sera o elemento cujas coordenadas sao as unioesV%SBrdenadas des

ses elementos. No caso particular de N
. , (1,1,1)
L= ({1,2,3}), geométricamente obte- L0 (0,1.1)
mos os seguintes elementos de L in- . (0,1,0
dicados na figura ao lado: : (1,0,1)
{1,0,0} (0,0,1)
{0,0,0)

Exemplo 2.2: Daremos um eXemplo de uma fungdo f:X-> L continua

que nao assume © maximo sendo X um conjunto compacto.

!

Sejam X=X u X, com Xlr1X2=¢ , L= pr({1,2})

Iy

£0(0,0),(0,1),(1,00,(3, 1)} , £(x) = (1,00 e £(x,) = (0,1).

Temos que X & éompacto com a topologia onde consideramos
como abertos: 0, X,, X, e X;j sup {f(Xl),f(Xz)} L=
= sup {(1,0),(0,1)} = {(1,1)} e (1,1)¢{(1,0),(0, 1)} .

o

Proposicao 23: Seja  f£:X->IL com X compacto e f semiconti-

nua superiormente. Entado f(X) tem um elemento maximal. Alem

disso
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sup {valores maximais de £(X)} = sup f.
X
Demonstracgao: Para mostrarmos a primeira parte, basta mostrar-
mos que toda cadeia n&o ﬁazia de f(X) tem um majorante, o gue
garante, pelo lema de Zorn, gque f(X) tem um elemento maximal.De
fato, seja {£(x):x €X4 }  com X5¢ X uma cadeia gqualgquer de
f{X). Temos que para qualquer =x§€ X {E>f(x)} # # e fechado
e esses conjuntos tém a propriedade da intersegdo finita ( pois

se temos um numero finito desses conjuntos, sejam eles,

{f_zf(xi)} , i=1,...,n com f(xl)g_ ...... if(xn) entao
n {f> f(xi)} = {f_gf(xn)} # $). Comc X €& compacto entao
i=1 - -

n {f_zf(x)}_# ¢, isto &, _ 13 f(ﬁ)z_f(x)'m Ux EXO; isto &,
xEXO xe X

f(x) € um majorante da cadeia {f{x):x EXO }ow
Mostremos agora a segunda parte. Seja xOE X. Seja

{ f_if(xo)} = X Temos que X, é compacto (pois € um fechado

o
no cbmpacto X). Pela primeira parte, f(XO) tem um elemento maxi
mal: f(x), x¢€ Xoi logo £(x)> £(xy). Como x5 € qualquer  entdo

sup £ <sup {valores maximais de £{X) 1}l . A outra desigualdade é
X. )

imediata.

Exemplo 2.4: Daremos um exemplo onde observamos a nao validade
. 4 . ~
do resultado: "Se f ¢é semicontinua superiormente ent3o o con-

junto dos pontos maximais: € fechado'". Ou seja daremos um exemplo



39

o . 8 .
em gue consideramos uma fungao £ semicontihua superiormente |,

m, valores maximais distintos de £, Xt pontos maximais tais

que f(xn)#mn, X > Xy mas x ndo & ponto maximal de F£.

0
De fato, sejam X=IWNuy {+«}. com a topologia n-++e ;
L= [0,1]™. seja £:X»L tal que F(n)=X(,,, UYREN e £(+ =0,

f-é semicontinua superiormente pois f{x,) >1im sup f. (De fa-

0

N (xg)
to, para X5=n, n € I, temos f£(n)> lim sup f(n') pois se
: | ) VEN(n) mevV :
X{n}
VEN(n) temos sup £{n') = sup Y, . 1y = Xfrmr pe e
n|EV nrev {n} {n P12 EV}
inf sup £{(n"') = X n} jd que se n"€ W podemos tomar
VEN(n) n'ey ' ' '
V = IN- {n"}. Também f(+e} >12im sup £{n) pois
. ot oo .

1im sup f(n) = inf sup £f(n) = inf X, _. . X ) = 0).
N+ k n>k K {n:n>k} ]r;{n.nzl_c}

© Temos f(n): maximal (de £(X)) ¥n €N
X+ Xg- Mas  xg ndo € ponto maximal de f ( pois
f(xo) = O).-

. - T '
Exemplo 2.5: Mesmo com a restrigao fn-* f, o resultadeo do exem=-

ple anterior nao é vdlido. O mesmo exemplo acima nos mostra is-
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to, tomando fn=f UYn € IN. n

Eiemplo 2.6: Daremos un exemplo em que frl -I;f e gue para todo
n EIN_, A= {pontos maximais de fn}. e fechado, mas isto nac im-
plica que A= {pontos maximais de £} ¢'fechado.

Sejam f: WuU{+w }+|:O,Il:]IR

f(n) =X{n}’ Y nE mw

f{+w)=0

£: wWy {+=hb [0,1]%

1
£,01) =xXgqy
fl( n)=0 se n#l, VYn€EIN
f1(+m)=0

£,: WU {s+0}> 0,118

£,(1) = X {1}

£202) = X (2

fz(n)=0 se n#l, n#2, Yn €W

f2(+oo)_.=0



Temos

D~

to

fn tf.

pontos

4]

f: wu (+a}> [o,1]F

fm(n) =¥ {n} 5 nE{l,...._,rln}

fm(n)=0 se n>m, m€ IN

fm(+°°)=0

f, <f,<... e sr1[11p fm(l)=X (1}’ s;p fm(2)=x{2,}... is

sup fm(n)zf(n), Yn€IN e sup fm(+°°):f(+°°),. ou seija ,
m m

Assim nt; f. Também temos gue AL ¢ fechado (pois oS

maximais sdo em numero finito) mas A naoc € fechado (ve-

ja exemplo 2.4). | -
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3. Va ~ Conpacidade num Reticulado Completo L
Consideremos no reticulado complete . a topologia superior
(indicada com v ), isto €, a menor topologia sobre L para a

qual os intervalos do tipo [a,1] s8oc conjuntos fechados.

Se AclL definimos AY ={x€L: 3 x <alt= u [0,a] .

a€a ata

Lema 3.1: Seja BAcL. A & compacto se e sd 'se AV & compacto.

Demonstragao: Segue do fato que todo recobrimento aberto de A &

um recobrimento aberto de Al e vice-versa,. ja que

([b, 1)+ = QL3JC ., dai u [b,l]czaa implica v [b,ﬂc o at
' LEB < B
e a reciproca vale porque At O

Lema 3.2: Sejam A e B subconijuntos de I1.. Vale:

U [b,l]ciﬁA se e 56 se |[VB,1] nat= @.
bLEB . ’

Demonstragao: Temos:

v [b,l]c D2A-es U Eb,l]c > At pois todo recobrimento de A é
B b B

recobrimento de A% e vicek-versa. Agora

u[b,1]"> ates n [o,1]«at)Ces [ve,Tcah)Celvs, 1 nat=p.
bEB bEB '
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Proposicdo 3.3: Seja ACL. A é compacto se & sO se

v [vB,1n at= ¢ implica E| [ § bi,ljnA¢=ﬁ
BCL. by, ... b €B i=1

ou equivalentemente

n
v v [ v bi,lj nat# @ implica [VB,]] nat £ 8.
BCL by,...,b €B i=1l :

Demonstracdo: Segue da definigdo de compacto por reccbrimento : e

do lema anterior.m

Proposicao 3.4 : Seja AcL. A & compacto_se e sO se gualguer subcon-

junto dirigidoc de A+ tem um majorante em AV,

Demonstragao:'Seja B um subconjunto dirigidec de At‘ entao
v [ % b,,l] nat # §. Como A ¢é compacto, pela proposi
by,...,bEB ¥ *

¢do anterior, [VB,1} na‘# @, isto €, B tem um majorante em ab .

Mostremos agora a reciproca, isto é, gque A é compacto.Bas

. n
ta mostrarmos que VB L, v [ v bi,l]mi#ﬁ [vB, 1]t #8.
b.,...,b EB 1i=1
1 n
n A
De fato, se BCL e v [ v bi,l]r1A¢%® "~ entao
: b,,...,b _€EB i=1
1 n _
n Il n
3 Vb.<a, B={ Vp., {b:}, , cBlcat e B ¢ dirigido.
a € i=1 *7 BT
Por hipdtese, B tem um majorante em A% , isto €, AMent com
M >b _- Como BCc B entdo M>b VYV ; logo M>VB com MEea

o
BE B bE B
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ou seja ME [VB,1] na+ , isto &, [vB,ilnd # g.w

Corolario: Em TR vale: A é compacto se e sd se sup A€ A.s

Problema abertoc 3.5: Pela proposicao anterior, se A & compacto
entdo toda cadeia de A} tem um majorante em at . Permanece

em aberto a verificagdo da reciproca desta afirmagio.

-

Proposicgao 3.6: Seja ACL. A & compacto se e_ sSd se

Y % lim inf F €at.,
F:filtro sobre A

L

Demonstragao: Temos que A € compacto se e sO se

) 3 _ X €A, Mas
F:filtro sobre A x€ ad f :
andchn Y ¥ FnV #H & V¥ Y Fn [a,1]C7£E§<::>
u
. ven(x) FerF afx FEF .
e o ¥ PFn |:a,l:|G # . A negagao desta afirmagao é:
FEF a<x
3 3 Fnl[a,11¢ =pe> 3 3 AF>a<e 3 [0AF]n [O,AF]c #0.
FEF af x ' FEF afx FCF
N . ' c
A negagac desta afirmagao e: v [0,~Fjn[o0,x] =08 <
. Fe F

esTorr]cfo,x ] ¥ AF<xes V AF<x € lim inf f < x. As-
FEF FEF

sim, & ¢ compacto se e sO se v lim inf F<x com
F :filtro sobre A

x €A, ou seja v lim inf FE€ at. m
F:filtro sobre A

—d
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Proposigao 3.7: Seja Ac L. A é compacto se e sd se

v ~ 1im inf a_ € A+.
{aj}jGJ rede em A - §EJ

Demonstracao: Segue da proposigao anterior e da relagao entre re

de asscciada a um filtro e filtro associado a uma rede.s

Proposicao 3.8: Se K é v, ~compacto entd3o existe um elemento

maximal em K.

Demonstragao: Seja {ai}iEI uma cadejia em K. Temos que para to

do i€ 1, [ai,1]f1K ¢ um subconjunto fechado de K, nao vazio;
além disso { [ai,l]f‘K:i €1} possui a propriedade de interse-

géo finita. Como K € compacto, N [hi,lj n K#@P, o que impli-
€T
ca, gque existe x € [ai,lj ¥ , x€K, ¢ que é equivalente a
€I

3 x>a,, ¥ , x€K, isto e, {ai} tem um majorante em

1ET

K. Pelo lema de Zorn, {ai}iEI tem um elemento maximal em K.=m

Problema aberto 3.9: A reciproca da proposigac anterior vale?

Temos a reciproca da proposig¢ac em casos particulares:

'y

Proposigao 3.10; Seja A C L. Se A tem apenas dois pontoé maxi

-

mais entao A € v,~compacto.

Sy
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Demonstragaoc: Sejam m, e .m2 08 pontos maximais de A. Temos

A+=[O,mleJ[O,m2], com [b,ml] e [O,mzz] compactos. Logo at

é compactc e dai A também é, pelo lema 4.l.m

Corolario 3.11: Se A tem apenas numeroc finito de pontos maxi-

mais entac A & v, ~compacto.

Demonstracao: &naloga & anterior.ms

Pfoposigad 3.12: Sejam ACL, e M o conjunto dos pontos maxi-

mais de A. Temog:

i) Se A & vu—compacto_entéo ab = M+

ii) a) M & um conjunto desordenado;

b) Se N & um conjunto qualquer desordenado entao os pontos

maximais de Nt _sdo exatamente  ©s pontos N.

iii) a e v, ~compacto se e sé se B =MY e M @ v,-compacto.

Demonstragao: E imediata.s

Observacgdao 3.13: Seja N .desordenado. Nao podemos afirmar que
N e v,-compacto. Temos o seguinte exemplo:

Consideremos L = [0,1] ™ com a ordem pontual,

.2 _
9 = (17~ ) Xqopr 9 X (o

n 2

£Fo= (1 - =)y
2" " o,1/27] ]

N ={fn,nEIN, n#gl}
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Temos g_ +9, N*:{gn}n ' g=Vgng_N¢ e também nenhum ocutro

majorante de g, pertence a N¥ ., Logo N ndo €& compacto (veja
3.5).
Problema aberto 3.14: Seja M cL, M um conjunto desordenado. Se

M & fechado ou M+ & fechado entdo M € v -compacto?
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4. AplicagOes a topologia dos intervalos

Seja L um reticulado completoc. A topologia menos fina -de
L na qual os intervalos_fechados sdao conjuntos fechadds € deng
minada topologia dos intervalos sobre _L ¢ indicada por wv. E
sabido gque L, munido desta topologia é um espage compacto, mas

ndc de Hausdorff (ver [ 2] ).

Problema 4.1: Seja f:K—+L com f semicontinua superiormente e

K  compacto. Perguntamos se f(R)Y é fechado.

A resposta € ndo, se considerarmos a topologia dos interva

los sobre L. De fato, seja LE E(R)Y; entao

E vnf(K) =@, isto &, 3 F(K}n [a{b]c=ﬁ ou seja
VEN (2 ) . a,bfL : : \

, ¢ fa b 4b -

3 f(K)¥* [a,b} como 0 €f(X)* entdao O0€ [a,b] , o gque im-
a,bel, '
2 Fa,tgb
plica a=0. Como & a e a=0 entdo &L¥0: absurdo. Assim

¥ . temos LE£(K) donde f(K)'= L. Logo f(K)¥ ndo é fe-
LEL

chado.m

Observagao: Mesmo considerando a topologia v, temos f{X)+=L.

De fato, se RE¢f(K)* entao 3 Vnf(K)Y=p, isto &
- VEN(L)

3 f(K)*C|§,l]C=¢ ou seja 3 f(K)+cfa,1] . Como OEf(x)+

atL : aflL

kfa % Fa
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entdo 0€ [a,1] ou seja a <0 isto é a=0. Como L fa e

a=0 entdo 2 #0: absurdo. Logo ¥. temos Q€f(K)Y  donde
. L€l

F(K)F =L.s

. " / .
Problema 4 .2: Sedja £:K*IL. com f semicontinua supericrmente e

K compacto. Perguntamos se f(K) é fechado.

A resposta é ndo, pois temos 0 exemplo:

sejam L = [0,1]%
fn = ¥ (n} nEmN
B = {f, nE;N}

Temos que B = BL’{XQ} onde X4 ¢ a funcgdo nula. De fato,
i)or um lado temos Bu {XE) } ¢B pois BC B e para f£=0 temos
fn\LxEj (pontualmente). Por outro lado, se gleﬁ entao 3-{gj}jCB

com g.\)—r g, isto e, gj converge a ¢ pontualmente; se xfIN en

. tdo g(x)=0 (pois se x W, gj(x)=0 v); de gj(n)a-g(n) temos
: j

que ou g= 0 ou '% g(n)=1; neste Ultimo caso temos que

N gj(n)zl ou seja gj=fno para j >mny: logo g:fno_ Assim
n .
0 _

g€ Btﬂxg} ou seja BC BU% ﬁ} .

Como B = Bu{xg } #B entdo B ndo é fechado.w

Observacao: Temos gue RBY é compacto.
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Vimos que A € v,-compacto se e sé se ad é v, ~compac-
to. Veremos agora que & é v, ~compacto se e 56 se av é
L

v-fechadce.

Proposicao 4.3: Seja AcC L. Entdo AY' é v, -compacto se e 56

se Al & v-fechado.

Demonstracio: Seja x €A% Entio existe um filtro F , F-x com

A€ F ; 1logo existe um ultrafiltro U , U%x com UDSF ;daf
Y ‘ :

U *x com U>F ; como & é v -compacto temos XEAY . Lo-

go aY €& v-compacto.

Reciprocamente, sejA U um ultrafiltro com Aa+€ (U ., Temos

que U x para algum x€ L pois L é compacto na topolo-
. . . v .
glia dos intervalos; assim temos At e com U »+x ou seja

X EXT\Jque é igual a a‘t por hipdtese. Logo x€ aY e at é

v-compacto, dai a* & também vu—compacto.u‘

Obsgrvagao 4.4: Pela prqposigéo anterior temos que A & v, ~com
pacto seze sd se AY €& vy~fechado. Nio podemos afirmar que A
e uu—cbmpacto se e s6 se A é v-fechado. De fato, no proble-
ma 4.2Iéonsideramos o conjunto B={Xﬁﬁll€Dﬂ' onde B & v ,-com
pacto (pois B & v;compacto logo BY & v,~compacto o que
é equivalente a B v,-compacto) mas B ndo &€ wfechado, como

vimos.

Proposigao 4.4: Seda A ©L. Entao Ay & compacto.,
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Demonstracac: E imediato pois L com a topologia dos intervalos

¢ compacto.s

»

Proposigac 4.5: Seja -ACL. Temos gque A & v,-compacto se e s¢

- N Y ~
5e 05 pontos maximos de A estac em A,

v

Demonstragao: Se A ¢ v,-compacto, pela observagao 5.4, A% e
v-fechado isto é AF¥V=a'. Mas AcAciTV - A*,-éeja b um ponto
maximal qualquer de ﬁv; entao b <a para algum a €3, logo
b<a e bEA,

Para mostrarmos & reciproca basta mostrarmos que A é V-com
pacto. Seja (| um ultrafiltroc com R | . Temos que UY+ X
para algum x; logo XE AY que & v-éompacto (pela proposicao
anterior); mas 50 ¢ também v, ~compacto {pois a topologia é
mais fina que v, )i dai A% = max de A (pel% proposigdo {3.12))

v

Zv =V -V ~ ' = .
Como A’ch } e xEA entao x €A = max de A'C A por hi-

potese. Logo x€ A.m

Proposicao 4.6: Seja Ac L. Temos gque A & vu-éompacto se e 86 se

A cat.

Demonstragdo: Seja A v -compacto. Entdo A é v, ~compacto
(pelo lemA 4.1) e dai a¥ é v-fechado (pela proposigao 4.3 ).
Ent3o temos A< &F° = ab,

Para mostrarmos a reciproca, basta mostrarmos que oS pontos
maximais de A° estio em A. Seja X um ponto maximal de A° .
Como A'cA' temos x€ at ou seja x €a para algum at€ A. Co

- . . =V ~ . .
mo X & ponto maximal de A entac x=a, o que implica Xx€A.s:
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Recordemos que se F & um filtro sobre L e X €L entdo

v
3] .
F*x se e so se lim sup F < X.

assim, lim, F = [lim supf,1 ].
n
Agora, se L € um reticulado completamente distributivo te

mos

v _
u - . . .
F > x se e so se lim supf = lim inf F = x.

Se M ¢é um conjunto desordenado de L entao, M com a
topologia induzida pode nao ser Hausdorff. De fato, se F & um

filtro sobre M entao lim, F em M ¢ dado por

u
Llim, F,2]Jn n = [1im supF ,1}] n M que pode ser um conjunto
u .

nao unitario, ou seja pode nao ser Hausdorff. Se consideramos
£, = X{n} D € IN , temo_s Lirnvu {fn} em B dado por
[1im sup £,1]nB = [0,1] nB. Se consideramos
A ={X{n},n€ m} entdo  A' ndo é Hausdorff pois para

. N v, v,

= s s
f —{X{n}temos £,70, logo f 0 e dai F(£,)*0 em & .

n
Portanto 1im sup F(£,) <0 o que implica

v
lim supF (f_) <x b x €8 ; dai F (e ) 3 o .
n % >0 - n

Temos que se M € um subconjunto qualquer de I, entdo
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M é v ~Hausdorff se e s6 se ¥ ]Mrl[lim sup ,1] | <1;
u ) <
: F:filtro

sobre M .

Se M é v -Hausdorff,

M é v -compacto se e sé se Vv |Mn[1im sup u,1]]= 1.

{{rultrafiltro

sobre M

Problema abertc 4.7: Temos o5 seguintes problemas em aberto:

1) Se X . é um espaco métrico compacto e .f:X~ L, o0 gque se pode

dizer dos pontos maximais de f{X)?

2) Se M & um subconjunto de L, vu~compaéto e Hausdorff com

a topologia induzida em M, o gque se pode dizer de M?

Proposigao 4.8: Seja M um subconjunto de L, v,~Hausdoxff. En-

tdo M é v -compacto se e s5 se Y A x<m.
u <
— mE M
x€ M _

~ . =) - . : AY)
Demonstragao: Seja x €M’ . Entdo existe um ultrafiltrol 2> M, | = X,

v
isto ¢ . lim sup U= lim-inf U = x. Também u¥ m para um dni-
co mEM pois M é v,~compacto e v -Hausdorff. - Entao

1
lim sup  <m e dai x<m para um unico m EM.

A reciproca segue pela proposi¢ac 5.6.m

Problemas 4.9: Sedjam M e ¢ subconijunto de L.

a) Se M _é v,compacte e C € v-fechado entio CcnM &

v u—comgacto?
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A resposta € nao, Como veremos no exemplo a seguir.

a') se M ¢ desordenado e v,-compacto e C é v-fechado en-
tdo CnM & v, -compacto?
A resposta € ndo, como veremos a seguir.

-

b) Se M é v,-compacto € desordenacdo, como € a topologia Vv in
duzida sobre M?

Ainda nao obtivemos resposta.

. v - _
¢) Sejam M ) ,~compacto e desordenado com M {rnn }n’ m,  Xg.
Existe n EIN tal que Xy = inf w, ?
: n>ng

A resposta € nao, como veremos a seguir.

Observacao de c): E importante n, senao temos facilmente

0o exemplo:

(1+% )

b

In~ n}

N . . v, 1
g, > 5 pontualmente (isto e gn.+§)

g =id;{g v {go}hlvuéCOmpacto

1 oo ocos _
5 mas 3 € infimo de g para ng:l(n0~l)

g,gl,...+ 3

a) ndo vale pois temos o exemplo: M=(0,1)u {2} v ~compacto

-

¢ =[0,1] v fechado

MnC = {0,1) ndo v  ~COmMpacto
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a') nao vale pols temos o exemplo: Seja L= [p,ljﬂ{; Mg= (£}
n'’n

—_ -

1 -
onde £ =(1-+—) X . Temos que M, hao €& Vv _-Compacto ;
P2 To,1/27] 0 u

My=M 5 U L X o1}
Seija M=MOLEX{O} +x{l}}.

Entao M & v -compacto e v,-T, e nao & wfechado.

M[WMMJ{X{O}}= Mg nao e v, -compacto, logo nao vale a')
\-—-—_—Vﬁ—_‘/
o

c) ndo vale pois temos M.m

Conclusodes 4.10: Seja AC L. Sejam as seguintes afirmacges:

1) A & v -compacto;

2) at ¢ indutivo {(isto &, toda cadeia em AY tem um majorante);

3) A tem elementos maximais,

Vimos gque 1) 22) e vemos que 2) » 3) pelo lema Zorn.
Temos que 3) #2) e portante 3) $1)

Também temos: A € v -compacto se e s6 se a) vale 3);

b) max A &

vu~compacto.

As seguintes propriédades de vu—compacidade valem:

-~

i) A e v, compacto se e S0 _se A C Ak

ii) a & v,-compacto_se e sO se  max A Cmax A ;
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-compacto se e sG se max A = max A.

Problema 4.11: Temcs oS seqguintes problemas a serem resolvidos:

1¢e)

22)

-

uma_substituicdo em b);

Encontrar

Encontrar

uma topologia VvV sSobre M desordenado e compacto;

ver o que

significa uma sucessao gue converge em M: desorde

nado e

S

vV o=COo to.
u ITIEEI_C

conijunto desordenado vu—compacto pode ser o con-

Ver se um

junto dos

. . ~r o
valores maximais de uma funcao continua sobre um

espaco metrico compacto.

Ver, relativo ao n? 4), come sao os subconjuntos M: desorde-

nadeo e vu—compacto, que intercionados com conjunto fechado

resultam

_em conjuntos v, "Sompactos.
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SEMIGRUPO GERADO POR K-LIMITES

1. Introducgao:

A-idéia de semigrupo gerado pelos operadores fecho e comple
mentar surge em 1920 no trabalho de Kuratowski [22 ] onde sfo en-
contrados precisamente catorze elementos e sao obtidas as rela-
goes entre esses elementos. Podemos verificar esse resultado con
siderando, por exemplo, © conjunto formado pelos nimeros racio-
nais do intervalo {(a,b), pelos nimeros reais  dos intervalos
(b,c) e {c,d) e pelo nimero e onde a<b <c<d <e.

Posferiormente, num trabalho de Hammer Bﬂ ] publicado em
1960 encontramos uma extenséo deo teorema de Kuratowski onde
hipdteses de Kuratowski sdo simplificadas. Greco e Dolecki [ 9 ]
em -.1981, . usando a ideia de Kuratowski, desenvoclvem um
trabalho relativo ao semigrupo gerado por isotonizagao e anti-
tonizagao onde € construido o semigrupo gerado pelos operadores
generalizados fecho e iﬁteridr, Francaviglia e Franzoan[lO ] es
‘tudam o semigrupo gerado pelos I'~limites T (X ), I'.(Y-'-),F(Y.'-,}(_)
e r(x,y") [veja a introdugdo geral].

Neste capitulo estuddmos o semigrupo gerado pela composigao
de alguns K-limites caracterizados por I'~limites [&eja definicdo 1.14], esta-

belecendo algumas relagoes de ordem entre os elementos obtidos.
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1. Preliminares

Defini¢ao 1l.1: Sejam X um conjunto ndao vazioc e L um reticula
do completo. Denotando por LX o conjunto das aplicagoes de X

em 1, um limitoide € um funcional T:LX -+ L tal que

Vf,g € LX{ ¥{¢ homomorfismo completo de L em L temos

I) £<g9 3 T(£)< T(g)

2) T, £) = $(T(£))

3) T(f)E_f(X)L onde f(X)L é o sub reticulado fechado de L ge
rado por £(X)
Definigae 1.2: Seja L um reticulado completo completamente dis’

tributivo, seja X=X Xeoun: XX onde Xl""'*xn sao con
juntos nao vazios e sejam Al,....,%l familias de conjuntos
nac degenerados sobre le,....ﬂ(n respectivamente. Para toda

sequéncia finita ®y,e...:%  de sinais + ou - definimos o

i

I~limite de uma fungao £ €L® por

oo - o - o
1 . o
P(Al ,...,Ann)f = ext . ext 1 ext 1... ext nf(xl,..,x )
A €A, AEA x€a; X€A n

+ -
onde ext =sup e ext =inf.

Observagdo 2.3: Todo TI-limite & um limitoide [16].
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Definigcao 1.4: O sustente de um limitoide T, indicado st(T), é

a familia de conjuntos definida por

st(T) = {AacX: T(x,) = 1}

onde XAE LX vale 1 em A e vale 0 em X-A sendo 1 o

maximo elemento de L e O o minimo elemento de L.
Consideraremos somente os reticulados com mais de um elemen

to, isto &, 1#0.

Observagao 1.5: O sustento de um limitoide é um semifiltro, isto

é, st(T) é uma familia ndo degenerada e fechada por sobreconjun-

tos|[ 12].

a -
Notagac: O sustento de f(All,..., Ann) e indicado por

al OL1'1 3

(Al ceeer A

Teorema 1.6:(de representacao dos limites): Se [, & um reticula

do_completo completamente distributiveo, entdo todo limitoide &

um limite infericr ao longo de uma familia nac degenerada. Mais

precisamente, se T € um limitoide entao T(f) = 1lim infSt(T)f'

Ver[lzj .

Observagdo 1.7: O conjunto $fX, dos semifiltros de X, € um re-

ticulado completo com respeito a inclusdo de conjuntos e o con-
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junto Lim{X,L), dos limitoides como definidos acima, com X e
I, fixados, € um reticulado completo com respeito a ordem pon-

tual. -

Teorema 1.8: {de estrutura reticular dosd limitoides): Se L. &

um_reticulado completo completamente distributivo entdoc a aplica

gao St:Lim(X,L)-+ sfX que associa a cada limitoide o seu susten

to é um isomorfismo entre os dois reticulados. Ver[12 ] .

Definigio 1.9: Seja X um conjunto e AC P (X) uma familia ndo
#

degenerada. A grelha A" de A & definida por
A# = {acR :an F # ¢ para qualguer FEA}

Definicao 1.10: Se A e B sao duas familias de conjuntos, di
Zemos que A é menos fina que B e escrevemos A <B se para
qualguer A€ A existe BE B com B € A, Também dizemes que
A~ e B 3o eguivalentes e escrevemos A = B se A £ B e
B< A .
Valem as seguintes proﬁriedades sobre a grelha de um conjun

to.

Proposigao 1 -11: a) Se A <P (X) é uma familia ndo degenerada entdo

# =

A A

b) Se A <€ PEX) e Bc PY) sio semifiltros de X

e Y respectivamente entie (A x B)S A x 3%.
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c) Se A e B sao semifiltros de X tal que
A< B entdo A¥o g% .

d) sepcp X) é um filtro de X entao

e) Se Ac P (X) é um filtro . e B C P(Y) é

um semifiltro f\entao (A#xg )#_C A# % B#-

Aof AR
aue AP qé@
Proposigdo 1.12: a) (A )= A e (AN = A#
o o o a
- 1 Yn-1 -y 1 n-1
b) (Al ’ ... .y %_l r An) - (Al r --a;An_l )}: f%] e
o o L o
1 n~-1 4+, _ 1 n-1,# #.
(Al ""’An'—l , An) —((r'?\l ""'An—l_ ) xAn)

onde para qualquer base de semifiltros A e_B , com A XB in
dicamos o semifiltro gerado pela familia {AxB:A€A e BEB }.
Como casos particulares temos (A , B )=AXB; (A+,B—)=A#x3 ;

W = (axB*F e (WTLBD = Wagy®

Demonstragac: A parte a) segue da definigao de sustento de um 1i
mitoide; a parte b) se demonstra usando a definigao de F-1imi-

te recursiva e o teorema da representagéo.

Definigao L.13: Seja f£: XxY +» IR onde X € um espago topoldgico
com & topeologia T e Y- € um espago topoldgico com a topolo-
gia ¢ . Para x€X e vyE€y sejam N_(x) a familia das

vizinhangas_ de x e No(y) a familia das vizinhangas de V.
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Para todo par o e B de sinais + ou - definimos:

o B

F(Ta,oB.)f:XxY + IR . por (I'(Ta,GB)f)(X,y) = T(NT(X) NGy £

@ %ot rxay +;® por (M(#FF)E) ()= T ) #%, oy P e

Definigao 1.14: Consideramos ACXxY e A'C XxY. Escrevemos

K (i~ ,oB Ya = A’ se T(Ta,OB )XA = Xpo

- ) ) . ' o OB .
Proposicdo 1 .15: A CXxY temos que (x,y) €EK(T ,0 )A se e s se

-

AE(N.?:L(X),NE(Y}) e (x,y)EK(T#q,O#B)A se_.e s6  se

A€ (N (O#Y (v %),

- — o . +
Exemplo 0 1.16: Temos que X{(t ,0 JA = A e KI(1 ,0+)A = A on-

L] -—
de A vrepresenta o interior de A e A o fecho de A.

Proposicao 1 .17: {composigao de K-limites): Para A CXxY temos

que

(X,y)GK(T&,.OB_)K(Tm ,OB)A se e 56 se

-

A € v _ n W, )
QE(NT(K)a,NU(y)B) (x,y)€Q '
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Proposicao 1 .18: Existe um isomorfismo reticular entre KX ,

SsfX e %X onde K&X representa o conjunto dos K-limites
gerais sobré X (isto &, K & uma funcao definida em P(X) com
valores em P (X) tal que (i) K € mondtona ; (ii) K(@)=9 ;

(iii) K(X)=X), S5sfX representa os seletores de semifiltros so-

bre X e I2X representa os [ -limites sobre X.[ 16 |

Observagao 1.19: Notamos facilmente que tanto a composigao de

K-limites qguanto a composig@o de T-limite € associativa.
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2. O Semigrupo Gerado pelos K-Limites: K{(1 ,0 ), K(t',07)

r

x(z7,0%), x(<t, 0%, x(o

+ -

1Y, K07, 1T), K(t#,0#) e (™, o#Y)

onde 0 é a :opologia cadtica de Y e T & ume topologia em X.

Tedrema 2.1: O semigrupo gerado pelos K-limites K(T;,Of),K(T+,O_)

k(17,07), k(tt,0"), k0. 1)) k(07,17 K(t# ,0¥) e K(F T, 0¢h)

tem vinte e o¢ito elementys.

Para obtermos o teorema acima utilizamos os quatro lemas

i
. : . . ‘o - - o
abaixo onde para efeito de simplificagao de notacao usamos K(t')

' a - . .
para representarmos K{t ,JY) sendoc 1 a topologia discreta

Y

. -
em Y e usamos K(Oa) para representarmos _K(1X,0 } sendo Ny

a topologia discreta em X e onde o representa os sinais +

ou - .

Lema 2 .2: Temos as seguintes decomposicoes dos K-limites do teo-

rema 3.1:

1) .K(17,07) = K(T )K(0") 5) K(0",T7) = K(0")K(T7)

2) K(t7,07) = K(tH)K(07) 6) K(07,t") = K(0O)KR(T")

3) (17, 0%) = k(K0 7) K(<#,0%7) = k(oHK(TH
2y x(th, 0% = x(<HK(0") _ 8) K(t# ,0#) = K(0T)IK(1")
Lema 2 .3: Para qualguer sSequencia ®ys Opr Ay € q4' de si-

nais + ou - temos:
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a o o, - Q o a

1) K(oal)x(r 2yr(0 Hx(t Y = k(1 2)k(0 (1Y)
o o o & o
2) K(x Mx(0 Dz Do 4 = k(t Hre Hro b
Lema 2.4: Para o rqpresenténdo oS sinais + ou - temos:

k(1% k(1% = k(%)

~Lema 2.5: Para todo par o e B de sinais + ou - temos:

1) Kt 9xoPrxr® = x0Bka

2) Kt kPRt 9x( Py = ke ¥t .

Esses lemas sdo facilmente demonstrades. A fim de ilustra-

cao demonstraremocs que K(T—)K(O+)K(Tﬂ) K(O+)K(T_), Para isto,

mostraremos gue
K(t)K(ODIK(t)a = K(0DK(TT)a disto é T(tHITN0NT(t)x, =
=T (0*) Tk,

De ‘ato, temos que F(T_)XA(XrY) = sup ) igf XA(i,y) .
: Ue N(x) xel

I'(o I (r )XA(X,Y) = sup sup ____.inf X;_\‘(.X;Y} = hix,y) - e
ve€Y pyeny (x) x€y & - o
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1]

T(T")T(O+)F&E—)XA(X,Y) T'(t )h{x,y) = sup inf h(x,y) =

UeN (x) %€U

sup  inf sup sup inf ngi,y) = j(x,vy)

UeN (x) x€lU y€y UeN (x) x€l

E claroe que j(x,y)j_h(k,?).

agora Jj(x,y) > sup inf sup inf XA(i,y)
UeN(x) = yE€Y €U

> sup - sup inf'xA(§,y)
UEN(x) vyEY xE&y

= sup sup inf XK(;'Y) = h(x,vy).
vEY leN (x) xE(

assim T(1ITONK(t )%, = TOTE Ix, . =

Com os resultados dos lemas anteriores obtemos ©s seguintes

elementos:

a) oito elementos resultantes de duas composigoes:

K(tHK(OIKE ) k(IR Y R0
k(K0 ) K(THr(THK(0h)
K(THK(OTIK(T) K(tHR(THK0™)

k(T k(0 )K( ) KCTHYR(TTIR(0T)
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b) oito elementos resultantes de trés composicdes:

K(T*)K(T")K(o+)x(fﬁ) K(T+)K(r')K(T+)K(o+)
K(T*)K(T4§k(o“)K(T*) | | K(TK(TIR(THK(0)
K(T')K(T+5K(0*)K(T7) K(TIR(tT)K(TTIK(0™)
ﬁ(T')K(T+3K(o")K(T") K(T Kt IK(T)IK(0T)

¢} quatro, elementos resultantes de quatro composicfes:
K(r')K(rf)Kcr')K(0+5K(T+)

K(T')K(f+)K(T;)KQO')K(T+).

K(T+)K(T;)K(T+)K(O+)K(T;)

k(1)K TIR(THKR(O KT

que com os oito elementos geraderes .- do Semigrupo totalizam 28 ele-
mentos.
Podemos estabelecer as seguintes relagoes de ordem entre os elemen

tos do semigrupo:

I

a) entrz os elementos geradores do semigrupo:

K(17,07)< k(#, 0¥ ) < k(17,07 k(07T k(®T,0# ) < k(1T,0%)

-

K(#", 07 ) < k(0%,t 7)< k(17,0%) <x(T¥,0%).
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Essas desigualdades sao facilmente obtidas usando as pro-

priedades de grelha.

b) entre os elementos resultantes de duas composigoes:

K(THK(TIR(0T) K(TIR(ODIK(TTIL k(THK(OTIK(T) < K(THK(TT)r(0")

e

R(TTIR( THK(07) < K(T)K(OIK(T )< K(THIK(OTIK(TT) < K(x Ir(tT)K(0").

c) entre os elementos resultantes de trés composigoes:
K(TRT IR (TR0 KT DIK(THROTIK(TTLR(THRET DHR(0T)R(T )<

< K(t )R HK(tTIK(0™) . e

K(TTKR HK(THR0T) <k (1K HIKODIK(T ) <x(tHK(T KOk ™) <

< k@EHREKE KOO,

d) entre os elementos resultantes de quatro composig¢odes:

KETHKOT)IR(TIR(OTIK(T Y < R(TTHR(T)R(T IR0 )K(T ™) e

x

K(THK( DK(THRODIK(TT) < k(T HK(THK(TIK(ODKR(TT) .

Essas relagoes estdo colocadas no gquadro a seguir onde ca-

- : :
da segmento ligando dois elementos representa uma relacac da ordementre
eles sendo que o "elemento maior" é aguele que estd acima do outro

elemento.
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K(tHk(o™)

| - KKK (1K (DY)
KT K(OR(t (0T kbHreh o 8

Kt 3K (17 )o™)
k(G eHK(Gh

RO ke

(' - K(TR(E RGO KRG
; _ N A .
KOREOKEGRE)  KOREREH

'y

. '. ’ = 2 L
K{UORG (™) (T KK TR (G <

KRG

g

KOOR(IG K TS
KON R (0 K (1 ,

o |
O oy | A

|

i A
o

KCTOKO K ()

KKK IR () |

K{tﬁf(('t?)K(G_}K( T K(TOR(DR(00) ‘

KT OR(rIK(07)

K(T"’)K(T“)K(r"'")f({o“'} ' KO [K(17)

(T‘_)Kf TIK(IKG) ‘

K{t JK(0)
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Outras relagoes entre os elementos do semigrupo gerado sao

obtidas dos seguintes lemas:

|l

Lema 2.6: Paxg CYERRRY: Ot;n, Bl""" Bn' & Be ¥ representando

0S5 sSinais + ou -~ temos:

.OL o B B .
Ly k(t Mr0%< k@ ...kt Mk(0® entio

a) Se K@

o B

i .
). KT MEOD < k@ DK(T D...k@ MxoP)  onde

K(THKRE
l<m, n<2 :
o : o B B
k(1 L. ..k ™KK <k Dkt Mx(oPHrE ) . onge

1<m, n<3

o o o B, 7 B
b) se Kt Ny...x(t "Hx(oMHkr M< ki Hy...k(t K0P entdo

B
1

Q x X
).ok(t "hHroHra ™ < k¢ Hk(r

B.
K(t' )K(t .. KA(T 'ﬂ)K(OB) on-

de 1<m, n<2.

B B 8
l) ..LK{T n'_:L)If{(OB)K( ™) entdo

o o g B B B
Ly k(r ®x(0%H <k Ix(r Y.Lk P hxoP)x(r ®) on-

3 _
). K(t MKOY < Kt

-

o ' o B B . B
d) se K(rt l)...K(': m-Lyg(oMr(t ™) <K(r1 1y, ..kt n'.l)K(OB)K(T ™

entao

B

%1 o Fme ' % 1 Ba-1 vi n
Yookt MhroeHkt ™ ekt Hr(r Y.Lk PThHroDx(Th

K(T YK(T
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onde 1<m, n<2.

ema 2 .7: Para o vea., O e represen-—
L 1’ r U Blr ¥ Bn"f o4 e B £
tanto os sjinais + ou - temos:

o o B B
a) Se K(t D)...K(t MK(0M<kr N)...x(r Mx(0P)  entdo

o Bn

o B . _

Kt KT D) ..LkCr MK <k(tHK(r D .. xlc DK(0P) onde
l1<m, n<2 e

%1 “m o - Bl Bn B + :

K(1 7). .K{1x DK(ODIK(1 ) <K({t 7)...K{(T ) K(O)K{(1") onde

o o - o B : B
p) se K(T ...kt "HK(OMHK(t™ k(1 )...K(t™MK(0®) entio
- « o o B. B
Kt KT D)ookt T HR0HR(T ™) <x (Kt D). Kt MK(0®) on-

o o B B B
c) Se K(T D)...k{t MK(0%<K(T Y)...K(T ““1)K(_03)K(T ™)  entdo

o o _ B 8 B8
R(THIRCT 5y .. k(T MM < k(T N ...kt " HroP)xer *) on-

de 1< m, n< 2.

o o : o B B g
@) se K(t D).k "HrROYK(t <kt ..kt T hroPHr(r ™

-

entao

o o o B - B B
KCeOK(T Bkt " hroHxt ™ < k(R DLk " hHroP ikt M)
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onde 1<m, n<2

e) Se K('cal)....x(ram}k(oa)f_K(rBi)...K(fn.)K(OB) entao
K(Tal)...K('ram}K(Oa) 5K(rBl)....K(TB“)K(DB)K(T+) onde 1<m,n< 3
K(ral).'..K('ca“‘)K(o“) f_K(T+$K(TBl)...K(TBn)K(OBj onde 1<m<3 e 1<n<2
K(T")K(Tal)...K(ram)K(oa)f_K(':Bl)...K(tB“)K(OB) onde 1fm<2 e 1<n<3
K(Tal)...K(Tam)K(Oa)K(T_)gK(TB]')...K(TBH)K(OB) onde 1<m,n <3.
£) se k(.. x(r ™ HK©O%E Mex(th).. .K(x MK(0® entio
K(Iocl)...K(tGC rrl"1)I<(ch)£<('r0£m) _gK(_tBl)...K( TBn-)K(OB)K(T-Fj onde
1<m, n< 3 N

(e Ly Lkl ™ok ™) iK(T+)K_(-TBI)...K(TBn)K(OB) onde
1m<3 e 1<n<2 -

KI(T;')K(TOL]')..;K(Taﬁ_l)K(Oa)K(Tam}ﬁ(TBl)...K(’EBm}K(OB) onde 1<m<2 e 1<n<3

g-‘) se K( Tal)...K('ram)K(o“)iK( "581)'...K(TB#'l)K(OB)K(tB %) entdo
k(x M.,k Mr0M< KI(T+)K.(TB 1y k(e k0 BrE ) onde
1<m<3 e 1l<n<2, |
K(Tal)...K(.Tam)K(Oa)K(T-)f_K(TB 1‘)...K('EB“"1)1<(OB)K(TB ™ onde
1<m, n< 3, |

R(TIKCT D) k(T MK <kt D). .'K_('EBn_l)K-(OB)K(TB ny onde



1<m<3 e
o
. 1
h) Se K{1 ™)
entao
o a,
K(t 1) LK ™

onde 15_m53

a
K(t)K(T 1)...

onde l<m<2

Soe o
CROT TTHROODR(T ™ < K

e 1ini2'

o o <
1.

K{z © l)K(OOC)K(T m)_<__ K(rt

e l<n< 3.

B
1.

- o B
LroMxr ™ <k(tHx(1 H...
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B__ B
K MhkoBk(+ ™

B e
K{r ° l)K(oB)K(TB”)

B B
x(r hHk(oByk(r My,
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