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CAPITULO ©
INTRODUCAO

Esta dissertacfo versa sobre o problema de equilibrio de
trafego.

O sistema viArio de muitas cidades, principalmente as de
maiar paorte, estid superado ha muito tempa. Isto tem causado
congestionamentos insuportaveis. A cidade de S3c Paulo é um

bom exemplo disto, estando seu transito a beira de um colapso:

“Se toda a frota de veiculos da cidade {(que é algo
em torno de 25% da frota nacionald ocupasse ao
mesmo tempo o sistema viario principal da cidade
(todas as grandes avenidas?, os carros, em 1960,
encostados para-choque com para—-choque, ocu]'aariam
todas as faixas. Dez anos mais tarde, © mesmo
aconteceria, mas com pilhas de dois carros. Em
1980, as pilhas seriam de quatro carros. E por
pro jecéo' em 1990 as pilhas atingiriam oito

automdveis> (311

O nosso objetivo ao realizar este trabalho nio é o de dar
uma solucio definitiva para o problema, mas fornecer aos

engenheiros e analistas de transito uma ferramenta a mais para



a dura tarefa de resolver os problemas de transito.

A preocupacdo gerada por problemas de trafego criou
condicdes para que pe=squisas nascessem trazendc abordagens as
mais diversas.

Ja em 1952, Wardrop [41] publicava trabalhos sobre o
assunto. Dada a relevancia e o carater s=seminal de sua
contribuicio, o problema que estudamos aqui passou a ser
chamado de equilibrio de Wardrop.

Beckmann [41], em 1956, mastrou que sobre certas
condicdes, o problema de equilibrio é equivalente a um
problema de otimizacio [391. Porém, Beckmann tratou o caso
simples em que os custos nos arcos dependem apenas de fluxos
locais, mesmo reconhecendo que apenas alguns casos especiais
satisfaziam as condicdes requeridas [28].

Dafermos {41 estendeu consideravelmente a estrutura
original de Beckmann, considerande o custo nos arcos como uma
funcao dos fluxos ocorrende em toda . a rede. Is‘;.o torna-se
particularmente importante quando trabalhamos com redes
contendo ruas de duplo sentido, ou quando o tempo de viagem em

um arco depende crucialmente da espera que ocorre nas

interseccées.
Smith (391, Dafermaos [6] e outros apresentaram e
resolveram o problema usando desigualdade variacional.

Asmuth [3] também formulou o problema desta maneira, propondo



0 uso do algoritmo de ponto fixo de Eaves-Saizal para sua
solucao [331

Aashtiani e Magnanti [1] apresentaram a parte teérica do
problema  trabalhando com complementaridade. Nao se tem
conhecimento, no entanto, de trabalhos computacionais usando .
algoritmos especificos para complementaridade nZo-linear.

No Capitulo I deste trabalho, daremos uma ""‘:‘descricé'm
detalhada do problema. Apresentaremos, no Capitulo II, a
formulacio do problema por complement.aridadé. Também serao
apresentados teoremas que garantem a existéncia e unicidade de
solucio. No Capitulo III, faremos a abordagem por otimizacio.
Uma demonstracio de equivaléncia entre os métodos também sera
feita. No Capitulo ICA apresentaremos =~ resultados
computacionais, faremos uma analise entre os métodos e daremos
algumas conclusdes. E finalmente, no Capitulo V, as extensdes,
Conde apresentaremos o paradoxo de Braess) e as conclusdes

finais serao apresentadas.



CAPITULO 1
O PROBLEMA DE EQUILIBRIO DE TRAFEGO

11 — EM QUE CONSISTE UM EQUILiBRIO DE TRAFEGO?

Vamos supor que em uma determinada cidade, o departamento
de trafege resolve, por algum motivo, impor aos condutores de
veiculos as rotas que estes devem tomar para chegar ao seu
destino, de acordo com certos critérios que julga serem bons
para a comunidade.

Seja a rede de transporte como na Figura 1, onde os noés
representam os pontos de origem—-destino <O-D, por
simplicidade> ou as interseccdes de ruas e os arcos
representam as ruas. Nos referimos ao j-ésimo caminho do
i-ésimo par O-D como o caminho ji, ao fluxo neste caminho como
F“ e ao custo unitario correspondente como C';(F'). As demandas
J ] J
no i-ésimo par O-D sido denotadas por dL' Com relacdao aos
arcos, nos referimos ao k-ésimo arco da rede como arco k, ao
fluxo neste arco como fk e ao custo unitario correspondente

como ck(f). Vamos considerar o par (1,2 como o primeiro par

O-D e o par (2,10 como o segundo par O-D.
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Figura 1

Vamos estabelecer os custos unitarios nos caminhos:

(10 0 0 5 0 ] [ 1000 ]
015 0 0 5 950
G = 0 020 0O O | F + | 3000 .1>
2 0 020 O 1000
| 0 1 0 0 25 | | 1300 |

onde o vetor F contém em suas primeiras componentes os
fluxos relativos ao primeiro par O0-D, a seguir os fluxos
relativos ao segundo par O-D e assim sucessivamente.

Vamos supor que as demandas entre os pares O0-D (1,2> e
2,1> sao d1 = 210 e d2 = 120, respectivamente. Supondo que o
departamento de trafego exige que o custo total deve =ser

minimizado, precisamos resolver o seguinte problema:

L
Sendo os C‘_ como em (1.1
3



onde i = 1,2 ¢ j = 1,2,3

A solucdo para este problema é:

[T
[

Fl = 11157 c! = 244935
F: = 80.96 c: = 2430.83
F': = 17.46 c: = 3349.26
2 2

F: = 66.72 ¢ = 2557.53
2 2

F. = 53.28 C: = 271298

O custo total é 843765.56.

E claro que o departamento de trafego partiu do principio
que cada condutor iria aprovar a sua politica e segui-la
irrestritamente. Mas um condutor bem informade das condicdes
de trafego nas outras vias pode descobrir que ha caminhos mais
baratos para se chegar ao mesmo destino.

Por exemplo, se um condutor que trafegava no caminho 31,

) 1 . . -
t.oma o caminho 2, a nova distribuicao e os custos

'
correspondentes serio como segue:

2 . . . ~
Supondo que os demais permanecem fiéis as determinacoes

do departamento de trafego.



F' = 81.96

2

F’; = 16.46
c; = 2445 .83
c: = 3329.20
c: = 2713.98

Observamos agui que o© custo no caminho 3! dimimuiu,
enquanto que os custos nos caminhos 2' & 2° aumentaram e que
este condutor foi beneficiado com a troca que fez.

Um outro condutor que tomava o caminho 2° observa que =me
tomar o caminho 2 provocara a seguinte alteracio:
= 52.28
= 67.72
= 2688.98

F
<
c = 257753
<
o

= 2454.30

= 2440.80
Esta nova troca fez os custos nos caminhos 2° e 2'
diminuirem, enguant.o os custos nos caminhos 1% e 1*

aumentaram.
Este prbcesso segue até gque nenhum condutor tenha
incentivo para mudar de rota, ou seja gqualquer troca resulta

numa rota mais cara. No final deste processo a solucio sera:



F: = 120 c: = 2550
4 L §

F' = 90 ¢t = 2550
2 - 2

FF'= 0 ¢! = 3000
3 8

F°F = 70 ¢* = 2640
1 1

F° = 50 ¢? = 2640
2 2

Com esta solucido obtemos o custo total de 852300.

Como se vé, a melhor s=solucido coletiva nem sempre é a
melhor solugio individual e se cada wusuario do =sistema de
trafego age individualmente, o 6timo coletivo nem =empre é
estavel. Pela teoria econdmica, diriamos que pode ocorrer uma

falha de mercado.



CAPITULO II
EQUILIBRIO DE TRAFEGO POR COMPLEMENTARIDADE

2.1 — FORMULACAO MATEMATICA

Agora estamos prontos para enunciar a lei de equilibrio
de Wardrop, a saber:

“Num equilibrio, para cada par origem-destino, o custo de
viagem em todas as rotas usadas é igual e este custo é menor
ou igual aco custo de viagem das rotas nio-usadas®.

Em outras palavras:

Se a distribuicio estia em equilibrio, entaa:

(i> se uma rota apresenta fluxo positivo, entio el:? possui o
menor custo possivel; i) se uma rota possui custo superior
ao custo de qualguer outra rota, entio seu fluxo sera zero.

Em notacio matematica, o modelo de equilibrio é definido
numa rede de ftransporte INKI com N nés, K arcos dirigidos e
um conjunto I de pares de nés origem-destino (O-DD.

O modelo é formulado da seguinte forma:



[c}cn - uL]F, =0 jeJ,iel 2.1.2>

c; CF> —u. 20 jeJ,iel €21.b>

ZF‘: —d Cuw =0 iel 21.cd> <21
jeJ’

F2o0 €2.1.d>
u=o0 21.ed

Nesta formulacio:

I — conjunt.o de pares O-D.

J-‘ — conjunto de caminhos disponiveis para o i-ésimo par
O-D

F'; — fluxo no j-ésimo caminho do i~ésimo par O-D.

F — vetor de (F_,') com dimensio m = 2 |J-L| = numero total

1 8

de caminhos.

u — custo minimo para o i-ésimo par O-D.
L
u — vetor de (ud com dimensdoco nz = |I| = namero total de
19
pares 0O-D.
d (u> — funcio demanda para o i-ésimo par O-D.
19

d. R LR
i + +

L ~ PP . <o .
C — fumcado custo para o j~ésimo caminho do i-ésimo par

41

G FE>R™L LR
j + +

A funcio cust.o pode, a principio, incorporar uma
variedade de atributos que sao relevantes para a escolha da

rota tal como tempo de viagem, custo de viagem, condigdes ou

10



atratividado da rota. Nio me tem noticia no entanto, de provas
de existéncia de equilibrio incorporando tais caracteristicas.

Seja J = {Ji', 1 € I} denotando © conjunto de todos os

caminhos disponiveis na rede e assumimos gque a rede &
fortemente conectada, isto é, para todo par 0-D, ha pelo menos
um caminho ligando a origem ao destino (. e. IJiI = 1D,

As equacSes 21.a e 21b no modelo de equilibrio de
Wardrop requerem gque, para qualquer par O-D, o custo de viagem
em todos os caminhos j € Ji' com fluxo positivo seja o mesmo e
igual a u, que € menor ou igual ao custo de viagem em
qualquer caminho com fluxo zero. A equacio 21.¢c requer gque a
soma dos fluxos ao longo de diferentes caminhos entre qualquer
par O-D seja igual a demanda total di(u). E finalmente as
condicdes 21.d e 21.e declaram que o© fluxo nos caminhos e o
cust.o minimo devem ser ndo-negativos.

Como caso especial do problema de equilibrio (2.1, temos

o modelo aditivo no qual:

c‘_cm:Z&",c TP jeJ,iel
J kj k
k€K ‘
L4
onde:
6L _ 1 (arco k no caminho j>
ki 0 (caso contrario)

dimensao de K = ns

e c é a funcioc custo para o arco k

c ¢(HOR™M R
k + +

11



Ou seja, o custo de viagem no caminho j é a soma dos
custos dos arcos que compdem este caminho.
Mais compactamente:

T

C;'(F) = A' c(f>, onde A.‘ = (6;j) € a matriz de incidéncia

arco~caminho para o i-ésimo par O-D da rede.

2.2 — EQUIVALENCIA COM UM PROBLEMA DE COMPLEMENTARIDADE

NAO-LINEAR

Seja G:R"——R"

GG = (Gi(x), .......... ,Gn(x))

O problema de complementaridade n3o-linear é encontrar um
vetor x satisfazendo:

X 20, Gx) 2 0 e xGx> =0

Vamos mostrar gque o problema de equilibrio de trafego

(2.1> pode ser escrito como um problema de complementaridade

nao-linear.
Sejax=[Fu]Te[Rn,comn=n1+nz
e sejam:
hGo = c;qr) - u jel,iel
J
e
g x> = ZF‘L, — dw iel
L : J L
jeJ

Seja entio:

12



h GO

G(x> = J "
x € GO e R
19
Consideremos agora o seguinte sistema de

complementaridade nio-linear:

h;(x)F: =0 jeJ,iel

h;(x)ZO | jeJ,iel

gL(x)u_‘ = 0 iel 2.2>

g,‘(x> 0 iel

x =z 0

Observemos que qualquer solucio ; = [F :]T para o
problema de equilibrio de trafego (21> satisfaz gi(x> = 0, V

i € I, logo esta soluclo é também solucio para o problema de
complementaridade nio-linear (2.2).
A proposicio seguinte estabelece o resultado reciproco.
Proposicido 2.2.1:

1

Suponha, para todo j € Jt, que C%:D?:i———olR* € uma funcao
J

positiva. Também suponha, para todo i € I, que d,L:!RTZ—-»IR: é

uma fung¢idc ndo-negativa. Ent3o o sistema de equilibrio de

trafego (21> é equivalente ao sistema de complementaridade

nao-linear (2.2>.
¥

Prova
E claro que basta apenas mostrar que qualquer solucdo de
(2.2> é também solucdo de (2.1>. Suponha o contrario: que ha

um x = [F ul” satisfazendo (2.2>, mas que nao satifaz (2.1> ou

13



seja que g GO = z F:, — d<w > 0, para algum i < L
ieJ’

Entao 8, (x).u_L = o, implica u = 0. Como a
T 1

[

nao-negativa entio 2 F; > dduw 2 0, o que implica que F‘L, >0
t J
J
para algum j € J‘ e algum i € I. Mas para estes j e i

particulares, a equacio h.:,(x).F'-L_ = 0 implica que hif(x) =
J J

CCF> —u =0 ou C(F> = u.
J L J L

Como u,L = 0, entiao C;(F) = 0, contradizendo a hipdtese
que c}cp*) > 0.

Logo, toda solucdo de (2.2 é também solucido de (2.1>, ou
seja o problema de equilibrio de trafego é equivalente ao
problema de complementaridade né'xo—linear.3 =

Com relagido aoc modelo aditivo onde:

C:_(F) = 2 6;,ck(f), C;(F‘) € positiva se as funcgdes custo
i)
keK

nos arcos sao nioc-negativas e pelo menos uma € positiva num
arco k no caminho j.

Proposicao 2.2.2:

Suponha, para todo k € K que ck:ue:“’__mi é uma funcio

-

positiva. Também suponha, para todo i € I, que d_L:UE:E———oﬂai é
v
uma funcdo nio-negativa. Entd3o o sistema de equilibrio de

trafego aditivo & equivalente ao sistema de complementaridade

3 A . ~ L ~
As suposicdes sobre as condicdes das funcoes Cj e d_L nao

sdo restritivas, pois é o gue ocorre na pratica.

14



nao-linear.

Prova
na 4 . L, - . i ” D4 s
Se ck:ﬂe+——-»DE+ € positiva, obviamente C{F) é positiva e
J
a demonstracio segue como a anterior. =

2.3 — TEOREMAS DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

Os teoremas gque vamos apresentar bem como suas
demonstracdes encontram-se em Aashtiani e Magnanti [1].

Teorema 2.3.1 (Existéncia de soluciao)

Suponha que [NNKI é wuma rede fortemente conectada.

1 : ~ . ~ .
-o[R+ €@ uma funcac continua nao-negativa

Suponha que C;:[R:
para todo j e J.‘. Também suponha que, para todo i <« 1I,
dL:lR:L[Ri é uma funcio continua que esta limitada para cima.
Entic o sistema de complementaridade nao-linear ((2.2> tem

solucao. _
Teorema 2.3.2 (Existéncia de solucic para o problema de

equilibrio de trafego aditivo)

Suponha que [N,KI é uma rede fortemente conectada e que

a 1 . ~ . -

ck:UE’: »!E+ & uma fungao continua positiva para todo k € K.

. . 2 t ~

Também suponha que para todo i € I, d,:D?:——o[R € uma func¢ao
1 +

continua nao-negativa que estia limitada para cima. Entio o

problema de equilibrio de trafego aditivo tem uma solucdo.

Teorema 2.3.3 (Unicidade de solucio?

15



Para uma rede fortemente conectada I[N,Kl, suponha gque
ck(f ), o vetor de funcdes custo nos arcos, € —d, o vetor do
negativo das funcdes demanda saoc estritamente mondétonas. Entdo
o fluxo nos arcos e o custo minimo para o problema de
equilibrio de trafego aditivo s3co Unicos e o© conjunto de
fluxos de equilibrio é convexo.

Note que este teorema nos garante que o fluxo nos arcos é
Gnico. O fluxo nos caminhos nio precisa ser uUnico, pois pode

existir varias combinacdes de fluxos nos caminhos que

correspondem ac mesmo conjunto de fluxo nos arcos.

24 — O METODO DE SOLUCAO

Seja G:R——-R"

Como falamos no capitulo 2, o problema de
complementaridade n3o-linear & encontrar um ve't,or X dque
satisfaz:

X 20, Gx> 2 0 & XG> =0

Se G pode ser escrita da forma:

Gx> = "'q + Mx, dizemos que este & um problema de
complementaridade linear.

Quando G & nao-linear, tomamos, a cada iteracio, uma
aproximacido de G da forma:

GO = GG + AKX — %D

16



Onde A(x> é um método de aproximacio linear. Incluidos na
familia de métodos de aproximagio linear estio:

4> O método de Newton no qual a funcio G & diferenciavel
e Alx> = VOXD;

(ii> Os métodos Quase-Newton onde A(x) é uma aproximacio
de VGGx);

(iii> Os métodos de super-relaxacio sucessiva nos quais
AGX> = LGO Cou UGDY + DGO ~ w', onde w' & o parametro de
relaxacio tal que 0 < w' < 2 e onde D(x), LXx> e Ux) sdo
respectivamente as partes diagonal, triangular inferior e
triangular superior de VG(xD;

dv> O método de Jacobi linearizado, onde A(X) = D(xJ;

(vd> Os métodos de projecio nos quais AXD = H, onde H &
alguma matriz simétrica definida positiva.

Na resolucio por complentaridade usaremos A(x> tal como
em (1> e na resolugcio por otimizacio tal como em (iv):

Resolvemos o problema de complementaridade linear usando
o algoritmo de pivoteamento quase-complementar de Lemke d{que
esti descrito no apéndice A> e verificamos ‘se a solucio deste
problema & tlambém solucdoc do problema ndo-linear. Se isto
ocorre, encontramos a solugdo, s=e nao ocorre fazoemos a
linearizacio neste ponto e continuamos até que seja encontrada
a solucio.

No nosso problema de trafego, temos:

17



C;(F‘)—ui >0:F 20 jej,iel

EF;_d,‘cmzo:uao iel

ieJ*

A Unica parte que & ndo-linear é C'(F), portanto sera a
J

”

unica a ser linearizada. A linearizacfio sera feita usando
expansao de primeira ordem em série de Taylor ou seja:
E;cm = ™ + VC'CF™CF — F™

J

Vamos colocar este problema linearizado na forma:

w = Mx + q

w VCCF™ i — e F CCF™> — VCCF™F"

S = |ecacca- } ______ - Ly g iy

w 1T 1 o u - d

z
Onde:
1 é uma matriz diagonal por blocos. Cada bloco (l.,r) se
1

refere a um par O-D e contém uma quantidade de uns tanto
quanto s3oc os caminhos existentes para cada par O-D.-
o' & uma matriz de blocos, ond; o i-ésimo bloco contém
uma quantidade de wvetores unitarios e': tanto quantos =s3o os
caminhos para o i-ésimo par O-D.

4

- . cem - k
O teorema gque garante a convergéncia da sequéncia x))

gerada pelo método de Newton encontra-se no apéndice B.

18



25 — O ALGORITMO

1: — Inicializacio

n = 0, estipular x°

2: — Nova iteracio
- [

X = x

3: — Linearizacao

B> = GG + JCxx — %

La)

GCx> — JCxOx

q 1
M™ = JGo
4: — Resolugio do problema linear

Encontrar x que resolve:
w=qn+Mnx20,x20,w.x=0
5. — Teste de parada

X Z2—¢c
L
Se G(x>2 — ¢
|8

| xt.Gt(x) | € & , para & pequeno

® & soluc3o aproximada para o problema nio-linear

~ La]
Se nao, y=n+ 1, x = x @ retorna ao passo 2.

2.6 — ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Para a solucdo deste problema, utilizamos wum pacote

computacional de implementacao de THOMAS RUTHERFORD do

19



departamento de economia da “University of Western Ontario” do
Canada de outubro./87.

O pacote chamado MILES é uma colec3o de subrotinas para
resolver problemas de complementaridade linear usando o método
de pivotamento quase-complementar de Lemke.

Lusol (do Laboratdrio de Otimizacio de Stanford), um
conjunto de rotinas para gerar e manter a fatoracio da base é
o elemento chave do sistema. E feito um “trade~off” na escolha
entre refatoragio e atualizagdo da base sendo que é possivel
controlar este balango através de ajustamento de alguns
parametros de controle.

Miles é especialmente 1Gtil na resolucio de problemas
grandes e esparsos, pois explora a esparsidade da matriz M
recebendo apenas os seus elementos nioc-nulos. Estes elementos
s30 armazenados por uma subrotina gque constrdéi e mantém uma
estrutura de dados do tipo lista Iigada a qual é depois
transformada numa estrutura de dados em forma de matriz de
programacio linear do tipo coluna dominante.

Normalmente o método de Lemke é iniciado com as variaveis
de folga na Base, mas a critério do usuario pode ser fornecida
outra base desde que seja complementar. Se o método de Lemke
falha ao resolver o problema, o pacote providencia a melhor
aproximacio observada até aquele momento.

O programa esta implementado em linguagem de programacio
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Fortran 77. Os testes foram realizados em ambiente VAX/VMS
versao 45. O tempo de CPU (que sera apresentado no capitulo

4> foi medido apdés as entradas de dados.

2.7 — OUTRAS FORMULACOES

Existem out.ras formulagdes para o problema.
Apresentaremos a seguir algumas delas. A primeira é uma
equivaléncia com um problema de desigualdade variacional.

Definicio 2.7.1:

Sejam K < R", GR"—R" e x e K, o problema de
complementaridade consiste em encontrar um vetor x 2 0 tal que
Gx> 2 0 e X GCx> = 0.

Definicao 2.7.2:

Dado K <« R", n3c vazio, fechado e convexo e GR"—R", o
problema de desigualdade variacional consiste em encontrar um
vetor x € K tal que (u — ¥ T6GD = 0, para todo u € K.

Teorema 2.7.1 (Equivaléncia entre o problema de
complementaridade e o problema de desigualdade variacional?

O proble;na de complementaridade é equivalente ao problema
de desigualdade variacional.

Prova

Como mostrado em 2.2, as restrigcdes da demanda para o

problema de complementaridade podem ser incorporadas a funcio
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G de modo que temos K = [E:. A demonstracic que sera
apresentada a seguir encontra-se em Karamardian [15].

Toda solucdo do problema de complementaridade é também
solugdo do problema de desigualdade variacional, pois temos:

Xx 20, GGX> 2 0 8 xXGx> = 0, logo (u — x>"GCx> 2 0, para
todo u 2 0.

Vamos verificar o contrario tomando:

u=0 temos XG> < 0

u=2Ax, com A > 1, temos X Gx> 2 0

logo X' G(x> = 0. Para provar que G(x> 2z 0, basta observar
que, como x GCx> = 0, temos:

Cu — x)TG(x) 2 0 = uTG(x) 2 0 e do fato de u € K, temos
Gx> Z 0 e a equivaléncia entre as formulacdes. n

Teorema 2.7.2 (Condigles para a existéncia de um problema
de otimizacdo equivalente)

Se Gx> for integravel (ou seja, se existir ;uma  fungdo
potencial (x> tal que Ox> = Vx>, entio existe um problema
de otimizacio equivalente.

Prova

Como Gk = Velx>, resolver o problema de desigualdade

variacional acima é o mesmo que resolver:
T
Cu — X Vx> 2 0, ¥Vu e K

. - e . . (-4
E isto equivale as condicSes necessarias de 1— ordem para

minimo local de . Ou seja é o mesmo que resolver:
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X

min (x> = min ‘.I G(rd>.dr -

Este resultado sera utilizado no capitulo seguinte.

Smith [39] apresenta o problema formulado como um sistema
dinamico com apenas dois periodos: hoje e amanhd. Aos
condutores nao €& permitido trocar suas rotas hoje, mas podem
fazé-lo amanhd, desde que obedecam ac seguinte principio:

Considere um condutor que trafegou ac menos uma vez ho Je.
Ele pode usar a mesma rota amanhd. Entretanto se ele troca a
rota, entdo ele a troca por uma que hoje apresentou custo
menor que aguela que ele utilizou.

Observe que este principio ni3oc garante que o condutor
trocarad sua rota, nem afirma que existe uma rota de custo
menor. Ele apenas afirma que o futuro é influenciado, mas ndo
determinado pelo presente.

Nesta referéncia também s3oco apresentados teoremas que
garantem a existéncia, unicidade e estabilidade da solucao.

Em Scaramucci [37], encontramos uma formulacido em termos
de equilibrio econdmico. Interpretando-se os custos como
precos, c¢ como a funcio demanda inversav e f como nivel de
operacio de a'lt.ividades temos a equivaléncia com um problema de
equilibrio econdomico.

No capitulo seguinte apresentaremos com detalhes a

formulacio por otimizacio.
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CAPITULO III
EQUILIBRIO DE TRAFEGO POR OTIMIZACAO

31 — EQUIVALENCIA ENTRE UM PROBLEMA DE EQUIL{BRIO DE

TRAFEGO E UM PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Neste capitulo abordaremos o problema de equilibrio de
trafego trabalhando como um problema de otimizac3o.

Ja mostramos no capitulo 2 a relacdo entre o problema de
complementaridade ndo-linear e de desigualdade variacional.
Vamos mostrar agora as condicdes de existéncia de um problema
de otimizacio equivalente ao problema de trafego.

O problema de equilibrio de Wardrop f ormu.lad'p como um

problema de complement.aridade nio-linear é escrito como:

G{x> 2 0 : x 20
i' .
CJ, - uL Ff
onde G(xY = [==m=ceecen e x = l==da
ZF‘L, - d u
J i 1
K]

Colocando na forma de um problema de desigualdade
variacional (pelo teorema 2.7.1):

Cu — XTG> 2 0, Vuz=0
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v . ~

CJ' - Y F' F'
onde G(xX) = |[=-~=—==ca-w X = {==d= u= |--d-
F; - d. u u,

sujeito & restricio de nao-negatividade dos fluxos.
Vamos nos concentrar inicialmente no subproblema de

desigualdade variacional obtido da parte inferior de G{x>:

[G,L - u‘]T[Z F; - d,L] >0

Como visto na proposicao 2.2.1, a restricdo da demanda é
verificada para o problema de complementaridade e, como este é
equivalente ao problema de desigualdade wvariacional tehos que
neste também a restricdo da demanda sera verificada. Portanto
podemos escrever o problema de desigualdade variacional acima
como:

'~ T . .

[F‘_ - F‘.] [c‘. - u,] >0

J J J i

sujeito as restricdes da demanda e da ndo-hegatividade
dos fluxos.

Teorema 3.1.1 (Equivaléncia entre o problema de
equilibrio de trafego e o problema de otimizacio)

Se a ma’t.riz jacobiana dos custos nos arcos, [desdfl for
simétrica, existe um problema de otimizacdo equivalente ao
equilibrio de trafego.

Prova

Utilizando o resultado obtido pelo teorema 2.7.2,
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considerando as observacdes feitas acima e tomando a integral

de linha de G(x> em relacioc a x, t,camcos:4

.T . . .
de‘,(C‘,—u_): ZZdF‘,cc‘_—u):
J J L ol J J L

J [EZdF‘.C‘.—EZdF?u.]
J 3 J

vl v
Observe que o caminho de integracio se da entre pontos

factiveis, satisfazendo a restricio da demanda; assim o termo

z dF' = 0. Portanto, a expressao acima se reduz a:
5 J
\ 9 + v AR
Jn a3 6t ) _[chzzékjdpj
” c = s
Ja que i = Z kjck

mas f = E E 6L_F‘f, temos entio:
k L ki
L

J 2 ok 2‘2 f;jdpj' N J Z(ckdfk - J dr

Como [dcr/dfl & =simétrica, existe p:ﬂ?n——-)!R‘ tal que

c = Vp, logo c & integravel, ou seja:
J cdf = oD

Portanto existe uma formulacio egquivalente ao equilibrio
wardropiano que pode ser escrito como:
¥

min <>
f

onde c = Vel -

4 Por simplicidade de notac3o, estamos omitindo os limites
de integracio. Devemos ressaltar que esta & uma integral de
linha entre a origem e um ponto F no espaco rR" que se deseja
determinar.
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3.2 — FORMULACAO MATEMATICA

Quando o© problema nioco apresenta Jjacobiano simétrico
existe uma formulacio alternativa para resolver o problema.

O método consiste em linearizar os custos nos arcos
usando expansio em série de Taylor, avaliando na solucio

- ~ ~ ~
anterior. Os ck’s serao entio:

%L o™ of — £
— k k
ar_

~orvrd
(=]

.
= +
X ck(f ]

Neste caso estamos usando o método de Jacobi linearizado

para fazer a linearizacdo.

Os termos dependente e independente denotados por r e s,

respectivamente serao:

s =c ™ — %% o™ £
k k -af— k
k
r - aCk N
ko oF
k

Agora fazemos J (s + rf)>.df e obtemos

f
Zskfk+ 1 rfz

—_— k
5 k

Formulamos o problema da seguinte maneira:
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. 2
Z +
Min skfk 1 rkfk

2
s.a.
i L
fk—226kjFJ, =0
v

ZF‘. =d.

J i
J
F- 20

A primeira restricdo nos garante que o fluxoe em cada arco
serd a soma dos fluxos nos caminhos que passam por ele. A
segunda restricido assegura que a soma dos fluxos nos caminhos
entre quaisquer pares O-D sera igual a demanda para aquele par
O-D. E finalmente a dltima rest.ficéo exige que os fluxos nos
caminhos sejam ndo-negativos e obviamente os fluxos nos arcos
também seoerioc nao-negativos pois sic a soma dos fluxos nos
caminhos.

O terorema que garante a convergéncia da seqiiénecia gerada

pelo método de Jacobi encontra-se no apéndice C.

3.3 — O ALGORITMO

1: — Iniciplizacdo

n = 0, estipular f°

2: — Nova iteracao
£f=1f"
3: — Linearizacao
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~ - —_— k -—
= + —
ck(f) ck(f) afk (f)(fk £
_ c‘ic:k
r, = ck(f) — af—k (f)fk
o . ack
k of
k
4: — Resolucio do problema

Encontrar f que resolve:

. 2
z +
min skfk 1 r f

3 k k
5.a.
1 8 L
fk—226kJF‘J—O
J
2?‘:«1
J 1 8
J
F"2o0

5: — Teste de parada

Se fk - f: < £ {(para ¢ pequeno), entioc f & solucio

aproximada para o problema.

. . n
Caso contrario, n = n + 1, f = f e retorna ao passo 2

3.4 — ASPECTOS COMPUTACIONAIS
f

Para a resolucdo deste problema, usamos Minos 5.0, um
pacote computacional desenvolvido pelo Laboratdrio de

Otimizacio de Sistemas (SOL)Y de Stanford.

O pacote resolve problemas de maximizacio, minimizacao,
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lineares ou nio, com restricdes lineares e nio-~lineares ou
ainda sem restricdes.

Os dados de entrada sao fornecidos através de um arquivo
de dados especifico, sendo que apenas os elementos nio-nulos
da matriz das restricdes e do vetor b =30 passados para o
programa. A cada iteracio é possivel alterar os dados de
entrada.

E necessario construir subrotinas que avaliem a funcao
objetivo e sou gradiente (no caso desta ser nio-linear)> e o
jacobiano das restricdes {(quando estas forem n3o-lineares). Se
o gradiente nio for dado, o© programa pode estimar suas
componentes usando diferencas finitas. Porém, isto pode causar
um acréscimo do tempo de execucido do programa e ha pouca
seguranga que uma solucio aceitavel seja encontrada.
Ressaltamos que em nossos testes o gradiente foi fornecido
analiticamente. ;

O pacote constrdéi subproblemas' linearizando a funcdo a
cada iteracico usando expansdo em série de Taylor de primeira
ordem em torno da solucio do subproblema anterior. E utilizade
o algoritmo Ho gradiente-reduzido combinado com um algoritmo
quase-Newton para minimizar a funcio. Este algoritmo
encontra-se detalhado em Murtagh e Saunders (251

Para a fatoracio da base B & utilizada a eliminac3o

gaussiana, computando uma fatoracioc LU da forma:
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LB =1U

onde L é triangular inferior, apresentando a
composta de 1 e PUQ é +triangular superior para
matrizes de permutacdes P e Q.

Existem circunstancias nas quais o programa pode
execucao. As mais freqiientes s3o:

— solucdo o6tima encontrada;

— problema infactivel;

— problema ilimitado;

— gradiente da funcio objetivo parece incorreto;

— jacobiano das restricSes parece incorreto;

— base singular;

— erro nos dados de entrada.

diagonal

algumas

parar a

Ressaltamos que em todos os testes realizados, o programa

encontrou a solucio otima.

O programa esta implementadoc em linguagem de programacao

Fortran 77 e os testes foram realizados em ambiente VAX/VMS

versaoc 4.5.
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CAPITULO IV
RESULTADOS COMPUTACIONAIS

41 — TESTES COMPUTACIONAIS

Neste capitulo apresentaremos alguns testes que foram
feitos usando ambos os mét.odos: complement.aridade e
otimizac3io.

Vamos apresentar a solugido em termos de fluxo nos
caminhos @ nos arcos, visto que o fluxo nos caminhos nos da a
idéia de equilibrio, mas ni3oc & Unico. Temos garantia (pelo
teorema 2.3.3) que o fluxo nos arcos & Unico, podendo haver
varias combinacdes diferentes de fluxos nos caminhos

resultando no mesmo conjunto de fluxos nos arcos.

Exemplo 4.1.1

Este exbmplc encontra-se em Dafermos [5] e nos apresenta
as funcdes custo nos arcos dependendo também do fluxo nos
demais arcos da rede. Consideremos a rede representada na
Figura 4.11, a qual contém duas ruas de mac dupla e uma de

mio Gnica conectando os nés 1 e 2.
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Figura 4.1.1
As funcdes custo nos arcos sado definidas por:

c = 4f° + 2f f + 900f
1 4 1

0

I

(=)
NN w

+ 3f £ + 820f
z2s 2

fl

il

a
w N

+ 1220f
3

n
"

6> + 2f £ + 900f
“ 41 <
c_ = 8f + 3f_f + 820f
s 5 2 s

Consideremos dois pares 0O-D:

(1,2> com demanda igual a 120 e

2,10 também com demanda igual a 120.

Neste exemplo, os arcos coincidem com os caminhos. Ao
resolvermos por . complementaridade, fizemos uso, de sete
variaveis, as quais correspondem:

X — x_: os caminhos (ou arcos) para o primeiro par O-D.

1

X, X os caminhos (ou arcos) para o segundo par O-D.

Xy % r'espect.ivament.e o custo minimo para o primeiro e
segundo par O-D.

Quando usamos o método de otimizaclio, as variaveis foram

assim definidas:

X — X respectivamente os fluxos nos 5 arcos da rede.
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X, — X respectivamente os fluxos nos 3 caminhos para o

primeiro par O-D.

Xy X o OS fluxos nos 2 caminhos para o segundo par O-D.

A solucido para este problema usando complementaridade foi
obtida em 3 iteracSes com tempo de CPU igual a 046 segundos.

A mesma solucio foi obtida pelo método de otimizacio em 5

iteracSes, com o tempo de CPU de 2.45 segundos e com exatidio

de 10”2 Esta soluc3o é como segue:

[N

£ = F' = 426737
1 E S

f = F' = 409964
4 z

f = F' = 36.3298
3 3

£f = F2 = 61.2919
4 i

f = F° = 58.7080
= Y4

cust.o minimo para o primeiro par O0-D é de 50921.69 e,

o}

para o segundo par O0-D, 82934.11.

Exemplo 4.1.2

Este exemplo foi adaptado de Nagurney [27], a rede

correspondente esta representada na Figura 4.1.2.

f

13- 13¢23-2,¢3>- 234> 73 5>-25 63,7 2, 2%, o L (o

2 4 S e 10 12 14 16 18 19

11>2%¢13>22 c13>2%2c13>23 15523 16>33 a17>25c18>33 c19>28, 20>
Figura 4.1.2

A funcio custo nos arcos é definida como:
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c > = akf: + 6,

Vamos considerar um par 0O-D:

(1,20> com demanda igual a 100.

Resolvendo-se este problema por complementaridade d(que
trabalha com caminhos), fizemos uso de 11 variaveis as quais
correspondem:

m1 - xioz os caminhos possgiveis para este par O0-D.

x ; cust.o minimo para este par.
A matriz 4.1.2a representa a matriz de incidéncia

arco-caminho para esta rede com relagioc a este par O-D.
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Matriz 4.1.2a
Como ja haviamos dito na definicico de matriz de
incidéncia arco-caminho, a componente (k,j> igual a 1 indica
que o arco k gsta no caminho j e quando esta componente é =zero
temos que este arco nio pertence ao caminho j.
Ao resolvermos por otimizacio fizemos uso de 38 variaveis

a quais correspondem:

X — x_: respectivamente os fluxos nos 28 arcos da rede.
1 28

X, — X, g ©8 fluxos nos 10 caminhos para este par O0O-D.
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A solucio para este problema usando complementaridade foi
obtida em 5 iteracGes com tempo de CPU igual a 111 segundos.
O método de otimizacio encontrou a solugio usando 6 iteracdes
com tempo de CPU de 6.64 segundos e com exatidio de 10”2,

Em termos de fluxos nos caminhos a solucio € como segue:

F‘: = 21.4078
F; = 28.4839
FF =F'= o
8 4

F' = 35741
S

F* = o.

(-]

F'; = 1.8148
FF=F'= o0
a8 [~

F* = 44.7192
10

O custo minimo é de 3792.34
Esta solucioc nos da o seguinte conjunto de fluxo nos

arcos.
= 55.2808
= 44.7192
= 55.2808
0.
55.2808
0.
53.4660
1.8148
53.4660
= 0.
. = 49.8919
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3.5741
49.8919
0.
49.8919
0.
21.4078
28.4839
= 214078
= 44,7192
= 44.7192
44.7192
= 465341
46.5341
50.1082
50.1082
= 50.1082
78.5922
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Exemplo 4.1.3
Este exemplo é o mesmo que o exemplo 4.1.2, mas agora com

dois pares O-D. Estamos apresentando novamente a rede na

Figura 4.1.3.

EPMLING SELING D ELING D ELAN (D MEAN P ELIN S LLING: L AN D LA T Y

zl 41 61 al 101 121 14l usl 191 191

11523 c12>33 13333 14333 i15>33 16> B3 a8 asHrEl a9, 2o
Figura 413

A funcio custo é tal qual a do exemplo 4.1.2.
Os dois pares 0-D sao:

(1,20 com demanda igual a 100 e
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(1,15> também com demanda igual a 100.
Na formulacidc por complementaridade fizemos uso de 17

variaveis as quais correspondem:

X — X, o5 caminhos possiveis para o primeiro par O-D.
X, —X_! oS8 caminhos possiveis para o segundo par O-D.
Xs X respectivamente o custo minimo para o primeiro

e segundo par O-D.
A matriz de incidéncia arco-caminho para o primeiro par
O-D & tal qual a matriz 41.2a do exemplo 412 e a matriz

4.1.3a representa a matriz de incidéncia arco-caminho para o

segundo par O-D.

39



1 2 3 4 5

1] 1 1 1 1 o |
2] 0 0 0 0 1
3] 1 1 1 ) 0
4| 0 o) 0 1 0
5| 1 1 0 0 0
6] O 0 1 0 o
7| 1 o 0 0 0
8 O 1 0 0 0
o1 0 0 0 0 0
10] 1 0 0 0 0
114 O 0 0 0 0
12 O 0 0 0 0
13} O 4] 0 [¢) 0
14} O 0 0 0 0
15} O 4] 0 0 0
16 O 0 0 0 0
171 O 0 0 0 0
181 O 0] 0 0 0
191 0O 0 0 0 o
20| O o 0 0 1
211 0 0 0 1 1
221 0 0 1 1 1
23| 0 1 1 1 1
241 O 4] 0 0 0
25) 0 0 0 0 0
26| 0 0 0 0 0
271 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

&
®

Matriz 4.1.3a
Quando trabalhamos com otimizacio fizemos wuso de 43

variaveis as quais correspondem:

x - xzaz' respectivamente os fluxos nos 28 arcos da rede.

X, — X oS fluxos nos 10 caminhos para o primeiro par
O-D

X, — X, OS fluxos nos 5 caminhos para o segundo par
O-D

A solugdo usando complementaridade foi obtida em 5§
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iteraces com tempo de CPU de 211 segundos. O método de
otimizacio encontrou esta solucdo em 6 iteracdes com tempo de
CPU de 7.76 segundos e com exatid3c de no minimeo 10 -. A

solucdo, em termos de fluxo nos caminhos é como segue.

F’: = 21.4118

F; = 28.4816
FF=F'= o

- | 4

F‘; = 21.2723

F' = o.

S

F’_: = 12.3138

F* = F' = o.

8 [ <

F' = 165205

10

F':’ = 26.3778
FF=F =F = o.
2 3 4

F‘: = 73.6222

O custo minimo para o primeiro par O-D é 21313.32 e, para

o segundo par O0-D, 19565.11.

Esta solucio corresponde a seguinte solugcdo em termos de

fluxo nos arcos:

£ = 109.9573
£, = 901427
£ = 109.8573
f = 0.

<4

f_ = 109.8573
£f = 0.

S

f = 075435
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f'3 = 12.3137
f = 711657
e

r =  26.3778
10

f = 498034
11

f = 212728
12
f = 498919
13
f = 0.

14
f = 408034
13

f = 0.

16

f_ = 21.4118
17?7

f = 284816
18

f = 214118
19

3 = 90.1427
20

f = 90.1427
21

f = 901427

22

f_ = 102.4565
23

= 28.8343
z4

b 3 = 50.1065
23

f = 50.1065
20

f = bB0.1065
27

f_ = 78,5881

Z8

Exemplo 4.1.4
Este exemplo é outra adaptacido de Nagurney [27] e a rede
€ novamente @ do exemplo 4.1.2. Vamos exibi-la mais uma vez na

Figura 4.1.4.

ISP BNy SN IN ¢ S UL @ L NN ¢ L WLAN ¢ 3 Sl g & Shdi ¢ - 5 bl ¢ - 5 Sl O T 1 )
2 <4 S 8 10 12 . 14 16 18 i1©

Aa1>383c12>3513>3314>3315>33116>33 7S asgrii oz, o
Figura 4.1.4

A diferenca deste exemplo para os dois anteriores é que
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este apresenta as funcdes custo nos arcos dependendo do fluxo
nos demais arcos da rede.

A funcdo custo tem a seguinte estrutura:

> = akf: o, AL+

Temos para este exmplo trés pares O-D:

€1,20> com demanda igual a 50;

(1,19> com demanda igual a 60 e

2,17> com demanda igual a 100.

Na formulacdo por complementaridade fizemos uso de 28

variaveis as quais correspondem:

X — X : oS caminhos possiveis para o primeiro par 0-D.
X, — X, oS caminhos possiveis para o segundo par O-D.
X, — X, OS caminhos possiveis para o terceiro par O0-D.

x X__, X_:! respectivamente o custo minimo para o
26 27 28
primeiro, segundo e terceiro par O-D.
A matriz de incidéncia arco-caminho para o ;primeiro par
O-D é tal qual a matriz 412a do exemplo 4142 Para o

segundo e terceiro par O-D temos as matrizes 4.1.4a e 4.1.4b.
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1 2 3 4 5 6

11 0 0 1] 0 0 0
21 0 0 0 0 0 0
3| 1 1 1 1 1 0
4] 0 o 0D 0 9] 1
51 1 1 1 1 4] 0
6| O 0 0 0 1 4]
7] 1 1 1 0 0 0
81 0 0 0 1 ¢ 0
of 1 1 0 0 0 0
10 O 0 1 0 0 0
11} 1 0 0 0 ) )
12| O 1 0 0 0 0
13§ O 0 o0 4] 0 0
14} 1 0 0 0 0 0
151 0 0 0 0 0 0
16| 0 L] 0 0 ) 0
171 O 4] 0 0 0 0
18| 0O o 0 o o0 o
191 O 4] 4] ¢ 0 0
20 O o] 0 0 0 0
21| O 0 0 0 0 1
221 0 0] 0 0 1 1
23] 0 0 0 1 1 1
249 O 0 1 1 1 1
251 0 1 1 1 1 1
26 0O 0 o 0 0 0
271 0 0 0 0 0 0
28} 0O 0 0 0 0O -0

Matriz 4.1 .4b

Na resolucdo por otimizacio usamos 53 variaveis as quais

correspondem:

X — X, 05 fluxos nos 28 arcos da rede.

X, — X oS fluxos nos 10 caminhos para o primeiro par
O-D

x,, — X, oS fluxos nos 9 caminhos para o segundo par
O-D

XKeg — ¥g53° ©F fluxos nos 6 caminhos para o terceiro par

45



A solucdoc usando complementaridade foi obtida em 8
iteraces com tempo de CPU de 4.7 segundos. 0 método de
otimizacio encontrou a solucdo em 9 iteracdes com tempo de CPU
de 15.23 segundos e com exatid3o de 10 -.

Esta solucio em temos de fluxo nos caminhos é:

F: = 15.7302

F‘; = 34.2699
F=Flz=F=F=F=F=F'=F" = o0

a3 4 S 7 8 [ =] 10

Ff = 2.3067

FP=F =F =F =F2  =F=F>= 0

2 3 4 =3 S rd 8

F° = 57.6933

(=4

F': = 48.9887

FP=F=F = o

2 F- ] 4+

F° = 8.9902

S

F° = 42.0210 :
6 »’
O custo minimo para o primeiro par O-D é 30830.29, para

o segundo par O-D, 29725.94 e para o terceiro, 25810.21.

Esta solucio corresponde a seguinte solugdo em termos de

[ 4
fluxo nos arcos:

f = 523067
57.6933
= 110.2857
42.0210
101.2955
8.990

B e L B
u
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f_ = 101.2955
£ = 0.

a8

f = 101.2955
o

f = o.
10

f = 101.2055
i1

£f = o.
12

f = 523067
i3

f = 48.9887 :
14

f = 523067 ‘
13

f = 0.
16

f = 157301
17

£f = 86.6307
18

f = 15.7307
10

f = B57.6033
20

f = 007143
21

f = 108.7045
22

f = 108.7045
23

f = 108.7045
24

f = 108.7045
23

f = 57.6933
{1

f = 57.6033
27

f = 34.2699

N
[}

Podemos observar que o tempo de CPU para os testes
realizados usando otimizacio é gignificativamente maior
comparandoe ao tempo usando complementaridade. Isto se deve em
parte ao fato que, ao usarmos otimizacio, o pacote utilizado
18 os dados de entrada a cada iteracio, e nio nos foi possivel
impedir este fato. Isto consome um bom tempo. Conseguimos,
outrossim, que a solucio somente seja escrita no arquivo de

saida se o usuario assim o desejar. Outro fato que pode ter
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cont.ribuido para um aumento no tempo é gue quando o problema é
linear e usamos otimizacio, estamos tornando este problema
nao-linear ao fazermos a integracido. Outro fato gque também
concorre para que o tempo de CPU aumente &€ que o namero de
variaveis usando otimizacdo é maior que o numero de variaveis
usando complementaridade. Isto faz com que as iteracdes do

método de otimizaclo, ainda em menor numero, sejam mais longas.
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CAPI{TULO V
EXTENSOES E CONCLUSOES

514 — O PARADOXO DE BRAESS

Numa rede de trafego naoco sujeita a congestionamento onde
o custo de viagem nos arcos nio varia com o fluxo de veiculos,
a adicdo de um arco poderida ser de algum beneficio para os
condut.ores, (portanto, deve apenas ser observado se este
beneficio é capaz ou n3co de cobrir o custo de construcio). E
quando o arco adicional nioc providencia beneficios, nenhum
condutor deve ser prejudicado. Parece OJ&bvio que a mesma coisa
serid verdade quando a rede estiver sujeita a conge:stionamento.
O exemplo de Braess (que me encontra‘’em Murchland (2310 mostra
que isto pode nio ocorrer; pelo contrario, algum condutor pode
ser significativamente prejudicado.

A Figurd 2 mostra a rede para o exemplo de Braess. Ela
possui demanda fixa, um par origem—destino e apenas quatro
arcos, sendo que um quinto é adicionado posteriormente.

O custo de viagem & como segue:
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c = 10f
1 1
c = 50 +
2 2
c = 50 +
a a
c = 10f
4 4

O fluxo do né origem 1 para o né destino 4

unidades.

rota

3> —*

Figura 2

A solucioc encontrada foi:

f =f_ =f =f = 3 unidades

1 2 3 <

Ou seja 3 unidades em cada uma das rotas:

1, 3> e 2, 4>

O custo em cada rota é de 83.

Agora adicionamos o arco 5 com custo da forma:
c =10 +

5 -]
Ve jamos o que acontece:

Um condutor que trafega na rota:

(1, 3>, pode observar que se tomar a rdta:

a, 5, 4): seu custo sera:

z

e

de

10 = 3 + 10 + 1 + 10 * 4 = 81, um custo menor gque o da

anterior.
Porém, um condutor que tomava a rota:

2, 45, foi prejudicado coma mudanca da

50

rota

do



companheiro. Seu custo passa a ser:

50 + 3 + 10 * 4 = 93. Ele entico muda de rota e também
segue a rota:

a, 5, 4)>. Seu novo custo é:

10 = 4 + 10 + 2 + 10 * 4 = 92. Lembramos que o custo
antes da adicdo do arco 5 era de 83.

Podemos observar que o custo em todas as rotas é 92,
logo, nenhum condutor tem incentivo para mudar de rota:
estamos numa situac3o de equilibrio de Wardrop. Observamos
aqui que o acréscimo de um arco nao fol capaz de providenciar
beneficio algum, pelo contrario, fez o custo dos usuarios
aument.ar em 112%.

O que aconteceu foi que os condutores comportaram-se
muito bem individualment.e, mas n3o foram capazes de
providenciar uma solucio o6tima coletiva: ocorre uma *“falha de
mercado®. ;

Podemos indagar sobre uma explicagcio para o paradoxo. De

fato, desde que o fendmeno é genuino, nenhuma explicacio pode

. 5 . .
ser dada: ele simplesmente ocorre . Pode-se recorrer a teoria

5 Poderiamos pensar que estes casos s3o ficticios, mas uma
experiéncia em Stuttgart mostrou que o paradoxo pode ocorrer
na realidade, quando grandes investimentos no centro da cidade
n3o foram capazes de criar os beneficios esperados. Estes sé
foram alcancados quando uma rua transversal foi retirada do
uso do trafego (Murchland [231.
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de jogos de soma nio-zero para uma interpretac506. O dilema do
prisioneiro é um problema classico deste grupo de problemas.
Suponha que Darcy e Darli estdo sendo acusados do assassinato
da rua Cuba7. A policia, como sempre, é incapaz de provar este
crime, a menos que consiga uma confiss3o. Mas a policia pode
fazer propostas para que esta confiss3o ocorra. Os dois
acusados sao interrogados em salas separadas e sao
confrontados com alternativas especificas.

Se Darcy e Darli nadoc confessam, ambos pegam apenas um ano
de pris3do por um crime ecolégico: ales cortaram uma
seringueira (a Aarvore) em Xapuri no Acre. Se Darli confessa .
Darcy nao o faz, o segundo recebe uma sentenca de deé anos,
enquanto o primeiro sai livre. O mesmo acontece com o caso
reciproco. Se ambos confessam, ambos pegam uma pena de seis
anos. Na forma de jogos bi—matriciais, com o tempo de Darli na

cadeia sendo relacionado primeiro, os resultados =30 como

segue:

6 A propésito, o algoritmo de Lemke, foi inicialmente
proposto para calcular pontos de equilibrio em jogos
bi-matriciais ((lLemke e Howson [19D

7 Os personagens, fatos e ocasides sao pura ficcio.

Qualquer semelhanca com fatos reais tera sido meramente
proposital.
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Estratégias de Darcy

nao confessa confessa
Estratégias nio confessa 1,1 10,0
de Darli confessa 0,10 6,6

Assumindo que Darli n3o gosta da pris8o e que sua
seguranca a respeito da vinganca de Darcy esta garantida, o
melhor para ele é confessar, n3oc importando gque decisio Darcy
tome. A mesma légica segue do ponto de vista de Darcy.
Conf essar é uma esﬁ,ratégia dominante para ambos os
prisioneiros. Mas se eles agem desta maneira, ambos acabam
pegando seis anos de prisio, em vez de um Gnico ano e nenhum
deles confessasse.

Como vimos mais uma vez, a melhor solucfo individual nio

foi a melhor solucio coletiva.

5.2 — CONCLUSOES FINAIS

Podemos extrair deste +trabalho algumas conclusdes. A
primeira delak & que, como haviamos suposto inicialmente, é
possivel resolver o problema de equilibrio de trafego
utilizando complementaridade. N3o tinhamos noticia, até entio
de nenhum trabalho computacional utilizando tal método. Foi

observado eficiéncia na resoluclo, pois poucas iteracdes foram
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gastas para encontrar a solucio.

Concluimos também que a formulacic usando otimizac3o
comportou-se bem, apesar de utilizar mais iteracdes que o
método de complementaridade. Como Jja haviamos dito
anteriormente, o tempo de CPU {(que foi muito expressivoed nio
pode ser considerado como tal devido a=s razdes apresentadas no
capitulo IV. O nosso objetivo inicial era apenas mostrar que é
possivel resolver o problema por otimizagcio. Ni3o houve
preocupacio com a eficiéncia.

Podemos colocar como pontos para futuros estudos, a
implement.acio computacional de wum algoritmo eficiente par.a
resolver o problema usando otimizacfio, visto que utilizamos um
pacote geral. Esperamos gque um programa especifico para
problemas quadraticos seja mais eficiente. Também podem ser
feitos estudos e levantamentos para avaliar a construcio de
funcdes custo nos arcos (talvez testando sugest.é'eg feitas por
autores), apds o qual pode ser feito' uma aplicagido pratica do

modelo.
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APENDICE A
O METODO DE LEMKE

Vamos apresentar uma descriclo do método de Lemke que foi
extraida de Murty [26].
Considere o seguinte sistema:

w — Mz = g A1

onde w e z precisam satisfazer:

w20,z 20 CA2> CA>

wz =0,V j CA.BD

A restricdo A1 é conhecida como a restricio de
complementaridade. Significa dizer que na solugcido, se uma
variavel do par (wj ,zJ.) é positiva, a outra sera
necessariamente =zero. Por isso o par (wj,zj) é conhecido como
par de variaveis complementares e cada variavel neste par é o

f

complemento da outra.

Se o vetor g é nao-negativo, temos a solucio trivial:

w=qez=20

Portanto vamos assumir que existe q, < 0 para algum i.

Uma variavel artificial zO é introduzida no sistema A1 a
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fim de proporcionar uma base factivel para iniciar o]

algoritmo. Em forma de tabld, temos a seguinte representacio:

w z z,
CA.dD

I - M — @ q

w20 =z220 =z 20

Em cada estagio, o algoritmo trabalha com wuma base, a
qual é uma submatriz gquadrada n3o-singular de ordem n da
matriz Ad.

A solucdo de A.d correspondente a uma dada base é obtida
fazendo todas as variaveis n3o-basicas iguais a =zero e entio
resolvendo o sistema restante para os valores das basicas. A
base é uma base factivel se os valores de todas as variiaveis
basicas s30 nio-negativos. Devemos ressaltar que o algoritmo
trabalha apenas com bases factiveis.

A variavel z, foi introduzida em A1 com o ﬁr}ico objetivo
de obter uma base factivel para iniciar o algoritmo.

o] vetor basico inicial satisfaz as seguintes
propriedades:

¢i> HA 'mo maximo uma variavel basica de cada par de
variaveis complementares (wj,zj);

(ii> Ele contém exatamente uma variavel basica de cada um
dos (n - 1) pares de variaveis complementares e ambas as

variaveis do par complementar restante sdo nio-basicas;
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(iiid =z é uma variavel basica nele.

Um vetor béasico factivel para Ad no qual ha exatamente
uma variavel basica de cada par complementar (wj ,zj) é
conhecido como um vetor basico factivel complementar. Um vetor
basico satisfazendo as propriedades ad, (ai> e Gaii>  é
conhecido como um vetor basico factivel quase complementar.
Todos os vetores basicos obtidos no algoritmo com a possivel
excecao do vetor basico final s8o0o vetores factiveis quase
complementares. Em algum estigio do algoritmo, um vetor basico
factivel complementar & obtido: é o vetor basico final e o
algoritmo termina.

A regra para prosseguir o algoritmo é colocar como
variavel de entrada a complementar daquela que deixou a base.
Esta regra é conhecida como regra do pivotamento complementar.

Existe duas maneiras nas quais o algoritmo pode terminar:

¢i> Em algum estagio do- algoritmo, z, dei:';a o vetor
basico e uma base factivel complementar é obtida. A solucao de
A.d correspondente a esta base final é uma solucio de C(AD.

(ii> Em algum estagio do algoritmo, a coluna pivd
torna-se néo-‘positiva e neste caso o algoritmo termina no que
chamamos de “raio extremo”. Quando isto acontece o algoritmo é
incapaz de resolver o problema. E possivel que (A)> nic tenha

solucio, mas se ele tem uma solucio o algoritmo é incapaz de

encontra-la.
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Quando M smatisfaz algumas condicdes, pode ser provado que
o raio extremo apenas ocorre quando (A) nioco tem solucio. Estas
condicSes serac dadas a seguir.

Definicdo A.1

Uma matriz M é copositiva se yTMy 2 0, para todo y 2 0.

Definicido A2

Uma matriz M é copositiva mais se ela é copositiva e
sempre que y 2 0 satisfaz yTMy = 0, temos yT(M + M = 0.

Teorema A.1 (Condicdes de M para o algoritmo)

Se M é uma matriz coporgitiva mais e o sistema de
restricbes A1 e A2 tem uma scolugido factivel, entio 6
problema de complementaridade linear C(AY tem uma =solucio e o
algoritmo termina com uma base factivel complementar.
Reciprocamente, quando M é uma matriz copositiva mais, se o
algoritmo aplicado a <(A> termina em raio extremo, entdc o
sistema de restricdes Al e A2 é infactivel. :

A demonstracio deste teorema se encontra na referéncia
citada.

Para evitar degenerescéncia no algoritmo é aconselhavel
que se t,roqu‘e o teste da razio usual pelo teste lexicografico
que consiste em adicionar um € ((suficientemente pequeno) a

cada componente do vetor g antes de fazer o teste da raz3o.
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APENDICE B

A CONVERGENCIA DA SEQUENCIA DE o5} PARA O METODO DE

NEWTON

Apresentaremos agora um teorema devido a Pang e Chan [33]
que garante a convergéncia da sequéncia {xk} gerada pelo
método de Newton. A demonstraciio se encontra na referéncia
citada.

Teorema B.1 (Convergéncia de {xk))

Seja K um subconjunto fechado, convexoc e nio vazio de [R".
Seja GR"—R" continuamente diferenciavel com VG(x*> sendo
definido positivo. Ent3o se x° esta numa vizinhan:;a de x*, a
sequéncia {xk} gerada pelo método de: Newton é bem definida e
converge para x‘. E mais, se VG ¢é& Lipschitz-continua, ent3o
{xk} converge quadraticamente para x*.

Nesta #eferdncia encontramos a citagdo de que oeoste
result.ado de convergéncia foi anteriormente obtido por
Eaves [8] e Josephy [14]. No tratamento de Eaves, VG n3o é
assumido definido positivo, mas tem uma estrutura especial. De

fato, G é dado por:
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c
h{(z>

GCy,zd> =

onde Vh é assumido definido positivo. A convergéncia é
assumida apenas para as z-variaveis.

De qualquer modo, a suposicio de positiva-definitude para
o jacobiano parece ser muito forte. Mathiesen [22]1 afirma que
em seus testes comput.acionais, os quais apresentam
convergéncia global para os modelos de equilibrio econémico

walrasianos, parecem necessitar de um conjunto de hipoteses

menos restritivo em relacio ao apresentado no teorema.
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APENDICE C

A CONVERGENCIA DA SEQUENCIA DE &> PARA O METODO DE

JACOBI LINEARIZADO

Vamos apresentar agora, mais um Teorema de Pang e
Chan [33] que garante a convergéncia da seguéncia {xk} goerada
pelo método de Jacobi linearizado. A demonstragio se encontra
na referéncia citada.

Teorema C.1 (Convergéncia de {xk})

Seja K um subconjunto fechado, convexo e nio vazio de
R". Suponha GR"—R" continuamente diferenciavel numa
vizinhanca de x* e VG(x*) tem diagonal positiva. Seja VG(x*) =
D(x‘) + B(x‘), onde D(x*) e B(x*) Féo, respeciv;mente as

partes da diagonal e de fora da diagonal de VG(x*). Se

« 172 . . 172
D(x D B(x > DC(x >

~ L] s .. * fen -
entio sb x esta numa vizinhanca de x, a sequéncia

<1 !

gerada pelo método de Jacobi é bem definida e converge para a

~ *
solucao x .
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