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Resumo

Estudamos as equagoes de Navier-Stokes (NS) em R™, com m > 3, e
mostramos que ela é globalmente bem-colocada em espacos de Morrey, para
dados iniciais suficientemente pequenos. A evolucao da solugao é analisada
em espacos funcionais com normas tipo Kato-Fujita invariantes pelo scaling
de (NS). Quando o dado inicial é homogéneo de grau —1, as solugoes também
sao invariantes por este scaling, isto é, elas sao auto-similares. Analisamos
o comportamento assintotico das solugoes e demonstramos um critério para
que estas sejam assintoticamente auto-similares em certas normas Morrey.
Além disso, estudamos resultados de regularidade e decaimento das solucoes.

A base da presente dissertagao é o artigo de Tosio Kato, Bol. Soc. Bras.
Mat. 22 (1992).

Palavras-chave: Equagoes de Navier-Stokes, Espacos de Morrey, Auto-

similaridade, Comportamento assintético.
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Abstract

We study the Navier-Stokes equations (NS) in R™ (with m > 3), and we
show that they are globally well-posedness in Morrey spaces, for small enough
initial data. The evolution of the solution is analyzed in function spaces with
Kato-Fujita type norms invariant by scaling of (NS). When the initial data
are homogeneous functions of degree —1, the solutions are also invariant by
that scaling, i.e., they are self-similar. We analyze the asymptotic behavior
of the solutions and prove a criterion for they are asymptotically self-similar
in certain Morrey norms. Moreover, we study decay and regularity results
for the solutions. The present master dissertation is based on the paper by
Tosio Kato, Bol. Soc. Bras. Mat. 22 (1992).

Keywords: Navier-Stokes equations, Morrey spaces, Self-similarity, Asymp-

totic behavior.

vil



Sumario

1 Espacgos de Morrey e algumas propriedades

1.1

Preliminares, definicoes e notagoes . . . . . . . . . . . ... ..

1.2 Espacgos de Morrey . . . .

1.3 O semigrupo do calor . . .

1.4  Operadores de convolugao

2 Boa-colocacao em M, ,

2.1 Solugoes brandas das equagoes de Navier-Stokes . . . . . . . .

2.2 Espagos funcionais . . . .

2.2.1  Scaling das equacoes de Navier-Stokes . . . . . . . ..

2.2.2 Espacos funcionais do tipo Kato-Fujita . . . . . . . ..

2.3 Boa-colocacao e regularidade . . . . . . .. ... ...
2.4 Prova dos teoremas 2.4, 2.6 e 2.7 . . ... ... ...
2.4.1 A fungao beta e a continuidade de [T em M, , . . . ..

2.4.2 Estimativas bilineares . . . . . . . . . ... ... ...

2.4.3 Estimativas lineares

24.4 Provado teorema 2.4 . . . . . . ... ...

2.4.5 Prova do teorema 2.

2.4.6 Prova do teorema 2.

6. . .
T

3 Decaimento e estabilidade assintdtica

3.1

Estimativas de decaimento

viii

18
30

38
38
43
43
44
46
48
90
51
56
o8
61
63

70



3.2 Estabilidade assintotica

Referéncias Biliograficas

1X



Introducao

Nesta dissertacao, estudamos o problema de valor inicial para as equacoes
de Navier-Stokes em R™, as quais descrevem o movimento de um fluido ho-
mogéneo, incompressivel e com viscosidade p > 0. Consideramos a dimensao
do espago m > 3 e, por simplicidade, que nao existem forgas externas agindo

no fluido. O conjunto de equacgoes que descreve tal problema é dado por

nou — pAu+n(u-Viu+VP =0 zeR™ t>0;
div(u) =0 reR™ t>0; (NS)
u(0,z) = up(x) reR™,

onde u(t,x) e P(t,x) sdo o campo de velocidades e a pressao do fluido, res-

pectivamente, no instante ¢ > 0 e na posigao x € R™.

A primeira equagao em (NS) vem da lei de conservagao do momento (se-
gunda lei de Newton), na qual o termo O,u + (u - V)u representa a derivada
material do campo de velocidades u, isto é, ele é a derivada de u em relacao
ao tempo ao longo das trajetérias de particulas do fluido. A parcela —Au
aparece devido as forcas de atrito entre as camadas do fluido, e a condicao
div(u) = 0 surge porque o fluido tem densidade constante n (fluido ho-

mogéneo) e por causa da conservagdo da massa (veja [11]).

O problema de formacao de singularidades e de existéncia global de
solugoes ainda é um problema em aberto para as equagoes de Navier-Stokes
(NS) em dimensao m = 3. Inclusive, este consiste em um dos sete problemas
do milénio estabelecido pelo Instituto de Matemética Clay (veja o enderego

http://www.claymath.org/millennium/Navier-Stokes_Equations).



Neste contexto, aparece uma motivagao para um estudo de (NS) em
espagos que contenham funcgoes singulares, mostrando como é o compor-
tamento do fluxo da equacao neste ambiente. De especial interesse sao os
espacgos que contém fungoes homogéneas, pois permitem obter a existéncia
de solugoes auto-similares (veja a defini¢ao 2.2, pg.43). Estas sao solugoes
invariantes pelo scaling de (NS) (veja 2.12, pg.43) e podem ser tteis na des-
cricao do comportamento assintotico das solucoes e de propriedades qua-

litativas de possiveis singularidades.

Em particular, para obter solugoes auto-similares, precisa-se considerar
os espagos com os indices certos para que as suas normas também sejam
invariantes pelo scaling, os quais sao chamados espacos criticos. De todas as
formas, mesmo quando nao procura-se por solugoes auto-similares, espagos
criticos sao importantes para a existéncia global, desde que as constantes
de estimativas adequadas, em suas correspondentes normas, sejam indepen-
dentes do tempo. Na literatura, pode-se encontrar diversos trabalhos para
(NS) sobre boa-colocagao global e comportamento assintético, com dados
iniciais pequenos, em diferentes tipos de espagos criticos, a saber: espacgo de
Lebesgue L™(R™) (veja [12], [18], [21] e [34]), espago L™-fraco (veja [2], [3],
8] e [35]), espaco de Besov (veja [6] e [9]), espaco de pseudo-medidas PM™~!
(veja [7]), espago de Morrey M, ,,,—,, (veja [22] e [33]), espago de Besov-Morrey
(veja [26] e [27]) e 0 espaco BMO™! (veja [25]). Para uma boa coletania e

descrigao de resultados nesta diregao, referimos o leitor ao livro [28].

Na presente dissertacao, estudamos resultados de boa-colocacao global,
auto-similaridade, decaimento e comportamento assintético, com dado inicial
pequeno no espago de Morrey critico M, ,,,—, (veja cap. 2, para a definigao).
Em geral, espagos de Morrey contém medidas, fungoes fortemente singulares e
que podem nao convergir a zero quando |z| — co. Em particular, eles contém

funcoes homogéneas e permitem obter a existéncia de solugoes auto-similares.



Os resultados de boa-colocagao e decaimento estudados aqui estao conti-
dos no trabalho de Tosio Kato [22]. Por outro lado, os de auto-similaridade
e comportamento assintético sao adaptagoes para os espacos de Morrey de
resultados encontrados em [8], [7] e [19] e demonstrados em outros espagos,
tais como L™-fraco, PM™ ! ou com a vorticidade inicial wy = V X ug em
certos espacos de Morrey contendo medidas, respectivamente. De fato, estes
resultados assintéticos no espago de Morrey M, ,,—, foram obtidos em [1]
como um caso particular de resultados para o sistema de Boussinesq. Além
deste ultimo sistema, os temas acima também tem sido estudados para ou-
tros modelos em mecanica dos fluidos, como as equagoes quase-geostroficas

[10] e fluidos micro-polares (veja [14] e [15]).

Mais precisamente, demonstramos aqui que (NS) é globalmente bem-
colocada para dados iniciais uy € M) ,,—, sob certas hipdteses de pequenez.
O fluxo da equacao é estudado em espacos funcionais do tipo Kato-Fujita,
baseados em certos espacos de Morrey, e com normas invariantes pelo sca-
ling de (NS). Este tipo de espago foi originalmente introduzido em [23] e
[24]. Demonstramos que as solugoes sao suaves para t > 0, o que mostra
o efeito da regularizacao parabdlica na escala dos espacos de Morrey. As-
sumindo que uy ¢ uma funcao vetorial homogénea de grau —1, obtém-se
que as solucoes sao auto-similares. Analisando a estabilidade assintética
das solucoes, também demonstramos um critério para que as solucoes sejam
assintoticamente auto-similares, isto é, para que elas convirjam para uma
solucao auto-similar quando t — +o00. Além disso, estudamos um resultado
de decaimento, o qual mostra que solucoes decaem a zero com uma taxa
polinomial, caso os correspondentes dados iniciais estejam na intersecao de

certos espacos de Morrey.

Esta dissertacao esta organizada em trés capitulos. O primeiro aborda



propriedades basicas dos espagos de Morrey tais como completude, imersoes,
desigualdades tipo Holder e operadores do tipo convolucao e singulares agindo
em tais espacos. Além disso, relembramos e demonstramos propriedades de
alguns importantes sub-espacos. No segundo capitulo, enunciamos e demons-
tramos os resultados sobre boa-colocagao, auto-similaridade e regularidade
das solugoes. Finalmente, o terceiro capitulo é destinado aos resultados de
decaimento, estabilidade assintotica das solucoes e a propriedade de ser as-

sintoticamente auto-similar.



Capitulo 1

Espacos de Morrey e algumas

propriedades

Apresentaremos neste capitulo algumas propriedades basicas dos espacos
de Morrey, denotados por M, x, nos quais estudaremos o problema de Cauchy

associado as equacoes de Navier-Stokes.

Iniciaremos este capitulo com algumas defini¢oes e notacoes béasicas que
usaremos no decorrer do texto. Os principais resultados do mesmo sao parte

do conteddo das referéncias [5], [22] e [29].

1.1 Preliminares, definicoes e notacoes

Nesta dissertagao, os valores das constantes (usualmente denotadas por

('), podem mudar de linha para linha, ou em uma mesma linha.

Se A C R™ é um aberto e k € N, denotaremos por C*(A) o espaco de
todas as funcoes f : A — R", com n € N, com todas as derivadas parciais
continuas até ordem k, sendo C°(A) o conjunto das funcoes continuas em A
e C(A) = Ny~,C*(A). Denotaremos apenas por C* o conjunto C*(R™),



onde k € NU{0, 00}. A notagao C¥(A) serd usada para o conjunto das fungoes
em C*(A) com suporte compacto e C* = C*(R™), para k € NU {0, c0}.

Usaremos uma notacao compacta para derivadas parciais. Escreveremos
0; para indicar %, assim como 0; para indicar %. Usaremos também 0 para
indicar 9;, quando nao quisermos explicitar o valor de j. Para derivadas de
ordem mais alta, usaremos a notacao de multi-indice, que é uma m-upla de
numeros inteiros nao negativos. Sendo o = (ay, g, ..., ;) um multi-indice,

temos a; € NU {0} e escrevemos

go_ (9N (ON® (9™
-\ oz 0xs T\ 0z, ’

Um subespago de C* de particular importancia é o espaco de Schwartz
S, o qual consiste de todas as fungoes f tais que f e suas derivadas decaem
no infinito mais rapido do que qualquer poténcia de |z|. Precisamente, temos

a seguinte definicao.

Definicao 1.1. O espago de Schwartz S = S(R™) ¢é definido como o conjunto

de todas as funcoes f € C™, tais que a semi-norma
) = S%%(l +a[")[0° f ()]

¢ finita, para todo k € NU {0} e multi-indice .

A seguir, relembramos as desigualdades de Holder e de Young em espacos
L? as quais serao uteis no decorrer do texto. As demonstragoes podem ser

encontradas em [17], pg.182 e pg.240-241, respectivamente.

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Holder). Sejam p e q tais que 1 < p,q <
oo ept+qgt=r"t Sef eg sio funcoes tais que f € LP e g € LY, entao
fge L, etemos a desigualdade

1 gllr < 11 f1lp llgllq-

6



Quando r = 1, a igualdade vale se, e somente se aff|P = Blg|? q.t.p., onde

a e B sao constantes que satisfazem aff # 0.

Proposicao 1.3 (Desigualdade de Young). Sejam p, q e r tais que 1 <
p,q,r <ooel+rt=plt4qgt SefeclPegecli entiofxgec L,

com a estimativa

1 gllr < [1f1lnll9ll4:

onde o simbolo x denota o operador de convolugao

frglx)= - flz—y)g(y)dy.

1.2 Espacos de Morrey

O espago de Morrey M, = M, (R™), com p € [1,00) e A € [0,m), é

definido como o subespago normado de L} = L (R™), dado por

1
{f :R™ - R: (/ |f(x)\pdx)p < oo, VK CR™ compacto} ,
K
com a norma dada por

_2
Iflloa = s {R | flpwon} (1)
>

zoER™ R>0

onde || f||p.z,r denota a norma em LP(Bg(zo)) de f, isto é

1 oo = ( / ( )|f(:r)|”drc)p ¢ Baleo) = {o € R™: [z — 20| < R}.

Em particular, My, = L? para p > 1, e também, M, ¢ o espaco de
Banach das medidas finitas, o qual denotaremos apenas por M. Podemos
incluir L* = L®(R™) = {f : R™ — R : |f| < o0 q.t.p. em R™} entre os

7



espagos de Morrey, tomando p = 0o ou A = m na notacao M, ».

Definimos também M), y como sendo o subespaco de M, \ caracterizado

pela condicao f € Mp7,\, se e somente se

. _A
lim (R sup [|fllpwn| = 0. (1.2)

R—0+ zoER™

Observagao 1.4. Note que (1.2) € satisfeito trivialmente se f € L.

De fato, se f € L™ entdo existe C > 0 tal que |f(z)| < C ¢.t.p. em R™.

Assim,
1
p p
o = ([ 1spac)
Br(wo)
1
P
(] o)
Br(z0)
1
= C (/ 1dx>
Br(zo)
— CR7
Seque que
sup || flpswo.r < CR?,
zoER™
e entao
0 < lim sup ng sup || f|lpwo,r| = limsup CR%. (1.3)
R—0t ToER™ R—0t

Como m > A, vemos facilmente que o limite superior em (1.8) € zero, donde

seque que f € M.



Definimos outro subespaco de M, \, denotado por MM, pela seguinte

condicao

f < Mp)\ < %1_{1(1)”7’5][. — f’

oax = 0, (1.4)
onde 7¢ denota a translacao 7 f(x) = f(x — &), para £ € R™.

O lema a seguir nos assegura a completude dos espacos de Morrey.

Lema 1.5. Se 1 <p < oo e0 < X< m, entao o espago de Morrey M, €

um espaco de Banach.

Demonstracao. De fato, é facil ver que M,y ¢ um espaco vetorial normado
com a norma || - ||,. Assim, ¢é suficiente provar que toda série absolu-
tamente convergente em M, , é convergente. Sejam {fi}ren € M, uma

sequéncia absolutamente convergente e S = > " || fx||p» < co. Definindo

G => 721 /], temos

oo
_2A
IGllny = sup  QRF| SR
20€R™,R>0 k=1 piwo, R
N oo
< sup {R—p Z kaHp;wo,R}
onRm,R>0 k=1
© A
< sup {Ringka;xo,R}
—1 zo€R™,R>0
= 5,

e entdo, G € M, . Seja F' = "2 fr. Queremos mostrar que F converge
com a norma || - ||,. Note que |F(z)| < G(z), Vx € R™, donde ||F||p.zo.r <
|G |pizo.r, € assim || F|[pn < ||G|lpr < S. Logo F € M,,, isto é, a série F

converge em M), 5, donde segue o resultado. O



Proposicao 1.6. Sejam 1 < p < oo e 0 < A < m. Entao Mp,A e Mp,)\ sao
subespacos fechados de M)y y.

Demonstracao. Para f € M, 5, temos

_a
b = sup {R5 | fllpenr]
zo€ER™,R>0
: PN
> timsup | sup {R 31l ]

R—0t L[xoeR™
Seja { fi }ren uma sequéncia em M,y que converge para f na norma || - ||,.x.
Temos

lim sup [ sup {R_%Hf — fk||p;azo,R}:| < f = frllprs (1.5)

R—0Tt zoER™

e ent@o o limsupp_,o+ em (1.5) tende a zero com k — oco. Como

sup HfHP;IO,R = Ssup “f_fk+fk||p;xo,R
IEOGR”" -’EOGR"L
< sup [|f = fallpwo,r + sUp || ftllpizo,R:
xrgER™ roER™
temos
) _A . A
limsup |R™» sup Hf”p;xo,R:| = limsup {R P sup Hf—fkﬂLkap;xo,R}
R0+ zoER™ R0+ zoER™
) A
< limsup [R p ( sup |1f = fillyao
R—0T ToER™
+ 50 illn) |
xroER™
) A
< limsup {R P sup ||f_fk||p;z’o,R}

R—0t ro€ER™

A
i sup [R—p sup kanp;xoﬁ]

R—0t zoER

= 04+0=0.
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Logo, segue que f € Mp,)\, e que MW\ é fechado.

Agora, para mostrarmos que M, , ¢ fechado, seja { fi }ren uma sequéncia

em M), \ que converge para f em M, y. Temos

e f = fllpan = 7e(f = fo) + 7efi = fr + fo — fllpa
7e(f = filllpa + 17e fi = fellpar + [1fe = fllp
20[fr = fllpx + e fr = frllpa- (1.6)

IN

Calculando o limsup,_,, em (1.6), obtemos

limsup [|7ef = fllpa < 2|[fs = fllpr +limsup ||7e fi — fillp
£—0 £—0

= 2||fu — fllpr = 0, quando k — 0,

donde segue que f € MN. O

Proposigao 1.7 (Inclusdo). Sejam p,q € [1,00) e A\, € [0,m) tais que

mT_)‘ = % e p < q. Entao vale a sequinte inclusao continua

Mg, € M, . (1.7)

Demonstragio. Basta mostrarmos que || f||pwo.r < C R 0 || f]|guao.r- Usan-

do a proposicao 1.2 e tomando r de forma que p~* = r~! + ¢~!, obtemos

||f||p;xo,R = ||1f||p;xo7R

[0, N1.f 520,

1
([ wrae) il
Br(zo)

CR% Hqu;me

m

— CR? 4

IN

’qu;xo,Rv

11



donde

_A m=—A_m
R»[[fllpaor < CR 7 0| fllgao.r
= CR ||[fllgswo,5- (1.8)

Tomando sup,cgn. s em (1.8), segue que || £l < Ollfllgp: como dese
jado. O

A relagdo (1.7) sugere que podemos tomar uma outra notagdo para os
espagos de Morrey M, 5, dada a seguir:
m— A

M, = M(A), onde A = (p_l,oz) eENea= , (1.9)
p

onde p € [1,00] e A € [0,
vértices O = (0,0), (1,0) e
os pontos O = (0,0) e (1,

m). Em (1.9), A denota o triangulo retangulo de
(1,m), com o lado de baixo (o segmento que liga
0)) excluido, exceto pelo ponto O = (0,0), com a

convencao de que M(O) = L.

Observacao 1.8. A notagao (1.9) foi introduzida por Kato em [22], porém,
preferimos utilizar a notagdo M, dada em (1.1), pg.7, visto que ela € mais

comum na literatura sobre espagos de Morrey (veja e.g. [29]).
Para A = (p~!,a) € A, escrevemos z(A) = p~! e y(A) = a, o qual serd

chamado de altura de A. Note que y(A) =0 se e s6 se A = O.

O segmento fechado conectando os pontos A e B serd denotado por [A, B,
enquanto o segmento aberto ligando os mesmos pontos serd denotado por

JA, B[. O comprimento deste segmento serd denotado por [AB].

12



A=m—ap
constante

B>

(0--0]I -p_l (1,0)
Figura 1

Correspondendo a (1.9), a notagao ||f||, é reescrita como ||f; M(A)|l,

ou apenas por ||f; Al], e ||f; O] = || f]loo- Assim, temos que
1f5All=" sup  {R™ 27| fl]pwo,r}- (1.10)
ro€ER™, R>0

Quando A = 0, a hipotenusa de /A corresponde aos espacos LP ou M,
de acordo se p > 1 ou p = 1, respectivamente. Todas estas relacoes estao

ilustradas na figura 1.

Usaremos também as notagoes Gbvias M(A) e M(A) para M, e M, .y,

13



respectivamente. Para A = O, definimos o conjunto M(0Q) € M(O) = L™
como o conjunto das fungdes continuas e limitadas, e M(0) € M(O) como

o conjunto das fungoes uniformemente continuas e limitadas.

Lema 1.9. Sep € [1,00), A € [0,m) entdo M, \NL> C Mp,,\, ou na notagdao
(1.9), M(A)N M(O) C M(A).

Demonstracao. Visto que f € L™, pela observacgao 1.4, temos que f verifica
(1.2). Como f € M, ,, segue o resultado. O

Finalmente, escrevemos A C B se y(A) = y(B) e B estéd a direita de A

(ou B = A). Com esta notagao, (1.7) pode ser escrita como:

~ (Inclusdo) Se A C B, entio M(A) C M(B), M(A) C M(B) e M(A) C
M(B).

Observacgao 1.10. Deve-se notar que relagées como M(A) C M(B) ndo

sao verdadeiras. Veremos um contra-exemplo no fim da presente secao.

A seguir, relembramos duas desigualdades importantes nos espagos de
Morrey. Estas podem também ser expressadas na notacao (1.9), tal como

faremos apds fazer as demonstragoes.

Proposicao 1.11 (Desigualdade de Hélder). Sejam p,q,r € [1,00), A\, u, 7 €
l=pliglel= %—ir’qi. Se fe M, eqge M,y,, entao

[0,m), tais que 1~ L

fg€ M, . ewvale a desigualdade

Fgllrr < 1Ll 19llg.u- (1.11)

Demonstragao. Basta mostrar (1.11), donde segue que f¢g € M, ,. Usando

a desigualdade de Holder em espagos LP (proposicao 1.2), temos

zoER

HngT,‘r = sup {Rigl‘ngT;xo,R}
m R>0

14



_A_p
< s {R T gl |

zo€ER™,R>0
_2 -y
< | sw {RF lpwor}| | s (B lglleon]
zoER™ , R>0 zoER™,R>0
= [1flhallolo
O

Proposicao 1.12 (Convexidade). Sejam p,q,r € [1,00], A\, u, 7 € [0,m) e
k€ [0,1], tais que L = 1%+§ e = (1—k)%+k’;‘. Se f e My N M,
entao f € M, e temos a desigualdade

11l < LAl (1 g (1.12)

Demonstragao. Como na proposicao anterior, é suficiente mostrar (1.12).

Para isto, primeiro note que

/¥ lex = (I fllpa)" para k> 0. (1.13)
De fato,
kA
1M en = s {RP I o
zo€ER™, R>0
. k
I AT
zo€ER™ ,R>0 RA
k
_ sup fBR(fCO)‘f(x”pdx !
2oER™ R>0 R
1 k
sup fBR(xo) |f(z)[Pdx\
= u
roER™,R>0 f%A
= ([f1lp)".

15



Tomando f = (f17%)(f*), temos que f1=* € Mz e fFe Mg ,,. Usando
a proposicao 1.11 e a igualdade (1.13), obtemos f € M, , com ||f||., <

(117

o) T U1 )", como querfamos demonstrar. O

Usando a notacao (1.9), podemos reescrever as proposicoes 1.11 e 1.12

nas respectivas formas:

— (Desigualdade de Hélder) Se f € M(A) e g € M(B), entao fg €
M(A + B) com ||f g:A + Bl < |If; Alllg: Bll, onde A e B sio tais que
A+ B e A.

— (Convexidade) Se f € M(A)N M(B), entao f € M(C), para todo C €

[A, B], e temos a desigualdade ||f;C|| < ||f; A||*7*||f; B||¥, onde k = %

(relembre que [AB] denota o comprimento de [A, B]).

Os espagos M, 5 estao incluidos continuamente em certos espacos LP com

peso com poténcia negativa. Este é o conteido da proxima proposicao.

Proposicao 1.13. O espaco de Morrey M, 5 estd continuamente imerso no
sequinte espaco LP com peso

k

L, = <a>r P(=<z>"Msep=1),

para k> X, onde < x >= (1+ |z|?)2, p€ [1,00) e A € [0,m).

Demonstracao. Veja que
&
Iy = (L4 [a) 517

e também que

Wi, = ([ 22

16



= (/[ alabistopar)”,
onde ¢(r) = (1+r2)~2.

Queremos mostrar que [|f[|z < CJ[f][,, donde segue o resultado

/P
desejado. Note que

[ el = [ o)aptr) (1.14)
onde
r) = x)|Pdx.
o) = [ 1)

Se f € M,y, entdao p(r) < (||f]|p2)77*. Temos 0 < ¢ € C' e ¢(r) =
o(r=), quanto r — +o0, pois k > X (isto é, vale que lim,_,o, r¢(r) = 0).

Logo, integrando por partes, obtemos

[ sl = [ otrant)
O—Amwmmmw
< uvmmdéwwwwwm: (1.15)

= o(r)p(r)

Como

¢ (r) = d%[(lerQ)_g}
—kr

2

(1+12)%°

17



entao

7,)\—&-1

/ A k
WO = ke

< kMY (1.16)

donde segue a convergéncia da integral em (1.15), visto que |¢/(r)|r* é continua,

e é integrdvel em [1,00), por (1.16). O

Definicao 1.14. Dada uma funcao vetorial f : R™ — R", dizemos que
fe M, (ou MW\ ou MW\), se cada componente fi, fao, ..., fn de f satisfaz
tal propriedade. Mais que isso, definimos ||f|l,x == || |f] |lp.x, onde |f]|

denota a norma de f em R™.

Exemplos 1.15. Aqui temos alguns exemplos de func¢oes ou medidas em

espacos de Morrey.

a) Se 0 <k <m, entio || € My_pp, com 1 <p <2 mas |z|* ¢ M, 5,

para todo 1 < p<oo el < \<m.

b) Sem < m, f € Myx(R™) e f(x1,29,...,T) = f(x1,T2,...,7m), entdo
f e M,\(R™). Vemos assim que a propriedade f € M, permanece vdlida

quando f é “levada” para dimensoes maiores.

c¢) A medida de Dirac 5y em R™™! pertence a My ;(R™).

1.3 O semigrupo do calor

Nesta subsecio, estudaremos o semigrupo do calor U(t) = e'® em M, ,.

Temos que U(t) é um operador de convolugao com nicleo dado por
hi(z) = Tu(|z])

18



2
|

— (2n) Ft e, t>0, (1.17)

isto é,

U)f = hoxf (1.18)
— [ mw)fe -y
= (27)7 2 ﬂj—pg)dy.
R™ 2 e 4t

E facil ver que U(t)f estd bem definido para f € M, ), com p € [1,00] e
A € [0,m), e pertence a C*, com todas as derivadas limitadas. O préximo

lema nos d4 estimativas para U(t) e suas derivadas em espagos de Morrey.

Lema 1.16. Sejam p, g, A e p tais que p,q € [1,00] e A,u € [0,m). Se

mT_’\ > =E ep = A entio U(t), OU(t) e Q,U(t) sao operadores limitados de

M, \ para Mq,u C M,,, e dependem continuamente de t. Temos ainda que

FCEZEN 0O Nl < Cll s (1.19)
p3 (12— q“)HaU(t)qu,u < Clfllpa (1.20)
1(m=A_m—p
FEE N Mg < Cllflloa, (1.21)

para todo f € M, , onde a constante C nas trés desigualdades depende

apenas de p, q, A, p e m. Quando (p,\) = (q, ) em (1.19), temos C = 1.

Demonstracao. Dividiremos a prova em trés partes, conforme cada estima-
tiva, (1.19), (1.20) e (1.21). Além disso, cada parte serda dividida em trés
casos bésicos; a saber, (p,\) = (¢, 1), (¢, 1) = (o0, p) e o caso geral.

Parte (i) (Prova da estimativa (1.19)): Defina f, := U(t)f = hyx f. O

caso A = 0 admite apenas p = 0 e sua prova ¢é simples, tendo em vista a
desigualdade de Young em LP e que h, € L' N L*>®, Vt > 0.
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Sejam du = hy(y)dy e p’ tal que p~' + (p')~! = 1. Usando que |||, = 1,

e a proposicao 1.2, obtemos

p

[fi(@)[" =

| ml s =y

p

flz —y)du

< /mlf(w—y)\pdu-(/mdu)g
= [ Ve = )Py (Il

= [ 1= Py (1.22)
= hy*|f]P.

Agora, note que se f € M, 5, entao

/B e < R (1)

Usando novamente que ||h|[; = 1 e também (1.22), segue que

(||ft||p;m07R)p = /B( |

/BR(wo) /m (& = o) Phu(y) dyde

- / / |f(x = ) Pha(y)dady
™ J Br(zo)

- [/ e Pde) o)y

< [l Bty
= (Wl B [ty

p

dx

[ ml s -y

IN
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= (Ifllpn)" R

donde segue que || fillpx < ||fllpxs 0 que prova (1.19) para o caso (p,A) =

().
Para o caso (q, ) = (oo, pt), temos por (1.22) com = = 0 que

|1:(0)" < / ha(|2)| f ()P d.
Rm
Por (1.15), com ¢(r) = hy(r) = (27T)_%t_%e_%, segue que

FOP < / R (1) dr (1.23)
0
Cr1-% p— Mg
< ct /O(Hf!lm)e P

m—A

< Gt ([ llpa)" (1.24)

De fato, nao hé nada em especial no ponto x = 0, e a desigualdade (1.24)

vale para todo x € R™. Logo,

m—X

|fe(x)] < Ct™ 2 (|| f||p) para todo x € R™, (1.25)

e obtemos (1.19) com (¢, ) = (00, i), depois de tomarmos o supremo em
r € R™ em (1.25).

Para o caso geral, tendo em vista a proposicao 1.7, podemos assumir que

p<qg<ooepu=A\ Entao

llasor = ( / ( )|ft<x>\qu)q

- / @) 77 fu() P
Br(zo0)
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< (Il ( / . ft<x>|pdm)q

= (Iflloe)"" (U1 fellpimo.)
< (1fllse) "7 (I fellpaR7) 5,

e como [|fillpx < |[fllp € A = p, segue que

K
fillgye = sup  {R7s[[fillgzo,r}

zro€ER™,R>0

< (1filloe) 7l fellp)

< (G )T (1)
_(m=A_m—p
Ct 1 £l (1.27)

D
q

A\

(1.26)

2
q

0 que prova a estimativa (1.19) em sua forma geral.

Parte (ii) (Prova da estimativa (1.20)): Para provarmos (1.20), notemos

que
|=|?
8h X e 8t
8_x;(x) = —?;ht(x) e hy(zr) = e he().
Logo,
1
t2|0;hy ()] m=2 sl ||
= 272 ¢ B¢ . 1.28
h2t<l') t% ( )
Como o lado direito de (1.28) é limitado superiormente, temos
t20h,(2) < t2|0hy(z)| < Choy(z). (1.29)

Segue que

p
[ thon e - gy o

(e 0 fllmr ) = [
Br(zo)

22



IN

o f ([ atwlste—iay) is
= of ] haGlse - ord

= of ([ ua=pps) nawa
C [ Ul Rha(wiy

C QY B [ o)y

m

< C(Ifllpa)" R (1.30)

IN

IN

Elevando (1.30) a zl)’ multiplicando ambos os lados por R? ¢ tomando o
supremo em zy € R™ e R > 0, obtemos [|t2(9h, o < ClIfllpa- Agora,
para o caso (¢, 1) = (00, i), usando (1.29), (1.22) e (1.15) temos que

[t2 (O * [)O)F < (£2]0he] * | £1)7(0)

< (Chay x| f)?(0)

¢ [ haahlf@pis
C 2 (|| f )"

VAN VAN

IA

Como z = 0 ndo é um ponto especial, isto prova (1.20) para o caso (g, 1) =
(00, pt). Agora, para o caso geral, podemos assumir, tendo em vista o teorema

1.7, que p < g < 00 e p = A\. Usando mais uma vez (1.29), temos que

P
q

162 0he % Dllgaor < CUlFlloo) "5 (Il lpaB2)E. (131)

Logo,

m—p__ m—

1 — A
1t2(0h * [)(@)lgye < CtO5 57| fl[pas
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donde segue o resultado.

Parte (i11) (Prova da estimativa (1.21)): Agora, para mostrarmos (1.21),

notemos que

Oh 22 m e‘%‘:
a—tt( ):%ht(:v) e hy(r) = oz hi ().

Logo

tlatht(x” _ 2% @_@ 67%
hot () 4t 2

Analogamente a prova da estimativa (1.20), temos que

Assim,

p

dz

(60uhs * Fllpo.)? = / N / 10 (y) f (x — y)dy
Br(xzo m

IA

IN

IN

C [ Ul Bha(wiy

C (Ifllp)? B / han () dy
Rm
= C (Il R

IA

(1.32)

cof ([ nonliste - y)\dy)pdx
o f | s s
-cf (/ PRICE DPde) (o)

(1.33)

Elevando (1.33) a zla’ multiplicando ambos os lados por R? e tomando o
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supremo em xy € R™ e R > 0, obtemos |[t(0ih: * f)||px < C||f]lpa- Para o
caso (q, 1) = (00, ), usando (1.32), (1.22) e (1.15) podemos estimar

t(Dehex [)O)P < (E0cha] * [ £])7(0)

< (Ch# |f)"(0)
< | hallalf)pas
< O (o) (1.34)

Novamente é facil ver que a desigualdade (1.34) é valida com = € R™ no
lugar de © = 0. Assim, obtemos (1.21) para o caso (g, ) = (oo, ). Para o
caso geral, devido a proposigao 1.7 (pg.11), podemos considerar p < ¢ < 00

e = A. Usando (1.32), temos que

||t(atht*f)||q;cro,R S C||f2t||q;xo,R
< C(lfarlloo) "7 (|l farllpa R¥)

P
q

donde segue que
m—p _ m=—X
[E@chs 5 )@ lgye < CL 75| ],

finalizando a demonstracao da desigualdade (1.21).

Finalmente, nos falta mostrar que f, € M, ,. Isto segue de (1.17)-(1.18)
e (1.19), que implicam (1.4). O

Acabamos de mostrar que U(t) M, , C M, . O préximo lema nos da um

refinamento do lema anterior para o espago M, .

Lema 1.17. Sejam p, ¢, A e u tais que p,q € [1,00], A\, u € [0,m), ™2 >

s =
% ep > N Se f € M,y entao as expressoes nos lados esquerdos de
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(1.19), (1.20) e (1.21) tendem a zero com t — 0F. Assim, t<m;A_m;H)U(t),

t(%+m;A_m;M>8U(t) e t (52— )GtU(t) sao fortemente continuos parat >
0 em “qw valendo zero em t = 0, sendo que assumimos k # 1 para o

m—A_ m—pu

operador (5= )U(t).

Demonstracao. Lembre que

SatiSfaZ
r—0+

quando f € Mp,)\. Logo, dado £ > 0, podemos escolher um ¢ > 0 de forma

que
H()lplr) < cCt=F =5,

sempre que 0 < r < 0. Assim, em vista de (1.23) (pg. 21), temos

EROP < / ) () plr)dr

0

1) 2 00 2
< Ct~1-3 [5/ e~ wr M dr + (Hpr,,\)p/ eur’\“drl
0 5

35,
= C e/ e~ T M dr
0

oo

Y [

t726

2
e4r)‘+1dr] : (1.35)

onde na ultima igualdade, usamos a mudanca de varidveis r — N

Note que nao ha nada em especial no ponto z = 0, assim, (1.35) vale para
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todo x € R™, isto é,

m

—\ t726 r2
» |fi(zx)P < C 5/ e~ Tr Mt dr
0

t

+(If

o r2

p7,\)p/ ) e‘4rk+1dr], (1.36)
t726

para todo x € R™. Portanto, tomando o supremo emz € R™ e depois

limsup,_,,+ em (1.36), segue que

limsuptmT;AHftHoo < Ce.
t—0t

ez . m=X
Como € > 0 é arbitrédrio, obtemos lim, .o+t % ||fi||oc = 0 € o0 resultado fica

provado para a expressao correspondente a (1.19) com M, \ = L.

m—A
Agora, usando (1.26) e também que lim; o+t 2 ||fi||loc = 0, obtemos
m=A__ m=X\ . ..
limy o+t 20 2 ||fi]lgr = 0, como desejado. Usamos argumentos similares

para as expressoes associadas a (1.20) e a (1.21). O

Note que (1.19)-(1.21), com (p, A) = (g, ), mostram que a familia {U () };~0
¢ um semigrupo analitico limitado em M, . Como veremos a seguir, este ¢
um Co-semigrupo em M, y, mas em geral, nio em M, , ou em M, (Isto ¢
natural, visto que U(t) M, C M,,).

Por outro lado, pela proposicao 1.13, f € M,  implica que f € Lﬁk/p,

P
—k/p’

temos que lim;_,o+ U(t) f = f, na norma de L”, Iy Claramente, isto implica

quando 1 < p < oo e k > A. Visto que U(t) é um Cy-semigrupo em L
também a convergéncia de U(t)f para f em Li (R™).

loc

A seguir, mostramos que Mn x ¢, de fato, o subespaco fechado maximal

no qual U(t) é um Cy-semigrupo. Esta questao esta diretamente relacionada
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a continuidade do grupo de translacao {7¢ : £ € R™}, visto que o semigrupo
do calor, como outros semi-grupos de convolucao, é subordinado ao grupo de

translagao. Note que M, », M, \ e M, » sao invariantes por translacao.

Lema 1.18. Seja f € M,, onde A € [0,m) e p € [1,00). As seguintes

condicoes sao equivalentes:

(i) f € Myy;

(ii) |Imef = fllpan — 0, com € = 0;
(uir) |{U®)f — fllpx = 0, com t — 0F.

Corolario 1.19. Nas condicoes do lema 1.18, o subespaco Mp,)\ € o subespaco
mazimal de M, no qual a familia 7¢ forma um grupo fortemente continuo

e, ao mesmo tempo, o subespago mazimal no qual U(t) é um Cy-semigrupo.

Demonstragao do lema 1.18. Para cada f € M, ,, escrevamos f; = 7¢f e
fi = U()f. Temos que (i) e (i7) sdo equivalentes pela defini¢ao de J\'/'[py)\.

Mostremos que (7i) implica (i77). De fato,
G- = [ ml©f - - fa)
= [ m(@lf - VD) - s
= [ mlOlfesto) = Flade (1.37

Calculando || - ||, em (1.37), segue que

1= 1lls = || [ A6t -

DA

< [ O Ui = Dl
< / @1 fevi = Hllpade. (1.38)
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Como ||fez — fllpa € limitado por 2[|f][,, e tende a zero com EVE — 0,

obtemos (iii) depois de aplicar o teorema da convergéncia dominada.

Finalmente, (i7i) implica (i), pois f; € Mp,/\ (pelo lema 1.16) e o espago

M, » é fechado (pela proposigao 1.6). O
Corolério 1.20. Sep € [1,00] e A € [0,m), entdo M, C M, .

Demonstragao. Pelo lema 1.18, U(t)f — f em M, quando ¢ — 0*. Mas
U(t)f € M, \NL> (pelo lema 1.16), e entdo U(t)f € M,. Agora, o resultado
segue do fato que M, ¢ fechado. O

Exemplo 1.21. Daremos um exemplo para mostrar que Mp’,\ € um subespaco

proprio de Mn,\. Assuma por simplicidade que m = 1 e considere as fungoes

] sin(2mnx), se x € (0,1)
Pnl@) = { 0, se xz¢(0,1)

Definindo

f(x) = ¢1(x —a1) + g2z — az) + ..., onde ap1 — a, > 2,
entio f € L™, com ||f|| = 1. Isto implica que ||f||pzr =0 <R%), quando
R — 0%, para qualquer A\ < 1. Além disso, para A € (0,1) fi- zado e

tomando a,, crescendo suficientemente rdpido, obtemos que f € M, . Por-

tanto, f € Mn,\, para p > 1.

Por outro lado, temos que T%gbn ~ —¢, para n grande o suficiente. As-

|

stm,

~ 2

1 9
piant3,1

Tif—f
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com o erro tendendo a zero quando n — oco. Portanto,

donde seque que [ ¢ Mp,)\

> 1 para n suficientemente grande,
A

Tif—f

1.4 Operadores de convolucgao

Na presente secao, mostraremos algumas propriedades sobre operadores

de convolugao em espacos de Morrey.

Lema 1.22. Seja S : R™ — R tal que
|S(x)| < Clz’™™, onde 0 < § < m. (1.39)

Sejam p, q, A e p tais que, p,q € [1,00], \,u € [0,m) e

m
q

_ :56%_ <b6(<dsep=1). (1.40)

p q

Entao, o operador convolug¢ao S* € um operador limitado de M, » (Mp,,\,
M) para Mgy (Mg, Mg,).

Demonstragao. Em vista da propriedade de inclusao (proposigao 1.7, pg.11),
podemos assumir que
@zésep>1e@—m<5sep:1. (1.41)
q p q

SAE

Para cada p > 0, seja S, dado por
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Seja f € M, 5. Estimaremos separadamente ¢’ = S,xf e g’ = (S—5,)*f.

Primeiro, mostremos que ¢” € L*. Seja p' tal que %—i— i = 1 e escolhamos

T e s reais positivos tais que

f+£/:m—6,r>/\es>m. (1.42)
b D

Tal escolha é possivel, tendo em vista que

Aom A 1
S+— = S4m(1--
p p p p

Logo, usando a desigualdade de Holder para espagos LP (proposicao 1.2,

pg.6), estimamos ¢g” como segue:

9" ()] =

[ 5= 8wt - nay

< [ 18-St~ o)y

of WG ipa -yl
| iy

1

o( /| N o) ( /| NURICE y>|pdy)’l’. (1.43)

O primeiro fator da desigualdade acima ¢é igual a C' p%. Para o segundo,

IN

IN

odemos usar (1.15), com ¢(r) = r~° e majora-lo por C' 5 ». Usando
p (1.15), ¢(r) j por Cp ,
(1.40) e (1.42), segue que
m—s | A—r
'@ < CoUT Tl

m—X

= Cplm ) o
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= Cp 7|1l (1.44)
e entdao ¢” € L. Além disso,
19" lgzzort < CR7[[g"]|oc. (1.45)
Mostraremos agora que
19 lgsooe < CR+ )] f Iy (1.46)

Para tal, notemos que os valores de f fora da bola Bry,(x) ndo contribuem

com o lado esquerdo de (1.46). De fato, temos que

J(z) = /| Sy

= / Sz —2)f(2)dz.
z€B,(x)
Definimos f(y) pela seguinte condigao:

_ f(z), se x & Bpy,(xo),
0, se z ¢ Briy(xo).

Assim, temos que

HQIHq;wo,R = HSP*J?Hq;mo,R
< ||Sp*f||q- (1.47)

Entdo [|S, x f|l; < C||f|l,, pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev
(veja [20] e [30]), a qual, para p > 1 implica que

150 % flla < ClIflly
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< CNfllpswo.ro
Py

< C(R+p)7[|fllpas (1.48)
pois

mq m m

1 < = < <
P m+9d " m+d m-—90

e

visto que % = £ por (1.41). Inserindo (1.48) em (1.47), obtemos (1.46), no
caso p > 1.

Se p = 1, usando a desigualdade de Young (proposi¢ao 1.3, pg.7) temos

que o lado direito de (1.47) pode ser majorado por ||S,||,||f]|1, pois
1 1 J -
q 1 q

Por outro lado, um calculo simples mostra que ||S,|[, < C p(5—m+%> (

que 6 —m -+ > 0 por (1.40)), enquanto I|£]]1 < (R+p)(m7m7ﬂ)\|f\|p,,\, pois

p = 1. Agora, por (1.40), d — m + o m— mT_’\ = %, obtemos

note

9" llgwo.r < HSquHJFHl
< C<R+p>(6—m+%+m—

< (B+p)a|lfllpa

m—=X
p

Nl

o que da (1.46).

Visto que S'* f = ¢ + ¢”, as estimativas (1.44), (1.45) e (1.46) nos dao a
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seguinte desigualdade:
1S # fllgwor < [CRTp™ 0 +C(R+p)7| || fllp- (1.49)
Dado R > 0, escolhemos p = R em (1.49) a fim de obter
1S fllgzo.r < CR|fllprs

o que implica S * f € M, ,, com ||S * f||,, < C||f|[p., como desejado.

Assumindo agora que f € Mp, A, temos que dado ¢ € (0, 1), existe R. > 0

tal que
1 llpwrrp < €77 (R+ p)7 || Il
para todo x € R™ e R+ p < 2R.. Logo
1S5 Fllawon < |[ORT p~"5" + Ce5 (R+ )% | Ifllpa (150)

Tomando agora R < €ﬁR€ <R.ep= Re men < R., temos que R+ p <
2R.. Com isso, apds uma simplificacao, (1.50) nos dé (1.49). Portanto,

3
1S fllgwor < CeRal[f||pa,

se R < aﬁRE, o que mostra que S * f € MW, como queriamos.
Finalmente, S* leva M,y em M, segue do Lema 1.18 e do fato de que

S* comuta com translagoes. O

Lema 1.23. Seja K : R™\{0} — R um nicleo singular do tipo Calderon-
Zygmund, isto €, uma fung¢ao homogénea e continua de grau —m com integral
nula em qualquer esfera em volta da origem. Sejam também p > 1 e 0 <

A < m. O operador Kx é limitado de M, \ para M, , e o mesmo vale se
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trocarmos My, x por M, e M .

Demonstracao. Essencialmente, precisamos adaptar a prova do lema 1.22

para o caso (p,\) = (¢, ). Para cada p > 0, defina K, por

(I)_{K(x), se x| <p

0, se |x|>p.

Se f € M, , de maneira anédloga a prova do lema 1.22, estimaremos se-
paradamente ¢’ = K, * f e ¢" = (K — K,) * f.
Primeiro, para mostrarmos que g’ € L™, seja p’ tal que p~t + (p/) ™! =1,

e escolhamos r e s positivos tais que

I+£,:m,r>)\e$>m. (1.51)
p D

Tal escolha ¢é possivel em vista das relagoes

Aoom A m m— A\
“t+— = Sdm——=m-—
p p p p p

<m.
Logo,
@ = | [ 0= ks - nay
< [ UK = K@ - ldy
o f @i i |

o( /| N |y|—8dy)”1' ( /| LS Py (152

O primeiro fator em (1.52) é igual a C’p%, enquanto o segundo é majorado

IN

IN
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por C’p% || fllp.x, como em (1.43). Usando (1.51), segue que

9" (@) <

m—

s A=t
T £l

A

Col™ =)l

m

_m=2A
Co 7 [[fllpa

e vemos que ¢” € L. Consequentemente,

m m o _m=A
19" lpiao,r < Cllg" oo l2r < CRY p~ 7 || fllpa-

Agora, trataremos o termo g¢'.

‘ |g/’ |p;xo7R

onde

Temos que
= HB%’kf“pmmR
< 1Ky * fllp,

se € Bpy,(zo)

se = & Bpri,(zo).

(1.53)

O operado K, é continuo em LP, para 1 < p < oo (veja [30], [31] e [32]).

Além disso, a constante de continuidade é independente de p. De fato,

HQWb@mR

I IA IA

IN

Hl(p*(f“mwmﬂ
Hfga*f“p
ClIflp
C”‘meme+p

A
CR+p)7|[fllpar-
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Visto que K x f = ¢’ + ¢”, as estimativas (1.53) e (1.54) implicam
m _m=A A
1K 5 fllpaon < [CR 775 + C(R+ )7 | 1l
Dado R > 0, escolhemos p = R para obter

A
[ fllpiao. < CR7|[f]pa,

o que implica que K * f € M, , com ||K * f||,x» < C||f||p.x, como desejado.

A prova que K* mapeia M, e M, , neles mesmos segue similarmente a

prova do lema 1.22. O
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Capitulo 2

Boa-colocagao em M), )

Ao abordarmos equacoes diferenciais, um metodo padrao é procurar solu-
¢oes da equacao em um sentido mais fraco, de forma que toda solugao do
problema original seja também uma solugao no sentido mais fraco, e vice-
versa. Um dos tipos mais utilizados de solugoes fracas (o qual usaremos nesta

dissertacao) sao as solugoes brandas (veja definigao 2.1, pg.42).

2.1 Solucoes brandas das equacoes de Navier-
Stokes

Para estudarmos o problema de Cauchy (NS) (ver Introdugao, pg.1) va-
mos usar solugoes brandas, as quais satisfazem a equagao integral advinda

do principio de D’uhamel.

O sistema (NS), com as constantes n = y = 1, tem a forma

ou—Au+u-Vu+VP =0, xeR™ t>0;
div(u) =0, xeR™ t>0; (2.1)
u(0,2) = up(x), x € R™.
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Antes de definirmos a nogao de solugao para (2.1), precisaremos estabelecer
algumas notacoes e definicoes.
Sejam dois campos u e v que satisfazem div(u) = div(v) = 0. Nestas

condicoes, podemos escrever

(u . V)U = V(u X U) = (Z %(u]@l), e Z %(Uﬂ)m)) ,

i=1

onde u ® v é a matriz dada por

U101 UV ... UIUy
U2V U2Vy ... UV,
URQU =
UmUV1 Um,UV2 ... UmpUm
com
w=(Up, Uy ..., Upy) eV = (V1,V2...,0n).

Um argumento cldssico para encontrar solugoes para o sistema (2.1) é
eliminar a incognita P, obtendo um sistema envolvendo apenas a incégnita
u. A incognita P é recuperada posteriormente, utilizando a propriedade

div(u) = 0. Para tanto, usamos o projetor de Leray, o qual é dado por

I(u) = u+ (Ryo,Raeo,...,Ry0)
= (u1 + Rio,ug + Ryo, ..., uy + Rpyo), (2.2)

onde
m
o = E RjUj,
J=1
e R; é a j-ésima transformada de Riesz. O operador R; ¢é definido através
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da transformada de Fourier, da seguinte forma

— i,

(B;f)(§) = €| (&)-

Usando algumas propriedades bésicas da transformada de Fourier, pode-

mos escrever
— 7V 0 1
Bif0) = [®116) = 5 | Axf0)].
Por outro lado, veja que

o 1

R pu—
k7 &L‘k \/—A

zm: o 1 .
1 &L‘k\/—A J

o 1 1
= 9 VA div ( — u)
_ 01 div (u)
O (—A) ’

e assim, vemos que o projetor II pode ser escrito da seguinte maneira:

M) = u+V {ﬁdw (u)]

= (uy + 0 [(=A) div(u)], ug + Oo[(—=A)div(u)],. ..
Uy O [(=A) M div(u)]). (2.3)

Para maiores detalhes sobre o projetor de Leray, veja [21]. Este projetor tem

a seguinte propriedade
div[II(u)] =0 e div(u) =0« Il(u) = u,
donde segue que
% (u) = O(u), Vk €N.
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Aplicando o projetor de Leray II na primeira equagao de (2.1), temos que

H(0u — Au+u-Vu+ VP) =

O [I1(w)] — A [I(w)] + I [u - V]
Ou—Au+Tl{u-Vu] =

Ou — Au+ 1T [V(u® u)

|
o o o o

donde obtemos o seguinte sistema envolvendo apenas a velocidade u:

Ou—Au+1IIVuou)=0 zeR™ t>0;
div(u) =0 reR™ t>0;
u(0,z) = ug(x) r e R™.

Agora, seja v uma solucao cldssica de (2.4), e defina

U(s) = U(t—s)u(s,z),

onde U(t) é o semigrupo do calor. Temos que ¥ ¢ diferencidvel e

oU =

C

t —s)0su — AU(t — s)u(s, )

= U
= —U@{ = s)I(V(u®u)(s,z)).

Integrando a ultima igualdade, temos que

W(t) — W(0) = —/0 U(t — )TV (u @ ) (s, 2))de.

(
= U(t—s)(Au—-II(V(u®u)(s,x))) — AU(t — s)u(s, z)
(t—8)Au—U(t — s)Au — U(t — $)II(V(u® u)(s,

(2.4)

z))

(2.5)

Como II comuta com derivadas e U(t) sdo operadores do tipo convolugao,
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valem as seguintes igualdades

V() = U(t—0)u(0,xz)
= U(t)uo(x) (2.6)

V() = U(t—t)u(t, )
= U(0)u(t,z)
= u(t,x). (2.7)

Substituindo (2.6) e (2.7) em (2.5), obtemos uma equagao integral para u, a

saber
u(t,z) = U(t)up(x) — /0 Ut — s)II(V(u®u)(s,x))d. (2.8)

Definigao 2.1. Solugoes que satisfazem (2.8) sio chamadas de solugdes

brandas para o problema de Cauchy (2.4).

A fim de simplificarmos a expressao (2.8), denotaremos a parte nao linear
de (2.8) por

¢
Blu, v)(t,z) = —/ Ut — $)TI(V (1 ® v) (s, 2))dz. (2.9)
0
Assim, (2.8) pode ser reescrita como

u(t,z) = U(t)ug + B(u,u)(t, z). (2.10)
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2.2 Espacos funcionais

Na presente secao, definimos os espagos funcionais do tipo Kato-Fujita
nos quais estudaremos a equacgao integral (2.8). Desde que também queremos
encontrar solugoes auto-similares, devemos escolher os indices de modo que
suas normas sejam invariantes pelo scaling de (2.4), cuja defini¢do, é dada

na sequeéncia.

2.2.1 Scaling das equacgoes de Navier-Stokes

Seja u = u(t, ) uma solugao suave de (2.4). Definimos o u, por
u,(t, ) = yu(y*t,yx), Vv > 0. (2.11)
A aplicacao
U = Uy (2.12)

¢é chamada de scaling de (2.4). O scaling (2.11) é o tnico entre todos os da
forma y*u(y2t, vx) com a propriedade que u, é solucio de (2.4) sempre que
u também o for. Assim é natural perguntar-se sobre a existéncia de solugoes

invariantes por scaling (2.12). Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.2. Uma solucdo u de (2.4) € dita auto-similar se u = u., para
todo vy >0, q.t.p. t >0 e qtp. xecR™

Fazendo t — 07 em (2.12), note que

u(t,z) — yu(y’t,yz)
D,l/ \LD,

uo(x) = yue(yz).
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Logo, para u ser auto-similar, devemos tomar 1y homogéneo de grau —1, isto

€,
up(x) = yup(yx), Vo € R™.

De forma mais precisa, seja u(t,x) uma solu¢ao branda auto-similar com

u(t, ) — ug quando t — 0F. Assim, para ¢ € C°, temos que

[ wttoomar = [ qurtassd
= / T 2)g(r ) de
5 [ P u@et e

Rm

- / o)z,

isto é, uy(t,z) = yuo(yz). Como u(t,x) = u,(t,z), pela unicidade do li-
mite no espago D'(R™), temos que yug(yz) = ug(x), isto é, o dado inicial é

homogeéneo de grau —1.

2.2.2 Espacos funcionais do tipo Kato-Fujita

Sejam A € [0,m —1), p=m—Xep < q < oo. Definimos E, como o
espaco das fungoes vetoriais u : RT x R™ — R™, tais que div(u) = 0 e a
norma

lullz, = sup 1] fut. )l < . (213)
>

onde « ¢ escolhido de forma a tornar || - ||, invariante pelo scaling (2.12);

isto é, de forma que

ullz, = [luy Iz, ¥y > 0.
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Calculemos entao o valor de a. Temos que

uyl|e, = sup t*|yu(y*t, 7)o
t>0
= sup 1|u(v’t, )| |gr
t>0
(S)au< )|
= su — u(S,7)|q,
s>187 2 Y lleA
= sup 7' (s, 1)l (2.14)

Por outro lado,
1

> .
f(v)llgr = sup {R “ (/ |f(790)|qd95) }
zo€ER™, R>0 BR(xo)
R\ ¢ s
up (l) Cyé/ umwm)
onRm, R>0 ’Y B,YR('ymO)

A !
= v q sup ('yR) q (/ |f(x)|qdl’> dx
zo€R™, R>0 B, r(yzo)

1

_m-a A . !
= e Sor( [ e ) do
zo€ER™, vyR>0 By r(vo)

m

_m=2X
= 7 7 [|fllgn- (2.15)

Logo, usando (2.14) e (2.15), temos que

_ 9, m=2A 9N Mm=X
luslle, = 277 swpt®ffu(t, Mg =77 ||ullg,
>0
Para que valha [|u,||g, = ||u||E, é necessario e suficiente que
—A 1 —A
1-20- 2 —0sa=-— -2 (2.16)
q 2 2
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Observe que, se ¢ = p = m — A, entao a norma em F, é dada por
1 f 1z, = sup [ f (¢, )llpa-
>0

A seguir, a notacao BC ((0,00), X) representa o conjunto de funcoes
continuas e limitadas do intervalo (0, 00) para o espago de Banach X. Defi-

nimos os seguintes espacos:
o E,={u:(0,00) x R™ - R™:u € BC((0,00), M), div(u) = 0};
e Ey={u:(0,00) x R™ — R™ : t*u € BC((0,00), My,), div(u) = 0};
e I=E,NE,

cujas normas sao dadas respectivamente por

lullg, = sup|fu(t,)llpx; (2.17)
t>0

lulle, = supt®[fult,-)|[pa; (2.18)
t>0

lulle = Tulls, + [lullg, (2.19)

Observagao 2.3. Visto que os espagos de Morrey sao Banach (ver Lema

1.5, pg.9), os espagos E,, E, e E sdo também espagos de Banach.

2.3 Boa-colocacao e regularidade

Os préximos trés teoremas serao demonstrados neste capitulo. Nesta

dissertagao, usamos 1’ para denotar o expoente conjugado de r, isto é, (r') 1+

ri=1

Teorema 2.4. Sejam 1 < ¢ <p<qg<oo,0<A<mel=m—p,e

assuma que ug € M, com div(ug) = 0.
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(i) (Eristéncia e unicidade) Evistem e > 0 e C' > 0 tais que se ||ug|[px < &

entao existe uma unica solu¢ao branda u em By = {u € E; ||ul|p < 2¢}

para (2.4).

(ii) (Dependéncia continua no dado) O mapa dado-soluc¢io uy — u (de
A. = {f € Mpx; ||fllpa < &} para E) € Lipschitz continuo. Além

disso,
u(t, ) — ug(x) em D'(R™),

quando t — 0.

(111) Seja 1 < ¢ <1 < q < oo e assuma que ug € M, N M. Entdo a

solug¢ao dada no item (i) satisfaz

u € BC((0,00); My x N M ).

Observagao 2.5. No capitulo 1, vimos que U(t) é um Cy-semigrupo em
M, . Assim, se ug € M, entio u(t,z) — ug(x) com t — 0* na norma de

M, , em vez da convergéncia em D'(R™) na parte (ii) do teorema 2.4.

Teorema 2.6. Se ug € uma funcao vetorial homogénea de grau —1, isto €,

se para todo v > 0 vale que
uo(z) = v tug(yx) para todo v € R™,

entdo a solugcdo branda global u(t,z) obtida no teorema 2.4 é auto-similar.

O proximo teorema ilustra o efeito da regularizacao parabdlica na escala

dos espacos de Morrey.

Teorema 2.7 (Regularidade). A solu¢do branda u obtida no teorema 2.4

satisfaz
OO u(t, ) € C((0,00), My N M), (2.20)
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para todo k,n € NU{0}. Em (2.20), C((0,00), X) significa o conjunto das
fungoes continuas do intervalo (0,00) para o espago de Banach X.
Como uma consequéncia, obtemos que u € C*((0,00) x R™) e u € uma

solugdo classica de (2.4) em t > 0.

2.4 Prova dos teoremas 2.4, 2.6 e 2.7

Faremos a demonstracao dos teoremas 2.4 e 2.7 usando argumentos de
ponto fixo. Neste sentido, o seguinte lema sera 1util para evitar contas de

contracao extensas e repetitivas.

Lema 2.8 (Lema abstrato). Seja X um espaco de Banach com norma ||-||x,
eB: X xX — X uma aplicagao bilinear e continua, isto €, existe uma

constante K > 0 tal que
[B(z1, z2)|[x < K [|lz1]|x [|z2|]x,

para todo x1, x9 € X.

L
4K

Entao existe uma unica solu¢io © € By, = {z € X : ||2||x < 2e} para

(1) (Ezisténcia e unicidade) Sejam 0 < ¢ < 7= ey € X tal que ||y||x <e.

a equacao

r=y+ Bz, ). (2.21)

(i1) (Dependéncia continua no dado) A solu¢ao x para (2.21) depende con-
tinuamente de y no sequinte sentido: se ||y||x < e, T =7+ B(Z,%), e
T € Bo., entao

1

le = 2llx < 7= lly = dllx. (2.22)
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Demonstracao. Parte (i): Considere By. munido com a métrica
d(a,b) == |la —b||y -

O par (Ba.,d) é um espago métrico completo, pois X é Banach. Agora, seja
F: X — X dada por

F(z) =y + B(z, ).

Primeiramente, mostremos que F(Bs.) C By.. Se & € By, entao

1F@)llx < llyllx + 1Bz, z)||x
< yllx + Kllz|%
< e4+4Ke?
= (1+4Ke)e
2e,

desde que 4Ke < 1. Por outro lado, se x1 e x5 € By, entao

[F'(z1) = F(z2)|lx < [IB(x1 — 22, 21)||x + |[Bz2, 21 — 22)||x
< K|z — 2oflx |||y + Kllza[x|[z1 — 22]|x
< deK ||z — |«
<z = @2lx,

o que mostra que F' restrita a By, é uma contragao. O resultado segue pelo
teorema do ponto fixo de Banach.

Parte (i1): Se x,y e &,y sdo como no enunciado, entao

= lly—g+Blx—&x)+ B,z - 1)|[x

lz —2llx < [ly+B(x,z)—g— B 1)||x
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< My =9llx + 1Bz — 2, 2)|[x + [|B(Z,z — T)||x
< ly = 9llx +4e K|z — Z||x,

donde segue (2.22) desde que 4e K < 1. O

Observagao 2.9. A demostracdo do Lema 2.8 diz-nos também que a solu¢ao

¢ o limite em X da sequencia de Picard {x,}n,en dada por

=y
Tpr1 = F(x,), n € N.

2.4.1 A funcao beta e a continuidade de II em M, )

Para mostrar as estimativas necessarias para aplicar o Lema 2.8, fre-
quentemente nos depararemos com a funcao Beta. A seguir lembramos sua

definigao. A fungao Beta [(x,y) é definida pela integral

1
Bz, y) = / t" N1 —t)v"'dt, paraz ey > 0. (2.23)
0
Temos que f(z,y) é sempre finita quando = e y > 0, pois

)
Blx,y) = /0tx1(1—t)y1dt—|—/§1tf”‘l(1—t)y‘1dt

é 1
< max(1,<1—5)y1)/ twldt+max(1,5“)/ (1— t)Ldt
0 1

= max(1, (1 — 5)3’_1)15”” + max(1, (5“;_1)}(1 —9)! < 0.
Z Y

Portanto, usando a mudanca de variaveis z = ts, podemos escrever

¢ 1
/ s Ht —s)vlds = oty / 21— 2)¥
0 0

B, y).
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Precisaremos do seguinte lema sobre a continuidade do projetor de Leray

IT em espacos de Morrey.

Lema 2.10. Sejam 1 <r <00 e 0 < X <m. Entao Il : M, — M, €

linear e continuo.

Demonstra¢ao. Em vista da expressao (2.2), o resultado segue do fato das
transformadas R;’s serem operadores do tipo Calderén-Zygmund e do lema
1.23 (pg.34). ]

A estrutura basica da demonstragao do teorema 2.4 é aplicar o lema 2.8
a equagao integral (2.8). Para isto, precisamos demonstrar estimativas do

termo linear U(t)ug e do termo bilinear B(u,v) da equagao integral (2.8).

2.4.2 Estimativas bilineares

Os préximos dois lemas mostram que o operador bilinear B(u, v) é continuo
em F = FE,NE,.

Lema 2.11. Sejam 1 < ¢ < p<g< oo, 0 <A< m,p=m-—2Ae
a= % — mQ—;’\. Existe uma constante C' > 0 tal que
1B(u, v)|[g, < Cllullg,|[vl|E,,

para todo u ev € B.

Demonstracao. Relembre que
t
Blu, v) = —/ VU — $)TT(u @ v)(s, 2)ds.
0
Usando o lema 1.16 (pg.19), podemos estimar

[1B(u,v)

/Ot VUt — s)II(u @ v) (s, z)ds

A T ’
DA
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< [T =M v o)lads

1 (mf)\ m—A\

C/o [H(u @ v)(s, 2)[lpA(E = 5) 2"

IA

onde 7 é tomado de forma que r~! = p~! + ¢~!. Agora, a proposicio 1.11

(pg.14) implica que

t
1B(u,v)|ln < C / (s, ) lgallo(s, Ylpa(t — )72~ (5 5" ds
t

m—

1 A
= 0/ 5752 (s, lgallo(s, o
0
+m—)\ m—X\

2q (t_ 3)* 2r ds (2.24)

t
—1l,m= _m=A
< Cllullelolls, | 5745 (0 - 5) " ds
0

1
.S 2

_m=X

1
= CHuHEquHEp/ zfﬁerTzA(l—z) 7 dz. (2.25)
0

A integral acima (obtida apés a mudanga de varidveis z = 7) converge, visto
que g >p = ’”2—;’\ = 2% < % Assim, tomando o supremo em ¢t > 0 em (2.25),

obtemos
1B(u,v)||5, < Cllullg,||v||E,,

como queriamos. O

Lema 2.12. Sejam 1 < ¢ < p<qg<oo, 0 <A< m,p=m-—2Ne

a = % — mQ—;’\. Eziste uma constante C' > 0 tal que

1B(w, 0)l|, < Cllullg,[|v]]e,, (2.26)

para todo u, v € Ej.
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Demonstrac¢ao. Usando o lema 1.16, temos que

- '/OVU(t—s)H(u@;)v)(s,x)ds

q,A
t

< /HVU(t—s)H(u@v)(s,x)Hq,,\ds
0

1

: C/o T ® v)(s, @) a(t — 5)~2 (5 5D ds

onde r = 4. Agora, pela proposicao 1.11, obtemos

1 (m—)\ m—A\

(s, Mgt — )72~ (50 =5 ) ds

|q,>\

t
1B(uw,0)lln < C / (s, )
t

_1_m=X
B C/ 5 (s, ) lans?[0(s, ) gas 22 (¢ — )73 775" ds(2.27)
0

t
< C’Hu||Equ||Eq/ ST (= )R s
0

1
= CtaHuHEquHEq/ 2721 — 2)* . (2.28)
0

A integral acima converge, tendo em vista que 0 < a < % Logo, multipli-
cando ambos os lados de (2.28) por t* e depois tomando o supremo para
t > 0, obtemos (2.26). O

Lema 2.13. Sejam 1 < ¢ <l <g<o0,1<p<q, 0<A<m,p=m—A

e = % — m2—;’\. Existe uma constante C' > 0, independente de u, v, t e x,
tal que
sup || B(u, v)|in < € (Sup HUIIz,A) [|v]l &, (2.29)
>0 >0
Demonstracao. Escolha r de forma que r~! = ¢7! + {71, Aplicando a de-
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sigualdade (1.20) do lema 1.16, podemos estimar

1B, o)l = ’/OVU(t—s)H(u@)v)(s,x)ds

LA
t

< /||VU(t—s)H(u@v)(s,x)HL,\ds
0

1 (mf)\ m—A

= O/o [T (u @ v)(s, 2)[|rA(E — ) 72"

Agora, usando a proposi¢ao 1.11 (pg.14) em (2.30), segue que

t
| B(u,v)|l1n < C’/ (s, Mliallo(s, ) Joa(t — 8)" 35575 ds
0
m—X

t
B C/ s, Y las? ™5 |[o(s, [gas 2" 50 (t —5)"2 "5 ds
0

t
< € (supllulha ) e, [ 5575 0 - o745
t>0 0

1
— m=A _1_m—=—X
- C<SUP||U||Z,A)||U||E(, | R - R 2ay
t>0 0

A integral acima converge, pois ¢ > p = m — A. Calculando o sup,., em
(2.31), obtemos (2.29). O

O lema a seguir serd 1til para mostrar que a solugao u converge em D'(R™)
para o dado inicial ug, quando ¢ — 07. Na sua demonstracgao, utilizaremos

que
C®(R™) C My, Vp € [1,00), e A €[0,m). (2.32)

Relembre que

supp(¢) = {z € R™ : ¢(x) # 0}
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CER™) ={¢p:R™ - R™: ¢ € C°(R™) e supp(¢) é compacto}.

Lema 2.14. Sejam uy € M, \ e u € E satisfazendo a equagao (2.8). Temos

que

B(u(t,-),u(t,-)) = 0 em D'(R™), quando t — 0%,

Demonstragao. Dado ¢ € C°(R™), precisamos mostrar que
< B(u(t,-),u(t,")),¢» >— 0 quando t — 07.

Usando a compacidade de supp(¢), tomemos r > 0 tal que B,.(0) D supp(¢).
Pelo teorema de Fubini, temos que
71_)\‘ < B(u(ta ')7 u(ta ))7 ¢ > ‘ =

/Ot rA . VU(t — $)II(u @ u)(z, s)p(x)dxds

Sejam | = 25 > 1, com 0 < np < el ="+ ()" Usando que
supp(¢p) C B,(0) e a desigualdade de Holder para espagos LP (veja proposigao

1.2, pg.6), segue que

= < B(u(t,),u(t,"),¢>| = /o r# /m VU (t — $)I(u @ u)(z, s)p(x)dxds

t
< —A VU (t — s)II , dzd
< [ IO - 9ne wie.s)o()dzds
_ / - / VUt — $)TI(u @ u) (2, $)6(x)|duds
0 ~(0)
< c / P IVU(E = )T © )|, 0 7 lI6lleds

t
S C/ HVU(t—S)H(U®u)|‘l7)\H¢Hl/7,\d8. (233)
0
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Sed! =pt+qt comon < £, segue que d! > %—I—g = [, e assim

1 < d < 1. Agora, aplicando o lema 1.16 e depois a proposicao 1.11, obtemos
m—A_m=A_1

VUG =s)Muv)lin < C—s)0T 53 |luls, ) palluls, g

) (s sl

0<s<t

Ot — o) ("5 =5 1) (375

IN

m—A\

2wm@»mg-um>

1_
- sup s?
0<s<t

Substituindo (2.34) em (2.33), temos que

r 2 < Blu(t,),v(t, ), 6 > | < 10| lullg,[[v]], ]l

onde
t m— m—XA_ 1 1, m—X\
](t) = C (t—s)( 2 *W*i)g(—ff 2q )ds
0
— o e )
= Ct(T?A*"E;A)
Entao

m—XA_ m—\
21 2p

P < Blu(t, ), v(t, ), 6 > | < Ctl Nlls, 1o]]g,||6llrr- (2.35)

Como 222 — mz—;’\ = 2 >0, segue de (2.35) que < B(u(t,-),v(t,-)),¢ >—= 0

quando t — 0T, visto que r > 0 est4 fixado. O

2.4.3 Estimativas lineares

Para podermos aplicar o lema 2.8, falta demonstrar as estimativas para
a parte linear de (2.8). Também precisamos mostrar que ela converge para o
dado inicial ug (em D'(R™)) quanto t — 0. Este é o conteiddo dos préximos

dois lemas.
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Lema 2.15. Assumindo as hipdteses do teorema 2.4, existe uma constante
C > 0 tal que

U @)uolle < Clluollpa, (2.36)

para todo uy € My .

Demonstragao. Duas aplicagoes da desigualdade (1.19) do lema 1.16 nos

fornecem

U uollpr < uollp.r, (2.37)
1_m=X
t2m = [[U(t)uollgr < Clluollp.a- (2.38)

Tomando o sup~g em (2.37) e (2.38) e depois somando os resultados, obtemos
(2.36). O

Lema 2.16. Assumindo as hipdteses do teorema 2.4, vale que U(t)uy — g
em D'(R™) quando t — 0T,

Demonstracao. Seja ¢ € C*(R™) C S(R™). Temos que o operador U(t) é
continuo na topologia de S(R™), e U(t)f — f em S(R™), quando t — 0T, e
para f € S(R™). Por outro lado, se up € M, C S(R™), entdo

<U(t)ug,p > — <ug, o> = <ug,U(t)p > — <ug, o>
= <up,Ult)p—¢>. (2.39)

Como (U(t)¢p — ¢) — 0 quando t — 07 em S(R™) e up € S'(R™), tomando

lim; .o+ em (2.39), segue que

lim <wup,U(t)p—¢> = 0, (2.40)

t—0t

para cada ¢ € S(R™). Em particular, (2.40) vale para cada ¢ € C°(R™) C

S(R™), como querfamos. O
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2.4.4 Prova do teorema 2.4

Parte (i): Primeiramente, relembre que
Bluw) = — /0 Vult — $)TT(u® v)(s, 2)ds.
Note que
div(B(u,v)) — —div [ /0 "Vl — $)(u® v)(5, 2)ds
- —/Ot div [Vu(t — )] Ti(u ® v)(s, 7)ds
- —/Ot Vult — s) - div [[T(u © v)(s, 2)] ds

t
= —/ Vu(t —s) - 0ds
0

¢
z—/()ds
0

=0 (2.41)

div (U(t)ug) = U(t)[div (ug)] = 0. (2.42)
Usando os lemas 2.11 e 2.12, temos que

[1B(u, v)]|

|1B(u, v)||g, +[|B(u, v)||g,
< Cllullg [z, + Cllullz,[lv]] 2,
Kllul|gllvl]e- (2.43)

IN

Em vista de (2.41) e (2.43), segue que B : ExXE — E ¢ bilinear e continua.
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Por outro lado, pela hipdtese de pequenez no dado ug e pelo lema 2.15,

segue que U(t)uy € E e
U (#)uollz < Clluollpa < e

Portanto, se ¢ > 0 é tal que 4Ke < 1, uma aplicagdo do lema 2.8 (7)
com X = F mostra que a equagao integral (2.8) (em outra forma, a equagao

(2.10)) tem uma tunica solugao na bola By, = {u € F; ||ul|gp < 2¢}.

Parte (ii): Sejam u e v duas solugoes com dado inicial ug e vy, respec-

tivamente, e satisfazendo as hipéteses da Parte (¢). Usando o lema 2.8 (i),

temos que
1
lu—nllp < 1_—4K6\|U(QUO—U@)UOHE
1
= 1_—4K€||U(75)(U0—UO)HE
< uo vl
= 14K Up — Vol|E,

o que mostra a desejada continuidade. A convergéncia para o dado ug em

D'(R™) é consequéncia direta dos lemas 2.14 e 2.16.
Parte (iii): A solugao obtida na parte (i) foi obtida via um argumento de
ponto fixo de Banach. De fato, pela prova do lema 2.8, a solucao u é o limite

em E da sequéncia de Picard (uy)ren (ver observagao 2.9, pg.50), definida

recursivamente por

U1 (t, ) = wi (¢, x) + Blug, ug)(t, x).

{ U,1<t,$) = U(t>u0(I)7
Para uy € M, N M; , mostraremos que a sequéncia u; ¢ de Cauchy no
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espaco BC((0,00), M; »). Pelo lema 1.16, temos que

sup [[ug[[ix = sup |[U(t)uol|1n < [|uol|ix
t>0 t>0

e também que

sup |[ugs1|lia < sup ||ug||in + sup || B(ug, uk)||1x
>0 >0 >0

|) el 5

onde a ultima estimativa é devida ao lema 2.13. Escolha ¢; de forma que

< uollir + C <sup I
>0

0 < & < ee2Cg < 1. Pela prova da parte (i) e pelo lema 2.8, se |[ug]|,x < &

onde C é como na prova da parte (i), entdo a sequéncia (ug)ren esta contida
na bola fechada By, (0), isto é
HukHE § 251, VEkeN.

Assim, podemos estimar

My = sup HWHHL/\
t>0

< Juo

iy + 2Ce; sup ||wk| 1.
>0
= My +2Ce, M,

onde M, é definido por My := sup,, ||ug|lix. Escrevendo r = 2Cg < 1,

temos que a sequéncia (My)ren satisfaz

M, < (147r+r*4+..+r%M,
1
1—r

< M.

Agora, usando a bilinearidade de B(-,-) e definindo wyy1 := upy1 — ug,
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temos que

Wr+1 = Ug41 — Uk

= Bl(ug,u) — B(ug_1,us_1)

= B(ug, ur) — Bug—1,up—1) + Bug, up—1) — Bug, up_1)
= B(ug, up — up—1) + B(ur — wp—1,Up—1)
(

= B(u, wy) + B(wg, ug—1).

Usando o lema 2.13, obtemos

sup [[wegrllix = sup||B(ug, wi) + B(w, ug—1)]|ix
t>0 t>0
< SUPHB(ukawk)Hl,)\+SUI()3||B(wk7Uk—1>||Z,>\
t>

t>0

IN

C sup | [wllix (Jugl |5 + ur—1]|2)
t>0

IA

4¢,C sup [[wg][1,-
t>0

Diminuindo o tamanho de ¢;, de maneira que 45,C' < 1, obtemos que a
sequéncia (ug)gen € contrativa em BC((0,00); M, ) e entdo é de Cauchy neste
espaco. A convergéncia em BC((0,00); M; ) e em E implicam convergéncia
q.t.p. em (0,00) x R™ a menos de subsequéncias. Logo, se @ é o limite de

(ug)ren em BC((0,00); M), entdo u = 4, como queriamos. O

2.4.5 Prova do teorema 2.6

J& vimos que a solucao u dada no teorema 2.4 é o limite da seguinte sequéncia
de Picard em E:

{ uy(t,-) = U(t)uo(-),

Wit (t, ) = wi(t, ) + B(ug, ur)(t, ).
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isto é, o limite de {uy ey em E é o ponto fixo da aplicacao f(u) = y+B(u, u).

Primeiro, mostremos que (¢, z) é invariante pelo scaling (2.12) (pg.43).
De fato, usando a expressao (1.17) (pg.19) e que uy é homogéneo de grau —1,

segue que

ui (Yt yx) = U(y*t)uo(vyz)
= (B2 x ug)(y)

= /m b2 (Y — y)uo(y)dy
_ /mmﬁw@—v*wwaw@

- / “Mhy(e — v y)uo(y)dy

Rm

= hi(x — 2)up(yz)dz
R'Vn/

_ / B — 2)uo(2)dz

m

= 7 ul(t7 ZE)

Agora, aplicamos um argumento indutivo. Assuma que wu; é invariante
pelo scaling (2.12). Fazendo as mudangas de varidveis s — v%s e y — v,

temos que

vt
Bluww)(r?t0) = = [ [ UG~ ) @ w5, )dyds
0 Rm™
vt
= —/ Vhaz—s(yr — y)Hup @ (s, y)dyds
0 Rm™
t
= — / / Vhae - (ve — y)ug @ we](v7s, y)dyds
0 m

t
= —72+m/ Vs (7@ — y)) M ur @ uy] (v, vy)dyds
0 Rm
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t
= —! / Vhi—s(z — ) [yug @ yug](v*s, vy)dyds
0 Rm

t
= [ T e s, s
0 JR™

= 7' Blug, w)(t, ),
donde segue que

U1 (V) = ui (Yt yx) + Blug, ug) (vt yx)
= v ui(t, @) + Blug, w)(t, )]

= 7 U (4 x).
Visto que a norma || - ||g é invariante por (2.12) e u;, — u em E, obtemos

||u—u7||E = ||U_uk+uk_u7||E
< ju—wulle + [lur — u,||p
= ||u— || + [|(ur)y — u,lle

= 2||u— wlle.

Como ||u—uk||g — 0 quando k — oo, temos que u = u., i.e., u é auto-similar,

como queriamos demonstrar. O

2.4.6 Prova do teorema 2.7

Faremos a prova usando primeiramente uma indugao sobre n (a ordem da

derivada espacial) e depois em k (a ordem da derivada temporal).

Seja u a solugdo (unica) dada pelo teorema 2.4 e a = u(o,x), ¢ > 0.
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Considere a equacao integral
t
u(t,z) = U(t—o)a— / VU(t — s)II(u @ u)(s, x)ds. (2.44)

Formalmente, note que uma solugao suave de (2.44) satisfaz (2.4) em t > o

e x € R™ e com dado inicial u(c,x) = a.

Parte (i): Aqui mostraremos (2.20) com k£ = 0. J4 sabemos pelo teo-
rema 2.4 que o resultado vale para n = 0, isto é, para n = k = 0. Para
fazer uma indugao em n, assuma que (2.20) é verificada para 0 < <n — 1.
Considere o espago de Banach V das fungoes vetoriais h : (0,7) x R™ — R™,

tais que

OLh(t,r) € BC ((0,T), Myx N M,y), Vi €{0,1,---,n— 1},
(t — 0)20"h(t,x) € BC ((0,T), My N M),

com a seguinte norma

1 10 an
Ay = sup (t —0)2[[07h||,x+ sup (& —0)2[[07h]|gA
te(o,T) te(o,T)
n—1
+> | sup [|8hllpa+ sup ||Dh]|g
i—0 te(o,T) te(o,T)

Queremos mostrar que para 1T  suficientemente préximo de o, existe uma
solucdo ¢ € V de (2.44), a qual por unicidade serd igual a u. Para tanto,

note primeiro que
8;U(t—0>0, = U(t—a)(?;ae Mp,/\ﬂMJ, (245)

para todo 0 < i < n—1, pois U(t) comuta com derivadas e d'a = d.u(c, ) €
M

o MM,y para 0 < ¢ < n — 1, pela hipétese de indugao. De fato, pelo
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lema 1.16 (pg.19), segue que

fasy

n—

D | sup [18;U(t = o)allpa+ sup [|0,U(t — o)allg

i—0 te(o,T) te(o,T)
n—1
<C Y [l10iallpr + N105allgn]
i=0
Por outro lado, para a n-ésima derivada, temos que
107U (t = o)allpa + [[0;U(E = o)allgn
= [|0.U(t = o)y allpp +[10.U(t — 0)0; " allgx
_1 ne ne
< Ct—0)77 ([[0h allps + 107 Mallgn) . (2:46)

Por (2.45) e (2.46), obtemos que U(t — o)a € V com a estimativa

n—1
U@ —o)ally < C (Z 10allpx + ||3§;a||q,x> :

=0

Estimativa bilinear em V

Aqui queremos mostrar que B, : V x V — V é uma aplicacao bilinear e

continua, onde denotamos por B,
t
B, (u,v)(t,z) = —/ VU(t — s)II(u @ v)(s, z)ds.

Usando o lema 1.16 e a desigualdade de Holder (proposigao 1.2, pg.6), temos

que

|| Bo(u,v)(t,)||gn = ‘ / VU (t — $)II(u @ v)(s,-)ds

QA
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< /va—s (@ 0)(s, 2) |y nds

< /(t—s><% )| © v)(5, )[4 105

A
Nluls, Mlaal[v(s, ) lgrds

< C sup |u(s,")[lgn sup [[v(s,)][g
te(o,T) te(o,T)

/Ut(t — s)(_%_mQ_A)ds

< C sup |[u(s,")[lgn sup [[v(s,-)[[g
te(o,T) te(o,T)

< o[ (-5l

). (2.47)

X
~
|
Q
~
—~
ol
|
N
2

-1

De maneira andloga, tomando r~! = p~! + ¢!, podemos estimar a norma

| - ||p» de By, como

||Ba(u7 U)(t7 )

A

/t VUt — s)II(u @ v)(s,-)ds

DA

< /HVUt—s II(u ® v)(s,x)||pads

< /(t—s><% )| T @ v) (s, )| ads
C/ (t — )5 (s, ) [pal[0(5. ) lands

< C sup [[u(s,")[lpa sup [|v(s,)[lgn
te(o,T) te(o,T)

/Ut(t—s)(—

< C sup ||u(s,-)|lpr sup ||v(s,)|lgr
te(o,T) te(o,T)

(T —o)5%) . (2.48)

S

IA

N

=
|
N
Q
N—
QL
VA
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Devido a bilinearidade de B,, podemos escrever
9 B, (u,v) Z Cix By (0Fu, 07 Fv)(t, ), (2.49)

onde convencionamos 9%f = f.
Agora, temos por (2.47) e (2.49) que

m—\

105 Bo (1, 0)llgn < C(T = 0)2 ™ 3 |Jully|[vlly, Vi €{0,1,--+,n—1}, (2.50)

e por (2.48) e (2.49), temos que

m—X\

10,85 (w, v)[[pa < C(T =)™ % |[ully[[v]lv, Vi€ {0,1,--,n— 1} (2.51)
Para i = n, em vista de (2.49), podemos escrever

0y B, (u,v)(t,x) = Y CijBe(Ohu,dv)(t,z)
1,j7#0,i+j=n

+B5(0;u, v)(t, ) + By (u, 0;v)(t, x)
= Il + IQ + ]3.

Usamos o lema 1.16 e a proposi¢ao 1.11 (pg.14) para estimar /; como

llar < > Cw/ IVU(t — s)[1(D,u @ Hv)(s,)l[gads

1,j7#0,i+j=n
< Y [ 0w 0l s
i,57#0,i+j=n
_1_m=x : ;
<0 > [ 10 a0 ads
1,740, i+j=n "
< O(T-o) % Y sup ||3Zu||q/\ up \|afv||qA
i,j#0, itj=n €(@T) te(o.T
1_m=X
< C(T o) = [lulllv]ly,
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donde
1 _m=A
(T = 0)2|1llgn < C(T=0)" = |[ully]|v]ly- (2.52)

Analogamente, temos que

¢ _1_m=X ; :
1hllpa < C ) /(t—8> 272 || 0puls, )| |pal|03u (s, )llgads
i,§#0, i+j=n "7
1_m=X
< C(T=o0)> 2 [lully]|v]lv,
donde
1 _m=X
(T —0)2|[Illps < C(T—0)'" = [[ully]|v]ly. (2.53)
Para I, temos

t
flgn < /HVU(L‘—S)H@ZU@v)(&‘)I\q,AdS

t 1_m=X n
< ¢ / (£ — 5) 35 100u(s, gl (5, llands

! _1_m=A _1 1
< C’/(t—s) 272 (s— o) 2ds sup (s—0)2||0hullgx sup ||v]|gx
o s€(o,T) s€(o,T)
_m=A
< Ct—oa) = fully][vlly,
donde
1 1_m=X
(t—0)2[Lllgy < ClE—0)2 2 [lully||v]lv. (2.54)
Tomando o sup¢(, 7 em (2.54), obtemos
1 1_m=X
sup (1 —0)2||Lallgn < C(T—=0)= = |[ully[|v][y. (2.55)

te(o,T)
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Para a norma || - ||, de I5, repetimos o mesmo argumento para obter

1 1_m=X\
sup (1 —0)2|| by < C(T—0)2" 2 |ully[|v]|y. (2.56)

te(o,T) -

E facil ver que (2.55) e (2.56), valem também para I3, isto é,

1 1
sup (6 —0)2||Is[lpn +  sup (¢t —0)2[|Ls][gn

tG(O',T) tE(O’,T)
1_m—=A\
< C(T =)z = [[ully[[v]]y. (2.57)
Agora, visto que % — mQ—;’\ > 0, podemos tomar T" — ¢ suficientemente

pequeno, e usar o lema 2.8 (pg.48) para obter uma soluc¢ao ¢ € V da equagao
(2.8) (pg.42). Por unicidade da solugao em Bs., temos que u = ¢ em (o,7")

e entao, segue que
Oiu € C((0,T); My N M,),

para todo ¢ € {0,1,...,n} e n € N. Dado t; € (0,00), sempre podemos

encontrar oy e Ty como acima, de modo que tg € (09, Tp). Logo, segue que
dyu € C((0,00); My N M),

para todo multi-indice %.
Parte (ii): A indugao em t pode ser feita analogamente a parte (7) usando

a regularidade ja demonstrada na variavel espacial (parte (7)), junto com o

fato de u satisfazer (2.4) no sentido de distribuigoes. O
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Capitulo 3

Decaimento e estabilidade

assintotica

No presente capitulo, estudaremos decaimento polinomial das solucoes
brandas em certos espacgos de Morrey e analisaremos a estabilidade assintotica
delas. Particularmente, os resultados demonstrados fornecem um critério

para que as solugoes sejam assintoticamente auto-similares.

3.1 Estimativas de decaimento

Nesta segao, estudaremos como decaem a zero as normas || - ||, das
solucoes brandas obtidas no teorema 2.4, quando ¢ — oo, assumindo condigoes
adicionais no dado inicial. O teorema 2.6 nos diz que (em geral) a norma
|| -]|p.x das solugoes dadas no teorema 2.4 nao decaem a zero, quando t — oo,
pois as solugoes auto-similares preservam a norma || - ||\, com A = m — p.

Precisamente, se u é auto-similar, temos que

Nult, M = A2, 7-) [ (3.1)
= 7373 [u(1,)||pn
= [Ju(1,)|pa,
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onde em (3.1), usamos (2.15) (pg.45) e tomamos v = ¢ 2.

Assim, vemos que a dinamica da solucao auto-similar esta confinada na

fronteira da bola de raio ||u(1,-)||,\ e entdo ndo pode decair a zero quando

[-l1p,x ~ ~
P7 entao a solugao

[I-{1p,x

t — oo. Contudo, veremos que se ug € My N M\
decai a zero, o que é compativel com o fato de M, N M; » nao conter

fungoes homogéneas.

No préximo teorema, obtém-se decaimentos polinomiais para a solugao

em Mr,)\-

Teorema 3.1. Assuma as hipoteses do teorema 2.4 e sejam 1 < <r < oo
tais que 11 +p7t > 17t + ¢ Se ug € M\ N M, », entio a solugio u tem

a propriedade

A_m=\

ult, Ylox < (5= i > 0.

Observacao 3.2. O teorema 3.1 nos diz que a solugao u decai a zero em

_ m=A _ m—A
M, com tara 6 = 5= 5

, quando t — o0.

Demonstracao do teorema 3.1. Temos que a solugao u satisfaz a equacgao

w(t,z) = Ut — /O VUt — $)TI(u @ u)(s, v)ds
= U(t)up + B(u,u).

Logo, é suficiente mostrarmos que

sup t5 5 || B(u, w)| |y < 00 (3.2)
t>0

e que
sup t5 5 [|U (8o |x < 0. (3.3)

t>0
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Visto que ug € MjxNM,,eu e E, (3.2) e (3.3) serdo uma consequéncia

imediata das estimativas

m—A_ m=X\
sup ("5 5[ Blu,w)lla < Cllullgsup |[u(t, )l (34)
t>0 t>0
(§]
m—A_ m—A\
sup t5 U (ol < Clluolla, (35)
t>
respectivamente.

De fato, pelo lema 1.16 (pg.19), temos que

)

m—X\__
||U<t>u0||r,)\ < O”“O“l,)\t( 2r 21 ,

o que implica (3.5).

Agora, para (3.4), seja 1 < k < oo tal que k=' = ¢! + 17!, Usando o
lema 1.16 e a desigualdade de Holder (proposicao 1.11, pg.14), procedemos

COoImo segue.

|| B(u,v)(t,)||lra = ’/OVU(t—S)H(u@)v)(s,-)ds

[P

< /0||VU(t—s)H(u@v)(S,')Hr,AdS

= C/O T ® v) (s, [t — )35 5 ) ds

t
= C/ Hu(s")||Q’A||U(5")||l,x(t—s)(*§*7+ ) ds
N C/ 50 ) u(s, o [o(s, la -
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< Cllullgsup [v(t,-)
>0

ly)\]f( m2;/\ m2—l)\ )

IN

Cllul| g sup [[v(t, -)
>0

donde obtemos

m—A_ m—>\
(B, o))l < Cllullssup llo(e, )l

o que implica (3.4). Note que a integral em (3.6) converge, devido as relagoes

1 —A
—=+ —1
2 2q
e
I m—XA m-XA m—XA m—XA m—-A m—A
2 2k o 2p 2q 21 2r
m— A
> J—
p
= —1.

[]

Teorema 3.3. Seja 1 < | < p. Assuma as hipdteses do teorema 2.4 e
que ug € My N Ml,,\H’||qu com norma em M, \ suficientemente pequena. A
solugao u do teorema 2.4 satisfaz

lim [fu(t, )|}y = 0. (3.7)

t—o0

Observagao 3.4. A propriedade (3.7) nos diz que a solu¢ao branda u dada

[{1p,x

pelo teorema 2.4 e com dado inicial ug € M, N M\ , apresenta um
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comportamento assintotico trivial.

Demonstragao do teorema 3.3. Seja entao ugy, € M,y ﬂMMH'HM, k € N,
com norma suficientemente pequena e tal que ug, — uo em M, . Fazendo

r = p no teorema 3.1, obtemos que

e, )| |pr < Ot (572, (3.8)

Portanto, tomando t — oo em (3.8), vemos que a solugao uy, com dado inicial

uyo verifica

pA — 0. (39)

lim ||ug(t,-)
t—o0

Seja Cy((0, 00); M, 5) o subespago fechado de BC'((0, 00), M, ) das fungoes
que convergem a zero em M, 5, quando ¢ — oco. Pela parte (ii) do teorema
2.4, up — uw em E, em outras palavras, devido a continuidade da solu¢ao em

relacao ao dado inicial.

A propriedade (3.9) implica que u, € Cp((0,00), M, ), V k € N. Segue

que
Ji [u(t, ) [pn = 0,
pela completude do subespaco Cy((0, 00); M),.). ]

3.2 Estabilidade assintotica

O objetivo desta secao é estudar a estabilidade assintética das solucoes
brandas obtidas no teorema 2.4. Como uma consequéncia, obtém-se um

critério para que solucoes sejam assintoticamente auto-similares.

Teorema 3.5. Sejam u e v duas solugoes brandas obtidas no teorema 2.4,
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com valores iniciais ug,vo € My x, respectivamente. Temos que

lim [fu(t,-) = o(t, )[|px =0

t—r00
se, e somente se,
Jim [[U(t)uo = U(B)vollpx =0
Além disso,
lim #|Ju(t, -) = v(t, )llgan =0
t—»00
se, e somente se,

lim ¢*||U (t)ug — U(t)vollgn = 0.

t—o00

Demonstracao. A prova do teorema sera dividida em quatro partes.

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Parte (i): Primeiro, provemos que (3.11) implica (3.10). Visto que u e v

sao solugoes brandas, temos

u(t,z) = U(t)up(x) + B(u,u)(t, x),
v(t,z) = U(t)vo(x) + B(v,v)(t, x).

Denotando por w = u — v a diferenca entre as solugoes, podemos escrever

w(t,z) = u(t,x) —v(t,z)
= U(t)(up —vo)(x) + [B(u,u) — B(v,v)|(t, z)
= U(t)(up — vo)(z) + [B(u,u) — B(u,v) + B(u,v) — B(v,v)|(t, x)
= U(t)(up —vo)(x) + [B(u,u — v) + B(u —v,v)](t, x)
= U(t)(uy — vo)(x) + [B(u, w) + B(w,v)|(t, z)
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Pela estimativa (2.24) (pg.52), temos que
1 A _1l,m= _m=
L e IO Py T

< Ol [ Tt s - 5,
0

H

(_%erz?)(t — 5)(’%

) ||u(s, ) gal[w(s, -)

pAS

t
1B(u,w)|lp < q/gf
0
t N -
Clulls [Tt Mol =55 - 5,
0

IN

onde 7 é tomado de forma que r~! = p~! 4+ ¢~!. Pelo teorema 2.4, sabemos

que ||ul|g < 2 e ||v||g < 2¢, para algum € > 0. Assim,
1B(w,v) + B(u,w)|[px < ||B(w,v)|[px + || B(u, w)||»
t
< C(llulle + ||v||E)/0 [lw(s, -)lp.x
st ) (1 - 5y (5 ) ds

405/ |w(s, )||p ,\s 3t )(t—s)( ) ds

_ 405/“Hw Ny
(o+5) (1 — )" )ds.  (3.15)

IN

Agora, definimos
A = limsup [Jw(t, )|[pa
t—o00

- ] .
keng;@St_lPHlU( Nlpa
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Como
sup [ (t, s < Ilulle + el < 4,
t>

o teorema da convergéncia dominada implica que

1
lim sup / wts, s (1 — 5)(-%2)ds
0

t—o00

< A/1 s(et )1 — ) (s (3.16)

Observe que a integral em (3.16) é finita, pelas mesmas razdes que na prova
do lema 2.11 (pg.51). Logo, tomando limsup,_,., em (3.14) e usando (3.15)
e (3.16), obtemos

A = limsup [|w(t,)||pa

t—o00

< limsup [|U(t)(ug — vo)||pr + 4CcA

t—o00
= 0+4+4C:A
— 4C=A, (3.17)

onde usamos a hip6tese (3.11) em (3.17). Note que a constante C' em (3.17)
pode ser tomada igual a constante K em (2.43) (veja pg.58). Portanto,
4Ce < 1 e entao

A = limsup ||w(t, )||px = 0,
t

—00

o que ¢ equivalente a (3.10).

Parte (ii): Provemos agora que (3.10) implica (3.11). Note que podemos
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reescrever (3.14) como
U(t)(ug — vo)(z) = w(t,z)— [Bu,w)+ B(w,v)|(t, ),
e entao

U (@) (uo = vo)llpr = [lw(t,-) = [Blu,w) + B(w, v)](, )], »
< lw(@, )l + [1[B(w, w) + Blw, 0)](E, )], 5 -

Observe que (3.10), (3.15) e (3.16) implicam que

lim sup ||[B(u, w) + B(w, v)|(t,-)||,, = 0.

t—o00

Assim, como w(t, z) = u(t,z) — v(t, z), temos que (3.10) implica (3.11).

Parte (ii1): Aqui, provamos que (3.13) implica (3.12). Procedendo como

no caso anterior, mas desta vez usando a estimativa (2.27) (pg.53), obtemos

5B, v)lpa < C01G75) /Wu Maast 5 o(s, g
3(*%+mz?)(t _ )i ds
< Ct(%—’“z?)HUHE t||w(s,.)|‘qu(_%+m2;A)(t—s) 2 ds
(&
BBl < %) [ el
0

m—

,,+m2q>\)( ) %7 QquS
-

1

< %%|wm/nw MaasCHE) (1 — ) 35 s,
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Usando que ||u||g < 2¢ e ||v]|| < 2e, e relembrando que o = %—"g—;’\, obtemos
4| B(w,v) + B(u, w)llga < %|B(w, v)[lgx + ][ B(u, w)|g.x
t
< Ct([Julls + HUHE)/ [w(s, )lgx
0
s(féerT;A)(t - s)féf%ds
t
< 40t | jw(s, Y gasT2= ) (t — 5) 2 ds
0
1
< a4t [ (e luts, )l
0
s — )" " ds. (3.18)
Definindo
A = limsupt®|jw(t, )||,a

t—o0

o . « .
— keé{{igmiggt Hw(ta )Hq,)\v

usando ||u||g < 2¢ e ||v]|g < 2e, e procedendo como na parte (7), obtemos

m—X

1
limsup/ (ts)*||w(ts, )||gas (1 —8)"2" 2 ds
0

t—o00

1
< A/ s2(1 = 5)h U s, (3.19)
0
Visto que a integral em (3.19) converge, segue que

A = limsup t*|w(t, )|[g,x

t—o00

< limsup t®||U(t)(ug — vo)||qr + 4CeA

t—o00

= 0+ 4CeA, (3.20)

onde em (3.20) usamos a hipdtese (3.13). Visto que C' pode ser tomado
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menor ou igual a K, onde K é como em (2.43) (veja pg.58), e que 4Ke < 1,

obtemos A = 0, o que implica (3.12).

Parte (iv): Mostraremos agora que (3.12) implica (3.13). Assim como

feito na parte (i) podemos reescrever (3.14) como
U(t)(up —vo)(x) = w(t,x) — [B(u,w)+ B(w,v)](t, z).
Assim,

U@ (w0 = vo)llgn = [[w(t, ) = [B(u, w) + B(w, v)](t,-)|], 5
< lw(ts g + B, w) + B(w, 0)](#; )], -

Analogamente a parte (#7), usando (3.12), (3.18) e (3.19), temos que

lim sup ¢ [[[B(u, w) + B(w, v)](t, )[4y = 0.
t—00
Portanto, como w(t, z) = u(t,z) — v(t,x), temos que (3.12) implica (3.13).
[

Corolario 3.6. Seja ug homogéneo de grau —1 e considere vy = ug + ¢,
com ¢ € MH'HN, onde 1 < | < p. Assuma que ug e vy satisfacam
as hipoteses de pequenez do teorema 2.4 e sejam u e v suas correspondentes
solugoes. Entao, v converge para u no sentido de (3.10) e (3.12), isto é, v é

uma solucdo assintoticamente auto-similar.

Demonstracao. A conclusao do corolério segue do teorema 3.5, se verificar-

mos que

Y [[U(8) (g — o)}y = Jim [[U(2)¢] ] = 0 (3:21)
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T £°][U(t) (o — o)l = Jim 1|0 (2) g0 = 0. (3:22)

Seja ¢ — ¢ em M, \, com ¢ € M, N M; . Logo,

o
IA

lim sup U@l [px + U #)Bl]40)
lirtri)sup (U @) dr|lpa + U () drlgn)
+limsup ([[U(¢)(¢ — ¢r)l[pn + U )(& — dr)lgn)

t—o00

IN

. _(m=A_1 aﬁ(mf/\im—/\
< Climsup (t ("5 2)||¢k||l,A+t 5 5
t—00

= 0+2C1|¢ — ¢kllpy
- 20“925 - ¢k||p7%

Fazendo k — oo em (3.23), obtemos (3.21) e (3.22). O
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