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INTRODUGCXO

Um dos objetivos na'roalizaqga desta tome fol o estude de
métodos para  obter uma sequencia de pivds, de modo gue  fouse
congseguida uma boa estrulura para uma malriz esparsa. Esta esstrolurs
seria uma estrulura triangular inferior ou bloco triangular inferior,
Considerando um sislema de equagdes lineares, uma destas estrutoras
simplificaria sua resolugdo, pois haveria diminuigio nas necossidades
de armazenamenio @ nDak oOperacoes aritméticas ae  realimasrmnos s
eliminagic Gaussiana.

Foram analisados o métodos de Markowitz, Hellerman = Farlck
¢tP? e P*> e um al goritmo de dois estigios (tLransversal maxima+Tar jani,
Estes métodos s3o utilizados para ordenar linhas e colunas de mabrizes
nao-simétricas, a fim de preservar a esparsidade das matvizes ne
fatoragao LU, © método de Markowitz difere bastante dos demsxis
mencionados. Pode-se dizer gque a escolha de pivd & reslizada e forms
dindmica, a cada estagio da eliminagio Gaussiana. Nos outros métodos,
& escolhida uma sequéncia de plvos, a priori.

Em seguida, foram analisados métodos eficienies pars
atualizagie da inversa de uma base. Considerando gue & base &
decomposta em fatores triangulares, os métodos mals conhecidos pare
atualizacio destes fatores $30c oz nétodos de Bartels o Golub e o de
Forrest @ Tomlin, O método de Bartels o Golub é& o dnice esquems
estavel para atualizagdc de fatores triangulares, embora apresente
dificul ades na implementagdco computaciconal para problemas de grande

porba.



O método de Forrest e Tomlin é& atrative dos pontos de vistx
da esparsidade e implementagao computacional. Porém, & numericamsnbe
instavel . " K

Existem implementagles estaveis ba$eada$.no mélode de Hartels
e Golub, tais come as implementagdes de Saunders - de Reid, gus também
foram estudadas,

O préxime passo ol analisar os itehﬁ acima em pacolLen
computacionals: MINOS e MFSX.

No pacote MPSX-/370, a estratégisa de escolha de pivdz &
semelhante a de Markowitz, porém n3o t3o eficiente. A atualizagico dos
fgtoras irianguluares da base é& feita através do mélodo de Forrest o
Tomlin.

Com relacdo ac pacote MINOS, foram estudadas duas versodes., &
mais antigsn & & MINOSCAUGMENTEL. Mel &, mac ubtilizados dols
algoribmos para sneontrar una sequincia de pivis Clransversal moxims -+
Tar jan), de mode que a estrutura final da base £ bloco briasgular
infericr Cem alguns casosd). A atualizagio dos fatores triangulares &
realizada através do esguema proposto pos Saunders. J& o pacots
MINOS 8.0, tem certas rotinas de seu antecessor substituldas. A
escolha de pivds @ atualizagRo da fatoragde LU da base & feita por
meio do método deserito e implementado por Reld (baseado noe mélodo de

Bartels e Goalubd.

Houve um especial interessze no case do estudo da estruturs
bloco triangular inferior. Além dela ser interessanie na resclugic de

sistemas de equaghes, (que podem ser resolvides como uma sequencia de

oz mélodos para obté-la eram usadeos no pacobe MINOSCAUGMENTED.

il



Assim, os dois estigios para thenqﬁo de tal eztrutura (
slgoritmoes de: transversal maxima + Tarjan 2, :{;or‘ am sunbudsdos aomn
detalhes. Pweloe interesse qué o ‘métodoe  despertou, ol reslizada
uma  adaptagio da implementagio computacional do métodse e realizados
temtes wom diverwos tipos de matrizes ( nao-siméiricas, osparsas,
geradas aleatoriamentel. Oz resultados cbtidos com relagdoc & estrutura

foram consideradeos satisfaldrios. Pdde-se constatar que o método &

extremamente eficiente.



CAPITULO I : METODOS NUMERICOS PARA RESOLUGAO DE SISTEMAS DE
EQUAGDES LINEARES

1 - INTRODUGAO

Consideremos o seguinte sistema de equacdes lineares

Ax=0D0b Cid
onde &4 € R™" & uma matriz nlo-singular, x € B e b « R,

A& oliminagio Gaussiana, © algoritmo de Crout, o algoriimo de
Doolittle e a fatoragac LU sac métodos diretos para resoclver (12,
Todos sac algebricamente equivalentes, com pequenas diferengas na
sequencia dos calculos.

Bagsicamenie, o cbjetivo geral de todos oz métodos diretos de
rosclugic de €12 é s obtengBo de sistemas triangulares de equacses que
30 “"mais faceis™ de reselver.

Eleg podem Ler a forma:

U x =« Lol
onde U & uma matriz itriangular superior, ou

L vy = b CaEn
onde L @ uma matriz triangular inferior.

Ou seja, © objetive dos mélodos para resolver 1D é conseguir
chbter sistemas do Lipo 8 ou (3, gue poden ser resolvidos

rapidamente.



2 ~ ELIMINAGAO GAUSSIANA
4
O métode mals usado para se resclver sistasnas de equagSen
lineares & para inverter matrizes & devido a Gauss. EBste motodo

consiste em reduzir um sistema de n equagdes @ n variidvels

" & 28 + & M2 Ot ..., + & Mn = b
i 12 4
ﬂ.z‘}{i + azzxz F o e + a2 Hn o= Dbe
j . R €12
E ] L 3
E ] -
G, 4 <+ L MmO+ ... .. .. + & = bn
b ™. "N N

a um sistema de (n-13 equagdes e (n-12 varidveiz, Utiliza-se a
"primeira egquacac” ( ce a“# 0) para aliminer as (n~i2 primeireas
varidveis das (n—1) equagdes restantes. Em seguida., a "segunda nova
equagcac” para eliminar as (n-2) segundas varlaveis das (n-2) squagles
o assim sucessivamente, alté e obler uma equagac com uma Unica
variével. Procedendo desta forma, o sistema (1) £ reduzido & um
sistema triangular superior.

Encontrande o walor da Gllime wariavel, substitul -ss  sou
valor na equagico precedente, determinande o valor de outra variavel.
Daste modo, o8 valares de todas variaveis vao sendo obtidos
sucessivanente. Este processce @ conhecide como retro-substituigso
Chack-substitutiond,

Portanto, a eliminacdc Gaussiana consiste na redugioc de um
sistena de equacdes a um sistema triangular superior, segulde de

retro-substitul ¢Eo.



NOTAGAO

nEn

Considere A w R E conveniente usar a notagior

i iy

para o sistema obtide apds C(i-4d estagios da Eliminegdo Caussiana,

el LBy .. Y COm &u{ﬂ A e b“% b.

Ac final do processo, ACn) & triangular superior.
EXEMPLO
Consideremos
a a Y L171 b
14 L2 A0 4
a a a a2 =z b
24 za 29 =
a a a X8 b
B4 a2 83 )
Ax =bhb CiD
I3 1y
Com A =A e b = b, o sistema (10 pode ser escriioc como:

A(i}x « b

®)

Este & o primeiro estagio da eliminagio Gausslana. Suple-se
que a 0 ¢ esse elemento & chamado de pivd 3.

Multiplicando a primeira equagidc por az{ﬁn* e subbtraindo ds

Ead
segunda equagao:



(1) (13 43 €43
a a b

M4
14 2 18 S
-3 't T : T )
O Y &, oz L b
R% F13 z
4y (4 143 Ty
Y a Y I
24 T ) @
onde
F i4) (4 4> TE)
= a - L a s oA J % p
22 22 2z % 14 12
(2 14 {%$) {4 T
= a - ¢ a o~ J % a
25 =0 24 Aid 19
(R €4 [P €4 Ay
| = k - L @ -~ D b
2 = *d 'y Fl

Multiplicando a primeira equagio por a.~@, © subtraindo da

da tercelira equagic :

¥} t3) 14> 1)
a o2 b
ii 12 48 : 1
L) 3
O a'® P o ™ ks £ 23
22 25 : 2
@ 23 1§33
0O ® a e b
22 up 8
O zmistema €23, qgue corresponde ac segunde estiglo da

"

@liminagdo Gaussiana, pode ser escrite como

{2y

No Laerceiro estéagl o, supende a ¥ O , do riacdi

analogs, tLem—-se :




¢4y 4 ei th)
A b

14 4+ 8 il &
{2y {2 {2y
O & a ®xz | = b
EE Rk < '
{8 {3
O ¢ @ ®a b
B9 ]
157 @
A » = b

VUsando ratro—substituiqga. obtén-se a sacluc;a'o doe mistema de

equagoes original,

Considerande A a R™" | Para k estiégios, kK = 1.2.....1 ,
Lemos
ks 113 tky |, tks kY
a, = A, - € &, A J.a_, i, » k
b 1N} ik kk kj b
14733 ke
bfkﬂ) bfb C u.;‘f e D.btk} Lk
|3 i k
14} . r~ ) (3]
ande a . ow a5 LR LN @ SUPOe-Se que akk“ L6 S P

Os elementos a;:’ sao chamados de pivds.

Deve ser cbservado que ndo hd necessidade de ser escolhida a

k~&sima equagaie para eliminer xk das cubres squagces Jde um sizbema, no

k-ésimo estigic da eliminagdo Gaussliana. Pode haver necessidade de

tky

mudanga de linbas, se o elemento pivd for &,= O neste estigio. Esite

inconveni ente pode ser solucionado atravas da troca desta equagio, por

{
outra qualguer, tal gue ai.:’# O, =k, ...



Este nao & o Unico caso em gque deve haver troca entre linhas.
A escolha de pivos, cujos valores absolutos sejam multo pequenos em
relagac aos oulros elementos da matriz, pode ocasionar problemas de

instabllidade pumérica no processo de eliminacio Gaussiana. Este caso

seord visto posterlormente.

DEFINI COES

€ 1 3 - OPERAGUES ELEMENTARES

Na resoclucdc de um sistema de equagdes, podem ser ubtilizadas

as seguintes operagdes elementares sobre as linhas de ums matriz.

¢ 1.a 2 permutaclRo das i-ésima e j-ésima linhas.

Consideremos uma matriz A € R™7 . A permutagfio entre as
linhas 1 e § da matriz A, pode ser obtida através da multiplicagzo
pela matriz Q, ou seja, Q A , onde O & uma matriz de permutagio, da

forma :

Q = [ T v limha 1
. O. ———t  linha J
i A |

coluna i «mwj L~4 coluna §

ol

C 1.b 2 multiplicagac de uma linha por um escalar nao-nulo

cae® cou € 2.



A matriz & do Lipo

o)
;]
f

€ 1.¢ 5 substituigico da i-ézima linha por

C i-ésima linha + ¢ ® ¢ j~ésima linha 2 3, ¢ €e R ( ou € >,

o
2
o=
A

%%

¢ 2 > - MATRIZ TRI ANGULAR INFERIOR ELEMENTAR

Consideremos M e R™"™ . Uma matriz triangular inferior

elementsar de ordem n e Indice k (381 , & uma matriz da forma :

M = I ~ me s kEd,2.. . 0,0

onde

L
e, indica o vetor coluna candnico de R, com o valor 1 na

posigio k.
m=¢0, ¢, ..., O, u

Nn{N

I : matriz ldentlidade de R

THee N

n



As matrizes triangulares inferior elementares =i facllmenie

invertidas. Suas inversas s3c dadas por

€ 3 5 - MATRIZES DE TRANSFORMAGUES ELEMENTARES

Dada A ¢ R, Uma matriz de transformagic elementar Ex, &
tal gue :
" -
i ... 7wisk
.
Ek = Ak
. ~
CA, vk 1 J
Em particular, estamos interessados nas matrizes elementares,
onda:
L] P
My = 1725
THhk = “aik/akk led, 2. .., @ 7k
Ac multiplicarmos Ek A, temos
B A = o' ... ak-4' @k akua'... &n' 1
ohde ok = g 0,9;....0,1.0,...03

+
k-ésima posigio

aj’y i® 4,...m , j ® x : colunas de A, modificadas.



3 - FATORAGAG L U

R
TeH T

Consideremos A « [R tendo todos oz menores principais

nao-nulos [18]1 , ou seja

det | a1« | » O, det [2‘: 2::] 0, ..., det A ® O.
A fatoragiaoc da matriz A como o predute L U, onde
L matriz triangular inferior
U : matriz triangular superior

é a ldéias basica do esquema de wliminagio Gaumsiana.

O gistema A x = b pode ser sscriite como

LUx=Db

podendo ser representado por dols sistemas triangulares:

L.y = b
Ux =y
gque sao resolvideos facilmente.
Ha wiliminacbo Gaussiana, temos pars k estiagiom, keiz,. ..o
thk+i) ik er £3e} 133
& - P - I Y
Y Coag T A kj ik
th+i} k3 (k) (ky ko
oe - rd - i
bi. bi K @B 3 bk ik
: 1§3]
Supondo que temos tLodos a"# o, r = %4,2,..n, @ deflinindo
mik para i ko :
, _ (431 Tk
mik = aik/‘ &

Lenos para k = 1,2,...,n-4



(k) (33} I
& 3]

- - iy, .
i3 &L_j te akj i.d % K
Ci12
ety 1975
B . B® L mue ™ ok
. L k ._g‘

Considerande a matriz triangular inferior elementar

R |
My = ~m+ i,k 1

~fnk 1
A relagido (12 pode Ser escrita como :

ket ey

L] »”
Usnndo esia relagee para lkei,z,. .,n-i, obtom—-se :

c
i
b
#
x
2
2
X
2

i
L
3
F
>

s

H
x
o]

i
»
=
=

[
»
=
o
h=3
FanY
o

L

i

M = mk+t,k 1 a0

Multiplicando € 2 D por Mais, Mntz,..., até Mi*
A= MM L Mret. U ¢ 4D

10



b

0 produto das matrizes do tipo de T30 @

1
. mzs i
Mi®. Mzl .. Mnes = s 1,
mad moz 1
. . e
mni wmn2Z WTnd 1

Ou seja

Portanto, (42 pode ser escrito come a fatoragao triangular:

A =L U
EXEMPLO
1 4 7
A= & 1 -1 = AW
3 -3 2
Calcule de Mt
5 0 o
Mg = | -2 1 o
~3 o 1
A(Z! = Ma. Aﬂ}
1 4 7
A® = o -7 ~1 85
O A8 -10

11



CAlaeulo de Mz

1 O
Ma == (8] i O
a 187 1
A? = Mz, Me AP
1 4 7
A® = o -7 1B
0 o Ope7

Assim, tem-se que :

A{H} = Mi4Mi.A{‘} T

i O
Myt = = 1
=3
Loge:
i,
Asgim
1 O G
= = 1 O
3 1 5.7 %

i

12

4

-7 1B
o LEs

i

187



4 ~ CALCULO DA INVERSA DE UMA MATRIZ
Dezseja-se resclver o seguinte sistema de equacdes lineares

onde A & R, Obtendo-se &m‘. o sistema acima & resolvide abtravés de:

ou x = A'b
NZo é conveniente calcular A™'= y, por meio de:
Al yvi va2 ... ynl =1 e ez ... an l
peis isto equivale a resolver giﬁnnjuntos independentes de equagdes:
A yi= e =42 -

Os métodos mals usados para calcular a inversa de una matriz

KA

€12 Forma produlo da inversa (PFIJ (Gausz-Jordand

(&7 Forma de eliminagio da inversa :CEFID CEliminagio
Gaussianad

13



€1d Métode de Sauss-Jordan (PFID

R
Consideremos a matriz A &« R, ndo-singular. Sua LInversa

pode ser calculada come o produteo de matrizes de transformagdes

alementares Ek, ked42...,n, Lal gque:

onde as matrizes Ek sao da forma:

1 b5
x
~ 2
Ex = e
. ~
nhk 1
tk o
- i . L
my al s imd,®,. .0 W ik
£k
Ty = Ay

Tal métodoe & chamade de forma produteo da lInversa CPFID.

EXEMPLG

Caleoulo de Ba:

14



-
1 satt? o
a1
£ = ALY 1
id
Lalth, g0 o
r %4
i 1.2 0
T :
BEa A =5 L g =
O O 4
Calcule de Ea:
[ (2 (2}
1 a2 22
¢z
Ez = QO 1 - a,,
€2 2
4 0 242 7 P
i O
Ez AP = o 1
O O

Caleulo de Ear

0 '\
0, =
i
v
= ‘“13}
O
(4] =
1
= A(B’

4 {5y (3}
i O - a“
{8} {93
Ea = o 1 "Bg 238 =
(D)
o G 1 - aaa
\ J

Tem~se que Es. Ez Es. AP

-4

1.8
e Rg=
-

I . Portanto:

A = Eg.Ez2. Ea

18

O O

1 0

O 1

1.5 0

—SE G
O i
o110
1 g
0O 44



<2 EliminagBo Gaussiana CEFID

A inversa também pode ser caloulada atravées da fatoracim LU

da matriz, ou seja., ze tLemos:

entio

A forma de eliminagdo da inversa (EFI) utiliza a decomposicio

L U da matriz. As malrizes L e U podem ser escriias como:

L o= la&.La Llao..... Lr-d. L.
U = Un. Unes. Un-2. . ... tJz. Us
i 1 1w
Y . fk
Lx = o Uk = o
- _ 1
znk 1 ™ 1

onde k=t,2,...,n Degta forma:

B = L U= {s bz, .. .LnUn Una. ..., Uz. s

As inversas das matrizes L e U s30 :

16



ety

1 7 co1 wh
“ ) “ 1k
i1-L 1 -
i
. AN “~
L ok 1 ) .
k=d,2,. . . .N,
Portanto:
At = unt uzt, L. unt et Late .. Let.ns?
EXEMPLO
2 -2 0 & < 0O i -1 O
-1 2 2 = -4 1 o o 1 =
o -1 -4 o -1 -1 O 0 1
B | u
T2 o i O o i 0
La = ~1 3 Q Le = O R | G lLa = G 1 O
o 0 1 o -1 1 O O -3
1 0 o i -1 0 0
Us = 0 1 G Uz = 0 1 Q Us = O 1
O O 1 O 4] 1 O O
Pode mer wverificado que:
L = la.ka.Le o« LI = Ua il Uk

Calculo das inversas:

i7




12 0 o 1 Q O 1 O O

it |12 1 o Late o 41 o Lat= o 1 0
0 0 1 L0 A 1 O o -1
Loge., L™ Y= pLat.iat.ui?
12 O o
N 7 S o
102 -1 1
Para calcular U™
1 0 0 i 4 0 1 o ©
Us = o 1 © Uzt e 0 1 © Ua't= o 1 -3
o O 1 c 0 1 o o 1

i 1 -3
Ut o= o 1 -3
o o 1

Porianto, tem-se que A = UL

5 — CONSIDERAGDES NUMERICAS

ESCOLHA DE PIVOS

A escolha de pivd & nuito importante quando se trabalha com
uma precisic dada. For exemplo, vamos precurar encontrar a solugido do

seguinte sistema de equagoes, considerando-se dols digitos
ia



G OF we + e ow 1

A solugio exata do sistema & sumxz= 1.1.01

Vamos considerar dois casos:

CASO 1 31 © pivd & o elemento a =4
Ent3o:
e - 2 = 0O

C140.040%2 = 1,0

Neste caso, Ci+0.013 & calculado come sendo 1.0.

Loy
pat ) - w2z ow Q
1.0 %2 = 1.0
Desta forma, sdeze 1.0 nde & uma aprosdmacao ruim  do

resul tado exato xs=xz: 1-1.01.

CASO 2 1 © pivd @ o elemento a = 0.01

Nest.e caso:
O, Olsea + sem = 4
Mt -~ M2 = O

Ent3o:
iQ



Q.01 Mz ow 3

CL+100d%z « -100

% C1+1003 & calcoulado como sends 100,
Logo:
G.00me + w5 =« 1

1002 = —100

0O resultado obtido & x=0.0 & s2=1.0, que & um desasirel!

Deste mode, como pdde ser obsafvadm. diferentes escolhas de
plvds podem produzir resultados diferentes. O exemplo analisado sugers

que a escolha de plvos pedquenos, em relagdo acs outros elementos da

matriz, deve ser eviiada.

Consideranda A » = b ., A & R, Num dado estigio k.
podemos escolher como pivd o elemento que verifica
tky Lk ; .
| a | z | a J iz x e 2ok
A estratégia de escolher como pivd, num determinado estiglio,
o maior elemente em valor absolute é chamada de estratégia de

pivotamentoe completa (191,

Na pratica, esta esiratégia consome certo tLempe, pois envelve

a busca entre On-k+1i0On-k+1D elemenios. no  k-ésimo estigio. Uma

alternativa usada & o busca pelo maicor elemento apenas na colune &

ke

reordenagac das linhas da matriz, de mode que o nove pivd B

satisfaga:
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I ﬂ{k) i > l aﬁ" ‘ Lalead,. . o

;

Esta estratégia & chamada de estratégia de plvotamentio

parcial. A experiéncia computacional mostra que na maioria dos casos a
estratégia de pilvolamenio parcial & suficiente na resclugio de um

sistema de equagdes [18).

A fim de permitir alguma liberdade na escolha de pivos,

pode~se relaxar a condigdo exigida nos pivotamentos parcial ou total,

(ks

considerande um elemento a ' como plvd, se no estagio k
ke
I ;:::} [ = e I aij) i Lajuked,. . . Cin
oy
k k»
135 = i ‘ ! S T S, e

onde U & um parimetro no intervale 0 < u £ 1.
Se u =1, em (1) tem—se a estratégia de pivotamento completa

e em (), a estratégia de pilvotamento parecial,

e O K u < i, tem-se em geral um nimero maior de candidatos a

pivd num estagio k, podendo entio ser escolhido o melhor destes.

NUMERO DE CONDICAQ DE UM SISTEMA LINEAR

Considere o sistema de equagBes :

Ax=250b Cid

-

onde A &« R e A & n3o singular.



Deste modae A tem uma inversa Gnica. Ou seja, © sistema bLamn

uma Unica solugdo X, que pode ser escrita como :

¢

® = A'Dh

Vamos supor que os dados em A e b estio sujeitos as certas
perturbagdes SA e &b , @ queremos saber seus efeiios no vetor

soluglo .

Quande pequenas mudangas nos dados causam grandes mudangas na
solughio, dizemos aue o problema & mal-condicionado. Caso conbrario,

ele € bem—condicionada,

Serfo usadas normas para medir o tamanho das perturbagdes SA

e &h nos dados.

Cal Supondo gque A & conhecida com precisic, mas o veter b

estad sujeito a perturbagdes, ou:seja. b + &b). Logo :
ACx +8x2 =C b+ &b e
Subtrainde €12 de (2 e multip;icando por A%
x = A*Sb d<s

Tomando a8 normas Ell.i!‘. . lin ou K. Bm’_) em 12 o (33

=2



HAN. ficll 2= §hbll

i

Isxl € WAL, U&bY

de onde segue a desigualdade :

163l < NAK. JA Y. &b
e i

onde k{AX= | A H. ¥ Awi i & definido come nimere de condigio de A,

kCAY fornece uma medida de limite superior da propagacio do erro &b oem

b. supondo que nic hid erros no processo de resclucio do sistema de

PQUAGOES .

(k) Supondo que b & conheclde com precisio, mas a malriz A

esta sujeita a perturbacgdes, ou seja, CA+SAD:
CA+SAD  Ix+EDY = b C4d
Subtraindo €12 de 4D e multiplicande por :AA :
Sx = ~ AE EA S CED
Tomande as hormas em 1) e (B):

BAL. ixh = Ubl

B8xl € HA“H. HSAD. Ex+dxl

obtemos a desigualdade



B & £ A b8 AT SA
T3+ 3% T AT

;

onde k{ad fornece uma indicacio da.senaihilidada da sclugio de A x = b

A variaglo dos coeficientes de A.

Foram considerados os efeltos de perturbacdes sobre b e A

separadamente. Na priatica, tLeriamos que resolver o seguinte problema:

CA+HEAD . Caedd = Ch+SbD

o0

A + A Sx + BSA x 4+ SA S = b + Sb <
Subtralindo (13 de (80 e multiplicando por A
Sx = ~A ' SA x ~ AT SA Ex + A'Eb <7y

Tomandos as normas de (72

ISxl < HAMM.(ﬂébﬂ + SAHR, llxll + BSANL. §&x0D
Podencs reescrevée-lo como :
T ﬁAmiﬁ.ﬂééﬂ 35 BAY CHSEE + EHAR. BxlD

Se LA*1.U&8AN € 1 [081 , tLem—se

fSxl 2 # A% Clidhi + WSAL, Ixi> ¢8>
i-0 A H. néAl

para o erro absoclulo.
=24



Multiplicando bl &5 1AL lxd peor (85, Lem-se & relagae:

i

B8xI £ M kCAY | USbI + USAN
LEL 1y TAT

. onde

M= 4 — XCAY. i&Al AN 178

KCAY = KA . KAl

Se & periurbagic $A em A & pequena o suficiente, a constanie

M & préxima de 1, Logo, a alteragac total de ldxlisfixi nas incdgnitas
devide a pequenas alteragdes em A o b merd pequena se k(A nio for
multo grande. Iste smignifica gue um valor moderado de kCAY implice gue

as equagtes Sac bem-condicionadas.

=28



CAPITULO 1T : ALGORITMOS PARA OBTER ESTRUTURAS ADEGQUADAS PARA
DECOMPOSICAO L. U E RESCLUGAC DE SISTEMAS DE
EQUACDES LINEARES

1 = INTRODUGAO

Consideremos o seguinte sistema de equagtes }ineares:

Ax =Db €13

TERTFY

onde A = R

e uma maneira informal, podemos dizer que A & ums matriz
esparsa, se vale a pena Lirar pfovai to da quantidade de seus slementos
nao-nulos na resclugas de (1D, Numa mairiz esparsa € peqgquena a
proporgic de elementos nio-nulos em relagio a quantidade total.

Em particular, numa malriz esparsa, seus elemenios podem
estar ( salvo permutagdes de linhas o de colunas 2, confinados a
cerias estruturas interessantes, gue simplifiguem os cilculos na

eliminagso Gaussiana.

o8



Supondo que através de algum método, a estrutura da matriz A
seia Lrisngul ar inferior, ou al guma sestrutura bam parecida
com osla, certamente, ao resclver o sislema de equagdes, estarac sendo
usadas bem monos operagoes aritméticas, do que me esiivéssemos usancdo

a matriz na forma original.

Ao utilizar a eliminagic Gaussiana para resolver um sistoms
de equagdes, geralmente a proporgdo de elementos nio-nulos na matriz é
aliterada, a cada estagio do processo.

Por exempio, desejamos resolver um sistema de equagdes,. cuja
matriz dos coeficientes & reprezontada de forma simbdlica, com "

significando a presenga de um elemento ndo-nulo na poesicao

correspondente da malriz original :

M){ » o b x“

b1 k-
A=A = | « «

.3 o

'ltx xJ

No 1o, estagic da eliminagdo, temos:

3 43
A T = b

. 1) s .
Consi der ande 2, #O, temos no 2o. estigio de eliminsgio :

2} {23

cncde:
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X x X .4 %
L2 % w
@ xO W W
A = .
*  ® O oW i
L 3 w L ]
by »
* ; elemento nao-nulc, onde antes havia um elemento nulo.

@ elemento nao~nulo, com valor medificado.

Como pods 2 o observado, ocorreram . prsenchimentos Indwti]
wlementos nig-nulos onde anles haviam eslementos nulos. Amaim, 2oy
reselver  um sistema de equagdes lineares, através da eliminagio

Gaussiana, seria ldeal conseguir minimizar a guantidade de slemenios

b ‘
nab-mulos a serem oriados.

NHeste capitulo, serac vistos alguns métodos gue buscam

atingir, aproximadamante, este objetiwvo.

2 - PIVOS

Um fator muiitc importante na resolugico de um sistema de
equagtes & a wscolha de pivbs. Dependendoc da wescolbha feita, os
resul tados podem ser péssimos, no que se¢ refere & criagio de noves
elementos nao-nulos (£fill-ind, bem como na quantidade de opsragtes

. + . ke ' -
aritméticas necessarias @, neturalmente, pode ocasionar problemas

+ ]
NUMer i coas.

8



Considerando, por sxemple, a matriz A @

x » x * .3
i
® .S
M x
A o=
" o
.3 x

Desejamos resolver o sistema de equagtes :
A x = b

usands & eliminagleo Gaussiana. Faremos a =seguir a BEliminacio
Saussiana, de forma simbdlica.

L 3 -~ .
Escolhenda o elamento aiix O como pivag, an eliminarmos o

2lementos & , & @ & 2 Lomos
Z1 -5 31
" Ay
» b H x L
O % & o
{4} 1}
Mi A = A= « O % =
* w0 W
s * % ¥ O |

onde © @ * sio como definidos anteriormente @ Mi & wuma matriz de
transformacio «lementar.
Neste caso, muitos elementos nao-nulos foram criadoz @ a
ssparsi dades da matriz foi prejudicada.
TH

Se o elemento az£#0 fosse escolhide como pivd, no zegundo

estagie da eliminagic, teriamos

=9



[ o X ] Y
). "
' (2>
M1 A = A = "y
A ;
] x'
‘. » xJ

Trés elementos nac-nulos foram criados e apenas um- -valor foi
moedificado., Azssim, esta escolha de pivé é bem melhor gque a anterior,
do ponto de vista da ewparsidade da matris.

Ao invés de manter a estrutura original da matriz, suas
linhas e colunas podem ser permutadas, de forma gue na estrutura
obtida, fique mais evidente a oscolha de pivds convenientes,

Por exemplo, no case anterior, onde o pivo era o elemento

a;f,p&rmutando as linhas 1 e 2, fLemos

[ x w -1
] E} " £l o
] »® Nuld)
Pe A = = A
I ]
1 ® » -

Mg P4 A = LB

Como ja péde ser observado, a escolha de plivos é de exirema
importincia na resclugio de um sistema de equagoes linsares, tanto do

ponto de vista numérico quanto do ponto de vista de esparsidade,
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3~ ESTRUTURA

Poderiamos perguntar se existe alguma estrutura para a qual a
resolucac de um sistems de aqﬁaqava saeja Bimples, ac aplicar a
eliminagdc CGaussiana, nac provocando preenchimentos ¢ fill-in 3 na
matriz., A resposta & : sim . Uma matriz gque seja triangular inferior

tem essas proprisedades.

- ~
" b3

A= H » =
* x O®
‘M » k.4 X"

FIGURA Z ! MATRIZ YRIAMNOULAR INFERIOR

Dado o sistema de equagdes a ser resclvido :

A X = b

pnidde A & a matriz da rioura 2. A solugio do wistema & oblida
facilmente, além de que, nac coorrem preenchimentos na matriz,

Nem sempre & possivel consegulr a estrutura triangular psrs
uma matriz, ombora ela seja desejavel.

As vezes, wna estrutura bem parecida pode sor caconbrada pars
uma dada matriz ¢ usando métodos a seorem ainda descritos J: uma

geitrutura bloco triangular inferior ¢ rigura 3 2,
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{Baa

Bzs [Baa

Bas [Baz [Bas :
Bes Hazx [Bein [Baea

FIOURA T

Mas, om alguns casos, nenbuma das duss estruturas, triasngular
ou blocw Lriangular inferiores, & conseguida para uma matriz.

Considerando uma matriz B « R s+ com asmtrutura bloco
triangular inferior, os blocos Bii |, i=vz,.0.. N "% 2 n 7 poden
ser densos, Mesmo assim, rescolver um sistema para o gual ol obtida &
sstrutura bloco triangular inferior, é bem mais simples que resclver o
sistema de esguagdes com a matriz na estrutura original. Afinal, o
probhl ema pmdé ser reselvido como uma sequencia de sub-problemas.

A seguir, a estrutura bloce triangular inferior sera vista

com mai=s detalhes.

ESTRUTURA BLOCO TRIANGULAR INFERIOR

Consideremos ¢ seguinte sistema de equagdes lineares

Ax =D €1

IR

com A &« [B @ A uma matriz nac-singular.
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iilizando matrizes de permutagao adequadas Couando

possivel), a estrutura bloco triangular inferior pode sor obiirda:

Bxs L

Bes Baz
B=PaAQ-= Bas [Baz HBaa
: : VN
Brns Brz Buea. .. Buw
FIGURA 4
onde cada blocoe [Bii, i=i,2,...,N & quadrado e irredutivel.

Uma matriz & irredutivel quando nde pode ser colocada na

estrutura bleoco trisngulsr, através da multipliceagic por metrizes de
permutacao, ou sejs, quando Nwx  ( um Gnico bloco 2., Caso contririo,
ela & dita ser redutivel.

Obviamente, estamos considerando & matriz A do exemplo, como
uma matriz redutlivel,

Deve ser observadeo também que :

b

C cdimBii D = n

[ 4

EXEMFPLO 1

Consideremos a seguinle matriz:

Sejism as segulnbes matrizew de parmutaqﬁﬁ
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Fazendo P A =

Loge, a matriz A

EXEMPLO 2

o = Q0
o o

B

Conzsiderando a matriz

d

=

]

o 0O
Q = o1
1 O
» Lomos
{B1a
Bz
o
raduti wal.
? B &

1 &
3 w® ®
2z x o
E *
L3 £
o o= = 4
-3
7
a
o

3

x

Nio @ possivel encontrar malrizes de permutagio P e I, para

que a matriz € tenha a estrutura bloce triangular inferior,

irredutl vel.

A vantagem de conseguir & estrutura bBloco Ltriangular para uma

matriz @ poder resolver um sistema de equagdes como uma sequencia de

sub-problemas.
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Para i=t.2,....N,

i-1
Biiv. yi = (P bl - T Bi yj

.j‘ 4

e Gy
o resultado do mistema (10 podse ser obtido de forma mais simples.

Considerandoe A & R™T

Deve ser observado que uma matriz
triangular infericr & um caso particular da estrutura bloco trianguilar

inferior, pois Lemos

Bza
PAQ = {B‘Zi EH_zz
’ ' .,
Bras Baz. .. Bun
onde dim Bl = l,paraisg,.2z,..,.8 & Men,
Se houver necessidade de mudangas de linhas & colunay dentro

de um bloco diagonal, para manter a estabilidade o esparsidscde na
resolugio do problems, isto ndoe afetard a estrutura bloco triangular

da mairiz [0O7].

A escclha conveniente de meatrizes de permutagio pars oo
conseguir a estrulura bloco triangular inferior de ums matriz esiid
ligada a escolha de wma sequancia de pivs,

A seguir, analisaremos métodos que fornecem sequéncias de

pivds, de forma a obtermos ou a estrutura triangular infericr ou bloco

triangular inferior, gquando a mabtriz dada for redutivel.
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4 - METODOS

Existem varios métodos para obter uma soquédncia de pivis,
antes de resolver um sistema de équaqgaﬁ, cde modo a conmegulrmos uma
bos estrutura para & matriz, facilitando a resolugio desse sistema.

Os métodos a serem analisados s3o:

€12 Mélodo de Markowitiz

2> Método do pivd pré-determinade € P 3

£3) Métode particionado do pivd pré-determinade ¢ P* O

(4)Métode usando 2 estagios Algoritme para obtef

transversal maxima + Aigoritmo.de Tar jan

O Método de Markowitz difere bastanie dos demais mencionados.
Podemos dizer que a escolha de pive é feita de uma forma dindmica. A
cada westhgio da eliminagdc GCGaussiana, & wescolhido um pivd, que
satisfaz certas condigdes. He  houver uma egprutura Lriangul ar
“gscondida”, o métode a enconiraré,

J& nos outros metodos, podemos dizer gue a escolha de pivds &
feits de forma estatica, pois a escolha da sequéncia de pivbs 6 fejita
a priori. Havendo uma e&t;uLura iriangular, esses métodos a

encontrario. Se nac for possivel, e a matriz for redutivel, &

estrutura encontrada seri bloce itriangular inferior {exceto Py .

Dave ficar bem c¢laro gue nem sempre a estrutura bloco
triangular pode ser conseguida. Quando a matriz for irredutivel,
exislira um Unico bloco, que nio poderia ser permutado de forma alguma

para a @strulura bloco triangular.
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A escolha de uma sequincia de pivies nos méilodos mencionados.
deve estabelecer um compromisso entre a esparsidade @ a estabilidade

+ . s .
numerica. Nao se pode pensar  apenas na esparsidade. Ao escolhermos
: :

pivds  cujos valores nae sejam  adequados, panearndo spenag Tein
esparsidade, podemos estar comprometendo a confiabilidade da solugio

oblida para o sistema de equagdes.

4.1 - METODO DE MARKOWITZ

ESTRATEGIA DE MARKOWITZ

A estratégis de Markowitz [27) & um método pioneiro no que se

refere a selegao do pivos.

Consideremos © seguinte sistema de equagows lineares a ser

resolvidoe, usando a eliminagio Gaussiana:

nH¥n

onde A <« R , ® A & uma mairiz nao-singular.

Neste méLodo, estaremos escolhendo um pivd a cada sstagio d=
@liminacho, segunds um certo critérieo,

Suponhamos que foram efeluados os k-1 primeiros estagios da
sliminagido Gaussiana ¢ queremos encontrar o k—8simo elemento pivd, No

k-&mime estagic, temos:

37



3 tH t1) 1) EER.
2 a a -3
£1 +2 ik . in
¢ (R
O a F: {2
2z 2k PN &
2n
thd i
A o= o o N a{k) afk)
Wk n
. . . ~
. . “
{ky ck
O 4] Y a
L mnk ™ J

A submatriz destacada em A{k’ & conhecida como submatriz

frve kb Adsime-k+ 13 .
R para k=s2,...,n E nasia sobmatriz

ativa Ak, & Ak

*

. £ <
ativa gue escolherenos o slemento pivd no estagio k.

Sejam os seguinles velores:

J(i)(k’: gquantidade de elementos nao-nulos na linha @ da

submatriz Ak om A‘k’.

oy (R .
ICRT 1 quantidade de seslementos ndo-nulog na coluna j da

<k
submatriz Ak em A .

; . (&) .
O custo Markowitz asssociado ac elesmento a.j é definidoe como:
L

Mik= €JCO™- 12 » c1cp®l 1o Lo jet,Zrs 2 vy

S ¢ .
Mijk & a guantidade de slementos gque mudario seus valores deo

ik

k #a
A PAara A% se o elemento a:j) for escolhidoe como pivo., Assim,

Mijk @& wum limite superior para a quantidade de presenchimentos

(£fill-im que pode ocorrer devido a esta excolha de elemento Pl v,
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Sejar
Mc = min € Migk | Lk .n D

Ll : . Il fl : ] - -
no estagio k. O crithério de Markowitz escolhe como pivd, no k-ésimo

- .
gstagica,. o slemento!

a:?’ tal gue Mijk=Mk

ou seja, o elemento que tem custo Markowitz minimo, no estigio k.

Existe un mobtive pele gqual a escolha de pivd @ realizacda a
cada estigio da eliminagdc Gaussiana, obedecendos a este critdrico. Se
fosse escolhida uma sequdncia Pixa de pivds, usando s meiriz original,
algum slemento pivd poderia se tornar nule. Logo, ndo seria possivel

* s i " a~ e .
soguir a sequéncia de pivos alée o final.

EXEMPLO
JCiJ
o » b4
£43 * * “
A= A = .
» » F] [R5 3% JORNEN
* X z
1< 2 4 2 @

No primsiro estigio, temos:
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Mi1a = (B~10®{8~-13 = 1 Mzzg = (2-12%{1-10 = O
Migg = C2-10%(3Z2~10 = 2 Maas = C2-10%(2-15 = 1
Mam = (2-1D#(2-13 =1 ) Maaa = CE~10%{2-12 = 1
Mass = {(2-102%#(3~1D) = 2 | Maags = (2-10%(32-12 = &

Ml = mifl {1,3;9;1,153r1:a }
Mzzs = O

N £33 - N . ra
Logo, o slemento pivo @ B - ApOos o primeiro estigio. Lemosn:

b3 =
@ X % k-4
A =
. H g
4 X F 4
1 | 3

Noo segundo estigic, procuramos o pivd em Az.

Misz

wm {21 omE@B-1D = 1 Masz = (Z2-13x(2-3D = 2
Migz = {(2~10%{3-13 = & Mazz = {2-123%(2-1D = 1
Maaz = (2~10%{1~-12 = O Meaz = (2-123%(3-13 = 2

Mz = min {1,2,0,8,1.B2 >

Mopr = O

z3 .
O elemento a o & o pivd neste estaglio.

x "
i * *
A=
L o 4
x X z
2 x
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No terceiro estagio:

Misn

i

(2-10%(2~12

i

#

Msuz CR-10={ 212

Ma = min €1,1,4,3% >

Neste estagic, qualguer

Masg = (2~-10%(2-10 = 1

Mawsg = (2~10%(2-10 = ]

elemento pode ser escolhido como

: L™ . .. {3y . . - .
pive, pois todos tém Mijs=l. Escolhendo a,, como pive, apds o Lerceliro

estagio da eliminagio:

4y x ®

t4)
Apenas o eleomunlo LI

teve seu valeor modificade, © gue esid

de acordo com o resultado esperado devide ao critério de Markowitz.

estratégia de Markowitz.

MNom mempre @ obtida & melhor esmcolhs de pivdo usandos =

Considerando o seguinte exemplo, ondes @

matriz dada & siméirica e pesitiva—definida:

L3 - JEEV IR SN R

i
i
=
W

LS z - -+ -} <« 7 4] -
x ® :: »
W X X b
x H b4 M
X X 4 X X
o » ®
" x » » "
» » X b4
= » 2 b
» L o ®
& < L) = A = 4 - +

41
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Ezscolhendo o slemento £8,8) como pive, Lemos:

" i 2 » - 7 0 & JCW0
i1 » g H 4
3 .4 r o o r &
2 » » H L3 4
B = b3 o b4 -+
- » ® x 3 L =
<% L H " n " - 1
s x x X L -*
] H .3 k3 M L )
= 4 1 » » *
IC 4 4 4 ® 0u 4 4 4
Dcorrem doiz preenchimentos com esta escolha oo slemento
B - N e 1> (2 L) e
pivé., J& a ordem natural de pivds : a , &  ...., & y DAO CAUSE
13 22 ogx
nenhun preenchi menio.
Através deste exemplo, podemos observar gque usando a

sstratégia de Markowitz, a guaniidade de slemoenbos ndeo-niulos or i sdos
num estigic da @liminagio Gaussiana, nio esti sende necessariamente
mi ni mizadas.

Em nenhum método de escolha de sequéncia de pivis haverd
garantia de minimizagdo de presnchimentos (fill-ind [113,(211.

Existem duas desvantagens na estratégia de Markowitz:

Cad a guantidade de eslemenios niEo-nulos para os quals
precizamos calcular o custio Markowitz Mk, pode ser mullo grands.

(b2 podem mer oumcolhidos elementos multo poguenss coms piwvd,
comprometendo s estabilidade numérica do sistoma.

Tendo em  vista estes inconvenisntes, podiemncs Sar 2

esiratégia de Masrkowitz generalizada (311, gue faz wum compromissoc

gnire a extablilidade ¢ a quanlidade de presnchimsnios,
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ESTRATEGIA DE MARKOWITZ GENERALIZADA

Com © objelive de preservar a estabilidade numérica,
elementos muito pequenocs, ¢ com relasfo asos demais da matriz 3, ndo
Por : - o~
serac aceitos como pilvos.
Procurando ndc ser taoc rigido,é permitida alguma liberdade na

escolha do elemenio pivd, considerando um parfmetro u € 0 < u 5 1 2,

no k-ésimo estagio, k=1,2,...,n-1
1k Lhed .
i a . | 2 v max | A ! imL,2,, . .,
k
oLl
tky (93]
- 1, i=
| a. | 2 v max | 2 i L§F8,2,. ¢ s 0
. . ¢k
Buscande reduzir a gquantidade de slemsntos a ) B EET W

L

perquisados na submatriz ativa Ak, serid considerado apenas um certo
nimerc de linhas, digamos p ¢ p » 2 2, de forma gue se tenha ums boa
chance de manter a quantidade de preenchimentos prixima do minimo.

As linhas da matriz dada s3o ordenadas em ordem crezcente de
quantidade de elementos ndo-nulos. para que & escolha de pivd no

estagio k seja simplificada.

EXEMPLO

JCi3
F 1077 1 o 0 o P
O 2 1 0 -3 ]
A= O 1 -, B3 O 9] 2
1 O & -4 0.9 :
O o 1.8 0 ~1 ] 2

ICi2 2 ] -] 1 a
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Por exempln, consideremos p=3 e w0 B, Apds ordenamento de

linhas:

-5

[ 10 1 O Q O N =z

O 1 ~OB 0 O 2

Fs A = O @ 1 O -3 E]
1 O O ] 0.8 »

L O O 1.8 O -1 j =z

No primeiro estégio da eliminagio:

Msgs = CE2-10%(E-1D = 1 Mezg = (2~-12%(3-12 = 2

Mazs = (2-13%(3~10 = 2 Maax = (210832123 = 2
. A r 4} -3

M=l & portanto, ¢ elemsnte pivo & a = 10 7.

it

Verificando s¢ este elementc & um pivd aceitéavel:

TR 1)
l a l = 0.8 max I A | w4,
11 i1
Lomo:
1) - . .
f a '] =10 nao ¢ maior ou igual a 0.8 % i

11

i1y
i

idy

¢ elemento a @ nao & aceito como pivd., Escolhemos entido, a_= 1, por

exemplo, ja que todos os outros elementos tem Mg = 2.
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Varificancdo:

42 4
' a l > 0.8 max | g, I,- Lo,
12 iz 1
E, no caso , 1 2081
VLA L ) s LA . . s
Logo, © elemento pivd 3, = 1 & o pive no primeirc estagio

da eliminag¢ao Gaussiana. Portanto, para o segunde estagio, temos:

F o1 10 0 0 O )
o | -10"® ~0.B 0 o | 2
M1 P1 A Pz = O l-2x0”% 1 o -3 a = A%
o 1 o -4 0.5/ a
L o} _o© 1.8 O ~1 J ] =

submairis gliuvg

Este processo @ realizado até o Gliimo estégio da eliminagio

Gaussiana.

Deve ser ochservado gue se fosse usada a esiralégia de
Markowitz, o prineiro piw’;’ﬁ do exemplo acima serias a;:}= -4, pols

Mawt=0,
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42 - METODO DO PIVO PRE-DETERMINADO ¢ P° ) E METODO
PARTICIONADO DO PIVO PRE-DETERMINADO ¢ P* )

INTRODUGXO

-+

Os algoritmos p? (24 e P (28] foram apresentados por
Hellerman e Rarick, 0O objetivo dos algoritmos & enconirar uma
sequéncia de pivos para uma matriz nio-siméirica, de forma gue =z

resolugdo de um sistema de equagtes lineares seja simplificado.

S@ a matriz dada tiver uma esbrutura triangular inferior

“escondida®, a mesma serd encontrada nos passos iniciais nos dois
algoritmos,

Seric usados nos algoritmoes & 2 serem descrilos, Lor mos
imroduzidos pelos auwtores em [(24), com os quals devemos westar

familiarizados., Consideremos a seguinte matriz:

1 -] E 4 =] o 7 B .24 10 14 12

i »

Zz » o

2 4 X b3 ®» x

-+ 3 " »

b ] x b3 H

<5 » bt ]

v ] L s H .3 L3

L] » ® o o

L4 3 ® * *
0 = » ® "
S | ® ® % *® ®”
i2 » » ®» o b

FIGURA 1
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Existem certas colunas na matriz, gue L8m elementos nio-nulos
acima da diagonal principal. Tais c¢olunas s#o chamadas SPIEKES.  Na
matriz B, as colunas 4, 8, B ¢ 12 :sgo spi kes,

Como podemos observar, ﬁai$ colunas se encontram doniro de
certos bloces, Cada um deles & chamado de BUMP. Na rioura 1 osdsiom

tr&s bumps.

Oz passos gerals dos algoritmes Pa e pP* serac, primeiramente,

explicados de maneira bastante simples. Antes, alguny velores precisam

ser definidos. Dada uma matriz A e R

ICia, T P T quantidade de elemsntoz npao-nulos na
coluna .

JCiD, L - S S quantidade de elementos nido-nulos nas
linha i.

CLd, =2, . on 1 Indice da coluna da elemento pivo L.

RCWD, i=8,2,....,n ¢ indice da linba do slemento pivd i

0s passos gerais para os dois algoritmos s3o8

Passo 1: Examinar se existem colunas com um (nico elesmento,
Escolher este elemento como pivé & atualizar I e J(, Eliminar a
linha @ coluna do pivd da lista de indices R(D e CLi). Proceder desta
forma até gue nao haja mais nenhum IGDY = 1,

Ao Tinal deste pazso, Lemos:
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Pir A Pz = 5 O

N

FIGURA 7

[ b Bl
As colunas que compoem a segac O sao chamadas colunas

irianqulares finals,

Passo £ Examinar se existem linhss com um Gnico slemenio.
Escolher este elemento como pivd e atualizar IC2 e JC. Eliminar a
linha @ coluna da lista de indices R(Y e L. Proceder desta forma

até que n¥o haja mais nenhum JCid = 1,

Ao final destes dois passos, temos:

Pa Pt A Pz P+ = P v

D C

FIGUIRA 3

B bl B
As colunag que conpoem a sSegace F sac chamadas gol unss

triangulares iniciais e a segac V & um bump.

Nas segows O & F, os elementos ndc-nulos ( que podem esxistir

ou nae ) estio abaixo dos pivids que se encontram na diagonal.
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Deve ser observado que se a mabriz Liver uma estrutura
triangular inferior, por meio destes dols passos, ela sera snconirada.

Pagsse @ Particionar o bump ¢ se houver)

O objetive nesteo passe & particionar o bump V. em bumps

menores, chamadog bumps externos., FPor exemplo, particionando V oam

- Rcd
Az segoes G, H @ K s8o bumps externcs ¢ as segoes L o M nic

compostias de colunas triangulares inferiores.

Cs doig algoritmos diferem na forma como os bumps externo ssio
obtidos no passo 3, Aldém disso, podemos ter bumps externos oom

dimensoes diferentiss, usando o5 dols mélodos para a mesma matriz,

No algeritmo PB, os bumps exiernos sio obtidos usando um

método heuristico. HNeste algoritme, os bumps externos podem ser

matrizes redutiveis.
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J& no algoritmo P‘, a partigio do bump em bumps externocs @

feita segunde um métode que consiste de duas stapas. O bumps

externos obtidos ne final do ?roaasso sio matrizes irreduliveis,
Depois, é aplicada uma versio si mplificada do algoriimo P°, a cada
bloco irredutivel. Desta forma, o algoritmo P* & mais eficients qus o
P, pois atraves dele & conseguido, geralmente, uma sequéncia melhor
de pivds, para ser aplicada a matriz dada.

Usando < algoritme P*, se & matriz for redutivel, a estruturs

resultante apds permutagdes, sera triangular inferior ou bloco
Lriangular inferior. Ne caso do slgoritmo P?, a estrutura Lriasngular

inferior pode ser encontrada, se houver., Mas, & esstrutura bkloco

triangular infericr, nem sempre & oblida ac final deste algoritinmo.

METODO DO PIVO PRE-DETERMINADO (P )

As defini¢des abaixo sic validas para oz algoritmos P? & pY

N L il
Conmideremos A ¢ K .

L. : indice de spikes num bump externo

G, stz . .om indice da coluna do elemento pivo

RCD, i=8.2,...,n: {ndice da linha do elemento pivd

1C, Amd, 2, « o« Pl quantl dade e el ementos nac—-nul os Fige

coluna i

JC, =gz ome gquantidade de elementos naoc-nulos na

linha i
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Considerandos a seguinte matriz para mosirar o algoriimo:

1 2 B 4 T 8 7 B 5 10 14 32 13 14 1% 1& JCL0
5 ™ M * e
b4 " * ® x x * £
* b1 1
< ® » » " H 3 I it
% E * * =
.3 " = » b 4
7 * " =
[ ~ * =
o » » x E » 3
FEa e ” P ® &
i3 ” ® ¥ =
1z » * * » 4
Ex-] » t] &
id x »® 3
i% » »* ”n x ” [
4o e ” = " 4
Lo

I¢iy B 4 3 4 7 3F 4 4 2 B 2 2 2 1 4 4

FIGURA 4

Primeiramente, wverificamos so oxistieon colunas trisngulsrss

finais, para termos a estrutura da figura abadsao

Procuramos por slgum contador IC0 = 1, e o enconiramos na
linha 18, Escolhemos o elemento (15,143 como o Gltime pivd (1Bs pival,
atualizamos ICD = JGi2, @ "eliminamos” seus {ndices dos velores OG0

@ R,
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1 2 B3 4 B 8 P B 9 10 if 17 13 1% 15 514 JOUT

1 *® M » 2
# »® » » » " » [
-] % 3
+ »” »” I in w »” s
.} " » ' I
r ] " " % »” &
7 * " e
] H H =
8 ® % x R =
10 * ) ® 4
i3 ® E3 »n e
12 x % * ’* 4
i3 b o =
14 » » *® et
¥ ¥  x *® % 4
% o 3 ] ] bt & »

Iy B 4 2B 4 F 2 4 4 1 4 E 3 8 F 4 =

Ainda existe uma coluna com um Unico elemenio: a coluna O
Portanio, o elemento (4,82 & o 18c. pive. Atualizamos ICD, JOO, RGO
e €. Verificamos, ent3o, gue nao existe mais nenhuma coluna com un

Gnico slemento. Deste modo, chegamos 3 estruiura como da Fliouma 2:

£ 2 » 4 T & 7 B 10 311 12 13 1% 14 P 14 JCis
i » " * =
- » x »® * ® * 5
2 » 3
-3 » » » =2
- *® * x *” 4
K n B o
2 H » =
3 x x x x ® b
10 ® » » 4
4% » 2 » e
iz % ® ® x 4
13 » ® =
44 * e » 3
ia b3 x " * 4
- 1 o n »”® 2t & P
£ X1 » »* -] » ® B L]
I B 3 2 4 8 2 3 4 4 2 23 2 2 3 E I



Em seguida, wverificamos se existem ceolunas triangulares
indciais ¢ estrotora da rrousa o 3,

Procuramos por alguma li?ha com um Unico elemento e, no caso,
Ltemos a linha 2 com JC3R) = 1. Eﬁtﬁo, €3,7 & escolhide como primeiro
wlemento pivd. Atualizamos JL, IC, G e RCD. Constatamom que
ndo exiule nmeis nenhuma linha com Unico elemento. Deste modo, Lemos a

estrutura da matriz da rFrouga 3 para a matriz dada.

P &£ X B 4 B & 8 A0 43 42 43 13 1S5 £ 44 JC2
2 ) '
1 ® % x 2
2 ® »n ” x » % 5
=1 » X 0% 3
3 % » ® ox 4
e x * b
g ® ® &
o x ¥ KX = f
10 x ® # 4
24 ® n » 3
iz x® ® x » 4
13 » * =
14 » Py ® =
E L ® = ® x 4
' F. 3 k.1 x o k3 X
is o ® H »® ® -]

ICio 8 2 3 4 B8 2 4 4 2 2 2 2 2

FIGURA 2

Tentaremos particionar o bump da matriz acima, em bumps
externos. Neste pazso, come nao existem meis linhas com  um  Ord oo

element.c, wvamos wpscolher linhas com a menor guantidade poszivel de

clement.os ni3o-nulos, A partir de agora, estaremos “construindoe™ um

bump externo.
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Ho exemplo, temos MINCILOD) = B, e existem varias linhas com
eule contador. Como proceder? Escolheremos uma ooluna oue serd  wum

spike, através de uma fungio chamada tally function. Esta fungio

fornece a guantidade de slementos ﬁgownulos que existem numa coluna m,
considerandos as linbas com conladores J02 menores ou iguais a wum
certo valor minimo, digamos k. Ou sejar

t{m> = quantidade de eolementos nao-nulos gque a coluna nm

possul , considerande as linhas cujos contadores sac JOD S k.
5 .

Excolhemos como spike, uma coluna Que tem a maior guaniidade
possivel de slementos ndo-nulos, segundo esta tally function., Desmits
forma, estaremos reduzindo os contadores JCi)., 0 cobjelive & tentar
conseguir, pele menos, um contador JGiY = 1. Enquanto isto ndo ocorre,
existe um conlador L que indica quantags colunas spikes ( @ gusm sio
elas 2 sxistem dentro do bump externo que esta sendo consiruido,

Mo bump da rFroura o, enconbrameos MINCICLO)D)=2 para as linhas

7,2 B, 12 & 14. Para sscolher uma coluna spike, usamoz tally function:

i 2 3 4 m S B 1D 4% 12 417 1% i JED
P * »” ® =2
z 3 % ® % : 5
= = x ® 3
& = t »* » 4
7 X % 2
-] x ® z
] S * » * * x 5
10 X % ® 4
14 = x 3
LR *» ”® »* b 4
13 T = P2
£4 * ® b
i ] = " ] 4
taCid 1 O 0 2 o 0 0 2Z2 O O 1 o 1
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No caso, a coluna 10 & escolhida como spike, poi s
maxCihlm22 > 1 & dnico, Se livéssemos maxCik(mdD = 1 @ nic fosse
Unice, aumentariamos o valor de k de seu valor prévico @ calcular{amos
tally function, apenas para as colunas que Livessem empate am Lxlm),
Fariamos isto até que tivéessemos max{txlmd) > 1,

Quando max(tk(md2 > 1, €& dnico, esta coluna & um spike. Se
nag & Gnica, a coluna com majlor contador I4L) & sscolhida para ser o
spike. Assim, J(iD serid reduzido na atualizagdo.

No wewempleo, feita a escolha da coluna 10 como spike @
atualizacic de JCi, temos algumas possibilidades:

(i) S MINCICD2 > 1, hd outro spike no bump que esid sendeo
construido,

i) Se MINCIC(D? = 1 & é Unicoe, esta coluna é@ triangular e,
portanto, escolhida como pivb,

Ciidd Se MINCICWD = 1, mas nag @ unico, precisamos calcular
tally function até conseguirmos que txk(md > 1, para alguma coluna.

No exemplo, apds atualizagico de JCid, temos:

1 2z 28 4 BT S 8 44 12 13 43 1S 10O JCD
i ” r N 2
z ® ® X X ® s
] ® ® # 3
.3 »* »® ® x =2
7 % 1
] ® * 1
[+] * ® 3 x ® L5
10 X o® % x 4
i3 * » * =
£ x »* » » 4
13 x » P
14 » ® 1
is »” 3 N " J 4

La€iD i 0 0 2 0 0 0 0 0O 0 O 1




Como temos varios contadores JCi2 = 1, precisamos calcular
tally function., Alravés dels, chegamos & conclusdo gue a melhor escolba
possivel & a coluna 4 @ a linbha pode ser a 7 ou 8. O elemenic pivd

escolhide & (7,43, Atualizamos JUiD, e temos agora:

+ 2 2 B 0% o B A4 tZ AR AB 48 410 JCio
F -2 x E
E 2 ”* » =
2 .3 » H k.3 » ‘5
“ M ” " a
- *® a »® » 3
] " »” ¢
] ®x % X M % =]
A0 »” * ® » 4
11 » » =
i2 % X ® ®, 4
L2 x % =
14 » ® 1
1¢ * X X x 4
ICiD g2 23 Z B8 2 4 2 3 2 8 2

Podemos verificar que a linha 8 nac tem mais nenhum el emento.
Porém, a coluna 10 (spiked, tem um elemento nests posigio. Portanto, o

elemento (8,100 & o pivd, Atualizamos J(id e temos um bump externo

construido,

4 t0 1 7 2 09 S B 11 12 13 13 1o JCi2
? & X
o ) L4
g % % ® &
2 x ] x x #® L1
o » o3 E ]
a = o 1 » 3
& ® = ® = » 5
10 x® o ® * %
114 * ® £ 3
12 3 x ® % 4
43 * "3 2
14 » ® 1
1 * % ® o™ &
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Os contadores JEi) sao verificados & Lemos que, na Jinha 14
existe um Gnico elementa, Portanto, o elemento (14,133 & um novo piwvo.

Atuali=zamos JCiD

4 10 ig i 2 3 BT 4 B 11 12 4% i JLD

V4 &8 H

° ®
14 X L]

i * * # &

2 » » » " ® 5]

o X * x P

< » P # ® =

= 3 » » x » 5
10 " o x x 4
14 * = » 3
iR ™ ® o " 4
13 ® : = 2
14 £ » = »n 4

Como  podemos observar, exisiem dois casos distintos ds

contador JCid=l

QL!RI‘;dQ temos minCJICidd=1, dnico, esta coluna & triangular,
Isto pode ocorrer dentro de um bump externc ou ndo. Laso minlJCDI=1
& nao & Gnico, oestamos num bump externo & necessgitanoes sscolher uma
coluna triangulsar ¢ prossegul rocom a construgso do bump extorno,

Por ewxemplo, na »ieura 1, as colunas £, 3, 7, 10 & 11 s&o
colunas triangulares dentro de bumps. J& am colunas 1, B « O aio
colunas triangulares fora de bumps., Az colunas © e O foram obtidas
depois gue os bumps 4xd e 2x2 foram construidos, respectivamente,

Voltande ao exemnplo, verificamos gque nic exdstem JGiD=l,
Portanto, iniciamos a construgio de um nove bump externc. Atraves de
tally function, verificamos que a coluna ©O & um spike. Atualizamos

SO
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1 T B 08 B 11 12 1T 16 0B JCi0

i " » i

=2 * o 2 » b2 4

b 4 » 1

& x »® i

> E » o L x 4
1 s * " » 3
14 ® 14 X 2
22 H ® » x 4
i3 % X e
15 x X xR 4

Usando tally function, obtemos as seguinte ool unas
Lriangulares:
2 1w o8 14 B #4 1t 1% 14 = JC4

] @ x

o & ®

£ & ®

z n ® x ® ® 2

o n » » n » =3
10 ® ® = » 2
t4 ® % ® 3
i2 ® » * ) 3
12 % » &
£ # ® = ® o

Agora, temos gue minlJddd=2. Portanto, exdiste outro smpike

neste bump. Através de tally. function, temos que a coluna 1 & um

spike. Entao:

zZ 1m B 3 ¢ 414 12 16 1 03 JCiD

= 8 ES

[ -] S

i o

& M » P » P =
» b " b3 H £ 3
10 x » ® X 1
12 P o * 2
i2 = = P n 3
13 ® ® i
ia » x x x i
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Usando tally funclion, ltemos que i{lB)=2 o & uUnico, O pivd

neste caso & o elemento (10,1682, Atualizamos JCi. Como JC1Ey=0, nio

temos mais nenhum slementio nesta linha:

11 12 3

2 i3 ¥ 1a 3 o el SO
o & L
- % »
% o ®
10 * o ®
2 * ® ® 1
& x X X ® x 2
14 ® » ® 2
1z 1 x % ” 3
i8 X S O
t1a x x * 1
Verificamos gue na coluna 1 (spiked, existie um «lementce na
linha 13. Logo, © elemente (13,10 & pivd, Assim, ordenamecs wn dos

spikes no bump que esta seondo construido, Atualizamos JCD:

2 1% to % 3 o it 12 = JCi3

b+ "*:@ * |

3 & »

i - »
1O x » »
18 N -]

- * »* »® i

o > * 3 M k3 3
LR .4 ] e
1% x » n » e
t ¥ ] *® % i

Para obbtermos uma nova coluns itriangular, usamox novamnenle
tally function e o elemento (18,112 & escolhido como pivd, Em seguida,

JC » atualizado.
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zZ 1T 8 14 3 1t 3 44 12 o JCi2

] & »

E.3 @@ "

i 8 x
10 » [ ® L
3 = -8
4% ® *» @ -

2 x X 3 X ¢
o X ® % x * b
11 x X 2
12 x x X *® =

Novamenlte, temos uma linha sem eslementos. Mas, existe um
glanento nesta linha, que pertence ao spike (coluna B2, Nesbe caso, o

pivd & (2,8,
Z 1M @ 4SS 1 4% # & Az 0D

% ®
o« @

X ox % Xt

10 Es &
i3
1S x )

%
X % @ X

b
@

i1
i2 » » b3 4

x
®
W W

Assim, oz spikes que tinhamos foram ordenados, Em seguida,
verificamos através dos JCi) atualizades, se existe alguma coluna

i

triangular, ou S& iniciamos um novo bump, Como min{JCid>=2, tem inicie

a construgao de cutro bump externo.
Usande tally funciion verificamoes que as colunas 2 ou 12

podem ser spikes., Fazemos uma escolha arbitraria e a coluna 3 & ©

spike. Atualizamos JCL0:

iz B JCi2d
o ™ » » =
11 % x i
12 ® * ® =
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O elemento pivd & (11,18), Atualizamos JCiO:

12 O ] JCiD
11 & x
o ® x 'y 1
12 x . X S

Em seguida, tomos come pivd o eslemento (8,8), Finalmenie. a

coluna spike & ordenadsa @ temos o pivd (12,33, Assim:

1z & @
44 o "
o ®» ® =x
2 * » @

Portanto, aoc Tinal do algoriime P°, tomos a mocul nte

segu@ncia de pivos ¢ estrutura final para a matriz dada:

v - 10 1= 2 is 8 1 % it % 12 o a D 14 L 54

2 Y - VR
v @ % 4 7
] x & 10 £2
14 » * 45 iz 14
™ " = L = =
S * % @ X 1% £
i * - X £ 1
15 = B = »® 16 10
i3 x @ 1 13
26 » » x 8 113 i85
2 ® x x ® ®x @ 9 s
11 = ® » | 12§ 11
» x | = B xn £ L
i® ® » " & 3 1=
4 ® ® " x * ® ¥ 4
A% » = » »n » 2 14t 18
Maiores detalhes a respeito do algoritmo sBo encontrados em
12473,
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METODO PARTICIONADO DO PIVO PRE-DETERMINADO ¢ PY)

Como no algoritno Pn, prbcuramos encontrar certas estrutoarss,
coma da FIOURA » . Porém, o particionamento do bump V., @m  bunps
externos & feito de modo diferents.

Utilizands um processo dividido em dois estagios, obtemos

bl ] + r 4
bumps externos que sac matrizes irredut{iveis. Em seguida, o5 slementos

Ll + s :
destes bumps s3c ordenadoes usando uma versiac simplificada do axlgesitimo

3

P, Desta forma, ¢ algoritmo P* busca encontrar a estrutura bloco

triangular inferior para uma matriz dada,

Os passos bAsices do algoritmo sdo:

€12 obtengso de colunas triengulares finais

{2) obiengdo de colunas triangulares iniciais

C3) particionamenito do bump:

Cal Tentativa de assinalamento stravés do método de

asginal amento maximal de Ford-Fulkerson

Neste passo, buscam%& encontrar uma transversal méxima no
bump, ou =&ja, procuramos um cordenamento das colunes do bump, de modo
que existam slementos nio-nulos na diagonal principal do bump

Obtends uma transversal mdxima, podemos associar um grafo &

malriz, que seri utilizado no prixime passo do algoritmo.

(b)Y Partigdes através de relagdes predecessor-sucessor

P - 82,



E definida uma relagdc de ordem entre as colunas e uma
matriz que constitul um ordenagdc fraca no grafo assccisdo. ULilizando

esta relagio de ordem, a matriz : & particicnada de modo que ficam
definidos bumps externos, que s3io ‘matrizes irredutfvels.
() Escolha de spikes o assinalamentos finais de pivos.
Através de uma verszso simplificada do algoritmo P?, temos uma
sequéncia de pivds deniro de cada bump externo, de modo que =z

guantidade de elementos nlo-nules acima da diagonal & a  menor

possivel .

Para explicar o método, serd utilizada a mesma matriz do
algoritme ardterior Cricura 4
: . . &
Os dois passos inicials s3o exatamente o3 mesmos de PO

Portanto, apds obtengio das colunas triangulares finais e iniciais,

temos & estrutura da rrouvra s,

P 4 2 3 4 B o B 10 12 1z 13 19 18 O 14 JC D
3 -
4 » L ] =
2 ® ® * ", x 2 5]
B = ® A 3
<% H » X H 4
7 ® ¥ £
B ] ES o
2 % ®¥ a0 » &
10 X X X ® 4
£4 b = » =
12 x® » ' x® » 4
i3 ® % 2
14 x x » =
4 E E] b ] 4
4 x *# n * ® « @
L 3= » ] " * » L

IO B 3 23 4 8 2 4 4 2 2 2 2 3
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No passo (32, existem 3 elapas a serem realizadas:

Cal Tentativa de. aﬁginalamento através do métode de
amsinalamento maximal de Ford-Ful kerson

Aqui, procura-se ordenar az colunas do bump, ds Lal forma que
s@ tenham elementos ndo-nulos na diagonal principal, para obler uma
transversal méxima. Assim, um grafo pode ser associado & mailriz

resultante deste processo.

O proces=n consiste em examinar gegquencialments cads ooluns

do bump e assinalar comu pivd o primeiro elemento ndo-nulo possivel,
assinalande sua linha & coluna como TA (assinalado por tentatival.

Considerando © bump abaixo , temos:

k4 2 E 3 o o B i0 14 12 13 135 15
1 & *® ® ThA
» L =" »" » »” T A
= B 13 R T h
. L ] » " A
7 " ] Th
B ® ®
» L - ) o 3 Th
E1es » b b ] 0 A
i1 b & Th
iz @ *® o TA
13 ] 3
14 " & TA
i HS E @ * A
"fra TA TA TA TA TA TA TA TA TA TA

FIGURA <

Quando se eoncontra uma ceoluna na qual ndo se  consegus
assinalar nenhum elemento, & necessario senconirar uma cadeia de

slementos ndo-nulozx. O procedimento & o seguinte:

4



- L] : L
Iniciamos a  cadeia num elepmente nao-nulo numa  coluna
e o
nac~-assinalada ¢ tentamos chegar até um slementc nio-nule nume Linhs
que nao tenha side assinalada ® que esteja dentro de uma coluna TA. A

Lécnica € baseada no método de rotulsagio de Ford-Fulksrson,

Vejamos o método atravées da matriz da rioura e

As colunas 11l & 15, bem como as. linhas 8 = 13 ndo Toram
assinsladas & serfo consideradas nac-Th. Assim, precisamos enconbrar
cadwias para gue as colunas 11 e 18 se Lornem TA,

Iniciando do elemento £2,1123,1.é, numa coluna nao-TA, achamos
uma cadela gue termina no elemento C13.13..numm 14 mha nio-TA.

Cadwia: 42,110, (2,10, (13,10

1 2 ¥ & = & o® 10 44 42 1@ £T i a
£ & * ® 1 A
2 ® Ko R e — e O * TA
s | = % o TA
o <@ * b X TA
7 l 'S &0 TA
-] » ®
o l - 1 - x = TA
10 ® = @ T A
it ® 2] A
1z 1 '] & » n TA
1 x *
i4 » & TA
14 ® b @ x TA
TA TA TA TaA TA TA TA TaA TA TA TH
A linha 13 & nac-TA @ o slemente (1R,1) esta numa colunz TA.

Agora, a coluna 1 & considerada nde-TA @ & coluna 11 como TA. Logo:
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3 4 = L] = & *] £ 41 47 1@ 15 £

i L.} ® " A

* » - ] E ¥ T A

= -+ *® x ) ThA

- U R ThA

k4 " L] b il Y

] X ‘} »

L] L ® » »” » ThA
10 x = * ’ % TA
it x X @ T
L3 ) <] b3 " T
i3 » o
14 x o TH
EX- 14 » -] » T

TA TA TA TA TA TA TA TA ThA TA A

FIGURA 7

Ma FIGURA 7 . vamos agora considerar a coluna 18 Temon a
seguinte cadeia:
Cadeia: (8,183, B,W, 10,82, C146,18>, (13,16

A coluna B deixa de ser TA. Portanto, as colunas 1 & 5 3o

nac—TA.
3 - E: Y LR 10 13 42 13 1% 1o
4 & *® X T A
Zz * % ® & *® TA
- & X S Th
L Hi b4 x® 2] TA
7 ¥ TA
8 ] ]
© » Es H I b TA
L3 E * ® & T
4 » E L TA
43 * @ o * b .Y
18 x x®
4 *® & ThA
1 X * & b Th
TA TA TA TA TA TA TA TA TA TA TA

GG



Considerando agora a coluna 1, temos dirstamente o
assinaleamento do elemento 13,13 como piv&. Portante, a2 colunse 1 =

linha 13 s3o consideradas TA.

i z a 4 o o] 8 192 11 12 143 1% 314

£ [ R M TA

» ~ ‘!' » " L2 " T

= 2 »® E TA

<% 'i' " " » [+ A

2 ¥ 2 A

e % %

[-3 & e » ® 3 ThA
1€y o »° " & T A
i4 » ] TA
i L & » x ThA
im L * A
id E - TA
PYe x = @ n TA

TA TA TA TA TA TA TA YA TA TA TA TA

FIGURA ©

Agora, falta apenas assinglar a coluna B, Usando & sicurs o,

temos & seguinte cadeda:
Cadmiar £1.53, (1,4, (8,40

a coluna B paassn & ser TA © & coluna 4, Foes TA,

1 4 a8 & 3 < ] 10 $£3% 412 13 1938 14

E » &8 M o TA

z * ® x & *® TA

= & » ® Th

< ] » ® -] T

¥4 ® 5] Th

B *® E]

Lo @ X H » H TA
10 = L TA
% *® » TA
12 x & x ® TA
13 &5 ® T &
id - & TA
£ Y- % % L " TA

TA TA ThA T™A TA TA TA TA TA TA TA TA

g7



Temn= diretamente que, na coluna 4, o slemento (8,40 & um
plvd, Considerando & linha 8 e coluna 4 como TA, temos Lodos os i vis

assinalados.

% & a3 4 = 3 ] A0 f£4 A2 43 1™ 1%
S » 5 » T A
Z % b 4 % & % TA
£ @ »” ® TA
] " = * & Tk
7 » & Th
Q o« ® TA
L= ) » »” » K A
10 R P, *® & TA
ad ] Y L] ki Y
AR » & ¥ " E A
13 < ) * ThA
1% » & T
EY. b ” L4 ® &

TA TA T4 TA TA TA TA TA TA TA TA TA TA

Apbs ordenagioc de colunas, obtemos o bump permutade e

chegamos ac final do métoda.

=] 14 2 A0 40 4 7 ] 12 £C 13 8

E » x -3
2 ® & x »® *
- ® & x

= » fo b4 E 1

7 Y

] *® o

> ] @ * X »
10 ® % o »®

11 * H &

iz ® » s ®

18 3 &

i ® @
4% » . > &
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(b> Partig3oc do bump através de relagdes predecessor -Sucessor
P~ 50,

Neste passo, procuramoes particiconar o bump em bumps externos,
onde cada um deles merd uma malriz ir;r*aeac::‘nr».:’t,i*wa;i_F anx final de certio
processo. As seguintes definigcdes =80 nacessAirias:

Cid a coluna X “preceds imediatamente’” a coluna ¥ (X % T3 se
wla tem um elemento nio-nulo na linha TA de Y.

il a coluna X “precede”™ a coluna Y, se existe uma segudncia
de colunas Zo,... .2k onde Zos=Y, Zk=Y e Zi-i precede imediatamentes &,
1'.:-1.;2,- . .

L4 a coluna X "sucedes” a coluna ¥ se Y precede X.

As relagbes descritas definem uma ordenagdo fraca num grafo.
Através destas relagdes, serac construidos ecoertos conjuntos qus
formardo bumps externos. Temos que

(a) Se X £ Y e Y 5 X, ontdo A=Y, ou seja, X » Y sio
eguivalentes, Logo, X & Y pertencem ao éonjunto E.

(k> S X 2 Y, mas nac temos X=Y para Y € E, entdo X « P
(conjunto dos predecessores dafY3

Ced Se ¥ 2 ¥ mag ndo temos X=Y para ¥ & E, entdo X « 8

Coonjunto dox sucossores de YD

(d) Se X nio estiA em menhum dos conjuntos E, P ou S, sni3o

FPara cobler Lais conjuntos, procedemos como Segue.
Selecionar arbitrariamente uma coluna do bump.digamos k. Por

sxemplo, supor k=5,

)



Vejamos quem sS3ac as colunas que precedem k, usando as
definicdes. Obtemos as seguintes relagdes.

Examinando a linha TA da leuna By

o |

5 2 4 L

|5

Y

2

Examinando a linha 8, associada a coluna 4:
10 = 4

Examinandoe linha 16, associada & coluna 8:

1 =28

=2 =8

11 &2 8

Examinando linha 2, assocciada a coluna 11:

= 11

= 1

1+ B O B ¢

2 8

852 16

Examinando linha B, associada a coluna &:
85 > 2 |

B2 4

Examinando linha 10, associada a coluna 1:
8216

g 21

B 2>a2

Examinando linha 13, associada & coluna 186

igs =1
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Temos entdo, as seguinies relagdes:

gz 9

i1

8

z 8 822z
z 11 8z 11 2
> 16 5 > 16 2
2 1 1 ze
= 8 16 2 1

Relagdes obtidas ao procurar colunas que

Exami nando a coluna B:

5 <8
553
Exami nando
ii =8
Exami nando
2 %1
Examinando
18 £ 8
Examinande
3 =12
Exami nando
1 =12

i =211

5
=
coluna
g
col una
2

coluna

col uns
2
coluna
41
1

5 11 g =2
s i 8 = 19

il:

iA
4]

=8

ig

=8

As relagdes aqui sao:

820

B 28

el
i
Q

8
[

= 11 B2 g
=g 18 =58
s 18 i1 % &

71
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x5 3% 18 » 8= 12

B s 1 %168 82515
822 s0=08%086

Além destas, tomos gque:
10 518

105 4 CIID

10 = 13

CONSTRUCAO DOS CONJUNTOS

COHJUNTO E € COLUNAS EQUIVALENTES O

g 28 e B S99 28=258

7]
W
&
&
i
1A
€0
i
4]
H
4]

228 vy 228 =22=8
211 v 8211 =28 =11
B 218 e 8 %5 16 28 = 16

11 28 e 1]l 28 =11 =8
Portanio:

E=4L8, 1i, 8, 2, 16, 11 2>

CONJUNTO P € COLUNAS PREDECESSORAS 3
X<4Y, mas nac X =Y e Y e E »xa P
e C¢ID: 428 @ Y=BeE»>4bP
De €I) « CIID: 10 £ 4 £ 85 31028 =10 « P

FPortanto, P o= 4 4, 10

e



CONJUNTO 5 ¢ COLUNAS SUCESSORAS )

X 2Y, mas ndo X =Y o ¥ «c FE X &€ &

3 2823 eF
228 212 @ 8
8 28 8«3
1028 318 e 5

Logo, S = € 3, 12, 8, 18

A coluna 13 ndo pertence a nenhum dos conjuntos. Porianio:
B =< 13>

Mesta construgdoc, P precede E e S sucede E. B pode  ser

ay

colocade entre P e E pu E e & A0 flnel do proceszso, o conjunto

uma matriz irredutivel. Porém, P, § ¢ B podem nio ser. Assim, deve ser

verificade s exisiem colunas iniciais ¢ finais nestes conjuntos. S,
apbs imte, as matrizes Cinais ainda sdc maiores que 3x3, o mdtodo
predecessor ~sucessar deve ser aplicado novamenle aos conjuntos. O

3 - I L ] ] -
processo & reslizado atdé que as matrizes Finals sejam jrreduliveis.

No exemplo dado:

1G4 19 B 11 2 % 34508 1% 3 12 &

7 ® x
-]

o
x

-
@
x
& X

k4
x
x
X%
X f ¥

T3



O conjunto P & uma matriz 2x2 densa. O conjunte B consistes de
um unice elemento e © conjunto B & uma matriz irreduti{vel. Porianteo,
precisamos verificar apenas se exislem colunas iriangulares iniciais

para a matriz relaclionada aoc conjunto S, lTumou entdo gue:

13 a8 12 5
< &

H

L8 3
432

a
2% @

X
&
»” @

Aszim, o particionamento do bump em bumps externos ( gue

agora sac matri=mes irredutiveis 2 é& o seguinte:

10 4 i3 = 1y Z 1 AG B 13 3 12 o

7 ®

<] ® o

id @

i L M *

2 E > . 3 x

& o 4 H

£ x E " M

10 L3 3

e b E o X

© » x| L

» ™ »” & »® ®
4% ® ® o

£Z ] » @ i

FIGURA ©

Ced Escolha do spikes e assinalamentos finais de pivis.

Apé:s particionar o bump original em bumps eexiesrnos, @
necessirico encontrar ume ordenagac dam linhww ® colunas dentro de ancs
bump, dde modo gue tenhamos wuma pequena gquantidade de elementos

nio-nules acima da diagonal principal.

Para iste, utiliza-se tally function, j& definida em P, em

cada bump externo. Considerando o bump sxterno da figura ©:

T4



% 3% Z 4 1o B JCid
) ® X 2
z n *® a » » 5
“ s = =
0 = - 4 ] E: .
i35 ® * a2
in * X 2 » 4

ICD 4 2 3 4 2

Uma coluna qus tem a malior guantidade de elsmentos nio-nulos
& escolhida como splke, usando tally function. Assim, tentamoes reduzir
ox contadeores J(i) 2 tentar obler ao menos um contador J{id=1.

Noe exemplo, minJCidd=2 e tz(EB0=2 & Gnico. A coluna 8 & um

spike. Atualiza-se JCL.

14 2 4 i&s B 009 JCid
[ P ™ 1
- ”n = » »* a2
] x ® 1
Y= » » H x 3
EY-] ' = »® =
i0 EN » * ® &4

Come existem varios contadores J(id=1, atlravés de Ltally
function & escolhida a melhor ceoluna triangular. a melhor sscolhs

possivel de pivd & (B,23. Em seguida, atualizamos JCid.

zZ 11 1 145 8 0= JCD
® -2 X
4 » H 1
F X %X x x| % 4
EL ] » o = *® o
i n M 2
1 x| ® x a

- ¥ ) # L}
Verificamos que existe um anico JOd=l. Logo, enconiramos uma

eoluna trisngular & o elemento C1,8) & pivd., Atusliizando JI(il, Loemos:

TS



Z 12 2 18 0w JCLD
4 ¥
E ®
®] x 9= = |x 3
10 " ® % = <
i n oo =
10 X Wi % X 3

Coma agora ming jCildd=2, sabemos gue exizie oulro spike neste

bump., Entdo, usamos tally funclion para & escolha deste outre spike. A

melhor escolba @ a coluna 1. Atualizando JCiJ, oblemos:
z g 44 L Y 1 BESEA
“ & »®
E] K B
» L3 »n »» b3 " b
i0 P x % o= 1
i3 ® » 1
A 45 * ® »® » 1

uma coluna triangular,

i0

13
14

linha 13. Porém, a coluna 1, que @ um spike, possul

linha.

este spike.

10
i3

X

Temos varios JCid=1.

No caszo,

FA 8 g 14 b 3 =]
& F
- %)
*® L » E
® x = H »*

o :H‘

.4 FY X x

Assim:
Z a i3 % 14 %
L “
& 1Y
*" » I
® %
. ® F ® »
b ] *® *

Através de tally funciion,

o @wlemento 10,1682

JCio

1
O
i

Coms podemos verificar, nso existe mais

Assim, vamos escolher o elemento (13,12 como pivd o assinalamos

JCi2
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4 . . &+ . =
Novamente, Lemos varios J(id=l. Apds o processo ja conhecido,

concluimos que o elemento pivd & 16,112, Atualizamos JCO:

Z B 13 1 1 T JCLD
b3 o *x
i 2 I
2 3 & = »
%] I &
f 23 ES * ES [
2 " » »* x » )

Bem, agora resta assinalar como pivd o slemento (2,53, que

pertence a coluna spike. Desta forma, temos o bump ordenado:

) B i e | 114 =
5 & »®
4+ L ®
10 * ® xn
] H &
i »” E E &
2 H » x® » [

@ chegamos ac final do algoritimo.
Estrutura final

10 4 13 2 2] 143 1 i1 3 i3 12 © a ) 14

)

3 ]
7 & x
] o 8
24 * = [
1 = & ®
» & »
iy o L » Y
13 x %
£ ® » * @&
2 S » *® x x ]
- b * X @
1 x & b
# » n & xu
i2 X ® % &
4 % ® * » ®
17 ® » ® x % &

K4



4 3 - METODO UTILIZANDO DOIS ESTAGIOS : ALGORITMO PARA
OBTER TRANSYERSAL MAXIMA + ALGORITMO DE TARJAN

INTRODUCAQ

Consideremos uma matriz A « R™T esparsa. A estriutura blooco
triangular para a8 matriz pode ser conseguida (se ola for redutivell,
utilizande um método de dois estigios [115:

Ca2 permutar linhas da matriz, de modo gues a diagonsd
principal seja composta por elementos n3o-nulos ¢ encontrar  uma
trnasversal J @

(b)Y utilizar permutagdes simétricas para obter a estrutura

bloco triangular.

0 conjunto de elementos nac~nulos na diagonal de uma matriz &

chamado de Lransversal. No primeiro estigio do método, procuramos

encontrar uma transversal maxima (n slementos niao-nulos na diagonald.
No segundo estiagio, temos dois algoritmos que podem ssr
ysados para obter a permutagao simétrica:
(i) Algoritme de Sargent @ Westerberg o
i Algoritmo de Tar jan

Cada um deles serd visto com detal hes,

7



METODO

Cal ALGORTIMO PARA ENCONTEAR UMA TRANSVERSAL HMAXIMA

Neste estégio, buscamos encontrar uma bransversal méxima ns
matriz, ou seja, procuramos uma ordenagac para suas linhas ., de modo
que existam elementos nio-nulos na diagonal principal da matriz,

Se & possivel obter uma Lransversal maxima atravées de
permut.agtes de linhas ¢ ou de colunas 2, um gralo pode ser associado
& matriz resultante. O elementos da diagonal principal € ai,
V4,2, . e, serao os nos & o eloﬁentoa faig < Lo >, =¥ ol od 0.
direcionados. Este grafo sera utilizado nos algoritmes do estigio
seguinte.

A segulr, sera visto um algoritme para encontrar uma

transversal maxima para uma matriz dada.

O algoritmoe a ser descrite segus o Lrabalho realizado por
Duff 1081, [09] » Gustavson [23].

As colunas da nmtriﬁ dada sac examinadags uma a uma » 3530
sfetuadas permitagSes entre linhas, guande for necessaric colocar um

elemento nao-nuio na diagonal, Vejamos como.

Supondo que j& foram encontradas permutacdes entre linhas, de
tal modo que existam elementos ndo-nulos nas k-1 primeiras posigSes
diagonais, Ent3co, a coluna k é examinada e procuramos por  uma

permutagio entre linhas ,tal que:

7a



. r ‘ . T 4 .
Cid sejam preservadas as k-1 primeiras posigoes diagonais
dos olementos naoc-nulos.

i) seja colocads um elemento nao-—nule na posigic k

¢

Executandoe o algoriimo deste modo, temom um elemento nic- nulo
sende adicionade a transversal, a cada estigio,
O processce de obter a adigio de um elemento nic-nuls na

transversal, num estagio, & chamado de assinpal amento.

Em certos casos, adicionar um elemento & transversal &
conseguido de forma trivial. e @ coluna.k tem um @lementsc na linha k
eng abaixo dela ( por exemplo, linmha i, k < i 3, farzemos uma =zimples
permutagdo entre estas linphas, oblendo um slesmento na posigio Ck,kD.

Isto & chamado de assinalamento barato ( cheap assignment D [117.

EXEMFLG

T I SR VR
Y
%

Analisande a coluna 8, atravées da permutagao das linhas 8 e

7, conseguimos um elements nao-nulo na posigio (6,8,

20



S 0w 4 & & N o»
X
H

Nem sempre & possivel obter um assinalamento barato, Neule

caso, procede—-se da seguinte maneira.

Suponde que temos k-1 elementos nao-nulos na  diagonal,

procuramos por uma sequencia de colunas <1, ©z,..., ¢j, com ji=k,
tende elementos nic-nulos nas linhas r4, r2,...., rj, com rizcies,
EUT W TR R S S (6 T . " Ernt e, a saquéncia de mudanga  de 1inhas
Cra,rzX, Lrz,rad),..., (rit,rji2 fornece o resultado desejiado,

EXEMPLO

'y x c1=6
3 i
" * ri=d B erso
B %
< > x _ ra2=4 m ca=4
- :
* ra=g = c4=06
< »
sequéncia: (ri,rz3, Crz,rad) @ (2,43, (4,80
4 2 3 4w oa 1 2 B 4 W o
i * 1 ®
L * b + »n ®
2 » o w
2 w = <% =
-1 " » E 4
. ® 2 > »®
Cra,rz2d=02,4) {rz,rad=(4,82

a1



I 2 2 4 9 O

"

- x

Ha sow s @B
. ] 2,42
oo

C4,82

G 3 & O N o
X%
x

s ¥ .
Deve ser observado gue nom sSempre @ possivel consegulr  uma
Lransversal maxims, devido a metriz ser gingular. Tal matriz é ditsa

ser simbolicamente cu estiruturalmente singular. (rFroura 13

[+ W T S Y S
4

FIGORA §) MATRIZ ESTRUTURALMENTE BINGUIL AR

Suponde que nio conseguimos obter um elementoe nRo-nulo na
posi¢do (k,kd, continuamos com o algoritmo, 2 partir da coluns k+1,
tentando cologar outros slementos na diagonal. Mas, um slemento nulns

deve sor posto na posigdo Cl,kd.

Se ac final do algoeritmo dado, tivermos uma transwversasl
maxima, inicliamos entiic, o segunde estéagio do método, ne qual merio
utilizadss permutagdes simbtricas para termos a estruturs blooo

Lriangular para & matriz.

No fimal deste estigico, o8 elementos pivis estieo na diagonal

principal.

a3



(b PERMUTAGUES SIMETRICAS PARA ORBTER A ESIRUIURA BLOCO

TRI ANGULAR

Para este estagieo, seridc vistos dois algoriimos:
(i? Algoritmo de Sargent e Westerberg e
Ciid Algoritme de Tar jan.

rtal

Daca A « R Atraves do primeiro estagio, temos pernulsctes
entre linhas da malriz A, de modo a conseguir wuma Lransversal  méoscl ma
{ a menos que a malriz seja estruturalmente singular 3.

Assim, apds o primeire estigio, Lemos:

Pi A 12

com elementos nac-nulos na diagonal. Em seguida, desejamos reslizasr
permutagdes simétricas Ci.&, linhas & colunas prer mst ades
identicamentiel para gue a matriz de (12 seja bloco triasngular infericr

Lsupondo A reduti weld, Ou meja, gueremos encontrar ums matriz de

permutacio Q, tal gue:

HiFW
. B21 [Bzz
Q (M A Q@ = ~
Brny Baz., . . Buw

Ou  algoritmos serdo descritos com a ajuda de grafos

direciconados, asssociados as matrizes.
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EXEMPLO

a1 O at1s * *
A= la#s ass ana \\'\\ ///

Q O aga s
E- ]
MATHIS ORIOIMAL GRAFC ARBOCIADO :k MATRIZ

Os wlomentos da diagonal sdo considersdor nés de grafo o

T .. : = 1
cada elemento nao-nulo aij fora da diagenal, um arcoe dirscionacs

L i,
N Ll *
Ao aplicsarmos permutagfes siméiricas a ume matriz, ssu grafo

assoclade ndco & alterado. Apenas os nés recebem nova reotulagio.

EXEMPLO

i1 » - - P

it @i { \\ /

Ay o= O a2z O '\\ /’

add ARE =% %]

Considoerands as seguintes matrizes de permutagso:

0 0 1 0 1 0
Q" = |1 e} o Q=10 0 1
0 1 0 1 O o)

ana asi aaz
T
Q M Q= O st aLz
O o] RZZ

g4



O grafo associado 53 Q0 MQ é:

Z = > LI )

< 7

Um caminbe do nd @i para o nd ¢k num grafo, & uma sequinocis
de arcog Cet,vel, (ea,¢8d,, .., Lok-1,0k). Elo @ um ciclo se =k,

Un subgrafo conriste de um subconjunto de nds e de todos
arcos gue sic pares dos nds pertencentes s este subconjunto,

Um subgrafe & fortemente conectado se hé um caminho de

gqualguer um de seus nos para outre gualguer.

Ele & uma componente forite se & [fortements conecitado @ nao

4 b
pode ser  aumnentado, alravés da adigRo de nds exiras & arcuos

asgociados, para outro grafo fortemente coneciado.

EXEMPLO
i 2 3 4 = 2 componaertes fortes
d‘ ® » . raasy -~ e
2 ® x 1r b 1
3 ® H] ® i i
M X x SO N ;
] 3 * ® r l / \\
e s mjm+w — e

Os conjuntos de nds que compdem as componentes  foriesw
correspondem acs blocos diagonals da matriz, Cada nd pode pertences s
apenag uma compononte forte (que consiste de um Gnico ndd. Dests

forma, as componentes fortes definem uma partigio do graflo.
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Duff provou que a estrutura bloco triangular & essenciaslments
Gnica, @ gue padem ocorrer permutactes enibre linhas o colunas  derndr o

de um bloco diagonal, bem como enire os blocos, em certos casos [071,

ALGORITMO DE SARGENT E WESTERBERG

Podem mer construidos slgoritmos para enconitrar a estrutura
triangular de uma matriz, a partir da observagio que se A & uma

P :
pormutagic simdirica de uma matriz C, i.é&,

@ A & triangular, deve haver um nd no grafo ssscciade a €, do qual niwo

parte nenhum arco.

Claramente, este nd dave ser rotulado como primeiro nd Do
novo grafe rotulado. Eliminamos entdo este nd, bem como os arcos quae
apontam para le. Novamente, haveria no grafo restante, um nd do gual
nap parte nenhum arco. Rotulamos weste nd comoe o segundo & o
eliminamos, juntamente com o arces gue apontam para ele. FProassegus nodo
desta forma, & matriz obtida, asscciada a esta nova rotulacio do

grafe, serd triangular inferior.
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EXEMPLG

W
a
~J

Caminho: 1 + 2 + 3

Ao chegar ao nd 3, nio existe nenhum arco partisdo dele.

Logo, © nd 3 &€ rotulade como primeiro @ "apagade” do grafwo, bem como

BEUE AT COoXE,

|
|
|
|

Noevamente, seguindo o caminho, temos:

Caminho! 1 + 2 3+ 4 » B

Como no caso anterior, nao parte nenhum arco do nd B, Azsim,

ele & rotulado como segundo na nova rotulagdo, apagade do grafo,

Junfamoenbe Com os arcos ouss ohogam nelo,

w0y



Em seguida, temos o caminho 1 + 2 » 4. MNenhum nd parie do

- + T
né 4. Ble & rotulade como terceirs nd pa nove rotulagio, © Lemos:

3 # . Lo
Ne caminho que esta sendo scoguido, nac parile nenhum arco do

nd £, que passa a Ser o quarte ndéd B o nd 1, o quinto na nova

reotulagdo. Acabou-me o caminho seguido, @ agora temos:

7

Prosseguinde de manedira snaloge, © nd 7 fice seonde o sexbto nd
i b ” 3 3 ¥ f
da nova rotulagao ¢ o nd 8, o sétimo, Assim, a sequénocia de caminbos,

e #
usada para chegar a ssta rotulagac o

b4
. 2 4 4 A
Caminhe 2 2 2 8 2 2 7
i i 1 41 1 12 1 1 86 £ 4
PARAESO i 2 3 4 8 8 ¥ 8 2 10611

B8



1 2 o 4 W & 7 8a B 4 2 4 7 &
1 L 3 74
F4 oM K = oo
2 4 -+ K oM
-+ R X Z ® KR
- x 4 a 8
[+ b4 X W ? X *
? b b A b ®oon
HATRYIZ ORICGINAL MATRIZ APOM NOVA ROTULAGAD

pos MOE

Deve seor observado que no passe @, iniciou~se um  novo

caminhoe, pois o gue sstava sendo seguido, termincou.

Sargent. @ Westerberg generalizaram esia idéia para o casoc
bloco triangular. Este aslgoritmo utiliza o fato que todos os nds sm

qualquer cicle pertencem a mesma componente forte. Comegando de

qualguer né do grafo, um caminho & seguido atd gue se snocontre:

-

i um cicle ¢ que identificamez o encontrar o meszmo nd

duas vezes ), ou

&
(ii2 um no do gqual niEe parte nenhum arco.

Quando um ciclo & sencontrado, o nds que © compdenm Sao

L4 . -+ L
sondsnsados num unioo RO um no composto.

Se for encontrado um nd (ou nd compostol, sem gue nenhum arco

esteja deixando-o, este nd corresponde & ume componsnte forbe Este nd
@ seus arcos sao "apagados” do grafo, obtendo assim, um subgrafc.

Continuamos com o algoritmo:

Cad a partir do dltimo né no caminho gue esLi sende seguido,

LY



ChY iniciamos outro caminho ., a partir de outro nd, se o

saminho gque estava sende seguldo, acabou.

Deste modo, os blocs da estrutura desejada s3ao oblidos

sucassivamenta,
EXEMPLO

7 g

i 2 e 4 £

Comegamos © caminho a partir do nd 1.

Caminhe: 1 + 2 24 3 2+ 4 2B 48 4+ 4. Fol enconbrade um ciclo:

4 + 8 » 8, Fazemos dele um nd composto: 4°

?

"
.

> -

i & @ 4°

L

Swguindo o caminho, Lemos:
Caminho: 1 + 2 3 3 3 4" 3 7 » 3, Outro ciclo & encontrado:

34+ 4" 2 7, que & condensado num nd composto: 3°

20



Nio existem arcos deixando o nd 3, Assim, este & o primsiro
nG A ser rotulado.
Rotulande 37
3" £ 3 4’ T D
3 (8 C4 B B> 705
lo, 2o 3o, 4o, Bo.

Eliminando o néd 3’ e arco, temos o subgrafo:

1w > -i2

Assim ,rotulando o nd 2 como sexto nd na nova rotulagic, o o

no 1 como sétimo, temos:

1 2 % 4 % a 7 8 4 B a 7 2 %
1 w.x S E ® x
2 L S + w o= »
3 ¥ X = ®
+ » E o L LI 4
- L - kK E >
< E 1 LA & ® 3
? 3 = 1 ®in
MATRIZ ORIGIMAL APOR NMOVA ROTFTULAGAD

Neste método, existe wuma dificuldade associada ao novo

rotulamento, no passo dos nds compostos.

EXEMPLO

&~

F

-

w

L= 58



Sucessivos nos compostos:

lo. nd r € 4 8D

2o. nd : ¢ B C 4 53 63

3, nd 1 20 3C 4 55@)73

40, nd : C 1 CR2C3C4 B2EDT7D 8D

Quantidade de novas rotulagdes: 2+4+6+8=20

ALGORITMO DE TARJAN

QO algoritme de Tar jan segue & i déia basica do al goritmo de
Sargent & Weslerberg, tragando caminhos e identificando componentes
fortes. Mas, ele tem a vantageom de evilar o passo de condensagso de

nés (1673,

Novamenie, seguimos caminhos alraves do grafo associado a uma
matriz, mas agora, os nds sdo mantidos numa pilha. Esta pilha mantémn

(ad os nds gue @sido no mesmo caminho corrente, ou

(b)) os nos para oz guais ocorreu um “backirack” ¢ este
"backtrack®” significa gqus c:ccsr:leu um ciclo ag seguirmos um caminhod.

Para cada nd na pilha & utilizedo um apontador € lowlink
para indicar gual o nd gque ostd maim abaixo ns pilha, num caminho
seguide, Todos "lowlinks™ sHo iniclializados na pilha, apontando para o
préprio nd.

0 algoritme de Tarjan consiste numa corta guantidade de

passos principails, cada um consistindo de uma sequéncia de passos

”~ -
secundarios.

Q2



Passo principal: comega pela cologagao - no caminho = na

pilha — de gualguer nd que nao esteja na pilha, num passo antorior.
Sequéncia de passog secundirios: o caminhe & aumentado de

mais um nd a cada passo, ou redurido  se houver um "backirasoy ™.

O passco principal termina guando acabam a pilha @ o caminho
que estd sendo seguido. O algoritmo termina guando toados o0s nds foram

ordenados tornande impossivel iniciar oubro passe principal.

EXEMPLO
7 &
1 2 3 4 5
D A
5 8 6 B8 6 8
F & a
s 5 5 B8 5 & 5
4 4 4 4 4 4 4 4
pilha 3 3 =2 =2 =2 3 3 3 3
= 2 2 2 2 B 2 B B 2 2
1 1 1 1 1 1 4 1 4 1 1 1 1
1 2 3 4 B B8 T 8 8 10 11 12 13

FIQURA
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Estamos seguindo o caminho 1 + 2 » 3 + 4 3 8 » 8. No passo £,
encontramos o caminho fechado ¢ 4 B 6 3 ¢ este fato & indicade por
6‘. Aqui, o indice 4 & lowlink. Igho significa que hid um ciclo e que o
nd 8 extd “preso” ac nd 4. No paésc 7, © caminho fechado (3 4 8 8 73 &
encontrade o indicade por ?g, Q lowlink aponta para o nd onde inicia o
nove ciclo, No passo 8, nic ha mais arcos deixando o nd 7. Este nd &
removide do caminho ¢ esle é@ rotulade come primeiro nd 2, mas nao da
pilha, pois ele & parte do caminho fechado 8 - 7. O lowlink de 7 &
removide e passado para B 63 D, D nd 7 & o primeirc nd na nova
rotulagdo, De forma analoga, seguimos abtdé o passo 10,

No passo 11, os nds 3, 4, B, B8 ¢ 7 estic todos no mesmo ciclo

@ m3c retirados da pilha. Eles pertencem a4 mesma componente forte. Em

segquida, Ltemos as componentes fories 2 e 1. Logo:

i 2 3 4 W o 7 TS OB 4 F 2 3

k) M M i H » 1

b4 x oo < ® M o®

] = ® ool E )

& b » + x ® X

= X ox 3 M

< X M 2 »F R

7 4 X i ;cw
MATRIEZ ORIOGINAL AP&S NOVA RO’I‘U!«AQK(}

O resultado final & semelhante om ambos os algoritmoes, apenes
diferindo na ordem dos elementos num bloco., Porém, foi eviitado » passo

de rotular nos compostos, como no caso do algoriimoe anierior.

Num passo tipico do algoritmo, existem o= seguintes casos:

1> Encontramos um nd gue nag estid na pilha. Neste caso, & sé

adicionA-lo & pilha @ aumentar o caminho com este nd,
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EXEMFLO

£

-

[y
k]

Estamos seguinde um caminhe iniciando = partir do nd 1. Mo

passo 2, Lemos:

passa 1

Come no passoe anterior O passce 1Y ndo havia o nd 2, =le &

adicionado & pilha & ao caminho,

(2> S3o examinados todos os arcos a partir do nd corrente o
seu lowlink aponta para um nd que esté abelixe dele. Neste caso, wsie
-

nd & retirado do caminho, mas nie da pilha & seu lowlink é transferido

para © nd que esti imediatamente abaixo.

EXEMFLO

E

F

>
*
5
4
L ]
£
L]

e



41 4 4 4

33 33 3 . 3 B

= = 2 = ai 2
1 1 1 1 i i 1 g
1 2 2 4 B =] rd b2

No paszo B, o nd 4 € retirado do caminho, mas n3c da pilha
{ver passo B) @ seu lowlink, 1, & transferide para o néd que esta

imediatamente abaixo, ou seja, tLemos 3‘.

€3 Todos o arcos do né corrente a0 examinados, o seu
lowlink n3o aponta para um nd abaixo dele. Neste case, o nd corrente e
todos acima dele na pilha constituem uma components forte = w3c

removidos da pilha.

EXEMPLO

Mo exempleo anterior, no passo 7, toemos esia si Luag:go, Os nowm

1, 8, 2 & 4 constituem uma componente forie @ 30 retirados da pilha.
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CAPITULO HII : ESQUEMAS DE ATUALIZAGAO DE BASES

1~ PROBLEMA DE PROGRAMAGAQ LINEAR

Um preblema de programagac li near consiste em maximizar ou
minimizar wuma fungdo linear ( chamada fungdo objetive J, cujas
varidveis estic sujeitas a um sistema de equagdes lineares de
igualdades esou desigualdades ( chamadas restirigdes do problema . A

matriz associada a oste sistema & chamada matriz tecnologica [0O21.

O problema pode ser escrito como

MIN 2 = &1 21 % C2 X2 + 0 eenenn 4+ EH Xm

s, & S Me b RAZ XE A L. 4+ Ham xm = bs
AZd Kt +* BREZ XZ F . + gazm xm = Dz
anit ¥t + an2 »xz2 + . ....... + anm xm = bn

onde

Z 1 fungio objetive

£j o, i = 8,2,..4m 1 custo unitario da wvariavel xj

®i s, § F 4,8...,m : wvariavel de decisio

Bij o, b om L@ ., 5§ o= 8,2 .0 1 cosficlientes tecnol dgicos
Pio, ¢ = 3,2,..,m ¢ disponibilidade do recurso i

@7



Ha forma matricisl, temos ¢

MIN 2 = ¢ 'x

5.8 A s = b
C10
x* 2 O
>
com A & RTT
Consideremos o problema (12, Supondo que Leros uma base

inicial B & B""" e uma solugdc bisica factivel inicial, A matriz A,

bem como o velores X @ ¢, podem ser particionados, de modo que:

A = [ B :+ N1
*» = [ omeB o xN ]
c = [ cm : ewm 1

Assim, o problema (12 pode ser sscrito como:

MIN 2 = chxn + aNTXN
B xs + Nxv = b
X > 0
bl &

Phar . 5 L4 - Eard - ¢
onde W @ 2 MM s30 as wvariavels chamedas basicas @ 2Nao-Dasicss,
N i u o+ #
respectivamente. O problems acima pode ser resel vido atraves do Melodo

Timplex Fevisado,

1.1~ METODO SIMPLEX REVISADO

Escrevendo a inversa da base comoe um produlo de matrizes de
transformaccoes sleomentares, temos

B* = En En-t.... Ei
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O método simplex revisado pode mor roesumido como:
-1
PASSO 0 : »» = B'b
e o= D

Z = cp B™'b

T T i
H

H]
0
o
W

i
0
W
I
?
133}
3

4
-
3
-

Este passe & conhecido como “backward transformaiion
BITRAN 2, pois as malrizes de transformagdes eslemonlares AL

multiplicadas na ordem reversa - n.,n~1,....1 o,

FASSO 2 : Encontrar o custo reduzido de cada coluna aj < A

zj - ¢j = c8® B 'aj - cj
= l'if &j — <j
Lonwiderar M?x Z2j — ¢} = Zmq — &g
Se¢ zTg - Taq % 0O »PAI;?AR‘ t & solugdo corrsnte & Stima., Caso

contrarice, ir para o Passo 3,

PASSO %3 : 5S¢ z2q -~ cg > O, calcular

Gy = Qﬂiaq = En, En-1. . . . Ea. iy

Este passo & conhecido como “Forward 4transformation'
C FTRAN 2, powis as malrizes de itransformagcdes elementeres sao
muitiplicadas na ordem direta €1,8,...,.n).
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PASS) 4 : Se ag % 0, PARAR : soluglo ilimitada. Cazo agq > O,
determinar a varihwvel bisicsa que vai deixer s base. Fazendo 7 » B b,

escolhemos a linha piv® p, atfrav&% do teste da razso

A oy,

B2 o nin {-ﬁi-- ’m>o}
; _ 5

PASSO 5 ; atualizar B! e R, através da multiplicag8c por:

B P TR
{En*!. = ™ np,md

Tirynet ‘:\5, 1

= — ot ]
LA ot i g )
onyde ) Gip
) 1
R
|28 Ap
Az matrizes Ek, k¥ = 1,8,..,..,n s3us chamadas de "veloresz ETA™.

pois cada uma delas & completamentie definida através dos elemenios .,
e pele indice da linha pivd., Estes vetores sao armazenadon
sequencialmente num arquive  [18],

. 4
A nova inversa da base ¢ dada por

C B2 = Enes. B
= Epet, En.....Ea
E também
B = Erss. 3
= Ermt. En.....EB. D

A atualizagdo da inversa & feita através da forms produte da

inversas LPFID
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Existem basicamente dols métodos que sdo usados paras inversao
e stualizrgho de bases em P. L. : PFI & EFI |

Durante mpuitos ances, a }_téc:nica padric para atualizagio de
bases, wusada em pacotes, foi a f‘of‘ma produto da inversza (PFID.

Porém, este ssquema nao ¢ tso eficiente quanto a forms de
eliminaglo da inversa CEFID. B amplamente reconhecida a eficiéncia do
esquena EF1 sobre o PFI, em termos de rapidez e pfecisga (181,

A forma de eliminagac da inversa CEFID utiliza & fatoragio
triangular da base ( decomposigdic LU ). & tem .Sidm implementads  num
grande nimerc de pacoles comercials de PL 18],

Na EFI, os fatores triangulares 53@ usados na atualizagdo da
inversa da base, bem come nas iteracdes posteriores a reinversio.

Deste modo, o© passo B ( de atualizagic de bases D, serd

alterade para um procedimento gque utilizs fatores triangulares L s U

U= mét.odos mal s conheclidoes para atualizar Tatores
triangulares de uma base ®8o:

C1D> Método de Bartels e Golub

(2) Método de l:“r::nr‘r‘earszt,E a Tomlin

O método de Bariels o Golub & o Onico esquema estdvel pars
atualizar fatores LU de uma base [(38], mas apresenta dificuldades na
implementagdc computacional para problemas de grande porte, devide &
perda de esparsidade nos fatores triangulares,

J4 o mdtode de Forrest e Tomlin & de facil implementacio
computacional & muto atrative do pontec de vista da esparsidads,

Porém, & numericamente instivel [36).
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Existem implementacdes baseadas no método de Bartels e Golub,
Ltals como aw implemenitactes de Saunders o de Reld, embes estivelis e

eficierntes ., que mantém a esparsidade de bases,

Na implementagic descrits por Saundere, sac utilizadas awn
estruturas de bumps o spikes, oblidaz c¢com o algoriimo P*. A base &
decompasta em fatores triangulares. Alravées duma permutagado simétrica,
a matriz triangular superior passa a ter uma esirutura especial, o &
armazenada explicitamente. A base inicial & modificada pela iroca de
uma de Suas colunas, Atravées de permutagio simétrica, oblém-se uﬁa
matriz que & nde & lrianguler superior davidoi a sua Ultima }lisha,
composta por elemenios ndo-~nulos. Fsta mairiz & triangularizada por

meio da eliminagio Gaussiana.

A implementagio deste método de stualizagic & ussade no pacote

MINOS/AUGMENTED,

No métods deserite por Reid, a base original & decomposta em
fatores triangulares, airavés do método de Markowitz. Apos Lrocs de
uma coluna, a matlriz Lriangulér supgrior passa a apresenitar um bump,
Entio, por melio de permutacSes de linhas & colunas,. & conmeguids umm

estrulura que &, pelo menos, bloco iriangular supericor, Em segulida, a

matriz € reduzida A estrutura triangular superior, alravées da

oliminagdo Gaussiana,

Os métodos de Forrest-Tomlin e Bartels-Golub, hem como suss

modi ficagdes, serao anslisados a seguir,
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2 - ESQUEMAS PARA ATUALIZAGAO DE BASES

2 . 1- METODO DE BARTELS-GOLUB

Devido 3 instabilidade numérica de PFI, Bartels o Golub {01}
propuseram como alternativa, uma fatoragdo LU da base, que pode ser
atualizada de maneira estavel.

Considerande o problema @

MIN & = e x

w
g
+
4
2
i1
i

r————
$ 18
—
¥
o

onde B e R e N e @D

Temos a fatoragso da base inicial
B = L U
oy LB = U €12
A squagio C12 pode ser escrita como
L% bt ... bp ... Bn D = € Ut ... Up ... un D
onde bi . o wo o, Vo= 1,2,....0 s3o as colunas das matrizes B e U,

respectivamente.
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Feita a decomposigdo L U da base inicial, as atualizacgdes

para L sao representadas na forms produto, enguanto gue @ matris U &

armazenacda e atualizada @xpliqitamente [20F.

Supondo que numa iteragsce do mélodo simplex, a coluna bp

seja trocada pela coluna aq € A .Ent3o, a nova base &

Consi der ando op = L Tag

L7 € bt ... ag ... b3 = Cw .., Op ... Un 2
Ou seja
R - SN

Em geral, L’ B nao é& mais triangular superior, diferindo da
malriz U , apenas na coluna p
Usando uma matriz de permutagBo Q, a coluna op pods ser
-1

LT
aolocada no Final da malriz L. B ., cobtendo entio, uma matriz

Hagsenboeryg superilor
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FIGURA 1

A matriz de permutagic {az com gue & coluns op seja colocads
no final da matriz L™ B , movendo as colunas intermedisriass, de p+t

L4 herd W
ate n, uma posicic a esquerda .

Deste modo, 2 estrulura da siouga 1 poade ser facilmenls
reduzida & forma Lriangular superior, através da eliminacie dos
elementos da subdiagonal.

Ao serem  eliminados os  elementos niEo-nulos da  subdiagonsl,
considerando come pivos os elementos da diagonal principal, este
metode nac serd numericamente estivel [41]1,

Assim, para cada coluna j = p,... 01, ¢ pivd escolhide enbre
o elemento da diagonal ou da %ubﬁiagmnal & agquels quse tem maior valar
abscoluto, Portanto, deve ser permiitida a permutegio entre 1inhas, s
necessario, na escolha dos pivos [101,188],

Entdo, através de uma sequéncia de matrizes de permutacio
{ guande houver necessidade de troca de linhas 3 = de  malriees
triangulares infericores elementares ¢ para eliminar elemsntos da

subdiagonal 2, a estrutura triangular superior & obtida novamente.
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Considerandc a wmatlriz G como resultante da sequincia de
mabrizes necessarias pears que & 2 forme triangular  msuperior oes o

obtida, tem—-se

cL*Baqe = el = 6H = U

ou LB = U

onde U & uma matriz triangular superior. Tem—se entic que
B = 1L U

A inversa da base B & dada por

Embora o méiodo seja aliamente preciso, a cada eliminagio de
um elemente da subdiagonal, os elementos das linhas de p até n-i da
matriz da rFioura 1, vio sendo alisrados, podendo desta forma, causar
presnchimentos na matriz Lriaﬁgular gsuperior, Assim, para atualizsr a

matriz U, & precise ume sstruture de dados comploexo, pars oque nio haias

perda de eficiéncia do mélodo [E0],

IMPLEMENTACAD COMPUTAGI ONAL

nH™

A base B e [R & decomposta em fatores Lriangulares e

B o= la.Le2. ... Lo Un.Unsx. ..., .Uz , ande:
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para Kes,2,, .. 0.

Os elementos de Lk e Uk tém apenas sinais oposton a dos

obtidos om Lk @ Uk, respeotivamente,

A inverss &

-4

BT* o= ust LuRt ..., unt LRt LR L. L

S0 utilizados dois arquivos pars armazenar astas matrizes

"Rackward ETA file " ( psra U 3 @ * forward ETA file “ ¢ para L™ 3.

-4 w4 .
Cada uma das mabrizes Ui = L. T - N & armazenada como  um

vator ETA [811,139].

Suponde que & ¢oluna by da base originsl foi modificada pars

ag, tem-se que

-----

| ) (20 be ... B ... bn ) =L Ut ... Gp ... un 3

Através de permutagic de colunas, & obtida uma matriz

Hossenbwrg superlor, que Serd trisngularizads por meio de ol iminegso

Gaussi ans.
el Lade, . Li*BOo=UQ=H
inalteoradas, Up &

Asm  mabltrizesm Uk, e, ..,p-1  [pPermeaneoom

apagads o as Jdemals matrizes Uk, k=p+t,. .. ,n s80 modificadas Para Uk.
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A atualizacao das malrizes Uk, @ realizada do sequinte modo,
As matrizes ©o'

C L P L ! }

Beo  meatriwzes de L enmformeegoes

' N o o

elementares, incluindo possivel permutagBo snire elementos nio-nulos
I

da diagonal e subdiagonal de H,

EntBo, para kepst,...,n, Len-se
Passo 1 @ Chlculo de G
net .
G = 1]Gs . Obtenho 67,
sz
Passo 2 : Atualizagdo
Ui = a" !
ETA

EFA

ornde Uk é
ETA

matriz ﬁk

a coluna nido-unitéria da matriz Uk, A partir de ﬁkF ¥

é vonstrulda, pars kep+t...,n.

O Witimoe velor ETA, relacionado & coluna op,

é atuslizadso
por:

~3 -~ -4
ap’ = Gr-s, G-z, ...,

Gp . op

#

-3 ~% =1 -4
Broeg. ....Gp Ln.....La", aq

Chamande Unis = op’ , tem-se :
- ~4 —f o d ke Mg meed
¢ U o2 = .Uz, .., Up~s, Upes, . . Un", Unses

O arqguive M backward ETA file *

b 4

o escrito coms ¢
-4 -4 S 3
Usg . Uz ... Up-a. .

s ST |
.o Un" L Una
g o arguive M forward ETA file”, como
~-4 -k

[ TP - B

R -~ = S Tty e L bat
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2 . 1.1~ IMPLEMENTACAO DE SAUNDERS

A implementagio da atualizagio de Barlels-Golub feita por

Saunders [36), tira proveito das estruturas de bump o spikes, obbLidas

através do algoritmo P* 1171, de Hellerman e Rarick. A estrutura
conseguida para a matriz, ac {inal do algoriimo & triangular inferior
ou bloce triangular inferior, quande & matriz for redutivel [081.

. 4
Consideremcs uma base B, apds P

FIGURA 2

A fatoragldco L U da matriz da rroura z & a seguintie
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Os  elementos da  diagonal da matriz U sdo i s

preenchl menlos CFil1l—-ind e pockem OC T 1 avoni sl mont Fidi

decomposi¢do L U, estio restritos as colunas spikes.
Nesta implementagdo, a matriz U & armazonada expliciiamnonts,
Portanto, seréa visto comoe obler uma melhor eztrutura para U, de modo

que o armazenamentio e cdlculo relacionados com seus olementos sejam

realizados de forma sficiente.

PARTICI ONAMENTO DA MATRIZ U

Consideremos P uma matriz de permutngio que mova todos on

spikes para o final da matriz U, mantendo a cordem das colunas, Alravés
. . T :

de permutagho siméirica, ou seja, P U P , & matriz passa a tLer a

seguinte sstrultura

H l R

jnt]
i

F

FIGUIRA B

onde F & triangular superior,

Sord visto o gque scontece & baswe, no casce de stualizagdo, num

passc do mélode simplex.

Consi deremos
MIN 2 = o'x
A = b
. a. Moz D y com A < R
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Ka forms matricial:

MIN 2 = cB xs -+ CNTMN
Bxe + Nxnv = b
xn
------ > 0 , com B e R
M

Wilizando o algoritme P*. me B for uma matriz reoduti vel ,

Lemos :
Pi B Pz = BA
Fazendo a decomposicio L U da base
F1 B Pz = B& = LU

ou L™ Ps B Pg = L™ B, = U

O préximo passo & particionar U para obter a estrutura da

FRIFEA 2
PTL* P B P2 P = PTL"BAP = 1

FPortanta, tLom-se quag:

pT Lt B, P = U €1

A equacdo (17 pode ser escrita como

PPL*PiC b4 ... bp... bndPaP = C ut’ .,. upt

Suposndo que 8 coluns bp seje trocade pels coluna

-1
numa iteragico. Entdo, fazendo oap = L Fi aq , tLem-se:

111
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PP L PaC b1 ... ag ... bnd P2 P = Cut’ ... ap ... un" 3

ou PTL* g Pap = U

A estrulura oblida &

ot
i

-

Permutande © spike para a ultima posigso da matriz U, &
abitida uma matriz Hessenberg superior

PP L*BpqQ = U0 = H cEp

Pré-multiplicande (12 por Q. ou seja, realizandoe permul sgio

simbtrica € Q U Q 3., temos

¥

A

FIGURA 4
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Através da eliminacdeo Gaussiana, a matriz da rFiocura < @
reduzida s uma matriz btrisnguler superior. Apenas o velor linha v* o F
ost3o envolvidos ns eliminagio,

Considerands 1 como n malriz resultante da sequencia  de

matrizes necessArias na oblengio da metriz trianguler superior, temos:

A inversa da base B é dada por
CHBI = PQecUd*aq P71

DETALHES DE IMPLEMENTAGCKO COMPUTACIONAL DO METODO

(1> A matriz de restrigdes, A , & armazenada por colunas

atraves de uma lista de indices de linhas e de apontaderes para os

valores numéricos dos coeficlentes,

€2) A matriz U & particicnada em R & F. Estas duas malrizes
sao armazenadas por colunas, mas separadamenta.
A matriz R & armazenada como uma matriz esparsa & F, como uma

matriz densa,

(3% A refatoracic da base € feita apds um certo nimers de
iteragdes ¢ por exempla, k D, ou sSempre gue naoc houver memdria

suficiente para atuslizer L., R ou F .
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Se forem encontradas na base s spikes Catravés de P*), serde
reseer vadams LCL+43 2 posicSes de memdria pars F, onde Lok, BEele
valor { & um limitante supericr}para a quantidade de spikes antes de
uma refatoragdo da base. Temos 5 priori, que a base seréd refatorada a
cads ko itoraqgam. Dosta forma, s+ houver a criagio de um spike a oscdr
iteragdc, poderdo ser criados no maximo k  spikes, antes de cada
refatoragdc. Assim, o numero maxime de spikes entre a iteragio em que
& baze possul g spikes @ a préxime refatorsgsio & i=s+k. Dag tCL+13.-2
posicSes disponf{veis de memdria, primeiramente @ armazenado F e apds,

no restante disponivel, as matrizes R e L.

ESTABI LIDADE

A sequéncia dos elementor plvés obtida usando o algoritmes *,
pode necessi Lar de reordenagdo para garantir estabilidade numébrica s
base inicial. Wiilizando um critério de tolerdncia para estabilidads,
com parameiro £ 0 < u £ 1 0 , pode ser decidido se um determinado pivh
é sceito na ordenagio estabelecids por P*.

Porém, devido as éstruturas de bumps e spikes, ss  um
determinade pivd nic for aceito, una permutagidc entre linhas pode
aumentar consideravelmente a quantidade total de spikes, além da perda
da estrutura oblida wusando o algoritmo.  Portanto, devem  haver
permutages apenas entre colunas de um mesmo bump, para que rao hajs
altoragio da estrutura da matriz.

Consideremos a matriz A € K™, Apds o algoritmo P* , itemos

B = P A Q = L Y o B = {3“.-‘]'}9 £3j=1:a . s
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Supondo que o slemento akk # O nao fol aceito como pivd, deve
sor procurads nas outras colunas do bump, um slemento akt € L # k3,
gque sSatisfaga

;aktla u | aki oLk

Vejamos come realizar esta tarefa, uma vez gque as malrizes

T
s&c armazenadas por colunas. Fazendo L p = ek, temos:

B =1l U

gY = uT LT

™ p o= SR B

BT p = u’ &k
ou p B = ek U

pP B = ¢ O, idae s

S -t
Pinha

Oz <wlementos da pT B wnbac na k—dsima linha do bump. B

escolhida come coluna parsa o nove elemento pivs
T T

lp bt | = wax | p bj |
onde § & indice de oolunas splkes no bump @ B =1 ki .. be .. b~ 1.

Se | av | 2 u|aki]| ., oelemonte aki ®¥ O & o novo

P v,
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2 .1.2 - IMPLEMENTAGAQ DE REID

Conuiderands & buw@ iﬁicial B, & umada  a antrat&gia

Markowitz de escolha de plvos para realizar a fatoragfo LU e obler:

Modificando a bame om uma coluna. tLemos:
L' = U

bt
onde U & como a malriz da $IOURA 4.

A matriz U difere de U , apenas na p-ésima coluna,

e

Foi sugerido por Saunders que poderia ser Lirade vantagem do

fato que, no casoe em que as malrizes {ossem esparsas, seria improvavel

que a coluna spike ¢ Fioura 1 Q) atingisse a (liima linha da matriz .

Ong s s

2
i

Agsim, ac permutar a coluna spike para o final da matriz @,

seria oblida uma matriz Hessenberg superior, com uma quantidade menor

de elementos nic-nulos na subdiagonal.
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Através da eliminagao Gaussiana, a estrutura triangular

supericr seria conseguida novamente.

Foi proposto por Reid, antes de permutar o spike para o final
da matriz ﬁ. tentar conseguir uma estrutures melhor, de modo gue, ao
realizar a eliminagic Gaussiana, houvesse diminui¢do na quanitidade du
cperactes aritméticas, bem como na de f£ill-in.

Supondo que o spike ndo atings até a Gltime linha de ¥

O algeritmo de Tarjan poderia ser usado para enconbrar ums
estrutura triangular ou bloco Lriangular superior para o bums [O9),
Porém, sera wviste um métodoe descrito por Reid, gue busca, abravés deo

permutagdes de linhas e colunas do bump, encontrar tais estruturas.
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METODO

Conaider emon G «< iR '
&

O spike estd na coluna o e val até a linha £, E tentado
obter uma estrulura triangular superior para o bump. O método seri
descrito em termos gerals

Temos, entio

&

FI1GURA %

Com possivel exceclio do elemento Co.a)_. Que periteance ao
spike, todos o oubros elementos da diagonal principal s@o nio-nulos,
pois s3o originarios da matriz U,

A partir do spike, sao procuradas col.unaa Cue POSHUAR U

o+
inico elemonts. B¢ a coluna k @ & primeira gue tem um Unico elwsmento

£ FIOURA ©.a 3 Leremos enido o elemento (k,k) na s-ésima poskgio

diagonal, alravés de permutacdco simétrica.

e



T

O
x
&
9

o B
o
; )
O
]
S k 1
i

o
i
el
1y
£ o
Fiogura o. o FIGURA = T
O antigos elewmentieoa diagomais o+l , o+2,. .. ki, Cagorms on,
S48, . ..k D, sa0 doeslocados uma posigio & direita. Além disso, o spike

& reduzido em uma posigdo, ocuparddo agora a coluna o4 ( FIOURA o. b I,

Nonhuma das colunas, de s+« atd k £ antoeriormente, o+t até

k-4 3 podem Ler um Gnico elemente. Porianto, o processo continus &

partir da nova k-é@sima coluna da submatriz obtida.

had

® k+%

Este passo termina quando ndo se tem mais nenhuma coluna com

um Onico elemento, chegando a coluna 1.
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Em smeoquida # realizado um proceuwo semelbanie, procus s
agora por linhas com um Unico elemento. Provavelmente, o bump original

: .
wais menor nerte parse. Portanto, supte-se que r 5 o5 .

\,\r £

BN

As linbas de m-1 até r &8c exeminadas, & ¢ procurada uma que
possua um Onico elemento. Se a p Cuima linha satisfaz esta condigio,

seu slemento 2 permulado para a m-ésima posigac diagonal.
r £

-

O motive pele qual se inicia a buwca @ partir da Iinha -1 &
davidae ao falo que existem gemprae dois elementos nesta linha : o
alenento que determina o comprimento do spike e © elemento diagonal,
proveni ent.e da malriz triangular superior.

O processo continua, a partir da linha p, atéd que nio haja

mais nenhuma linha com um Gnico elemento,
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Deve ser observado que as permutagdes realizadas nests pamso

£30 necessariamente simétricas .

O proxime passe & permutar © spike pars o finsl do bosp
reordenado, para se obler uma matbtriz Hessenberg superior. Devido aos
passos anteriores, a Unica coluna na qual & possivel encontrar um

unice eléemente & a coluna spike. Se isto ocorrer, op pamsos enloeriores

sao repetidos até que:
12 n3o haja mais bump ¢ 1.e, a matriz ol triangularizada 2

€22 a Gltima colune DRe POSSUA UM Uni ao ol emento,

Para o caso (12, P S Q= U (o bump & triangular superiorD
™ = Q™M Lt

Para o caso (22, P 8§ Q = H { bump Hezmsmonberg superiord
™t = Qdd e p Lt

Cada pivd estard numa coluna que tem uma quantidade minimes de

wlemnentos maoc-nulos @ dentro desta coluna, ole estard nums Jinha oom

guantidade minima de elementos nio-nulos.

ARMAZEMAMENTO DE MATRIZES

A matriz que mais apresenta dificuldades de armazenagem & &
matriz triangular superior. Iste, devide & ocorréncia de £ill-in,
durantes & redugidc da matriz Hessenberg superior para s {orma

triangular superior, através da eliminagio Gaussiana {341,
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Un esqguema adedquade para armazenar mnatrizes esparsas 2 o
esguena de lista-ligada ¢ 1inked list 3. A cada elementoc ndo-nulo da
matriz, ostio asgociados dod sa nﬁ;nar om intedirom ¢ um indica em gus
coluna o #lemento niAo-nule se enconira € JCOL D » o outro, onde &

encontrado o proxime elemento da mesma linha ¢ LINK 2,

EXEMPLO
7.0 2. %, &
A . [+ )
ok, % 2. %
- T
3 > a b 5 b hd £
ISTART 6 8 3 5 B
VALUN =. 7 FNs] 0,1 P 27 .3 - 0.9
YET = y e y\ z i - pe)
CTHE =3 %) A o 5! 1 - 8}
Come sa 1&
LIMHA 1 - ISTARTCID = 6
VALUE = 7.3 JCol = 4 LINK = 1
VALUE = 2.7 JCOL = 2 LINK = 2
VALUE = 6.2 JCoL = 4 LINE = 6 - nZe hid mais

wlementos nac-nulos nesta linha. Ir para a proxima,

LINBA & -~ ISTART(Z) = 8

VALUE = Q. @ JCOL, = i.INK = £ — nao hi mols

il

el ementos nic-nulos nesta linha, Ir para a linha 3,

LIMHMA 3 ~ ISTARTC32 = 3
VALUE = 6.1 JCOL. = 3 LINK = 4
VALUE = 2.1 JOOL = 4 LINK = O —» ir para a linba 4
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LIMHA 4 - ISTARTC4D = 8

VALUE = 3.7 JCOL = 4 LINK = O, Fingl da matriz.

Outra poselibillidade & usar o erquems sugerido por GusieYnon
{221, onde s3o necessarios dois arquivoes. Num deles, sio armazenados,

por linhkas, os valores dos elementos nds-nulos, juntamente com os

indices de suas respectivas colunas. O outreo arguive conlém os {ndices

das linhas dos elementos nde-nulos gque existon om cada coluna s
matrliz.
EXEMPLO
1 - -} 4 e ] ? B © 16
I1START s 2] & 10
T ] 1 = 1 ) A
VALUE - 7.3 2.7 6.2 - 5.1 21 O.w - 3.7
JCOL - 1 e 4 - A 4 €2 - 4
onde ICi2 : gquantidade de elementos nic-nuleos na linha i, i=1,...4
1 z = 4 5 ] 7 8 2 10
ISTART 3 7778 g
J i = i ]
IdoL i = 1 ~ - 3 - i 3 4
onde J(id @ guantidade de elmentos nao-nulos na coluna i, i=1l,...4

Durante o processce de eliminacio, ac ser escolhide o alesmento
pive na matriz H, & linha pivd passa a ocupar novas posicdes non
arguives, e suas antigas s3o apagadas.

Se ocorrer fill-in durante s eliminagio Gaussisos, snbow
arquives devem soar atualizadeos e, havendo neceusidade, devem mar

aumentados para gue seja possivel incluir o novo elemento,
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2.8 - METODQ DE FORREST E TOMLIN

Forrest e Tomlin [181, [30Q) propuseram uma variagace do método

de atualizagico de fatores iriangulares de Bartels = Golub.

Embora o metodo seja atrative por explorar a esparmidade, nao
permitinde fill-in nos fatores triangulares da base, o mélodo ndo &

numericamentie estavel (361,

Considerando a fatoracio da base B:

pode ser escrita como

L™ bi ... bp ... bn > = { ud ... uUp ... un 2

Supondo que numa iteragao, p é & linha pivd o que a coluna da

base, bp, & trocada pela coluna ag € A , Lenos gue

T - T

onde, provavel mente, U nio & mais Lriangular superior, diferindoe <de U

-
apenas na coluna p . Considerando op = L aq ,» cblemcs

L ba ... aq ... bn D = C ut ... op ... un
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Ony, adnda,

Alraves de uma malriz de permulegdo Q. a coluna op pode ser

colocada no final da matriz L' B

L"* BQ=H=

A matriz H & Hessenberg superior e pode faclilmente ser
reduzida & estruturs triangular superior.

E neste passo que o método de Forrest — Tomlin difere do de

RBartels -~ Golub

A estratégia usada para esta tarefa & : eliminar os elemontos
da linha p., nas colunas de p até n-1 da matriz H, ou seja , eliminar
os elamentos hpp, ... hpn-t
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tilizando uma matriz elementer linha R, onds

£t 2 1 - op rT F
.
r = CO,0,....,0,rpr,...,.rnl
Leamos
1
R-:l = ~ 1 rp+4t rm

Como as colunas de p até n-1 da matriz H s8c idénticas as
colunas de p+l até n da matriz original U, a mesma matriz R

eliminara os elementos hpp,..., hpo-t de H, ou up,p+s ,..., upn de U.

Este fato pode ser utilizado para simplificar o calculo de

T ' T
r . Deseja—-se oblLer r de modo gque oz elementos Wp,ptt 5. . . 5 Upn
sejam nulos . Para isto, & precime resclver o seguinte sistema
o W |
r’ o= G0 U CaD
— P I
onde 1 = 0.0, .. Upp, Upptd, . . ., Upnd

A equacis (12 pode ser escrita come
u' r = u

Resolvendo o sistema , temos r e a matriz R pode ser
sbhitida facilmente, pois

R = I - @pr’
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-1
Sera analisade agora, o gue ccorre com R U

R*U = €I -epr” 23U

B

anpr‘TU

U~-epu Uty

t

it

U—ep{;?

Isto significa gue:

T ilo 6T

...... PSPPI

Assim, ne linha p de Fé"* U, oz elemcailon das colunas de ptl

atdé n SR zeros . Apenas o slemento C(p,pd de R*U & nBc - rulo

e
Usands & mesma idéla para U, temom entio g

3 i
R U = Ard b rmARAd ARV HER R R AT E
i P
ap ' I
FIaURA 7
- o ST |
A coluns dp agora & opr = K LT ag
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Multiplicando & matri» da fFIouURa 7, por  uma  mabriz  de

*

permutagdo Q, de tal forma que a coluna op seje colocada no final di

mabtrix, Lemot i
p ptid g

~4%

|
|

Pés-multiplicande R™H per @ , iste &, obtends uma

permutagdo simétrica, ¢ @ R U Q2, teremos

o4

k §

Oz elementos qgue faziam parte da subdiagonal apds ests
pormutagic, sio os slementos da diagomal principal. As linhas de pel a
n da matriz B* U Q slo agora as linhas de p a n-1 da melriz

" r*UQ = U
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Portanto, temos que
u = @ R* 0 q
onde U & triangular superior.

Mas U = L7 B. Deste modo:

U = @ rR*LYBQ

B = LRQUQ

R
A inversa da nova basse B & dada por

IMPLEMENTAGAOC COMPUTACTIONAL

Come no método de Bartels @ Golub, supondo que houve
modificacio na base original, devido a alteragdo de sua p-ésima coluna
pela coelune sq, & atualizagas do U processa-se do segulnte modo:

As matrizes Ui , j = £2,....,.p0-4 permanecem inalteradas. Up @
apagada & Uk, k = pil,...,n saoc modificadas para Uk

E agui gque os dois métodos diferem. No caso do méilodo de
Forrest e Tomlin, os novos Uk € k = pit,...,» 3 diferem de LUk ROONA%

por terem os elementos upk lguais a zero .
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T . -4
O vetor r, nNeCeSRArio park A construgao de B, & aaloulado

através de :

Pasgo 1 : eriar um vqt,or“{ 13 nha r"? L G0, 0 3. Dl xar s
P 1 R . e
matrizes Ui, i=d,....p~¢ inalteradas. Apagar & matriz Up:} Fazer k=p+i.
- .
Passo & : Para Uk, se upk # O, colocar aste valor na k-esima

N Ll — 4 Hrf
posicac de r’ e fazer o elemento Upk=0 em W °, oblende aseim, Us .

T ~-4 o
Fazer r Uk para conseguir novo r' . Repetir o mesmo procedimento para

kmpid,. « . 0

o«

A dificuldade relacionada ac preenchimento ( fill-n 3 =»

eliminada, mas o prego & a perda de estabilidade numérica do Métode de

Forrest, e Tomlin.
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CAPITULO 1V : TECNICAS DE INVERSAO E ATUALIZACAO DE BASES EM
PACOTES COMPUTACIONAIS

1 - INTRODUGAO

MPSX (Mathematical Programming SBysiem Extendedd, na linguagem
FlL-1 & MINGE (Modalar in-core Nonlinear Optimization Systemd, eom
FORTRAN sBo dois pacoles computaciconais, . de ampla utilizacio na
rescolugfo Cem particulard, deo problemas de programegio linesr de médio
e grande porie.

Nosso objetive neste capitule & analisar nestes pacotaes, os
procedimentos para oblter a inverss de uma base @ sus posterior
atualizagdo, baseado nos estudos realizados nos capitulos 2 ¢ 3.

No MPSX/ /370, o procedimento de inversdo difere um pouco dos
métodos estudados no capitule 2. E um método semslhantie o de
Markowitiz, porém ndo i8¢ eficiente no que se refere & preenchimentos
no calculo da inversa ¢ portanto, sera visto com mais detalhes neste

capitulo. A stualizsgdico da inverss da base & feita atravées do meiodo

de Forrest @ Tomlin.

Existen duas versSes do pacote MINOS, Na mais antiga 1977,
MINOS<AUGMENTED, primsiramente € oscolhida uma sequdncia de pivos,
para permutar 2 base ¢ cobter uma ssirutura mais adequada para realizar

" ] x Rl
& decomposigao LU @ posterior inversio.
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Esta sequéncia de pivds & reslizada alravés de um processoc de
dols emiagios: encontrar uma transyersal méxima & obter permutsgfss
simélricas Calgeoritmo de Tar jand. é cada bloco irredutivel, conseguide
ac final deste processo, & aplicada uma versio simplificads o
al gor i tma P, para que haja uma melhor ordenagdo de linhas & oolunas
dentro de cada bump externo, A atualizagao da base & realizada dda
forma descrita por Saunders Ccapitulo 200361,

J& o pacote MINOS 8.0 (10832, & semelhante ac soeu santocemmor,
Cortas rotinas do MINOS-AUGMENTED foram substituidas por um pacote de
rotinas para calgular e alualizar uma fatc:{r*at;go LU, gque & o trabalhce

descrito o implementade por Reid (capitule 3 (343,

2 ~ MPSX

O pacole MPSXA370 fol criade com o objetivo de resolver ampla
classe de problemas de programagae linear de médio e grande porte (03],
Ser3c vistas as técnicas usadas para ciAlculo da inversa de
uma base @ atualizagio, além de como @ feito o controle de esizbilidade

numérica.

CAL.CULO DA INVERSA DE UMA BASE

Neste pacote, & forma de sliminagdc da inversa (EFI3 foi

escolhida, por ser um esquema maiz eficienteg gque o PFI.



A base Be R & decomposta am fatores Lriangulares:

B = L U

@ cada uma das matrizes L e U éﬁfacilmwnte decomposia num produlto de

matrizes elementares Li & U, =42, ..,n, L&l gue:
Bo= la.Lae .... Ln. Un, Un-4. .. .. L
onde
1 1 Utk
_ ~ - ~ |
Lk fxk Uk \kawi,k
Lo LN
ink . 1 "1
para K=L.8,...,M.

A sstrutura de dados utilizada oo pacote MPEXAZ70 foui baseada

ne trabalho desenval vido por Gustavsem [BR1,

O clleoculo da inversa é realizado em duas fases:
{1I2> Fase Bacleana @

{1I> Fase Numérica

(1> FASE BOOLEANA

Nesta fase, nao se trabalha com a base original, mas com uma
matriz booelana asscociada, ou seja, onde existir slemento nio-nulo,
cologaremos © valor "1 na posigdac correspondentes & onds  houver

wlensnto nulo, um 0"
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EXEMPLO

o, N L .0 i L» ] i O ;3 L)
4.0 E N ¢ ) L#] o i L] 1 £3

8. L2 B, 9 T G : | 5 ] 4+ Y £ 1
G. Z. 1 z, o c |1 o 11 1o s

4.0 2, O 2.0, Q 4 O t o 3 +
| T .06, 0 o Jo o {4 T1 o
MATRIZ ORIGIMAL MATRIZ BOOLEANA

O objetivo nesta fase é encontrar uma sequéncia de pivos, de
modo que hajs pedquena quantidade de preenchimentos noe caloulo da

inversa da matriz.

Dada uma matriz A e R (nfo-singular), s3o definidos

alguns vetores para i=1,8,...,n & j=l,2,...,m Cns 5 rond,
I1Ci2 1 quantidade de elementos ndo-nulos na coluna i
JCi3 1 guantidade do slementos nao-nulos na linha 4
INCC)D @ indice das colunas dos elementos ndo-nulos, por

ordem crescente de linhas.
INRC 3 indice das linhas dos elementos ndc-nulos, por ordem
crescente de colunas,

No caso do exemplo dado, temos:

TCwD 31 (4131443 JCid I24izi4la

INCCD it 22|23 |3i2i414{4iBl8|BI85|aiB

LI NRCOD 138381 12141812401 |3 |Bjei418
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.
A Tase booleana & composta por Lrés PASSOS!:

PASSO 1 ~ Selecionar ceolunas que tenham umna linha com Onico
elementio. Escolhido o pivd, atualizar 162 e JGI. Eliminar linha »

coluna do pive, dosm vetores INRCD e INCCD.

EXEMPLD @ pivd 1 -~ aez

ICis F#|dizida JCiD 2iZi4 %412

&1
%]
4]
gl
o
)]

INCCLD I L1I12i2|2]|31313j41414

INRC2 1128138111314 B812]41611 (BG4 (D

PASSO 2 —~ Selecioner linhas gque tenham uma colune som Grd o

. A -
ol onento. FProceder de maneira sanalogs ao passo anbosrior,

Com n» sequéncia de pivis obtida nos dolg passos, Lem-ss »

seguinte esstrutura para a matriz:

Ja -

FIGURA 1
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e 4 -
Az estruturas Lt o Ui sao obtidas wusando oz passos 1 o &

respecti vamenie.
i

A submatriz N, gque pode nie ter side trisngularizade apos og

dois passos @ chamada de NUCLEUS,

PAGSD 3 ~ A sliminagsao Gaussiana & aplicada & base de forma
simbolica, & {im de decompd-la num produto de matrizes Lriangular
inferior e superior. Os pivds sao escolhidos no NUCLEUS através de uma
regra heuristica, gque procura minimizar os preenchimentos, O mést ol é

descrito abal xo:

LAY Escolher coluna com minimoe I3, 4i.&., & coluns ocom &

’ P
menor quantidade de @lementos naco-nulos. Em caso de empate, escolhe-se

a coluna que tem JCi) minimo, istz,...,n.

EXEMFLO

1 2 3 4 =5 & JECED
£ M M M K M W (3
& % Ho® Lo
o » * ox =2
+ P 2 =
b+ X oMW XK 4
e L 4

143 248483

No exemplo acima, smbora haja empate entre 1010 & 1083, a
coluna 1 deve ser sscolhida, pois minCICi30=2, enquante que, para a

coeluna 8, minClCd2=34,

(B) Escolhida a coluna pivd, escolher a linha pive que tenha

JCW wminimo,
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.

. A # . . g A
Sempre que um pivd & escolhide, & eliminagsic Gausnilans o
aplicads ¢ o8 veltores de linhar & colunes sBo stupldzedos de  wmods

simbélico, Além disso, IO e JGiJ, também sio atualizados.

Nem smempro esta regra heuristics fornece o melhor resultado.
Consideremos © exempla abalxo: supondo gque nos passos (1) e (22 smeja

cbtida a seguinite submatriz MN:

JCuD

woOoM M oM X M » 7

M M 8

oM K XK o O® R 7

x M X X e

No= X ox o 4
® ® »® 2

x x =

*x % 3

L

ICis 28333954

~ Escolha de pivd através da regra heuristica

A coluna com IC) minimo: ooluna i
{B) linha com JCi2 minimo: linha 1 € ou 38 3
Elemento pivd: nit (poderia ser nsad

Apds eliminagdo Gaussiana simbdlica:

B 5 om oMM H K » onde!
X o ' -~
1 I 3, W
G OGRS = O _ P
a w oW R RN @ elemento com valor allerado
kL3 .9 X M .
# : elemento criado
o » b3
» »
" ® oM
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- Escolha de pive atraves do Método de Markowitz

. o, Lk
Custo Markowitz asmooiado aw @l emento n‘wk:

Mije = Cri®e 10mCei™e 13 sk, . e

No case, k=1:

Mk = min { Mik I bk, . . 3, NO estagio k=1,
nii™® & escolhido, tal qgue Mijk = Mk.

Logo, nz2a & o elemento pivd neste estigio.

Apds eliminacio Gaussiana simbolica:

w £D R oM M » onde:
N i N ~
& 1 v
w &3 »” W oH K P
" ¥ R M X o 1 elemento com valor altisrade
Eo M 4 N A
® : elemnenio criade
L. » >
b9 b7
o b3 o

Podemos observar que & escolha do pi v umando & regra
- g + La'3 . .
heuristica proposta naoc @ (3o efiviente, comparada com o Metodo de

Markowitz,

Os deoig primeiros passos do esguemna proposio sao identicon 2o
do Métode de Markowiiz, pois sao escolhidos os elementios qgue Lem
custo Markowitz Migk=0. Nos passos (13 e (&), sdo procuradas linhas o

colunas com Unico elemento, respectivamente. Porém, no pasgo (3D, @

regra heuristica mostra-se nac lio eficiente quante o Métaodo sz

Markowit=z.
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O wlesmento escolhido como pive através desta reara, pode nio
ter custe Mearkowitz minime., Assim um ¢lemento ndo muite convenisnte
pode ser escolhido como pivd, num determinadoe sstéagio da eliminagic
Gaussiana simbdlica.

Deste modo, o esgquema propostoe paras escolhe de seguinois de
pivos no pacote MPSXA370, nao & tio eficiente quanto ao de Markowitz,
embora seja muito parscideo.

Dy ser observado que na fase boolesana, & escolha da
sequdncia de pivds ViBR  RPONAS & Preser vag g da esparsidade,

N . . o - 4
independente de qualsquer consideragoes numericsas.

(II> - FASE NUMERICA

. ¢ - ,
Hesta fasme, & i1nversa da base @ calcoculads, utilizando &
- . - 4 Fur " .
sequincia de pivos encontrada na fase boolesana. A eliminaciao Gaussiana

2 aplicada mo MUCLEVS o

N = Lz Uz
o
O
B = Usx
s C'
o Uz
L2
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I

Juntando as submatrizes O e Uz, temox:

O
g = s 3
Ls Uz
O
Lz
ey
B = Ls Lz Uz U
=7
U = Lo '@‘i ..........
L.z” N

. - :
Deve ser observado que a matriz € nie & atualizada.

0Os pivds nesta fase s30 testados de acordo com consideragfes
numericas, pois um pivd com valor muito pequenc com relagidoc acs demais
element.os da coluna, pode resuliar em valores mulio grandes para asztoes

glementos, prejudicando a estabilidade numérica.

ESQUEMA DE ATUALIZAGAO DA INVERSA

No pacote MPSK/370, a atualizagdo da inversa da base uliliza

o esquema de Forrest e Tomlin Ceapitulo 3D [183, (2Q), (407,
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Considerando uma base B « i}am‘“, onde B={ s

A decomposi gde LU desta base forpece:
B =1 U : ;

E b ... bp oo bl = LU C1io

Supondo gque & coluna bp da base em (10 foi

-1
ag. Fazendo ap = L ag, bLemos:

=1 .
E br ... a2ag ... bn J = { w ... ap ... un

b? - oo J.

modificada pars

L

n ol e

L™ B = U

Goraslmente, & matriz U n&e & meis Lriangulsr supsrior,

Permutande a coluna op para o final de matriz:

onde H & uma matriz Hessenberg superior. Op slemenios hpp... ., hpoeoet

P - -1 .
de H devem ser eliminadoes, atraves de R ™, ou soja:

e
o
H}
A
o
i
N
b
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A coluna op, atualiwada, &
L = Rmi ng 2551

. . . T , .
Pos-muliiplicando (2) por O, para que a p-ésima linhas passs

o 5 »
& Ser mn n-esina, oblem-se:

R U=

onde U & trianguler superior,

Lome s¢ precede computacionalmente

Inicialpnenie:

B =11tz ... Ln Us Un-z ... 1

onde i ¢ Li %50 matrizes de Lraruwform;gww el wment aron .

+ L
A inversa dda base o

B™' = urt oust. .. unt Rt ity L. Lt

-1

Az matrizes U e L™

ur 1 -
sa0 armazenadas em dols  arguivos

distintos, comoe velores ETA,

Supondo gque a coluna bp ol irncada pela coluna ag ns base, a
aturlizagho destis novs Dase Se Drocesia COmMo BRYUS!:
L1 Qaloular

-1 -1 . w1 -1
ap = L Tag = ln Lema ... La agq



T
{22 Calcular r
, T
Lriar r = {0,0,...,.00
. 4 R 1
As matrizes Uj s FALE . Jpot PO MAaneCan inalteradas., Up &
apagada. Repetir para ksp+l,... .0
- % - . 2 T
Para Uk , Se upk # O, colocser esste valor na k-Ssime posigic
P -4 e g ,
do webtor 1 @ fazer o <lemento wpepk = O om Uk, obitends Uk . Atusliz=ar

T T Feef
o oatravés de: r Uk

.Repetir este mesmo proces=o para o proxime b,
até qgue k=n.
, . T ; -%
Em seguida, oblide r', construir R & fazer:
-1 [

RTLTP B =t Uq=r?uit uzh... Ul Uple .. G Gl

onde:

el } -4 -1 L;i

Unis = R Ln". .. P

Permutande a p-ésima lipha para a Gltima posigdo de H,
obtém-se:
U= Rt .. uls Gpde .. Ur* Unki @

e U & triangular superior.

CONTROLE DA ESTABILIDADE NUMERICA

No decorrer dos caloulos na fase numérica, € extreonamenie
imporitante a werificagso dos valores numbricos gque estic sendo
obtidos. Deve ser possivel decidir se determinado slemento calcul ade

pode  ser  considesrade zesrg ou nao [OF) .
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Exta decisao & de grande importéncia, pois exte olemonto S L
ser ssoeolhido como plvd em chloulos posterlores.

Consideremos a matriz A& & K0 @ a base B « 77 | por
sremple, caloul ando;

2 =B a
onde a € A & um velor coluna original de A, a o vetor atualizado e

-1 ,
B 7, & inversa da basea.

. N {Ex)
Iniciando com a » @, calculamos:
N ko 4 £ .
Lo - -
a = € f1 Ui, 2> C N Li” D K=5,2,0 « - -1
PR | vk s

, i s
& no final, a = &,

. b 4 . . .
O vetor coluna a Ltem n posigoes & sera indiceado por alid,
, L k)
img,2,. . .., FPara cadda um dos vetores sd P kw12, .. s Lemos:

MCED = max | am””[

ik

Ac final do cilculo, um elemento ai & considerads zero se:

| 20 | < wCEd. 1

-4

onde T = 10 & umn tolerifncia Fixa .
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3 ~ MINOS

MINOS ¢ wm pacobo computacional utilizado para molocloar

problemas de grande porte de programagdo linear e nao-linear, sujeiios

a resirigdes lineares [203.

O problems & expresso na seguinte forma:

MIN FOxD = f(xD + e'x
S, A, Ax = b
£< % £ w

WIETs 4 ( . . n
onde A « [ C m £ n 2, O veltor x & particionade em wvariaveis
B L. e ~
lineares (x 7 & nag-lineares (x 2:

o
>
oo N
1,
Se fCx3 = 0,

Ltemos um problema de programagso 1inears.

Neosso objetive € estudar, apenas no caso de programagaoc
lingar, as Lécnicas usadas no saleule da inversa da base,

EaGamy  axzemeh  tRLis
. B
atializagao,

*

Coma ja fol wmencionadoe, exdstioem duss versdes do pecobe MIMOS:
MIMNOS<AMIGMENTED & MINOS B. 0. Veremoum a seguir, para cada um deles,
técnicas de calcule da inversa de uma base e como & realizada
atuaslizagio.

&%

=hLa
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3.4 ~ MINOS/AUGMENTED

€12 -~ Calculo da inversa de ume base

Neste pacote, a inverwa da base B & R” & calculada abravés

da gsubrotina INVERT (281, [237].
INVERT chama, entre outras subrotinas, P4, gue sera vista com

mais detslhes.

SUBROTINA P4

O objelive desta subrolipa & permutar linhas e colunas  da
base B, de modo a obter a estrutura bloco triangular inferior. Isto &
conseguido alravés das seguintes subrotinas:

(i3 TRHESVL : para obter transversal maxima

Ciiy  BUMPES através; do  algeritme de Tarjan, obiém-se
permulagdaes simétricas para conseguir a esirutura bloco triasngular
inferior para a base B

(il PEB & cada bump externo conseguldo apds TRHSVL o
BUMPS, & aplicada uma versio simplificada do algoritmo P? de Hellerman
@ Rarick. Assim, linhas e colunas denire de cada bump san permutadas,
permitinde gue a estrutura sejs a mais proxime possivel da triangulasr
inferior, com excecic de poucas colunas (spikesl). Dentro dos spikes,

a guantidade de elementos nac-nulos & a mencor possivel,
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Ao fingl da subrotina P4, tLtemos que B, & Dloco Lrdsngulae

inferior:
P+ B Pr = B

e em seguida, & calculada sua decomposigac em fatores triangularss,

atravées da subrotina FACTOR, também chamada por INVERT,

SUBROTINA FACTOR

Verificamos se a sequéncia oblida em P4 @ aceita. Pode ser
necessarie trocar um elemento pivd num bump, para preservar a
estabilidade numérica. As mudangas eostio restritas &s colunas de unm
mesme bump, pois caso contrario, a estrutura gonseguidas em P4 pode ser
total mente perdida.

Por exemplo, num bump nxn, se temos para o elemenlo pive akk:

taxk] < TOL » max |ai.k] izk,. . .0
i

e TOL=0. 001, este pivd & rejeitado.

Selecionamos entre os spikes deste bump, um novo olasmsnto
pivd., B considerada a linha k e enire todos os elemenios nac-nulos dos
spikes gue sa enconbram nesta linha, encoentramos o que Loem malor walor
absoluto:

Oumax = MaX Iakjl
]

onde ; @ o indice de colunas splkes.
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rd
A nava coluna o, que trocarid de posicio com a coluna kb, &

escolhida de modo que

lake| » TOLR % omanx
onde TOLR=0.1.

0 processe descrite equivale & eliminagio Gaussiana com
permutacio de colunas.

Apds INVERT, fLemos que:

Bﬁ = P1 B Pz = L. U

A atualizagio da faloragio LU da base & reaslizada usando

subrot.ina MODLU.

SUBROTINA HODLU

Temos cuie:

Utilizando uma mairiz de permutagaoc P, os mpikes sio movidos

para o {final da matriz U. Através de PT U P, a matriz passa a Ler a

seguinte estrutura:
T R

U =pF UP =

PP L™ *Ps B Pa P = U°
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Suponde que & coluna p da base & troceds por &g s A
considerando e;\t;:»ﬁl.‘.”i P1 aq:

PTLY B P = U
& S geralment.e ndo & mais triangular superior.

o

Permutando o spike op para o final de U, & obltida uma matiriz
Hessenberyg superior:
PTL"BPQ=UQ-=H

Por meio da permutagio simétrica:

Através da eliminacgio SGaussiana com permutagsio de linbas, &
estrutura triangular superior & restituida:
cQuUQ=06Q H=0

e U & triangular superior.

32 -~ MINOS 5.0

Nesta versio mals recente do MINOSCAUGSMENTELD (301, ae
subrotinas P4 (para faloragico LU da base) e MODLU (atualizagio da based

s3o substitui{das pelo método descrito e implementado por Reid [341.
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Dada a base B « R, A estratdgia de Markowiitz & unads

para escolha dos pives e para realizar fatoragde LU da base. O

esguena Je atualizagho da base & o de Bartels e Golul,

Considerands a base fatorada:

Com a alteracdo de uma das colunas da base original, digamos

br, pela coluna agq € A, Lenos:

No caso das malrizes serem esparsas, € pouco provavel gque o©

spike em U atinja a Ultima linha da matriz. Portanto, temos o saguinte

bumg:
B 24
4
£
Se o spike fosse permulado para o final de U, terfiamos ums

metriz Hessenberg superior @ meria aplicada a eliminagio CSausriank
para.restituir a estrutura triangular superior.

Porém, Reid descreveu um método muile semelhante ao  de
Markowitz, com o objetive de diminuir os célculos necessarios para

et

obter novamente & estrutura triangular superior da matriz U,
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PASSO 4 busca-se encontrar no BUMP S & i}?‘owmlp*&, col unas

com um uwnico elementio, ou seja, escolhemoes come piv& e eleamnento

ai;™, com custo Markeowitz Mijk = CJC™. 1 dwc1ep®. 1 3 = o,
LiEp. . . L. As colunas sao examinadas uma a uma, a partir da esquerda.
=3 N 4
- - r
O
¥4

PASSO 2. s3o procuradas linhas com um Onico

welenaenbo. Ao

final deste rpasso, Lemos:

Em seguida, o spike & permutado para o final  do bumnp

recrdenesds, com o objetive de obter uma matri= Hensonber super i or

Os passes (12 e (22 s3o repelidos ¢ ocorre uma daz duas

possibilidades:

i3 nac héa mais bump £ & matriz & triangular superior I, ou

Ciid © bump & uma malriz Hessenberg suporior.
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No caso (i3, apenas com permutagoes de linhas o colunas no

bt

bump, a estrutura triangular superior para U foi oblida, S

necessidade de cdlculos numérico&!zau ELREY

PUQ=D
onde U é triangular superior.

HNo caso i), & eliminagdco Gaussiana € aplicada, poréem a
guantidade de calculos para obter novamente a estrutura triangular
superior é menor que se fosse aplicada & matriz ., antes do mébodo,
Portanta, apds o método descrito por Redd, temos gue:

P 5 Q@ = H |
e atraveées da eliminagio:

&P U Q=6H=1U

onde U & triangular supsrior.
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APENDICE

IMPLEMENTACKO COMPUTACIONAL

Foi realizada uma adaplagioc da implementagio computacional do
métode usando dois estigios, descrite em [11). Dada uma matriz
esparsa, o objeltive do mélodo & encontrar uma sequéncia de pivds, de
modo que a matriz permutada tenha a estrutura bloco triangular, quando
possivel. O mobtivo do inleresse especial pﬂl.as dois estigios e devido
acw fatoe dos mesmos serem utbilizados em  subrolinas  do  pacole
MINOS/AUGHMENTED.

A adaplaclo do algoriime para obler transversal méwxima foi
baseada oem {0O8) o« [0W].

A escolba do algoritmoe de Tarjan para parmutar a matriz para
a estrutura bloco triangular é devido a este sef un algoritmo mais
eficiente que o de Sargent ¢ Westerberg [1131, (331, Para & adaptagio
da implementagdo do algoritimo de Tarjan foram utilizados [071 e [13].

O métode {foi implementado noe computador VAXIL/785, oom

sistona operacional VME V4.3, ulilizando a linguagem FORTRAN 77.

TESTES
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TESTE 1

Matriz Original

®
x X
o
¥ *x
o »
k3
X % b *
o b3
» E M »
»
F N *» k]
B3
X
b4 o
H
X 4
oM
k.4 » MM
k3 k.3
Egstrutura ffinal
*®
o
M
® X ,
¥ M
b4 »
o W M oM
b3 o
k.4 ®
® X X
o L L3
¥ M
> » 4
4
®
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TESTE 2

Matriz Original

" ' I
" »
b
o ]
®n 3
*
¥ M L] o
» "
X X R X
o
X H » .4
X
E
~
* 4
-
b4
E 3
Estrutura Final
F.
H
3
o k.
»
¥ X
o M
-
o
N X !-l .
H o = ]
X
k. » R
»n £ M n 3
» .4 o4
o
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TESTE 3

Matriz original

» » o s
F
" o k. “
x
X XK b
» .3
®
» M = w®
4 b4
X ® X X
k3
L3 H o o
" K
N
» b -
x n
k3 X
* "
b » .o
- o
Estrutura Final
.
x M
o
3
x x X
3 M M
L3 H H !
» » o k3
® M
E 3 .3 M n »
x X
k3 - X o
e .4 ]
x % AR
M 4
» =
X XN
.3 N k3
.3 k]
b
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TESTE 4

Matriz Original

Estrutura Final
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TESTE S

Matriz Original

¥ M N X X X

E . . ]
X OX X X M R

r

KON N oM M M

Moo M M M

.3

X X X ¥ X X

X x

L]

”

Matriz apos permutacao de linhas

¥ X OH oM oH A

X X X ® H X
K B ¥ H X X

¥ M K ¥ M R

® OH- X H M X
¥ ®H X x H X
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Estrutura final

TESTE 6

al

:

iz origin

Matr

x X%

%-

189



Matriz apés permutacio de linhas

x "
b L
E) » k.3 M
X
L
» H W » F
» o X % o M
® H ¥ X H x oM
M X
L » H
H H »
X X *x
M N ¥ H OH o
b3 H M F. 1
X A X X

Estrutura f{inal

x %
X H
H =
H k.
H M i X
»
o
o g ® X
] H H ¥ |® =K
x . H
» x x M
X EA M
X X X ¥ X
Il W X
X %X X x x X
X b4 x b4
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TESTE 7

Matriz original Cusada nos algoritmos P? o p*s

¥ X E
L ® oM x
X
x R X w X X
H
x » » Ead
® .
» 24
L LU » "
E * .2
Ll » .
H ) ] o
x ®
® b4 »
LA 4 H M »
x » #

Matriz apds permulagao de linhas

M = M
oo . o
o " " " kL
» o
x M OH
k] » o b3
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