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Resumo

Inspirados em Collet, Galves e Leonardi (2008), a motivagao original deste texto é
responder a seguinte questao: é possivel recuperar a arvore de contextos de uma cadeia de alcance
variavel através de uma amostra perturbada da cadeia? Inicialmente, consideramos cadeias binarias
de ordem infinita nas quais um dos simbolos pode ser modificado com uma probabilidade pequena
e fixada. Provamos que as probabilidades de transicdo da cadeia perturbada estao uniformemente
préximas das probabilidades de transicdo correspondentes da cadeia original se a probabilidade
de contaminagao é suficientemente pequena. Por meio deste resultado, fomos capazes de responder
afirmativamente a pergunta inicial deste trabalho, ou seja, é possivel recuperar a drvore de contextos
do processo original mesmo utilizando uma amostra contamina no procedimento de estimacao.
Com isso, mostramos que o estimador da arvore de contextos utilizado é robusto. Em seguida,
consideramos o seguinte modelo: dadas duas cadeias de alcance varidvel, tomando valores num
mesmo alfabeto finito, a cada instante do tempo, o novo processo escolhe aleatoriamente um dos dois
processos originais com uma probabilidade grande e fixa. A cadeia obtida dessa maneira pode entao
ser vista como uma perturbacao estocastica da cadeia que estd sendo escolhida com probabilidade

maior. Para esse modelo, obtivemos resultados semelhantes aos obtidos para o modelo inicial.

Palavras-chave: Processo estocdstico, Estatistica robusta.
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Abstract

Inspired by Collet, Galves and Leonardi (2008), the original motivation of this paper is
to answer the following question: Is it possible to recover the context tree of a length variable chain
range through a disturbed sample of chain? Initially consider binary chains of infinite order in which
one of the symbols can be modified with a small and fixed probability. We prove that the transition
probabilities of the perturbed chain are uniformly close to the corresponding transition probabilities
of the original chain if the probability of contamination is small enough. Through this result, we
were able to answer affirmatively to the initial question of this work, i.e., it is possible to recover the
context tree of the original process using a sample contaminates the estimation procedure. With
this, we show that the estimator of the context tree used is robust. Next, consider the following
model: given two length variable chains, taking values in the same finite alphabet, at each instant of
time, the new process randomly chooses one of the two processes with a large and fixed probability
. The chain obtained with greater probability can be seen as a stochastic disturbance of the original

chain. For this model, we obtained similar results to the those obtained for the initial model.

Keywords: Stochastic process, Robust statistics.
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Capitulo 1

Introducao

Inspirados em Collet, Galves e Leonardi (2008), a motivagao original deste texto é
responder a seguinte questao: é possivel recuperar a arvore de contextos de uma cadeia de alcance
varidvel através de uma amostra perturbada da cadeia? Recordamos que em uma cadeia de alcance
variavel a probabilidade condicional do préximo simbolo, dado o passado, depende de uma porgao
do passado cujo comprimento é uma funcao do préprio passado. Em Rissanen (1983) foi introduzida
esta classe de modelos, denominada fontes de memdria finita ou mdquinas de drvores. Na literatura

estatistica recente, estes modelos tornaram-se populares e sao chamadas cadeias de alcance varidvel.

A extensao de um modelo com memoria variavel para uma situagao nao-Markoviana, em
que os contextos sao ainda finitos, porém com comprimento ilimitado, ocorre naturalmente. Com
a leitura de Galves e Locherbach (2008) é possivel fazer um levantamento recente acerca do tema.
Assim, podemos considerar nao apenas cadeias de alcance varidvel perturbadas aleatoriamente, mas

também cadeias estocasticas de ordem infinita aleatoriamente perturbadas.

Para tornar a apresentagao de nossos resultados mais clara, lembramos o conceito de
contexto. Rissanen utilizou a palavra contexto para designar o sufixo minimal de uma sequéncia de
simbolos passados, que é suficiente para definir a probabilidade do préximo simbolo. Ele também
notou que o conjunto de todos os contextos satisfaz a propriedade do sufixo, que significa que nenhum
contexto é sufixo proprio de outro contexto. Esta propriedade permite representar o conjunto de
todos os contextos como o conjunto de folhas de uma arvore enraizada e rotulada, chamada de
drvore de contextos do processo. Com essa representacao, a cadeia pode ser descrita pela arvore
de todos os contextos e por uma familia associada de probabilidades de transicao sobre o conjunto
de simbolos. Dado um contexto, sua medida de probabilidade associada fornece a probabilidade do

préximo simbolo dado qualquer passado possuindo este contexto como sufixo.

Em seu artigo original, Rissanen nao s6 introduziu a classe de modelos de memoéria
variavel como também propos um algoritmo para estimar a &rvore de contextos, o chamado algoritmo
Contexto. Desde entao, varias versoes do algoritmo Contexto surgiram na literatura. Em todas
as versoes a decisao de podar um ramo é tomada considerando uma funcao custo. Um ramo é
podado se a funcéo custo assume um valor menor do que um determinado valor limite. A arvore

de contextos estimada é a menor arvore satisfazendo esta condicao.



Neste texto, utilizamos uma versao do algoritmo Contexto introduzido em a Galves,
Maume-Deschamps e Schmitt (2006) para arvores finitas e estendido para arvores ilimitadas em
Galves e Leonardi (2008). Nesta versao, a decisao de podar um ramo é tomada considerando a
diferenca entre as probabilidades condicionais estimadas do ramo original e as correspondentes do
ramo podado, por meio de um valor limite adequado. Através de desigualdades exponenciais para as
probabilidades de transicao estimadas associadas aos contextos candidatos, esses artigos mostram
nao s6 a consisténcia desta versao do algoritmo Contexto, mas também proporcionam uma cota

superior exponencial para a taxa de convergéncia.

Em nosso primeiro modelo, consideramos cadeias bindrias de ordem infinita nas quais
um dos simbolos pode ser modificado com uma probabilidade pequena e fixada. Nosso primeiro
resultado mostra que as probabilidades condicionais da cadeia de memoria varidvel original e as do
processo perturbado estdo uniformemente préximas se, a probabilidade de contaminagao é pequena

o suficiente.

Utilizando o estimador da arvore de contextos apresentado em Galves e Leonardi (2008)
e nosso primeiro resultado fomos capazes de recuperar a arvore de contextos do processo original
através de uma amostra contaminada, respondendo afirmativamente a pergunta original deste tra-
balho. Este resultado também nos diz que o estimador da arvore de contextos utilizado é robusto,
pois, mesmo tendo como base uma amostra contaminada este ainda consegue recuperar a arvore de

contextos do cadeia original.

Em seguida, consideramos o seguinte modelo: dadas duas cadeias de alcance variavel,
tomando valores num mesmo alfabeto finito, a cada instante do tempo, o novo processo escolhe
aleatoriamente um dos dois processos originais com uma probabilidade grande e fixa. A cadeia
obtida dessa maneira pode entao ser vista como uma pertubacao estocastica da cadeia que estd
sendo escolhida com probabilidade maior. Para esse modelo, obtivemos resultados semelhantes aos

do problema inicial.

Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 apresentamos as
definigoes basicas e nossos resultados principais e o Capitulo 3 é dedicado a prova desses resul-
tados. No Capitulo 4 comparamos os resultados obtidos nesse trabalho com os correspondentes

apresentados em Collet, Galves e Leonardi (2008).



Capitulo 2

Processos Estocasticamente Perturbados

2.1 Definigoes

Seja A o alfabeto {0,1,..., N — 1}, com tamanho |A| = N. Dados dois inteiros m < n
denotamos por w), a sequéncia de simbolos wy,,...,w, de A e A7 o conjunto de tais sequéncias. O
comprimento da sequéncia w), é denotado por [ (wy),) e é definido por I (w})) = n —m+ 1. Qualquer
sequéncia w;), com m > m representa uma sequéncia vazia. A mesma notagao é estendida para o

caso m = —OQ.

Dadas duas sequéncias w e v, com [(w) < oo, denotamos por vw a sequéncia de com-
primento [(u) 4+ [(w) obtida pela concatenagao das duas sequéncias. Dizemos que uma sequéncia
s é um sufizo da sequéncia w se existe uma sequéncia u, com [(u) > 1, tal que w = us. Neste
caso escrevemos s < w. Quando s < w ou s = w escrevemos s < w. Dada uma sequéncia finita w

denotamos por suf(w) o maior sufixo de w.

Ao longo deste texto, consideraremos (Xi),c; € (Yi),cz Processos estocdsticos, esta-
ciondrios e ergddicos sobre o alfabeto finito A = {0,1,...,N — 1}, com |A] = N. Dadas duas

seqéncias w, v € .A:}X) e simbolos a, b € A, denotamos por
px(a ’ w) = P(XO = CL‘ X_1 = w_l,X_Q = W-92,.. .),

py(b| 'U) = P(Yb = b| Yfl = U,1,Y,2 =V_2,.. .),

as versoes regulares das probabilidades condicionais dos processos. Dadas duas sequéncias finitas

W, v E .A:} denotamos por
px(w) =P (X:} = w) ,
py(v) =P (Y:jl = U) ,
as probabilidades estaciondrias dos cilindros definidos pelas sequéncias w e v, respectivamente.

Assumiremos que o processo (X;) satisfaz as seguintes condigoes
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1 Ndao nulidade, ou seja

ay = inf{px(a\ w):a€ A, w E.Aiéo} >0,

2 Taxa de continuidade somdvel, ou seja

Bx = Z Br,x

keN
onde a sequéncia {3 x }; oy ¢ definida por
alw
Br,x ::sup{‘lm‘:aefl, v, w€ AL com wiv}. (2.1)

Aqui, w LAgH significa que existe uma sequéncia u, com [(u) = k, tal que u < w e u < v. A

sequéncia {0, x },cy ¢ chamada taza de continuidade do processo (Xt).

Iremos supor que o processo (Y;) também satisfaz as condigoes de nao nulidade e taxa

de continuidade soméavel com constantes ay e (Oy.

Seja (Z;) um processo de ordem infinita sobre o alfabeto A4 = {0,1,..., N — 1}. Deno-

tamos por pz(w:}) a probabilidade do cilindro

Para toda sequéncia w:éo denotamos por
pzlalw)=P(Zy=a|Z1=w_1,Z_9=w_9,...)

as probabilidades de transicao regulares correspondendo ao processo (Z;).

Definicao 2.1. Uma sequéncia w € A:; é um contexto para o processo (Xy) se esta satisfaz

1 Para toda sequéncia semi-infinita x:(l)o tendo w como um sufixo,
P(Xo=a| X" =2")) =px(a|w), para todo a € A.

2 Nenhum sufizo de w satisfaz 1.

1

Um contexto infinito € uma sequéncia semi-infinita w_5, tal que nenhum dos seus sufixos wt

j s
j=1,2,... € um conterto.
A Definigao 2.1 implica que o conjunto de todos contextos (sendo finito ou infinito)

pode ser representado como uma arvore com raiz e rétulos (ver a Observagao 2.2). Esta arvore é
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chamada drvore de contextos do processo (X;) e serd denotada por Tx. A hipdtese de nao nulidade
implica que a arvore de contextos do processo (X;) é completa, isto é, qualquer sequéncia em A:éo
pertence a 7x ou tém sufixo que pertence a 7x. Dizemos que a arvore de contextos 7x € limitada

se esta possui um ndmero finito de sequéncias. No caso infinito dizemos que 7x é ilimitada.

10
000 100

Figura 2.1: Arvore de contextos de um processo de renovagao (kg = 3).

0> 10
e 100

Figura 2.2: Arvore de contextos de um processo de renovacao (ko = 00).

Observacgao 2.2. Cada sequéncia s = a'f € Tx € vista como um caminho de uma folha para a
raiz (elaborado com a raiz no topo), consistindo de k nds rotulados pelos simbolos aq, . ..,ar. Uma
sequéncia semi-infinita a:io € Tx € vista como um caminho infinito para a raiz, conforme as Figuras
2.1 e 2.2. As sequéncias s € Tx sdo também identificadas com as folhas da drvore Tx. A folha
s € identificada com o caminho ligando s com a raiz, como nas Figuras 2.1 e 2.2. Analogamente,
0s nds da drvore Tx sao identificados com os sufizos finitos de todos s € Tx (finito ou infinito),
sendo a raiz identificada com a sequéncia vazia. Os filhos de um nd s sao aquelas sequéncias as,

com a € A, que sdo nds proprios, isto é, sufizos de algum s’ € Tx.

Denotamos por d(Tx) ou |Tx| a profundidade da drvore Tx, ou seja,
d(7x) = max{l(s): s € Tx}.

Quando a drvore de contextos possui profundidade d (Tx) = ko < 00 o0 processo (Xy) é uma cadeia
de Markov de ordem kgy. Neste caso, a drvore de contextos fornece uma descri¢cdo parcimoniosa do

processo, pois, a cole¢ao das (|A| — 1) |Tx| probabilidades de transicdo € suficiente para descrever o
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processo, ao invés de (|A| — 1) |A® probabilidades de transicdo. Note que a drvore de contextos de
um processo independente e identicamente distribuidos processo (i.i.d.) consiste apenas da raiz (),

assim, |Tx| = 1.

Nosso préximo exemplo foi retirado de Csiszar e Talata (2006).

Exemplo 2.3. (Processo de Renovagio). Seja A = {0,1} e suponhamos que a distancia entre as

ocorréncias de 1's sio i.i.d. Denotamos por Pj a probabilidade de que esta distincia seja j, ou seja,
Py = px (10-11) /px (1), e seja

oo
aw=>_ P
j=k
k > 1. Entao, para k > 1, temos
px(1]10* 1) = =% = P

(P, x € indefinido se qi, = 0). Fazendo Py x = px(1) e denotando por ko o menor inteiro tal que,
para todo k > ko, pxr € constante ou indefinido (ko = oo caso nao exista tal inteiro). Entdo, os
contextos sao as sequéncias 1071, i < kg, e a sequéncia 0F0 (se ko < 0) ou a sequéncia semi-infinita
0% (se ko = o0), ver Figuras 2.1 e 2.2.

Dado um inteiro K denotamos por Ty |, a arvore 7x truncada no nivel K, isto é

Ix | g ={weTx : l(w) LK} U{w:l(w) =k e w < u,para algum u € Tx } .

Seja Z1, Za, ..., Z, uma amostra aleatdria do processo (Z;). Para toda sequéncia finita

w, com [(w) < n, denotaremos por N, (w) o nimero de ocorréncias da sequéncia na amostra, isto é

n—l(w)

Nn(W) = Z 1{Zt+l(w):w}'

=0 t+1

Para todo elemento a € A e para toda sequéncia finita w, a probabilidade de transicao
empirica pz,(a| w) é definida por

. _ Np(wa)+1
A A eV ]

onde

Np(w.) =Y Ny(wb).

be A

Uma modificacao do estimador da arvore de contextos de Rissanen proposta em Galves

e Leonardi (2008) serd apresentada em seguida. Em primeiro lugar, definamos, para qualquer
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sequéncia finita w, o operador
An(w) = max |pz,(a| w) = pzn(a] suf(w))].

O operador A, (w) calcula a distancia maxima entre as probabilidades de transi¢do empirica asso-

ciadas & sequéncia w e aquela associada & sequéncia suf(w).

Definicao 2.4. Para todo 6 > 0 e d < n, o estimador da drvore de contextos ’]A;?’d € o conjunto

contendo todos os w € A:}j, tais que Ap(a suf(w)) > 6 para algum a € A e Ay (uw) < § para todo
—l(w)

uve A7

Dado um inteiro k£ > 1, definamos

Cr={u € Tx |, : px(al u) # px(a| suf(u)), para algum a € A}

Dy = min max {lpx(a| u) — px(a] suf(w)]}.

Pela defini¢ao, podemos ver que Dy > 0 para todo k& > 1.
2.2 Resultados
2.2.1 Primeiro Modelo

Inicialmente, consideramos (X;) um processo como na Sec¢ao 2.1, mas tomando valores
no alfabeto bindrio A = {0,1}. Estamos interessados no efeito de um ruido Bernoulli langado no
processo (X;), independente dos simbolos sucessivos do processo (X¢), ou seja, consideramos (&t),cz
uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. tomando valores em {0, 1}, independente do processo
(Xt), com

P=1)=1-¢,

onde ¢ é um parametro de ruido fixado em (0, 1).

Definimos o processo estocasticamente perturbado (Z;)iez por
Zt = Xt-ft- (22)

Genericamente (Z;) é um processo de ordem infinita.

Nosso primeiro resultado prova que as probabilidades de transi¢do da cadeia perturbada
estdo uniformemente préximas das probabilidades de transicdo correspondentes da cadeia original

se a probabilidade de mudanca é pequena o suficiente.
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Teorema 2.5. Para (X;) e (Z;) como acima e para todo € € (0,1), temos

A6x
min (1, (14 e)axfB%) )’

sup sup |pz (alw=;) —px (alw=)| <e |1+

a, woy
ondek>0,ac A, w:,i € .A:,lC e B = [1i25(1 - Bex) > 0.

Observagao 2.6. Aqui e em todo o texto consideramos eventos condicionais definidos por sequéncias
vazias. Por exemplo, aparece um destes eventos quando k = 0 no Teorema 2.5. Nestes casos, a

convengao € que esses eventos sao removidos das expressoes condicionais.

Com o intuito de recuperar a arvore de contextos truncada do processo (X;) através de

uma amostra do processo perturbado (Z;), estabelecemos o segundo resultado desta segao.

Teorema 2.7. Seja K um inteiro e considere Zy,Zo, ..., Z, uma amostra aleatoria do processo
perturbado (Z;). Entao, existem uma constante ¢1 e um inteiro d dependendo do processo (Xy) tais
que para todo € € (0,Dg/2¢1), para todo § € (c1€, Dg — ci€), existe ng(d) tal que para todo n > ny

temos

P (T3] # T | ic) < eaeap{—cs(n— d)}.

As constantes sao explicitas e dadas por:

1. c1:2[1+4ﬁ7)<},

min(ax By ,1)

2. d=mar,gr, 1(uy<xmin{k:existe w€Cx com u=<w},

3. 6 +d,

nn =
0 Dg—6—2¢|14+—— x| L d (q_g)d
d min (1,(1+e)a x B%) X

4. ¢y =212z,

[min(Dy—5,8)—2k]*a2d (1—¢)3d+1

= 256¢(d+1) (1+5X) :
o 15 ;
6. k=¢ {1 + min(l,(l-é)axﬁ*)} + Dl (157"

Como uma consequéncia do Teorema 2.7, obtivemos o seguinte resultado de consisténcia
forte que nos diz que, para todo inteiro K, podemos recuperar a arvore de contextos truncada do

processo (X;) para quase toda amostra infinita do processo perturbado (Z;).

Corolario 2.8. Para todo inteiro K e para quase toda amostra infinita Z1, Zo, ... existe um 7 tal
que, para todo n > T temos
Tn(s’d = Tx | i »

onde d e & sao escolhidas como no Teorema 2.7.
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s

~ .. . . 34,d
Observagao 2.9. Tanto o Teorema 2.7 como o Coroldrio 2.8 nos dizem que o estimador T, | ;- €
robusto, no sentido que, mesmo que o processo de estimacdo tenha como base uma amostra aleatoria

. ~5.d )
do processo perturbado (Zy), o estimador T, | ;- consegue recuperar a drvore de contextos truncada

TX|K'

2.2.2 Segundo Modelo

Para os proximos resultados definiremos um novo processo de ordem infinita, que
também serd denotado por (Z;). O novo modelo pode ser resumido do seguinte modo: dadas
duas cadeias de Markov de alcance varidvel, tomando valores num mesmo alfabeto finito, a cada
instante do tempo, o novo processo escolhe aleatoriamente um dos dois processos originais com
uma probabilidade grande e fixa. A cadeia obtida dessa maneira pode entdo ser vista como uma
pertubagao estocédstica da cadeia que esta sendo escolhida com probabilidade maior. Formalmente,
consideramos A o alfabeto finito {0,1,..., N — 1}, com |A| = N. Agora, sejam (X}) e (Y;) processos
tomando valores em A e satisfazendo as condigdes de nao nulidade e taxa de continuidade soméavel,
como na Secao 2.1. Seja (&), uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. tomando valores em

{0, 1}, independente dos processos (X¢) e (Y;), com
P& =1)=1-¢,

onde € é um parametro fixado em (0, 1). Assumimos que os processos (X;) e (Y;) sdo independentes.

Definimos o novo processo (Z;)icz por

X =1
Zt _ { t, Se€ ft ) (24)

Y., se& =0.

Genericamente (Z;) é um processo de ordem infinita e pode ser interpretado como uma pertubagao
estocdstica do processo (X;). Para esse modelo, obtivemos resultados semelhan-

tes aos do problema inicial, que serao apresentados em seguida.

O préximo teorema diz que a diferenga entre as probabilidades condicionais do préximo
simbolo, dado um passado finito de qualquer comprimento fixado, é uniformemente limitada supe-

riormente pela probabilidade de mudanca multiplicada por uma constante fixa.

Teorema 2.10. Para (X)), (V) e (Z) como acima e para todo € € (0,1), temos

- - 4N —1)Bx

1 1

sup sup |pz (alw”,) —px (alw™)| <e |2+ — |
N e e R L e

onde k>0, a € A, w:,i € A:,lg, Bx = zzog(l — Brx) >0 eaf),, =min{axf%,ay}.



2.2. Resultados

Com o objetivo de recuperar a arvore de contextos truncada do processo (X;) através

de uma amostra do processo perturbado (Z;), estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 2.11. Seja K um inteiro e seja Zy,Za,. .., Zy, uma amostra aleatoria do processo (Zy).
Entao, existem uma constante ¢ dependendo dos processos (X;) e (Yy) e um inteiro d dependendo
do processo (Xi) tais que para todo € € (0, Dg/2c1), para todo § € (c1€, Dg — c1€), existe ng(9) tal
que para todo n > ng temos

P (j;zé’d‘x #Tx |K> < cgexp{—c3(n —d)}.

As constantes sao explicitas e dadas por:

_ 2(N-1)8
1oa =41 gty

2. d=marygr, 1wy<xmin{k: ezviste w € C com u<w}k,

_ 2(N+1)
5 1o = {Da—s-1¢ |14 ot imm— | ot +

min (1,(aB*)in) min
4' AOmin = min{aX, ay},
5. cy = A8NI(N + 1)e,

[min(Dd—5,6) —215] %q2d
128N2e(d+1)(1+5) 7

min

 (152), - (02 (02}

6. C3 —

O seguinte corolario nos diz que, para todo inteiro K, podemos recuperar a arvore de

contextos truncada do processo (X;) para quase toda amostra infinita do processo perturbado (Z;).

Corolario 2.12. Para todo inteiro K e para quase toda amostra infinita Z1, Zs, . .. existe um v tal
que, para todo n > T temos
7,04 k=Tx|r,

onde d e & sao escolhidas como no Teorema 2.11.

Observacgao 2.13. Tanto o Teorema 2.11 como o Coroldrio 2.12 nos dizem que o estimador ’j;{s’d

K
€ robusto, no sentido que, mesmo que o processo de estimacdao tenha como base uma amostra

‘. . >4,d .
aleatoria do processo perturbado (Z;), o estimador T, | ;- consegue recuperar a drvore de contextos

truncada Tx | .

10



Capitulo 3

Demonstracoes

3.1 Demonstracao do Teorema 2.5

Lembramos que nesta e na préxima segao o alfabeto A é o conjunto bindrio {0,1} e o
processo (Z;) é definido por
Zy = Xp.&.

Para este modelo podemos verificar as seguintes equivaléncias
{(Zj=0}={X_;=0¢ ;=0 J{x =06, =1} J{X;=1,¢,=0}, (3.1)

{2 =1} ={X;=1¢,=1}, (3.2)

para todo j € Z. Além disso, para todo w_; € A, podemos escrever
(Xoj=12 =w i} ={Xj;=1¢6;=w}. (3.3)

Pela inclusdo {X_; = 0} C {Z_; = 0} e por (3.3), obtemos

{ng = UO Zgj = w(l } = Xg] = UO m f—l =W—g o, (34)

- J —J>
0<i<j: u_1#0

para todo w® ; € A% ;- Enfatizamos que as equivaléncias acima serao utilizadas nas demonstra-
¢oes dos préoximos resultados.
Iniciamos a prova do Teorema 2.5 com trés lemas preparatorios.

Lema 3.1. Para todo € € (0,1), qualquer W°, quaisquer k > j > 0 e quaisquer a,b € A, temos

’P (Xo = wo!X:; = w:;,X—j—l =a,Z_j_1 =0, Z:;Z_Q = w:i_2> —px(wo\w:éo)‘ < Bjx-

Demonstracdo. Observamos, para todo j > 0, que

P(Xo=wolX ) =) Xy =a 2y =b 2 =wT ) =T (3.5)

11



3.1. Demonstracao do Teorema 2.5

sendo p; e po definidos por

—j—2 = —j—1 —j=2q v—j—1 —j—2
pL = Z DX (ch awfjl-wo)]P’(Zj€ =w b X =uy a),
—j—2
—k

—j—2 —j—1 —j—2, | v —j—1 —j—2
P2 = Z DX (ch acuf}-)]?’(Zjc =w I bXT] T =uy a),
—j—2
—k

u

u

onde os ultimos dois somatdrios sao sobre todas as sequéncias u:i_Q € .A:i_2 tais que
—i-1 —j—2 -j—-1 _ - 1
P(XF " =uri 0,27 =T T) £ 0.
Para atestar a validade de (3.5), temos, pela definigdo de probabilidade condicional, que

P(XTF " =u 0,z =wTi )

2
p1 = Px ( % aw_ wo) : .
2]32 ’ P (X:ifl = u:ian)

U_%

Considerando a equivaléncia entre eventos (3.4), fazendo b = w_;_; e utilizando a independéncia

das mudangas (&), tem-se

po= Y PX% =uT{awjw, N Ca=wy

)73 JHI<ISk: w70

= Y P(XI T = X = XD =T Ko =, 2y = b0, 20 = W)

—j—2

U_k

= F (X:jl =w X ji=aXo=wo, 21 =027 =w 2) '
Analogamente, obtem-se

po= P(XT =0T X =02y =020 " =w 7).

—j’
Assim, podemos escrever

o P(XT =eTh X —a Xo=wo 2y =620 =0 )

P2 P <X:} —wh X ja=aZ 1 =b2] "= wjﬁ)

= P (Xo=wol X} =wT Xy =0, 21 =627 " =w )

(R
e, dessa forma, verificamos (3.5). Agora, como em Ferndndez e Galves (2002), temos

mf Px (w0|v oglwﬁ) < px (w0|u ‘_Qaw ) < sup px (w0|v - wjjl-). (3.6)
v_ p 71

7“) V_ o

12



3.1. Demonstracao do Teorema 2.5

Por (3.6) e pela continuidade do processo (X;) segue que

-2

DX (wo\w:io) - Bix <px (w0|u:i aw:}) <px (w0|w:io) + B x- (3.7)

Para comprovar (3.7) recomendamos ao leitor Collet, Galves e Leonardi (2008). Assim, por (3.5) e
(3.7), obtemos
— p1 —
DX (w0|w,éo) - /Bj,X < 172 < px (w0|w7éo) + ﬁj:X’

ou, equivalentemente,
-1 -1 —j—2 —j—2 -1
)P (Xo =wlXj=w X j=aZj1=b2Z73 =uwl ) —Px (wo\w_oo)‘ < Bj.x,
como queriamos. 0

Lema 3.2. Para todo € € (0,1), qualquer k > 0 e qualquer wgk, temos

pz (wolw™}) > (1 —€)ax (3.8)

P(Xo=wo|Z7} =w}) > ax. (3.9)
Além disso, para todo 0 < j < k temos

P(X 1 =wya X =T}, 207 =0T %) 2 axfi. (3.10)

Demonstragao. Inicialmente, vamos verificar a seguinte afirmagcao: se vale a desigualdade (3.9) entao
também vale (3.8). Para ver isto, vamos, primeiramente, analisar o caso wg = 0. Considerando (3.1)

e a independéncia das mudancas, segue que

pz (wolw™y) = P(Xo=wo,& =027 =w ) +P(Xo=wo, =127, =w;) +
+ P (Xo=w) =012} =w})
= P (Xo=wo|Z} =w i) +(1—e)P (Xo=wo|lZ7} =w}) +
+ P (Xog=uw'o|Z7 =wT})

onde w( # wp. Assim,

pz (wolw—) > (14 ¢)ax.

Analogamente, para o caso em que wg # 0, podemos escrever

pz (wolw’}) =P (Xo =wo, & =127, =w™;) > (1 —€)ax.

13



3.1. Demonstracao do Teorema 2.5

Portanto, para todo wgy € A, temos

pz (wolw™}) > (1 —e)ax.

Para demonstrarmos a segunda asser¢ao deste lema, afirmamos, por (3.6), que vale da seguinte
identidade

P(Xo = wo|Z7} = w:,ﬁ) = lim pl, (3.11)

onde

o= > px (wo!w:églu:}) P (X;; = u [ |XZ0t = w:f;l) P( N ot = woy),
u”! —k<—t<—1: u_4#0

po= Y P(XT =X =) RO ) ee=wn),
- —k<—t<—1: u_;#0
e 0os somatérios acima sao sobre todas as sequéncias u:ll € .A:ll tais que
P(X}=u},Z7} =w})#0.
Pela hipotese de nao nulidade, temos

—i-1, -1

Agora, utilizando a ultima expressao e a identidade (3.11), temos, para cada [, que

— > ax.
b2

Consequentemente,

=P (Xo=wo|Z ) =wT}) > ax,

o que prova (3.9). Para demonstrarmos a validade de (3.10), note que
P (X_j_1 —w Xt =wthz = w:i_Q) - ?, (3.12)
6

onde
—j—2 —j—2| v —j—2 —j—2 -1 -1 —j—2 —j—2
poim 30 (200 =N =T P (X e X =),
-7 —j7

poi= 3 P(2 7 =W I =) P (XD =) X T =)

14



3.1. Demonstracao do Teorema 2.5

;. . ~ ~ . —7—=2 —7—2 .
e os somatdérios acima sao sobre todas as sequéncias x_i € A_‘}C tais que

P (X:,g"? A w:i‘z) £ 0.

Para verificar (3.12), observamos, pela independéncia das mudangas e por (3.4), que sao vélidas as

seguintes identidades

—2
B ) ) ) ) P
- P (X_ L=t X2 =aT )

= Z P ﬂ f,l = W_j P (X:jl_l = w:]l'_lyX:i;_Q = x:i;_2>

o2 \JH2<i<k: @0

_ -1 _ -1 =2 _  —j=2 -2 _  —j-2
= Z (X—j—l_w—j—hX—k =z} 2 _w—k)

j—2

T %

_ -1 _ -1 —j—2 _ —j=2
= P(X_j_l—w_j_l,Z_k =w_j >

Da mesma forma, podemos mostrar que

_ 1 -2 —j—2
p6:]P’<X_;:u)_;,Z_,jg =w 7 )

e deste modo concluimos a validade da identidade (3.12), pois,

-1 _ -1 —j-2 _ —j-2
P(XT), =wl) 2t =wT]

_ -1 _ -1 »—3=2 _  —j=2\ _
P(X 1 =w X =wT) 2 P =] %) =

P(XT}=wihzof ? =wi)

Afirmamos que vale a seguinte identidade

P(XT) =wtl Xt =)

—j—1 —j—1r Mk
pr = X -
-1_ -1 y—j—2 _ _—j—2
P(XT) =wif X7 =2
j+1 k
—j=2 —1-1 —1-1
HPX (W—llx_k W_j_1) H Px <$—l|x_k )
B =1 1=j+2
= - - ,
. —j=2 =2 -1 —l-1 —1-1
H]P’ (X_l =w X =2y X =w ) H px (93_1|33_k, )
=1 I=j+2

Para comprovar a tltima afirmagao, recomendamos a leitura de Collet, Galves e Leonardi (2008).
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3.1. Demonstracao do Teorema 2.5

Pela ultima igualdade, segue que
Jj+1

—j=2, —l-1
[I»x <°’*l|x—k ‘*’—j—l)
=1
i

I1e (X_l —w | X=X o w*lfl)
=1

vV
)
>
T
-
|
=
|
=

v

*
axfx-
Consequentemente, temos

—1 -1 —j—2 —j—2
P (X?H =Tl X =2

-1_ -1 y—j—=2 _  —j—2
P(X_j—w_j,X_k =x_3

A demonstracao da terceira afirmacao deste lema segue da ultima desigualdade e da identidade
(3.12). O

Lema 3.3. Para todo € € (0,1), quaisquer k > j > 0 e qualquer wo_k, temos
i i €
F (X—j—l = X =wl}, 27 7

e e ) P
J k k (1—|—8)OéxﬁX

onde w'_j_1 #w_;_1.
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3.1. Demonstracao do Teorema 2.5

Demonstragao. Pela definicao de probabilidade condicional, escrevemos

— — —j—1 —j—1
p = P (X—j—l = w'_j_l\Xf; = wijl-, Z,]jg = wfi >

—1 -1 »—j—2 —7—2
P (X—j—l = w’_j_l, Z—j—l = w_j_1|X_j = (,d_j,Z_]]€ = w_i )

o 1 =1 -2 —j-2
P (71 = woya| X} =wT), 200 = ]

_ -1_, -1 _ —Jj=2 _  —J=2
]P(X_j_l —w_j_l,X_j —w_j,Z_j_l —w_j_1,Z_k =Ww_3 )

o —1 1 —j—2 —j—2
P(XT} =wih 2t =woyor, 20 S = w )

— -1_,,-1 _ —Jj=2 _  —J=2
]P(X_j_l —w_j_l,X_j —w_j,Z_j_l —w_j_l,Z_k =Ww_i )
— X

P(XT}=wi) 2ot =w )

/ . o . -1 __ —1 _j_2 — _j_2
7]'7172_]_1 _w—]—llX—j —wfj,ka =WwW_i

_ 1 1 -2 —j=2
P(Z 1 =w X =wi), 2 2 =)

(3.13)

Lembramos, para w’_ -1 =# 0, que vale a seguinte equivaléncia entre eventos
{X—j—l =w_j_1,Z4-j1= W—J—l} = {X—]—l =w_j_1,§—j-1= W—J—l} .

Considerando a identidade acima, a equacao (3.13) e a independéncia das mudancas, podemos,

neste caso, escrever

o -1 _ -1 »—j—2 _  —j—2
eP (X_]_1—w_j_1\X_j —w_j,Z_k =w_y )

p= : PR—— — (3.14)
P (Z—j—l = w_j_llX:j =w_ Zﬁi = wfi )

7]‘7
Para o caso w’fjfl = O, temos
!
P (X,j,1 = w_j_l, Z,j,1 = w,jfl) =0.

Utilizando a tltima equivaléncia entre eventos e a equacao (3.13), temos, neste caso, que

p=0.
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3.1. Demonstracao do Teorema 2.5

Logo, em todos os casos (w’_j_l # 0 ou w’_j_l = 0), podemos limitar p como segue

-1 -1 —j—2 —j—2
< cP (X—j—l = w/—j—l‘X,j = wij,Z_fg = w_i )

b= -1 -1 »—j-2 —j—2\ (3.15)
P(Z,j,1 :w,jfllX_j :w_j,Z_k =W_i )
Note, pela independéncia das mudangas e por (3.1), que
_ o “1_ =1 =2 _  —j-2
p = P Z,j,1 = w,J,1|X_j == w_j,Z_k =Ww_1
= P (X=X =wT) 2 = e
+ P (X=X =0Tz =w ) +
+ (I-¢)P (X—j—l =w X} =0, 207 = w:i_z) ;
se w_j_1 = 0. Pelo Lema 3.2 e pela tltima igualdade, vale a seguinte desigualdade
p>(1+e)axfx. (3.16)
Para o caso w_j_1 # 0, temos que
P(X =o' yalXT) =wTh 20 =) =0, (3.17)

pois, dado que o evento {Z_;_; =1} ocorreu entdo, por (2.2), o evento {X_;_1 = 0} ndo pode

ocorrer. Portanto, em todos os casos, considerando (3.13), (3.15), (3.16) e (3.17), obtemos

9

P (X, D G B 0/ w:j*) S —
J J | 7 J k k (1‘1'5)04X5X

Por meio dos trés lemas anteriores demonstraremos o Teorema 2.5.

Demonstracao do Teorema 2.5. Afirmamos, para todo a € A e para toda sequéncia w:,i c AL,

que
pz (alw™}) =P (Xg = a]Z:l —w )| <e. (3.18)
k k

Vamos atestar a validade da desigualdade (3.18), analisando, separadamente, os casos a = 0 e

a # 0. Para o caso a = 0, consideramos (3.1) para obter
P(Zy=alZ} =w";) = (1-e)P(Xo=0a|Z7} =w ;) +eP(Xo=0a|Z7} =w})
+ P (Xo = d|Z7) = w:i) ,
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3.1. Demonstracao do Teorema 2.5

onde a’ # 0. Considerando a iltima igualdade, seque
‘pZ (a’“’:;) _P( 0=alZ_, =W k)‘ <e
Utilizando (3.2) obtemos, para o caso a # 0, que
pz (alwZ}) = (1 - )P (Xo = a| 22, = wT}).
Da dltima identidade, tem-se
‘pz (a]w:;) P (Xg = a|Z b= w_l ’ <e.

Logo, para todo a € A, podemos escrever a desigualdade (3.18). Agora, procederemos como na
demonstragao do Teorema 1 de Collet, Galves e Leonardi (2008). Inicialmente, observamos que

para o caso k = 0 a assercdo do Teorema 2.5 € vilida trivialmente. FEntao, resta-nos provar a

desigualdade (2.3) para k > 1. Neste caso, podemos escrever

s = PXo=alZ=w})-P(Xo=alX | =wT})
k—1 )
_ [IP(XO —alx} =0l z " =0T
§=0
- P(Xp= a]X:}_l = w:}_l,Z:g_Q w_i 2)] :

Cada parcela do somatorio acima pode ser reescrita da sequinte maneira

pj = P(Xo=a|lX ] =w },Z] ' =w{
— P(Xo=a|lXZ} | =wl .27 =w?
_ [P(XO =X =wi X =027 =w
be{0,1}
~ P(Xo=alXZ) =wTl 207 =)

X P(X—j—l = b’X:Jl = W:Jl‘v Z:i_ w_i 1)'

Para cada j, 0 < j < k—1, o somatorio p; possui duas parcelas. A primeira, correspondendo a

b=uw'_j_1, comw' _;_1 # w_j_1, pode ser limitada superiormente por

—j-1 —j— 1)

kij; = }P’(X():a|X::-L X j1i=w j 1,23 =w_j

_j7
—j—2 —j—2
- P(Xo=a|lX_j  =w;,,Z]; = w i) x

— — —j—1 —j—1
X P(X_j_l = w,—j—l‘ij = W,JI-aZ,;JC = w i )
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3.1. Demonstracao do Teorema 2.5

Afirmamos que

€
k1, <28 x ————. 3.19
De fato, por meio do Lema 3.3, podemos escrever
Y -1 _ -1 »—j—1 _  —j-1 3
‘]P)(X—]—l =w XD =wl, 25 T =wy )| < 0+ SJaxie (3.20)
Agora, definimos a constante ko j por
kQJ = ‘P(X() = a|X:]1 = w:jl-,ijfl =Ww_j-1, Z:iil = w:iil) +
+ P(Xo=a|X_, =wi} .27 %= w:i_2)‘ .
Entao, pela desigualdade triangular e pelo Lema 3.1, seque que
kaj < ‘P(Xo = G|X:} = W:JI',X—j—l =w_j_1, Z:;Z_l = w:i_l) - px (a’w:éo)‘ +
+ (P(XO —aXT mwTl 2 =0T Sy (ayw:;o)) <26, x. (3.21)

Logo, por (3.20) e (3.21) seque a desigualdade (3.19). Agora, para cada j, vamos limitar a parcela
correspondendo a b = w_j;_1 de pj. Pelas propriedades da fun¢ao mddulo, essa parcela pode ser

limitada superiormente por c3j, onde

— — —j—1 —j—1
c3,5 = P(XO = a]Xf} = wijl»,X_j_l =W_j—-1, Z_]]C = w_i ) —
— — —j—2 —J7—2
— P(X,= a|X_]1_1 = W_Jl'—p Z T =wl )| %

_ — —7—1 —7—1
X P(X,j,1 = w,j,1|X_} = w_jl-, Zfljc = wfi )

Esta ltima expressao pode ser mojorada c4 j, onde

o _ -1_ -1 _ —j-1_  —j-1
caj = Z ‘IP’(XO = a|X_j =w ;X ji=wj 1,27 =uwy ) —
ce{0,1}
—1 -1 —j—2 —-j—2
- P(Xo= a|X_j_1 =w ; j, Z_,jC = w_i Z_j_1=c)| X

x P(X_j1=w ;X =w 2 =w ) x

_ _ —j—2 —j—2
X P(Zja=cdXj  =wl} ,Z3 "=wi ),

A parcela de cqj correspondendo a ¢ =w_j_1 € nula e quando c =w'_;_1, com W' _j_1 #w_j_1, a

correspondente parcela de cyj pode ser limitada superiormente por 2(3; xe. Com isso

9
i| <20, x ————— + 28, xe€. 3.22
‘p]‘ — ﬁ],X (1 + g)axﬂ;} + 5_],X6 ( )
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

Agora, pela desigualdade triangular, temos

pz (alw™y) = px (alwTp)| < |pz (alwTy) =P (Xo =alZ7; =wTp)| +
+ |[P(Xo=alX7} =wT;) —P(Xo=10alZ7} =w;)|.

Para majorar a primeira parcela no sequndo membro da ultima desigualdade, utilizamos a expressao
(8.18). Para a sequnda, utilizamos as desigualdades (3.19) e (3.22). Assim,

k—

[y

-1\ _ ~1 ' e '
e (o= = obom) < 3 (2 i 2.
Portanto,
—1y -1 48x
a€A, ilgi)eAi}c pz (o) = (o) < [1 i (1, (1 + E)axﬂi})}

como quem’amos.

3.2 Demonstracao do Teorema 2.7

A prova do nosso segundo resultado baseia-se em cinco lemas. O primeiro deles é o

Lema 3.4 de Galves e Leonardi (2008). Recordemos, por conveniéncia, este resultado.

Lema 3.4. (Galves, Leonardi). Seja (X;) um processo estocdstico estaciondrio satisfazendo as

hipdteses de mao nulidade e taxa de continuidade somdvel. Entdo, existe uma sequéncia somdvel

(P1,x)en> Satisfazendo

2
S <14 2%

I>1 ax
tal que para todo i > 1, para todo k > i, para todo j > 1 e para toda sequéncia finita w{, valem as

sequintes desigualdades

sup
zieAl

7j—1
P (kaﬂ_l =wi | X]= 11%1) - Px (w{)‘ <Y pritx
1=0

As constantes ax e Bx aparecendo no resultado do ultimo lema sdo as mesmas que

foram definidas na Secao 2.1.

O Lema 3.4 sera usado na prova do seguinte resultado envolvendo as mesmas

quantidades ax, Ox e (Pl,X)leN'

Lema 3.5. FExiste uma sequéncia somdvel (ple)leN’ satisfazendo

> ox §2<1+ BX>7

(8]
lEN X
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

tal que para todoi > 1, todo k > i, todo j > 1 e toda sequéncia finita w{, vale a sequinte desigualdade

sup |P (lejﬂ_l =l | Xi=2al ¢ = 01) —pz (w{)’ < =

xll ,0% eA

Demonstracao. Das propriedades de probabilidade condicional, temos, para quaisquer xﬁ, 9§ € .Ail,

que

ko= P28 =] X = ol el = 01) - pz (])] (3.23)

ktj—1 _  k+j—1 ktj—1 i\ v e ‘ j
= Z P<Xk J =T, J 7Zk I :w“Xi:xllvG:ml) — Pz (W{> )

k4j—1
Lk

k+j

2L s , A~ . —1 ] .
onde o ultimo somatério € sobre todas as sequéncias x, € Aj satisfazendo

[XEIT =z =) (3.24)
Por meio da identidade (3.23), afirmamos que
= | o (et B (289 = =) g ()] 29
k4j—1
Tk
Para atestar (3.25) note, pela defini¢ao de probabilidade condicional e pela independéncia dos ruidos,

que

b= | Y R ( b 2 i = = 01) s ()

k4j—1
L

Xk+]*1 _ mk“r]*l Zk‘i’_]*l — Wl xi

_ Z P( k k - k ‘1’ llzxé)P(gll':mi) —pz(w{)

k+j—1 _ _k+j—1 k+j—-1 _ j i i k+j—1
P (X = a2 = ] XE = ) px (o)

j
y | ()
; ki1
px (o) px (77
P ki1 k-1
PX (xﬁwkﬂ )IP’ ﬂ & =w | px (afkﬂ )
E<i<k+j: ;70 ( j
Z ki1
Pt px (=4) px (zvk ! )pz
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

Assim, temos

i, k+i—1 ktj—1 _ g ykti—1 _ k+j—1
xiTy, P(Z =wy, X}, =z

ko= ) pX( : k+j—1> o (w{)

e px (%) px (:ck

— Z [ 5% (miﬂ;lkﬂi) P (Z]]jﬂ;l = w{\X:Jrj*l = xZﬂ;l) —pz (u){) .

ktj—1
L

Deste modo, comprovamos a validade de (3.25). Agora, considerando a independéncia das mu-

dancas, tem-se
k+j—1 | v h4i—1 k+j—1 k+j—1 k+j—1
Ry = > P2 = w X =) P (X =)
i tead

- Y N a=w | (X7 =y

yl+i=1 E<I<k+j—1: 470

o k+j—-1 _ _k+j—1 Hk+j-1 _ 3
=Y R(XT g g =)

SR,
_ J
= Dz <w1> )

. fe A i—1 j .
onde, na segunda igualdade, o somatério é sobre todas as sequéncias y],zﬂ € Aj satisfazendo

(3.24). Desta forma,

pz(wl) = X (AT =wIXET = R (X =) (3.26)

ah i le Al
Através das identidades (3.25) e (3.26) limitamos superiormente k; do seguinte modo

kl S E ‘]P) (Z]]§+J71 = u}‘“X:Jr']il = CL‘ZJFJil) |:P (X]’:+‘771 = $£+]71|X% = Ii)
el

— P(XT =) ‘ . (3.27)

Pela inequagao (3.27) e pelo Lema 3.4, temos

j—1
k< Sop (Z,’j“*1 — WXk = xi“’l) > pritix
ST Al =0
j—1
= |> P N a=w||D e itrx, (3.28)
yitil k<I<k+j: 1170 1=0
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

j—1

onde o ultimo somatério é sobre todas as sequéncias y]]:ﬂ € A]i satisfazendo (3.24). Agora,

podemos mostrar que

Z P ﬂ G=w | < (1_16)] (3.29)

k+J 1 k<I<k+j: y;7#0

Portanto, através de (3.23), (3.28) e (3.29), obtemos

j—1
Z Pk—i+l

B (45— of 51— o ) e ()
(1=¢)
como queriamos. O

Enfatizamos que a técnica utilizada na demonstracao dos préximos lemas desta secao
foi inteiramente baseada nas demonstracoes dos Lemas 10, 11 e 12 de Collet, Galves e Leonardi
(2008). Por conta disto, omitiremos a prova de algumas identidades e inclusoes que aparecem no

restante desta secao.

A prova do préximo lema é uma consequéncia da Proposicao 4 de Dedecker e Doukhan

(2003). Para a conveniéncia do leitor, recordamos este resultado.

Proposicao 3.6. Seja (Y;)ien uma sequéncia de varidveis aleatdrias centradas, quadrado integrdveis
e seja M; a o-algebra gerada por Yy, ..., Y;. Definimos S, =Yy + ...+ Y, e

bin = max
i<l<n

YZIET (Vi M;)

=1

1/2
1Sall, < <2pzbm> .

Lema 3.7. Para toda sequéncia finita w e para todo t > 0, temos

p/2

Entao, para qualquer p > 2,

—t2(1 — ¢)«)

P (|Np(w) — (n — l(w) + Dpz(w)| > t) < et exp | — S
de[n — l(w) + 1]l(w) (1 + ﬁ)

|A]+1

Além disso, para todo a € A e qualquer n > o)

+ l(w), obtemos

2
2 wa
L= 4(”*““3)!’2(@} pz(w)"(1 - o)

64el(wa) (1 + %)

P (|pza(alw) = pz(alw)] > 1) < 3e¢ exp | —(n —1(w))
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

Demonstragdo. Para toda sequéncia finita w] € A7, tem-se

n—

J
= [1{Xt+i:Wi}1{£t+i:1}] H |:1{Xt+s:u)s} + 1{Xt+s:“’§}1{£5+t:0}] )
t=0 1<i<j: w;#0 1<s<g: w;=0

onde, como na Segao 2.1, N, (w]) é o nimero de ocorréncias da sequéncia w] numa amostra aleatéria

Z1,Za, ..., Zy do processo (Z;). Definimos o processo {U; : t € Z} por

Ui = H [1{Xt+i:wz‘}1{5t+i=1}] H [1{Xt+s=wS} + 1{Xt+s=%}1{£s+t=0}} —pz(wi),
1<i<y: w;#0 1<5<j: ws=0

onde W, # ws, para 1 < s < j. Denotamos por M; a o-algebra gerada por Uy, ..., U;. Note que

E(U,) =E (1{Zt+;_w;} - pz(w{)) —0,

t+5
ou seja, as varidveis U; sao centradas. Além disso, ||U]|» < 1. Agora, aplicando a Proposicao 3.6,
2
obtemos
1/2

, (3.30)

l
U Y E(Ux| M)

k=t

HNn(w{) —(n—7+ l)pz(w{)“T < | 2r max

r/2

para todo r > 2. Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e triangular para a métrica ||.|,. /25

temos
l l
U > E(UilMy) < NUilly o || Y E(U M)
k=i r/2 k=t /2
1
< Y IEURIM) |

k=t

pois, HHp < H.sz < ... <|lls, para quaisquer 1 < p < g, com p, ¢ € N. Com isso, escrevemos

|Mned) = (0= + Vpz())| < (mz Vel > \\E(Ukth>\|oo) SENCENY
t=0

k=t
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

Segue, pela defini¢ao |||, que

IEUMD)ll = sup [EULTE = ob)]
066«46
= s P2 =l X = a6 = 00) ()]

xi-‘r]’ ,91;+j E.A?H

Da ultima igualdade, do Lema 3.5 e da desigualdade (3.31), temos

< [(M(n—j%—l)j (1+5X)]1/2. (3.32)

HN"(W{) —(n—Jj+ 1)}72(@{) 1—¢e)i ox

Agora, seja

B:(lilg)j(n—j+1)j<1+f;((>.

Como em Dedecker e Prieur (2005) obtemos, para todo ¢ > 0, que

E (‘Nn(w{) —(n—j+ 1)]?2(‘0{)

)
-
min (1, [Ttﬂ g) . (3.33)

~ r . so.
A fungdo r — (er)z, ¢ = g, possui um minimo em rg = é Como em Galves e Leonard (2008),

P (Vo] = (0= + Dpz()| > 1) < min {1,

IN

comparando o valor desta fungdo com 1 e ry com 2 podemos inferir que

B2 2
min (1, [7;2] ) < exp {_eB + e_l} ) (3.34)
Das desigualdades (3.33) e (3.34), segue que

t2(1 — g)l«)

P (|Na(w) — (n— l(w) + pz(w)| > ) < e* exp 5
de(n = 1(w) + Di(w) (1+ £2)

Dessa forma, concluimos a primeira assercao deste lema. Para provar a segunda afirmagao, obser-

vamos que
pz(a|w) o (n — l(w))pz(wa) +1 < ‘A| +1 |
(n = 1@)pz(@) + [A]| = (= w)pz()

Agora, da desigualdade triagular, tem-se

(3.35)

— l(w))pz(wa) +1

pzwa) 41| [
Pzl = e pa(@) + A

_(n
Pztele) = o o sy 1Al

[pz(alw) — pz(alw)| <
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

onde,
. _ Ny(wa)+1
Pznla|w) = m
Utilizando (3.35), escrevemos
oy < MEL (= l@)pa(we) + 1
palole) =Pzl S G i@ TP T s + AT

Pela ultima desigualdade, obtemos a inclusao entre eventos

A A (n— 1(w))pz(wa) + 1 A+ 1 }
— >ty C - > 1 —
(pztal) = stale > 1) { i) ~ g S| = -
sempre que
. Al +1 .
(n —l(w))pz(w)
Pela 1ultima inclusao, podemos escrever
P(lpz(alw) — pz(alw)| > )
. (n—1l(w))pz(wa) +1 |A|l +1 )

<P — —

<P (it - S | - e
para todo n > ‘t“:‘(z)l +l(w). Fazendo t' =t — (n_l‘é‘%, vemos que

"

< P(1Nu(ea) = (0~ M)z > § [0~ 1Dpzl) + 141

(sl + 1],
Pz ale) = o @) Al t)

/

+ SR (INub) — (0= D2 > 5 (0= 1)) + A1 )

be A

Aplicando a primeira assergao deste lema, limitamos cada uma das parcelas no segundo membro da

ultima inequagao. Portanto,

1 2 WP — l(w — g)lw)
P(|lpz(alw) — pz(alw)| > t) < 3e- exp { [t— 5 pz(@)] (n — U))( = &) },

(n —l(w))pz(w) 6de(l(w) + 1) <1 4 g)

que é a segunda afirmacao deste lema. O
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

Lema 3.8. Para todo 6 > 2 [1 + 457)(} g, todo w € Ty, uw € ’ZA;f’d e

min(axB%,1)

6
n > +d

{5 — 2 [1 + min(l,(ilf-);)axﬁ;()} } a%(1—e)

temos
5 _ 112 42 3d+1
3 _E]a2(1—
P(A,(uw) > §) < 12¢¢ exp ¢ —(n — d) [2 ] ax ( 2
64e(d + 1) (1 + %)
onde

- 43 3
=l o +€)axﬁ}})} T dat 1o

Demonstracdo. Lembramos que
An(uw) = max |pz, (aluw) — pzy (alsuf (uw))]
Note, pela propriedade do sufixo (item 2 da Definigao 2.1), que se w € Tx entao
px (aluw) = px (a|suf(uw)),

para qualquer sequéncia finita v e qualquer simbolo a € A. Logo, pela desigualdade triangular,

tem-se

Pzp(aluw) = pzn(alsuf(uww))] < [pz,(aluw) = pzlaluw)| + |px (aluw) — pz(a|uw)]
Ipx (alsuf(uw)) — pz(alsuf(uw))]
+  Ipz(alsuf(uw)) — pz(alsuf(uw))|.

+

Pelo Teorema 2.5, temos

Pz (aluw) = pz(aluw)| + [px (aluw) = pz(aluw)]

48x ]
min (1, (1 +¢)axF%)

< |pzn(aluw) — pz(auw)] + [1 T

lpz(alsuf(uw)) — pz(a|suf(uw))| + |px (alsuf(uw)) — pz(alsuf(uw))|
48x ]
in(1,(1+¢e)axfy) ]|’

< Ipz(alsuf(uw)) — pz(alsuf(uw))| + & [1 +—

Logo, vale a seguinte desigualdade

P (m;f pzm(aluw) — pzn(alsuf(uw))] > 6)
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

< Z [ <\pzn aluw) — pz(alsuf(uw))| > g . [1 b 48x ])

2 min (L, (1 + £)ax Ay)

r <|pz(a|suf(uw)) — pz(afsuf(uw))| > g — € [1 T i (1, (fixs)axﬁ})]ﬂ ’

para todo ¢ > 2¢ [1 + min(l,(ﬁ?)axﬂ;() . Note que se uw € ’jjfvd entao, pela Definicao 2.4, temos

l(uw) = d e l(suf(uw)) < d. (3.36)

Considerando o Lema 3.2, segue que

46x

min (1,(1+€)ox , obtemos

pz(uw) > agl((l — 5)d e pz(suf(uw)) > Sl((l - E)d

Agora, utilizando o Lema 3.7 com t = % —€ [1 +

X ) 46x
2
t— gt oX (-
< 3¢t exp —(n—d)[ (n=d)oc (1 o) : (3.37)
6e(d+1) (1+2x)
e
R 9 45
P (Ipz(elsus ) — prtalsuf(ua)] > § —< 14— 20 ])
X
t— gt ox (-
< 3c¢ exp —(n—d) [ (n—djak (1-e)* ] , (3.38)
6e(d+1) (1+2x)
para
n > 6 +d.

45 d
{5 — 2 [1 + min(l,(l—&—)g)aXB;()] } (1 —e)das

Considerando as cotas superiores para as probabilidades estabelecidas em (3.37) e (3.38), obtem-se
P (ma iz (alus) — iz (alsus ()| > 5)

g 2.2 3d41
55—k 1—
< 126% exp _(n_d) [2 ] aX( E)

6de(d+1) (1+2x)

onde,
483x 3
c [1 + min (1, (1 + 6)04)(5}‘})} * (n —d)ad (1 —¢e)d’

k=
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

como queriamos. O

Lema 3.9. FEuxiste d tal que para todo

5<Dd—25[1+ 4Px ]

min (1, (1 +€)axf%)
todo w € 1,7, com l(w)< K, w¢Tx, e todo

6
n > +d

{Dd — 52 [1 - mm(l,(fﬁﬁ)axg;()] } ad (1 —e)d

temos

_12
Dd2—5 _ k] a%g(l _ 5)3d+1

P Ay (uw) <6 SGeéeX —n—d[
WQX|d{ ) =) Pl d) 6e(d+1) (1+2x)

onde, como no Lema 3.8, temos

k

48x 3
) [1 " min (1, (1 + e)aﬁ*)] * (n —d)a% (1 —e)®

Demonstragao. Como em Collet, Galves e Leonardi (2008), seja

d= max min{k: existe w € C} com w > u}.
u%'fx, l(u)<K

Entao, pelas defini¢coes de Cy e da constante d, existe uw € Tx |, tal que

px (aluw) # px (alsuf(uw))
para algum a € A. Sabemos que
Pl (] {An(uw) <6} | <P(An(uw) <6). (3.39)
uweTx |,
Podemos ver que
Pz (aluw) — pzy(alsuf(uw))| = [px(aluw) — px (alsuf(uw))|
[Pz (alsuf(uw)) — pz(alsuf(uw))]

— Ipz(aluw) — px(aluw)| - |pz,(aluw) — pz(aluw)]

— Ipz(alsuf(uw)) — px(alsuf(uw))
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

para todo a € A. Lembramos que

Dy = min max {|px(a| w) = px(al] suf(w)]}.

Assim, se uw € Cy, temos
max |px (aluw) — px (alsuf (uw))| = Da.

Utilizando o Teorema 2.5, podemos escrever

_ _ 46x
aea Ipz(afiw) = px(ali)] < & [1 + min (1, (1 4+ E)axﬂ}):|
e max |pz(a|suf(uw)) — px(a|suf(uw))| < e [1 + 4Px ]
ac A pz bx - min (1, (1 +¢)axf%) '
Logo,

Ap(uw) > Dy-—2e [1 + 40x ]

min (1, (1 4+ ¢)axf%)
— max[pi (ais) — p(ahi)] a7 (alsuf () — p(alsuf ()]

Pela ultima desigualdade, tem-se

Dd_5_2€ 1+min111—l?-xoz 5%
P(Au(5) <6) < B(({Ipzn(ahis) - pz(ahi)| = | S 7l
acA
Dd_5_28 1+min111§—);a 5%
+ P((){Ipzn(aliw) - pz(aliw)| 2 [ 5 Ltelax X)] 1,

acA

sempre que

(5<Dd—2a{1+ 4Px ]

min (1, (1 + ¢)axf%)
Finalmente, considerando a ultima cota superior obtida para P (A, (uw) <), a equagdo (3.39) e

fazendo

48
Dg—06—2e |:1 + min (1,(1+§)axﬁ’;{)}

2

t=

no Lema 3.7, temos

2 2d(1 _ ~\3d+1
P ﬂ {Ap(uw) <o} ] < Ge< exp [—(n —d) cay(d-¢)
uweTx |, 6de(d + 1) (1 + g—f()
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

onde
_Da—46 e 406x B 3
2 min (1, (1 +¢e)axfy)] (n—d)ak(l—e)d
¢ 6
n > " p +d.
{Dd —0 -2 [1 + min(l,(1+)6()axﬁj()} } ag(l—e)?
Com isso, concluimos a assercao deste lema. O

Demonstracao do Teorema 2.7. Como em Collet, Galves e Leonardi (2008), definimos

Oni= U U {Auw) >34},

weTx 7-6,d
)< uw€Ty,

U= 1J ) {An(w) <0}

weT Pt uweTx |,
l(w)<K

Entao, se d < n, podemos ver que
~5.d Kd K,d
{7;1 |K 7’5 Tx |K} - On,5 U Un,6 :

Logo,

P(T0k # Tx k) € 2. D PAulw)>d)+ Y P[] {Aaww) <0}

w€eTx uwe’f',f’d weﬁf’d uweTx |,
Uw)<K l(w)<K

Observamos, pela Definicdo 2.4, que a soma

81 := Z Z P (A, (uw) > 6)

(UGTX 7-6,d
) X uw€Ty,

possui no mdzimo 291 parcelas. Agora, pelo Lema 3.8, tem-se

§ 112 q2d 3d+1
X 5 — k] ax(l—c¢
51 < 24-112¢% pq —(n—d) [2 ] X ( )

6e(d+1) (1+2x)

onde

4
P Bx 3

€ [1 T i (L, (1 1 5)axﬁ§)} T dat1 -
3

{6 mE [1 + min(L(;lf-);)aXﬁ;()} } aﬁ((l —¢g)d

n > +d
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3.2. Demonstracao do Teorema 2.7

6>2(1+4ﬁX)>e.

min(ax 3%, 1
Por outro lado, a soma

Sg 1= Z P ﬂ {A, (uw) < 6}

weh?? \wwelx|y
l(w)<K

possui no mdzimo 2% parcelas. Utilizando o Lema 3.9, temos

_12
Dd275 o ki| O[%{d(l o 6)3d+1

sy < 296et exp | —(n —d) [

6de(d+ 1) <1 + %)

onde 6

n > 43 + d

{Da =6 =22 |1+ gty | f ok (1 - o)
e
0 < Dg—2¢ {1 + 10x ]
d min (1, (1 +e)axfy) ]

Agom, sejam c1 = 2 [1 + min(l,(?i);)axﬁ})} €

o — 6 +d.

{Dd —6—2¢ [1 + min(l’(ﬁﬁ)axﬁ;{)} } ad (1 —e)d

Assim, para todo € € (0,Dg/2c1), para todo 6 € (c1e,Dgq — c1€) e n > ngy temos, considerando as

cotas superiores para s1 € Sg obtidas acima, que

[min (Dg — 6,8) — 2k]* a24(1 — ¢)3d+1
256¢(d + 1) (1 + %)

)

P (’]if’d | # Tx |K) < 2919¢¢ exp |—(n —d)

onde k € como acima. Definindo as contantes co e c3 por

co = 2d126%,

[min (D — 6,8) — 2k]* a24(1 — £)3d+1
256¢(d + 1) (1 + %) '

C3 —

Portanto,
P (23| # Tx I ) < coexp[—(n — d)ea]

o que conclui a prova do Teorema 2.7.
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3.3. Demonstracao do Teorema 2.10

Demonstracao do Corolario 2.8. Pelo Teorema 2.7, temos
SR (T3 I # T i) < D enel 0% < o
n n

pois, as cotas para a probabilidade de erro na estimacao da drvore de contextos truncada sao

somdveis em n para apropriadas escolhas de d e §. Assim, pelo Lema Borel-Cantelli, obtemos

P([i;f»d i # Tx me.]) —0,

ou, equivalentemente, para todo inteiro K e para quase toda amostra infinita Zi, Zo, ... existe um

n tal que, para todo n > T temos
7)¢ |k =Tx | k-

3.3 Demonstragao do Teorema 2.10

Recordamos que nesta e na proxima secao, o alfabeto A é o conjunto finito {0,1,..., N — 1}

e o processo (Z;) é definido por

Zt _ Xta s€ ‘Et = 17
}/;fv se ft:()

Para esse modelo, valem as seguintes equivaléncias

{X,j = w,j,Y,j = w,j} C {ij = w,j} , (3.40)
0 0 0 0
= X0 =20, ¥0 =0, N =1, N §i=0yp,
0<I<j: v 1FY—1, w_1=T_y 0<i<j: T—iFY—i, w—i=Y—i

{X_j =T—j, Z_j = 33_]'} = {X_j = .T_j,f_j = I}U{X_] = :E_j,Y_j = SC_]'7€_]' = 0}, (342)
(V=y .2 =y} ={V =y ;. ¢, =0 J{V =y, X j=y ;. ¢;=1}, (343
(Z =23y ={X =&, =13V =24,¢, =0}, (3.44)

0

para todo j € Z e quaisquer sequéncias x° o yY Wl AY i Além disso, temos

Xj=2 ;7 j=z2 4} ={Xj=0;Y  ;=2,¢(,;=0}, (3.45)
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3.3. Demonstracao do Teorema 2.10

sex_j#z_je
{Y_j = y—j7 Z_j = Z—j} = {Y_j = y—jag—j = 1,X_j = Z_j}, (346)
se y_j # z—j;. BEssas equivaléncias serao utilizadas nas demonstracoes dos préximos resultados.
A prova do Teorema 2.10 baseia-se nos trés préximos lemas preparatérios.

Lema 3.10. Para todo € € (0,1), quaisquer k > j > 0, todo w° __ e quaisquer a,b € A, temos

— 00

[P (Xo = wolXZ} =T}, Xy = 0,251 = 0,207 = w7 ) = px(wolol)| < Bx.

_j’ [e.o]

~ . .. —7—=2 . .
Demonstragao. Para todo j > 0, condicionando nos valores de X_]JC e considerando a inde-

pendéncia entre os processos (&), (Y;) e (X}), tem-se

P (Xo —wlX T =w X ja=a,2 51=b27]"= W:i_2> = (3:47)
D2
onde
pi= 3 px <u:;;2aw:;wo) P (z:,g’*l —w XTI = u:{;Qa) , (3.48)
u:i72
pi= 3 px (u:i_2aw:;> P (Z:g‘l —w XTI = u:;j%) . (3.49)

—j—2

U_k

Para comprovar a validade de (3.47), fazemos a = u_;_1 e b = w_;j_; para obter
ps = P27 =T X = uT ) (3.50)
= P ( X i =u—y, ﬂ Z_i = u—_, ﬂX—l =u_y, ﬂ Z= w-z)

onde os indices j + 1 < ¢ < k sado tais que u_; = w_; e os indices j + 1 < [ < k sao tais que
u_; # w_;. Por (3.45), obtemos

p3 = P (ﬂXﬂ' = Umﬂzf@' = UmﬂX—l =U_y, ﬂY—z = w—l,ﬂﬁ—l = 0) . (3.51)

Pela equivaléncia (3.42) e por (3.51), tem-se

p3 = P(ﬂX—z‘ZU—i,ﬂf—izl,ﬂX—lZu—l,ﬂy—lzw—l,ﬂi—zzo)
+ P ()X = umin (VYo =i Vi = 0,V Xy = ups (Yo = [0 =0).

Considerando a ultima igualdade, (3.50) e a independéncia entre os processos (X¢), (Yz) e (&),
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3.3. Demonstracao do Teorema 2.10

obtem-se
P2 = (z oW x T = u:{;‘za) (3.52)

P
- P(ﬂg_z_1 Yo =w e l_0>
P(ﬂYZ—u b= 0, Yo =wrn (- l:o)

Assim, por (3.48) e (3.52), temos
pL=P (Xﬂj = wllwo, Xojor = a, 241 = b, 27 2 = w:ﬁ) .
Analogamente, podemos mostrar que
pr =P (X:} WX =a, 2 =027 = w:i_2>
e assim concluir a prova de (3.47). Como na Se¢ao 3.1, temos que
px (wolw”l) — Bix < px (wolu:i_Qaw:}) < px (wolw=k) + Bj.x. (3.53)

e a afirmacao deste lema segue diretamente. O

Observagao 3.11. Como o processo (Y;) também satisfaz as condigées de nao nulidade e taxa de

continuidade somdvel temos, para todo wo_oo € A(loo, todo j > 0 e qualquer a € A, que

inf Py (wo\v éo 1w:}> < py <w0|u:i_2aw7 ) < sup py (w0|v g;lw:}). (3.54)
vfoo U:Jool

Lema 3.12. Para todo € € (0,1), todo k > 0 e qualquer wo_k, temos

bz (W0|w ) > Qmin, (3.55)
P(Xo=wo|lZ7} =w’}) > ax (3.56)

(&
P (Yo =wo|Z7} =w’}) > ay, (3.57)

onde pin = min{ayx,ay}. Além disso, para todo 0 < j < k temos

_]’

P (X_j_l =w j1|X ] =w} 7772 = w:i”) > axfy (3.58)

P (ijq =w Y =wl}, 27 = w:i_2) > ay fy. (3.59)
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3.3. Demonstracao do Teorema 2.10

Demonstragdo. Pela definicao do processo (Z;) (conforme (2.4)) e por (3.44), temos
pz (wolw™}) = (1 —e)P (Xo =wolZ7) =w™}) +eP (Yo = wo| 27} =wT}) . (3.60)

Afirmamos que, para provarmos a primeira assercao deste lema é suficiente comprovarmos a segunda

e a terceira afirmacoes. Isto segue de (3.56), (3.57) e (3.60), pois,
pz (wolw™}) > (1 — )ax + cay > Amin.

Agora, para atestar (3.56) iremos condicionar nos valores de X:ll, Y:kl, considerar a independéncia

entre os processos (&), (X¢), (Yz) e as desigualdades em (3.6), para obtermos

P(Xo=w|Z}=w’}) =

i—+oo SO (XT = uT X =W oy (0T
onde
pe =P A =1, N E4=0],
i, —k<—i<—1: u_;Fv_i, u_i=w_; t, —k<—t<—1: u_sFv_s, u_tFw_
com as sequéncias u:ll e A v:,i € .A:,lg, satisfazendo
P(X ' =u ], Y =v}, 27} =w}) #0.

Para cada [ a expressao no lado direito é limitada inferiormente por ax. Entao, o mesmo vale para
o limite quando | — 4o00. De modo andlogo, podemos comprovar (3.57). Agora, para provarmos
(3.58) e (3.59), note que

_]7

Z Z P (Z:,J; = w:i Q\X:,J; xffc Q,Y:,fj*2 = y:iﬁ) DX (m:{cﬁw_] 1) Py (y_ j72)

-2 _ —j—2
JJ]

2 —j—2 2 -2 —j—2 2 _ —j—2
Z > P ( e X T = Y T =y )px (:c,i w,})py(y,i )

-2 —j-2
Yh Ty

P (X1 =wyal X} =), 2 2 =w ) (3.61)

y_

)

a . —j—2 —j-2 . .
onde as sequéncias xi , yfi E.Ajc sao tais

—j—2 —j—2 ,—j—2 —j=2 ,—j—2 —j—2
{X,,g D i Ve e | };A(z).
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3.3. Demonstracao do Teorema 2.10

Para atestar (3.61), utilizamos (3.40) e a independéncia entre os processo (&), (X;) e (Y;) para
obter

1 -1 —j—2 —j—2
p3 = P(X_] 1= w_j_l,Z_i; :w_i )

w2 2 z—i? —j—2  _—j-2
— P(z TR X :g;f ,Xﬁl_wﬁl LY T =970 )
_—j— 27—3 2
Y-k Tk
_i_9
- > P (e =1 =0)px (o7 2wl ) oy )
y—J 290—] 2
—k —k
- —j—2 —j—2 —j—2 —j—2 —j—2 i—2
= > Y B(z Pt =e X = Y =y ox (o D) e D),
-2 —j-2
Yh ry
onde i':i_Q, g:i‘Q € A:i_g, os indices j + 2 <[ < k sao tais que x_; # y_; e w_; = x_;, enquanto

os indices j + 2 < i < k sdo tais que z_; # y_;. Analogamente, podemos comprovar que

—J _j7
—j—2 —j—2| y—j—2 —j—2 y—j—2 —j—2 —j—2 —j—2
= ZP(Z% =woy XL =l YT = )px (wi )py(y’ ),
y i PaT)?

e, com isso, atestar a validade de (3.61). Além disso, como na demonstragao do Lema 3.2, temos

—j—2 -1
bx (x_k w_j_ 1)

— > axfy, (3.62)
px (l“_i Qw:;-)

pois o processo (X;) satisfaz as hipdteses de nao nulidade e taxa de continuidade somével. Logo,
considerando a identidade (3.61) e a desigualdade (3.62), obtemos

P (X—j—l =w | X =wl],Z] "= w:i_Q) > axfx.
De modo analogo, podemos mostrar que
P(Yojor=woyVo =T} 27 =0T ) = av By
Isto finaliza a prova do Lema 3.12. O

Lema 3.13. Para todo € € (0,1), quaisquer k > j > 0 e todo wgk, temos

R -1 _ -1 —j—1_  —j-1 €
P (Xfrl =w XD =wl 20 mwy ) < B
min

ondew’ ; | #w_j_1 e afy,, =min{axfy,ay}.
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3.3. Demonstracao do Teorema 2.10

Demonstragao. Temos, como na demonstracao do Lema 3.3, que

o -1 _ -1 »—j-1_  —j-1
P (X—]—1 =w_ ;| X, =wl;, 25 =wy,

P (X,j,1 = w’fjfl, Z,j,1 = ijfl‘X:; = wi]l.’ Z:IJC;Q = w:i72)
P (Z—j—l = w—j—l‘X:jl = w:yl" Z237% = W:i_2>
< < — —. (3.63)
P(Z 50 =w X} =0l 2 2 =)

Agora, pela independéncia entre os processos (X;), (Y;) e da desiguadade (3.57) do Lema 3.12, segue

P(Yojor =woylXT) =wih, 277 =0 7)) = P(Yojo =wyl 2" =w )
Z ay, (3.64)

Assim, considerando (3.64), a inequagao (3.58) do Lema 3.12 e a equivaléncia entre eventos (3.44),

tem-se
i < 2P (YVojor =w | XD} =), 277 =w i)
+ (1-¢e)P (X,j,1 —w X =wilzT = w:ﬁ)
= P(Z =0 Xt =Tk 2 =0T ), (3.65)
onde a3} = min{axf%, ay }. Portanto, por (3.63) e (3.65), obtemos
P (X1 = ol X2 =) 20 =w ) < aﬁi —.
min
Isto conclui a prova do Lema 3.13. O

Demonstracao do Teorema 2.10. Primeiramente, para todo a € A, para todo w:,}; € A:,lg e pela

equivaléncia entre eventos (3.44), temos
pz(aw™}) = (1—¢)P (Xo = alZ=; = w:,i) +eP (Yo = alZ=; = w:,i) . (3.66)
Portanto, das propriedades da fun¢ao médulo e de (3.66), obtem-se

}pz (a|w:,i) —-P (Xo = a|Z:,i = w:,}:)‘ < 2. (3.67)
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3.3. Demonstracao do Teorema 2.10

Se k=0 o Teorema 2.10 estd provado. Para k > 1, seja

k—1
51 = [P(XO —alX ' =0z =0T (3.68)
=0
— P(Xo=alXZ} =wll 27 P =07,

Entao, como em Collet, Galves e Leonardi (2008), tem-se
s1=P(Xo=a|Z"} =w}) —P(Xo=a|X_} =w ;). (3.69)
Denotaremos por sa ; cada paracela da soma (3.68), ou seja,

-1 -1 7=j-1 —j—1 -1 -1 —j—2 —j—2
s2; = P(Xo=a|X"; = u)_j,ZJC =w ] ) —P(Xo= alX=; ;= w—j—17Z71Jc =w ).

Limitaremos superiormente cada termo sa; da soma (3.68) separadamente. Para tanto, note, como
em Collet, Galves e Leonardi (2008), que

S0 = D [P(Xo=alXT} =T} Xy =027 =wT T (3.70)
be A
— P(Xo=alX_}  =wl} 2] "= w:i_2)]

X

— - —j—1 —j—1
P(X ;1 =bX_j=w [, 25 =wi )

Como |A| = N, esta a soma (3.70) possui N parcelas. Utilizamos as propriedades da fungdo mddulo

/

para limitarmos os termos em que b = w com w’fjfl # w_j_1, por

7371)
c; = PXo=a|X_}=w X j =0, 273 =w
_ _ —j—2 —j—2
- P(Xo= a’ijl—l = ijl'fla Z37=wy )
x P(X_j=w ;| X} =wl}, 27 =wIh. (3.71)
Por (3.71), pelos Lemas 3.10 e 3.13, obtemos
2 .
ey < ;;”X (3.72)
min

onde, em (3.72), consideramos as desigualdades em (3.6) e (3.54). Agora, a parcela correspondendo

ab=w_j_1 na soma (3.70), pode ser limitada superiormente por

CQJ = P(X[) = CL|X:]1 = w:jl»,X,j,1 =W—_j-1, Z:]‘iil = w:iil)
- P(Xo= a’X:;—l = w:jl.fl’ Z:g_g = W:i_Q)
_ 1 p—j—1 —j—1
X PX ja=w X =wl, 200 =wl ). (3.73)
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3.4. Demonstracao do Teorema 2.11

Como em Collet, Galves e Leonardi (2008), temos que ¢z j < s3j, onde

s35 = > ’}P’(XO =X =W X = w20 =0T
ceA
— P(X,= a|x:;_1 = wjjl._l, Z:f;Q = afj *Z_j1=c)
x P(X_jq= w_j_l\X:} =w L,z =TT
x P(Zoja=cdXZ}_ =wll 23 =w). (3.74)

Note que a parcela de (3.74) correspondendo a ¢ = w_j_1 € nula. Podemos limitar superiormente

0s termos do somatdrio (3.74) em que ¢ = '’ —j—1, com W/—j—1 # w_j_1, por

-1 —j—1 —j—1
G35 = ]P’(XOZCL‘X_j _]7X—J 1= W—j— le_;z; —W_i )

-2
aZ*] 1 _w—] 1)

x P(Z_jo=w ;| XZ} =wll 27 P =wlh). (3.75)

— P(Xo=alX_}_ =wl]_,Z] *=uw]

Por (3.75), pelo Lema 3.10, pelas desigualdades em (3.6) e (3.54), obtemos
53,5 < 285j’)(. (376)

Assim, de (3.68), (3.70), (3.72) e (3.76), tem-se

k—1 2%6; x
<> [(N —1)=L2% L (N —1)2¢B5 x| - (3.77)

=0 aﬁ:)’nn
Da desigualdade triangular, obtemos

[pz (alw™y) = px (alwy)| < |pz (alwTy) =P (Xo=al 27 = wT)| +
+ P(Xo=alX "} =w})-P(Xo=alZ7} =w})|.
Portanto, considerando a dltima desigualdade, (3.67), (3.69) e (3.77), obtemos

2€ﬁX
aﬁ;;vm

IP(Xo =alZ" p=w) —P(Xo=a| X} =w” )‘<2€—|—(N—1)[ +26BX]

e o teorema estd provado.

3.4 Demonstracao do Teorema 2.11

Lembramos, primeiramente, que tanto o processo (X;) quanto o processo (Y;) satisfazem

as hipdteses de nao nulidade e taxa de continuidade somavel. Por isso, utilizando o Lema 3.4 existem
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3.4. Demonstracao do Teorema 2.11

sequéncias somdveis, digamos (p,x),cy € (5,7) satisfazendo

JEN?

2
Sy <14 2K

)
«
>1 X

2
D psy <1+ By

)
«
s>1 Y

tais que para todo ¢ > 1, todo k£ > i, todo j > 1 e qualquer sequéncia finita w{, valem as seguintes

desigualdades
sup |P <ka+3_1 =wi | X] = 9511) — Px (w{)‘ < Zpk,m,x,
zi e Al 1=0
sup |P (Ykkﬂ_l =w |¥] = yi) —py (w{)) <D Pritsy
yi €A s=0

sendo que as constantes ax, ay, Bx e By sao as mesmas que definimos na Secao 2.1. O restante

da demonstracao do Teorema 2.11 baseia-se na prova de quatro lemas.

As desigualdades acima serao utilizadas para provar o seguinte resultado envolvendo as

mesmas quantidades ax, ay, O8x, By, (plaX)leN e (IOJ"Y)jeN'

Lema 3.14. Eristem duas sequéncias somdveis (p,x),cy € (psy) ey Satisfazendo

2
Y omx <1+ Bx

)
(8]
>1 X

2
S pay <14 2%

b
o
s>1 Y

tais que para todo i > 1, todo k > i, todo j > 1 e qualquer sequéncia finita w{, vale a sequinte

destgualdade
7—1
2 Z Pk—i+l, max
ki1 } . . . . . : 1=0
s (B2 = X = el Y =6 = ) =z (o) < <P

zi, yieAd; 01 e{0,1}

onde

Jj—1 Jj—1 Jj—1
E Pk—i+l, max — Max E Pk—i+1,X E Pk—i+sY (-
=0 =0 s=0

Demonstragio. Para quaisquer 4, yi € A* e qualquer 6% € {0, 1}i temos, pela independéncia entre
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3.4. Demonstracao do Teorema 2.11

os processos (X;), (V) e (&), que
k+j—1 _ RN ¥ RN R R, IVl —
P (2597 = o] | X] = al, Vi =o€l = 0)) —pz (])| =
k+i—1 _  k+ji—1  k+j—1 _  k+j—1 Sk+i—1 _  Gi~i G v i i ni J
‘ZP(Xk =z LYy =Y 4 —W1|X1—~"317Y1—y1,§1—91)—pz <w1)!
B k+7—-1 _  jivk+i—1 _ _k+j—1 xk+5-1 _  k+j-—1
_ZP<Zk = wi| X =z LY = Yk )
k+j—1 _  k+j—1 yk+j—1 _  k+j—1l|yi _ 4 i i k+j—1 k+j—1
><|IED (Xk =Ty >Yk =Y |Xi = lea le = y?[) - pX(xk )py(yk )|,
L . ~ k+j—1  k+j—1 j .
onde os somatodrios acima sao sobre z, s Yk € Aj. Somando e subtraindo

k+j—1

3 k+75—1
py (Y Py px (27

nos seus correspondentes termos em maédulo e considerando o Lema 3.4, a primeira expressao pode

ser limitada superiormente por

7j—1
2 E Pk—i+l, max
=0

“(—¢y

Isto conclui a prova deste lema. ]

A partir da demontracao do ultimo resultado e das defini¢oes da Secao 2.1, aplicaremos

a mesma técnica utilizada na demonstracao do Teorema 2.7.

A prova do préximo lema baseia-se na Proposicao 4 de Dedecker e Doukhan (2003) que

foi enunciada na Se¢ao 3.2 (ver Proposicao 3.6).

Lema 3.15. Para toda sequéncia finita w e todo t > 0, temos

—t2(1 — g)Hw)

P (|Na(w) — (n — l(w) + 1)pz(w)] > t) < e* exp |- 3
defn — l(w) + 1]i(w) (1 + a)

max

Além disso, para todo a € A e para todo n > % + l(w), temos

P (lpz,(alw) = pz(alw)| > 1)

N+1 2 2(n — l(w))(1 — g)lwa)
< v vetep{ - fi- pz(@)(n — ) (1 )
(n = l(w))pz(W) 32N?%el(wa) (1 + g)
Demonstragao. Observamos, para toda sequéncia finita w{ € A, que
Nn(w{) = [I{Xt+i:wi}1{€t+i:1} + 1{Yt+i:wi}1{§t+i:0}] :
=0 1<i<j
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3.4. Demonstracao do Teorema 2.11

Definimos o processo {U, : t € Z} por

Up = H [1{Xt+i:“’i}1{ft+i:1} + 1{%“:%}1{&“:0}} _pZ(W{)-
1<i<j

e denotamos por M; a o-algebra gerada por Uy, ...,U;. Aplicando a Proposicao 3.6, obtemos

1/2
! /

Up Y E(U|My)

k=t

VAN
N
5
=
"

HNn(w{) —(n—j+ 1)PZ(W{)

ro t<I<n—j
0 r/2

IN

n—j l 1/2
(27« S 10 S ||E<Uk|Mt>||oo) |
t=0 k=t

para todo r > 2. Note que ||U/|, /2 < 1. Por outro lado, para quaisquer xiﬂ , yiﬂ € Aiﬂ e qualquer
0! € {0,1}117, temos

IEULM) o = sup [E(Ux|Ug = o))

90
o t+j _  tj Tt st pttd
= csup (U XY =2 Y =y 6 =6 )‘
gt i gt
_ k+1 Ay yt+i o thi oythd _  thg ettt j
= sup P(Zk+j—wj|X1 =z X =y L6 =6 )—pZ(%)’-
I e
1 Y1 .0y

Assim, pelo Lema 3.14, obtemos a seguinte desigualdade

. 1/2
1N (@) = (n— j + Dpz(W)]|, < [(1—85)1(00)(71 —l(w) + 1)(w) <1 + g) } ;

sendo <1+§) :max{<1—|—§—f() , (14—%)} Seja
max

8

B= m(n—l(w)—i—l)l(w} <1+§> .

Logo, como em Dedecker and Prieur (2005), temos

)

P ()Nn(w{) —(n—j+ 1)pz(wj)‘ > t) < min |1, = (‘Nn(w{) —(n—j +pz(w])

tr
min (1, [TB] ) .
2
1

~ r . .
para todo ¢ > 0. A funcdo 7 — (cr)2 possui um ponto de minimo em 79 = _. Portanto, como em

N

IN
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3.4. Demonstracao do Teorema 2.11

Galves e Leonard (2008), comparando o valor desta fungdo com 1 e 79 com 2, podemos inferir que

. rB]? t2 1
min | 1, el < exp —E—Fe .

Portanto,

1 t2(1 — e)l«)
P (INn(w) — (0 — 1) + Dpz(w)] > £) < et exp{ — ¢
Se(n — l(w) + 1)i(w) (1 n E)m

Para provar a segunda afirmacao deste lema, note que

_ (n—1(w))pz(wa) +1 A+ 1
P2 () = o) pa ) + 14| = (= l)pr(@)

|Al+1
tq(w)

Assim, para todo n > + l(w), temos

P (Ipz(alw) — pz(alw)| > 1)

Np(wa) +1  (n—I(w))pz(wa) +1 B |Al+1
=F < Np(w.) + Al (n = 1l(w))pz(w) + |A| (n— l(w))pz(w)>

VR |A|+1
Seja t' =t — OGN @

. Logo,
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3.4. Demonstracao do Teorema 2.11

Np(wa) +1  (n—l(w))pz(wa) + 1 ,
’ (‘an.) A (= l@)pz(@) + 1A t)

< P (1Nu(ea) = (0= 1)z > § [0~ 1Dpzl) + 141

+ SR (V) — (0= 1Dz > 5 (0= 1)p(e) + A1 )

be A

Agora, podemos aplicar a cota referente a primeira assercao deste lema para limitar superiormente

a ultima soma por

N+1 r [pz(W)]*(n — 1(w)(1 — &)
(w)

(N +1)er exp{ — {t  (n—1I(w))pz 32NZe(l(wa)) (1 + ﬁ>m(w

[0}

Lema 3.16. Para todo § > 4 [1 + Ll)ﬁx)} g, todo w € Tx, todo uw € ’ZA;{s’d e

min(1,a8} .
2N +1)

{(5—45 {1—1—%}}@%”

min

n > +d

temos
P(A,(uw) > §) < 2N(N + 1)e exp {(n —d) [5 - ]%]2 a2, (1 —e)*tt }7
32N2€(d + 1) (1 + g)ma:ﬂ
onde o [1+ 2(N —1)8x } N+1
N min (1, af} ) (n — d)agnm

Demonstragao. Recordamos que (ver Segao 2.1)
An(uw) = max |pz, (a|uw) — pzy (alsuf (uw))]

Note que o fato w € 7x implica que para toda sequéncia finita u e todo simbolo a € A temos

px(aluw) = px (afsuf(uw)). Dai,

Pzn(aluw) = pzy(alsuf(uw))] < |pz,(aluw) = pz(aluw)| + |px (a|uw) = pz(aluw)|
px (alsuf(uw)) = pz(alsuf(uw))]
+ [pz(alsuf(uw)) — pz(alsuf(uw))|.

_l’_
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3.4. Demonstracao do Teorema 2.11

Considerando a tultima desigualdade e o Teorema 2.10, temos

P (A, (uw) > 0)

< Z [IP (szzn(a\uw) — pz(alsuf(uw))| > o _ % [1 n M—Dﬂx])

2 2 min (1, a8},;,)
5 N -
+P <|pz(aysuf(uw)) —vz(alsuf(uw))| > 5 —2¢ [1 + m]ﬂ '
Agora, para
n> 2N+ 1) +d

{(5—45 [1—1—%}}&%”

min

podemos, utilizando o Lema 3.15, limitar superiormente P (A,,(uw) > ) por

é _ ]% 2 2d' 1 _ d+1
P(An(uw) > 5) < 2N(N + 1)eé exp ,(n _ d) [2 ] amm( 5)

32N2e(d + 1) (1 + ﬂ)mm

«

No proximo resultado, Dy e C), sao como definimos na Segao 2.1.

Lema 3.17. Existe d tal que para todo § < Dg—4e [1 + %} , todo w € ﬁ’d, coml(w) < K,
w ¢ Tx, e todo
2(N +1)

{Dd—5—4e {1+2<N‘7”5X)}}ad

n > +d

min (1,a87,,,

temos

[Da— 6 — k)" a2 (1 — o)

P {Ap(uw) <0} | <2(N + 1)6% exp | —(n —d)
WDTd 128N2%e(d + 1) <1 + f’)

@

onde k é como no Lema 3.16.
Demonstragao. Seja

d= max  min{k: existe w € Cj com w > u}.
ugTx, l(u)<K

Logo, existe uw € Tx |, tal que px(aluw) # px (a|suf(uw)) para algum a € A. Temos que

P( (] {An(uw) <6}) <P(An(uw) < 6).

uweT|,
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3.4. Demonstracao do Teorema 2.11

Observamos, para todo a € A, que

Pz, (a|uw) — Pz (alsuf(uw))| > |px(aluw) = px (alsuf(uw))|

Ipzn(a|suf(uw)) — pz(alsuf(uw))|
— |pz(aluw) — px (aluw)| — [pz, (aluw) — pz(aluw)|

= Ipz(alsuf(uw)) = px(alsuf(uw))|.

Assim, podemos escrever

Ap(uw) > Dg—4e [1—1—%

= [Pznlaluw) — pz(aluw)| — |pz,(alsuf (uw)) — pz(alsuf(uw))].
Considerando a tltima inequagao, tem-se

2(N-1)8
Dy — 6 — 4e [1+m} 13

2

P (A, (uw) <0) < P( ﬂ {pzn(aluw) — pz(aluw)| >
ac A
Dy —6—4e |1+ girages | .

+ P([){Ipzn(aliw) — pz(aluw)| > 5

acA

Se § < Dy — 4¢ 1+L%} e

min (L,aB},,
"> 2(N +1) Ld
{D — 5 —de |14 20=Dx }}ad
d min (1L,a8;,,,)

podemos utilizar o Lema 3.15 para obtermos

[Dg—6—k]? a2, (1—¢)?

min

P () {An(w)<d}| <2V + e exp |~ (n— d)
weTx |, 128N2e(d + 1) (1 n ﬁ)

67

Isto conclui a prova do Lema 3.17. O

Agora, provaremos o resultado principal desta secgao.

Demonstracao do Teorema 2.11. Definimos

oft= 1) U {An(uw) > 6},

wE’TX -6,d
) o uw€Ty,
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3.4. Demonstracao do Teorema 2.11

uri= U ) {An(w) <5}

we’j;f!d uw€Tx |d
H(w)<K

Logo, se d < n temos
7 K.d K,d
{Z?’d lx # Tx ‘K} CO,; VU5

n,

Portanto,

P(j;;id w # Tx |K)§ Yo P8+ S P () {Au(w) <8}

weTx ~5,d 5-6,d uwETx
o) <K uw€Tly) 4215’)72}( la

Por meio dos Lemas 3.16 e 3.17 obtemos a desigualdade

P (,j;:id ‘K # Tx |K) < Czel’p{—c;z,(n - d)},

i in(Dy—5,5)—2k 2 2d
onde cz = 48N(N + 1)ex, c3 = 1[;181113/(2e?d+1))(1+;)a- ‘
2(N +1
. (N +1) — +d.
{mlH{Dd — 6,0} —4de |1+ Wocﬁf,fn)”ad

Assim, concluimos a prova do Teorema 2.11.

Demonstracao do Corolario 2.12. Segue do Teorema 2.11, do Primeiro Lema de Borel-Cantelli
e do fato de que as cotas para o erro de estimac¢do da drvore de contextos truncada sao somdveis

em n para escolhas apropriadas de d e 9.
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Capitulo 4

Comparacoes

Neste capitulo vamos comparar os resultados obtidos nesse trabalho com os correspon-
dentes apresentados em Collet, Galves e Leonardi (2008). Para tanto, consideraremos que (X),.,
e (Y);cz s80 processos estocasticos, estaciondrios e ergédicos sobre o alfabeto finito A = {0,1}.
Como na Segao 2.1, as cadeias (X;) e (Y;) s@o supostas independentes. Além disso, vamos supor
que estes os processos satisfazem as condicoes de nao nulidade e taxa de continuidade somavel com

as mesmas constante ax e Ox.

Seja (&), uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. tomando valores em {0,1},

independente dos processos (X;) e (Y;), com
P&G=1)=1-¢,
onde ¢ é um parametro de ruido fixado em (0,1). Para a e b em {0, 1}, definimos
a®b=a+b (mod 2).

Agora, definimos as cadeias estocasticamente perturbadas (Z1.t),c;, (Z2.t),c7 © (Z3.t),c5 POT

Zig =X ® (1 =&), (4.1)

Zoy = Xi.&t, (4.2)
X =1

Zoy = 6, se & =1, (4.3)
Y, se& =0,

onde o modelo (4.1) foi proposto em Collet, Galves e Leonardi (2008).

No modelo (4.1), o processo (Z1,) sera diferente do processo (X;) sempre que & =0, o
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que ocorre com probabilidade . Neste modelo, é possivel que qualquer dos simbolos do processo
original (X;) seja modificado pelo efeito Bernoulli (§). O processo (Z2;), definido em (4.2), serd
igual ao processo (X;) com probabilidade alta 1 — e. Além disso, neste modelo, apenas o simbolo
1 do processo (X;) possui probabilidade positiva de ser modificado pelo processo (§). O terceiro
modelo de contaminacao, definido em (4.3), é tal que em cada instante do tempo o processo (Z3 )
ou serd igual ao processo (X;), com probabilidade alta 1 — e, ou sera igual ao processo (Y;), com

probabilidade pequena .

O Teorema 1 de Collet, Galves e Leonardi (2008), afirma, para (X;) e (Z1+) como acima,
que para todo € € (0,1) e para todo k > 0, temos

_ - 4Bx
1 1
sup g1 (alw™y) = px (alwTp)| < e [1 + } : (4.4)
sen, o iy 1 ) —px o) i (1, ax )
onde 3% = [[{25(1 — Br.x) < +oc e q1(.) é a lei do processo (Z1). Nosso Teorema 2.5 diz que se
(X¢) e (Z2+) sao como acima entdo, para todo ¢ € (0,1) e para todo k > 0, temos
_ - 4Bx
1 1
sup g2 (alw”y) —px (alw ;)| <e {1 + — . ] (4.5)
acA, woleA! 2 (o) Sl min (1, (1 + &)axfy)

onde ¢z(.) € a lei do processo (Z2+). O Teorema 2.10 deste trabalho afirma que se (X;), (Y;) e (Z34)

sao como acima entao, para todo ¢ € (0,1) e para todo k > 0, temos

sup s (alooh) —px ()| < 2 P (16)

1 *
a€A, wEAT] min (1, a3},

onde a3

i = min{ax By, ax} e g3(.) é alei do processo (Z3;). Agora, sejam

kl:zs[l—l— 40x }

min (1, ax3%)

48x ]
min (1, (1 +e)axfB%y) ]’
48x ]

min (1, af},

kQ::E|:1+

kj3 2:€|:2+

Com o intuito de comparar kq, ko e k3 consideramos, inicialmente, que

axﬂ} < 1. (47)

Neste caso, podemos escrever

min (1, a8} ;) < min (1, axB%) < min (1, (1 + €)axB%)- (4.8)
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Para atestar a primeira desiguadade em (4.8), note que af},, = axf% se f% < 1. No caso
em que f% > 1, entéo af},;, = ax < axfB%. A segunda desiguadade em (4.8) é vélida pois

ax By < (1+¢)axf%. Logo, por (4.8), temos
kQ < kl < k37 (49)

quando vale (4.7). No caso em que
axfy > 1, (4.10)

as desigualdades em (4.8) sao mantidas e, consequentemente, também vale (4.9).

Observamos que a desigualdade ky < k; era esperada pelas definicoes das cadeias (Z1,)
e (Z24). Para ver isso, note que a equagao (4.1) diz que tanto o simbolo 0 como o simbolo 1 do
processo (X;) possuem probabilidade positiva ¢ de serem alterados pelo ruido Bernoulli. Enquanto
(4.2) nos diz que apenas o simbolo 1 do processo (X;) possui probabilidade ¢ de ser alterado por

(&). Portanto, o processo (Za;) estda mais proximo da cadeia (X;) que o processo (Z14).
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