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Resumo

Nesta tese abordamos o problema estatistico de selecdo de um modelo Markoviano de ordem
finita que se ajuste bem a um conjunto de dados em duas situagoes diferentes.

Em relagdo ao primeiro caso, propomos uma metodologia para a estimagao de uma arvore de
contextos utilizando-se amostras independentes sendo que a maioria delas sao provenientes de um
mesmo processo de Markov de memoéria varidvel finita e as demais provém de um outro processo
Markoviano de memoéria variavel finita. O método proposto é baseado na taxa de entropia relativa
simetrizada como uma medida de similaridade. Além disso, o conceito de ponto de ruptura assin-
totico foi adaptado ao nosso problema de sele¢ao a fim de mostrar que o procedimento proposto,
nesta tese, é robusto.

Em relagao ao segundo problema, considerando um processo de Markov multivariado de ordem
finita, propomos uma metodologia consistente que fornece a particao mais fina das coordenadas do
processo de forma que os seus elementos sejam condionalmente independentes. O método obtido é
baseado no BIC (Critério de Informacao Bayesiano). Porém, quando o nimero de coordenadas do
processo cresce, o custo computacional do critério BIC torna-se excessivo. Neste caso, propomos
um algoritmo mais eficiente do ponto de vista computacional e a sua consisténcia é demonstrada.

A eficiéncia das metodologias propostas foi estudada através de simulagoes e elas foram aplicadas

em dados linguisticos.

Palavras-chave: Processo de Markov, Processo de Markov de Memoria Variével, Arvore de Con-

textos, Entropia Relativa, Robustez, Critério de Informacao Bayesiano, Independéncia Condicional.



Abstract

This work related two statistical problems involving the selection of a Markovian model of finite
order.

Firstly, we propose a procedure to choose a context tree from independent samples, with more
than half of them being realizations of the same finite memory Markovian processes with finite
alphabet with law P. Our model selection strategy is based on estimating relative entropies to
select a subset of samples that are realizations of the same law. We define the asymptotic breakdown
point for a model selection procedure, and show the asymptotic breakdown point for our procedure.
Moreover, we study the robust procedure by simulations and it is applied to linguistic data.

The aim of other problem is to develop a consistent methodology for obtain the finner parti-
tions of the coordinates of an multivariate Markovian stationary process such that their elements
are conditionally independents. The proposed method is establishment by Bayesian information
criterion (BIC). However, when the number of the coordinates of process increases, the computing
of criterion BIC becomes excessive. In this case, we propose an algorithm more efficient and the its

consistency is demonstrated. It is tested by simulations and applied to linguistic data.

Keywords: Context Tree, Variable Memory Markov Chain, CTM Algorithm, Relative Entropy,

Robustness.
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Introducao

Nesta tese abordamos o problema estatistico de selecao de um modelo Markoviano, discreto,
estacionario e de ordem finita sobre um alfabeto finito, que se ajuste bem a um conjunto de dados
em duas situagoes diferentes.

A metodologia desenvolvida, para cada uma das situagoes, foi motivada por um problema lin-
guistico. A primeira surgiu do estudo de correla¢do actustica de classes ritmicas [24, 18, 10| cujos
dados integram o corpus pertecente & Laboratoire de Sciences Cognitives et Psycholinguistique
(EHESS/CNRS). Os dados consistem de sinais actsticos resultante de sentencas lidas por falantes
dos idiomas Inglés, Japonés, Espanhol, Francés, Holandés, Italiano, Polonés e Catalao.

Como, recentemente, Galves et al. [13] tem aplicado processos Markovianos de memoria variavel
na caracterizacao de idiomas, a ideia é obter uma arvore de contexto que caracterize cada um dos
idiomas. Porém, podemos nos perguntar se a dicgao de um individuo pode interferir no sinal acistico
de forma que a estrutura da arvore de contextos possa sofrer alguma modificacao. Isso nos motiva
a desenvolver um procedimento que estime uma arvore de contextos, para um determinado idioma,
de forma que a presenca de algum tipo de ruido, na minoria das amostras, nao afete a sua estrutura.

Mais especificamente, o conjunto de dados é formado por amostras independentes sendo que a
maioria das amostras sao provenientes de uma mesma cadeia de Markov de memoria variavel finita
e as demais provém de um outro processo Markoviano de memoria varidvel finita. Estimando-se
uma arvore de contextos para cada uma das amostras, criamos um mecanismo robusto, baseado
na taxa de entropia relativa simetrizada como uma medida de similaridade, que permite obter o
modelo representante da maioria das amostras.

O segundo problema foi motivado pelo artigo escrito por Galves et al. [13] no qual cadeias

de simbolos obtidos através da codificagdo de textos escritos extraidos de um corpus de jornais



impressos, em Portugués Brasileiro e Portugués Europeu, foram modeladas através de um processo
Markoviano de memoéria variavel a fim de obter evidéncias de que o Portugués Europeu e o Portugués
Brasileiro pertencem a diferentes classes ritmicas. Para isto, um processo bivariado foi criado a partir
duas caracteristicas ritmicas béasicas: se a silaba é acentuada ou nao; e se a silaba é o inicio de uma
palavra prosédica ou nao.

Podemos nos questionar se os dois processos, que formam o processo bivariado, sdo condicional-
mente independentes ou nao dado uma sequéncia de simbolos do alfabeto. Mais especificamente,
considerando um processo de Markov multivariado, estacionério, de ordem finita sobre um alfa-
beto finito, o objetivo é propor uma metodologia consistente que fornega a particdo mais fina das
coordenadas do processo multivariado de forma que os seus elementos sejam condionalmente inde-
pendentes. O método obtido ¢ baseado no BIC (Critério de Informagao Bayesiano) 27, 7.

Vale observar que o primeiro problema foi desenvolvido para processos de Markov de memoria
variavel finita [25, 4, 22, 9| sendo, também, valido para para modelos Markovianos de ordem fixa e
finita, modelos Markovianos minimos e [16] e modelos multinomiais. Ja o segundo foi desenvolvido
para modelos markovianos de ordem fixa e finita sendo valido para modelos Markovianos de memoria
variavel finita e modelos multinomiais multivariados.

Para finalizar, apresentamos a organizacao da tese ressaltando os principais resultados originais

obtidos:

e No Capitulo 1 definimos processos Markovianos e descrevemos o algoritmo proposto por
Csiszar e Talata 9] para a estimacao de arvores de contextos via o critério de informagao
BIC [27, 7];

e No Capitulo 2 propomos um procedimento robusto de estimacao de arvores de contextos e
obtemos o seu ponto de ruptura assintotico. O conceito de ponto de ruptura assintotico,
criado por Donoho e Huber [12], foi adaptado para o nosso problema. Por fim, a eficiéncia do

métodos robusto foi estudada através de simulagoes e ele foi aplicado em dados linguisticos;

e No Capitulo 3 propomos um método consistente com a finalidade de obter a partigao mais fina
das coordenadas de um processo Markoviano multivariado de modo que seus elementos sejam
condicionalmente independentes dada uma sequéncia de simbolos do alfabeto. Porém, quando

o numero de coordenadas do processo cresce, seu custo computacional torna-se excessivo.



Neste caso, propomos um algoritmo consistente mais eficiente do ponto de vista computacional.
Além disso, a eficiéncia da metodologia proposta foi estudada através de simulagoes e ela foi

aplicada em dados linguisticos;
e No Capitulo 4 relatamos as conclusoes obtidas nos Capitulos 2 e 3;

e No Capitulo 5 apresentamos as demonstracoes dos teoremas citados nos nos Capitulos 2 e 3.



Capitulo 1

Arvores de Contextos

1.1 Introducao

As arvores de contextos [25, 4, 22| tém sido estudadas e utilizadas na modelagem de varios
problemas préaticos como, por exemplo, na analise de dados linguisticos (Galves et al., 2009) [13], na
classificagao de proteinas (Leonardi, 2007) [21, 22| e na identifica¢do de genes (Bulhmann & Wyner,
1999) [4].

Varios pesquisadores tém estudado diversos aspectos relacionados as arvores de contextos.
Galves e Leonardi [15] pesquisaram um limite superior exponencial para a taxa de convergéncia
do algoritmo Contexto quando a arvore nao é necessariamente limitada. Collet, Galves e Leonardi
[5] estudaram a recuperagao da arvore de contextos de uma cadeia de Markov de memoria variavel
ilimitada a partir de uma amostra com ruido desta cadeia.

Na literatura existem véarios algoritmos propostos para a estimacao de arvores de contextos
como, por exemplo, os algoritmos propostos por Rissanen (Algoritmo Contexto) [25], Buhlmann &
Wyner [4], Csiszar & Talata [9], Bejerano & Yona [2], Leonardi [21, 22|, Galves, Galves, Garcia &
Leonardi [13].

O resultado que seréa apresentado no Teorema 3.3 foi baseado no Critério de Informacao de Bayes
(BIC) e a sua demonstracao utiliza alguns fatos apresentados no artigo mo qual Csiszar e Talata
[9] propuseram um algoritmo para a estimagao de arvores de contextos. Por isso, neste capitulo,

abordaremos os principais resultados deste artigo como, por exemplo, o algoritmo proposto por



Csiszar e Talata [9] para a estimacao de arvores de contextos via o critério de informagao BIC
[27, 7].

Na Segao 1.2 definimos o conceito de processo de Markov de memoria variavel |4, 9], na Secao 1.3
apresentamos alguns conceitos relacionados a arvore sufixo [9] e a sua associagdo com um processo

de Markov de memoria variavel [4, 9] e na Segao 1.4 relatamos o algoritmo proposto por Csiszar e
Talata [9].

1.2 Cadeias de Markov de Memoria Variavel

Por simplicidade de notagdo, a sequéncia z4x¢_1 ... zo serd denotada por .

Um processo estocéstico é uma familia (X;)qer de variaveis aleatorias definidas em um mesmo
espaco de probabilidade. Para cada t € T, X; é uma variavel aleatoria que assume valores num
conjunto A chamado alfabeto. Usualmente, o indice t é interpretado como sendo o tempo e, in-
formalmente, um processo estocéstico descreve uma histéria que se desenvolve de forma aleatoria
ao longo de um periodo representado por T que, neste caso, serd considerado como o conjunto dos
ntmeros inteiros Z. Uma classe muito importante de processos a tempo discreto sao os processos
de Markov ou cadeias de Markov.

Em uma cadeia (ou processo) de Markov de ordem um, a previsdo do proximo passo, conhecendo
toda a histéria passada do processo desde o seu inicio é tao boa quanto a previsao feita conhecendo-se

apenas o valor do processo no presente.

Definigao 1.1. Um processo estocdstico discreto (Xi)iez € um processo de Markov de ordem um se
para todo t > 1 e para quaisquer elementos xg,x1,...,xT, de A, tais que Prob(Xé_1 = xf)_l) >0, a
igualdade (1.2.1) € vdlida.

Prob(Xt = l‘t|X871 = méﬁl) = Prob(X; = x| X¢—1 = z4-1) (1.2.1)

Se o processo for estacionério, podemos trocar os indices —oo, ..., t—1, ¢ pelos indices —oo, ..., —1, 0,
para todo t € Z.

As cadeias de Markov completas de ordem k estendem os processos Markovianos de ordem 1.



Definigao 1.2. Um processo estocdstico discreto (X¢)iez € um processo de Markov de ordem k (ou
processo de Markov completo de ordem k) se para todo t > k e para toda sequéncia x_1x_9...T_4 €
At tal que P?“ob(X:t1 = x:tl) > 0, valer a igualdade (1.2.2).

Prob(Xg = 29| X~} =27;) = Prob(Xo = 20| X~} = 27}) (1.2.2)
sendo

k =min {l : Prob(X, = 20| X2} =27}) = Prob(Xo = 20| X} =27 }), Vo172 9...0_4 € At}

Vale observar que o ntmero de pardmetros de uma cadeia de Markov cresce exponencialmente
com a sua ordem. H& casos em que a descricao mais eficiente pode ser aquela em que a ordem da
cadeia de Markov nao ¢é fixa. Este tipo de processo Markoviano, denominado processo de Markov

de memoria variavel, sera definido a seguir |21].

Definigao 1.3. Seja (X)iez um processo estaciondrio com valores em A. Diremos que o pro-
cesso (Xy)iez € uma cadeia de Markov de memdria varidvel (VLMC) se para toda sequéncia x~;

satisfazendo Prob(X:t1 = xj) > 0, existe um inteiro k, determinado a partir de :U:tl, tal que

Prob(Xo = a:0|X:t1 = :z::tl) = Prob(Xg = xolX:,i = x:,lc) (1.2.3)

Assume-se que k:(xj) ¢ o menor inteiro que satisfaz (1.2.3). Assim, k é o comprimento da
memoria do processo, dado que o passado foi xj, ou seja, cada estado presente da cadeia depende
de um passado até encontrar um determinado evento o qual faz com que todo o passado restante
seja irrelevante.

As sequéncias finitas dadas pelos simbolos (x_g,...,x_1) sdo os passados relevantes e sao

chamadas de contextos.

1.3 Arvore de Contextos

Primeiramente, serdo abordados alguns conceitos relativos & arvore sufixo.
Seja A um alfabeto finito e |A| a sua cardinalidade. O conjunto A* é formado por todas as

sequéncias finitas sobre A.



Uma sequéncia § = amam+1...an, a; € A, m < i < n, serd denotada por a?’, e l(s) =n—m+1
¢ o comprimento de s sendo que a sequéncia vazia serd denotada por @) a qual I(()) = 0.
Denotando a concatenagio de u e v por uv, uma sequéncia v serd um sufixo de uma sequéncia

s quando existir uma sequéncia u tal que s = uw.

Definigao 1.4. Um subconjunto finito T de A* é uma drvore irredutivel se satisfaz as sequintes

propriedades:

1. Propriedade de sufixo: Nenhuma sequéncia s € T € um sufizo de uma outra sequéncia r € T ;

2. Irredutibilidade: Nenhuma sequéncia s € T pode ser substituida por um sufizo dela sem violar

a propriedade do sufizo.

A familia de arvores irredutiveis sera denotada por I.

Cada sequéncia s = a}C € T ¢é visualizada como sendo o caminho das folhas até a raiz (topo da
arvore), consistindo de k arestas rotuladas pelos simbolos a; ...a, e uma sequéncia semi-infinita
a:}x) € T é visualizada como um caminho infinito até a raiz. As sequéncias s € 7 sdo, também,
identificadas com as folhas da arvore 7 sendo que a folha s é aquela conectada com a raiz pelo
caminho visualizado s. Similarmente, os nos da arvore 7 sao identificados com o sufixo finito de
todos (finito ou infinito) s € 7 sendo que a raiz é identificada pela sequéncia vazia ().

A profundidade de uma arvore 7, denotada por d(7), ¢ dada por
d(T) = max{l(s),s € T}
e a arvore 7 trucada no nivel K sera denotada por T‘ 5 sendo

T, = {s':s € Tcomli(s) < Kous ¢éum sufixo de comprimento | K | de algum s € 7}

Agora, a arvore sufixo sera vinculada a um processo de Markov de memoria variavel (VLMC).
Considere um processo estocastico ergddico estacionario (X¢)iez tomando valores no alfabeto finito

A. Denota-se P(a?,) = Prob(X = a®,) e P(a|s) = Prob(Xy = a| X~} = s), s € A*, se P(s) > 0.

Definigao 1.5. Uma sequéncia s € A* é um contexto para o processo de lei P se P(s) > 0 e para

S| , N
toda sequéncia x__ tal que s € sufizo da sequéncia x__  tem-se

Prob(Xg =al X~ =271 ) = P(als)

—0o0

e nenhum sufizo de s tem essa propriedade.



Com essa definigao pode-se ver que o conjunto de contextos de um proceso (X;)icz € uma
arvore irredutivel. O conjunto de contextos associado ao processo (X;)icz ¢ chamada de arvore

probabilistica de contextos.

Defini¢ao 1.6. Uma drvore probabilistica de contexto é um par ordenado (T ,p) tal que:

1. T € uma drvore irredutivel;

2. p={P(|s):s €T} € uma familia de probabilidades de transigio sobre A.

Em um processo de Markov de memoria varidvel, o conjunto de sequéncias passadas relevantes
é o conjunto de contextos. Essa caracteristica permite representar o modelo como uma arvore
probabilistica de contextos, em que cada contexto é representado por um né terminal. Chamaremos
por arvore de contextos as arvores probabilisticas de contextos.

Em uma arvore de contextos, a probabilidade de uma sequéncia pode ser obtida através das
probabilidades dos contextos e das probabilidades de transicao. Por exemplo, na arvore de contextos
mostrada na figura 1.3.1, os contextos sdo 000, 100,10 e 1 e a probabilidade
Prob(Xo=0,X_1=0,X_9=0,X_3=0,X_4=1) é dada por

Prob(Xo=0/X_1=0,X_92=0,X_3=0,X_4=1)Prob(X_1=0,X_2=0,X_35=0,X_4=1)
sendo que Prob(X_1 =0,X_9=0,X_3=0,X_4=1) éigual a
Prob(X_1=0/X_2=0,X_3=0,X_4=1)Prob(X_2=0,X_3=0,X_4=1)
Como a sequéncia 000 é um dos contextos, temos que
Prob(Xo=0/X_1=0,X92=0,X_3=0,X_4=1)=Prob(Xo=0X_1=0,X_5=0,X_3=0)
Logo, a probabilidade Prob(Xo=0,X_1=0,X_9=0,X_3=0,X_4 =1) é dada por
Prob(Xo=0[X_1=0,X_2=0X_5=0)Prob(X 1 =0X_2=0X 5=0X 4=1)Prob(X »=0X5=0,X_4=1)

ja que a sequéncia 100 é um dos contextos.



Figura 1.3.1: Exemplo de uma Arvore de Contextos Binaria

1.4 Estimacao de Arvores de Contextos via BIC

Nesta secao, através de uma amostra z7, que é uma realizagao de (X¢)iez, 0 objetivo é estimar
uma arvore de contextos 7 e as probabilidades de transicao de seus contextos. Para isto, o algoritmo
proposto por Csiszar e Talata [9] é descrito a seguir.

Seja N, (s,a) o namero de ocorréncias da sequéncia s € A %) seguida do simbolo a € A na
amostra x} supondo que o comprimento de s é no maximo D(n). Como N,(s,a) é o namero de
ocorréncias da sequéncia s € AN seguida do simbolo a € A, deve-se considerar somente simbolos
nas posigoes i > D(n), ou seja, considera-se as i < D(n) posigdes iniciais para o calculo do numero de
ocorréncias da sequéncia s € A'®) seguida pelo simbolo a € A o qual ocupa a posicio i = D(n)+1.

Desta forma, N, (s,a) é dado por
Ny(s,a) = Hz :D(n) <1 <n, xz:}(s) =s,x; = a}‘
O numero de ocorréncias de s é dado por
Nn(s) = Hz :D(n) <i< n,a:ﬁ:ll(s) = SH
Observagao: Quando houver varias amostras independentes, N, (s,a) e Ny (s), representam, re-

spectivamente, a soma do nimero de ocorréncias da sequéncia s € A5 seguida pelo simbolo a € A

em cada amostra e a soma do nimero de ocorréncias de s em cada amostra.
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Dada uma amostra z', uma arvore factivel é qualquer arvore 7 de profundidade d(7") < D(n)
tal que Ny, (s) > 1,Vs € T, e cada sequéncia s com N, (s ) > 1 & um sufixo de algum s € 7 ou possui
um sufixo s € 7. Uma arvore factivel 7 é denominada r-frequente se N, (s) > r,Vs € 7. A familia
de todas as arvores possiveis e a familia das arvores r-frequentes sdo denotadas por Fi(z}, D(n)) e
Fr(z}, D(n)), respectivamente

Claramente, Z Ny (s,a) Z Ny,(s) =n — D(n) para qualquer arvore factivel 7.

acA s€T
Considerando a arvore 7 como uma arvore de contextos associada a um processo de lei P, a

probabilidade da amostra x] pode ser escrita como
P(IL‘?) — < D(”)) H P a| Nn 5,0) (141)
seT,acA

Para arvores de contextos 7 € Fi(z}, D(n)), a verossimilhanga méaxima de (1.4.1), denotada
por ML(x",T), é aproximada por H P als) N"(Sa na qual P(a\s), Va € A,s € T, sao os

s€T,acA
estimadores de P(als), Va € A,s € 7, que maximizam a funcao H P(a|s)Nn(59) gujeito a
s€T,acA
restri¢ao Z P(a|s) = 1 para cada s € S. A verossimilhanca méaxima M L(z},7) é dada pela
_acA
expressao

ML, T)= ] H( )M(s,a)

s€T, Ny (s)>1acA

a qual pode ser fatorada como

L2, T HP x?)

se€T
sendo N (s.0)
- H <Nn(s,a)) se Nyp(s) > 1,
Py(at) =4 qea \ Nn(s)
1 se Nyp(s)=0.

Para a estimacéao da arvore 7y ¢é utilizado um critério de informagcao que designa uma pontuacao
para cada modelo hipotético (neste caso, os modelos sdo arvores de contextos) baseada na amostra.
O estimador é o modelo cuja pontuagao seja a minima. Um dos critérios de informacgao utilizado é
o BIC |27, 7].
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O BIC é um critério de informacgao que utiliza uma formulagao bayesiana. Ele seleciona o modelo
que possui a posteriori mais provavel.

Considere f(z,0) uma fungao densidade pertencente & familia exponencial, ou seja, f(x,@)
escrita como f(x,0) = exp(fy(z) — b(f)) onde € pertence ao espaco paramétrico natural © que
¢ um subconjunto convexo do espago euclideano K-dimensional e y é uma estatistica suficiente
K-dimensional e seja «; a priori associada ao modelo j. O BIC escolhe j que maximiza

S(Y.n, j) = log / s exp((Y6 — b(0))n)da (6)
m;Ne
onde Y = 13 y(X;) e m; ¢ a dimensdo do j-ésimo modelo.
Ao longo da tese, log representa o logaritmo na base e.

Considerando um tratamento assintotico para S(Y,n,j),n — oo, o BIC torna-se:

Definigao 1.7. Dada a fungao de verossimilhanga Ly, correspondente a um modelo Mj e uma
amostra x'', o BIC € definido por
k.
No escopo de arvores de contextos, k; = (|A| — 1)|7|. Entao, a definicdo do BIC para arvores

de contextos é:

Definicao 1.8. Dada uma amostra x, o BIC correspondente a uma drvore factivel T € dado por

(A -DIT] |

BIC(2%7,T) = —log(ML(2},7T)) + 5

g(n)
O estimador para 7j, denotado por, T 1c(z}) é definido como sendo

T ny = i BIC(z", T 1.4.2
prc(r}) = arg ren (e (27, 7) (1.4.2)

Este estimador obtém &arvores de contextos consistentes sendo que, para o caso D(7p) < oo,
consisténcia significa que a arvore de contextos estimada é igual & arvore 7y, quase certamente,
quando n — 00, e quase certamente significa, com probabilidade 1, dng tal que a arvore de contextos

estimada é igual & arvore 7y, Vn > nyg.

Teorema 1.1. Se d(Tp) < oo, o estimador BIC, Tgic, com D(n) = o(logn), satisfaz Tprc(X}) =

1o, quase certamente, quando n — 0.
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No caso geral, este estimador satisfaz, para qualquer constante K, T o(X {L)‘ K= ’]{)‘ 5> quase
certamente, quando n — oc.
O estimador (1.4.2) pode ser escrito como

T(2?) = ar max Py(z"
(1) gTefl(z?,D(n))mﬂsg (=1)

. A1 - . .
sendo Ps(z}') = n~ 2 Py s(z]). Este fato admite um tratamento conjunto do célculo do BIC

via uma extensao do algoritmo CTM [29] cuja construgao é abordada a seguir.

Considere a arvore completa A”, D = D(n) = o(log(n)), e Sp o conjunto de seus noés, isto é,
o conjunto de todas as sequéncias de comprimento maximo D. Baseado na amostra z7, atribui-se,
para cada nd, um valor e um indicador binério. Estas atribuicoes sao feitas recursivamente, ou seja,
o valor e o indicador atribuidos a um nés sao calculados a partir dos valores atribuidos aos filhos

destes nds. O estimador sera a subéarvore determinada pelos indicadores como especificado a seguir.

Definigao 1.9. Dada a amostra z, para cada sequéncia s € Sp com Nyp(s) > 1,D = D(n),

atribui-se, recursivamente, comecando a partir das folhas da drvore completa AP, o valor

maxq Po(2}),  J[ V2D, 0<i(s)<D;

D/ ny\ __
Vg ($1) N a€A:Ny(as)>1
Pg(l‘?), l(s) = D.
e o indicador
Lse 0<i(<D e J[ ViG> A
a€A:Np(as)>1
N?(w’f’) =49 0 se 0<I(s)<D e H Va?(x?) < ﬁs(l”f);

a€A:Np(as)>1
0 se Il(s)=D.

Vale observar que, na pratica, é invidvel calcular os estimadores computando-se o valor do BIC
para cada modelo factivel dado que o ntimero de arvores de contextos hipotéticas é muito grande.
O numero de calculos necessérios para a obtengao do estimador Taic (z'), para uma dada amostra
x, ¢ O(n) e isto pode ser alcangado armazenando-se O(n¢) dados, € > 0 arbitrario [9].

Para finalizar a se¢do enunciamos dois lemas apresentados em [9] que serao utilizados no capitulo
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Lema 1.1. Para distribuicoes de probabilidade Py e Pa, cujo alfabeto € A, temos que

(Pr(a) — Py(a))?
P2 (a)

D(PIP) <Y

acA

sendo D(-||-) a entropia relativa (veja a Segao 2.2 do Capitulo 2).

Lema 1.2. Dado um processo de lei P, cujos espago de estados é A, para todo § > 0, Ik > 0 tal

que, eventualmente quase certamente quando n — 00,

Np(s,a)

No(s) P(als)

<

simultaneamente para toda sequéncia s com l(s) < klog(n) e Nyp(s) > 1 a qual possui um sufizo na

drvore contextos correspondente ao processo P.



Capitulo 2

Estimacao Robusta de Arvores de

Contextos

2.1 Introducao

Neste capitulo propomos uma estratégia robusta para a selegao de modelos a partir de amostras
provenientes de um processo estocastico a tempo discreto tomando valores num alfabeto finito porém
contaminado. Por simplicidade, consideramos o caso em que todas as contaminacoes sao produzidas
por um mesmo processo Markoviano de memoria variavel finita com lei Q.

Collet, Galves e Leonardi 5] mostraram que uma pequena perturbagao aleatéria Bernoulli na
amostra proveniente de um processo Markoviano de memoria variavel ira, efetivamente, transforma-
lo em um processo Markoviano de memoéria infinita. Eles, também, mostraram uma variagao do
algoritmo Contexto original [25] que permite recuperar da arvore de contextos da cadeia de Markov
de memoria varidvel original, desde que o ruido seja suficientemente pequeno. Neste capitulo con-
sideramos um tipo diferente de modelo de contaminacao considerando um conjunto formado por m
amostras independentes das quais mais da metade delas sao provenientes de um mesmo processo
estocastico com lei P cujo modelo queremos estimar. No estudo por meio simulagoes, também,
consideramos o caso em que temos somente uma amostra produzida pela concatenacao de amostras
do processo P e do outro processo contaminante.

Primeiramente, na Segao 2.2 sao definidos os conceitos de entropia relativa entre duas variaveis

14
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aleatorias [6] e taxa de entropia relativa entre dois processos estocasticos. Nesta tese desenvolvemos
o célculo da taxa de entropia relativa entre dois processos Markovianos de memoria variavel a qual
¢é utilizada no procedimento proposto na Sec¢ao 2.3.

Na Secao 2.3 definimos o conceito de ponto de ruptura assintético para o nosso problema de
selecao de modelos e ele foi obtido.

Na Sec¢ao 2.4, a eficiéncia do método robusto é estudada através de simulagoes e, na Sec¢ao 2.5,
eles sao aplicados em dados linguisticos.

O capitulo é desenvolvido utilizando-se os modelos Markovianos de memoria varidvel finita.
Porém, vale observar que o procedimento proposto é valido para modelos Markovianos de ordem

fixa finita, modelos Markovianos minimos [16] e modelos multinomiais.

2.2 Entropia Relativa ou Distancia de Kullback Leibler

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias discretas, definidas num mesmo suporte (alfabeto) A

finito, com leis P e @), respectivamente.

Definicao 2.1. A entropia relativa ou Distdncia de Kullback Leibler entre duas leis P e QQ € definida

(@) P(X)
D(P||Q) = P(z ( =Ep | log
=2 P (G0 QX)
sendo Ep a esperanca em relacao & lei P e serd convencionado que 0log (%) =0, Olog (%) =0e

Plog (%) = 00.

Vale observar que a entropia relativa nao ¢ uma distancia pois nao é uma fungao simétrica e

por

nao satisfaz a desigualdade triangular. Apesar disto, é frequentemente tutil pensa-la como uma

“distancia” entre distribuigoes.

Teorema 2.1. Considere as leis de probabilidade P e Q definidas no mesmo alfabeto A finito.

Entao, D(P||Q) > 0 com igualdade se e somente se P = Q.

Demonstragao. Seja x = {z : P(z) > 0}. Entao,

D(P|IQ) =~ P(x) log( i) L log< 8)

[ASS'S TEX
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Como log(t) é uma fungao estritamente concava em ¢, usando a desigualdade de Jensen temos

ZP($) log <C£Eg> < log (Z P(x) ggz;> (2.2.1)

Trex TEX

Logo,

DPIQ) = Y P(a) ( i><lg<ZP i)

TEX

10g<2@<x>><log<§j@ ) log(1) =0

TEX zeA
Portanto, D(P||Q) > 0.
Desde que log(t) é uma fungao estritamente concava em t, a igualdade na expressdo (2.2.1)
ocorre se e somente se % = 1,V € A, isto ¢, P = Q. Portanto, D(P||Q) = 0 se e somente se
P=0Q. 0

Como a entropia relativa entre duas leis P e () nao é simétrica, consideramos a entropia relativa

simetrizada definida a seguir.

Definigao 2.2. A entropia relativa simetriza entre duas leis P e QQ € definida por

D(P[|Q) + D(QI|P)
2

Agora o conceito de entropia relativa é estendido para processos estocésticos.
Considere dois processos estocasticos (X¢)ez € (Y2)iez com leis P e @, respectivamente. A taxa
de entropia relativa (entropia relativa por unidade de tempo) [6] entre (X¢)iez € (Yi)iez € dada pela

expressao
o1 P(X7)
D(P||Q) = nh_)rgo nEp(log <Q(Y})>> (2.2.2)

sendo Ep a esperanca em relagao a lei P.

Nesta tese, a taxa de entropia relativa é calculada para dois processos, estacionarios, Markovianos
de memoria variavel finita definidos sob um mesmo alfabeto finito A e com leis P e Q.
Conforme visto no Capitulo 1, um processo Markoviano de memoria variavel com valores em

um alfabeto finito é associado a uma arvore de contextos. Desta forma, sejam 7p e 7 as arvores
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de contextos associadas aos processos de leis P e @, respectivamente. A arvore 7Tpq, resultante da

concatenagao de 7p e 7g, ¢ definida como
Trog={s€TpUTy:Vs € TpUTy,s=s'se s ésufixo de s}

Na Figura 2.2.1 mostramos um exemplo da concatenacao das arvores 7p e 7 resultando na

arvore de contextos 7pq.

01 11 00 10 00 10 01 11

Figura 2.2.1: A esquerda: Arvore de contextos 7p. Ao centro: Arvore de contextos 1. A direita:

Arvore de contextos 7T; PQ

Teorema 2.2. Considere dois processos, estaciondrios, Markovianos de memdria varidvel finita
tomando valores no alfabeto finito A e com leis P e QQ, respectivamente. Entdo, a taxa de entropia

relativa entre eles € dada por

D(P|IQ)= Y P(s)D(P([s)[|Q(s))

SETPQ

Demonstragao. Veja Segao 5.1 do Capitulo 5. O

Agora definimos um estimador consistente da taxa de entropia relativa entre dois processos
estocéasticos, P e @), estacionarios, ergddicos, de ordem finita e tomando valores no alfabeto finito
A.

Para qualquer amostra z7, seja CTM (') o modelo estimado utilizando-se o algoritmo proposto

por Csiszar e Talata [9].
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Vale ressaltar que ha varios outros algoritmos para a estimacgao de arvores de contextos como,
por exemplo, aqueles propostos por Rissanen [25], Buhlmann & Wyner [4], Bejerano & Yona [2],
Leonardi 21, 22|, Galves, Galves, Garcia, Garcia & Leonardi [13].

Considere os processos de Markov de memoria varidvel, (Xi¢)icz e (Xo¢)iez, com leis Q e
P, respectivamente. Sejam duas amostras (z1¢);2, e (x24);2; dos processos (Xi¢)iez € (Xot)iez,

respectivamente. Denotemos Q,,, = C/T]\\ﬂ(xl,t)?:ll) e P, = @((m%)?il).
Lema 2.1. Quando ni,ng — 00, D(Py,||Qn,) — D(P||Q) quase certamente.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, assuma que n; = no = n. Existe Ny tal que se n > Ny,
entdo a arvore estimada a partir das duas amostras sdo as arvores verdadeiras correspondentes a ()
and P (veja [9]).

Suponha que existe s € Tpg tal que Q(s) = 0. Entdo, s € Tpg implica que P(s) > 0 e
D(P||Q) = co. Agora, Qn(s) — Q(s) =0 e Py(s) — P(s) > 0 e D(P,]|Qn) — .

Suponha que Q(s) > 0Vs € Tpg. Quando n — oo, Q(s) — Q(s) (e P(s) — P(s)) quase

certamente, Vs € A47PQ) (veja [6, 8, 9]). Logo, pelo teorema do mapeamento continuo 28], quando

n — 00, 28 — ggzg quase certamente, Vs € AU7rP@). Portanto, usando novamente o teorema do
mapeamento continuo, quando n — oo, D(P||Q) — D(P||Q) quase certamente. O

2.3 Estimacdo Robusta de Arvores de Contextos

Considere {(Xi,t)tez,i =1,... ,m}, m processos, estacionarios, Markovianos de memoéria var-
iavel finita M, tomando valores num mesmo alfabeto finito A, dos quais k deles possuem lei @ e os
m — k restantes possuem lei P. Para cada i, (z;¢);; ¢ uma amostra de tamanho n; do processo
(Xit)tez. Sem perda de generalidade, suponha que n; = n para todo i =1,...,m.

m o __ n n n 4

Denotemos por C;' = {(x14)i-1, (®2,4)}=1,---» (Tmt)j=1 } uma colecao formada por m amostras
independentes de tamanho n. Além disso, sejam 7 o estimador da arvore de contextos associada a
um processo Markoviano de memoria variavel e 7 (C)*) a arvore estimada utilizando-se as amostras

m
cr.

Considerando Q;(C") = C{TTJ((@,t)?Zl), para cada i € {1,2,...,m}, a taxa de entropia relativa
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entre Q;(C™) e Q;(C), denotada por a?(iHj)(C,T), é

dii)(C) = D(@Qi(C)1Q5(Ci))

e a taxa de entropia relativa simetrizada entre Ql( e QJ( ™), denotada por d(”)(Cm), é

diiy) (C) + dijyay (C)
2

diip (€)=

Para cada j € {1,2,...,m}, seja V;(C]') a taxa de entropia relativa simetrizada média entre o
processo estimado utilizando-se a amostra j e o processo estimado para cada uma das amostras

restantes, isto é,
m
224
m & G (C

Abusando da notagao, E(iﬁj)(C;L") ¢ a taxa de entropia relativa simetrizada entre as amostras ¢
and j pertencentes a C;*. Além disso, VJ(C;”) ¢ a taxa de entropia relativa simetrizada média entre
a amostra j e as demais amostras pertencentes a C,".

Ordenando, em ordem crescente, o conjunto {VJ(CQ"”), j=1,...,m}, denotamos j;(C,*) o indice

da amostra na i-ésima posi¢ao do conjunto ordenado. Por exemplo,
(€)= argmin—1,..m {Vi(C)}
e, também,

i€ = argmazi—y._n { V(€7 |

A seguir definimos o ponto de ruptura assintético de um estimador T cuja construgao é inspirada
na versao amostral do ponto de ruptura por substituicao (finite sample replacement breakdownpoint)

[23, 30| que foi introduzido por Donoho e Huber [12]. Para isto, considere

Ip ={i e {1,...,m} tais que (X;) ~ P}

To ={i e {1,..,m} tais que (X;)~ Q}
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Definicao 2.3. Dizemos que o estimador T possui um ponto de ruptura assintotico igual a

IZq|
m

v € 10,1] se vy é o menor valor pertencente a [0,1] tal que se < v entao, quase certamente,

lim 7(C;") # Q
n—o0
Teorema 2.3. Considere o estimador definido por
T(C) = Qjr (e (CY)
Entao, ’]A;(CYT) possui ponto de ruptura assintdtico igual a % para todo 1 < 7.

Demonstragao. Veja Se¢ao 5.1 do Capitulo 5. O

Definicao 2.4. Definimos o estimador CTM «a-truncado para C]* como sendo
~ m n n
TalCy) = €TM <{ (xjf(cm’t>t:1 AR (xjﬁl—a)ml(cm’t>t:1}) (2.3.1)

para « tal que [(1 — a)m] > 1 sendo [(1 — a)m] a parte inteira de (1 — a)m.

Teorema 2.4. Para 0 < a < %, ’ZA;(CQ”) possui ponto de ruptura assintético v = a. Para % <a<l,

’ZZ(CQ@) possui ponto de ruptura assintético v = %

Demonstragao. A prova é consequéncia direta do Teorema 2.3. ]

Na sequéncia do capitulo, o procedimento proposto é aplicado a dados reais e a dados simulados.
Para estes casos, usamos os parametros a = (1 — L) e a = £. O valor o = (1 — ) corresponde a

escolher o modelo estimado para a amostra minimizando-se a taxa de entropia relativa média, isto

2.4 Simulacoes

Nesta secdo, através de simulagbes, comparamos a eficiéncia do método proposto por Csiszar &

Talata (Método CTM que corresponde ao Método CTM truncado com o = 1) [9] com o método

proposto (Método CTM a-truncado) com a = (1 — 1) e a = £ sendo m o ntmero de amostras

independentes de tamanho n.
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Gerando-se 1.000 vezes m amostras independentes de tamanho n, os métodos sao comparados
através da porcentagem de acertos, ou seja, a porcentagem de vezes em que o método selecionou o
modelo correto.

Nas Subsecgoes 2.4.1 e 2.4.2 sao geradas m amostras independentes de tamanho n, das quais k e
m — k correspondem, respectivamente, aos processos de Markov de meméria varidvel representados
pelas arvores de contextos 7g e 7p. Na primeira subsecao as arvores nao possuem contextos em
comum enquanto que, na segunda, as arvores possuem alguns contextos em comum.

Nas Subsegoes 2.4.1 e 2.4.2, cada amostra é gerada ou do processo de lei P ou do processo de
lei @ (amostras contaminadas). J&, na Subsegao 2.4.3, considera-se que, em uma mesma amostra,

h4 alguns pedagos do processo de lei P e outros do processo de lei Q.

2.4.1 Simulagao 1

Sao geradas m amostras independentes de tamanhos 25, 50, 100 e 200 das quais kK e m — k
correspondem, respectivamente, aos processos de Markov de memoria variavel representados pelas
arvores de contextos 7g e 7p, ambas definidas sob o mesmo alfabeto A = {0,1}.

Os contextos s e as probabilidades condicionais (Prob(0]s), Prob(1|s)) das arvores Tp e T sao

mostradas na Figura 2.4.1.

0

(0,3;0,7)

1

(0,7;0,3)

01

(0,7;0,3)

10

(0,3;0,7)

011 111 000 100

(0,8;0,2) (0,2;0,8) (0,8;0,2) (0,2;0,8)

Figura 2.4.1: A esquerda: Arvore de contextos 7p. A direita: Arvore de contextos 7o
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Pelas Tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 observa-se que, para o caso em que ha 9, 15 e 50 amostras
independentes, a performance do Método CTM truncado com a = % é superior & dos demais para
quaisquer valores de k (nimero de amostras contaminadas) e n (tamanho amostral). Para o caso
em que ha 5 amostras, o Método CTM apresenta as maiores porcentagens de acertos apenas para
n = 50.

A performance do Método CTM truncado com o = % sempre é superior 4 do CTM truncado com
a = (1-21). Comparando o Método CTM truncado com o = (1— 1) com o CTM, para amostras de
tamanho n=200, independentemente dos valores de m e k, a superioridade deste primeiro é nitida.

A melhora do Método CTM truncado com @ = (1 — %), para amostras grandes, é devido ao fato
de que, neste método, uma arvore é estimada de cada uma das amostras enquanto que, nos demais,
uma arvore de contextos é estimada a partir de uma colecdo de amostras independentes, ou seja,
neste método, necessita-se de amostras grandes para estimar uma arvore que capte a estrutura do
processo de lei P.

Observa-se que, nos trés métodos, a porcentagem de acertos diminui conforme aumenta-se o

namero de amostras contaminadas k.

Tabela 4.1: Porcentagem de acertos para o caso em que sao geradas m=5 amostras independentes

Métodos
Tamanho Amostral | m—k k | CTM  CTM Truncado com a = (1— X) CTM Truncado com a = %
n—=>50 4 1| 76,4% 26,6% 55,7%
3 2 | 55,4% 19,5% 35,9%
n=100 4 11 72,1% 51,0% 77,0%
3 2 | 44,8% 33.1% 51,2%
n=200 4 11654% 89,3% 95,2%
3 2 | 22,6% 70,8% 76,0%
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Tabela 4.2: Porcentagem de acertos para o caso em que sao geradas m=9 amostras independentes

Métodos
Tamanho Amostral | m—k &k | CTM  CTM Truncado com a = (1 — L)  CTM Truncado com o =
8 11791% 32,9% 90,6%
n=>50 7 2 1 63,7% 25,1% 83,8%
6 3| 53,2% 21,9% 73,8%
5 41 38,7% 15,4% 59,9%
8 1| 80,3% 60,4% 97,1%
n=100 7 2 | 58,4% 52,7% 93,4%
6 3| 35,5% 41,9% 85,7%
5 4| 17,7% 28,1% 69,4%
8 1| 74,9% 96,2% 98,3%
n=200 7 2 | 37,1% 92,7% 98,3%
6 3| 11,1% 88,4% 94,7%
5 41 1,7% 67,2% 75,7%
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Tabela 4.3: Porcentagem de acertos para o caso em que sao geradas m=15 amostras independentes

Métodos
Tamanho Amostral | m—k &k | CTM  CTM Truncado com a = (1 — L)  CTM Truncado com o =
14 1| 78,9% 27,4% 96,4%
n=>50 12 3 | 55,8% 27,1% 94,5%
10 5 | 30,4% 19,6% 86,2%
8 71 12,3% 13,2% 74,3%
14 1| 81,8% 57,0% 97,5%
n=100 12 3 | 44,2% 55,4% 97,2%
10 5 | 11,5% 42,0% 90,9%
8 71 1,9% 23,0% 67,9%
14 1| 82,9% 95,6% 98,6%
n=200 12 3| 25,2% 94,3% 99,3%
10 51 1,3% 88,3% 96,2%
8 71 0,0% 66,4% 51,3%
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Tabela 4.4: Porcentagem de acertos para o caso em que sao geradas m=>50 amostras independentes

Métodos
Tamanho Amostral | m—%k &k | CTM  CTM Truncado com a = (1 — 1)  CTM Truncado com o =
49 25,2% 7,5% 95,4%
45 5 1 9,3% 8,3% 91,7%
n=25 40 10 | 1,5% 6,7% 79,1%
35 15| 0,1% 7,1% 62,5%
30 20 | 0,0% 7,9% 41,3%
26 24| 0,0% 8,0% 26,3%
49 1 | 35,0% 7,6% 96,3%
45 5 | 13,8% 6,7% 92,8%
n=>50 40 10 | 1,4% 7.5% 84,0%
35 15 | 0,1% 6,7% 64,4%
30 20 | 0,0% 5,4% 36,0%
26 24| 0,0% 3,7% 17,2%
49 1 | 54,4% 24,7% 98,1%
45 5 | 13,8% 23,3% 95,8%
n=100 40 10 | 0,3% 26,2% 91,1%
35 15 | 0,0% 21,2% 70,7%
30 20 | 0,0% 14,6% 34,9%
26 24 | 0,0% 8,3% 70,0%
49 1 | 63,7% 81,8% 98,7%
45 5 | 7,5% 84,1% 99,3%
n=200 40 10 | 0,0% 84,8% 98,3%
35 15 | 0,0% 84,5% 94,7%
30 20 | 0,0% 74,7% 47,6%
26 24 | 0,0% 67,9% 2,0%
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2.4.2 Simulacao 2

Sao geradas m amostras independentes de tamanhos 100, 250, 500 e 1.000 das quais k e m — k
correspondem, respectivamente, aos processos de Markov de memoria variavel representados pelas
arvores 7 e Tp, ambas definidas sob o mesmo alfabeto A = {0,1,2}, as quais possuem alguns
contextos em comum.

Os contextos s e as probabilidades condicionais (Prob(0|s), Prob(1|s), Prob(2|s)) das arvores

Tp e 1 sao mostradas na Figura 2.4.2.

0

(0,2;0,3;0,5)

0 1

(0,2;0,3;0,5) (0,4;0,3;0,3)

01

2 12 22
(0,4;0,1;0,5)(0,2;0,3;0,5)

(0,4;0,1;0,5) (0,2;0,3;0,5)

002 ©102 %202
(0,4;0,1;0,5)(0,1;0,4;0,5) (0, 3; 0, 5; 0, 2)

002 102 202

(0,4;0,1;0,5) (0,1;0,4;0,5) (0,3;0,5;0,2)

Figura 2.4.2: A esquerda: Arvore de contextos 7p. A direita: Arvore de contextos To

Pelas Tabelas 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8 observa-se que, em geral, a performance do Método CTM

truncado com o = % é superior a dos demais.

A performance do Método CTM truncado com o = % sempre é superior & do CTM truncado
com a = (1—2L). Além disso, comparando o Método CTM com o CTM truncado com o = (1 — 1)
amostras de tamanho n=1.000, independentemente dos valores de m e k, a superioridade deste
altimo é nitida.

A melhora do Método CTM truncado com o = (1— %), para amostras grandes, é devido ao fato
de que uma arvore de contextos é estimada de cada uma das amostras enquanto que, nos demais,
estima-se uma arvore de contextos a partir de uma colecao de amostras independentes, ou seja,

neste método, necessita-se de amostras grandes para estimar uma arvore que capte a estrutura do
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processo de lei P.
Observa-se que o Método CTM truncado com a = % apresentou uma diminuicao abrupta na

porcentagem de acertos para valores de m e k tais que k = [m/2].

Tabela 4.5: Porcentagem de acertos para o caso em que sao geradas m=5 amostras independentes

Métodos
Tamanho Amostral | m—k &k | CTM  CTM Truncado com a = (1 — L)  CTM Truncado com o =
n=250 4 1| 70,9% 0,0% 8,0%
3 2 2,1% 0,0% 9,6%
n=500 4 1| 55,5% 1,8% 55,6%
3 2| 0,0% 1,5% 57,9%
n=1.000 4 11| 6,0% 69,5% 98,7%
3 21 0,0% 62,8% 99,0%
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Tabela 4.6: Porcentagem de acertos para o caso em que sao geradas m=9 amostras independentes

Métodos
Tamanho Amostral | m—k &k | CTM  CTM Truncado com a = (1 — L)  CTM Truncado com o =
8 1|97,6% 0,0% 60,9%
n=250 7 2 | 34,0% 0,0% 63,1%
6 31| 0,5% 0,0% 65,1%
5 41 0,0% 0,0% 55,4%
8 1| 88,1% 0,2% 99,4%
n=500 7 2| 1,0% 1,0% 99,1%
6 3| 0,0% 0,2% 99,2%
5 41 0,0% 0,2% 74,9%
8 1| 48,7% 73,9% 100,0%
n=1.000 7 2| 0,0% 72,2% 100,0%
6 3| 0,0% 66,5% 100,0%
5 41 0,0% 65,6% 64,3%
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Tabela 4.7: Porcentagem de acertos para o caso em que sao geradas m=15 amostras independentes

Métodos
Tamanho Amostral | m—k &k | CTM  CTM Truncado com a = (1 — L)  CTM Truncado com o =
14 1197,9% 0,0% 97,5%
n=250 12 3| 7.2% 0,0% 98,0%
10 51 0,0% 0,0% 98,1%
8 71 0,0% 0,0% 48,6%
14 11 959% 0,0% 100,0%
n=500 12 3| 0,0% 0,1% 100,0%
10 51 0,0% 0,0% 100,0%
8 71 0,0% 0,2% 39,8%
14 1| 80,2% 80,1% 100,0%
n=1.000 12 3| 0,0% 76,8% 100,0%
10 51 0,0% 72,3% 100,0%
8 71 0,0 50,4% 18,8%
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Tabela 4.8: Porcentagem de acertos para o caso em que sao geradas m=>50 amostras independentes

Métodos
Tamanho Amostral | m—%k &k | CTM  CTM Truncado com a = (1 — 1)  CTM Truncado com o =
49 13,7% 0,0% 94,6%
45 5 | 1,9% 0,0% 95,6%
n=100 40 10 | 0,0% 0,0% 92,6%
35 15| 0,0 0,0% 85,3%
30 20 | 0,0% 0,0% 32,1%
26 24| 0,0% 0,0% 1,9%
49 1 | 333% 0,0% 98,2%
45 5 | 0,1% 0,0% 98,4%
n=250 40 10 | 0,0% 0,0% 98,8%
35 15 | 0,0% 0,0% 97,9%
30 20 | 0,0% 0,0% 68,0%
26 24| 0,0% 0,0% 0,3%
49 1 | 47,5% 0,1% 99,4%
45 5 1 0,0% 0,0% 99,4%
n=500 40 10 | 0,0% 0,0% 99,6%
35 15 | 0,0% 0,0% 99,1%
30 20 | 0,0% 0,0% 79,4%
26 24 | 0,0% 0,1% 0,1%
49 1 | 52,0% 96,2% 99,8%
45 5 1 0,0% 94,0% 99,9%
n=1.000 40 10 | 0,0% 90,2% 100,0%
35 15 | 0,0% 86,9% 99,8%
30 20 | 0,0% 78,2% 95,6%
26 24 | 0,0% 23,5% 0,0%
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2.4.3 Simulacao 3

Nesta subse¢ao, cada amostra é formada por alguns pedagos do processo de lei P e por outros
do processo de lei ), ou seja, a contaminacao estd presente em alguns pedagos de uma mesma
amostra. Para isto, s@o geradas duas amostras de tamanho n sendo que a primeira e a segunda
correspondem, respectivamente, aos processos de Markov de memoria variavel {X;}iez e {Yi ez
representados pelas arvores de contextos 7p e 7Tg. Estas arvores sao as mesmas utilizadas na
Subsecao 2.4.1.

Em seguida, é gerada uma amostra de um processo Markoviano, {W; };cz, de ordem 1 tomando
valores no alfabeto {0,1} e possuindo probabilidades de transi¢ao, Prob(W; = 0|W;_; = 0) e
Prob(W; = 1|W;_1 = 1), proximas de um. A partir de uma amostra gerada deste processo, obtém-

se uma amostra do processo {Z;}icz definido, para cada t, por

Xt Se Wt =0
Z =
YY) se Wy=1

sendo Zy = 0.

A amostra de {Z;}4cz ¢ formada pela jungao de amostras de {X;}icz € {Yi}iez. Finalmente,
a amostra gerada de {Z;}cz € cortada em m pedagos e, em cada pedago, sdo eliminados os trés
primeiros valores para que a dependéncia entre eles seja desprezivel. Dessa forma, cada um dos
pedagos passa a ser uma amostra.

Os Métodos CTM e CTM truncado com a = (1 — %) eq= % sao aplicados na colecao formada
pelas amostras (pedagos da amostra gerada de {Z;}icz) de tamanho n construidas conforme a
descricao apresentada.

Pela tabela 4.9 observa-se que, para esta situagdo em que a contaminagdo estd presente em
alguns pedagos de uma mesma amostra, o Método CTM truncado com o = (1 — %) foi superior aos

demais métodos em todas as situacoes analisadas.



Tabela 4.9: Porcentagem de acertos
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Métodos
Tamanho da Amostra Método Método CTM Truncado Método CTM Truncado
gerada de {Z; }iez P(0j0) P(1]1) n CTM coma=(1-41) com o = 3

200 55,2% 82,6% 48,7%

0,999 0,993 500 57,9% 97,9% 88,8%

1.000 | 57,3% 92,5% 87,9%

200 41,2% 78,2% 43.3%

5.000 0,999 0,995 500 44,5% 96,0% 85,9%
1.000 | 39,9% 84,1% 81,2%

200 72,4% 82,5% 46,4%

0,999 0,990 500 70,6% 99,7% 91,6%

1.000 | 68,7% 97,4% 93,3%

200 34,6% 70,9% 0,5%

0,999 0,993 500 32,0% 99,1% 66,8%

1.000 | 30,5% 95,5% 79,8%

200 16,8% 69,0% 0,8%

10.000 0,995 0,999 500 18,0% 97,4% 60,6%
1.000 | 19,0% 88,4% 71,7%

200 53,3% 69,7% 0,8%

0,999 0,990 500 55,9% 99,8% 68,5%

1.000 | 51,3% 99,2% 88,7%
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2.5 Aplicacao

Como os idiomas diferem em seus ritmos da fala [1|, em Linguistica, o estudo de correlacao
acustica de classes ritmicas € um problema de grande interesse. Originalmente, trés classes ritmicas

foram propostas:
(i) Acentual (stress-timed languages);
(i) Sildbica (syllable-timed languages);
(iii) Moraica (mora-timed languages).

Essas classes sao baseadas na ideia de que, em cada classe, elementos de diferenciagao causam
a organizagao temporal. De acordo com psicolinguistas, o tipo ritmico pode ser correlacionado com
a unidade de segmentacao da fala. De fato, falantes de idiomas pertencentes as classes acentual,
silabica e moraica podem segmentar a fala, respectivamente, em unidades ritmicas, silabas e moras.
Dauer [11] e Ramus et al. [24] extrairam duas principais propriedades fonéticas/fonologicas que

diferenciam as classes (i) e (ii), citadas anteriormente. Estas caracteristicas sao:

(a) Estrutura Silabica: A classe acentual possui uma maior variedade de tipos silabicos em relacao

a classe silabica;

(b) Redug@o Vocalica: Na classe acentual, usualmente, silabas ndo acentuadas possuem um sis-

tema de reducgao vocélica.

De acordo com essa classificacao, os idiomas Francés, Italiano e Espanhol pertencem & classe
ritmica silabica e o Inglés e o Holandés pertencem a classe ritmica acentual. Ja o Japonés pertence
a classe moraica

Em 1999, Ramus, Nespor e Mehler [24], obtiveram evidéncias de que estatisticas baseadas na
segmentagao manual de vogais e consoantes de um sinal da fala poderia ser utilizado para a dife-
renciagao de classes ritmicas. Porém, o problema desta metodologia é o trabalho manual feito por
um foneticista. Por causa disto, eles usaram conjuntos de dados pequenos e, assim, os resultados
nao sao estatisticamente significantes. Galves et al. [14] e Garcia & Gonzalez-Lopez [17] obtiveram
resultados similares & Ramus com o uso de uma metodogia completamente automatizada sem a

necessidade de trabalhos manuais.
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2.5.1 Os Dados

Nesta aplicacao sao utilizadas 153, 212, 212, 216, 228, 216, 216, 216 sentengas pertencentes aos
idiomas Inglés, Japonés, Espanhol, Francés, Holandés, Italiano, Polonés e Cataldo, respectivamente.
Cada falante 1é cerca de 50 sentengas com duragao indo de 2 a 3,5 segundos, digitalizadas em 16.000
amostras por segundo (isto é, a uma taxa amostral de 16 kHz). Estes dados integram o corpus
pertecente & Laboratoire de Sciences Cognitives et Psycholinguistique (EHESS/CNRS). O corpus

inclui as 160 sentencas analizadas em [24].

2.5.2 Bandas de Energia

Denotando-se por ¥(f), a densidade espectral no tempo ¢ e frequéncia f é o quadrado do
coeficiente, para a frequéncia f, da decomposicao de Fourier local do sinal acustico. O tempo e
a frequéncia foram discretizados, respectivamente, a cada 25 milisegundos e 20 Hz. Os valores da
densidade espectral sdo estimados utilizando-se uma janela Gaussiana de 25 milisegundos.

Fixado um idioma I, considere a sentenga j de tamanho 7; ;. Dada uma frequéncia f, denota-se
por ﬁi’j(f) a densidade espectral no tempo ¢, ¢t =1,--- 1 ;, para a sentenca j. Para cada tempo ¢,
sejam os processos estocisticos

Xwy= > 9

f=80,100,...,800

X5 (t) = > 97 (f)

f=1500,1520,...,5000

os quais sao chamados de energia.
As frequéncias para as bandas foram escolhidas baseadas em trabalhos anteriores [14] sobre

segmentacao automatica em vogais e consoantes.

2.5.3 Codificagao dos Dados

Para cada idioma [ e sentenga j deste idioma, considere uma banda de frequéncias b (b = 1

representa a banda inferior de energia Xll’j (t) e b = 2 representa a banda superior de energia Xé’j (1)).
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Defina

lv' lv'
y;usb:{ 1ose /(1) 257 (0)

0 se caso contrario
Seja Ztl’J =2x Ytl’]’2 + Ytl’J’l. Esta variavel pode ser interpretada como:

e O valor Zé’j = 0 significa que ambas energias decrescem no tempo t + 1;

O valor Z,” = 1 significa que a energia na banda inferior cresce e a energia na banda superior

decresce no tempo t + 1;

e O valor Z;” = 2 significa que a energia na banda superior cresce e a energia na banda inferior
decresce no tempo t + 1;
1j . .
e O valor Z,7 = 3 significa que ambas energias crescem no tempo ¢ + 1.

2.5.4 Resultados

O Método CTM truncado com o = (1 — %) eq= % ¢ utilizado para a estimagao de uma arvore
de contextos para cada idioma usando-se os valores de {Zi’j };Fljl Em seguida, a taxa de entropia
relativa simetrizada é utilizada como uma medida de “distancia” entre as arvores selecionadas de
cada idioma.

As distancias obtidas, utilizando-se as arvores estimadas pelo Método CTM truncado com

a=(1- %), sao agrupadas conforme a Figura 2.5.1 na qual observa-se os seguintes grupos:
e Holandés e Inglés;
e Japonés;

Francés, [taliano, Polonés e Espanhol;

Catalao.

Além disso, o Método K-means com 4 grupos confirma o agrupamento supra-citado o qual

coincide com a conjectura linguistica de classes ritmicas em que o Inglés e o Holandés pertencem a
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classe ritmica acentual, o Japonés pertence a classe ritmica moraica e os idiomas Francés, Italiano
e Espanhol pertencem a classe ritmica sildbica. Veja, também, os resultados obtidos por Garcia &
Gonzalez-Lopez [17].

Ja o Catalao e o Polonés sao considerados idiomas mistos. Conforme relatado por Ramus et al.
[24], os idiomas intermediarios misturam as seguintes caracteristicas: estrutura silabica e redugao
vocélica. O Polonés possui uma grande complexidade silabica mas sem a redugao vocalica esperada
para a classe ritmica acentual enquanto que o Cataldo possui o mesmo sistema sildbico do Espanhol

mas com a presencga da redugao vocélica.

0.6

0.4

0.2

CA
DU
EN
JA
FR
PO
sP

IT

Figura 2.5.1: Cluster obtido a partir das distancias entre arvores estimadas pelo Método CTM truncado com
o = (1 — L) considerando os idiomas Holandés, Espanhol, Francés, Inglés, Italiano, Japonés, Polonés e Cataldo

rotulados como DU, SP, FR, EN, IT, JA, PO, e CA, respectivamente
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Utilizando-se as arvores estimadas pelo Método CTM truncado com o = %, as distancias obtidas

sao agrupadas conforme a Figura 2.5.2 na qual observa-se os seguintes grupos:

e (Catalao e Espanhol;
e Japonés, Francés e Italiano;

e Polonés, Holandés e Inglés;

Além disso, o Método K-means com 3 grupos confirma o agrupamento supra-citado. A classi-
cacao do Japonés como pertencente a classe ritmica silabica nao coincide com a conjectura linguis-
tica ja que ele pertence a classe ritmica moraica. Note que os idiomas Francés e Italiano estao mais

proximos entre si do que em relagao ao Japonés.

0.02 0.04 0.06
I

< 0o < @© = Z2 2O 0
O »u 9w w ao o

Figura 2.5.2: Dendograma obtido a partir das distancias entre drvores estimadas pelo Método CTM truncado com

a= % considerando os idiomas Holandés, Espanhol, Francés, Inglés, Italiano, Japonés, Polonés e Catalao rotulados

como DU, SP, FR, EN, IT, JA, PO, e CA, respectivamente



Capitulo 3

Independéncia Condicional entre as
coordenadas de um Processo de Markov

[-variado

3.1 Introducgao

Considere (Zt)iecz = (Zt(l), ce Zt(l)> . um processo de Markov estacionario de ordem finita M
te

com alfabeto A = By x ... x B; sendo B; o alfabeto da i-ésima coordenada de (Z;)ez, ou seja, o
alfabeto de (Zt(i))tez'

determinados sendo que o nimero de pardmetros de uma cadeia de Markov cresce exponencialmente

O modelo associado a este processo possui (JA| —1)[A[M parametros a serem

com a sua ordem. Uma descricao mais eficiente seria aquela em que a ordem da cadeia de Markov
nao é fixa, ou seja, a memoria da cadeia de Markov estacionéria é variavel, uma funcao dos valores
do passado. Este tipo de modelo Markoviano foi originado através do trabalho de Jorma Rissanen
em 1986 [26] e motivou o surgimento dos modelos VLMC (Cadeias de Markov de Memoria Variavel)
(ver Buhlmann e Wyner [4], Csiszar e Talata [9], Galves et al. [13], Leonardi |21, 22]) que requer
um nimero muito menor de pardmetros a serem determinados.

Um problema interessante relativo & estas familias de modelos, que tém sido estudado original-
mente por Rissanen [26] e mais recentemente por Csiszar e Talata [9], Galves [13], Leonardi |21, 22],

é a selecao de um modelo, dentro de familias de modelos, que se ajuste a uma fonte de dados. Nesta

38
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familia, os modelos s@o indexados por um conjunto de arvores prefixo e um método consistente para
a escolha do modelo é o BIC (Critério de Informacgao Bayesiano).

Uma outra familia de modelos que inclui a dos VLMC (Cadeias de Markov de Memoria Variavel)
¢é a dos modelos de Markov de partigoes. Esta familia permite uma economia de parametros ainda
maior [16].

Neste capitulo, o objetivo é a criacao de uma familia de modelos Markovianos que inclua as
cadeias de Markov de alcance fixo e que permita modelar este tipo de cadeia com o menor nimero
possivel de pardmetros aproveitando a estrutura de dependéncia condicional para diferentes com-
binacoes de estados. Primeiramente definimos uma familia de modelos que inclua as cadeias de
Markov de alcance fixo e que é indexada pela estrutura de dependéncia condicional entre as cadeias
marginais no espago de estados. Além disso, apresentamos uma metodologia consistente de selecao
de modelos baseada no BIC que é implementada por um algoritmo. A eficiéncia do algoritmo é
estudada por simulagoes e este é aplicado em dados linguisticos.

O capitulo sera desenvolvido utilizando-se os modelos Markovianos de ordem fixa finita. Porém,
vale observar que o procedimento proposto neste capitulo é vilido para modelos Markovianos de
memoria variavel finita e modelos multinomiais multivariados.

Na Secao 3.2 enunciamos algumas defini¢oes relacionadas a Teoria de Conjunto e Probabilidade
que sao utilizadas na tese. Na Secao 3.3 obtemos os estimadores das probabilidades de transicao de
um processo Markoviano estacionario [-variado e de um processo Markoviano estacionério [-variado
com partes condicionalmente independentes. Estes estimadores sao utilizados na Segao 3.4 para o
estabelecimento de um critério que possibilite a obtencgao da estrutura de independéncia condicional
do processo. Tal critério é implementado por um algoritmo cuja eficiéncia é estudada por simulacoes

na Segao 3.5 e ele é aplicado em dados linguisticos na Segao 3.6.

3.2 Definicoes Basicas

Nesta se¢ao enunciamos algumas definigoes relacionadas a Teoria de Conjunto e Probabilidade.

Definigao 3.1. Seja A1, As, ... uma sequéncia de subconjuntos nao-vazios de um conjunto A. Esta

sequéncia de subconjuntos é uma particio de A se U;2 1 A; = A e A;NA; =0 para todo i # j [20, 3].

Definigao 3.2. Seja II o conjunto de todas as particoes de um conjunto A. Dadas duas parti¢oes
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e o pertencentes a Il, m € mais fina que o, denotado por m =< o, se e somente se, VB € w, AC € ¢
tal que B C C [20, 3].

O refinamento define uma relagdo de ordem parcial em II sendo que uma relagao é de ordem
parcial se ela ¢ reflexiva, anti-simétrica e transitiva |20, 3|.

Os Teoremas 3.3, 3.4 e 3.5 utilizam os conceitos de convergéncia eventual e quase certa [19].

Definigao 3.3. A sequéncia (xyp)nen de nimeros reais converge eventualmente para x se In, tal

que T, = T para todo n > n,.

Definicao 3.4. Sejam X, X1, Xo, ... varidveis aleatorias definidas em um mesmo espaco de proba-

bilidade. A sequencia (Xp)nen converge para X quase certamente se
P(X, =3 X)=1

isto €, o evento [w : X, (w) — X (w)] é de probabilidade 1.

3.3 Estimadores das Probabilidades de Transicao de uma Cadeia

de Markov [-variada

Considere (Z;)tcz um processo de Markov estacionario l-variado de ordem finita M tomando
valores em A = By x ... x By sendo B;, i = 1,...,1, o alfabeto da i-ésima coordenada de (Z;)icz.
Sejam S = AM e 27 = 21...2,, z; € A, i = 1,...,n, respectivamente, o espago de estados e uma
amostra desse processo.

Sem perda de generalidade, no decorrer do capitulo, seréd considerado By = --- = B; = B e,
consequentemente, o alfabeto associado ao processo (Z;)sez serd A = Bl

Seja N,(s,a) o ntmero de ocorréncias da sequéncia s € AM seguida do simbolo a € A na

amostra 2, ou seja,
Np(s,a) = HuM <u §n,zZ:}w = 5,2y :a})

Note que Z Ny(s,a) = Ny(s).
acA
O nimero de ocorréncias da sequéncia s é dado por

Nyp(s) = HuM <u§n,zz:]1\4:s}‘
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A funcgao de verossimilhanga, denotada por L(z’f\P), é dada por

L(2}|P) = Prob(Z} = z') = Prob(z1" H P(a]s)Nn(s)
seS
acA

sendo P(a|s) = Prob(Zy = a|Z~;, = s) e P o vetor formado pelas probabilidades P(a|s), Ya € A,

Vs e S.
Logo, a funcao de log-verossimilhanca l(z’f|73) é dada por

[(z7|P) =In (L(27|P)) = In (Prob( zl )+ ZN s,a)In(P(als))

seS
acA

Conforme Csiszar e Talata (2006) [9], a verossimilhanga méxima de L(2}|P), denotada por

ML(z},S), é aproximada por H P (als) N" (%) na qual P(a!s), Va € A,s € S, sao os estimadores de

seS
acA
P(a|s), Va € A, s € S, que maximizam a fungao H P(a|s)N5% sujeito a restricdo Z P(als) =1
s€S acA
acA

para cada s € S.

Teorema 3.1. O valor de P(a|s) que maximiza H P(a]s)M"59 sujeito a restricio Z Plals) = 1,
"y acA
a€A
para cada s € S, € P(a! )= __Nn(sa)
ZN (s,a)

acA
Demonstragao. Veja Segao 5.2 do Capitulo 5

Logo, utilizando o Teorema 3.1, a verossimilhanca méxima de L(zﬂp) é dada por

N( ) Ny (s,a)
s,a
ML(2},S) = e
(217 ) H ( Nn(S) )
seS
acA
Agora, considere a; a i-ésima coordenada de a € A e, para para cada ft, Zt(i) é a i-ésima
coordenada de Z;. Dado U = {il, ce ,im} C{1,...,1}, iy # iy, define-se o evento [ZtU = aU} como

sendo

[zV = aV] = [(Zt(“),...,zg"m)) - (ail,...,aim)]
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e a probabilidade P(aY|s) como sendo
P(aY|s) = Prob(ZtU =d’|ZI7}, = s),Vs S (3.3.1)

com P(Zf:]l\/[ = 3) > 0.

Além disso, seja
Nn(S,aU) = Hu T M <u<n, 2"y, =s2Y :ag}‘

Em palavras, N, (s,aU) é o numero de ocorréncias da sequéncia sa tal que nas coordenadas
1,...,%Ln da sequéncia a aparecem a;,,...,a;, € has demais posi¢coes pode aparecer qualquer ele-
mento de B.

A seguir definimos o conceito de independéncia condicional dada uma sequéncia s € S.
Definigao 3.5. Dado s € S, uma particao T = {Il, e ’IIII} de {1,...,l} € compativel com a lei
condictonal do processo dado s se

i
Prob(Z; = a|Z{"}; = s) = [ Prob(20 = a¥|Z{7}; = s) Vac AVt e 7 (3.3.2)
j=1

Izl
Usando (3.3.1), a equagao (3.3.2) pode ser reescrita como P(als) = H P(a'i]s).
j=1

Definigao 3.6. O conjunto de particoes J = {Zs}ses serd chamado compativel com a lei do processo

se, para cada s € S, Iy € compativel com a lei condicional do processo dado s.

Considere J = {Zs}scs um conjunto de partigoes de {1,...,l} compativel com a lei do processo
sendo Zs = {I3,. .., I|SIS|}. Logo,

|Zs|

L(, JIP) = Prob(z{”) TT IT ] Pa1s)™

s€SaeA j=1

sendo P o vetor formado pelas probabilidades P(a[J$ |s), para todo j=1,..., ‘Is}, Va € A, Vs € S.
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|Zs|
Teorema 3.2. O valor de P(a J\ ) que maximiza H H H P a JS N” (s.a) sujeito a
s€eSacAj=1
Z Pli(als) =1, para cada s € S e j=1,...,|Ts|, ¢
a's GB‘ISI
s N, (s a J)
P(a%i|s) = 2
(a1s) = =39
Demonstragao. Veja Segao 5.2 do Capitulo 5. g

Utilizando o Teorema 3.2, a verossimilhanca méxima de L(z?, J \77) é dada por

s Nn(s,a)
|Zs| (3 a,Ij )

rers.7) = 111111

s€eSacAj=1

3.4 Particoes das Coordenadas de uma Cadeia de Markov [-variada
em Partes Condicionalmente Independentes

Considere (Z;);ez um processo de Markov estacionario de ordem finita M com valores em A = B'.

Seja S = AM o seu espaco de estados.
()

Considere a; a i-ésima coordenada de a € A e, para para cada t, Z;
Zy. Dado U = {i1,...,im} C {1,...,1}, iy # iy, define-se o evento [Z] = aV] como sendo

[ZtU = aU} = [(Zt(il), .. .,Zt(im)) = (ail, .. .,aim)]

e a probabilidade P(aU|s) como sendo

é a i-ésima coordenada de

P(aY|s) = Prob( V=ad"|Z!- }V[—s) VseS

com P(Zf:zl\/[ = 5) > 0.
Na Secao 3.3 foi definido que, dada uma sequéncia s € S, uma particdo Z = {Il, ces ’I\II} de
{1,...,1} é compativel com a lei condicional do processo dado s se

7l

als) = H P(a'i|s),Va € A (3.4.1)
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Considerando s € S, vale observar que Z compativel com a lei condicional do processo dado s

. I ~ .. .
significa que Zth7 e I sd0 condicionalmente independendentes dado s.

Definigao 3.7. O conjunto de particoes J = {Zs}ses serd chamado compativel com a lei do processo

se, para cada s € S, Iy € compativel com a lei condicional do processo dado s.

Definicao 3.8. Dado s € S, seja Zs = {If, .. ,Ifzsl} uma parti¢ao de {1,...,1} compativel com a
lei condicional do processo dado s. Se o conjunto Ig é a particao mais fina de {1,...,l} entdo ele

serd chamado de particao de estrutura de dependéncia condicional de s.

Definicao 3.9. Se Z; € a particio de estrutura de dependéncia condicional de s, Vs € S, entdo
o conjunto de particoes J = {Zs}ses serd chamado de estrutura de dependéncia condicional do

processo.

s I3
Supondo que Ztll,...,Zt‘Is‘ sdo condicionalmente independendentes dado s € S, Vs € S, a

fungdo de verossimilhanga deste modelo é dada por

|Zs |
L(z, J|P) = Prob(zl ) TT TT IT Pa%1s)™t (3.4.2)
s€SacAj=1
sendo P o vetor formado pela probabilidade P(ali|s) para todo j = 1,..., ‘Is ,a € Aese S,

J = {IS}SGS ¢
Ny(s,a) = HuD(n) <u<n ' =s, zu—a}‘

Além disso, a verossimilhanga maxima de (3.4.2) é dada por

17| (S afi) Mo
Lr,8,7) = 111111
s€SacAj=1
sendo
Ny(s) = Hu:D( n) <u<mn,z_ ]1\4:3}‘
e

s _ s 73
N, (s aIJ) = HuM <u§n,z§ff}w = 8,2y :au]}‘
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. 5\ . , A . . A
ou seja, N, (s, a J) é o namero de ocorréncias de sa tal que nas coordenadas iy, ..., %, da sequéncia
a aparecem a;,,...,a; € has demais posicoes pode aparecer qualquer elemento de B.

I Is Is. . . .
Com a suposicao de que Z,', ..., Z |%s| sao condicionalmente independendentes dado s, Vs € S,

o BIC correspondente a este modelo é

IZ.| Nn( s, fi) 12| \BI‘IS
BIC(21,S8,J) = Z Z ZN s,a) — | + ZZ ln(n) (3.4.3)
s€SacA j=1 ( seS j=1
|Zs] ‘BHI;I 1 |Zs| \IS|
O termo ZZ fln(n) pode ser escrito como —ln( ) sendo C = ZZ |B|"3
seS j=1 seS j=1
D= |
sES

No caso em que, para cada s € S, a particdo de estrutura de dependéncia condicional de s for

o conjunto £ = {1,...,l}, a expressao (3.4.3) torna-se

BIC(27,S,R) ZZN s, a) (N (s,a)) + (18]~ 118 In(n) (3.4.4)

s€S acA Nn(S) 2

na qual R = £5.
O proximo teorema estabelece um critério baseado no BIC que fornece um meio para detectar se
um processo nao possui grupos de coordenadas condicionalmente independentes ou se possui grupos

de coordenadas condicionalmente independentes.

Teorema 3.3. Considere (Z;)iez um processo de Markov estaciondrio de ordem finita M tomando
valores no alfabeto finito A = B! e seja S = AM o seu espaco de estados. Além disso, considere
2P =21...2n, zi € A, i =1,...,n, uma amostra deste processo, J = {IS}SGS um conjunto de

particoes de L={1,...,l} e R = LISI. Entdo, eventualmente quase certamente, quando n — 0o,
BIC(2},S,R) > BIC(={,S,J)
se, e somente se, Iy € compativel com a lei condicional do processo dado s, Vs € S.

Demonstragao. Veja Segao 5.2 do Capitulo 5. U

O seguinte teorema permite decidir se é recomendavel ou nao ter indices numa mesma partigao

tais que as coordenadas do processo associadas a estes indices sejam independentes.
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Teorema 3.4. Sob as suposicoes do Teorema 3.3, seja J = {IS}SeS um conjunto de partigoes
compativel com a lei do processo sendo I, = {17, ... ’I|SIS|}’ Vs € §. Suponha que, em relagdo a

existem subconjuntos 1:]3,:”, E=1,...,kj, de I;m tais que

m|7

Sequéncia Sp,, para cadaj =1,...,|Zs

ISm = ISm e P a\ H P it (als), Ya € A. Entao, eventualmente quase certamente, quando

n — 00,
BIC(2},S,J) > BIC(2],S.J)

se, e somente se,

|ISm| k
P(a|sm) = H H (a Ik ]sm) Va e A
sendoj:{Isl,...,Ism_l,fsm,ISmH,... S|s|} {ISI:"} -
i=1,..,|Zspm |
Demonstragao. Veja Segao 5.2 do Capitulo 5. g

O proéximo teorema mostra que, para n suficientemente grande, pode-se obter a estrutura de

dependéncia condicional do processo pela minimizagao do BIC.

Teorema 3.5. Considere (Zi)icz, um processo de Markov estaciondrio de ordem finita tomando
valores no alfabeto finito A = B' e seja S = AM o seu espago de estados. Além disso, sejam
21" = z1...%, uma amostra deste processo, o = CISI no qual C € o conjunto formado por todas as

particoes de {1,2,...,1} e L* = {Ts}ses a estrutura de dependéncia condicional do processo. Seja
Lr = argmin BIC (2], S,
n gJEp ( 1 \7)
Entao, eventualmente quase certamente, quando n — oo, L* = L.
Demonstragao. Veja Segao 5.2 do Capitulo 5. g
Quando o nimero de coordenadas do processo cresce, o custo computacional do critério BIC,

apresentado no teorema 3.5, torna-se excessivo. Neste caso propomos um algoritmo mais eficiente

do ponto de vista computacional e a sua consisténcia é demonstrada.
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O algoritmo ¢é inicializado com J = {IS}Ses sendo Z,, = {{1},...,{i}}, Vi =1,...,|S|]. Em
cada iteragao, para cada estado s; € S, o algoritmo gera partigoes de {1,...,l} a fim de obter-se a
particao de estrutura de dependéncia condicional de s;, ou seja, queremos obter a partigao Zs, que
cause o maior descrécimo no valor do BIC.

A ideia é que, em cada iteracao, dois elementos de Zs, sejam unidos para que uma outra particao
seja obtida. Por exemplo, unindo os elementos indexados por j e k em Z,, obtém-se IJS/,’C — I;i UI.
Logo, T2 — (Iik \ {7, Ijsl}) U I3}, € o conjunto Zg, no qual foram retirados os elementos I7' e I}
e adicionado o elemento ijc

Considerando J « {I817'~~725w~--718|3|} e J*k — {Isl,...,Iﬁf,...,Zs‘s‘} temos que se
BIC(Z{L,S, j) > BIC'(,Z{‘,S, jjk) entdao J7% ¢ um candidato a estrutura de dependéncia condi-
cional do processo e, neste caso, J «— J7k.

O pseudo-codigo do algoritmo é mostrado a seguir.

INPUT: [, S =AM 20 =2 ...z,
OUTPUT: J = {IS}SES tal que J é a estrutura de dependéncia condicional do processo
I, — {{1},{2},.. .. {i}},i=1,...,|S]
J — {Isla---,fsi,---,fsw}
for i =1 to |S| do
J° =T
stop < 0
while stop =0 do
j—1
while j <[ -1 do
for k=j4+1tol do
I;,; — I;i Uz
for u=jtol—2do
if k=u+1 then
I;i — 1y
else

S; S;
Ij — L5
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end if
end for
Ly Igsé
o I
I Ty, T, T )
if BIC(27,8,J) > BIC(2},S,J%) then
J — Ji*k
end if
end for
Jej+1
end while
if 7° # J then
J =T
l—1-1
else
stop «— 1
end if
end while

end for

Corolario 3.1. Sob as suposi¢coes do Teorema 3.5, quando n «— oo, L7, dado pelo algoritmo ante-
rior, converge eventualmente quase certamente para L* = {Zs}ses que € a estrutura de dependéncia

condicional do processo.

Demonstragao. Como [ < oo, para n suficientemente grande, pelo Teorema 3.4, o algoritmo re-

torna £* = {Z;}scs que é a estrutura de dependéncia condicional do processo. ]

3.4.1 Particoes das Coordenadas de uma Cadeia de Markov de Meméria Var-

iavel [-variada em Partes Condicionalmente Independentes

Os Teoremas 3.3, 3.4 e 3.5 podem ser estendidos, de forma natural, para um processo Markoviano

de memoéria variavel trocando o espaco de estados pelo conjunto formado pelos contextos do processo.
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Desta forma, considere (Z;);ez um processo de Markov de memoria variavel estacionario de ordem
finita tomando com valores no alfabeto finito A = B e seja 7 a arvore de contextos associada ao

processo.

Teorema 3.6. Considere (Z;)iez um processo de Markov de memdria varidvel estaciondrio de
ordem finita M tomando valores no alfabeto finito A = B! e seja T a drvore de contextos associada
ao processo. Além disso, considere 21 = z1...2n, zi € A, i =1,...,n, uma amostra deste processo,
J = {IS}SET um conjunto de particoes de L ={1,...,l} e R = LT, Entao, eventualmente quase

certamente, quando n — 0o,
BIC(2},T,R) > BIC(2{,7,J)
se, e somente se, Ty € compativel com a lei condicional do processo dado s, Vs € T .

Teorema 3.7. Sob as suposicoes do Teorema 3.6, seja J = {ZS}SeT um conjunto de particoes

compativel com a lei do processo sendo Iy = {I‘f, . ’IEZSI}’ Vs € T. Suponha que, em relacdo a
SEqUENCIA Sy, PATa cadaj =1,...,|Zs, |, existem subconjuntos 1:;:, E=1,...,kj, de I;m tais que
IS’“ = ISm e P H P i (als), YVa € A. Entao, eventualmente quase certamente, quando
n — oo,

BIC(2},T,J) > BIC(2},T,J)

se, e somente se,

Zsm | kj

P(a|sm) = H H Pl (alsm),Va € A

sendo J = {Isl,---,Ism,l,jsm,zsmﬂ,---,Ism} ejsm = {f;’;n} k=1, k

Teorema 3.8. Considere (Z;)icz um processo de Markov de memdria vam’dvel, estacitondrio, de
ordem finita tomando valores no alfabeto finito A = B' e seja T a drvore de contextos associada
ao processo. Além disso, sejam 27 = 21 ...z, wuma amostra deste processo, ( = CIT! no qual C € o
conjunto formado por todas as particoes de {1,2,...,1} e L* = {Zs}seT a estrutura de dependéncia

condicional do processo. Seja

L = arg %1612 BIC(2},7,7)
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Entao, eventualmente quase certamente, quando n — oo, L* = L.

As demonstragdes dos Teoremas 3.6, 3.7 e 3.8 sdo analogas as demonstragdes dos Teoremas 3.3,

3.4 e 3.5 trocando-se o espago de estados pelo conjunto formado pelos contextos do processo.

3.5 Simulacoes

3.5.1 Simulacgao 1

Considere o processo estacionario de Markov de ordem 1, (Z;)iez = (Zt(l), Zt(2)>tez’ possuindo
alfabeto A = {0,1} x {0,1}. As probabilidades de transi¢ao Prob(Zy = alZ_1 = s), Va € A,
Vs € § = A, sao dadas pela matriz (3.5.1) sendo que as suas linhas e colunas representam, respec-
tivamente, s e a.

0,25 0,25 0,25 0,25

T, - 0,2 0,3 0,2 0,3 (35.1)
0,2 0,2 0,3 0,3
0,16 0,24 0,24 0,36

(2)
tez. © (2 )teZ’

possuindo alfabeto {0,1}, sdo condicionalmente independentes dadas as sequéncias (0,0), (1,0),
(0,1) e (1,1) pois, dado qualquer s € A,

Pelas probabilidades de transicdo mostradas em (3.5.1), os processos (Zt(l))

Prob(Zo =a|lZ_4 = s) = Prob(Z(()l) = a(1)|Z,1 = s) Prob(Zé2) = a(Z)\Z,l = S),Va eA
com probabilidades Prob(Zo(l) =aM|Z_, = s) e Prob(Z(gz) =a?|Z_, = s) dadas a seguir.
. Prob(Z(()l) (0,0)1]Z_; = (0,0) Pmb<z(§1> = (0,1)V|Z_; = (0,0)) —0,5;

e Prob

28" = (1,0)]Z_1 = (0,0)) = Prob( 25" = (1,1)V] 21 =

[ ]
R
=
S
S
NN

= (0,00]Z_1 = (0,0) = (L,0)?|Z_, =

N—r 7 N N 01
'ﬁ
=
S
S
S
&

( 0,0)) =0
( 0,0)) =0
- Pmb(z(g?) (1,1)®]2_, = (0,0) )
( )) =0

= Prob(ZY = (0,1)M]Z_; = (1,0

[
RS
3
Q
S



51

. Prob(zg” = (1,000 Z_, = (1,0)) - Pmb(Zg” —(1,1)W|Z_; = (1,0)) = 0,6;
. pmb(zg” = (0,0)?|Z_; = (1,0)) - Pmb<ZO(2) ~ (1,097, = (1,0)) = 0,5
. Prob(Z(()Q) = (0,1)?|Z_, = (1,0)) - Pmb(z((f) = (1,1)@|Z_, = (1,0)) = 0,5;
. Pmb(zgl) = (0,0)V|Z_; = (0, 1)) - Pmb(Zg” = (0,1)V|Z_; = (0, 1)) = 0,5;
. Prob(Z(()l) = (1,000]2_; = (0, 1)) - Pmb<zo(1> = (1,1)M]Z_1 = (0, 1)) = 0,5
. Prob(Z(()Q) = (0,0)®)Z_; = (0, 1)) - Prob(ZéZ) = (1,0)®]Z_; = (0, 1)) = 0,4;
. Pmb(Z(?) = (0,1)®|Z_, = (0, 1)) - Prob(z(§2> = (1,1)®|Z_, = (0, 1)) = 0,6;
. Pmb(zg” = (0,0)V|Z_; = (1,1)) - Pmb<zo(1> 0,1z, =1 1)) =0, 4;
. Prob(Z(()l) = (1,0W)|Z_; = (1, 1)) - Prob(Z((]l) = 1,10z = (1, 1)) = 0,6;
. Pmb(Z(?) =(0,0)®|Z_y = (1, 1)) - Prob(ZéQ) = (1,0)®]2_, = (1, 1)) = 0,4;

Simulou-se 500 amostras independentes, de tamanhos 3.000, 10.000, 15.000 e 50.000, do processo
(Zt)tez a fim de obter a propor¢ao de vezes em que o procedimento proposto detecta a estrutura

de dependéncia condicional imposta. Na Tabela 5.1 sao mostradas as porcentagens de acertos.

Tabela 5.1: Porcentagem de Acertos por Tamanho Amostral

Tamanho das amostras Simuladas Porcentagem de Acertos

3.000 93,6%
10.000 95,8%
15.000 97,2%

50.000 99%
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Observa-se que o procedimento proposto detectou a estrutura de dependéncia condicional do
processo em mais de 90% das amostras geradas sendo que a sua eficiéncia foi melhorando conforme

aumentou-se o tamanho das amostras simuladas.

3.5.2 Simulagao 2

Considere o processo estacionario de Markov de ordem 2, (Z;)iez = (Z ) Zt@))t , possuindo
€z
alfabeto A = {0,1} x {0,1}. As probabilidades de transi¢io Prob(Zy = a|Z~5 = s), Va € A,
Vs € § ={(0,0)(0,0),(1,0)(0,0), (0,1)(0,0), (1,1)(0,0), (0,0)(1,0), (1,0)(1,0), (0, 1)(1,0), (1, 1)(1,0),
(070)(07 1)7<170)(07 1)7(071)(071)7(171)(071)7(070)(171)7(170)(171)a(07 1)( ) ),(1,1)(1,1)},séomostradas

pela matriz (3.5.2) sendo que as suas linhas e colunas representam, respectivamente, s e a.

0,36 0,24 0,24 0,16
0,18 0,42 0,12 0,28
0,18 0,42 0,12 0,28
0,42 0,18 0,28 0,12
0,18 0,12 0,42 0,28
0,09 0,21 0,21 0,49
0,09 0,21 0,21 0,49
0,21 0,09 0,49 0,21
0,24 0,16 0,36 0,24
0,12 0,28 0,18 0,42
0,12 0,28 0,18 0,42
0,28 0,12 0,42 0,18
0,48 0,32 0,12 0,08
0,24 0,56 0,06 0,14
0,24 0,56 0,06 0,14
0,56 0,24 0,14 0,06

Ty (3.5.2)

Pelas probabilidades de transicdo mostradas em (3.5.2) os processos (Zt(l))tez e (215(2))7&62’ pos-
suindo alfabeto {0, 1}, sao condicionalmente independentes dado qualquer s € S pois, para cada
s eS8, Prob(Zg = a]Z:zl = 3) = Prob(Zo(l) = a(l)\Z:% = s)Prob(ZSQ) = (1(2)|Z:21 = s), VYa € A,
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.Pm44>=aumng:meLn):Pm%%”:( )|zl_4onu1» 0,3;
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o Prob(z? = (0,1)®)22} =

Simulou-se 500 amostras independentes, de tamanhos 3.000, 10.000, 15.000 e 50.000, do processo

(Zi)tez a fim de obter a propor¢ao de vezes em que o procedimento proposto detecta a estrutura

de dependéncia condicional imposta. Na Tabela 5.2 sao mostradas as porcentagens de acertos.

Tabela 5.2: Porcentagem de Acertos por Tamanho Amostral

Tamanho das amostras Simuladas

Porcentagem de Acertos

3.000
10.000
15.000
50.000

67,6 %
80,0%
81,8%
88,2%

Observa-se que o procedimento proposto detectou a estrutura de independéncia condicional do

processo em mais de 80% das amostras geradas, exceto para amostras de tamanho 3.000, sendo que

a sua eficiéncia foli melhorando conforme aumentou-se o tamanho das amostras simuladas.
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3.5.3 Simulacao 3

Considere o processo estacionario de Markov de ordem 1, (Z;)iez = (Zfl), Zt@))t 2 possuindo
€
alfabeto A = {0,1} x {0,1} e as probabilidades de transi¢ao Prob(als), Va € A, Vs € A sdo dadas

pela matriz (3.5.3) sendo que as suas linhas e colunas representam, respectivamente, s e a.

0,25 0,25 0,25 0,25
0,05 0 0 0,5

Ty = (3.5.3)
0,25 0,25 0,25 0,25

005 0 0 0,5

(
De acordo com as probabilidades apresentadas em (3.5.3), os processos (Zt(l))tez e (ZtQ))tez,

possuindo alfabeto {0,1}, sdo condicionalmente independentes dadas as sequéncias (0,0) e (0,1)
pois, Prob(Zy = a|Z'7" = s) = Prob(Z(()l) =aV|Z_, = s) Prob(Z(gz) =a?|Z_, = s) ¢ satisfeita
para todo a € A, somente para s = (0,0), (0,1), com probabilidades:
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Simulou-se 500 amostras independentes, de tamanhos 3.000, 10.000, 15.000 e 50.000, a fim de
obter a proporgao de vezes em que o procedimento proposto detecta a estrutura de independéncia
condicional imposta ao processo (Z;)icz, para cada tamanho da amostra considerado. Na Tabela

5.3 sao mostradas as porcentagens de acertos.
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Tabela 5.3: Porcentagem de Acertos por Tamanho Amostral

Tamanho das amostras Simuladas Porcentagem de Acertos

3.000 96,6%
10.000 98,6%
15.000 97,8%
50.000 99,2%

Observa-se que o procedimento proposto detectou a estrutura de independéncia condicional
imposta ao processo em mais de 90% das amostras geradas sendo que a sua eficiéncia foi melhorando

conforme aumentou-se o tamanho das amostras simuladas.

3.5.4 Simulacao 4

Nesta subsecao geramos 500 amostras independentes, de tamanhos 15, 50, 100, 500 e 5.000,
de uma distribui¢o multinomial bivariada, tomando valores em {0,1} x {0,1}, os quais sao todos
igualmente provaveis. Note que as variaveis marginais sao independentes.

Desta forma, cada coordenada da distribui¢do multinomial bivariada é uma variavel aleatoria
cujos possiveis valores sao 0 ou 1. Utilizando o procedimento proposto neste capitulo e o Teste Qui-
Quadrado de Independéncia, verificamos se as coordenadas da distribui¢do multinomial bivariada
sao independentes.

A Tabela 5.4 mostra, para cada tamanho amostral considerado, a proporcao de vezes em que o
procedimento proposto e o Teste Qui-Quadrado de Independéncia detectam a independéncia entre
as coordenadas das distribuicdo em questao.

Observa-se que, para amostras de tamanho 15, o desempenho do procedimento proposto é inferior
ao do Teste Qui-Quadrado de Independéncia enquanto que, para os demais tamanhos amostrais,
o procedimento proposto e o Teste Qui-Quadrado de Independéncia apresentam resultados seme-

lhantes.
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Tabela 5.4: Porcentagem de Acertos por Tamanho Amostral

Teste Qui-Quadrado

Tamanho das Amostras Simuladas Método Proposto  de Independéncia (a = 5%)

15 87,8% 99,2%
50 95,8% 97,2%
100 96,2% 96,4%
500 99,2% 96,4%
3.000 99,2% 95,2%

3.5.5 Simulagao 5

Nesta subsegao geramos 500 amostras independentes, de tamanhos 15, 50, 100, 500 e 5.000,
de uma distribui¢ao multinomial bivariada cujos possiveis valores (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) possuem
probabilidade 1—16, i % e 1%, respectivamente. Observe que as varidveis marginais nao sao indepen-
dentes.

Desta forma, cada coordenada da distribui¢do multinomial bivariada é uma variavel aleatoria
cujos possiveis valores sdo 0 ou 1. Através do procedimento proposto e do Teste Qui-Quadrado de
Independéncia, verificamos se as coordenadas da distribui¢do multinomial bivariada sao indepen-
dentes.

A Tabela 5.5 mostra, para cada tamanho amostral considerado, a proporgao de vezes em que o
procedimento proposto e o Teste Qui-Quadrado de Independéncia detectam a independéncia entre
as coordenadas das distribuicdo em questao.

Observe que, para amostras de tamanho 15, o desempenho do procedimento proposto se destaca
em relagdo ao Teste Qui-Quadrado de Independéncia enquanto que, para os demais tamanhos

amostrais, o procedimento proposto e o Teste Qui-Quadrado de Independéncia apresentam resulta-

dos semelhantes.
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Tabela 5.5: Porcentagem de Acertos por Tamanho Amostral

Teste Qui-Quadrado

Tamanho das Amostras Simuladas Método Proposto  de Independéncia (a = 5%)

15 68,2% 23,0%
50 94,2% 90,8%
100 100,0% 100,0%
500 100,0% 100,0%
3.000 100,0% 100,0%

3.6 Aplicacao

A pesquisa em assinaturas ritmicas em textos escritos é importante de diferentes pontos de vista
cientificos. Por exemplo, é uma importante ferramenta para o desenvolvimento de sintetizadores
de fala; para a descrigdo da evolugdo historica do ritmo de linguagens naturais; para o estudo de
correlacao acustica de classes ritmicas entre outros.

Galves et al. [13]| aplicou Cadeia de Markov com Memoéria variavel para modelar as cadeias
de simbolos obtidos através codificacao de textos escritos. Neste artigo, o Portugués Europeu e o
Portugués Brasileiro foram analisados. Do ponto de vista de linguagem externa, eles produzem um
grande nimero de sentengas superficialmente idénticas mas ha argumentos de que eles pertencem a
diferentes classes ritmicas. Na literatura linguistica hé a conjectura de que o Portugués Europeu e
o Portugués Brasileiro pertencem a diferentes classes ritmicas.

O conjunto de dados linguistico consistiu de textos escritos, escolhidos aleatoriamente, extrai-
dos de um corpus de jornais impressos em portugués brasileiro e portugués europeu. Os textos
foram codificados utilizando-se um alfabeto finito de simbolos, expressando um numero pequeno de
caracteristicas ritmicas bésicas as quais podem ser automaticamente resgatadas dos textos escritos.

Foram extraidos, de 1994 a 1995, 40 artigos de cada um dos jornais: “Folha de Sao Paulo”
(jornal brasileiro) e “O Publico” (jornal portugueés).

Primeiramente, selecionou-se, aleatoriamente, 20 edi¢oes de cada jornal em cada ano. Dentro
de cada edigdo foram descartados todos os textos com menos que 1000 palavras assim como artigos

considerados inadequados para o propoésito da pesquisa (entrevistas, sinopses, transcri¢oes de leis e
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trabalhos coletados). Dos artigos remanescentes, selecionou-se, aleatoriamente, um de cada edi¢ao
previamente escolhida. Depois, cada um dos textos selecionados foram codificados e submetidos
para um procedimento de limpeza linguisticamnete orientada. Palavras compostas por hifen foram
reescritas como duas palavras separadas, exceto quando um dos coordenadas é nao acentuado.
Reticéncias, pontos de interrogagao e exclamagao foram substituidos por ponto. Todos os parénteses
foram removidos.

As amostras consistiram de 2070 e 2273 sentengas codificadas obtidas, respectivamente, dos
jornais “Folha de Sao Paulo” e “O Piblico” e a codificacdo das sentencgas foi feita atribuindo-se, para

cada silaba do texto, um dentre quatro simbolos possiveis, observando as seguintes caracteristicas:

(i) A silaba ¢ acentuada ou nao;

(ii) A silaba é o inicio de uma palavra prosddica ou nao.
Os simbolos utilizados na codificagao foram 0, 1, 2 e 3 os quais representam:

e 0: silaba inicial de uma palavra nao prosodica e nao acentuada;
e 1: silaba inicial de uma palavra nao prosodica e acentuada;
e 2: silaba inicial de uma palavra prosddica e nao acentuada;

e 3: sflaba inicial de uma palavra prosddica e acentuada.

Além desses simbolos adicionou-se o simbolo 4 para indicar o final de cada sentenga.

Nesta aplicagdo consideramos o processo (Z;)icz = (Zt(l), Zt(2)7 Zt(?’)>teZ no qual a primeira, a
segunda e a terceira coordenada indicam, respectivamente, se a silaba é acentuada (codificada por
1) ou nao (codificada por 0), se a silaba é o inicio de uma palavra prosodica (codificada por 1) ou
nao (codificada por 0) e se ¢ final de sentenga (situacao codificada por 1) ou nao (situagao codificada
por 0).

Para cada idioma (Portugués brasileiro e Portugués europeu), o procedimento desenvolvido neste
capitulo é utilizado a fim de obter-se quais coordenadas do processo (Z;):cz sao condicionalmente
independentes dados os contextos deste.

Os contextos obtidos por Galves et al. [13] sao:
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e Portugués Brasileiro: 000, 100, 200, 300, 0010, 2010, 210, 20, 30, 001, 201, 21, 2, 3 e 4.

e Portugués Europeu: 000, 100, 200, 300, 010, 210, 20, 30, 001, 201, 21, 02, 012, 212, 32, 42, 3
e 4.

Aplicando-se o procedimento proposto ao Portugués brasileiro, obteve-se que, para todos os con-
textos, (Zt(l)) rez © (Zt(2)) 1z, 180 sao condicionalmente independentes e estes sao condicionalmente
independentes a (Zt(?’)) ez Em outras palavras, os processos que representam o acento de uma
palavra e o inicio de uma palavra prosddica nao sao condicionalmente independentes e estes sao
condicionalmente independentes ao processo que indica o final de frase.

Além disso, aplicando-se o procedimento proposto ao Portugués europeu, obteve-se as mesmas
conclusoes referentes ao Portugués brasileiro, isto é, os processos que representam o acento de uma
palavra e o inicio de uma palavra prosddica nao sao condicionalmente independentes e estes sao
condicionalmente independentes ao processo que indica o final de frase.

De fato, esperava-se que os processos que representam o acento de uma palavra e o inicio de uma

palavra prosédica fossem condicionalmente independentes ao processo que indica o final de frase.



Capitulo 4

Conclusao

Nesta tese foram abordados dois problemas relacionados a sele¢ao de modelos Markovianos sendo
que ambos foram motivados por aplicagoes em Linguistica. Um deles envolve um modelo de mistura
entre dois processos Markovianos e o outro envolve um processo Markoviano multivariado.

O primeiro problema consistiu na construcao de um procedimento que permita a escolha de uma
arvore de contextos quando hé arvores provenientes de dois processos distintos. O procedimento
proposto (Método CTM a-truncado) foi baseado na taxa de entropia relativa simetrizada entre
duas arvores de contextos como uma medida de similaridade e a expressao para o seu célculo foi
desenvolvida nesta tese.

Para o estudo do procedimento proposto, o conceito de ponto de ruptura assintotico foi definido
para o nosso problema de selecao de modelos e ele foi obtido.

Através de simulagOes, comparou-se a eficiéncia do método proposto por Csiszar & Talata
(Método CTM que corresponde ao Método CTM truncado com a = 1) [9] com o método pro-
posto (Método CTM a-truncado) com o = (1 — 1) e a = § sendo m o nimero de amostras. Eles
foram comparados através da porcentagem de acertos, ou seja, a porcentagem de vezes em que o
método selecionou o modelo correto.

Nas subsecoes 2.4.1 e 2.4.2 foram geradas m amostras independentes de tamanho n das quais k e
m — k correspondem, respectivamente, aos processos de Markov de memoria variavel representados
pelas arvores de contextos 7g e 7p. Em outras palavras, cada amostra é gerada ou do processo

de lei P ou do processo de lei @ (amostras contaminadas). Para este caso, em geral, o Método

63
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CTM truncado com « = % apresentou as maiores porcentagens de acertos em relagao aos demais e
a performance do Método CTM foi superior & do CTM truncado com o = (1 — %)

O Método CTM truncado com o = (1 — %) foi superior & do CTM somente para tamanhos
amostrais grandes. Esta melhora é devido ao fato de que, no Método CTM truncado com
a=(1- %), uma arvore de contextos é estimada de cada uma das amostras enquanto que, nos
demais, estima-se uma arvore de contextos a partir de uma cole¢do formada por amostras indepen-
dentes, ou seja, neste método, necessita-se de amostras maiores para estimar uma arvore que capte
a estrutura do processo de lei P.

Observou-se que os métodos podem ser menos eficientes quando a proporcao de amostras con-
taminadas é proxima de 50% do total de amostras.

Na subsecao 2.4.3 simulou-se amostras formadas por alguns pedagos do processo de lei P e por
outros do processo de lei (), ou seja, a contaminacao esté presente em alguns pedagos de uma mesma
amostra. Neste caso, observou-se que o Método CTM truncado com o = (1 — %) foi superior aos
demais em todas as situacOes analisadas.

De forma geral, para os casos simulados, conclui-se que o Método CTM truncado com o = 5 ¢
superior para o caso em que ha amostras inteiramente contaminadas, ou seja, algumas amostras sao
geradas pelo processo verdadeiro e outras geradas pelo processo contaminado. Ja o Método CTM
truncado com a = (1 — %) é superior para o caso em que a contaminagao estd presente em alguns
pedacgos de uma mesma amostra.

Uma extensao desse problema é o desenvolvimento de uma metodologia que permita a escolha
de uma arvore de contextos quando hé arvores provenientes de varios processos distintos.

O segundo problema, considerando processos Markovianos multivariados, consistiu na criagao
de uma nova familia de modelos Markovianos de ordem finita utilizando o Critério de Informacao
Bayesiano (BIC) para a selegao de modelos dentro desta familia. Para este caso, a consisténcia do
BIC foi demonstrada.

Em outras palavras, através da maxima verossimilhanca de um processo Markoviano estacionario
multivariado e da verossimilhanca méxima de um processo Markoviano estacionario multivariado
com partes condicionalmente independentes, ambas obtidas nesta tese, foi possivel o estabelecimento

do critério para a obtengao da estrutura de independéncia condicional do processo. Este critério

estabelece que a estrutura de independéncia condicional é obtida minimizando-se o BIC sob todas
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as partigoes do conjunto {1,...,l} e sob todas as sequéncias pertencentes ao espaco de estado sendo
que [ é o ntmero de coordenadas do processo multivariado.

Porém, quando o ntiimero de coordenadas do processo cresce, o custo computacional do critério
BIC torna-se excessivo. Neste caso, foi proposto um algoritmo mais eficiente do ponto de vista
computacional e a sua consisténcia foi demonstrada.

A eficiéncia do critério proposto foi estudada através de simulagoes. Foram realizadas algumas
simulagoes de processos Markovianos estacionérios
(Z)tez = (Zt(l), Zt(Q))teZ de ordens 1 e 2 cujas coordenadas sao condicionalmente independentes
para cada um dos espagos de estados.

Para os processos de ordem 1, o critério proposto detectou corretamente a estrutura de inde-
pendéncia condicional do processo (Z;)icz em mais de 90% das amostras geradas. Ja, para os
de ordem 2, o critério detectou a estrutura de independéncia em mais de 80% das amostras ger-
adas, exceto para amostras de tamanho 3.000. Em ambos os processos, a eficiéncia do método foi
melhorando conforme aumentou-se o tamanho das amostras simuladas

Em um processo Markoviano de ordem 2 cujas coordenadas sao condicionalmente independentes
para cada estado, é necessirio que o método proposto capte a independéncia condicional em cada
um dos 16 possiveis estados do processo enquanto que, para processos de ordem 1, o método tera
que captar a independéncia condicional em cada um dos 4 possiveis estados do processo. Desta
forma, é esperado que a eficiéncia do método para cadeias de Markov de ordem 2 seja inferior em
relagcao as cadeias de ordem 1.

(1)

Além disso, simulamos um processo Markoviano estacionério (Z¢)iez = (Zt , Zt( )> de ordem
teZ

1 cujas coordenadas (Zt(l))tez e (Zt( 2))teZ sao condicionalmente independentes dadas as sequéncias
(0,0) e (0,1). O procedimento proposto detectou a estrutura de independéncia condicional do pro-
cesso em mais de 90% das amostras geradas sendo que a sua eficiéncia foi melhorando conforme
aumentou-se o tamanho das amostras simuladas.

Por fim, foram simuladas amostras independentes de uma distribuicdo multinomial bivariada
com variaveis marginais independentes e dependentes. Em relagdo ao primeiro caso, foram geradas
amostras independentes de uma distribui¢ao multinomial cujos possiveis valores sao 0, 1, 2 ou 3 os
quais sao igualmente provaveis. Observou-se que, para amostras de tamanho 15, o desempenho do

procedimento proposto foi inferior ao do Teste Qui-Quadrado de Independéncia enquanto que, para
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os demais tamanhos amostrais, o procedimento proposto e o Teste Qui-Quadrado de Independéncia
apresentaram resultados semelhantes.

Ja, em relagdo ao outro caso, foram geradas amostras independentes de uma distribui¢ao multi-
nomial cujos possiveis valores sao 0, 1, 2 ou 3 com probabilidades %, i, % e 1%, respectivamente.
Observou-se que, para amostras de tamanho 15, o desempenho do procedimento proposto se destaca
em relacao a eficiéncia do Teste Qui-Quadrado de Independéncia enquanto que, para os demais
tamanhos amostrais, o procedimento proposto e o Teste Qui-Quadrado de Independéncia apresen-
taram resultados semelhantes.

De modo geral, pelas simulagoes realizadas, conclui-se que o desempenho do critério proposto
foi satisfatorio, ou seja, o método é viavel para a obtencao da estrutura de dependéncia condicional
de um processo Markoviano estacionario multivariado. Além disso, o seu desempenho foi similar
ao do Teste Qui-Quadrado de Independéncia para testar se as coordenadas de uma distribuicao
multinomial multivariada sao independentes com a vantagem de nao necessitar de uma distribuicao

de probabilidade para a verificagdo da independéncia em questao.



Capitulo 5

Demonstracoes

5.1 Demonstracoes dos Teoremas do Capitulo 2

Teorema 2.2. Considere dois processos markovianos de memdria varidvel, estaciondrios de ordem
finita tomando valores no alfabeto finito A e com leis P e Q, respectivamente. Entao, a taza de
entropia relativa entre eles € dada por

D(PIQ)= Y P(s)D(P(s)[IQ(Is))

SETPQ

Demonstragao. Sejam d = max{d(Tp),d(TQ)} e A? o conjunto de todas as sequéncias de com-
primento d. Denota-se por P, e @, respectivamente, as probabilidades P(x) e Q(x), para algum
r e AL

Dada uma sequéncia z € A"t n > d, existem z € A", y € A tais que z = zy. Entao,

D) = 3 Petos (o) = 5 3 Plan) 1og<g§g§):

ze Antl zeAn ye A
P(y|z) ) <P(y\x)>
P( x)1 —_— P( x)1
;g (wlePle)los <Q(y\x )Q(x ;y; wlr)Ple)los | Gy )
P(x)
P(y|x)P(x)log ( )
Igny%,; Q(x)
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Usando Z P(y|z) = 1 obtemos
yeA

Dl = 32 3 Pk Plo)vos (G )+ 3% Pl ()

zeA™ ye A zEAN

Agora, utilizando as defini¢oes

D(P(Y|2)||Q(Y]|z)) Zpy‘x log< (y|x ))

Z Qlylz)

para alguma sequéncia x € A", e

P(x)
D(PR,||Qn) = P(z)lo
Z} ¢ (Q(w)>

temos D(Po41]|Qni1) = ) P(@)D(P(|a)[|Q(-|2)) + D(Pu]|Qn)-

reAn
Dado =z € A™, 3 uma sequéncia x1 tal que x = x1s, s € S e 1 é sufixo de s. Desta forma,

D(Poi1llQnir) = > > P(z)D(P(:[5)[|Q([s)) + D(Pul|Qn) =
s€TpPq z1eAk:s & sufixo de x1

> D(P(Is)l|Q(:s)) > P(x)| + D(Pa]|Qn) =
s€Tpq r1€Ak:s € sufixo de 1

> DPE)IQ(-]5)) P(s) + D(Pu]|Qn) (5.1.1)
SETPQ

ja que
P(s) = > P(x).

z1eAk:s é sufixo de xq

Entao, utilizando o raciocinio acima, D(P,||Qy) pode ser escrito como

D(Pall@n) = Y P()D(P(|)IIQ(5)) + D(Pa-1l|Qun-1) (5.1.2)

SETPQ
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Substituindo (5.1.2) em (5.1.1) temos

D(Pas1l|Quir) = Y P()D(P([s)[IQ(]5)) + D(Pul|Qn) =

s€Tpq
S° P)DPCIQCLS) + Y P()DP([s)|Q(1s)) + D(Pai||Qu-1) =
s€Tpq s€Tpg
2y P 19)1Q(Is)) + D(Pa1]|Qn-1)

SETPQ

Desenvolvendo, recursivamente, a expressao D(FP,—1||Qn—1) até a sequéncia s € Tpg de compri-

mento d obtemos
D(Poi1||Quir) = (n—d) > P(s)D(P(:9)|Q(]5)) + D(Pul|Qa)
s€Tpq

Logo, a taxa de entropia relativa entre os processos de leis P e ) é dada por

DPIQ) = Tim ("L ST P()DPU)IQUS) + - D(PAIQ) | =
SETPQ
Jim ”;d > PODPCS)IQUS) | + lim DR IQu) =
SGTPQ
3 P()D(P(1)Q( )
seS
Portanto,

D(P|IQ)= Y P(s)D(P([s)[|Q(]s))

SETPQ

Teorema 2.3. Considere o estimador definido por

/j;( ) Q] (cm) ( )

Entao, 7; (CI™) possui ponto de ruptura assintotico igual a 2 para todo i < 2

Demonstragao. Agora, suponha que |Zp| = m—k e |Ig| = k, isto é, k das m amostras sao geradas

pelo processo de lei e as m — k restantes sao geradas pelo processo de lei P.



70

Para qualquer j,

de cm) + de cm)

lEIp lGIQ

A partir do Lema 2.1, para qualquer € > 0, existe N§ > 0 tal que, para j € Zg e para qualquer

n > N§,
k
0< Z;Q dya(Cr) <e— e
(p(0r) )t Z ) = (p(0r) -t
Entao, ‘A/J(CTT) ¢ limitado por,
(E(Q,P) - e) (mT; k) < Ve < e+D<Q P>( — —F) € To (5.1.3)

Além disso, existe Ni > 0 tal que, para j € Zp e para qualquer n > Ny,

(ﬁ(QHP) _ e)% <Vicm < ﬁ(Q,P)% te (5.1.4)

—k Al .
% < % = m — k < k e, como consequéncia, para e suficientemente pequeno e

()™ < (p{arr) )
e V;(C™) < Vi(C™), para todo j € Ig el € Ip.

Entao,

Temos que
n > max{Ng, N},

JHC™) <k, Vi< %

. m
lim 7;(C]") = Q, quase certamente Vi < 5

n—oo

(m k)

Do mesmo modo, > 5 :>m k>k, e

lim 7;(C™) = P, quase certamente Vi < %

n—oo
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5.2 Demonstracoes dos Teoremas do Capitulo 3

Teorema 3.1. O valor de P(als) que mazimiza H P(a|s)N(> sujeito a restrigio

=}
Z P(a|s) =1, para cada s € S, € P(ay )= __ Nu(s,a)
acA ZN s, a

acA

Demonstragao. Como a fungao H P(a|s)Nn(?) ¢ maximizada em relacio a P(als), Va € A e

s€S
acA
Vs € S, sujeito a restrigao Z P(als) =1, para cada s € S, considere o Lagrangeano
acA

ZN s,a)In(P Z)\ (ZP(CL\S)—l)

SES seS acA

acA
Derivando £(2}|P) em relagao a P(a|s) temos

OL(z1|P N,
(A1P) _ Nu(s,a) Y (5.2.1)

OP(als)  P(als)

Igualando a expressao (5.2.1) a zero obtemos P(als) = %‘:’a) Como Z P(a|s) =1 temos
acA

Z <N(;;a)) :1:>)\S:ZNn(s,a)

acA acA

No(3a) 4 6 valor de P(als) que maximiza H P(als)M*%) sujeito a

Z Nn(s,a) seS

Portanto, P(als) =

acA acA
restrigao Z P(als) =1 para cada s € S.
acA
Como Z Ny (s,a) = Np(s) temos

acA
> Nn(sa a)
P(als) =

(al) = s



|Zs |
Teorema 3.2. O valor de P(a'i|s) que mazimiza H H H P(a s N" (s.a) sujeito a
seSacAj=1
Z Pli(als) =1, para cada s € S e j=1,...,|Ts|, ¢
a's GB‘ISI
P(a's]s) Mafera )
alls) =
Nyu(s)
Demonstragao. Considere o Lagrangeano
|Zs | |Zs |
L(z7,TIP) = ZZN (s,a)In (P (als)) ZZAS Z Pli(als) —
ses j=1 se8 j=1 5 |18
acA aJleB"I

Derivando L(2}, J|P) em relacdo a Pli(als) temos

8£(z?|73) _ Z Nn(s,a) e Nn(s,alﬂs') Y

I¢ I3 J I¢ J
P (als) (1, \IS _1—|I5] Pi(als) Pi(als)
a jeB J
Igualando a expressio (5.2.2) a zero obtemos P (a|s) = w
J
Como, para cada j =1,...,|Zs| e s € S, Z PI;(a\s) =1, entao
15 |I8|
aleB I
N(s,a") I3
Z ()\S :1:>)\§: Z Nn(s,aﬂ)
S\ s
SIS Nnp s, i
Portanto, Pl (a|s) = (s.0) oo
Z Nn(s,a J’)
anGBqu'l
Como Z Nn(s,aI;) = N,(s), obtemos
a'i EB‘ jl
A s Nn(s aIJS)
Pli(als) = =21
(al) =~
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Teorema 3.3. Considere (Zy)icz, um processo de Markov estaciondrio de ordem finita M tomando
valores no alfabeto finito A = B! e seja S = AM o seu espaco de estados. Além disso, considere
2P =21...2n, % € A, i =1,...,n, uma amostra deste processo, J = {IS}SES um conjunto de

particoes de L={1,...,l} e R = LIS, Entéo, eventualmente quase certamente, quando n — oo,
BIC(2},S,R) > BIC(=},S,J)

se, e somente se, Iy € compativel com a lei condicional do processo dado s, Vs € S.

Demonstragao. Inicialmente, sera analisada a diferenga entre as expressoes (3.4.4) e (3.4.3).

BIC(z},8,R) — BIC(},8,7) =~ >_ Y Nu(s,a) (N”(s’“)> L (B DS In(n)

s€ES acA Na(s) 2

L] N, (s,ali C—-D
+ ZZZN s,a) ( ]\gn(s))>_ 5 In(n) =

se€SacA j=1
S Nafs.a) )| €
ZZ —Np(s,a)ln ZN s, a) + —In(n) (5.2.3)
s€ES acA Nn ( ) 2
|Zs|
sendo £ = (|B|' = 1)|S| -C+ D, C = ZZ\BHI'leD:Z\ISL
seS j=1 seS
Definindo, para cada a € Ae s € S, rp(s,a) = w, ro(s) = le(s) e
I8
(s aIJS) = M, a expressao (5.2.3) pode ser reescrita como
BIC(2},S,R) — BIC(:},S8,J) =
[ IZ|
Nn(87a) Nn(‘S?a)/n Nn(saa) ( 5, a )/Tl g
— | 1 =1 =
ng; n n( Nu(s)/n +§:: n . Nu(s)/n * 2 n(n)

nz Z —rp(s,a)ln <

s€SacA |

|Zs| I3
) —i—Zrn s, a) (Tn(s ¢ )> + gln(n) (5.2.4)

rn(s)
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Supondo que BIC(2},S,R) — BIC(2],S,J) > 0, a relagao (5.2.4) fornece

)
il 7’n s,a J 5 In(n)
> | ~rlsia)n +Zrn s, a) (5.2.5)

s€S acA

1
Como o termo % n7(1n)

tende a zero, quando n — oo, e

I8
Tn(s,a) — Prob(Z; = a,Z"y, = s) = P(sa), r::f;)l) — P(als), rngj’(i)]) — Pli(als), quando

n — 00, a desigualdade (5.2.5) fornece

|Zs |
ZZ |: (sa)In(P(a |8))—|—ZP(sa)ln (P]Js(ag))] >0

s€S acA Jj=1
ou seja,

|Zs|

H Pli(als)
SN P(sa)ln jIPW >0 (5.2.6)

s€S acA

Por outro lado, utilizando P(s) = Prob(Zf_l(s) =s) > 0 e a relagao P(als) = %, temos

12| 12|

1_[1PI (als) Plsa) HPIS als)
ZZP(sa)ln —_ —ZP Z Pis Plals) =

s€S acA seS acA

12|
> P(s)Y_ P(als)In IISP(“‘S) =—> P(s)D ( ||HPIS )
s€S acA H PIJS (CL|S) s€S

j=1

|Zs| |Zs|
sendo D <P(\s)| H PI;(-|3)> a entropia relativa entre P(-|s) e H Pli(|
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|Zs|
Pelo Teorema 2.1, D( s)|| H PI ) > 0. Logo,

12|

H P'i(a)s)
> ) P(sa) :(W <0 (5.2.7)

s€S acA

Pelas desigualdades (5.2.6) e (5.2.7) conclui-se que

|Zs|

[175@ls) -
>3 P(sa)ln % =Y P(s) ( ||HPIS )— (5.2.8)

s€S acA SES

|Zs|
Pelo Teorema 2.1, a igualdade (5.2.8) ocorre quando P(a|s) = H P'i (a]s) para qualquer a € A

j=1
eseS.

Portanto, para n suficientemente grande, se BIC(z}",S,R) > BIC(2},S,J) entao Zs é com-
pativel com a lei condicional do processo dado s, Vs € S.
Agora, seréd provada a reciproca do teorema. Suponha que Z; é compativel com a lei condicional

do processo dado s, Vs € S.

Ny, (s,alﬂs')

Como Nals)

. . .. .. Is -
é o estimador de méaxima verossimilhanga de P'i (a|s), entéo

Nu(s,a)
I, | (s afi) " I, |

ITIT11 > TLTLIT (PY o)™ (5.2.9)

s€eSacAj=1 s€SacAj=1
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Usando (5.2.9) temos

BIC(zl,S R)— BIC(z,8,7) =
|Zs| N, | s aI;>
Ny (s,a) n |5, £
Z Z —Np(s,a)ln < > + ZNn(s,a) In| ————= || +=Inhn) >
s€SacA | Na(s) j=1 Na(s) 2
3 _—N( i [ Ae(5:9) +§:|N( )1 (pfi( | )) +E ) (5.2.10)
n(s,a)In No(s) ‘ n(s,a)In als 5 n(n 2.
s€eS acA i 7=1
|Zs |
Utilizando a hipotese P(als) H P15 (a]s), para quaisquer a € A e s € S, a relacao (5.2.10)
torna-se
N, (s,a) Z .
BIC(2},8,R) — BIC(z},8,7) > Y. Y |- 22U 43 Nus,a)In (Pfj (a|3))
s€SacA N (s) j=1
|Zs |
& B Ny,(s,a) I & B
+ gln(n) = ;S; In < N, () ) + Nu(s,a)ln (Jl:[lp (as))] + §1n(n) =

S [—Nn(s,a) In (NJGELZ;L)> + N, (s,a) In(P(als)) | + gln(n)

sES acA

a qual pode ser reescrita como

BIC(:1,8,R) - BIC(:1,8,7) > 3. 3 Nu(s,a) In (PWMN”(S)> + %ln(n) _

s€eS aceA

S Nls Z i (s,a) (PZZ&%Z?@)) + gln(n) (5.2.11)

seS acA

Utilizando os Lemas 1.1 e 1.2 temos

(s,a) Ny, (s,a) B Nu(s,a)
Z Ny ( (P(a|s)Nn(s)> _D< Ny (s)

ac€A n

2
N, (s,a) _ P(Cl|$)) d1In(n)

P(as)> < Z ( Nn(s)P(a|s) < Z ];V(T;F;)

acA

para qualquer § > 0 e n suficientemente grande.
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Logo, a relagao (5.2.11) torna-se

6ln(n)
BIC(:,8,R) - BIC(:,8,7) > - N, B (‘S)) + & nm) =
seS
seS G.A

Utilizando p = max {P(a!s) racAe se S}, temos

0 In( 0|S||A

BIC(:4,8) — BIC(,8,7) > - 3 5 20 | &) = CISIAL oy 4 € i
2 P 2
s€S acA
Em particular, tomando
&
5 p
[S[[Al 2
para n suficientemente grande, BIC(2],S,R) > BIC(z},S,T).
|Zs |

Logo, para n suficientemente grande, se P(als) HPJ (al]s), Vs € S, Ya € A, entao

BIC(z1,S,R) > BIC(2},S,J).
Portanto, demonstrou-se que, eventualmente quase certamente, BIC(z}',S,R) > BIC(2},S,J)

|Zs|
se, e somente se, P(als) HPI (als), Vs € S, Va € A. O
Teorema 3.4. Sob as suposicoes do Teorema 3.3, sejam Iy = {If""’IISIsl} uma particao
de {1,...,1} compativel com a lei condicional do processo dado s, Vs € S, e J = {IS}SES um

conjunto de parti¢oes compativel com a lei do processo. Suponha que, em relagdo & sequéncia Sy,

. . TSm _ Sm, - TSm Sm
existem subconjuntos Ijk yk=1,...,kj, de Ij tais que Ijk =< Ij e

m|’

para cada j = 1,...,|Zs
ki

P(a!s) = H Pl (als), Ya € A. Entao, eventualmente quase certamente, quando n — 0o,
k=1

BIC(2},8,J) > BIC(2},S,J)

se, e somente se,

IIé'm | k

P(alsy) = H HPJk (alsm),Ya € A

=1 k=1
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sendo J = {Ls,,.... Lo, 1+ Lops Lopprs-- - SISI} = {IS;"} =1k

Demonstragao. A expressao do BIC(z},S,J) é (3.4.3), isto &,

1z.| N, (s,afi) T Bz~
BIC(Zl,Sj ZZZN sa Ni() +szln(n)
s€S acA j=1 n\S s€8 j=1
enquanto o BIC(z’f,S, j) é dado por
|Is Nn S’alj)
BIC(Zl,Sj Z ZZN sa Ni()
SES a€A j=1 n\$
s#sm
ISmIZi N, <Sm7alfz:”>
3 Nu(mya)n | — )
j=1 acAk=1 Nau(sm)
Tl 13] Tom| ki | T |
Bk I —1
b S B gy 1 3 S B
s€S j=1 =1 k=1
s#sm
Logo,
|Zsm | N, (Sm, aljm)

B[C(Z?’S“j)—BIC(Z?,S,j):—Z ZNn<3maa)ln W

j=1 acA

sm
N, (s , @ Ik )

[Zsm | ‘B||I]Sm| -1 |Zsm | k;
Sy 3 S 3 e | )
— — — (sm)
j=1 j=1 acAk=1
|IS7VL‘ kﬂ ‘fsm‘ ‘Is’m| N S a7
‘B‘ Jk _ 1 n my
S = B ()
Jj=1 k=1 j=1 acA
Zom| No(smia )\ £
+ > ZZN S, @ ———2 | + = In(n) (5.2.12)
Np(sm) 2
j=1 acAk=1

|Zsrm | k; .
na qual F = Z <]B|I;m - Z\B\‘Iﬂc ‘ —|—kj> —|Zs,, |-

j=1 k=1
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Logo, a expressao (5.2.12) fornece

BIC(2},8,J) — BIC(2],S,J) =

‘I-Sml om NTL <3m7 aljm)
_ N, j 1 - 7
Z; sz . n(8m,a’i ) In No (o)
=5 eBIIJ I
‘Isml k]' s Nn <5m7ai;;n)
S S S SL TR T i wisk
. s s Nn(sm)
7=1 (szmEBIIij k=1
F
+§ln(n) (5.2.13)

A partir de (5.2.13), a demonstragao do teorema segue a mesma idéia utilizada na demonstragao
do Teorema 3.3. g

Teorema 3.5. Considere (Zt)icz, um processo de Markov estaciondrio de ordem finita tomando
valores no alfabeto finito A = B' e seja S = AM o seu espago de estados. Além disso, sejam
21 = z1...2p uma amostra deste processo, p = ClSl no qual C € o conjunto formado por todas as

partigoes de {1,2,...,1} e L* = {Zs}ses a estrutura de dependéncia condicional do processo. Seja
Lr = argmin BIC(z],S,
n ngp ( 1 \7)
Entao, eventualmente quase certamente, quando n — oo, L* = L.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, considere, para todo s € S, s # s,,, uma particao
Zs de {1,...,1} que é compativel com a lei condicional do processo dado s. Além disso, sejam
L, = {I‘fm, . ,Ifﬁm'} uma particdo de {1,...,l} que nao é compativel com a lei condicional
do processo dado s, e J = {25}565. Suponha que existem dois conjuntos I;™ e IJ™, u # v,
pertencentes a T, tais que Zs, = IS U {I;m}jzlj,_;ﬁfm é compativel com a lei condicional do
processo dado s, sendo I;m = I5m U I5m.

Suponha que BIC’(Z?,S, j) < BIC'(Z?,S,R), VR € p. Considerando J* =T, U {IS} 55
conclui-se, pelo Teorema 3.4, que BIC(z{L,S, j) > BIC(z’f,S, j“”) quando n — 00, 0 que é um

absurdo pela suposicao da existéncia de J = {IS}SES tal que o BIC é o minimo em gp.
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Agora, considere p/ um conjunto de particdes compativel com a lei do processo, J um elemento
arbitrario de p/, R=1/LSler= {1,...,1}. Pelo Teorema 3.3, eventualmente quase certamente
quando n — oo, BIC(Z’[‘,S,R) > BIC(z’f,S,j).

Defina, quando n — oo, £* = arg min BIC(Z{L, S, j). Por construcao, £* € p/.
Jeg
Suponha que £* = {Z}}scs nao é a estrutura de dependéncia condicional do processo sendo

Ir = {I{S,...,I*S } Entao, para cada s € S e para cada j = 1,...,|Z}]|, existem I}*}: =< I;S,

s IZ31
kE=1,...,kj, tais que J* = {ZI}}ses € a estrutura de dependéncia condicional do processo sendo
f; = {f]*;} k=1,...k; . LOgo, BIC(Z?,S,E*) > BIC(Z{L,S, J*) e isto é impossivel pois L£* foi
i=1,...,|T%|

definido como sendo a estrutura de dependéncia condicional do processo. ]
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