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S U M A R I O 

O problema de diaQnóstico em ajustes, lineares ou não, tem 
obtido Qrande atenção na literatura nos últimos oito anos, nota
damente nos últimos cinco. 

Para o caso de ajustes lineares as duas técnicas mais 
mente usadas hoje são o D de Cook e o DFFITS. 

comu-

Neste trabalho são provadas alQumas propriedades dessas es
tatísticas e, principalmente, estudado empiricamente seu desempe
nho para um conjunto de dados. 

Conclue-se que o DFFITS deve ser preferido com relação ao D 
de Cook por sua capacidade não só de detectar possíveis pontos 
influentes no espaço dos x's mas também valores aberrantes dos 
y's. 
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A B S T R A C T 

The problem of diaQnoetice in linear and non linear fittinQ 
has deserved great attention in the technical literature for the 
paet eiQht yeare, markedly in he laet five onee. 

In the linear fittinQ problem the two most commonly used te
chniques are Cook's D and DFFITS. 

In this work some properties of these statistics are proved 
but, mainly their perfomance is studied empiricaly for a selected 
data set. 

The conclusion ia that the DFFITS should be prefered to Co
ok's D, due to its ability to detected not only potentially in
fluential points in the x•e space but also outlyinQ values in the 
y's. 
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N O T A C .l O 

x(i,j) = x1P: elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna 
triz X do modelo. Valor do j-ésimo preditor na i-ésima 
ção. 

vi i i 

da ma
observa-

y(i) = ~ : i-ésimo elemento do vetor Y. Valor da resposta na i
ésima observação. 

ê(i) = êi : i-ésimo elemento do vetor E. Valor do resíduo na i-é
sima observação. 

A(i) : vetor de par&metros ajustados para o conjunto sem a i-ési
ma observação. 

h (i. j) = hij 
triz chapéu. 

elemento da i-ésima linha e j-esima coluna da ma-

h(i,i) = hii= hj : i-ésimo elemento da dia~onal da matriz chapéu. 

x0 l : i-ésima linha da matriz X. 

X(j) : j-ésima coluna da matriz X. 

Di = DC(i) = D(i) : valor do D de Cook para a i-ésima observação. 

DFFITS = DF(i) valor do DFFITS para a i-ésima observação. 

s 2 
: media quadrática de resíduos. 

s 2 (i) :media quadrática de resíduos para o ajuste sem a i-ésima 
observação. 

<> : diferente de. 

y (-i) : j-ésimo valor ajustado para o conjunto sem a i-ésima ob
servação. 

DR(i) = DR 1 : valor do D Raiz para a i-ésima observação. 
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1 

I N T R O D U C A O 

Ao ajustar um modelo de reQressão linear se faz várias supo
sições tais como: normalidade, variância constante e linearidade. 
Mas é preciso de alQuma forma verificar se as suposições feitas 
realmente acontecem. 

Até una doze anos atrás, a maneira de conferir as suposições 
feitas ao ajustar um modelo de reQressão linear era através dos 
gráficos de resíduos contra valores ajustados ou outras quantida
des, e os Qráficos probabilísticos . 

Vinte e cinco anos atrás não se falava em "outliers" (pontos 
aberrantes) nem "leveraQe pointa" (pontos influentes), natural
mente também não havia uma metodoloQia própria para detectá-los. 
A recente descoberta, especialmente nos últimos oito anos, de es
tatísticas chamadas "DiaQnósticos" ajudam o analista a decidir se 
as suposições são corretas ou não. 

Hoje dispõe-se de um Qrande número de diaQnósticos, criados 
pela necessidade de considerar vários aspectos que exiQem o uso 
de técnicas diferentes, por outro lado, diaQnósticos que são pra
ticamente idênticos podem ter siQnificados distintos para dife
rentes analistas. 

Ampla literatura dedicada à metodoloQia de diaQnóatico em 
reQressão existe atualmente. Contribuições valiosas são os estu
dos e comentários de ANSCOMBE and TUKEY {1963), HOCKING {1972), 
MOSTELLER and TUKEY {1977), COOK{1977 e 1979), HOAGLIN and WELSCH 
{1978), BESLEY, KUH and WELSCH {1980), DANIEL and WOOD {1980), 
HUBER (1981), PREGIBON, D. (1981), COOK and WEISBERG {1982), e 
vários outros. 

O propósito principal deste trabalho é mostrar que o diaQ
nóstico DFFITS é eficaz, tanto na detecção de pontos influentes, 
como na detecção de pontos aberrantes, característica que o D de 
Cook não possui para a detecção de pontos aberrantes, e que não 
existe razão válida para preferir o último, diante do primeiro. 
Apesar do aumento da quantidade de trabalho computacional que 
exige o cálculo de DFFITS ser mínima, os dois métodos são iQual
mente usados. 

A comprovação do fato foi basicamente prática, pela observa-



2 

ção do comportamento desses dois dia9nósticos através dos 9ráfi
cos gerados pela variação da resposta, ou pela variação de um 
preditor, ou, pela variação conjunta da resposta e um preditor, 
na i-ésima observação. Todavia colocou-se algumas hipóteses e es
tabeleceu-se alguns fatos teóricos, sendo que nem todos são de
monstrados aqui. 

Considerou-se imprescindível estabelecer uma base 
para a compreenção do fato de existir diferença entre o 
nho do D de Cook e do DFFITS. 

teórica 
desempe-

No Capítulo 1 faz-se a descrição de modelo. linear e do méto
do por mínimos quadrados usado para seu ajuste, com ou sem res
trições nos parâmetros, constroe-se a estrutura probabilística e 
descreve-se o método de análise do modelo ajustado. 

No Capítulo 2 define-se a diagonal da matriz chapéu, estu
dam-se as propriedades e ilustra-se o uso dos seus elementos como 
técnica de diagnóstico da presença de observações .influentes num 
ajuste. 

Nos Capítulos 3 e 4, respectivamente, definem-se os dia9nos
ticos D de Cook e DFFITS, e ilustra-se o seu uso. 

O estudo dos dia9nósticos: Dia9onal da matriz chapéu, D de 
Cook e DFFITS, nessa ordem é proposital. Primeiro, porque permite 
distinguir claramente a existência de duas classes de pontos dis
crepantes: aberrantes e influentes. Segundo, porque mostra que a 
diagonal da matriz chapéu detecta a presença de pontos influentes 
num ajuste, mas não de pontos especificamente aberrantes. O D de 
Cook detecta a presença de pontos influentes, mas não destaca a 
presença de pontos significativamente aberrantes. Entretanto, o 
DFFITS cumpre a dupla função de detectar ambas as classes de pon
tos discrepantes. 

No Capítulo 5 se faz a análise do desempenho do D de Cook e 
do DFFITS para os dados de "Stack-Loss" do livro de BROWNLEE, 
K.A. (1965), pag. 454; primeiro como função de y(i), o i-ésimo 
valor observado, se9undo como função de x(3,i), o valor da ter
ceira variável preditora na i-ésima observação, e depois como 
função conjunta de y(i) e x(3,i); através dos gráficos de cada 
uma dessas funções. 

No Capítulo 5 constata-se o que se tinha vislumbrado quando 
se ajustavam os dois conjuntos do quadro 1.7.1: que DFFITS é mui
to mais eficaz como diagnóstico do que o D de Cook. Mais ainda, 
em determinados situações o D de Cook deixa de ser confiável, 
pois para afastamentos 9randes de y(i) desde seu "valor exato", 
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ele não dá o destaQue correspondente, e Que com alQuns valores de 
y(i) e alQum intervalo de valores x(J,i), pontos discrepantes nem 
são detectados. DFFITS, no entanto, está sempre detectando esses 
pontos. 

No Capítulo 6 é feita a análise do desempenho de um diaQnós
tico equivalente ao D de Cook, o D Raiz, e é feita a comparação 
deste com o DFFITS, para estabelecer de maneira equivalente e com 
maior clareza as diferenças entre o D de Cook e o DFFITS. · Neste 
mesmo Capítulo aparece o programa usado para o cálculo dos valo
res dos diagnósticos e os detalhes necessários para seu uso. 

Com este trabalho também se quer motivar o uso correto de 
diaQnósticos, como instrumento de ajuda para determinar a quali
dade do modelo ajustado a um conjunto de dados. Alertando para 
não se contentar com as informações que alQuns deles proporcionam 
mas, combinar as informações que varios deles forneçem. 
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C A P I T U L O 1 

ELEMENTOS B~SICOS PARA A AN~LISE DE REGRESS~O LINEAR 

Neste capítulo são apresentados conceitos básicos para aná
lise de reQressão linear. Brevemente definem-se modelo linear e o 
método de ajuste de mínimos quadrados, com que vai-se tratar 
neste trabalho, e descrevem-se as características do modelo a ser 
ajustado, alQuns métodos para determinar sua adequação e outros 
para determinar as causas que podem estar alterando-o. Há varios 
textos em que se pode ver o desenvolvimento em detalhe: DACHS 
(1983), DANIEL and WOOD(1971 e 1980), DRAPER and SMITH(1966 e 
1981), MONTGOMERY and PECK(1982), etc. 

1.1. MODELO LINEAR. 

Um modelo é dito linear quando ele é função linear dos seus 
parâmetros. Por exemplo: 

2 
Y = a+bx+e, Y - a+bx +e, 

são modelos lineares. No entanto, 

Y = a.exp(bx)+e, Y = a.sen(bx)+e, 

não são modelos lineares. 

Em Qeral, um modelo linear pode ser representado por uma 
equação da forma: 

(1) (p) 
y =a +a x + ... +a x +e (1.1.1) 

i o 1 i p i i 

yi são observações, valores das respostas (dados), 

Jf são valores dos suportes ou preditores, são valores fixados, 

a são parâmetros desconhecidos e 
j 



ei são erros (variáveis não observáveis). 

Em forma matricial, 

Y = X A + E, (1.1.2) 

onde Y é o vetor dos dados, X é a matriz de tamanho nxp dos x~l 
que podem ser escritos como x(i,j), e E é o vetor dos resíduos. 

1.2. AJUSTE PELO MgTODO DE MlNIMOS QUADRADOS. 

Dado um conjunto de valores observados: 

yl,y2, ... ,yn 

os quais podem ser representados pelo vetor 

Y 1 = (y , Y , ••• , Y
0

) , 
1 2 
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ajustar um modelo a esse conjunto de valores, consiste em obter o 
modelo parametrizado pelo vetor A que dê a descrição mais próxima 
dos dados em Y1

, de acordo com alouma dist~ncia definida. Isto 
sionifica encontrar aloum vetor A que faça mínima a dist~ncia en
tre os valores observados e os valores ajustados. 

A dist~ncia a ser usada aquí é a denominada dist~ncia eucli
diana, definida como a raiz quadrada da soma de quadrados dos 
desvios ou diferênças entre o valor observado e o valor aproxima
do. 

A obtenção do vetor A que especifica o modelo ajustado pelo 
método de mínimos quadrados é feita de modo a minimizar a distan
cia euclidiana entre o vetor de observações Y e o vetor ajustado 
XA. 

Equivalente a minimizar a dist~ncia euclidiana (norma) é mi
nimizar o seu quadrado. Assim torna-se mais fácil lidar com as 
expressões aloébricas que aparecem. 

Interessa minimizar então, 

Q (A) = (Y - XA) I (Y - XA) (1.2.1) 

= Y 1 Y - 2A 1 X 1 Y + A 1 X 1 XA. 

Derivando Q(A) com relação a cada elemento de A, obtem-se: 
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d/dA {Q{A)) = -2X'Y + 2X'XA, {1.2.2) 

pois d/dA {2A'X'Y) = - 2X'Y e d/dA (A'X 1 XA) = 2X'XA 

Fazendo dQ(A}/dA = O, tem-se X'XA = X 1 Y , um sistema de 
eQuações lineares em A, chamadas comumente de •eQuações normais~ 

as Quais têm a importante propriedade de serem consistentes {te
rem solução) para todo Y. Com isto, o ajuste para Y pelo método 
de mínimos Quadrados é Y = XÂ, onde ~ é QualQuer solução das 
eQuações normais, Que para problemas de reQressão linear pode ser 
calculada premultiplicando as eQuações normais pela inversa de 
{X'X), porQue X é de posto completo. Portanto, {X'Xr1 X'XA = (X' 
xr1 X 1 A e 

{1.2.3) 

1.3. INTERPRETACAO GEOMgTRICA DO AJUSTE POR MtNIMOS QUADRADOS. 

.. .. ,. 
Dado QUe Y = XA, o vetor Y pode ser escrito como combinação 

linear dos vetores coluna da matriz X , da seQuinte maneira: 

.. {0) {1) (P-1) 
Y =a X +a X + ... +a X (1.3.1) 

o 1 p-1 

onde o j-ésimo vetor coluna da matriz X e o vetor de parâmetros 
são representados como no quadro 1.3.1. 

Quadro 1.3.1- Representação do j-ésimo vetor coluna X 
X e do vetor A dos parâmetros. 

x'll 
.S. ao 

xul 
:t al 

(j) I 
I . 

X = A = 

x<jl .. a,.l 

da matriz 

Os vetores X(j) ; j=0,1, ... ,p-1; Qeram o espaço C(X), dos ve
tores de tamanho nx1, portanto, Y é um dos vetores Y de C(X) e o 
único tal QUe, 
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IIY - Yll = ... 

"' 2 
mín IIY- Yll. 

Y E C (X) 
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(1.3.2) 

Ademais os X(j) são linearmente independentes, já que a matriz X 
é de posto completo e C(X) tem dimensão p. 

O vetor Y é a projeção ortoQonal de Y no espaço C(X), pois Y 
é a melhor aproximação de Y em C(X). Portanto, ~ = Y - Y é orto
Qonal a Y e a todo Y em C (X) ; pois se Y €. C (X) • Y = XA para alQum 

A ... 

A, e o produto escalar de Y e E é: 

<Y.Ê> = (XA) I (Y -Y) = A'X' (Y - XA) = A' (X'Y -X'XA) = o . 

Quadro 1.3.2- Intepretação Qeométrica do ajuste do vetor Y pelo 
método de mínimos quadrados . 

• C (X) y 

A A 

Sabendo que Y e E são ortoQonais, é certo que: 

2 
I IYI I = 

2 
IIYII + 

2 
A 

I lEI I (1.3.3) 

ou seja, que a soma de quadrados de valores ajustados mais a soma 
de quadrados de resíduos é iQual à soma de quadrados das respos
tas. A sua vez, a equação (1.3.3) é a forma mais simples de de
composição da análise de variância. Costuma-se descrever a análi
se de variância· como na tabela 1.3.1. 

Tabela 1.3.1- Tabela de análise de variância: 

OriQem I Graus de I Soma de quadrados 
I liberdade I (corriQida) 

1----------------------------------------------
... - ... -Modelo .... p-1 (Y-Y) I (Y-Y) 

... ... 
Resíduos ... n-p-1 (Y-Y) I (Y-Y) 

Total ...... n-1 (Y-Y) I (Y-Y) 
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onde os Qraus de liberdade são as dimensões dos espaços veto
riais. 

1.4. A MATRIZ DE PROJECOES, H. 

A 

O vetor Y é a projeção ortoQonal de Y no espaço C(X} e, pe-
lo método de mínimos quadrados, Y = XÂ, onde Â é qualquer solucão 
das equações normais X'XA = 
linear é calculada por Â = 
(1.2.2}. Então, 

X'Y , que em problemas de 
(X'X)4 X'Y seoundo 

Y = X(X'X)- 1 XY = HY. 

reoressão 
a equação 

(1.4.1} 

A matriz H, definidá por H = XCX'X)-1 X', é matriz de proje
vetor ções ortooonais no espaço C(X), tal que aplicada a um 

Cnx1) o projeta ortooonalmente em C(X). 

Por ser matriz de projeções ortooonais, a matriz H possui as 
propriedades de simetria: 

H' = [ X(X'X)- 1 X' ]' = X(X'X)- 1 X' =H , 

e de idempotencia: 

H = [ X(X'X)-l X] [X{X'X)-l X'] = X{X'X)-l X' • H. 

A matriz H ajusta o vetor Y do modelo Y • XA + E para Y e, 
"' À como E = Y - Y , 

Ê = Y (I - H) • (1.4.2) 

Isto também mostra que, Y e Ê são ortooonais, pois os espaços a 
que eles pertecem são ortooonais: <H, I-H> = O . 

1.5. RESTRICOES NOS PARÂMETROS E ACR~SCIMO NA SOMA DE QUADRADOS 
DE RES:tDUOS. 

O problema de ajuste, aquí, tem sido considerado com comple
ta liberdade para os valores dos par&metros do modelo. Mas é mui
to frequente impor restrições a esses valores, por meio de uma 
hipótese, e determinar se são admitidas ou são contraditas pelos 
da.dos. 
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Um conjunto de restrições lineares nos parâmetros pode ser 
representado por FA = D, onde F é matriz de tamanho mxp, A é o 
vetor dos parâmetros e D é vetor de m constantes. Por exemplo, as 
restrições aj = O e aJ = O podem ser escritas como se mostra no 
quadro 1.5.1. 

Quadro 1.5.1- Representação de um conjunto de restrições sobre o 
vetor de parâmetros.· 

a. 
j-ésima coluna 

"' o ... o 1 o ... o o o ... o aj o 
= (1.5.1) 

o ... o o o ... o 1 o ... o o 
- a..t 

1-ési~a coluna 

a,.l 

As restrições nos parâmetros afastam o novo vetor ajustado 
do vetor dos valores observados e do antiQo vetor ajustado, ver 
quadro 1.5.2, e fazem crescer a soma de quadrados de resíduos. O 
valor do acréscimo na soma de quadrados de resíduos é usado para 
verificar a validade da hipótese,· caso ele seja pequeno. Caso 
contrário, a hipótese será invalidada. 

O acréscimo na soma de quadrados devido à restrição FA = D é 

ASQ (FA = 0) = (FA - 0) I [F(X'X)F' ]- 1 (FA - 0) (1.5.2) 

onde A é o vetor de parâmetros ajustados para o modelo sem res
trições. 

.... 
Quadro 1.5.2- Representação Qráfica do ajuste Y para o modelo com 
restrições nos parâmetros. 

2 
IIQII •ASQ(FA•D) 

• C (X) 
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1.6. ESTRUTURA PROBABIL!STICA DO ERRO. 

Até aquí, o problema de ajuste teve apenas caráter alQébrico 
e geométrico: desenvolveu-se com base na minimização dos erros, 
sem fazer suposição alQuma sobre sua estrutura probabilística. 

JulQar se um modelo ajustado é adequado exiQe determinar se 
certas quantidades são pequenas (ou grandes), testar hipóteses 
sobre os parâmetros, calcular intervalos de confiança para os 
mesmos, etc. Mas, para conseguir isto, é necessario impor uma es
trutura probabilística ao vetor de erros, mediante suposições so
bre seu comportamento pois, mesmo observações repetidas sob con
dições supostamente idênticas resultam em valores diferentes, ou 
seja, dois ou mais pontos com medidas iguais nos correspondentes 
preditores, produzem resultados distintos. 

Daqui por diante ao ajustar Y = XA + E supõe-se que os va
lores em X são fixos (medidos sem erro, sem serem valores obser
vados de variáveis aleatórias), mas os valores ei em E são tais 
que: 

1. e é uma variável aleatória. 
i 

2. E (e) =O; i=1,2, ... ,n. O valor esperado para cada e é zero. 
i i 

3. V (e ) = a 2 (constante) e Cov (e ,e )= O para i()j e l~i,j~n. 
i i j 

Os erros tem variância constante e são não correlacionados. 

4. A distribuição de e é normal para i=1,2, ... ,n. 
i 

O modelo Y = XA + E com as suposições 1,2 e 3 é conhecido 
como o Modelo de Gauss- Markov. Observa-se que 3 e 4 implicam em 
e 's independentes. 

Trabalhando com o modelo de Gauss- Markov tem-se que: 

-1 -1 -1 
E(Â)• E [ (X'X) X'Y]= (X'X) X'E(Y)• (X'X) X'XA• A, (1.6.1) 

-1 -1 -1 
V(Ã)= V [ (X'X) X'Y]= [ (X'X) X'] V(Y) [ (X'X) X']' 
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-1 -1 -1 
• (X'X) X' .o 2 I.X(X'X) • a

2 (X'X) (1.6.2) 

E(Y)= E(XA + E) = E(XA) + E(E) = XA , (1.6.3) 

e (1.6.4) 

V(Ê)= V[Y(I-H)] = (I-H)V(Y) = 0
2 (I-H) (1.6.5) 

Y
2
tem distribuição normal multivariada com media XA e variância 

a I. E, 

2 (Y - Y) ' (Y - Y) n 2 
s = ----------------- = { t (y - Y ) l I (n - p) (1.6.6) 

n - p j=1 j j 

é o estimador não viciado de mínima variância para o 2 Ver de-
monstração para p=2 em CARVALHO E DACHS (1983), pag.22 . 

1.7. DIAGNóSTICO. 

A verificação de que o uso de estatísticas globais, como R2 

e Ã podem apresentar uma imagem distorcida, falsa, do comporta
mento de um conjunto de dados, prova a necessidade de recorrer 
ao uso de outros elementos e/ou técnicas de análise de resíduos 
para a detecção de problemas de ajuste de um modelo ou de exis
tência de observações discrepantes no conjunto. Uma observação é 
dita dicrepante, quando sua retirada causa alterações importantes 
no modelo ajustado. 

Uma idéia inicial, superficial, da adequação de um ajuste 
se tem comparando a soma de quadrados de resíduos (SQR) que se 
espera seja pequena, com a soma de quadrados devida à regressão 
ou modelo (SQRg); ou alternativamente, comparando a soma de qua
drados de regressão com a soma de quadrados total (SQT) . 

Define-se: 

2 SQRg 
R = ------

SQT 

n n 
= t (y3 -y > 2 I t (y.i -y > 2 

j=1 j•1 
(1.7.1) 
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como o Coeficiente de Correlação Múltipla, ao quadrado, entre Y e 
os X's . R2 assume valores entre zero e um. 

R2 é orande (próximo de um) quando o ajuste é adequado, já 
que a soma de quadrados de resíduos é pequena, e é pequeno (pró
ximo de zero) quando o ajuste é inadequado. Porém, se R2 é alto 
convém examinar os resíduos para confirmar que o ajuste é adequa
do, e se R2 é pequeno deve-se examinar os resíduos para tentar 
descobrir porque o ajuste não é adequado e se é possível melhorá
lo. 

Em todo problema de ajuste é indispensavél a análise de re
síduos, por aloumas ou varias das técnicas desenvolvidas para es
te efeito. Entre as mais comuns se têm: oráficos de resíduos con
tra valores ajustados, ou contra valores dos suportes, ramo e fo
lhas, desenho esquemático e gráfico normal de resíduos. Ampla li
teratura sobre este assunto se encontra em TUKEY (1977) , MOSTEL
LER and TUKEY (1977), DACHS (1978), e VELLEMAN and HOAGLIN 
(1981). 

As observações discrepantes num conjunto são de duas elas-
ses: 

!.Influentes. Relacionadas com os valores da j-ésima variável 
preditora na i-esima observaçao, x(i,j). 

2.Aberrantes. Relacionadas com os valores observados y(i). 

Para mostrar que as naturezas desses dois tipos de observa
ções são distintos, consideremos dois conjuntos, de cinco pontos 
cada, descritos no quadro 1.7.1. 

Quadro 1.7.1- Dois conjuntos de dados que contém aloum tipo de 
observação discrepante. 

Primeiro conjunto 

i I X 

1 
2 
3 
4 
5 

8 
4 
6 
2 

15 

y 

2 
3 
4 
5 
7 

seoundo conjunto 

i I X I y 

1 
2 
3 
4 
5 

2 
2 
7 

12 
12 

3 
4 
8 
5 
6 
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Para ambos os conjuntos: 

-1 I O. 69 -0.07 
(X I X) = 

1-0.07 0.01 

Então os modelos ajustados são: Y = 2.8 + 0.2X para o primeiro 
conjunto e Y = 3.8 + 0.2X para o se~undo conjunto, os resíduos 
para o primeiro conjunto são: -2.4, -0.6, O, 1.8 e 1.2, para o 
se~undo conjunto são: -1.2, -0.2, 2.8, -1.2 e -0.21. SQT = 14.8, 
SQR~ = 4.0 e R2 = 0.27, ademais F(3,2) = 1.11, Que não é si~ni
ficativo nem a 10l , para os dois conjuntos. Esse valor de R2 de 
imediato indica Que devem ser checados os ~ráficos de Y contra X; 
em outros casos, os de resíduos contra valores ajustados de Y 
ou contra valores dos preditores. 

Quadro 1.7.2- Gráfico de valores de Y contra valores de X para o 
primeiro conjunto do quadro 1.7.1. 

y 

7 

5 

3 

Quadro 1.7.3- Gráfico de valores de Y contra valores de X para o 
se~undo conjunto do Quadro 1.7.1. 

y 

8 

6 

4 

2 

2 7 12 X 
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Com a retirada da Quinta observação do primeiro conjunto, o 
novo ajuste fica Y = 5.5 - 0.4X , os resíduos são: -0.3, -0.9, 
0.9, 0.3 e R2 = 0.64. A retirada da terceira observação do se
Qundo conjunto muda o ajuste para Y = 3.1 + 0.2X , os novos re
síduos são: -0.5, 0.5, -0.5, 0.5 e R2 = 0.80. 

Nota-se Que com a simples análise de resíduos não se detec
tam as alterações importantes que causa a retirada do quinto pon
to no primeiro conjunto. Entretanto no seQundo conjunto se podia 
desconfiar de que a retirada do terceiro ponto alterasse o modelo 
ajustado por ele possuir o maior resíduo. 

A retirada de Qualquer outro ponto em cada conjunto produz 
mudanças muito pequenas, o que também se pode verificar mediante 
o cálculo da norma quadrática do vetor da diferença entre A an
tes e A(·) depois da retirada da observação. Note-se QUe com a 
retirada do ponto x = 4 e y = 3 , no primeiro conjunto, e x = 2 
e y = 4 , no seQundo, os respetivos ajustes mudam para: Y = 3.2 + 
0.14X e Y = 4.0 + 0.17X . 

No primeiro conjunto a retirada do ponto: 
2 

X = 15 e y = 7 tem um efeito de liA -A(5) I I = 7.65, e a de 
2 

X = 4. e y = 3 tem um efeito de liA -A(2) I I = 0.16 . 

No seQundo conjunto a retirada do ponto: 
2 

X = 7 e y = 8 tem um efeito de liA -A(3)11 = 0.49, e a de 
2 

X = 2 e y = 4 tem um efeito de liA -A(2)11 = 0.04 . 

Os Qráficos de Y contra X mostram QUe o ponto x = 15 e 
y = 7, Que causa a maior alteração no ajuste para o primeiro con
junto pela sua retirada, é muito influente e que, no entanto, o 
ponto x = 7 e y = 8, que causa a maior alteração no ajuste para 
o seQundo conjunto pela sua retirada, é aberrante. 
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C A P I T U L O 2 

A DIAGONAL DA MATRIZ DE PROJECOES, H . 

Pontos influentes num ajuste podem ser detectados de forma 
simples e segura, considerando apenas os valores dos suportes ou 
preditores, através dos elementos da diagonal da matriz de proje
ções, mais comumente conhecida com o nome de wmatriz chapéuw, ,.. 
porque Y = HY, pois como se sabe, a aparição desses pontos se de-
ve a mau comportamento de valores dos preditores. 

Em ajustes com uma variável preditora, duas contando a cons
tante, oráficos de Y contra X revelam qualquer ponto influente, 
como no caso do oráfico para o primeiro conjunto do quadro 1.7.1. 
Verifica-se que esses pontos têm associado um valor h(i,i) = hi , 
o i-ésimo elemento da diaoonal da matriz chapéu, orande. Mas 
quando o número de variáveis preditoras p é maior que dois, in
cluída a constante, tais oráficos podem não mostrar pontos que 
são influentes no espaço de dimensão p e não aparecem como dis
crepantes no espaço de duas dimensões. Nesses casos, a diaoonal 
da matriz chapéu representa um valioso elemento de diaonóstico. 
h(i,i) também será denotado hii ou h(i), exceto nos casos onde 
possa haver confusão. 

~ importante destacar aquí aloumas propriedades dos elemen
tos da diaoonal da matriz de projeções para compreender sua uti
lidade como elemento de diagnóstico. Estabeleceu-se atrás que a 
matriz, H, de projeções é idempotente, de posto p e simétrica. 
Logo, se cumpre: 

(1) A soma dos elementos da diaoonal da matriz chapéu é ioual a 
p, o posto da matriz X: 

n 
t 

i-1 
h(i) = p. (2.1) 

(2) A soma dos elementos da i-ésima linha da matriz chapéu é 
ioual a um: 

n 
t h(i,j)·= 1. 

j=1 
(2. 2) 
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(3) O i-ésimo elemento da diaQonal da matriz chapéu é iQual A so
ma dos quadrados dos elementos da i-ésima linha da mesma matriz: 

... 
Ademais, como Y = 

y = h y 
i il 1 

+ h y 
i2 

h (i) = 
n 
I 

j=l 

2 
h (i,j). 

-1 
XA = HY, onde A= (X'X) X'Y 

+ ... + h y 
2 i i i 

+ ... + h y 
in n 

( 2. 3) 

{2.4) 

Portanto h(i,j), ou hij, representa o peso que Yj denotado 
também por y(j), tem na determinação de y(i). Em particular h(i) 
é o peso que y(i) tem no seu próprio ajuste. 

A projeção sobre o subespaço C{X) pode ser expressada como a 
soma de duas ou mais projeções, seQundo COOK and WEISBERG {1980). 
Então, 

H = .D. 1' /n + 
-1 

W(W'W) W' e h 
i i 

-1 
= 1/n + X (W'W) 

(i) 
X' 

(i) 

onde W é a matriz de tamanho nxp de variáveis preditoras centra
das, X(U é a i-ésima linha de W e I é o vetor de n uns corres
pondente A constante do modelo. 

Tem-se que h(i) ~ 1/n . Para o modelo que não contém a cons
tante o limite inferior de h(i) é zero . O limite superior para 
h(i) é calculado levando em conta que se a i-ésima e a j-ésima 
linhas de X são iQuais então, 

h = h 
ii ij 

e h = 
i 

n 2 
I h 

j=l ij 

2 
~c h 

i 
, loQo h ~ l/c , 

i 

onde c é o número de vezes que a i-ésima linha de X aparece repe
tida. h(i) atinQe seu valor máximo iQual a um quando a i-ésima 
linha não aparece repetida, e assím h{i,j) = O para i()j . 

Se h(i) =O , y(i) =O pela propriedade {3), y{i) não é afe
tado por y(i) ou por qualquer outro y(j) . Um ponto com x = O, 
quando o modelo é uma reta que passa pela oriQem, é um exemplo. 
Se h(i) = 1, y(i) = y(i): o modelo ajusta exatamente o i-ésimo 
ponto; aquí, o modelo dedica uma variável preditora para o i-ési
mo ponto em particular, como quando se adiciona uma variável A 
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matriz dos preditores para testar a falta de ajuste num ponto. 

O conhecimento desses limites ajuda a interpretar h(i), 
mas não dá uma caracterização da sua Qrandeza. HUBER (1981), ten
d9 em conta a propriedade (2), define a quantidade 1/h{i) como o 
"número equivalente de observações" e com base nela, propõe dois 
critérios para a identificação de pontos influentes: 

(a} prestar atenção aos pontos com número equivalente de observa
ções menor ou iQual que cinco, ou seja com h(i} >1/5. 

(b) prestar muita atenção aos pontos com h(i) >1/2. 

HOAGLIN and WELSCH (1978) levando em conta a propriedade {1) e 
observando que o valor médio dos elementos da diaQonal da matriz 
chapéu é p/n , sugerem caracterizar como pontos influentes aque
les cujo h(i) seja maior que 2p/n . 

Usando os dados do quadro 1.7.1 exemplifica-se a notação 
usual, no quadro 2.1. 

Quadro 2.1- Representação da matriz X de delineamento para o pri
meiro e para o seQundo conjunto do quadro 1.7.1. 

Para 

X 

o primeiro conjunto: Para o seQundo conjunto: 

1 8 1 2 
1 4. 1 2 

= 1 6 X = 1 7 
1 2 1 12 
1 15 1 12 

O i-ésimo vetor linha da matriz X será denotado X 
{i) 

X = {1 15) e X = (1 12) (2.5) 
(5) (5) 

são, respectivamente, o quinto vetor linha da matriz X do primei
ro e do seQundo conjunto. 

o i-ésimo elemento da diaQonal da matriz chapéu é calculado 
pela expressão: 

-1 
h (i) = h = X (X I X) X' ( 2. 6) 

i (i) (i) 
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Por exemplo, para o primeiro conjunto o cálculo do quinto elemen
to da diaQonal da matriz chapéu aparece no quadro 2.2. 

Quadro 2.2- Cálculo do quinto elemento da diaQonal da matriz cha
péu para o primeiro conjunto do quadro 1.7.1. 

: 0.69 -0.07 1 
h = [1 15] = 0.84 

5 1-0.07 0.01 15 

Os outros elementos h (i) para esse conjunto são: 

h = h = 0.21 h = 0.29 e h = 0.45 . 
1 3 2 4 

E para o seQundo conjunto são: 

h = h = h = h = 0.45 e h = 0.20 . 
1 2 4 5 3 

Cabe advertir contra o uso indiscriminado dos critérios enun 
ciados para a caracterização de pontos influentes com base nos 
valores dos elementos da matriz chapéu. Apenas se Qarante sua 
eficácia trabalhando com conjuntos com mais de dêz casos. Já, em 
situações como as dos conjuntos de cinco pontos do quadro 1.7.1 
esses critérios são inválidos, porque de entrada se estaria vio
lando o seoundo deles, pois h(i) > 1/5, para todo i, no primeiro 
conjunto 

Fica verificado que, através dos valores dos elementos da 
diaoonal da matriz chapéu são claramente detectáveis pontos in
fluentes , mas não o são os pontos cuja natureza é aberrante. No 
primeiro dos conjuntos de cinco pontos, o ponto x = 15 e y = 7, 
influente, que causa a orande alteração no ajuste, pode ser de
tectado pelo valor h(5) = 0.84 (orande), enquanto que o ponto x 
= 7 e y = 8 , que causa a maior alteração no ajuste para o seQun
do conjunto, não é destacado,pois h(3) = 0.20. 

Medidas que detectem essas duas situações simultaneamente se 
fazem necessarias para dar maior seourança no trabalho de diao
n6stico. Nos dois capítulos seouites tratar-se-á de duas medidas 
prop6stas como solução ao mencionado inconveniente, são elas: o D 
de Cook e o DFFITS. 
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C A P I T U L O 3 

O D DE COOK 

Para determinar o ~rau de import3ncia, ou peso, que um ponto 
tem no ajuste de um modelo para um conjunto de dados, é razoável 

medir a alteração causada no ajuste pela sua retirada do conjunto 
de dados. 

Uma medida dessa alteração é fornecida pela norma quadrática 
da diferença entre os vetores ajustados, A, antes e, A(i), depois 
da retirada do i-ésimo ponto; mas, esta medida tem o inconvenente 
de depender das unidades em que são expressadas as variáveis pre
ditoras. Evita-se essa inconvenencia usando a norma quadrática 
ponderada: 

[A - A(i)] 'X'X [A - A(i)], ( 3 .1) 

de acordo com as unidades usadas para medir as variáveis predito
ras. 

COOK (1977 e 1979) propõe como medida dessa alteração: 

2 
DC ( i ) = D = [ A - A ( i ) ] I X I X [ A - A ( i ) ] I p s ' 

i 
(3.2) 

que tem a forma de uma norma quadrática ponderada e padronizada, 
a qual é chamada de D de Cook. 

O D de Cook expressado como em (3.2) tampouco descreve de 
maneira clara o que está medindo. Uma expressão bem mais simples 
se conse~ue calculando a diferença A - A(i); mas, para para is
to, é preciso calcular antes A(i). 

A (i) = [X'X - X' 
(i) 

-1 
X ] [X'Y - X' y ] ( 3. 3) 

(i) (i) i 

exi~e calcular a inversa de uma matriz de ordem p para a retirada 
de cada observação, fazendo inaplicável o método, pelo ~rande au-
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mento de trabalho e tempo computacional. 

Esse obstáculo pode ser afastado usando a matriz do modelo 
que descreve a falta de ajuste no i-ésimo ponto, ou seja, quando 
Yi = x<il A+@, e Yj = x 1; 1 A para j()i. Essa matriz, Z, tem p +1 
colunas, das quais as p primeiras formam a matriz X e a coluna 
p+1 é toda de zeros, menos na i-ésima posição onde há um valor 
iQual a um, e satisfaz: 

... "' YJ = x 0 ,A se j()i ,e, ~ = y 1 se j =i. Aqui, Y = ZA +E e en-
tão, A • (Z'Z)-lz•y. 

Quadro 3.1- A matriz Z, o vetor dos parâmetros ajustados para o 
modelo aumentado e o vetor de valores ajustados de Y para o pri
meiro conjunto do quadro 1.7.1. 

1 2 o I 5.5 2.3 
1 4 o I 

A 
3.9 

z = 1 6 o Â = 1-0.4 y = 3.1 
1 8 o I 4.7 
1 15 1 I 7.5 7.0 I 

Constata-se que 
.. 
Y; = x<j) A para j<>S e 

.. 
Y5 = 7-0 = Y11 • 

Usando a matriz Z encontra-se: 

-1 
A - A(i) = (X'X) X ê (3.4) 

(i) i 

e substituindo na equação (3.1), 

112 2 
DC (i) = (11 p)(h I 1-h )[ê I s(l-h > J (3.5) 

i i i i 

Duas situações podem fazer com que o D de Cook, denotado 
também por D(i) e DC(i), assuma valores Qrandes: que o i-ésimo 
ponto seja muito influente e então, h(i) I 1-h(i) terá um valor 
Qrande, ou que o i-ésimo ponto seja siQnificativamente aberrante 
e então, êi I s(1-h(i)) = t(i), o chamado i-ésimo resíduo studen
tizado internamente, terá valor Qrande. 

Falar de valores Qrandes de DC(i) deve ser feito com refe
rência a alQum valor. ~ preciso portanto, encontrar esse valor de 
comparação: limite a partir do qual se possa dizer se um ponto é, 
ou não, discrepante. DC(i) na expressão (3.1) tem a mesma forma 
da expressão que fornece o elipsoide de confiança para os p parâ-
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metros do modelo pois, nesse caso, F = I e então, 

-1 -1 
[FÃ-Ã(i)] I [F(X'X) F'] [FÃ-Ã(i) li p [Ã-Ã(i)] I (X'X) [A- Ã(i) li p 
------------------------------------ = --------------------------

Y.' (I - H) Y. I (n - p) Y.' (I - H) Y. I (n-p) 

< F (p,n-p,l-a) (3.6) 

onde Y.' (I - H) Y. I (n-p) = s 2 e F (p,n-p,1-a) é o (1- a)-ésimo 
quantil da distribuição F com p e n-p Qraus de liberdade. 

O mesmo COOK (1977 e 1979) propõe F(p,n-p,101) como valor de 
comparação para DC, asssím os valores de DC(i) são transformados 
para uma escala mais familiar que facilita a análise posto que, 
F(p,n-p,lOI) = 1 I F(n-p,p,901). Com isso, um valor de DC(i) 
maior que F(p,n-p,10l) corresponde a um ponto discrepante. 

Quadro 3.2- Valores de DC(i) para os correspondentes pontos dos 
conjuntos do quadro 1.7.1. 

No primeiro conjunto No seQundo conjunto 

DC(l) = 0.37 DC(1) = 0.31 

DC(2) = 0.04. DC (2) = 0.01 

DC(3) = 0.00 DC(3) = 0.48 

DC(4) = 0.70 DC(4) = 0.31 

DC(S) = 1.11 DC(S) = 0.01 

Com esses valores de DC(i), apenas se destaca o quinto ponto 
no primeiro conjunto, como era de se esperar, DC(S) • 1.11 é um 
valor grande, enquanto que, no segundo conjunto todos os DC{i) 
são pequenos, mesmo o DC(3) = 0.48 é pequeno; porque @(3) sendo 
grande contribui a aumentar s 2 e então, a importância desse valor 
aberrante fica encoberta. 

Neste exemplo, do mesmo modo que se trata com os valores da 
diagonal da matriz chapéu, não é correto usar o valor de compara
ção para identificar pontos discrepantes, por ser demasiado pe
queno o número de pontos nos conjuntos, tanto que, no primeiro 
conjunto três dos cinco valores de DC(i) são maiores que o valor 
de comparação tomado por regra e, no segundo conjunto, todos os 
DC(i) o são. 
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AP~NDICE DO CAPtTULO 3 

Demonstrar-se-á aquí, usando a matriz Z que descreve a falta 
de ajuste no i-ésimo ponto, que a diferença entre o vetor de pa
râmetros Ã antes, e o vetor de parâmetros Ã(i) depois da retirada 
do i-ésimo ponto do conjunto de dados é 

Â - Ã(i) 
-1 

= [ (X'X) X' ê 1 I (l-h ) 
(i) (i) i 

Demonstração: 

Tomando A = X'X 
11 

A = X 
21 (i) 

e fazendo inversão por blocos se obtém 

I B I B I I 

-1 I 11 I 12 I ' I 

(Z I Z) = 1-----1-----1 

-1 
B "' A 

11 11 

-1 
+ (A A ) @ 

11 12 

I B I 

21 I 
I 

-1 
(A A ) 

21 11 

B I 
22 I 

I 

A = X' 
12 (i) 

A = 1 
22 

onde 

-1 -1 
B • -(A A ) @ 

12 11 12 



-1 -1 
B = - @ 

21 
(A A ) 

21 11 

-1 
e @ = A - A (A A 

22 21 11 

-1 
B = ( (X I X) + [ (X I X) 

11 

) . Então, @ 

12 

-1 -1 
X' X (X I X) 

(i) (i) 

-1 

-1 
B = @ 

22 

= (1 - h 

1 J I (1 

) 
i 

- h ) 
i 

B = X'X - X' X = (X' X ) (RAO, 1965,páQ.29) 
11 (i) (i) (i) (i) 

-1 
B = - (X'X) X' I (l-h ) 

12 (i) i 

-1 
B = - X (X I X) I (l-h ) e B m 1 I (l-h ) 

21 (i) i 22 i 

-1 -1 I 
[X'X- X' X ] -(X'X) X' 1(1-h ) I 

-1 (i) (i) I (i) i 
(Z'Z) = ----------------------l---------------------1 

-1 I 
-X (X'X) 1(1-h.) 1 I (l-h) 

(i) i i 

-1 
Então, I= (Z'Z) (Z'Z), 

-1 
-(X'X) X' 1(1-h ) I X'X X' 

-1 
[X'X- X' X 1 

(i) (i) (i) i I 
I (i) I 

I = 
-1 

-X (X'X) 1(1-h ) 
(i) i 

1 I (l-h ) 
i 

1------
I 
I X 
I (i) 

-----1 
I 

1 I 
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lOQO, O elemento que está na primeira wlinhaw e primeira wcolunaw 
desta matriz identidade é a matriz identidade de tamanho pxp: 



-1 -1 
I = [X'X - X' X ] (X I X) - (X I X) X' X I (1-h ) 

(i) (i) (i) (i) i 

-1 
que multiplicada à direita por (X I X) fica 

-1 -1 -1 -1 
(X I X) = [X'X - X' X ] - (X'X) X' X (X'X) I (1-h ) . 

(i) (i) (i) (i) i 

Usando esta última expressão, e sabendo que 

-1 
Ã(i) [X'X - X' X ] [X'Y - X' y ] 

(i) (i) (i) i 

-1 -1 -1 
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Â(i) = [ (X'X) + (X'X) X' X (X'X) I (l-h ) ] [X'Y -X' y ] 
(i) (i) i (i) i 

-1 -1 -1 
= (X'X) X'Y + (X'X) X' X (X'X) X'Y I (1-h ) -

(i) (i) i 

-1 -1 -1 
(X'X) X' y - (X'X) X' X (X'X) X' y I (1-h ) 

(i) i (i) (i) (i) i i 

Ademais, 

-1 -1 -1 
A = (X'X) X'Y , h = X (X'X) X' e y = X (X'X) X'Y 

i (i) (i) i (i) 

lOCJO, 

-1 -1 
Ã(i) = Ã + [ (X'X) X' y - (X'X) X' y (1-h ) 1 I (1-h ) 

(i) i (i) i i i 

-1 
- [ (X I X) X I h y ] I ( 1-h ) 

(i) i i i 
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-1 
Então, A - A (i) = (X'X) X' (y - y ) I (1-h ) 

(i) i i i 

-1 
= (X'X) X' ê I (1-h ) 

(i) i i 
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C A P I T U L O 4 

O DFFITS 

BESLEY, KUH e WELSCH {1980) propõem medir o peso que uma ob
servação num conjunto tem, na determinação do correspondente mo
delo ajustado, usando uma medida que resume as alterações nos 
coeficientes e ajuda a compreender os efeitos da retirada da ob
servação. 

Com base na alteração causada sobre o valor ajustado: 

DFFIT 
.. .. 

{-i) X [A -A{i)] = y - y = 
i i i (i) 

-1 
= X [ {X I X) X' ] ê I {1-h ) 

{i) (i) i i 

h ê 
i i 

DFFIT = ----------- (4 .1) 
i 1 - h 

i 

onde y (-i) é o valor ajustado para o conjunto sem a i-ésima ob
servação, B.K.W. definem a medida com o nome de DFFITS, como: 

l/2 
h ê 

i i 
DFFITS = -------------- ( 4. 2) 

i (1-h) s(i) 
i 

onde o/hi, o desvio padrão de y . é estimado por s (i) /'hi', e 

s 2
(i) = { t [y - X A(i) 12 J I (n-p-1) (4. 3) 

k<>i k (k) 
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é a média quadrática de resíduos para o ajuste sem o i-ésimo pon
to. Assím como o D de Cook, o DFFITS conta com a vantagem de não 
depender das unidades em que são medidas as variáveis predito
ras. 

Já, a alteração experimentada pelo j-ésimo valor ajustado 
quando a i-ésima observação é retirada, com j()i, é expressada 
por: 

DFFITS (-i) 
j 

,.. = y 
,.. 

- y {-i) 
j j 

X [.A - .A(i) 1 
(j) 

= ----------------

DFFITS {-i) = 
j 

1/2 
s(i) h 

j 

h ê 
ij i 

1/2 
(1-h) h s(i) 

i j 

{4. 4) 

onde y (-i) é o j-ésimo valor ajustado para o conjunto sem o i
ésimo ponto. 

Essa alteração é sempre menor que a alteração provocada so
bre o valor ajustado correspondente à observação retirada. For
malmente, 

Sup 
À 

I A 1 [Ã-Ã(i)] I 

-1 
s (i) [A I (X I X) 

1/2 
À] 

Isto é, DFFITS (i) I < 
j 

1/2 
I [A- Ã(i)] 1 X 1 X [A-A(i)]} 

= -----------------------------

1/2 
h lê I 

i i 

s (i) 

= ------------- = 
(1-h ) s (i) 

i 

DFFITS 
i 

DFFITS I para todo j()i. 
i 
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LoQo, só é necessário prestar atenção às alterações causadas pela 
retirada da i-ésima observação, nos restantes valores ajustados, 
quando o DFFITS é Qrande. 

Assím como definido pela expressão (4.1), o DFFITS apresenta 
a dificuldade de ter que se calcular de cada vez a correspondente 
média quadrática de resíduos para a retirada de cada ponto. Po
rém, de forma versátil, pode-se calcular esta média a partir do 
ajuste para o conjunto oriQinal de dados (conjunto completo), pe
la fórmula que se obtém usando o modelo aumentado. 

No modelo aumentado Y = X A(-i), exceto para a i-ésima ob
servação onde_yi = X A<-!> + @. Ou Y = Z(AI@) + O, e então: y1 = 
~ e@=~- y 1 sendo y 1 o i-ésimo valor ajustado pelo modelo 
Y = XA + E. 

Pelo modelo aumentado, o valor ajustado de y 1 , y1 , é o pró
prio Yj e 

-1 
@ = -X (X'X) X'YI (l-h ) + y I (1-h ) 

(i) i i i 

@ = (- X A + y ) I (1-h ) = (y - Y ) I (1-h > 
(i) i i i i i 

@ = ê I (1-h > 
i i 

LoQo, o acréscimo na soma de quadrados pela restrição @ = O é: 

-1 
ASQ (@ = 0) = [ê I (1-h )] [11(1-h )] [ê I (1-h )] 

i i i i i 

ASQ (@ = 0) = ê I (l-h ) 
i i 

e levando-se em conta que a soma de quadrados de resíduos com a 
restrição é igual à soma de quadrados de resíduos sem a restrição 
mais o acréscimo na soma de quadrados de resíduos devida à res
trição, 

(n-p)s 2 = (n-p-1)s 2 (i) + [ê I (1-h ) 1 , e então, 
i i 



= 
n-p 

2 -------*s 
n-p-1 

ê 
i 

(n-p-1} (1- h } 
i 
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(4. 4} 

Quadro 4.1- Valores de DFFITS, denotado também como DF, para os 
dois conjuntos do quadro 1.7.1 são: 

No primeiro conjunto No se~undo conjunto 

DF(1} = -1.05 DF(1} = -0.72 

DF{2) = -0.20 DF(2) = -0.11 

DF(3) = 0.00 DF(3} = 2.21 

DF(4) = 1.40 DF(4) = -0.72 

DF(5) = 7.25 DF{5) = -0.11 

N~ primeiro conjunto, a quinta observação é destacada pelo seu 
Qrande valor de DFFITS, 7.25, e no seQundo conjunto a terceira 
observação é destacada, também, pelo seu valor de DFFITS, 2.21. 

Nota-se que diferente do O de Cook, o DFFITS tem capacidade 
de detectar esses pontos aberrantes, que por terem resíduo Qran
de, aumentam muito a soma de quadrados dos mesmos e diminuem bas
tante a magnitude do D de Cook. Por exemplo, o que ocorre com a 
terceira observação do segundo conjunto do quadro 1.7.1, que faz 
aumentar a soma de quadrados de resíduos, de 1.00 (ela excluída 
no ajuste) para 10.80 (ela incluída no ajuste), impedindo que se
ja detectada como discrepante através do correspondente valor do 
D de Cook. 

AQora, é necessário definir um critério para 
pontos discrepantes num conjunto de dados com o uso 
de DFFITS. Como 

1/2 
h 

i 
ê 

i 
DFFITS = ----------- * ----------------

i 1/2 
(1-h ) 

i 

1/2 

1/2 
(1-h ) s(i} 

i 

onde [ê I s(i} (1-h} ] ., t' 
i i i 

caracterizar 
dos valores 

(4. 5) 
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é o chamado i-ésimo resíduo studentizado externamente, o qual tem 
distribuição t-student com (n-p-1) oraus de liberdade, posto Que 
ê tem distribuição normal com média zero e variância (1-h(i)). e 
como num delineamento perfeitamente balanceado os h(i) valem p/n, 

p/n 1/2 
DFFITS 2 [---------] 

i 1 - p/n 

p 1/2 
2 [-----] 

n-p 
(4.6) 

onde 2 corresponde a aproximadamente 51 de sionificância para 20 
oraus de liberdade ou mais. Ou seja, 

l/2 
IDFFITS I > 2 [p I n-p] 

i 

indica que a i-ésima observação é discrepante e, então, se deve 
prestar muita atenção a ela porque pode estar pesando bastante na 
determinação do ajuste. 
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C A P I T U L O 5 

COMPARACAO DE D DE COOK E DFFITS 

Neste capítulo analisa-se comparativamente o desempenho dos 
dia~nósticos D de Cook e DFFITS e apresentam-se os resultados ob
servados. A comparação do desempenho desses dia~nósticos é feita 
principalmente sobre ~ráficos, os quais permitem formular al~umas 
hipóteses a respeito, nem sempre acompanhadas de suas provas. Al
~umas provas são apresentadas aqui. 

Determinando sobre os ~ráficos a re~1ao onde o dia~nóstico 

detecta, ou a reoião onde não detecta, como discrepante a corres
pondente observação e comparando-as, encontra-se que elas são ~e
ralmente diferentes e, especificamente, que as re~iões onde o D 
de Cook não detecta são maiores, ou pelo menos i~uais porém, não 
menores, que as re~iões onde o DFFITS não detecta. Com base nis
so, conclue-se que DFFITS parece ser mais eficaz e confiável como 
dia~nóstico, que o D de Cook. 

Na primeira parte do capítulo descreve-se o conjuto ori~inal 
de vinte e uma observações e três preditores ou variáveis expli

cativas, utilizado como base para o estudo. Na se~unda parte faz
se a análise dos valores dos diaonósticos e dos seus oráficos bi
dimensionais, obtidos pela variação dos valores da resposta Y na 
nona e na vioésima primeira observações, individualmente. Na ter
ceira parte observa-se o desempenho dos diaonósticos atráves dos 
~ráficos bidimensionais, obtidos pela variação do valor do perdi
ter X(3) na nona e na vioésima primeira observação, individual
mente. E, na quartaa parte descreve-se o desempenho dos diaonós
ticos se~undo os ~ráficos tridimensionais obtidos pela variação 
do valor da variável resposta e da variável explicativa, X(3), na 
nona e na vi~ésima primeira observação, individualmente. 

A construção dos oráficos foi feita localizando os valores 
das variáveis e dos respectivos valores dos diaonósticos no 
espaço bidimensional ou tridimensional, seoundo o caso, e traçan
do as curvas com a ajuda de elementos próprios de desenho técnico 
com o fim de conseouir uma melhor visualizasão. No caso das cur
vas do D de Cook como função de x(3,i), aloumas delas aparecem 
interrompidas, por não dispor de uma quatidade maior de valores 
calculados para dar-lhes uma aproximação completa porém, elas dão 
a ideia necessaria. 
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Os valores dos diaQnósticos foram calculados usando um pro
Qrama em MBASIC num microcomputador I-7000. O proQrama foi elabo
rado especificamente para o propósito deste trabalho e é apresen
tado em detalhe no capítulo 6. 

5.1. CONJUNTO DE DADOS DE "STACK-LOSS". 

Para o desenvolvimento da parte computacional, de cálculo de 
valores dos diaQnósticos necessários para a constru~ão dos Qrá

ficos que serão analisados adiante, foi usado o conjunto de dados 
de "Stack-Loss" do livro de K.A.Brownlee's. "Statical Theory and 
MethodoloQY in science and EnQineerinQ". Willey, New York, 2a.e
di~ão, 1965, paQ.454. Estes dados foram obtidos de 21 dias de 
opera~ão de uma planta de conversão de amônia (NH3) para ácido 
nítrico (HN03). As váriaveis são: 

X1: Corrente de ar. 

X2: Temperatura da áQua de resfriamento na entrada. 

XJ: Concentra~ão de ácido nítrico. 

Y : PorcentaQem de amônia não absorvida, vezes 10. 

Os dados são apresentados no quadro 5.1.1. 

Quadro 5.1.1- Conjunto de dados de "Stack-Loss". 

--------------------------------------------------
i I X(1,i) X(2,i) X{J,i) y (i) I 

--------------------------------------------------
1 80 27 89 42 
2 80 27 88 37 
3 75 25 90 37 
4 62 24 87 28 
5 62 22 87 18 
6 62 23 87 18 
7 62 24 93 19 
8 62 24 93 20 
9 58 23 87 15 

10 58 18 80 14 
11 58 18 89 14 
12 58 17 88 13 
13 58 18 82 11 
14 58 19 93 12 
15 50 18 89 8 
16 50 18 86 7 
17 50 19 72 8 
18 50 19 79 8 
19 50 20 80 9 
20 56 20 82 15 
21 70 20 91 15 

--------------------------------------------------
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5.2. DESEMPENHO DO D DE COOK, DC, E DO DFFITS, DF, PELA VARIACAO 
DE Y(9) OU DE Y(21). 

Observando os oráficos de DF(21) e de DF(9), obtidos pela 
variação da resposta na vioesima primeira, ou na nona observação 
(y(21) ou y(9) ), fiouras 5.2.2 e 5.2.4, respectivamente, com va
lores fixos nos preditores encontra-se, que eles são retas com 
pendente positiva, maior para DFFITS(21) do que para DFFITS(9). 

O fato anterior verifica-se de modo oeral, isto é, o oráfico 
de DF(i) como função de y(i) é uma reta. Formalmente: 

Proposição 5.2.1. DFFITS(i) é função linear de y(i). 

Demonstração. 

DFFITS(i) • * --------
1-hi s(i) 

= 
[ 1-hl 1 s (i) 

- [ 1-hi 1 s (i) 

= 
[1-hi 1 s(i) 

= ------ Yi 
s (i) [ 1- hi 1 s (i) 

t F ( · > é J./~. i) I .s < 1· > A inclinação da re a D 1 "'' crescente com 
relação a h(i). 

Quanto ao desempenho dos DF(k); para k = 1,2,3,4,9,14,21; 
pela variação de y(i), i=21 ou 9, k<>i, seus oráficos nas fiou
ras 5.2.2 e 5.2.4, mostram que eles assumem comportamento quase 
constante para valores afastados do y(i) onde DF(i) = O, ao qual 
se· chamará de 8 Valor exato 8 de y(i). Isto levou a supor e verifi-
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car o seouinte fato: 

Proposição 5.2.1. DF(k) como função de Y(i), k<>i, é assintotica
mente constante. 

Demonstração. Provar-se-á, equivalentemente, que inclinação da 
curva DF(k) como função de y(i) é nula quando y(i) tende para 
mais (+) ou menos (-) infinito. 

L i m 

L i m 

L i m 

K * I 1 

K • 
1 

K * I l 

DFFITS(k) = 

d tfz 
ll " -----[------------- * (y"- - I h Yk1)] • 

J:l ~ d yi ( 1- h-. ) s (k) 

1/ 
d (n-p-1) nk2 .. 

-----[-------------------------------------]*[~ - I h 
OI n A "!t k J· II.J 

d Yi (1- h.._)[(yi -I hiJ ~ ) 2 + I_(yJ - ~) 2 ] -l 
i•l JOl,k 

L i m d Yk - E h-.J YJ 
------[-------~~-----------]1 

Yt +±ao d Yi [(y.i - f hij ~ ) 2 + K
2

]1/1 

J:l 

, onde 

e - ~ t2 • ficando então 

L i m " - [ ( Y1 - 1: hiJ Y.i ) + K 2 ] hki 
( --------~L---------------- -

[ ( Yi - Ê hu Y 1 ) 2 + K 2 ] 2 

J•l 

" .. 
(yk. - ~ 1 ht~.j Y,;) [2 (yi - ~ 1 hij Y,t)] (1- hi) 

-------------------------------------------] 
2 1 2 [ ( Y1 - I hij Y J ) + K 2 

Yi ]• 

Aoora. dividindo numerador e denominador da última expressão por Yt . maior potência de ~ no seu denominador, obtem-se: 



L i m d 
------ DFFITS (k) • O 

Entende-se com isso que, orandes afastamentos de y(i) 
seu valor exato fixam o comportamento do k-ésimo ponto, 
k<>i. 
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desde 
quando 

Os oráficos DC(21) versus Y(21) e de DC(9) versus Y(9) nas 
fiouras 5.2.1. e 5.2.3. têm aproximadamente forma de parábola 
pois, quando y(21) ou y(9) se afastam de seu respectivo valor 
exato, a curva vai declinando e vira reta nos extremos. Aliás, o 
oráfico de DC(i) versus Y(i) tem esse comportamento. 

Proposição 5.2.3. DC(i) como função de Y(i) é assintoticamente 
limitado. 

Demonstração. provar-se-á que a inclinação da curva DC(i) como 
função de y(i) é nula quando y(i) tende para mais (+) ou menos 
(-) infinito. 

L i m d 
----- DC (i) -

Yt +±ao d Yi 

h i L i m d ê~ 
l --------- ( ----- [----] -2 d sa p (1- hi ) Yt +±ao Yi 

L i m d [ Yt - X (i) (X I Xf1 X I y ] 2 

---~-t----------------------;----------------------1 
d Y1 (y1 - X(i) (X 1 X).1 X 1 Y] 2 + I: [y" -X(k) (X 1 X) 1X 1 Y) ] 2 

koi 

ht 
onde -----------2 

p (1- ht) 
• ou 

, onde 



ficando então, 

K l * 

K * , 

L i m 

L i m 

K2 ------------ -[A2 + K2 ] 

L i m 2A -

Yi(1- h1) - f. h1k Yk 

---------------~~------------
" I [ ( 1- h i ) Y1 - E. hittY~~o ] + K 2 I 

tl<)l 
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K. - 2 K l K 2 ( 1- h i ) I 

e se dividir numerador e denominador desta última expressão por .. 
Yi , a maior potência de ~ no denominador, e loQo calcular o 
limite tem-se : 

L i m d 
----- DC(i) = O 

Os Qráficos de DC(k) versus Y(i) ; k• 1,2,3,4,9,14,21; i• 9 
ou 21; k<>i; apresentam uma curvatura nas proximidades do valor 
exato de y(i), maior em alQuns, menor em outros. Mas quando y(i) 
se afasta do seu valor exato, DC(k) também vai tornando-se cons
tante. SeQundo isto, Qrandes afastamentos de y(i) desde seu valor 
exato estabilizam o comportamento do k-ésimo ponto. 

Proposição 5.2.4. DC(k) como função de y(i) assume comportamento 
assintoticamente constante. 

Deaonstraçio. Demonstra-se-á também aqui, que a inclinação da 
curva de DC(k) como função de y(i) é zero, no limite. 

L i m d 
----- DC (i) • 
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L i m d hk êf 
[---------1 * [----1 -
p(l- hk) g2 

L i m " 2 
d (yk - t 1 h t..j Yj ) 
-----[-------------~----------------1 

d Y1 ( Yi - .t h~ Y.i ) 
2 + t_ ( YJ - Y .i ) 

2 

J=l J<>l 

onde 
(n - p)hk 

, ficando então 

" " L i m -2 [yk - ~.1 hkj YJ 1 [ (yi - j~ 1 hij Yi ) 2 + K2 1 hlti [---------t _________________________________ _ 
.. 2 2 

[ K 2 + ( Yi - t ~j YJ ) 1 
l~l 

n n 

(y._- 3 ~ 1 hlt.j YJ )
2 [2 (yi - J~l hjj YJ) 1 (1- h1) 

-------------------------------------------1 

onde K 2 = . f (yJ - YJ ) 2 • 
l 

[ K 2 + (yl - f h1j Yj ) 2 ] & 
1•1 

.. 
Ao dividir numerador e denominador da última expressão por y1 

a maior pont@ncia de y1 no seu denominador, para então tomar o 
limite e obter: 

L i m d 
DC(k) = O 

O fato do D de Cook ser limitado, como foi provado na 
sição 5.2.3, mostra que ele não é um diaonóstico confiável 
afastamentos orandes de y(i) desde seu valor exato não são 
cados por ele. Entretanto, DFFITS destaca suficientemente 
afastamentos, por ser função linear de y(i). 

propo
pois, 

desta
esses 

Por outro lado, determinando as reo1oes onde DF(i) e DC(i), 
como funções de y(k), detectam a i-ésima observação como discre
pante, vê-se que elas são diferentes. Verifiquemos: 



DFFITS(k) como função de 
y(21); 5< y(21) <35; não 
detecta como discrepante 
a k-ésima observação : 

Para 

k = 21 

k = 2 

k = 4 

Desde 

20.4 

Tabela 5.2.1 

Até 

29.8 

24 

18 

DC(k) como função de y(21); 
5< y(21) <35 ; não detecta 
como discrepante a k-ésima 
observação : 

Para Desde Até 

k = 21 20 30.4 

k = 2 25.6 

k = 4 24 
e 29 

Tabela 5.2.2 
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A primeira, terceira, nona e décima quarta observações não cheQam 
a ser discrepantes pela variação do valor da viQésima primeira 
resposta. 

DFFITS(k) como função de 
y(9); 2< y(9) <30 ; não 
detecta como discrepante 
a k-ésima observação : 

Para Desde Até 

k = 9 10 27 

k = 21 

Tabela 5.2.3 

DC(k) como função de y(9); 
2< y(9) <30 ;não detecta 
como discrepante a k-ésima 
observação : 

Para Desde Até 

k = 9 8 29.4 

k = 21 

Tabela 5.2.4 

A primeira, seQunda, terceira, quarta e décima quarta observações 
não cheQam a ser discrepantes pela variação do valor da nona 

resposta. 

Nota. O símbolo. - indica alQum valor que está fora do intervalo 
de variação de y(21) ou de y(9). 

Isto mostra que não só para valores afastados de y(i), mas 
também, para valores nio muito distantes do seu valor exato, DF
FITS é mais eficaz na deteção de observações discrepantes do que 
o D de Cook. 
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5.3. DESEMPENHO DO D DE COOK E DO DFFITS PELA VARIACAO DE X(3,21) 
OU DE X(3,9). 

Quando se faz variar o valor do terceiro preditor na vigési
ma primeira observação, ou na nona, os gráficos de DF, figuras 
5.3.2 à 5.3.28 com último índice par, são aproximadamente retas 
com inclinação positiva nos extremos e apresentam uma deformação 
ao redor do valor original do terceiro preditor. 

Essa deformação é assimétrica à direita e tem vértice para 
cima quando y(i) é menor que seu valor exato; é assimétrica à es
querda e tem vértice para baixo quando y(i) é maior que seu valor 
exato. Ademais, ela cresce com o aumento da distância entre y(i) 
e seu valor exato, e só se anula quando y(i) coincide com ele. 

Até agora não se encontrou uma razão explicita para a ocor
rência da deformação no gráfico de DF pela variação de x(3,i) nas 
proximidades do seu valor original mas, parece razoável que acon
teça já que DF não é função linear de x{i,j). Isso por sua vez 
faz difícil explicar porque o gráfico vira uma reta quando y(i) 
coincide com seu valor exato. A análise da complicada expressão 
escrita por extenso nada esclareceu sobre a forma como x{3,i) de-
termina DF{i). , 

Também para 1< x(3,i) <180, os gráficos 
à 5.3.27 com último índice impar, resultam 

parábolas que têm uma deformação com vértice 
do x{3,i) original. 

de DC, figuras 5.3.1 
ser aproximadamente 
para abaixo, perto 

o gráfico de DC tem o eixo deslocado para a direita do x(3, 
i) original e apresenta a deformação no ramo esquerdo, quando 
y{i) é menor que seu valor exato, e tem o eixo deslocado para a 
esquerda do x(3,i) original e a deformação no ramo direito, quan
do y{i) é maior que seu valor exato. Quando y(i) coincide com seu 
valor exato, a curva de DC é uma legítima parábola com eixo perto 
do x(3,i) original, ou talvez sobre o mesmo. 

Essa deformação em DC cresce com y{i) deslocando-se à direi
ta, ou à esquerda, do seu valor exato e se anula quando y{i) 
coincide com ese valor exato. 

Não se encontrou uma justificativa para o aparecimento da 
deformação no gráfico de DC, tampouco neste caso, a análise da 
fórmula de DC escrita por extenso fornece justificativa alguma. 

Pela simples observação dos gráficos de DC e DF como funções 
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de x(3,i) não se conseQue encontrar diferênça importante entre 
seus desempenhos mas, determinando os intervalos onde eles detec
tam, ou onde não detectam, a correspondente observação como dis
crepante, encontram-se que eles são diferentes: 

DFFITS(21) como função de 
x(3,21) não detecta como 
discrepante a viQésima pri
meira observação para: 

y(21) 

15 

20 

25 

30 

35 

Desde 

162 

106 

63 

21 

Tabela 5.3.1 

Até 

162 

120 

90 

23 

DFFITS(9) como função de 
x(3,9) não detecta como 
discrepante a nona obser-
v ação para: 

y (9) Desde Até 

13 78 151 

15 72 137 

17 66 124. 

25 18 92 

30 30 

Tabela 5.3.3 

DC(21) como função de 
x(3,21) não detecta como 
discrepante a viQésima pri
meira observação para: 

y(21) 

15 

20 

25 

30 

35 

DC(9) 
x(3,9) 

Desde 

161 

89 

62 

21 

Tabela 5.3.2 

como função 
não detecta 

Até 

162 

120 

93 

25 

de 
como 

discrepante a nona obser-
v ação para: 

y(9) Desde Até 

13 77 151 

15 72 138 

17 66 124. 

25 18 94. 

30 33 
e 84. 85 

Tabela 5.3.4. 

Essas diferênças Qeralmente se apresentam nos extremos desses in
tervalos e não são muito Qrandes mas, há casos em que o são, por 
exemplo, quando y(21) = 20 o intervalo onde DC não detecta a vi
Qésima primeira observação é bem maior que o intervalo onde DF 
não a detecta. E, quando y(9) = 30, DC não conseQue detectar ade
mais os pontos isolados com valores de x(3,9) entre 84 e 85. 
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A forma como a variação de x(3,21), ou de x(3,9), afeta os 
DF(k) e os DC (k) se pode inferir dos Qráficos correspondentes, 
fiQuras 5.3.1. à 5.3.28. Nos extremos do intervalo 1< x(3,i) <180 
esses Qráficos tendem para retas constantes, o que indica que 
afastamentos Qrandes de x(3,i) desde seu valor oriQinal não os 
alteram mas, com x(3,i) próximos do seu oriQinal os DF(k) e os DC 
(k) sofrem também uma deformação. Em particular, têm uma deforma
ção maior: DF(2), DF(4), DC(2) e DC(4), quando x(3,21) varia, e 
DF(1), DF(2), DC(1) e DC(2), quando x(3,9) varia. 

Em Qeral, as deformações nos Qráficos de DF(k) e de DC(k), 
como funções de X(3,i), aumentam ou diminuem de acordo com o 
maior ou menor afastamento de y(i) desde seu valor exato. 

Tratando com os DF(k) e os DC(k), pela variação de x(3,i), 
i<>k, observa-se uma diferênça notável no seu comportamento, 
quando se comparam as reQiões onde os mesmos não detectam a k-é
sima observação como discrepante, por exemplo: 

DFFITS (k) como função de 
x(3,21) não detecta como 
discrepante a k-ésima ob
servação, 1< x(3,21) <180. 

Para Desde Até 

k = 2 110 

k = 4 45 106 

Tabela 5.3.5 

DC(k) em função de x(3,21) 
não detecta como discrepan
te a k-ésima observação com 
1< x(3,21) <180 

Para Desde Até 

k = 2 115 
e 175 

k = 4 133 

Tabela 5.3.6 

Nota. O símbolo - indica um número que está fora do intervalo 
1< x(3,21) <180. 

Isso mostra que na situação de apenas x(3,9) ou x(3,21) va
riando, DFFITS pode detectar pontos discrepantes que o D de Cook 
não conseQue detectar. Também nesta situação DFFITS é mais eficaz 
na detecção de observações discrepantes num ajuste. 

5.4. DESEMPENHO DO DFFITS E DO D DE COOK PELA VARIACAO CONJUNTA 
DE Y(i) E X(3,i) 1 i ~ 21 OU 9. 

A variação conjunta de y(i) e x(3,i) em DF(i), i =21 ou i =9 
Qera uma superfície quase plana, com uma deformação ao redor do 

valor oriQinal de x(3,i) e que tem vértice sobre um valor x(3,i) 
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próximo dele, talvez sobre o próprio. A superfície é antisimétri
ca com relação ao plano y(i) = y(i), onde a i-ésima observação é 
ajustada exatamente pelo modelo, como se ve nas fiQuras 5.4.1 e 
5.4.2. 

A deformação vai crescendo para valores de y(i) que se afas
tam do seu valor exato à direita, ou à esquerda, e anula-se quan
do y(i) assume o próprio. Percorrendo y(i), desde valores menores 
até valores maiores que seu valor exato, a deformação muda de as
simétrica à direita para assimétrica à esquerda e o vértice que 
aponta para cima passa à apontar para abaixo. Com isto entende
se que existe uma reQião de valores x(3,i) para cada valor de 
y(i), que faz com que o peso da observação correspondente tenha 
menor variabilidade na determinação do modelo ajustado. Esta re
Qião neste caso, está localizada em volta do valor oriQinal de 
x(3,i). 

Para i=9 e i=21, a superfície Qerada pela variação conjunta 
de y(i) e x(3,i) em DF(i) apenas tem uma diferênça visível: que a 
deformação no caso de i=9 cresce mais rápido do que com i•21. De 
resto, elas são semelhantes. 

Devido à dificuldade na construção do Qráfico da superfície 
de DC(i) Qerada pela variação conjunta de y(i) e x(3,i) optou-se 
por não apresentá-la aquí. Porém, os perfís de DC(i) como função 
de x(3,i) para valores fixados de y(i) dão uma idéia suficiente
mente clara da forma da superfície do DC(i) quando, ambos, y(i) e 
x(3,i) variam. 

o comportamento de DC(9) como função de y(9) e x(3,9) e de 
DC(21) como função de y(21) e x(3,21), que correspondem a duas 
observações de naturezas diferentes, opostas, nos dados originais 
(a nona é bem comportada, a viQésima primeira é discrepante), 
indica que há uma reQião de valores x(3,i) próximos do seu valor 
oriQinal, tal que o peso do ponto correspodente no conjunto de 
dados tem menor variação e mais, com valores Qrandes de y(i) o 
peso tende a estabilizar-se. Como pode observar-se nas fiQuras 
5.3.1 à 5.3.27 de último índice ímpar. 

Nessas condições, DC(i) como função conjunta de y(i) e x(3, 
i) é ineficaz na detecção de grandes afastamentos de y(i) desde 
seu valor oriQinal e também de afastamentos conjuntos médios ou 
Qrandes de y(i) e x(3,i) desde seus valores exatos. 
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C A P I T U L O 6 

UMA FORMA ALTERNATIVA DE COMPARAR O DFFITS E O D DE COOK 

Na primeira parte deste capítulo trata-se do desempenho do D 
Raiz, diagnóstico equivalente ao D de Cook, pela forma como é 
calculado, que facilita a comparação do DFFITS e do D de Cook. Na 
segunda parte do capítulo apresentam~se as conclusões finais des
sa comparação e na terceira o programa aqui usado para o cálculo 
dos valores dos diagnósticos. 

6.1. O D RAIZ. 

Usando o valor de comparação para o D de Cook proposto em 
WEISBERG (1980, pag.108) e analisando o DFFITS sob a forma da 
equação do D de Cook, com o fim de encontrar um novo valor de 
comparação para o DFFITS, VELLEMAN and WELSCH(1981) observam que, 
a raiz quadrada do D de Cook com o sinal do residuo tem aproxima
damente o mesmo comportamento do DFFITS. 

Tomando como seu valor de comparação, a raiz quadrada do va
lor de comparação para o D de Cook escolhido por COOK (1977 e 
1979), estabeleceu-se aqui que, o D raiz definido pela expressão: 

1/2 
DR ( i ) = s i na 1 ( ê ( i ) ) * ( DC ( i ) J 

1/2 
1 [h(i)] 

DR(i) • * ----------- * ê(i) 
ps [ 1- h (i) l 

(6.1.1) 

tem desempenho parecido com o desempenho do DFFITS com valor de 
comparação definido pela expressão (4.7). 

O critério de comparação aqui adotado diz que: 



1/2 
DR{i) I > { F(p,n-p,10t) t (6.1.2) 
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indica que o i-ésimo ponto no conjunto de dados é discrepante, e 
devemos dar muita atenção a ele. 

6.l.A. DESEMPENHO DO D RAIZ, DR(i), COMO FUNCAO DE Y(i). 

O Qrâfico de DR(i) como função de y(i), fiQuras 6.1.A.1 e 
6.1.A.2, com valores de y(i) próximos de seu valor exato é quase 
uma reta de inclinação positiva, vai declinando com y(i) afastan
do-se daquele e tende para uma reta constante nos extremos do in
tervalo 1< y(i) <40. Isso porque, com y(i) próximo do seu valor 
exato, s 2 (a media quadrática de residuos para o conjunto com
pleto) aproxima-se de s 2 (i) , a media para o conjunto sem o i-é
simo ponto, e então, DR(i) é aproximadamente linear mas, com y(i) 
distante daquele, s cresce rápidamente e DR(i) vai tornando-se 
constante. 

DR(i) como função de y(i) é assintoticamente 
fato, isto acontese pois, DC como função de y{i) 
mente constante, como provado na proposição 5.1.3. 
mento é observado nos gráficos 6.1.A.1 e 6.l.A.2. 

constante. De 
é assintótica

Este comporta-

O Qrâfico de DR(i) versus Y(i) mostra que, para afastamen
tos não muito grandes de y{i) desde seu valor exato, seu desempe
nho é similar ao de DF{i). Grandes afastamentos de y{i) desde seu 
valor exato não são detectados por DR{i), tampouco por DC{i), mas 
sim por DF(i). Faz-se a verificação disto determinando os inter
valos onde DR(i) não detecta, ou onde DR(i ) detecta, a i-ésima 
observação como discrepante, e comparando-os com os correspon
dentes intervalos para DC{i) e os intervalos para DF(i); ver ta
belas 5.2.1 e 5.2.2. 

DR(i) como função de y(i) 
não detecta como discre
pante a i-ésima observação 

Para Desde Até 

i= 9 8.0 29.5 

i=21 20.0 30.5 

Tabela 6.l.A.l 
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DR(k) como função de Y(i); k = 1,2,3,4,9,14,21; k<>i; como 
pode ser visto nos seus Qráficos, fiQuras 6.l.A.l e 6.l.A.2, vai 
tornando-se constante com valores afastados de y(i), e assume es
se comportamento definitivamente com valores extremos de y(i). 
Com valores de y(i) próximos de seu valor exato, DR(i) sofre uma 
deformação semelhante A experimentada por DF(k) e maior pela va
riação de y(21) do que pela variação de y(9). Portanto, Qrandes 
afastamentos de y(i) desde seu valor exato estabilizam o resto 
das observações do conjunto. 

6.l.B. DESEMPENHO DO O RAIZ COMO FUNCAO DE X(J,i). 

DR(i) como função de X(3,i) tem comportamento semelhante com 
o de DF(i). Ver Qráficos nas fiQuras 6~l.B.l à 6.l.B.6. Seus Qrá
ficos apenas se diferenciam em que, a deformação em DR(i) é menor 
do que em DF(i) e em que, fora do intervalo onde ela ocorre, a 
inclinação da curva é menor para DR do que para DF. De resto, tu
do ocorre como em DF(i): a deformação aparece em DR(i) ao redor 
do valor oriQinal de x(3,i), seu vértice que aponta para cima 
passa a apontar para baixo, quando y(i) varia desde valores meno
res até valores maiores que o seu valor exato. E nos extremos do 
intervalo 1< x(3,i) < 180 , igual a DF(i), DR(i) aproxima-se a 
uma reta de inclinação positiva, que parece ser a forma definiti
va que toma com valores extremos de x(3,i). 

Por todo o anterior, DR(i) e DF(i), como funções de X(3,i), 
parecem ser equivalentes. 

DR(9) como função de x(3,9) 
não detecta como discrepante 
a nona observação, com 
1< x(3,9) <180: 

Y(9) Desde Até 

5 160 

13 77 151 

17 66 124 

25 18 93 

30 31 

e 83 86 

Tabela 6.l.B.l 

DF(9) como função de x(3,9) 
não detecta como discrepante 
a nona observação, com 
1< x(3,9) <180: 

Y(9) Desde Até 

5 160 

13 77 151 

17 66 124 

25 18 93 

30 31 

e 83 86 

Tabela 6.l.B.2 
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O comportamento de DR(k) como função de x(3,i); k = 1,2,3,4, 
9,14,21; i = 9 e 21; k<>i; pelo que em seus Qráficos nas fiQuras 
6.1.B.1 à 6.1.B.6 pode-se observar, é quase idéntico com o de 
DF(k) correspondente . O Qráfico de DR(k), como o de DF(k), é 
quase uma reta constante, tem uma pequena deformação nas proximi
dades do valor oriQinal de x(3,i), que aumenta ou diminue seQundo 
y(i) esteja lonQe ou perto do seu valor exato. DR(k) como função 
de x(3,i) parece ser assintoticamente constante. 

6.l.C. DESEMPENHO DO D RAIZ PELA VARIACAO CONJUNTA DE Y(i) E 
X(J,i), i = 21 OU 9. 

Os Qráficos de DR(21) e de DR(9) Qerados pela variação con
junta de y(21) e x (3,21) e de y(9) e x(3,9), respectivamente, 
figuras 6.1.C.1 e 6.1.C.2, são superfícies quase planas, seme
lhantes às de DF(21) e DF(9) mas, com ondulações menores que as 
destes. 

As ondulações nas superfícies de DR(i) como função de y(i) e 
x(3,i) apresentam-se quase como nas superfícies correspondentes 
de DF. Percorrendo y(i), desde valores menores até valores maio
res que seu valor exato, elas mudan de assimétricas à direita pa
ra assimétricas à esquerda, seu vértice muda o sentido de cima 
para abaixo, e quando y(i) coincide com seu valor exato elas se 
anulam. Mas, quando y(i) aproxima-se dos extremos do intervalo 
1< y(i) <40, vão tornando-se constantes. 
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6.2. CONCLUSõES FINAIS. 

Em resumo, DR (ou DC) e o DF são praticamente eQuivalentes 
na detecção de possíveis problemas causados por afastamentos 
grandes em um dos valores de uma das variáveis preditoras, x(i, 
j). Já o DF apresenta a grande vantagem de que, além disso, de
tecta situações potencialmente sérias advindas de grandes afas
tamentos num valor da resposta y(i) de forma muito mais eficaz do 
que DR (ou DC) . 

Com os resultados apresentados, principalmente a comparação 
das proposições 5.2.1 e 5.2.3 e das proposições 5.2.2 e 5.2.4 e o 
exame das figuras, principalmente 5.4.1, 5.4.2, 6.1.C.1 e 6.1.C.2 
pode-se concluir que: 

1- Não há indicação alguma de haver qualquer razão para se usar 
simultaneamente DF e DC ou DF e DR como elementos de diagnóstico. 

2- Deve-se preferir DF por sua capacidade de detectar problemas 
potenciais não só pelo afastamento nos x's mas também em valores 
dos y's. 
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6.2. PROGRAMA PARA C~LCULO DE DIAGNóSTICOS. 

Descreve-se e apresenta-se aqui, o proorama usado para o 
cálculo do modelo ajustado e dos diaonósticos: diaoonal da matriz 
chapéu, D de Cook, D raiz e DFFITS correspondentes aos diferentes 
conjuntos de dados considerados ·no desenvolvimento deste traba
lho. O proorama foi construido usando o Microsoft Basic; versão 
BASIC-80, Rev. 5.21. 

A utilização deste proorama é fácil, têm requerimentos míni
mos. A obtenção do modelo ajustado e dos valores dos diaonósticos 
através dele é rápida, e com boa precisão (os resultados finais 
têm quatro cifras sionificativas). 

A execução do proorama exioe apenas dar entrada dos números 
de linhas menos um (IL) e de colunas menos um (IC), da matriz de 
delineamento, dos valores da variável resposta Y(I), dos valores 
das variáveis preditoras X(I,J), começando pela primeira e em 
diante, e ajustar as dimensões aos vetores e matrizes calculados 
ao lonoo do proorama. 

Os vetores e matrizes de maior interesse, aparecem declara
dos no proorama como seoue: 

XX é a matriz produto da matriz X e sua transposta e depois a ma
triz inversa de XX. 

Z é o vetor de dos parâmetros do modelo ajustado. 

H é o vetor dos elementos da diaoonal da matriz chapéu. 

YAJ é o vetor ajustado de respostas. 

RE é o vetor de resíduos. 

DR é o vetor de valores do D raiz. 

DC é o vetor de valores do D de Cook. 

SE(2) é o vetor de valores da media quadrática de resíduos para o 
conjunto sem a i-ésima observação. 

DF é o vetor de valores do DFFITS. 

Talvez seja de interesse observar que a matriz inversa do 
produto da matriz X com sua transposta é calculada usando o ope
rador "Sweep", (GOODNIGHT, 1979), com o fim diminuir a quantidade 
de trabalho computacional e melhorar precisão dos cálculos. 
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Tendo dado entrada dos dados e comandado a execução do pro
orama, pode-se verificar atráves da tela, ou da impressora, que 
os dados introduzidos estejam corretos, para então proseouir com 
a execução do proorama. A impressão dos resultados é feita em se
quencia horizontal, com quatro resultados por linha, sempre pre
cedidos do número de ordem, menos um, que a observação correspo
dente tem no conjunto. 

o proorama listado a seouir é, pela sua vez, um exemplo da 
sua utilização. Ele contém como dados as dimensões, menos um, da 
matriz de delineamento: 20 e 3, o conjunto de observações descri
to na tabela 5.1.1 e as dimensões ajustadas às matrizes e vetores 
a serem calculados. Aparecem, depois os resultados obtidos para 
esse conjunto. 
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1000 REM *** PROGRAMA PARA O CALCULO DO MODELO DE REGRESSAO AJUSTADO E DOS DIA 
GNOSTICOS H(I), D DE COOK, D RAIZ E DFFITS *** 
l-010 
1.z de 
1020 
1030 
1040 
1050 
1060 
1070 
1080 
1090 
1100 
1110 
1120 
1130 
1140 
1150 
1160 
1170 
1180 
1190 
1200 

'1210 
1220 
1230 
1240 
1250 
1260 
1270 
1280 
1290 
1300 
1310 
1320 
1330 
1340 
1350 
1360 
1370 
1380 
1390 
1400 
1410 
1420 
1430 
1440 
1450 
1460 
1470 

REM *** Entrar o numero de linhas menos hum e de colunas menos hum da matr 
delineamento •••• 
DATA 20,3 
READ IL,IC 
REM *** Entrar os valore da variavel resposta *** 
DATA 42,37,37,28,18,18,19,20,15,14,14,13,11,12,8,7,8,8,9,15,15 
REM *** Entrar os valores do primeiro preditor *** 
DATA 80,80,75,62,62,62,62,62,58,58,58,58,58,58,50,50,50,50,50,56,70 
REM *** En~rar os valores do se9undo preditor *** 
DATA 27,27,25,24,22,23,24,24,23,18,18,17,18,19,18,18,19,19,20,20,20 
REM *** Entrar os valores do terceiro preditor *** 
DATA 89,88,90,87,87,87,93,93,87,80,89,88,82,93,89,86,72,79,80,82,91 
REM *** Entrar as dimensoes do vetores e matrizes a serem calculados *** 
DIM X(50,20) ,Y(50) ,XT(20,50) ,XX(20,20) ,W(20,50) ,H(50) ,VT(20) 
DIM YAJ(50) ,RE(50),DC(50),DR(50),SE2(50),DFT(50) 
FOR I•O TO IL 

READ Y(I) 
NEXT I 
FOR I•O TO IL 

X(I,0)•1 . 
XT(O,I)•1 

NEXT I 
REM *** Calculo da matriz transposta *** 
FOR J•1 TO IC 

FOR I•O TO IL 
READ X(I,J) 
XT(J,I)•X(I,J) 

NEXT I 
NEXT J 
REM *** Apresentacao dos dados *** 
FOR-I•O TO IL 

FOR J•1 TO IC 
PRINT USING •tlllllllll •;X(I,J); 

NEXT J 
PRINT USING •\ \111111 •;•y• •;Y(l); 
NEXT I 
CARC$ • INPUT$(1) 
REM *** Apresentacao da matriz transposta de X *** 
FOR I•O TO IC 

FOR J•O TO IL 
PRINT XT(I,J) 

NEXT J . 
NEXT I 
FOR 1•0 TO IC 

FOR K•O TO IC 
FOR J•O TO IL 

XX(l,K)•XX(l,K)+XT(I,J)*X(J,K) 
NEXT J 



1480 PRINT XX(I,K) 
1490 NEXT K 
1500 NEXT I 
1510 REM *** Calculo da matriz inversa de X'X *** 
1520 FOR K•O TO IC 
1530 GOSUB 1610 
1540 NEXT K 
1550 FOR I•O TO IC 
1560 FOR J•O TO IC 
1570 PRINT XX(I,J) 
1580 NEXT J 
1590 NEXT I 
1600 GOTO 1760 
1610 D•XX(K,K) 
1620 IF ~1E~10 ~KEN GOTO ~300 
1630 FOR J•O TO IC+1 
1640 XX(K,J)•XX(K,J)/D 
1650 NEXT J 
1660 FOR I •O TO IC+1 
1670 IF I•K THEN 1740 
1680 B•XX.(I,K) 
1690 FOR J•O TO IC+1 
1700 XX(I,J)•XX(I,J)-B*XX(K,J) 
1710 NEXT J 
1720 XX(I,K)•-B/D 
1730 XX(K,K)•1/D 
1740 NEXT"I 
1750 RETURN 
1760 TOT•O 
1770 FOR I•O TO IC 
1780 FOR K•O TO IL 
1790 FOR J•O TO IC 
1800 TOT•TOT+XX(I,J)*XT(J,K) 
1810 NEXT J 
1820 W(I,K)•TOT 
1830 PRINT W(I,K) 
1840 TOT•O 
1850 NEXT K 
1860 NEXT I 
1870 REM ••• C•lculo doa par•matroa •juat•doa *** 
1880 TOTl•O 
1890 FOR K•O TO IC 
1900 FOR I•O TO IL 
1910 TOT1•TOT1+W(K,I)*Y(I) 
1920 NEXT I 
1930 Z(K)•TOT1 
1940 PRINT Z(K) 
1950 TOTloaO 
1960 NEXT K 
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1970 LPRINT • V A L O R E S O O S P A R A M E T R O S A J U S T A O 
o s• 
1980 LPRINT 
1990 REM *** Apresentacao dos parametros ajustados *** 
2000 FOR I•O TO IC 
2010 LPRINT USING • 11 tttt.tttt •;I;Z(I); 
2020 NEXT I 
2030 LPRINT • O I A G O N A L O A M A T R I Z C H A P E u• 
2040 LPRINT 
2050 LPRINT • I H(I) I B(I) I H(I) I 
H(I)• 

2060 LPRINT 
2070 TOT2•0 
2080 FOR I•O TO IL 
2090 FOR K•O TO IC 
2100 TOT2•TOT2+X(I,K)*W(K,I) 
2110 NEXT K 
2120 H (I) •TOT2 
2130 IF I+1-4*FIX((I+1)/4)<>0 THEN GOTO 2160 
2140 LPRINT USING • tt tttt.tttt . •;I-3;H(I-3) :I-2;H(I-2):I-1;B(I-1) ;I;H(I) 
2150 PRINT 
2160 TOT2•0 
2170 NEXT I 
2180 INTI • FIX((IL+1)/4) 
2190 II•IL-4*INTI+1 
2200 IF II•O GOTO 2240 
2210 FOR I•1 TO II 
2220 LPRINT USING • ti tttt.tttt •;IL-II+I;H(IL-II+I); 
2230 NEXT I 
2240 PRINT 
2250 LPRINT 
2260 LPRINT • V A L O R E S A J U S T A D O S D E y• 
2270 LPRINT 
2280 LPRINT • I YAJ(I) I YAJ(l) I YAJ(I) I 
YAJ(I)• 

2290 LPRINT 
2300 TOT3•0 
2310 FOR I•O TO IL 
2320 FOR J•O TO IC 
2330 TOT3•TOT3+X(I,J)*Z(J) 
2340 NEXT J 
2350 YAJ(I)•TOT3 
2360 IF I+1-4*FIX((I+1)/4)<>0 THEN GOTO 2390 
2370 LPRINT USING • 11 tttt.tttt •:I-3;YAJ(I-3);I-2;YAJ(I-2);I-1;YAJ(I-1) 
; I ;YAJ (I) 
2380 PRINT 
2)90 TOTJ•O 
2400 NEXT I 
2410 IF II•O GOTO 2450 
2420 FOR I•O TO II 
2430 LPRINT USING • ti tttt.tttt •;IL-II+I;YAJ(IL-II+I) 
2440 NEXT I 
2450 LPRINT 
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2460 LPRINT " 
2470 LPRINT 
2480 LPRINT " 

RE(I)" 
2490 LPRINT 
2500 FOR I•O TO IL 

I RE (I) 

2510 RE(I)•Y(I)-YAJ(I) 

R E S I D U O S 

I RE(I) 

2520 IF I+1-4*FIX((I+1)/4)<>0 THEN ~OTO 2550 

I 

RE(I)" 

RE (l) I 

2530 LPRINT USING" tt tttt.tttt ";I-3;RE(I-3) ;I-2;RE(I-2);I-1;RE(I-1) 

PRINT 
NEXT I 

IF II•O GOTO 2610 

; I ;RE (I) 
2540 
2550 
2560 
2570 
2580 
2590 
2600 
2610 
2620 
2630 
2640 
2650 
2660 
2670 
2680 
2690 
2700 

FOR I•O TO II 
LPRINT USING " 
PRINT 

n tttt.tttt ";IL-II+I;RE(IL-II+I) 

.. 

NEXT I 
SOMAT•O 
FOR I•O TO IL 

SOMAT•SOMAT+(RE(I)A2) 
NEXT I 
S2•SOMAT/(IL-IC) 
PRINT S2 
PRINT 
LPRINT " 
LPRINT. 
LPRINT " I 

LPRINT 

DC(l) 

IJ A L O R E S DO 

I DC(l) 

~·oR I•O TO IL 
DC(I)•((RE(I)A2)*H(I))/(S2*((1-H(I))A2)*IC) 
IF I+l-4* FIX((I+1)/4)<>0 THEN GOTO 2770 

D D E 

I DC(I) I DC(I) 

2710 
2720 
2730 
2740 
2750 
;DC(I) 
2760 
2770 
2780 
2790 
2800 
2810 
2820 
2830 
2840 
2850 
2860 

LPRINT USING" 11 tt.ttAAAA ";I-3;0C(I-3) ;I-2;DC(I-2) ;I-l;DC(I-l);I 

.. 
2870 
2880 
2890 
2900 
2910 
;DR(I) 

PRINT 
NEXT I 

IF II•O GOTO 2830 
FOR I•O TO II 

LPRINT USING • • •••.•• AAAA 
PRINT 
NEXT I 

LPRINT 
LPRINT " 
LPRINT 
LPRINT- " I DR(I} I 

LPRINT 
FOR I•O TO IL 

DR(I)•(SGN(RE(I)))*(DC(I}-.5) 

";IL-II+I;DC(IL-II+I) 

IJ A L O R E S D O D 

.OR(I)- DR (I) 

IF I+1-4*FIX((I+l)/4)<>0 THEN GOTO 2930 

R A I Z" 

I DR(I) 

LPRINT USING" tt tt.tiAAAA ";I-3;DR(I-3);I-2;DR(I-2) ;I-1;DR(I-1);I 
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2920 PRINT 
2930 NEXT I 
2940 IF II•O THEN GOTO 2980 
2950 FOR I•O TO II 
2960 LPRINT USING • 11 11-IIA~AA •;IL-II+I;DR(IL-II+I) 
2970 NEXT I 
2980 LPRINT 
2990 LPRINT • V A L O R E S D A M E D I A Q U A D R A T I C A E X T E 
R NA SE(I)• 
3000 LPRINT 
3010 LPRINT .. I SE2 (I) I SE2 (I) I SE2 (I) I 

SE2 (I),. 
3020 LPRINT 
3030 FOR I•O TO IL 
3040 SE2(I)•(((IL-IC)*S2)/(IL-IC-1))-(RE(I)~2)/((IL-IC-1)*(1-H(I))) 

3050 IF I+1-4*FIX((I+1)/4)<>0 GOTO 3080 
3060 LPRINT USING ,. 11 1111.1111 .. ;I-3;SE2(I-3) ;I-2;SE2(I-2) ;I-1;SE2(I-
1);I;SE2(I) 
3070 PRINT 

·3080 NEXT I 
·3090 IF II•O GOTO 3140 
3100 FOR I•O TO II 
3110 LPRINT USING • 11 1111.1111 ,.;IL-II+I;SE2(IL-II+I); 
3120 LPRINT 
3130 NEXT I 
3140 LPRINT·• V A L O R E S DE DF F I T s• 
3150 LPRINT 
3160 LPRINT ,. I DF(I) I DF(I) I DF(I) I 

DF (I) • 
3170 LPRINT 
3180 FOR I•O TO IL 
3190 DFT(l)•(RE(I)*(H(I)A.5})/((SE2(I)~.5)*(1-H(I))) 

3200 IF I+1-4*FIX((I+1)/4)<>0 THEN GOTO 3230 
3210 LPRINT USING,. 11 1111.1111 •;I-3;DFT(I-3) ;I-2;DFT(I-2);I-1;DFT(I 
-1) ;I;DFT(I) 
3220 PRINT 
3230 NEXT I 
3240 IF II•O GOTO 3300 
3250 FOR I•O TO II 
3260 LPRINT USING • 11 1111.1111 ,.;IL-II+I;DFT(IL-II+I); 
3270 PRINT 
3280 NEXT I 
3290 LPRINT 
3300 LPRINT 'D•';D 
3310 STOP 
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V A L O R E S D O S P A R A M E T R o s A J U S T A D O S 

o -39.9200 1 o. 7156 2 1.2953 3 -0.1521 
DI A G O N A L DA M A T R I Z c·a A P E U 

I H (I) I H(I) I H(I) i H (I) 

o 0.3016 1 0.3178 2 0.1746 3 0.1285 
4 0.0522 5 o. 0775 6 0.2192 7 0.2192 
8 o .1402 9 0.2000 10 0.1550 11 0.2172 

12 0.1575 13 0.2058 14 0.1905 15 o .1311 
16 0.4121 17 0.1606 18 0.1745 19 0.0802 
20 0.2845 

V A L O R E S A J u s T A D O S D E y 

I YAJ(I) I YAJ (I) I YAJ(I) I YAJ (I) 

o 38.7649 1 38.9171 2 32.4441 3 22.3018 
4 19.7113 5 21.0066 6 21.3891 7 21.3891 
8 18.1440 9 12.7324 10 11:3633 11 10.2202 

12 12.4282 13 12.0501 14 5.6382 15 6.0946 
16 9.5196 17 8.4547 18 9.5979 19 13.5875 
19 13.5875 
20 22.2373 

R E S I D U o s RE(I) 

I RE (I) I RE(I) I RE(I) I RE(I) 

o 3.2351 1 -1.9171 2 4.5560 3 5.6982 
4 -1.7113 5 -3.0066 6 -2.3891 7 -1.3891 
8 -3.1440 9 1.2676 10 2.6367 11 2. 7798 

12 -1.4282 13 -0.0501 14 2.3618 15 0.9054 
16 -1.5196 17 -0.4547 18 -0.5979 19 1.4125 
19 1.4125 
20 -7.2373 

V A L O R E S D O D D E C O O K 

I DC(I) I DC (I) I DC(I) I DC(I) 

o 2.05E-01 "1 7.95E-02 2 l.69E-01 3 1. 74E-01 
4 5.39E-03 5 2.61E-02 6 6.50E-02 7 2.20E-02 
8 5.94E-02 9 1.59E-02 10 4.78E-02 11 8.68E-02 

12 1. 4"JE-02 13 2.60E-05 14 5.14E-02 15 4.51E-03 
16 8.73E-02 17 1.49E-03 18 2.90E-03 19 5.99E-03 
19 5.99E-03 
20 9.23E-01 
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V A L O R E s D O D R A I Z 

I DR(I) I DR(I) I DR(I) I DR(I) 

o 4..53E-01 1 -2.82E-01 2 4. .11E-01 3 4.'.17E-01 
4. -7.34.E-02 5 -1.61E-01 6 -2.55E-01 7 -1.48E-01 
8 -2.44E-01 9 1.26E-01 10 2.19E-01 11 2.95E-01 

12 -1. 20E-01 13 -5.10E-03 14 2.27E-01 15 6.72E-02 
16 -2.95E-01 17 -3.86E-02 18 -5.39E-02 19 7.74E-02 
19 7.74E-02 
20 -9.60E-..01 

V A L O R E S DA M E D I A Q U A D R A T I C A E X T E R N A SE(I) 

I SE2(I) ;I SE2(I) I SE2(I) I SE2 (I) 

-o -Hh2404 1 10-.8402 2 1.6051 3 8.84.83 
4 10.9838 5 10.564.5 6 10.7200 7 11.0224 
8 10.4584. 9 11.0513 10 1(}. 6627 11 10.5599 

12 11.0256 13 11.1767 14. 10.74.62 15 11.1179 
16 10.9314. 17 11.1615 18 11.1498 19 11.0413 
19 11.04.13 
20 6.6013 

V A L O R E S D E D F F I T S 

I DF (I) I DF(I) I DF(I) I DF (I) 

o 0.7948 1 -0.4812 2 0.7442 3 0.7879 
4 -0.1245 5 -0.2791 6 -0.4376 7 -0.2509 
8 -0.4233 9 0.2132 10 0.3763 11 0.5092 

12 -0.2026 13 -0.0086 14 0.3884 15 o .1131 
16 -0.5019 17 -0.0650 18 -0.0906 19 0.1309 
19 0.1309 20 -2.1001 
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