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Resumo

Neste trabalho estudamos os martingales no fibrado de bases e suas relações

com os martingales no fibrado tangente. Caracterizamos as aplicações harmônicas a

valores no fibrado de bases e as relacionamos com as aplicações harmônicas a valores

no fibrado tangente.

Numa segunda parte estudamos a harmonicidade das seções de um fibrado via ge-

ometria estocástica. Seja P (M,G) um fibrado principal e E(M,N, G, P ) um fibrado

associado a P (M, G). Entre outros resultados obtemos que: uma seção σ : M → E

é harmônica se, e somente se, o seu levantamento eqüivariante Fσ : P → N é ho-

rizontalmente harmônico; e se a ação à esquerda de G × N em N não fixa pontos

então não existe seção σ : M → E harmônica ou toda seção harmônica é nula.
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Abstract

Our study is about martingales in frame bundles and its relation with martingales

in fiber tangent. We caracterize the frame bundle valued harmonics applications.

Moreover, we study its relation whit fiber tangent valued harmonic applications.

The other main of our thesis is studied harmonic sections of a fiber bundle, th-

rough stochastic geometry. Let P (M, G) be a principal fiber bundle and E(M,N, G, P )

be a associate fiber to P (M,G). Our main results are: a sections σ : M → E is

harmonic if, and only if, its equivariant lift Fσ : P → N is horizontally harmonic;

If the left action of G × N in N do not have fix point then there are not sections

σ : M → E harmonic or every harmonic sections are null.
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3.1 Caracterizações de Seções Harmônicas . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4 Obstrução para existência de seções harmônicas 54
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Introdução

A fórmula de Itô, um dos pilares da análise estocástica, é o fundamento da teoria

de Schwartz. Ela garante que para qualquer semimartingale cont́ınuo X à valores

em R
n e qualquer f ∈ C2(Rn) temos que f(X) é um semimartingale e a seguinte

igualdade é válida:

f(Xt) = f(X0) +
n

∑

i=0

∫ t

0

∂

∂xi

f(Xs)dX i
s +

1

2

∫ t

0

∂

∂xi∂xj

f(Xs)d[X i, Xj]s.

Através da fórmula de Itô acima é posśıvel definir de forma consistente semimar-

tingales em variedades: um processo X à valores numa variedade diferenciável M

é dito semimartingale se para toda f ∈ C2(M) temos que f(X) é semimartingale

real.

L. Schwartz em [54] observou que, além da consistência da definição acima, a

fórmula de Itô, para um sistema de coordenadas locais (U, φ) em M , relaciona cada

semimartingale em M com o seguinte vetor de segunda ordem:

d2X = dX i
tDi + d[X i, Xj]tDij,

onde φ(x) = (x1, . . . , xn).

Utilizando a observação anterior, hoje conhecida como prinćıpio de Schwartz,

P. A. Meyer em [42] propôs uma teoria de integração estocástica de formas di-

ferenciáveis de segunda ordem ao longo de semimartingales. Esta integração es-

tocástica unifica as integrais de Itô e Stratonovich as quais foram introduzidas por

N. Wiener em [56] e desenvolvidas por K. Itô em [27].
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Introdução 2

No trabalho citado, P. A. Meyer introduz uma versão da fórmula de Itô para esta

teoria de integração. Em nosso trabalho usamos fortemente a versão da fórmula de

Itô dada por P. J. Catuogno em [10], a qual ele denominou de fórmula geométrica

de Itô: Sejam M, N variedades diferenciáveis equipadas com conexões ∇M e ∇N ,

respectivamente, e F : M → N aplicação diferenciável. Se X é um semimartingale

e θ ∈ Ω1(N) então

∫

θ dΓN

F (X) =

∫

F ∗θ dΓM

X +
1

2

∫

β∗
F θ(dX, dX),

onde βF é a forma fundamental de F .

A partir da fórmula geométrica de Itô, é fácil obter a caracterização estocástica

de aplicações harmônicas dada por J.M. Bismut em [5]: Seja F : M → N uma

aplicação diferenciável. Então F é harmônica se, e somente se, para todo movimento

Browniano B em M , F (B) é um martingale.

A fórmula geométrica de Itô, a caracterização de Bismut e os resultados como:

a fórmula de conversão entre integrais de Itô e Stratonovich, fórmula de Manabe,

entre outros, são as ferramentas que utilizamos para demonstrar os nossos resultados

sobre caracterização de martingales e aplicações harmônicas.

O nosso trabalho se divide em quatro caṕıtulos na seguinte maneira: no pri-

meiro caṕıtulo, nas seções (1.1), (1.2) e (1.3) introduzimos, respectivamente, con-

ceitos, notações e resultados em geometria diferencial, análise estocástica e teoria

de Schwartz que precisamos nos caṕıtulos posteriores. Além disso, na seção (1.4)

desenvolvemos vários resultados em teoria de Schwartz necessários posteriormente.

O mais relevante é a seguinte proposição:

Proposição 1.4.4: Se f : M × N → E é uma aplicação diferenciável então o

morfismo de Schwartz f(p,q)∗ é escrito como

f(p,q)∗ = fp∗ ⊕ fq∗ ⊕ fp∗ ⊙ fq∗.

No Caṕıtulo 2, nosso interesse é caracterizar os martingales a valores no fibrado

de bases BM e caracterizar as aplicações harmônicas com co-domı́nio BM .



Introdução 3

Na Seção 2.1, dada uma variedade diferenciável M com uma conexão ∇, intro-

duzimos os levantamentos horizontal ∇h e canônico ∇c da conexão a BM (ver por

exemplo [14]).

Na Seção 2.2, caracterizamos os martingales em BM . Seja ψ a forma conexão

em BM induzida por ∇. Nós obtemos os seguintes resultados:

Teorema 2.2.1: X é martingale com respeito à ∇h se, e somente se, πBM ◦ X é

um martingale com respeito à ∇ e
∫

ψδX +
1

2

∫

ψ ⊙ ψ(dX, dX)

é um martingale local.

Teorema 2.2.2: X é um martingale com respeito à ∇c se, e somente se, πBM ◦ X

é um martingale com respeito a ∇ e
∫

ψ δX +
1

2

∫

ψ ⊙ ψ(dX, dX) −
1

2

∫

ac (dX, dX)

é um martingale local, onde

ac
p(U, V ) = −

1

2
p−1(R(p ◦ −, πBM∗U)πBM∗V + R(p ◦ −, πBM∗V )πBM∗U)

para U, V ∈ TpBM .

Utilizando a caracterização de Bismut e os Teoremas acima temos as seguintes

caracterizações:

Teorema 2.2.3: A aplicação diferenciável F : N → BM é harmônica com respeito

a ∇h se, e somente se, πBM ◦ F é harmônica e d∗F ∗ψ − trF ∗(ψ ⊙ ψ) = 0.

Teorema 2.2.5: A aplicação diferenciável F : N → BM é harmônica com respeito

à ∇c se, e somente se, π ◦ F é harmônica e d∗F ∗ψ − trF ∗(ψ ⊙ ψ − ac) = 0.

Seja γ = (γ1, . . . , γn) uma curva diferenciável a valores no fibrado de bases BM .

Como aplicação dos teoremas acima, demonstramos as caracterizações dadas por

L.A. Cordero e M. De Leon em [13] e K. Mok em [44], respectivamente, para γ ser

geodésica em BM .

Corolário 2.2.4: γ é geodésica com respeito à ∇h se, e somente se, πBM ◦ γ é

geodésica com respeito à ∇ e ∇2γi = 0 para i = 1, ..., n.
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Corolário 2.2.6: γ é geodésica com respeito à ∇c se, e somente se, π◦γ é geodésica

com respeito à ∇ e γi é um campo de Jacobi ao longo de π ◦ γ para i = 1, ..., n.

Na Seção 2.3, assumimos que o fibrado tangente TM está equipado com os

levantamentos horizontal ∇H e canônico ∇C (ver por exemplo [61]) e mostramos as

seguintes relações entre martingales em BM e TM :

Teorema 2.3.2: Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão simétrica

∇. Seja Xt = (X1
t , . . . , Xn

t ) um semimartingale em BM . Então

1. Xt é martingale em BM com respeito a ∇h se, e somente se, para todo i =

1, . . . , n, X i
t é martingale em TM com respeito a ∇H .

2. Xt é martingale em BM com respeito a ∇c se, e somente se, para todo i =

1, . . . , n, X i
t é martingale em TM com respeito a ∇C.

Teorema 2.3.3: Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão simétrica

∇. Sejam Xt = (X1
t , . . . , Xn

t ) um semimartingale em BM e r = (r1, . . . , rn) ∈ R
n.

Então

1. Xt é martingale em BM com respeito a ∇h se, e somente se,
∑n

i=1 riX
i
t é

martingale em TM com respeito a ∇H , para todo r ∈ R
n.

2. Xt é martingale BM com respeito a ∇c se, e somente se,
∑n

i=1 riX
i
t é mar-

tingale em TM com respeito a ∇C, para todo r ∈ R
n.

Utilizando a caracterização de Bismut e os teoremas acima conseguimos a se-

guinte relação entre aplicações harmônicas em BM e TM :

Teorema 2.3.4: Sejam N uma variedade Riemanniana com a métrica g, M uma

variedade equipada com uma conexão simétrica ∇ e f1, . . . fn : N → TM aplicações

linearmente independentes. Então para aplicação F (x) = (f1(x), . . . , fn(x)) temos

que:

1. F é harmônica com respeito a ∇h se, e somente se, para todo i = 1, . . . , n, fi

é harmônica com respeito a ∇H .
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2. F é harmônica com respeito a ∇h se, e somente se,
∑n

i=0 fi é harmônica com

respeito a ∇H .

3. F é harmônica com respeito a ∇c se, e somente se, para todo i = 1, . . . , n, fi

é harmônica com respeito a ∇C.

4. F é harmônica com respeito a ∇C se, e somente se,
∑n

i=0 fi é harmônica com

respeito a ∇c.

Nos Caṕıtulos 3 e 4, consideramos que P (M, G) é um fibrado principal e E(M,N,G, P )

é um fibrado associado a P (M, G) com fibra N . Sabemos que sob estas hipóteses

temos o seguinte diagrama comutativo:

P

πP

²²

P × N
π1oo

µ

²²

M E.πE

oo

Suponha que M é uma variedade Riemanniana e E está equipado com uma

conexão ΓE. Dada uma seção σ da projeção πE, estudaremos no Caṕıtulo 3 condições

que garantam a harmonicidade de σ. Denotamos por Fσ o levantamento eqüivariante

associado a seção σ (ver (1.3) abaixo). O nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 3.1.6: σ é uma seção harmônica se e somente se Fσ é horizontalmente

harmônica

Seja X um semimartingale a valores em E, dizemos que X é um martingale

vertical se dEX é vertical. Além do Teorema 3.1.6 conseguimos duas caracterizações

estocásticas para harmonicidade de σ e de seu levantamento eqüivariante Fσ:

Teorema 3.1.7: σ é uma seção harmônica se, e somente se, para todo movimento

Browniano em M , σ(B) é um martingale vertical em E;

Teorema 3.1.8: Fσ é horizontalmente harmônica se, e somente se, para todo mo-

vimento Browniano horizontal Bh em P , Fσ(Bh) é martingale em N .

No último caṕıtulo, fazemos aplicações das caracterizações de seções harmônicas

acima. Na seção 4.1 introduzimos os conceitos de não-confluência de martingales,
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acoplagem browniana e coalescência de processos, os quais são utilizados para mos-

trar os seguintes resultados da Seção 4.2:

Teorema 4.2.5: Sejam P (M,G) um fibrado principal com grupo G munido da

métrica Kaluza-Klein k e da forma conexão ψ e E(M, N, G, P ) um fibrado associado

a P . Suponha que a fibra N tem a propriedade de não confluência e que G tem a

propriedade de acoplagem Browniana. Então segue os seguintes resultados:

(i) Se σ : M → E é uma seção harmônica então a aplicação Fσ é constante sobre

as fibras de P .

(ii) Se existe uma seção harmônica σ : M → E então cada fibra de P gera um único

ponto fixo à ação à esquerda de G em N .

(iii) Se a ação à esquerda de G em N não fixa pontos então não existem seções

harmônicas de M em E.

Teorema 4.2.6: Sejam P (M,G) um fibrado principal com grupo G munido da

métrica Kaluza-Klein k e da forma conexão ψ e E(M, N, G, P ) um fibrado associado

a P . Suponha que a fibra N tem a propriedade não confluência e que M e G têm a

propriedade de acoplagem Browniana. Então segue os seguintes resultados:

(i) Se σ é uma seção harmônica σ : M → E então a aplicação Fσ é constante sobre

P .

(ii) Se existe uma seção harmônica σ : M → E então P gera um único ponto fixo

à ação à esquerda de G em N .

Por fim, na Seção 4.3 fazemos aplicações dos resultados dos Caṕıtulos 3 e 4 ao

fibrado adjunto adP e aos fibrados de Hopf.



Caṕıtulo 1

Conceitos e notações para

geometria estocástica

Neste caṕıtulo, nas seções 1.1, 1.2 e 1.3 introduzimos os conceitos, notações e

resultados em geometria diferencial, análise estocástica, e teoria de Schwartz que

precisaremos nos caṕıtulos posteriores.

Na seção 1.4 desenvolvemos resultados no contexto de teoria de Schwartz ne-

cessários para construção dos caṕıtulos seguintes.

1.1 Geometria Diferencial

Iniciamos relembrando alguns fatos em geometria diferencial. Nós usamos li-

vremente conceitos e notações de S. Kobayashi and N. Nomizu [34], R.L., Bishop

e Crittenden [6] e W. Poor [50]. Através desta tese todos os entes geométricos

como variedades, funções e aplicações serão de classe C∞, e os denominaremos de

diferenciáveis.

Definição 1.1.1 Sejam M uma variedade diferenciável e G um grupo de Lie. Um

fibrado principal sobre M com grupo G consiste de uma variedade diferenciável P e

uma ação de G sobre P satisfazendo as seguintes condições:

7



Seção 1.1 · Geometria Diferencial 8

1. G age livremente em P à direita: (u, a) ∈ P × G → ua = Rau ∈ P .

2. M é o espaço quociente de P pela relação de equivalência induzida por G,

M = P/G, e a projeção canônica πP : P → M é diferenciável.

3. P é localmente trivial, isto é, todo ponto x ∈ M tem uma vizinhança U tal

que π−1
P (U) é isomorfo a U × G no sentido que existe um difeomorfismo ϕ :

π−1
P (U) → U × G tal que ϕ(u) = (πP (u), φ(u)) onde φ é uma aplicação de

π−1
P (U) em G satisfazendo φ(ua) = φ(u)a para todo a ∈ G.

Denotamos por P (M,G) o fibrado principal P sobre M com grupo G.

Por simplicidade de notação, escreveremos π em vez πP . Para cada ponto x ∈ M

temos a subvariedade π−1(x) de P , a qual é denominada fibra sobre x.

Seja u ∈ P tal que π(u) = x. O espaço vetorial ker(πu∗), tangente a fibra π−1(x),

será denotado por V TuP e denominado por espaço vertical em u. Observamos que

V TuP é um subespaço de TuP . Todo vetor em V TuP será denominado vertical.

Denotamos a álgebra de Lie associada a G por g. A cada A ∈ g associamos o

campo de vetores fundamental correspondente a A, denotado por A∗, definido por

A∗
u = u∗(e)(A) onde u é considerado como a aplicação u : G → P , u(g) = u ◦ g e e

é a identidade de G. Observamos que A∗
u é um vetor vertical.

Exemplo: Seja M uma variedade diferenciável e TM seu fibrado tangente. O fi-

brado de bases lineares de M , denotado por BM , consiste de todos os isomorfismos

lineares u : R
n → TxM para algum x ∈ M , com projeção π : BM → M dada por

π(u) = x. Seja g : R
n → R

n um isomorfismo linear, resulta que u ◦ g : R
n → TxM

também pertence a BM . Agora, um cálculo simples mostra que a ação de GL(n, R)

em BM dada pela composição u ◦ g é uma ação à direita livre. Portanto, o fibrado

de bases BM é um fibrado principal sobre M com grupo GL(n, R).

Sejam P (M, G) um fibrado principal com grupo G e N uma variedade dife-

renciável tal que G age à esquerda em N . Então G age à direita em P × N da
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seguinte maneira:

(p, ξ)g = (pg, g−1ξ).

Seja ∼ a relação de equivalência dada pela ação. Denote por E(M, N, G, P ), ou

simplesmente por E, o espaço quociente (P × N)/ ∼.

Definição 1.1.2 Chamamos E(M, N,G, P ) de fibrado sobre M , com fibra N e

grupo G, o qual é associado ao fibrado principal P , ou simplesmente de fibrado

associado a P .

Denote por µ a projeção canônica de P×N em E e defina a projeção πE : E → M

por

πE(µ(u, ξ)) = π(u). (1.1)

Desta construção conseguimos o seguinte diagrama comutativo:

P

π

²²

P × N
π1oo

µ

²²

M E.πE

oo

(1.2)

Dada uma seção σ : M → E existe um único levantamento eqüivariante Fσ :

P → N de σ definido por

Fσ(p) = µ−1
p ◦ σ ◦ π(p), (1.3)

e vice-versa, onde, para cada p ∈ P , a aplicação µp : N → E dada por µp(q) = µ(p, q)

é um isomorfismo sobre sua imagem. A eqüivariancia de Fσ é no seguinte sentido:

Fσ(p · a) = a−1 · Fσ(p)

Exemplo: Seja Tr
s(R

n) o espaço de tensores do tipo (r, s) sobre o R
n. Defina a

aplicação de Gl(n, R) × Tr
s(R

n) em Tr
s(R

n) por

(g,X1 ⊗ . . . Xn ⊗ θ1 ⊗ . . . ⊗ θn) → (gX1) ⊗ . . . (gXn) ⊗ (gθ1) ⊗ . . . ⊗ (gθn).

Um cálculo simples mostra que Gl(n, R) age à esquerda em Tr
s(R

n). Portanto, Tr
s(M)

é um fibrado associado a BM .
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Observação: Dois casos particulares do exemplo acima são os fibrados tangente

TM e cotangente T ∗M da variedade diferenciável M .

Definição 1.1.3 Seja P (M,G) um fibrado principal sobre M com grupo G. Uma

familia de aplicações diferenciáveis H := {Hu, u ∈ P} é dita um levantamento

horizontal em P se

1. Hu : Tπ(u)M → TuP ,

2. πu∗ ◦ Hu = IdTπ(u)M ,

3. a aplicação u → HuA é uma aplicação diferenciável, onde A é uma seção

arbitrária de TM .

Pelo segundo ı́tem, todo vetor U ∈ TuP pode ser escrito unicamente como

U = V + W, onde V ∈ HTuP e W ∈ V TuP.

Nós chamaremos V (resp. W ) de componente horizontal (resp. vertical) de U e

denotaremos este por hU (resp. vU).

Daqui por diante toda forma diferencial de grau 1 será chamada de forma de

primeira ordem.

Definição 1.1.4 Seja P (M, G) um fibrado principal sobre M com grupo G equipado

com um levantamento horizontal H. A forma de primeira ordem ψ de P em g

definida por

ψ(Uu) = A,

onde vUu = A∗
u, é dita forma conexão de P dada por H.

Isto é claro que, U é horizontal se, e somente se, ω(U) = 0.



Seção 1.1 · Geometria Diferencial 11

Observação: Toda forma conexão ψ de P satisfaz o seguinte: ψ(A∗) = A, A ∈ g e

R∗
aψ = ad(a−1)ψ, onde ad : G → Gl(g) é adjunta de G em g. Ao contrário, se existe

uma forma de primeira ordem ψ de P em g que satisfaz estas condições, então ψ

gera um levantamento horizontal H em P definido por

Hu(X) = U, onde πu∗(U) = X e ψ(U) = 0,

tal que ψ é a forma conexão dada por H.

Sejam P (M, G) um fibrado principal com grupo G e E(M, N, G, P ) um fibrado

associado a P . Dado um levantamento horizontal H em P definimos o levantamento

horizontal HE em E associado a H como

HE
π(u) = µξ∗Hu

onde π(u) = πE(µ(u, ξ)) e, para cada ξ ∈ N , a aplicação µξ : P → E é dada por

µξ(u) = µ(u, ξ). Isto é claro que πE ◦ HE = IdTM e HE
π(u)A é diferenciável, onde A

é qualquer seção de TM .

Observação: Seja BM o fibrado de bases e E(M,N, GL(n, R), BM) um fibrado

associado a P tal que a fibra N seja um espaço vetorial. Se H é um levantamento

horizontal em BM então existe uma conexão ∇ em M associado a H. Ver [34] para

mais detalhes. Ao contrário, sejam ∇ uma conexão em M e γ : [0, 1] → M uma

curva diferenciável em M , o levantamento horizontal de γ para BM pode ser escrito

como a composição

γh
p (t) := P∇

t,0(α) ◦ p,

onde P∇
t,s(α) : Tα(s)M → Tα(t)M é o transporte paralelo da curva γ.

Seja BM o fibrado das bases equipado com uma forma conexão. A forma

canônica θ : TBM → R
n é definida por θ(Up) = p−1π∗(Up), a forma curvatura

é uma forma diferencial de grau 2 de BM a valores em gl(n, Rn) definida por

Ω(U, V ) = dψ(hU,hV ) e a forma torção é uma forma diferencial de grau 2 em BM
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a valores em R
n definida por Θ(U, V ) = dθ(hU,hV ), onde d denota o diferencial

exterior.

O tensor curvatura R e tensor torção T são definidos por

R(X,Y )Z = p(Ω(H(X), H(Y ))(p−1Z)) e

T (X,Y ) = p−1(Θ(H(X), H(Y ))),

onde X, Y e Z pertencem a Tπ(p)M . A conexão ∇ em M associada a forma conexão

ψ em BM é dita simétrica se T = 0.

Sejam γ uma geodésica em M com respeito a ∇ e J um campo de vetores ao

longo de γ. Lembramos que J é um campo de Jacobi ao longo da geodésica γ se J

satisfaz a seguinte equação diferencial de segunda ordem.

∇2J + R(J, γ̇)γ̇ = 0. (1.4)

Veja [7] ou [25] para uma abordagem completa sobre campos de Jacobi.

1.2 Análise Estocástica

Nesta seção lembramos alguns fatos básicos de análise estocástica, usamos li-

vremente conceitos e notações de N. Ikeda e S. Watanabe [26], P. Protter [51], B.

Oksendal [48], Revuz e Yor [52] e E. Hsu [24]. Para todo este trabalho, assumiremos

um espaço de probabilidade completo (Ω,F , P) equipado com uma filtração (Ft)t≤0.

Por filtração entendemos uma famı́lia de σ-álgebras Ft crescente: Fs ⊂ Ft se s ≤ t.

Além disso, assumiremos as seguintes hipóteses:

1. cada Ft é completa com respeito a P, isto é, se A,B ∈ Ft tal que A ⊂ B e

P(B) = 0 então A ∈ Ft.

2. Ft é continua à direita: Ft = ∩s>tFs.

Denotaremos por E a esperança associada a probabilidade P e por E[·|Ft] a

esperança condicional de E com respeito a filtração Ft.
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Um processo estocástico real é uma aplicação X : Ω × [0,∞) → R tal que,

para todo t ∈ [0, t), Xt é uma variável aleatória. O processo X é dito adaptado se

Xt ∈ Ft.

As trajetórias do processo estocástico X são as aplicações X(ω) : [0,∞) →

R, para todo ω ∈ Ω. Diremos que o processo X é cont́ınuo se suas trajetórias

são continuas quase certamente, e que X é um processo de variação finita se suas

trajetórias são de variação finita quase certamente.

Daqui por diante, assumiremos que todos os processos estocástico são

adaptados e cont́ınuos.

Uma variável aleatória T : Ω → R é um tempo de parada se o evento {T ≤

t} ∈ Ft, para todo t ≥ 0. O exemplo clássico de tempo de parada é o tempo de

entrada de X num boreliano A definido como T (ω) := inf{t > 0; Xt ∈ A}. Se S e

T são tempos de parada então S ∧ T := min(S, T ) e S ∨ T := max(S, T ) também

são tempos de parada.

Os processo mais importantes para análise estocástica são os movimentos Brow-

nianos, martingales, martingales locais e semimartingales. No que segue relembra-

mos suas definições.

Definição 1.2.1 Um processo estocástico (Bt)t≥0 a valores em R
n é um movimento

Browniano standard se

1. para s ≤ t < ∞, Bt −Bs é independente de Fs (incrementos independentes do

passado);

2. para s ≤ t < ∞, Bt − Bs é variável aleatória Gaussiana com média zero e

variância t − sI, onde I é a matriz identidade.

Definição 1.2.2 Um processo estocástico real (Xt)t≥0 é chamado martingale com

respeito à filtração (Ft)t≥0 se

1. Xt é integrável para cada t ∈ [0,∞);

2. E(Xt|Fs) = Xs, q. c., para todo s, t ∈ [0,∞) tal que s < t.
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Exemplo: Dado Y uma variável aleatória real tal que E(Y ) < ∞, o processo

aleatório

Xt = E(Y |Ft) (1.5)

é martingale com respeito a filtração Ft.

Definição 1.2.3 Um processo estocástico real X = (Xt)t≥0 em (Ω,F , P) é chamado

um martingale local com respeito a (Ft) se existe uma seqüencia de tempos de parada

τn com respeito a (Ft) tais que σn < ∞, σn ↑ ∞ e Xn = X(t∧ σn) é um martingale

com respeito a (Ft) para cada n = 1, 2, . . ..

Definição 1.2.4 Um processo estocástico real Z é chamado de semimartingale se

existem um martingale local X e um processo de variação finita Y tais que X0 =

Y0 = 0 e Z = X + Y .

Seja π = {0 = s0 < s1 < s2 < . . .} uma partição em R+ com limn→∞sn = ∞.

Para tal partição π seja |π| = supi|Ti+1 − Ti| o máximo de π e s ∧ t := min{s, t}.

Definição 1.2.5 Seja Z um semimartingale. Para cada processo estocástico real X

continuo e adaptado definimos a integral estocástica de Itô como

∫ t

0

XsdZs = lim
|π|→0

∞
∑

i=0

(Xsi
)(Zs∧si+1

− Zs∧si
);

e a integral estocástica de Stratonovich como

∫ t

0

XsδZs = lim
|π|→0

∞
∑

i=0

1

2
(Xsi

+ Xsi+1
)(Zs∧si+1

− Zs∧si
).

Observação: Os limites acima são em probabilidade e existem (ver por exemplo

[48]).
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A variação quadrática de semimartingales [X,Z] é dada pela fórmula de mu-

dança de Itô para Stratonovich:
∫ t

0

XsδZs =

∫ t

0

XsdZs +
1

2
[X,Z]t. (1.6)

A partir da integral de Itô conseguimos uma fórmula de mudanças de coordena-

das em R
n, denominada Fórmula de Itô. Seu valor está na imensa quantidade de

aplicações e resultados que se obtém a partir dela.

Teorema 1.2.6 (fórmula de Itô) Sejam X = (X1, . . . , Xn) um semimartingale a

valores em R
n e f : R

n −→ R uma aplicação C2. Então f(X) é um semimartingale

e a seguinte fórmula vale:

f(Xt) = f(X0) +
n

∑

i=0

∫ t

0

∂

∂xi

f(Xs)dX i
s +

1

2

∫ t

0

∂

∂xi∂xj

f(Xs)d[X i, Xj]s.

Demonstração: Ver por exemplo [26], [48], [51] ou [52].

A seguir introduzimos os semimartingales nas variedades diferenciáveis.

Definição 1.2.7 Um processo estocástico X a valores em M é chamado de semi-

martingale em M se f(X) é um semimartingale real para toda f ∈ C∞(M).

Observamos que a fórmula de Itô garante o sentido da definição acima.

Uma equação estocástica (no sentido de Stratonovich) na variedade diferenciável

M é uma expressão do tipo:

dXt = Vα(Xs)δZ
α
t , (1.7)

onde V1, . . . , Vn são campos de vetores em M e Z = (Z1, . . . , Zn) é um semimartin-

gales a valores em R
n.

Definição 1.2.8 Dizemos que Xt é solução da equação estocástica (1.7) acima se

para toda f ∈ C0(M)1 a seguinte equação integral estocástica é satisfeita:

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

Vαf(Xs)δZ
α
t .

1C0(M) é o espaço das funções cont́ınuas com suporte compacto.



Seção 1.3 · Teoria de Schwartz e Geometria Estocástica 16

A existência e unicidade de soluções para equação estocástica (1.7) tem um

tratamento completo em [24] e [26].

Seja P (M, G) um fibrado principal sobre M com grupo G equipado com um

levantamento horizontal H. Seja X um semimartingale em M . O levantamento

horizontal de X para P , denotado por Xh, é um semimartingale em P que é solução

da seguinte equação estocástica:

dXh
t = HXt

δXt, Xh
0 = u, (1.8)

onde em u ∈ P tal que π(u) = X0. A existência e unicidade do levantamento de

semimartingales para um fibrado principal é tratado em [55].

1.3 Teoria de Schwartz e Geometria Estocástica

Nesta seção lembramos os conceitos de Teoria de Schwartz segundo os resultados

de L. Schwartz [54], P. Meyer [42] e [43] e M. Emery [20], [21] e [22].

Sejam M uma variedade diferenciável e x ∈ M . O espaço tangente de segunda

ordem em x, τxM , é o espaço vetorial de todos os operadores diferenciáveis em x de

no máximo ordem 2 sem termo constante. Seja (U, xi) um sistema de coordenadas

locais em torno de x, então todo L ∈ τxM pode ser escrito de forma única como:

L = aiDi + aijDij,

onde aij = aji, Di =
∂

∂xi
e Dij =

∂

∂xi∂xj
são operadores diferenciais em x. Os

elementos τxM são chamados de vetores de segunda ordem em x.

Se A e B são campos de vetores de primeira ordem então AB é um campo de

vetores de segunda ordem. Inversamente, todo campo de vetor de segunda ordem

pode ser escrita como uma soma finita de campos da forma AB e C, onde A,B e C

são campos de vetores de primeira ordem.

O dual de τxM é τ ∗
xM , e todo elemento Θ em τ ∗

xM é chamado de forma de

segunda ordem em x. O exemplo fundamental é o seguinte: seja f ∈ C∞(M), o
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operador diferencial de segunda ordem d2f : τxM → R é definido como d2f(L) =

L(f). A partir de d2, definimos para f, g ∈ C a seguinte forma de segunda ordem:

df · dg =
1

2
(d2(fg) − fd2g − gd2f). (1.9)

Assim, toda forma de segunda ordem Θ em x pode ser escrita de maneira única

como:

Θ(x) = Θi(x)d2xi + Θij(x)dxi · dxj,

onde Θij = Θji e {d2xi, dxi · dxj : i ≤ j} é a base dual de {Di, Dij : i ≤ j}.

Uma forma de extender θ ∈ T ∗
xM para uma forma de segunda ordem é através

do operador de Stratonovich δ, o qual é definido localmente por

δθ = θid
2xi + dθi · dxj,

onde θ = θidxi na carta local (U, xi) em M .

A união disjunta de τM =
⋃

x∈M τxM (respectivamente τ ∗M =
⋃

x∈M τ ∗
xM)

é equipada canonicamente com uma estrutura de fibrado vetorial sobre M , este é

chamado de fibrado tangente de segunda ordem (respectivamente fibrado cotangente

de segunda ordem).

Observação: Seja P (M,G) um fibrado principal sobre uma variedade diferencial

M com grupo G. P. Catuogno em [11] define um levantamento horizontal para te-

oria de segunda ordem análogo ao levantamento horizontal (Definição 1.1.3). Além

disso, se X é um semimartingale em M ele demonstra a existência e unicidade de

um levantamento horizontal de X para P equivalente a (1.8), denotado também por

Xh, para teoria de segunda ordem.

Dada uma aplicação diferenciável F : M → N e L ∈ τxM . A diferencial de F ,

F∗(x) : τxM → τF (x)N , é dada por

F∗(x)L(f) = Lx(f ◦ F ),

onde f ∈ C∞(N). O pull-back da forma de segunda ordem θ ∈ τ ∗
F (x)N , F ∗(x)θ ∈

τ ∗
xM , é dado por

〈F ∗(x)θ, L〉 = 〈θ, F∗(x)L〉,
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onde L ∈ τxM .

Seja L uma seção diferenciável de τM . O operador quadrado do campo associado

a L, denotado por QL, é o tensor simétrico dado por

QL(f, g) =
1

2
(L(fg) − fL(g) − gL(f)),

onde f, g ∈ C∞(M). Seja x ∈ M , consideramos Qx : τxM → TxM ⊙ TxM como a

aplicação linear definida por

Qx(L = aiDi + aijDij) = aijDi ⊙ Dj.

Definição 1.3.1 Seja M e N variedades e tome x ∈ M e y ∈ N . Uma aplicação

linear F : τxM → τyN é chamada um morfismo de Schwartz se

1. F (TxM) ⊂ TyN e

2. para todo L ∈ τxM temos que Q(FL) = (F ⊗ F )(QL).

Para conveniência do leitor provamos o seguinte resultado de M. Emery [21] o

qual será usado depois.

Lema 1.3.2 Uma aplicação F : τxM → τyN é um morfismo de Schwartz se, e

somente se, existe uma aplicação diferenciável φ : M → N com φ(x) = y tal que

F = φx∗.

Demonstração: Seja φ : M → N uma aplicação diferenciável com φ(x) = y.

Obviamente, temos que φx∗TxM ⊆ TyN . Seja L ∈ τxM , então temos que

Q(φx∗L)(g, h) = QL(g ◦ φ, h ◦ φ) = φx∗ ⊗ φx∗(QL)(g, h),

onde g, h ∈ C∞(N). Portanto, conclúımos que φx∗ é um morfismo de Schwartz.

Inversamente, seja F : τxM → τyN um morfismo de Schwartz e sejam (U, xi) e

(V, yλ) sistemas de coordenadas locais em torno de x e y, respectivamente. Então F

verifica

F (Di) = Fα
i Dα e F (Dij) = Fα

ij +
1

2
(Fα

i F β
j + Fα

j F β
i )Dαβ.
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Como existe uma aplicação φ : M → N tal que

Diy
α ◦ φ(x) = F α

i , Dijy
α ◦ φ(x) = Fα

ij ,

temos que a proposição é válida.

Sejam Θ uma forma de segunda ordem em M e b uma seção de T2
0(M), ambas

definidas ao longo de X. Com respeito a carta (U, xi) em M temos que Θ =

Θid
2xi +Θijdxi · dxj e bx = bijdxi ⊗ dxj, onde Θi, Θij = Θji e bij são funções em M .

A integral estocástica de Θ ao longo de um semimartingale X é definida, localmente,

por
∫ t

0

Θd2X =

∫ t

0

Θi(Xs)dX i
s +

∫ t

0

Θij(Xs)d[X i, Xj]s;

e a integral quadrática de b ao longo de X por

∫ t

0

b (dX, dX) =

∫ t

0

bij(Xs)d[X i, Xj]s.

Segue de imediato que se bs é a parte simétrica da forma bilinear b então

∫ t

0

b (dX, dX) =

∫ t

0

bs (dX, dX).

Seja F : M → N uma aplicação diferenciável. Em termos do pull-back de

F as integrais estocástica e quadrática se comportam bem. De fato, sejam X um

semimartingale em M , Θ ∈ τ ∗
F (X)N e b ∈ T2

0(N), ambas definidas ao longo de F (X),

então
∫ t

0

F ∗Θd2X =

∫ t

0

Θd2F (X). (1.10)

e
∫ t

0

b (d(F ◦ X), d(F ◦ X)) =

∫ t

0

(F ∗ ⊗ F ∗)b(dX, dX). (1.11)

P. Meyer em [42] mostrou que para cada conexão ∇ numa variedade diferenciável

M existe uma seção ΓM do fibrado vetorial Hom(τM, TM) tal que ΓM |TM = IdTM

e ΓM(AB) = ∇s
AB, onde ∇s é a conexão simétrica associada a ∇ e A,B ∈ TM .

Nós também denominaremos ΓM por conexão em M .
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Seja θ uma forma de primeira ordem ao longo do semimartingale X em M . A

integral de Stratonovich em M é definida por

∫ t

0

θδX :=

∫ t

0

δθd2X (1.12)

e a integral de Itô é definida por

∫ t

0

θdMX =

∫ t

0

θd∇X :=

∫ t

0

ΓM∗θd2X. (1.13)

Utilizando coordenadas locais, se deduz, como no caso real (ver (1.6)), uma fórmula

de conversão entre as integrais de Stratonovich e Itô na variedade M :
∫

θδX =

∫

θdMX +
1

2

∫

∇θ(dX, dX). (1.14)

A partir da fórmula de Itô e do principio de Schwartz se define processos em uma

variedade M correspondentes aos martingales e aos movimento Brownianos em R.

Devida a sua importância a seguir explicitamos suas definições.

Definição 1.3.3 Seja M uma variedade diferenciável equipada com a conexão ΓM .

Um semimartingale X é dito um martingale com respeito a ΓM se
∫ t

0
θ dMX é

martingale local, para toda θ ∈ T ∗M .

Definição 1.3.4 Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g. Seja B um

semimartingale a valores em M , dizemos que B é um movimento Browniano em M

se B é um martingale com respeito a conexão Levi-Civita e para qualquer seção b

de T2
0(M) temos que

∫ t

0

b(dB, dB) =

∫ t

0

tr bBs
ds. (1.15)

Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g. Se B é um movimento

Browniano em M então da fórmula de conversão (1.14) e de (1.15) temos a fórmula

de Manabe:
∫ t

0

θδB =

∫ t

0

θdMB −
1

2

∫ t

0

d∗θBs
ds. (1.16)

onde d∗ é o operador co-diferencial.
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Seja M uma variedade diferenciável. Suponhamos que TM = V TM ⊕ HTM ,

onde V TM é a parte vertical e HTM é a parte horizontal de TM , respectivamente.

Seja θ uma forma de primeira ordem em M . Dizemos que θ é uma forma vertical

em M se θ restrito a HTM se anula, do que segue a seguinte definição.

Definição 1.3.5 Seja M uma variedade diferenciável equipada com a conexão ΓM e

tal que TM = V TM ⊕HTM . Um semimartingale X é dito um martingale vertical

com respeito a ΓM se, para toda forma vertical θ em M ,
∫ t

0
θ dMX é martingale

local.

No caso que τM = V τM ⊕ W , onde V τM é a parte vertical e W é subespaço

complementar de V TM , uma forma de segunda ordem Θ em M é dita forma vertical

de segunda ordem se Θ restrito a W se anula.

Definição 1.3.6 Sejam M e N variedades munidas com conexões ΓM e ΓN , respec-

tivamente, e F : M → N uma aplicação diferenciável. A seção αF de τ ∗M ⊗F ∗TN

é definida por

αF = ΓN ◦ F∗ − F∗ ◦ ΓM .

A forma fundamental de F , denotada por βF , é a única seção de (TM ⊙ TM)∗ ⊗

F ∗TN tal que αF = βF ◦Q. A aplicação F é dita afim se sua forma fundamental é

nula, i.e., βF = 0.

No caso que (M, g) é uma variedade Riemanniana e ΓM é a conexão Levi-Civita,

o campo de tensão de F , τF : M → TN é dado por

τF = trβF .

A aplicação F é dita harmônica com respeito a ΓN se seu campo de tensão é nulo,

i.e., τF = 0.

Existem algumas versões para a fórmula de Itô em variedades (ver por exemplo

[22], [24] e [42]). Para nosso trabalho, a versão demonstrada por P. Catuogno em

[10] é o coração de nossos principais resultados. Por esta razão, escreveremos a prova

desta fórmula, a qual é denominada fórmula geométrica de Itô.
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Teorema 1.3.7 (fórmula geométrica de Itô) Sejam M e N duas variedades di-

ferenciáveis equipadas com conexões ΓM e ΓN , respectivamente, e F : M → N uma

aplicação diferenciável. Seja X um semimartingale em M e θ uma forma de pri-

meira ordem N . Então
∫

θ dNF (X) =

∫

F ∗θ dMX +
1

2

∫

β∗
F θ(dX, dX)

Demonstração: Calculemos

∫

θ dNF (X) =
∫

(ΓN)∗θ d2F (X)

=
∫

F ∗(ΓN)∗θ d2X

=
∫

F ∗(ΓN)∗θ d2X +
∫

(ΓM)∗F ∗θ d2X −
∫

(ΓM)∗F ∗θ d2X

=
∫

(ΓM)∗F ∗θ d2X +
∫

(

F ∗(ΓN)∗θ − (ΓM)∗F ∗θ
)

d2X

=
∫

F ∗θ dMX +
∫

α∗
F θ d2X

=
∫

F ∗θ dMX + 1
2

∫

β∗
F θ(dX, dX),

onde utilizamos a fórmula (1.10) na segunda linha. A última igualdade é uma con-

seqüência do lema abaixo.

Lema 1.3.8
∫

α∗
F θ d2X = 1

2

∫

β∗
F θ(dX, dX)

Demonstração: Pela definição de βF , temos que

1

2

∫

β∗
F θ(dX, dX) =

∫

Q∗β∗
F θ d2X =

∫

(βF ◦ Q)∗θ d2X =

∫

α∗
F θ d2X.

A primeira igualdade segue da Proposição 6.31 em [20].

Proposição 1.3.9 Seja M e N variedades diferenciáveis equipadas com conexões

ΓM and ΓN , respectivamente, e F : M → N uma aplicação diferenciável. Então F

é afim se, e somente se, para toda martingale X com respeito a ΓM , F (X) é um

martingale com respeito a ΓN .
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Demonstração: Isto é direto da definição de martingale, aplicação afim e fórmula

geométrica de Itô.

O desenvolvimento de nossos resultados em aplicações harmônica é devido a

caracterização estocástica destas dada por J. Bismut em [5].

Proposição 1.3.10 (caracterização de Bismut) Sejam M uma variedade Rie-

manniana com métrica g, N uma variedade diferenciável com conexão ΓN e F :

M → N uma aplicação diferenciável. Então F é harmônica com respeito a ΓN se, e

somente se, para todo movimento Browniano B em M , F (B) é um martingale com

respeito a ΓN .

Demonstração: Isto segue da definição de martingale, de (1.15) e da fórmula

geométrica de Itô.

1.4 Alguns resultados úteis

Nesta seção desenvolvemos alguns resultados em Teoria de Schwartz. Estes re-

sultados serão úteis para construção dos caṕıtulos seguintes.

Dados A e B campos de vetores de primeira ordem em M , chamamos {A,B} =
1
2
(AB + BA) o anti-comutador dos campos de vetores A e B em M . Observamos

que {A,B} é um campo de vetores de segunda ordem em M . Denotamos o conjunto

dos anti-comutadores em τM por AC(M).

Lema 1.4.1 AC(M) é isomorfo a TM ⊙ TM .

Demonstração: Defina a aplicação Q̄ : TM ⊙ TM → τM por

Q̄(A ⊙ B) = {A,B}.
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Isto é suficiente mostrar que Q
∣

∣

AC(M) e Q̄ são inversas. Observamos que Q(AB) =

A ⊙ B. Utilizando isto deduzimos que

Q̄ ◦ Q({A,B}) = Q̄ ◦ Q(
1

2
(AB + BA)) =

1

2
Q̄(Q(AB) + Q(BA))

=
1

2

(

Q̄(A ⊙ B) + Q̄(B ⊙ A)
)

=
1

2
({A,B} + {B,A})

= {A,B}.

Por outro lado,

Q ◦ Q̄(A ⊙ B) = Q({A,B}) =
1

2
(Q(AB) + Q(BA))

=
1

2
(A ⊙ B + B ⊙ A) = A ⊙ B,

e isto prova nosso lema.

Proposição 1.4.2 Se M e N são variedades diferenciáveis então

τ(M × N) = τM ⊕ τN ⊕ TM ⊙ TN

Demonstração: Seja Zt um semimartingale em M × N . Logo Zt pode ser escrito

como Zt = (Xt, Yt), onde Xt e Yt são semimartingales em M e N , respectivamente.

Escolha (x1 . . . , xn) e (y1, . . . , ym) sistemas de coordenadas locais em M e N ,

respectivamente. Destes dois sistemas, constrúımos o sistema de coordenadas locais

(z1, . . . , zn, zn+1, . . . , zn+m) em M × N , com zi = xi, 1 ≤ i ≤ n, e zn+α = yα, 1 ≤

α ≤ m. Agora, calculamos

d2Zt = dZkDk +
1

2
d[Zk, Z l]Dkl

= dZiDi + dZn+αDα +
1

2
d[Zi, Zj]Dij

+
1

2
d[Zα, Zβ]Dαβ +

1

2
d[Zi, Zn+α]Diα +

1

2
d[Zn+α, Z i]Dαi.

Sendo a variação quadrática simétrica e Zi = X i e Zn+α = Y α deduzimos que

d2Zt = dX iDi +
1

2
d[X i, Xj]Dij + dY αDα +

1

2
d[Y α, Y β]Dαβ

+ d[X i, Y α]
1

2
(Diα + Dαi).
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Logo

d2Zt = d2Xt + d2Yt +
1

2
d[X i, Y α]t{Di, Dα}.

Pelo lema (1.4.1) acima, {Di, Dα} é isomorfo a Di ⊙ Dα. Portanto, d2Zt é identifi-

cado a d2Xt + d2Yt +
1
2
d[X i, Y α]tDi ⊙Dα. Conseqüentemente, τ(M ×N) é isomorfo

a τM ⊕ τN ⊕ TM ⊙ TN .

O nosso próximo passo é descrever uma fórmula para a diferencial de segunda

ordem.

Lema 1.4.3 Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M → N uma aplicação

diferenciável. Então para x ∈ M e y ∈ N temos que F∗ : τxM → τyN é escrito

como

Fx∗ = Fx∗ ⊕ Fx∗ ⊙ Fx∗.

Demonstração: Seja Xt um semimartingale em M . Considere (x1, . . . , xn) um

sistema de coordenadas locais. Pelo prinćıpio de Schwartz, o semimartingale Xt

gera o seguinte vetor de segunda ordem

d2Xt = dX iDi +
1

2
d[Xi, Xj]Dij.

O qual pode ser reescrito como

d2Xt = dX iDi +
1

2
d[Xi, Xj]{Di, Dj}.

Aplicando F∗ em d2Xt resulta que

F∗(d
2Xt) = dX iF∗(Di) +

1

2
d[Xi, Xj]F∗({Di, Dj}).

Aplicando Q em F∗(d
2Xt) obtemos que

Q(F∗(d
2Xt)) = Q(d[X i, Xj]F∗({Di, Dj})) = d[X i, Xj]Q(F∗({Di, Dj})).

Como F∗ é um morfismo de Schwartz então Q ◦ F∗ = F∗ ⊗ F∗ ◦ Q. Logo,

Q(F∗d
2Xt) = d[X i, Xj]F∗ ⊗ F∗({Di, Dj})).
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Portanto, pelo Lema (1.4.1), conclúımos que

F∗(d
2Xt) = dX iF∗(Di) +

1

2
d[X i, Xj]F∗ ⊗ F∗(Di ⊙ Dj),

e isto prova o lema.

Sejam M,N e E variedades diferenciáveis. Se F : M × N → E uma aplicação

diferenciável então definimos as seguintes aplicações: F1 : M → E por F1(p) =

F (p, q′) para q′ ∈ N e F2 : N → E por F2(q) = F (p′, q) para p′ ∈ M . Se θ ∈ Ω1(E)

então

F ∗(θ) = F ∗
1 (θ) + F ∗

2 (θ). (1.17)

De fato, calculando

F ∗θ(A,B) = θ(F∗(A,B)) = θ(F1∗(A) + F2∗(B))

= θ(F1∗(A)) + θ(F2∗(B)) = F ∗
1 θ(A) + F ∗

2 θ(B),

onde A e B são campos de vetores em M e N , respectivamente.

Proposição 1.4.4 Seja M, N e E variedades diferenciáveis. Se F : M ×N → E é

uma aplicação diferenciável então F(p,q)∗ : τ(p,q)M × N → τzE é escrito como

F(p,q)∗ = F1∗ ⊕ F2∗ ⊕ F1∗ ⊙ F2∗.

Demonstração: Seja Zt = (Xt, Yt) um semimartingale em M × N . Sabemos que

d2Zt = d2Xt + d2Yt +
1

2
d[X i, Y α]tDi ⊙ Dα.

Aplicando F∗ em Zt resulta que

F∗(d
2Zt) = F∗(d

2Xt) + F∗(d
2Yt) +

1

2
F∗(d[X i, Y α]tDi ⊙ Dα).

Observando que d2Xt = (d2Xt, 0) ∈ τ(Xt,q′)M ×N e d2Yt = (0, d2Yt) ∈ τ(p′,Yt)M ×N

então

F∗(d
2Zt) = F1∗(d

2Xt) + F2∗(d
2Yt) +

1

2
F∗(d[X i, Y α]tDi ⊙ Dα).
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Sendo F∗ uma aplicação diferenciável o último termo da igualdade acima pode ser

visto como

d[X i, Y α]tF∗ ⊗ F∗Di ⊙ Dα.

Como Di são campos de vetores de M e Dα são de N então

F∗ ⊗ F∗(Di ⊙ Dα) = F1∗ ⊗ F2∗(Di ⊙ Dα).

Logo

F∗(d
2Zt) = F1∗(d

2Xt) + F2∗(d
2Yt) +

1

2
d[X i, Y α]tF1∗ ⊗ F2∗(Di ⊙ Dα),

e isto prova a proposição.



Caṕıtulo 2

Martingales no Fibrado de Bases

Seja M uma variedade diferenciável equipada com uma conexão ∇. Um ramo

de estudo da geometria diferencial são os problemas variacionais, onde utilizando o

método de variação de geodésicas obtemos um campo de vetores denominado campo

de Jacobi.

No cálculo estocástico existe uma profunda relação entre martingales e geodésicas.

Desta relação surgiu, com P. Malliavan [37], o interesse por um método de variação

utilizando martingales, onde encontramos o conceito de campo de Jacobi estocástico.

Baseados nos conceitos de Malliavan, M. Arnaudon e A. Thalmaier em [3] uti-

lizaram a técnica de prolongamento da conexão ∇ para o fibrado tangente para

descrever os campos de Jacobi estocástico e obter resultados destes. Em uma etapa

anterior a esta descrição eles caracterizam os martingales em TM com respeito aos

levantamentos canônico e horizontal em TM .

Olhando estas idéias, nossa motivação era estudar este problema variacional no

fibrado de bases lineares BM . Nosso primeiro passo foi caracterizar os martingales

em BM com respeito aos levantamentos canônicos e horizontal de BM . A partir

disto, optamos por seguir o caminho da teoria de aplicações harmônicas. Utilizando

a caracterização de Bismut para aplicações harmônicas caracterizamos as aplicações

harmônicas a valores em BM . Por fim, como os levantemos horizontais e canônicos

em BM e TM tem um forte relação, observamos a possibilidade de construir relações

28
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entre os martingales em BM e os martingales em TM , e como conseqüência obti-

vemos uma relação entre aplicações harmônicas a valores em BM e a valores em

TM .

2.1 Preliminares

Seja M uma variedade diferenciável com o fibrado tangente TM , e seja BM o

fibrado de bases lineares de M (ver seção 1.1).

O levantamento vertical γS de uma seção S em T1
1(M) para BM é o campo

vertical definido por

γS(p) = (p−1 ◦ S ◦ p)∗(p). (2.1)

Existem muitas maneiras de estender uma conexão ∇ de M para BM . Nós par-

ticularmente estamos interessados no levantamento canônico ∇c e no levantamento

horizontal ∇h. O levantamento canônico e o horizontal para BM de uma conexão

linear ∇ foram introduzidos e estudados por K. Mok em [44] e L. Cordero e M. De

Leon em [13], respectivamente. No livro [14] de L. Cordero et al., encontramos um

estudo detalhado destas conexões. Seja X, Y ∈ Γ(TM) e A,B ∈ gl(n, Rn). O levan-

tamento canônico ∇c e o levantamento horizontal ∇h são completamente definidos

pelas relações:























∇c
A∗B∗

p = (AB)∗p

∇c
A∗Hp(X) = (p ◦ T (−, X) ◦ p−1 ◦ A)∗p

∇c
H(X)B

∗
p = 0

∇c
H(X)Hp(Y ) = Hp(∇XY ) + γ(R(−, X)Y − (∇XT )(Y,−))p

(2.2)

e






















∇h
A∗B∗

p = (AB)∗p

∇h
A∗Hp(X) = (p ◦ T (−, X) ◦ p−1 ◦ A)∗p

∇h
H(X)B

∗
p = 0

∇h
H(X)Hp(Y ) = Hp(∇XY ).

(2.3)

O seguinte Lema será necessário na seção 2.2.
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Lema 2.1.1 Seja ∇ uma conexão simétrica em M e ψ a forma conexão associada.

Então

1. A aplicação projeção πBM : BM → M é afim com à respeito a ∇c e ∇ e com

respeito à ∇h e ∇.

2. A parte simétrica de ∇hψ é −ψ ⊙ ψ.

3. a parte simétrica de ∇cψ é −ψ ⊙ ψ + ac, onde ac é definido por

ac
p(U, V ) = −

1

2
p−1(R(p ◦ −, πBM∗U)πBM∗V + R(p ◦ −, πBM∗V )πBM∗U)

para U, V ∈ TpBM .

Demonstração: Sejam U e V campos de vetores em BM . Então existem X, Y ∈

X(M) e A,B ∈ gl(n, R) tais que U = H(X) + A∗ e V = H(Y ) + B∗.

1. Para provarmos este ı́tem é suficiente mostrarmos que

πBM∗∇
h = ∇πBM∗ e πBM∗∇

c = ∇πBM∗. (2.4)

Calculemos a primeira igualdade. De fato, observando que ∇ é simétrica deduzimos

que

πBM∗∇
h
UV = πBM∗(∇

h
H(X)H(Y ) + ∇h

A∗B∗),

e de (2.3) conclúımos que

πBM∗∇
h
UV = πBM∗H(∇XY ) + πBM∗((AB)∗) = (∇XY ) = (∇πBM∗UπBM∗V ).

Argumentos similares mostram que a segunda igualdade de (2.4) também é válida.

2. Lembramos que a parte simétrica de ∇hψ, denotada por S(∇hψ), é
1

2
(∇hψ(U, V )+

∇hψ(V, U)). Agora, da Proposição 2.61 em [50], deduzimos que

S(∇hψ)(U, V ) = 1
2
(∇h

U(ψ(V )) − ψ(∇h
UV ) + ∇h

V (ψ(U)) − ψ(∇h
V U))

= 1
2
(U(ψ(V )) + V (ψ(U)) − ψ(∇h

UV ) + ψ(∇h
V U))

= −
1

2
ψ(∇h

UV + ∇h
V U).

(2.5)
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Observando que ∇ é simétrica e utilizando (2.3) obtemos que

S(∇hψ)(U, V ) = −
1

2
ψ(∇h

A∗B∗ + ∇h
B∗A∗) −

1

2
ψ(∇h

H(X)H(Y ) + ∇h
H(Y )H(X))

= −
1

2
(ψ((AB)∗ + (BA)∗) + ψ(H(∇XY ) + H(∇Y X))

= −
1

2
(AB + BA),

onde utilizamos a definição 1.1.4 de ψ na última passagem. Novamente, pela de-

finição de ψ temos que

S(∇hψ)(U, V ) = −
1

2
(ψ(A∗)ψ(B∗) + ψ(B∗)ψ(A∗))

= −{ψ(A∗), ψ(B∗)} = −{ψ(U), ψ(V )}.

Agora, pelo lema (1.4.1) conclúımos que a parte simétrica de ∇hψ é −ψ ⊙ ψ.

3. Analogamente a (2.5) temos que

S(∇cψ)(U, V ) = −
1

2
ψ(∇c

UV + ∇c
V U).

Observando que ∇ é simétrica e utilizando (2.2) obtemos que

S(∇cψ)(U, V ) = −
1

2
ψ(∇c

A∗B∗ + ∇c
B∗A∗) −

1

2
ψ(∇c

H(X)H(Y ) + ∇c
H(Y )H(X))

= −
1

2
(ψ((AB)∗ + (BA)∗)

− ψ(H(∇XY ) + γ(R(−, X)Y )p + H(∇Y X) + γ(R(−, Y )X)p)

= −
1

2
(AB + BA) −

1

2
p−1(R(p ◦ −, X)Y + R(p ◦ −, Y )X),

onde utilizamos (2.1) e a definição 1.1.4 de ψ na última passagem. Novamente, pela

definição de ψ e dos campos U e V temos que

S(∇cψ)(U, V ) = −
1

2
(ψ(A∗)ψ(B∗) + ψ(B∗)ψ(A∗))

−
1

2
p−1(R(p ◦ −, πBM∗U)πBM∗V + R(p ◦ −, πBM∗V )πBM∗U)

= −{ψ(A∗), ψ(B∗)} + ac
p(U, V )

= −{ψ(U), ψ(V )} + ac
p(U, V ).
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Agora, pelo lema (1.4.1) conclúımos que a parte simétrica de ∇hψ é −ψ ⊙ ψ + ac
p.

2.2 Martingales no fibrado de bases

Nesta seção caracterizamos os martingales no fibrado de bases BM com respeito

a ∇h e ∇c. As caracterizações são em termo de suas projeções em M e a integral de

Stratonovich da forma conexão. Nós aplicaremos estes resultados para determinar

todas as aplicações harmônicas de uma variedade Riemanniana N em BM .

Teorema 2.2.1 Seja M uma variedade munida com uma conexão simétrica ∇ e X

um semimartingale a valores em BM . Então X é martingale com respeito à ∇h se,

e somente se, πBM ◦ X é um martingale com respeito à ∇ e
∫

ψδX +
1

2

∫

ψ ⊙ ψ(dX, dX)

é um martingale local.

Demonstração: Seja X um martingale com respeito à ∇h. Da fórmula de con-

versão (1.14) e do fato que a parte simétrica de ∇hψ é −ψ ⊙ ψ (ver Lema 2.1.1)

temos que
∫

ψ δX =

∫

ψd∇h

X −
1

2

∫

ψ ⊙ ψ (dX, dX).

Como
∫

ψ d∇h

X é um martingale local, logo
∫

ψ δX + 1
2

∫

ψ ⊙ ψ(dX, dX) é um

martingale local. Por fim, sendo πBM uma aplicação afim com respeito à ∇h e ∇,

pela proposição 1.3.9, é imediato que πBM ◦ X é um martingale com respeito à ∇.

Reciprocamente, seja η ∈ Γ(T ∗BM). Já que Γ(T ∗BM) é um modulo sobre

C∞(BM) gerado por ψ e as formas diferenciáveis π∗
BMα com α ∈ Γ(T ∗M), nós

temos que η é a combinação linear das formas diferenciáveis fπ∗
BMα e hψ com

f, h ∈ C∞(BM). Isto é claro que
∫

hψ d∇h

X =
∫

h d(
∫

ψ d∇h

X) é um martingale

local. Como
∫

fπ∗
BMα d∇h

X =
∫

f d(
∫

π∗
BMα d∇h

X), isto é suficiente mostrar que
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∫

π∗
BMα d∇h

X é um martingale local. De fato, usando a fórmula geométrica de Itô

temos que

∫

φ d∇πBM(X) =

∫

π∗
BMφ d∇h

X +
1

2

∫ t

0

β∗
πBM

φ (dX, dX),

e como βπBM
= 0, pelo primeiro ı́tem do Lema 2.1.1, deduzimos que

∫

φ d∇πBM(X) =

∫

π∗
BMφ d∇h

X.

Como, por hipótese, πBM ◦ X é um martingale com respeito à ∇ conclúımos que
∫

π∗
BMφd∇h

X é um martingale local.

Teorema 2.2.2 Seja M uma variedade munida com uma conexão simétrica ∇ e X

um semimartingale a valores em BM . Então X é martingale com respeito à ∇c se

e somente se πBM ◦ X é um martingale com respeito a ∇ e
∫

ψ δX +
1

2

∫

ψ ⊙ ψ(dX, dX) −
1

2

∫

ac (dX, dX)

é um martingale local.

Demonstração: Seja X um martingale com respeito à ∇c. Da fórmula de conversão

(1.14) e do fato que a parte simétrica de ∇cψ é −ψ⊙ψ + ac (ver Lema 2.1.1) temos

que
∫

ψ δX =

∫

ψd∇c

X −
1

2

∫

ψ ⊙ ψ (dX, dX) +
1

2

∫

ac (dX, dX).

Como
∫

ψ d∇c

X é um martingale local, logo
∫

ψ δX + 1
2

∫

ψ ⊙ ψ(dX, dX) −
1
2

∫

ac(dX, dX) é um martingale local. Por fim, sendo πBM uma aplicação afim com

respeito à ∇c e ∇, pela proposição 1.3.9, é imediato que πBM ◦ X é um martingale

com respeito à ∇.

Reciprocamente, é suficiente mostrar que
∫

π∗
BMφd∇c

Y é martingale local para

toda φ ∈ Γ(T ∗M). De fato, usando a fórmula geométrica de Itô temos que

∫

φ d∇πBM(X) =

∫

π∗
BMφ d∇c

X +
1

2

∫ t

0

β∗
πBM

φ (dX, dX),
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e como βπBM
= 0, pelo primeiro ı́tem do Lema 2.1.1, deduzimos que

∫

φ d∇πBM(X) =

∫

π∗
BMφ d∇c

X.

Como, por hipótese, πBM ◦ X é um martingale com respeito à ∇ conclúımos que
∫

π∗
BMφd∇c

X é um martingale local.

Teorema 2.2.3 Seja N uma variedade Riemanniana com métrica g, M uma va-

riedade equipada com uma conexão simétrica ∇ e F : N → BM uma aplicação

diferenciável. Então F é harmônica com respeito a ∇h se, e somente se, πBM ◦F é

harmônica e d∗F ∗ψ − trF ∗(ψ ⊙ ψ) = 0.

Demonstração: Seja F uma aplicação harmônica com respeito a ∇h e B um

movimento Browniano. Pela caracterização de Bismut (ver Proposição 1.3.10) e

pelo Teorema 2.2.1 temos que
∫

ψδF (B) +
1

2

∫

ψ ⊙ ψ (dF (B), dF (B))

é um martingale local. Aplicando as igualdades (1.10) e (1.11) obtemos que
∫

ψδF (B)+
1

2

∫

ψ⊙ψ (dF (B), dF (B)) =

∫

F ∗ψδB+
1

2

∫

F ∗ψ⊙ψ(dB, dB). (2.6)

Da definição de movimento Browniano e da fórmula de Manabe (ver (1.16)) temos

que
∫

F ∗ψδB +
1

2

∫

F ∗ψ⊙ψ(dB, dB) =

∫

F ∗ψd∇g

B −
1

2

∫

(d∗F ∗ψ− trF ∗ψ⊙ψ)Bs
ds,

(2.7)

onde ∇g é a conexão Levi-Civita associada a g. Combinando (2.6) e (2.7), obtemos

que o martingale local
∫

ψδF (B) + 1
2

∫

ψ ⊙ψ(dF (B), dF (B)) pode ser escrito como
∫

F ∗ψd∇g

B −
1

2

∫

(d∗F ∗ψ − trF ∗ψ ⊙ ψ)Bs
ds.

A decomposição de Doob-Meyer diz que
∫

(d∗F ∗ψ − trF ∗ψ ⊙ ψ)Bs
ds = 0.
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Já que B é arbitrário, conclúımos que d∗F ∗ψ − trF ∗(ψ ⊙ ψ) = 0.

Resta provar que πBM ◦ F aplica movimento Browniano em martingales em M

com respeito à ∇. Como F é uma aplicação harmônica com respeito a ∇h obtemos

que F (B) é um martingale com respeito à ∇h. Observando que πBM é afim com

respeito a ∇h e ∇, pela Proposição 1.3.9, conclúımos que πBM(F (B)) é martingale

com respeito a ∇.

Reciprocamente, pela caracterização de Bismut é suficiente mostrar que F aplica

movimento Browniano em martingales com respeito à ∇h. Seja B um movimento

Browniano. Temos que
∫

ψδF (B)+ 1
2

∫

ψ⊙ψ (dF (B), dF (B)) pode ser escrito como

∫

F ∗ψd∇g

B −
1

2

∫

(d∗F ∗ψ − trF ∗ψ ⊙ ψ)Bs
ds.

Já que d∗F ∗ψ−trF ∗(ψ⊙ψ) = 0, isto segue que
∫

ψδF (B)+ 1
2

∫

ψ⊙ψ (dF (B), dF (B))

é um martingale local. Também temos que πBM(F (B)) é um martingale com res-

peito a ∇ porque πBM ◦ F é uma aplicação harmônica. Agora, que F (B) é um

martingale com respeito à ∇h segue do Teorema 2.2.1.

L.A. Cordero e M. De Leon em [13] deram uma caracterizaram para as geodésicas

de BM com respeito à ∇h. No que segue damos uma nova prova utilizando o

Teorema 2.2.3.

Corolário 2.2.4 Seja M uma variedade munida com uma conexão simétrica ∇ e

γ uma curva diferenciável a valores em BM . Então γ é geodésica com respeito à

∇h se, e somente se, πBM ◦ γ é geodésica à ∇ e ∇2γi = 0 para i = 1, ..., n.

Demonstração: Seja γ uma geodésica em BM como respeito a ∇h. Tomando uma

base {e1, . . . , en} de R
n, podemos escrever γ como γ(t) = (c(t), γ1(t), . . . , γn(t)),

onde c = πBM ◦ γ e γi = γ · ei, para todo i = 1, . . . , n. Isto é suficiente mostrar que

d∗γ∗ψ− trγ∗(ψ⊙ψ) = 0 se, e somente se, ∇ċ(∇ċγi) = 0, para todo i = 1, . . . , n. De
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fato, calculando d∗γ∗ψ − trγ∗(ψ ⊙ ψ) temos que

d∗γ∗ψ − trγ∗(ψ ⊙ ψ) = −∇R(γ∗ψ)( d
dt

, d
dt

) − γ∗(∇hψ)( d
dt

, d
dt

)

= −∇R(γ∗ψ)( d
dt

, d
dt

) − (∇hψ)(γ∗(
d
dt

), γ∗(
d
dt

))

= − d
dt

(γ∗ψ)( d
dt

) − γ∗(
d
dt

)ψ(γ∗(
d
dt

) + ψ(∇h

γ∗( d
dt

)
γ∗(

d
dt

))

= − d
dt

ψ(γ∗
d
dt

) − γ∗(
d
dt

)ψ(γ∗(
d
dt

))

= −( d
dt

ψ(γ̇) + γ̇ψ(γ̇))

= −( d
dt

ψ(γ̇) + ψ(γ̇)∗ψ(γ̇))

= −( d
dt

ψ(γ̇) + γψ(γ̇)ψ(γ̇))

(2.8)

onde na ultima igualdade utilizamos que ψ(γ̇)∗ = γψ(γ̇). Aplicando d
dt

ψ(γ̇) +

γψ(γ̇)ψ(γ̇) nos vetores ei, para todo i = 1, . . . , n, e utilizando o fato que ψ(γ̇)ei =

γ−1(∇ċγi) (ver Proposição 9.19 em [50]) deduzimos que

d

dt
ψ(γ̇)ei + γψ(γ̇)ψ(γ̇)ei =

d

dt
γ−1(∇ċγi) + γψ(γ̇)γ−1(∇ċγi). (2.9)

Agora, olhando ∇ como a soma d+A, onde d é o diferencial e A ∈ Γ(TM∗⊗gl(n, R)),

(ver por exemplo Seção 3.1 de [25]) temos que

d

dt
γ−1(∇ċγi) + γψ(γ̇)γ−1(∇ċγi) = ∇ċ(∇ċγi). (2.10)

Portanto, de (2.8)-(2.10) conclúımos que d∗γ∗ψ − trγ∗(ψ ⊙ ψ) = 0 se, e somente se,

∇ċ(∇ċγi) = 0, para todo i = 1, . . . , n.

No caso que consideramos o fibrado de bases BM com a conexão ∇c temos o

seguinte resultado.

Teorema 2.2.5 Seja N uma variedade Riemanniana com métrica g, M uma va-

riedade equipada com uma conexão simétrica ∇ e F : N → BM uma aplicação

diferenciável. Então F é harmônica com respeito à ∇c se, e somente se, π ◦ F é

harmônica e d∗F ∗ψ − trF ∗(ψ ⊙ ψ − ac) = 0.

As geodésicas em BM com respeito a ∇c foram caracterizadas por K. Mok em

[44]. No que segue damos um nova demonstração para esta caracterização utilizando

o Teorema 2.2.5.
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Corolário 2.2.6 Seja M uma variedade munida com uma conexão simétrica ∇ e

γ uma curva diferenciável a valores em BM . Então γ é geodésica com respeito à

∇c se, e somente se, π ◦ γ é geodésica à ∇ e γi é um campo de Jacobi ao longo de

π ◦ γ para i = 1, ..., n.

Demonstração: Seja γ uma geodésica em BM como respeito a ∇c. Tomando uma

base {e1, . . . , en} de R
n, podemos escrever γ como γ(t) = (c(t), γ1(t), . . . , γn(t)),

onde c = πBM ◦ γ e γi = γ · ei, para todo i = 1, . . . , n. Isto é suficiente mostrar que

d∗γ∗ψ − trγ∗(ψ ⊙ ψ − ac) = 0 se, e somente se, ∇ċ(∇ċγi) + R(γi, ċ)ċ = 0, para todo

i = 1, . . . , n. De fato, de (2.8) temos que

d∗γ∗ψ − tr γ∗(ψ ⊙ ψ) + tr γ∗ac = d∗γ∗ψ − tr γ∗(ψ ⊙ ψ) + tr ac
γ(γ

∗ d

dt
, γ∗ d

dt
)

= −(
d

dt
ψ(γ̇) + γψ(γ̇)ψ(γ̇))

− γ−1R(γ ◦ −, πBM∗γ̇)πBM∗γ̇.

Aplicando a última igualdade nos vetores ei, para todo i = 1, . . . , n, e utilizando

(2.9) e (2.10) deduzimos que

−(
d

dt
ψ(γ̇) + γψ(γ̇)ψ(γ̇))ei − γ−1(R(γei, πBM∗γ̇)πBM∗γ̇ = −∇ċ(∇ċγi) − R(γi, ċ)ċ

Portanto, do que foi provado acima conclúımos que d∗γ∗ψ − trγ∗(ψ ⊙ ψ − ac) = 0

se, e somente se, ∇ċ(∇ċγi) + R(γi, ċ)ċ = 0, para todo i = 1, . . . , n.

2.3 Relação entre martingales em BM e TM

Seja M uma variedade diferenciável com o fibrado tangente TM . K. Yano e

S. Kobayshi em [59] e K. Yano e S. Ishihara em [60] introduziram e estudaram os

levantamentos canônico e horizontal para TM de campos de tensores e conexões em

M . Nesta seção, nosso interesse é utilizar o levantamento canônico ∇C e o levan-

tamento horizontal ∇H para TM de uma conexão ∇ para estabelecermos relações
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entre os martingales de BM e TM (ver Teoremas 2.3.2 e 2.3.3). Através da caracte-

rização de Bismut (ver Proposição 1.3.10), estas relações nos dão informações entre

aplicações harmônicas em BM e aplicações harmônicas em TM (ver Teorema 2.3.4).

Um estudo detalhado dos levantamentos canônico e horizontal em TM é dada por

K. Yano e S. Ishihara em [61].

A idéia principal na construção de nossas relações entre martingales de BM e

TM é utilizar os Corolários 2.2.4 e 2.2.6 e a proposição citada abaixo, a qual foi

provada por K. Yano e S. Kobayshi em [59] e K. Yano e S. Ishihara em [60].

Lembramos que se γ é uma curva diferenciável em TM , então γ é escrito como

γ(t) = (π ◦ γ(t), X(t)), onde X é um campo de vetores ao longo de π ◦ γ.

Proposição 2.3.1 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão simétrica

∇. Seja γ uma curva suave em TM . Então

1. γ é geodésica em TM com respeito ao levantamento horizontal ∇H se, somente

se, π ◦ γ é geodésica em M e ∇2X = 0.

2. γ é geodésica em TM com respeito ao levantamento canônico ∇C se, somente

se, π ◦ γ é geodésica em M e X é campo de Jacobi ao longo de π ◦ γ.

Demonstração: Seja x1, . . . , xn, y1, . . . , yn um sistema de coordenadas locais em

TM induzido por um sistema de coordenadas x1, . . . , xn de M . Seja γ é uma curva

diferenciável em TM , a qual é expressa localmente como γA = γA(t). Então γ é

geodésica em TM com respeito a ∇H (resp. ∇C) se satisfaz

d2γA

dt2
+ Γ̃A

CB

dγC

dt

dγB

dt
= 0,

onde Γ̃A
CB são os coeficientes de ∇H (resp. ∇C). A idéia agora é substituir os

śımbolos de Christoffel de ∇H (resp. ∇C) na equação acima para concluir os resul-

tados. Para mais detalhes ver [61].

Lembramos que se u ∈ BM então existem U1, . . . , Un ∈ TπBM (u)M tal que u =

(U1, . . . , Un).
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Teorema 2.3.2 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão simétrica

∇. Seja Xt = (X1
t , . . . , Xn

t ) um semimartingale em BM . Então,

1. Xt é martingale em BM com respeito a ∇h se, e somente se, para todo i =

1, . . . , n, X i
t é martingale em TM com respeito a ∇H .

2. Xt é martingale em BM com respeito a ∇c se, e somente se, para todo i =

1, . . . , n, X i
t é martingale em TM com respeito a ∇C.

Demonstração: Seja φ : BM → (
n

× TM) a aplicação definida por

φ(u) = ((πBM(u), U1), . . . , (πBM(u), Un)).

Lema 1 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão simétrica ∇. Então

(i) φ é afim com respeito ao levantamento horizontal ∇h e a conexão produto (
n

×

∇H);

(ii) φ é afim com respeito a levantamento canônico ∇c e a conexão produto (
n

× ∇C).

Demonstração: Seja γ uma curva suave em BM , a qual escrevemos como γ =

(c, γ1, . . . , γn), onde c = πBM ◦ γ e γ1, . . . , γn ∈ TM .

(i) Suponhamos que γ é geodésica com respeito a ∇h. Então, pelo Corolário 2.2.4,

c é geodésica em M e ∇2γi = 0, para i = 1, . . . , n. Logo, pela Proposição 2.3.1,

para todo i = 1, . . . , n, (c, γi) é uma geodésica em TM com respeito a ∇H . Agora,

a Proposição 3.15 em [22] mostra que

((c, γ1), . . . , (c, γn)) ∈ (
n

× TM)

é uma geodésica com respeito a conexão produto (
n

× ∇H). Por fim, aplicando φ em

γ a Proposição 4.32 em [20] garante que φ é afim com respeito a ∇h e (
n

× ∇H).

(ii) Nós aplicamos o Corolário 2.2.6 e procedemos como a prova do ı́tem (i) acima.
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1. Sejam Xt = (X1
t , . . . , Xn

t ) um semimartingale em BM , onde X1
t , . . . , Xn

t são

semimartingales em TM , e θ ∈ Γ(
n

× T ∗M). Aplicando a fórmula geométrica de Itô

em φ(X) temos que

∫

θd(
n
×∇H)φ(X) =

∫

φ∗θd∇h

X +
1

2

∫

β∗
φθ(dX, dX).

Mas βφ = 0, pelo primeiro ı́tem do Lema 1. Logo,

∫

θd(
n
×∇H)φ(X) =

∫

φ∗θd∇h

X. (2.11)

Agora, da Proposição 3.15 em [22] deduzimos que

∫

θd(
n
×∇H)φ(X) =

∫

θd(
n
×∇H)(X1, . . . , Xn) =

n
∑

i=0

∫

p∗i θd
∇H

X i, (2.12)

onde, para todo i = 1, . . . , n, pi é a i-ésima projeção coordenada de (
n

× TM). Logo,

n
∑

i=0

∫

p∗i θd
∇H

X i =

∫

φ∗θd∇h

X.

Portanto, se
∫

p∗i θd
∇H

X i é martingale local, para todo i = 1, . . . , n, então
∫

φ∗θd∇h

X

é martingale local.

Por outro lado, se Xt é martingale com respeito a ∇h então, por (2.11) e (2.12),

(X1, . . . , Xn) é um martingale com respeito à (
n

× ∇H). Agora, observando que a

projeção pi é afim, para todo i = 1, . . . , n, resulta que Xi é martingale com respeito

a ∇H , para todo i = 1, . . . , n.

2. Nós aplicamos o segundo ı́tem do Lema 1 e procedemos como a prova do primeiro

ı́tem do Teorema.

Teorema 2.3.3 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão simétrica

∇. Sejam Xt = (X1
t , . . . , Xn

t ) um semimartingale em BM e r = (r1, . . . , rn) ∈ R
n.

Então,
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1. Xt é martingale em BM com respeito a ∇h se, e somente se,
∑n

i=1 riX
i
t é

martingale em TM com respeito a ∇H , para todo r ∈ R
n.

2. Xt é martingale BM com respeito a ∇c se, e somente se,
∑n

i=1 riX
i
t é mar-

tingale em TM com respeito a ∇C, para todo r ∈ R
n.

Demonstração: Seja ϕr : BM → TM a aplicação definida por

ϕr(u) = (πBM(u),
n

∑

i=1

riUi).

Lema 1 Sejam M uma variedade diferenciável com uma conexão simétrica ∇ e

r = (r1, . . . , rn) ∈ R
n. Então

(i) ϕr é afim com respeito aos levantamentos horizontais de BM e TM .

(ii) ϕr é afim com respeito aos levantamentos canônicos de BM e TM .

Demonstração: Seja γ uma curva suave em BM , a qual escrevemos como γ =

(c, γ1, . . . , γn), onde c = πBM ◦ γ e γ1, . . . , γn ∈ TM .

(i) Suponha que γ seja geodésica em BM com respeito a ∇h. Então, pelo Corolário

2.2.6, c é geodésica em M e ∇2γi = 0, para todo i = 1, . . . , n. Aplicando ϕr em γ

obtemos que

ϕr(γ) = (c,
n

∑

i=1

riγi).

Agora, calculemos ∇2(
∑n

i=1 riγi). Lembrando que ∇ é linear sobre R deduzimos que

∇2(
n

∑

i=1

riγi) =
n

∑

i=1

ri∇
2γi = 0.

Sendo
∑n

i=1 riγi um campo de vetores sobre a geodésica c em M com a segunda

derivada covariante nula, a Proposição 2.3.1 garante que
(

c,
∑n

i=1 riγi

)

é geodésica

em TM com respeito a ∇H . Portanto, a Proposição 4.32 em [20] assegura que ϕr é

afim com respeito ao levantamentos horizontais de BM e TM .
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(ii) Suponha que γ seja geodésica em BM com respeito a ∇c. Então, pelo Corolário

2.2.6, c é geodésica em M e γi é um campo de Jacobi ao longo de c, para todo

i = 1, . . . , n. Aplicando ϕr em γ obtemos que

ϕr(γ) = (c,
n

∑

i=1

riγi).

Afirmamos que
∑n

i=1 riγi é um campo de Jacobi sobre a geodésica c. De fato,

calculando a equação (1.4) para
∑n

i=1 riγi e c temos a afirmação. De forma detalhada

∇2(
n

∑

i=1

riγi) − R(
n

∑

i=1

riγi, ċ)ċ =
n

∑

i=1

ri(∇
2γi − R(γi, ċ)ċ) = 0.

Do fato de
∑n

i=1 riγi ser um campo de Jacobi sobre a geodésica c, pela Proposição

2.2.4, resulta que
(

c,
∑n

i=1 riγi

)

é geodésica em TM com respeito a ∇C . Logo, a

Proposição 4.32 em [20] assegura que ϕr é uma aplicação afim com respeito aos

levantamentos canônicos de BM e TM .

1. Sejam Xt = (X1
t , . . . , Xn

t ) um semimartingale em BM , onde X1
t , . . . , Xn

t são

semimartingales em TM , e θ ∈ Γ(T ∗M). Aplicando a fórmula geométrica de Itô em

ϕr(X) temos que
∫

θd∇H

ϕr(X) =

∫

ϕ∗
rθd

∇h

X +
1

2

∫

β∗
ϕr

θ(dX, dX).

Mas βϕr
= 0, pelo primeiro ı́tem do Lema. Logo

∫

θd∇H

ϕr(X) =

∫

ϕ∗
rθd

∇h

X.

Agora, da definição de ϕr deduzimos que

∫

θd∇H

(
n

∑

i=0

riX
i) =

∫

ϕ∗
rθd

∇h

X.

Portanto,
∫

θd∇H

(
∑n

i=0 riX
i) é martingale local se, e somente se,

∫

ϕ∗
rθd

∇h

X é mar-

tingale local.
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2. Nós aplicamos o segundo ı́tem do Lema 1 e procedemos como a prova do primeiro

ı́tem do Teorema.

Observação: Observamos que para todo r = (r1, . . . , rn) ∈ R
n a aplicação ϕr é

invariante por GL(n, R), isto é, se u, v ∈ BM tal que v = u · g, onde g ∈ Gl(n, R),

então ψr(v) = ψg·r(u).

Observação: Observamos que o Teorema 2.3.2 implica o Teorema 2.3.3. Mas, o

contrário não é verdadeiro. De fato, suponha que X seja um martingale real e [X, X]

seja sua variação quadrática. Podemos escrever X como

X =
1

2
X +

1

2
X = (

1

2
X + [X,X]) + (

1

2
X − [X, X]),

onde os processos 1
2
X ± [X,X] não são martingales locais.

Teorema 2.3.4 Sejam N uma variedade Riemanniana com métrica g, M uma va-

riedade equipada com uma conexão simétrica ∇ e f1, . . . fn : N → TM aplicações

linearmente independentes. Então para aplicação F (x) = (f1(x), . . . , fn(x)) temos

que:

1. F é harmônica com respeito a ∇h se, e somente se, para todo i = 1, . . . , n, fi

é harmônica com respeito a ∇H .

2. F é harmônica com respeito a ∇h se, e somente se,
∑n

i=0 fi é harmônica com

respeito a ∇H .

3. F é harmônica com respeito a ∇c se, e somente se, para todo i = 1, . . . , n, fi

é harmônica com respeito a ∇C.

4. F é harmônica com respeito a ∇C se, e somente se,
∑n

i=0 fi é harmônica com

respeito a ∇c.
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Demonstração: A prova é uma aplicação direta dos Teoremas 2.3.2 e 2.3.3. Pro-

varemos somente o primeiro ı́tem. Os demais são demonstrado por argumentos

análogos.

1. Seja F aplicação harmônica com respeito a ∇h. Então a caracterização de Bismut

(ver Proposição 1.3.10) garante que para todo movimento Browniano B em M , F (B)

é martingale com respeito a ∇h. Agora, pela definição de F e o primeiro ı́tem do

Teorema 2.3.2, temos que f1(B), . . . , fn(B) são martingales em TM com respeito a

∇H . Logo, a caracterização de Bismut assegura que, para todo i = 1, . . . , n, fi é

harmônica com respeito a ∇H .

Reciprocamente, suponha que fi é uma aplicação harmônica, para todo i =

1, . . . , n. Então a caracterização de Bismut diz que para todo movimento Browni-

ano B em M , fi(B) é martingale com respeito a ∇H , para todo i = 1, . . . , n. Agora,

pela definição de F e o primeiro ı́tem do Teorema 2.3.2, temos que F (B) é martin-

gale em BM com respeito a ∇h. Logo, a caracterização de Bismut garante que F é

harmônica com respeito a ∇h.



Caṕıtulo 3

Seções harmônicas

Sejam M uma variedade diferenciável, BM o seu fibrado de bases lineares e E

um fibrado vetorial sobre M associado a BM com fibra N , onde N é um espaço

vetorial. Neste contexto, uma conexão ∇ de E pode ser vista como uma seção de

TM em E. Além disto, a cada conexão ∇ em E tem associado um levantamento

horizontal H em BM .

Neste contexto, nos motivamos a estudar condições para existência de conexões

que fossem harmônicas. Nosso primeiro pensamento foi equipar BM com os levan-

tamentos horizontal e canônico em BM e utilizar a caracterização de Bismut para

obter uma condição de harmonicidade para levantamentos horizontais. Feito isto,

esperávamos obter as condições de harmonicidade para as conexões.

No decorrer deste estudo encontramos os trabalhos de C. M. Wood, [57] e [58],

os quais tratavam da harmonicidade de seções no contexto de fibrados principais e

associados. Deste fato, observamos que o problema de harmonicidade de conexões

poderia ser visto de forma mais geral, como Wood apresentava. Assim, de nossa

motivação inicial passamos a estudar condições para harmonicidade de seções neste

contexto mais geral.

Utilizando o cálculo estocástico e um conceito de seção harmônica mais geral

que dada por Wood, conseguimos encontrar condições geométricas e estocásticas

que garantem a harmonicidade de uma seção, no contexto de fibrados.

45
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3.1 Caracterizações de Seções Harmônicas

Sejam P (M,G) um um fibrado principal sobre M com grupo G e E(M,N, G, P )

um fibrado sobre M , com fibra N e grupo G, o qual é associado ao fibrado principal

P .

No resto da tese, suporemos que M é uma variedade Riemanniana com métrica

g e que o grupo de Lie G tem uma métrica h invariante à direita. Logo, existe

uma forma bilinear, denotada por <·, ·>, tomando valores em g a qual é simétrica,

positiva definida associada a h. Seja ψ uma forma de conexão em P , então dotamos

P com a métrica de Kaluza-Klein

k = π∗g + ψ∗ <,> . (3.1)

Observamos que se A é um campo de vetores horizontal e B é um campo de vetores

vertical então k(A,B) = 0.

Sejam ΓM a conexão Levi-Civita de M e ΓE uma conexão de E. Seja σ : M → E

uma seção de πE e τσ : M → TE seu campo de tensão (ver Definição 1.3.6). Como

E possui uma conexão podemos escrever τσ = hτσ + vτσ, onde hτσ é a componente

horizontal e vτσ é a componente vertical. Seja πH
E∗ = πE∗|HTE : HTE → TM a

restrição da projeção πE∗ ao espaços horizontais HTE. Daqui por diante fazemos a

seguinte hipótese sobre ΓE:

(*) A conexão ΓE satisfaz a condição de πH
E∗ ◦ ΓE − ΓM ◦ π∗ = 0.

Exemplo: Suponha que E seja equipada com uma métrica Riemanniana tal que

πE : E → M seja uma submersão Riemanniana. Sejam ∇M e ∇E as conexões

Levi-Civita de M e E, respectivamente. É bem conhecido que

∇E
H(X)H(Y ) = H(∇M

X Y ) +
1

2
v[H(X), H(Y )],

onde X,Y são campos em TM e H(X), H(Y ) são os seus levantamentos horizontais

em TE. Então aplicando πE∗ na igualdade acima temos que a conexão de Levi-

Civita ∇E satisfaz a condição (*).
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Proposição 3.1.1 Sejam M uma variedade Riemanniana e E uma variedades di-

ferenciável equipada com uma conexão ΓE. Se ΓE satisfaz a condição (*) então para

qualquer seção σ de πE temos que ασ é vertical.

Demonstração: Seja σ uma seção de πE, isto é, πE ◦ σ = IdM . Como E =

HTE ⊕ V TE então ασ (ver Definição 1.3.6) se escreve como

ασ = v(ΓE ◦ σ∗ − σ∗ ◦ ΓM) + h(ΓE ◦ σ∗ − σ∗ ◦ ΓM)

Aplicando πE∗ em ασ deduzimos que

πE∗ασ = πE∗v(ΓE ◦ σ∗ − σ∗ ◦ ΓM) + πE∗h(ΓE ◦ σ∗ − σ∗ ◦ ΓM)

= πH
E∗Γ

E ◦ σ∗ − πH
E∗ ◦ σ∗ ◦ ΓM

= ΓMπE∗ ◦ σ∗ − ΓM

= ΓM − ΓM = 0,

onde usamos a condição (*) na terceira igualdade.

Corolário 3.1.2 Se σ é uma seção de πE então σ é harmônica se, e somente se,

vτσ é nulo.

Demonstração: Seja σ uma seção de πE. Pela proposição acima ασ é vertical.

Logo, hτσ = 0. Portanto, conclúımos que σ é harmônica se, e somente se, vτσ = 0.

Definição 3.1.3 Seja σ uma seção de πE. Dizemos que σ é uma seção harmônica

se vτσ é nulo.

Observação: Seja σ uma seção de M em E. A diferencial de σ pode ser escrita

como σ∗ = vσ∗ + hσ∗. Wood em [58] define seção harmônica trabalhando somente
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com a parte vertical, vσ∗, da seção σ. Neste sentido a definição acima é mais geral

que a dada por Wood.

Sejam ΓN uma conexão em N , σ uma seção de πE e Fσ seu levantamento

eqüivariante (ver (1.3)). No que segue introduzimos o conceito de horizontalmente

harmônico.

Definição 3.1.4 Dizemos que Fσ é horizontalmente harmônica se τFσ
é nulo sobre

os campos de vetores horizontais em P .

Daqui por diante assumiremos a seguinte condição sobre ΓN :

(**) A aplicação µ2 : N → E dada por µ2(q) = µ(p′, q) para p′ ∈ P é uma aplicação

afim.

Exemplo: Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão ∇. Sabemos que

o fibrado tangente TM é um fibrado associado ao fibrado de bases BM com fibra R
n.

Equipando a fibra R
n com a conexão plana e o fibrado tangente TM com o levan-

tamento canônico ∇C ou horizontal ∇H (ver por exemplo [61]) temos as condições

(*) e (**) satisfeitas.

Lema 3.1.5 Sejam Xt um semimartingale em M e Yt um semimartingale em N .

Sejam Xh
t o levantamento horizontal de Xt em P e θ uma forma vertical em E.

Então
∫

β∗
µθ(d(Xh, Y ), d(Xh, Y )) = 0

Demonstração: Seja Zt = (Xh
t , Yt). Lembramos que

∫

α∗
µθ d2Z =

1

2

∫

β∗
µθ(dZ, dZ)

(ver Lema 1.3.8). Assim, é suficiente demonstrar que
∫

α∗
µθ d2Z = 0.
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Calculemos αµ(d2Z), isto é, ΓE ◦ µ∗(d
2Zt) − µ∗ ◦ ΓP×N(d2Zt). Pela Proposição

(1.4.4) e Lema (1.4.1) deduzimos que

ΓEµ∗(d
2Zt) = ΓEµ1∗(d

2Xh
t ) + ΓEµ2∗(d

2Yt) + d < (Xh)i, Y α >t ΓE{µ1∗Di, µ2∗Dα}.

Por sua vez, da definição de conexão produto deduzimos que

µ∗Γ
P×Nd2Zt = µ1∗(Γ

P d2Xh
t ) + µ2∗(Γ

Nd2Yt).

Logo

αµ(d2Zt) =
(

ΓEµ1∗(d
2Xh

t ) − µ1∗(Γ
P d2Xh

t )
)

+
(

ΓEµ2∗(d
2Yt) − µ2∗(Γ

Nd2Yt)
)

+ d < (Xh)i, Y α >t ΓE{µ1∗Di, µ2∗Dα}.

Da condição (**) temos que

αµ(d2Zt) = ΓEµ1∗(d
2Xh

t ) − µ1∗(Γ
P d2Xh

t ) + d < (Xh)i, Y α >t ΓE{µ1∗Di, µ2∗Dα},

e integrando sobre θ deduzimos que
∫

α∗
µθ d2Z =

∫

µ∗
1(Γ

E∗θ)(d2Xh
t ) −

∫

ΓP∗(µ∗
1θ)(d

2Xh
t )

+

∫

d < (Xh)i, Y α >t ΓE∗θ{µ1∗Di, µ2∗Dα}.

Como θ é forma vertical em E, é imediato que ΓP∗µ∗
1θ é forma vertical de segunda

ordem em P e µ∗
1Γ

E∗θ é forma vertical de segunda ordem em E. Portanto,

∫

α∗
µθ d2Z =

∫

d < (Xh)i, Y α >t ΓE∗θ{µ1∗Di, µ2∗Dα}.

Agora, como ΓE∗θ é uma forma vertical de segunda ordem em E resulta que
∫

α∗
µθ d2Z =

0.

Teorema 3.1.6 σ é uma seção harmônica se, e somente se, Fσ é uma aplicação

horizontalmente harmônica.
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Demonstração: Nossa prova consiste em utilizar a fórmula geométrica de Itô e

a definição de Fσ. Seja Bt um movimento Browniano em M . Considere Bh o

movimento Browniano horizontal em P , i.e.,

dBh = HBdB. (3.2)

Seja θ ∈ Ω(E) uma forma vertical. Pela definição do levantamento eqüivariante Fσ,

∫

θ dEµ(Bh, Fσ(Bh)) =

∫

θ dEσ ◦ π(Bh). (3.3)

Aplicando a fórmula geométrica de Itô no lado direito deduzimos que

∫

θ dEσ ◦ π(Bh) =
∫

σ∗θ dMπ(Bh) + 1
2

∫

β∗
σθ(dπ(Bh), dπ(Bh))

=
∫

σ∗θdM∗B + 1
2

∫

vτ ∗
σθ(B) dt.

(3.4)

A última igualdade vem do fato de dπ(Bh) = dB e por B ser um movimento

Browniano. Por outro lado, aplicando a fórmula geométrica de Itô no primeiro

membro de (3.3) deduzimos que

∫

θ dEµ(Bh, Fσ(Bh)) =
∫

µ∗θ dP×N(Bh, Fσ(Bh))

+ 1
2

∫

β∗
µθ(d(Bh, Fσ(Bh)), d(Bh, Fσ(Bh))).

(3.5)

Agora calcularemos
∫

µ∗θ dP×N(Bh, Fσ(Bh)). De (1.17) temos que µ∗(θ) = µ∗
1(θ) +

µ∗
2(θ). Logo, da Proposição 3.15 em [22] resulta que

∫

µ∗θ dP×N(Bh, Fσ(Bh)) =

∫

µ∗
1θ dP Bh +

∫

µ∗
2θ dN(Fσ(Bh)).

Aplicando a fórmula de Itô geométrica temos que
∫

µ∗θ dP×N(Bh, Fσ(Bh)) =

∫

µ∗
1θ dP Bh +

∫

F ∗
σµ∗

2θ dP Bh

+
1

2

∫

β∗
Fσ

(µ∗
2θ)(dBh, dBh).
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Substituindo em (3.5) obtemos que

∫

θ dEµ(Bh, Fσ(Bh)) =
∫

µ∗
1θ dP Bh +

∫

F ∗
σµ∗

2θ dP Bh

+ 1
2

∫

β∗
Fσ

(µ∗
2θ)(dBh, dBh)

+ 1
2

∫

β∗
µθ(d(Bh, Fσ(Bh)), d(Bh, Fσ(Bh))).

(3.6)

Observamos que
∫

µ∗
1θ dP Bh =

∫

µ∗
1θHB dMB

=
∫

H∗µ∗
1θ dMB;

(3.7)

e, analogamente,
∫

F ∗
σµ∗

2θ dP Bh =

∫

H∗F ∗
σµ∗

2θ dMB. (3.8)

Utilizando (3.4)-(3.8) e aplicando a decomposição de Doob-Meyer temos que

∫

vτ ∗
σθ(B) dt =

∫

β∗
Fσ

(µ∗
2θ)(dBh, dBh) +

∫

β∗
µθ(d(Bh, Fσ(Bh)), d(Bh, Fσ(Bh))).

Agora, o Lema (3.1.5) demonstra que o último termo do lado direito é nulo. Por-

tanto,
∫

vτ ∗
σθ(B) dt =

∫

β∗
Fσ

(µ∗
2θ)(dBh, dBh).

Aplicando (3.2) no lado direito da igualdade acima deduzimos que

∫

β∗
Fσ

(µ∗
2θ)(dBh, dBh) =

∫

β∗
Fσ

(µ∗
2θ)(HBdB, HBdB)

=
∫

β∗
Fσ

(µ∗
2θ)HB ⊗ HB(dB, dB)

=
∫

(µ∗
2θ)βFσ

(HB ⊗ HB)(dB, dB)

=
∫

(µ∗
2θ)tr((H

∗ ⊗ H∗)βFσ
)(B)dt

=
∫

(µ∗
2θ)(H

∗ ⊗ H∗)τFσ
(B)dt

=
∫

(τH
Fσ

)∗(µ∗
2θ)(B)dt

(3.9)

onde τH
Fσ

= (H∗ ⊗ H∗)τFσ
. Logo

∫

vτ ∗
σθ(B) dt =

∫

(τH
Fσ

)∗(µ∗
2θ)(B)dt.
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Sendo a igualdade acima verdadeira para todo movimento Browniano em M e para

toda forma vertical θ ∈ Ω(E) conclúımos que

vτσ = µ2∗(τ
H
Fσ

).

Conseqüentemente vτσ é nulo se, somente se, τH
Fσ

é nulo, e a prova está completa.

O teorema acima demonstra uma condição geométrica para que uma seção seja

harmônica. No que segue constrúımos uma condição estocástica.

Teorema 3.1.7 Seja M uma variedade Riemanniana e E uma variedade dife-

renciável equipada com uma conexão ΓE. Seja σ uma seção de πE, então σ é seção

harmônica se, e somente se, para todo movimento Browniano em M , σ(B) é um

martingale vertical com respeito a ΓE.

Demonstração: Seja θ é uma forma vertical em E. Pela fórmula geométrica de

Itô, para todo movimento Browniano B a valores em M , temos que
∫

θ dEσ(B) =

∫

σ∗θ dMB +
1

2

∫

vτ ∗
σθ(B) dt.

Como
∫

σ∗θ dMB é martingale local então
∫

θ dEσ(B) é martingale local se, e

somente se, vτσ é nulo. Portanto, pela definição de martingale vertical e seção

harmônica, conclúımos a prova do teorema.

Teorema 3.1.8 Sejam P (M,G) um fibrado principal equipado com a métrica de

Kaluza-Klein e E(M, N, G, P ) um fibrado associado a P . Suponha que N está mu-

nidas com uma conexão ΓN . Seja σ uma seção da projecão πE então Fσ é horizon-

talmente harmônica se, e somente se, para todo movimento Browniano horizontal

Bh em P , Fσ(Bh) é martingale com respeito a ΓN .

Demonstração: Seja θ ∈ Ω1(N). Considere Bt um movimento Browniano em M

e Bh um movimento Browniano horizontal em P , i.e.,

dBh = HBdB. (3.10)
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Pela fórmula geométrica de Itô, obtemos que
∫

θ dNFσ(Bh) =

∫

F ∗
σθ dMBh +

∫

β∗
Fσ

(θ)(dBh, dBh).

De (3.10) vemos que

∫

θ dNFσ(Bh) =

∫

H∗F ∗
σθ dB +

∫

β∗
Fσ

(θ)(HBdB,HBdB),

e, analogamente a (3.9), temos que

∫

θ dNFσ(Bh) =

∫

H∗F ∗
σθ dB +

∫

(τH
Fσ

)∗(θ)(B)dt.

Como
∫

H∗F ∗
σθ dB é martingale local então

∫

Θ dNFσ(Bh) é martingale local se, e

somente se, τH
Fσ

é nulo. Portanto as definições de martingale e aplicação horizontal-

mente harmônica garantem o teorema.



Caṕıtulo 4

Obstrução para existência de

seções harmônicas

O nosso trabalho de caracterização de seções harmônicas, descrito no caṕıtulo

anterior, nos motivou a fazer aplicações. Inicialmente, pensamos em utilizá-los para

construir exemplos concretos de seções harmônicas. Mas, no decorrer deste traba-

lho, observamos ser mais prof́ıcuo, no momento, utilizar as ferramentas do cálculo

estocástico para construir condições de obstrução de seções harmônicas.

A motivação para este estudo, foi baseado no prinćıpio de convergência de martin-

gales reais e na propriedade de acoplagem browniana, apresentada por W.S. Kendall

em [29]. De modo a esclarecer, dadas um variedade diferenciável M com a proprie-

dade de acoplagem browniana e uma aplicação F : M → R harmônica, conseguimos

mostrar que F é constante. Baseados nesta idéia, utilizamos a propriedade de não

confluência de martingales em variedades e o conceito de coalescência de processos

para mostrar, através do levantamento eqüivariante, uma condição de obstrução

para a harmonicidade de seções.
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4.1 Preliminares

Definição 4.1.1 (propriedade de não confluência) Seja M uma variedade

diferenciável. M possui a propriedade de não confluência de martingales (PNC) se

para todo espaço filtrado (Ω,F , (Ft)t≥0, P), martingales X e Y definidos sobre Ω a

valores em M e todo tempo de parada finito T tal que

XT = YT q.c. temos que X = Y sobre [0, T ]

Exemplo: Considere a esfera S1 como o quociente R/2πZ e denote por p a projeção

de R para S1. Observamos que (R, +) é um grupo de Lie. De modo trivial, S1 é

redut́ıvel. Logo, pela Proposição 6.65 de [50], a projeção p é uma aplicação afim.

Seja Y uma variável aleatória a valores em S1. Então existe uma variável

aleatória X a valores [0, 2π) tal que p(X) = Y . Definamos, para cada k ∈ Z, as

variáveis aleatórias Xk = X +2kπ a valores em [k, 2kπ). Isto é claro que p(Xk) = Y ,

para todo k ∈ Z. Observamos que, para cada k ∈ Z, |Xk| < 2|k|π + 2π. Logo,

E(|Xk|) < ∞. Portanto, pelo primeiro exemplo da seção 1.2, o processo aleatório

definido como

Xkt = E[Xk|Ft], t ≥ 0,

é um martingale real. Agora definamos os processos aleatórios

Ykt = p(Xkt)

a valores em S1. Como a aplicação p é afim, pela Proposição 4.32 de [20], Ykt é

martingale em S1, para todo k ∈ Z. Isto é fácil ver que os martingales Ykt têm o

mesmo valor final Y e são distintos. De fato, para todo k ∈ Z, temos que

Yk∞ = p(Xk∞) = p(X + 2kπ) = p(X) = Y.

Conseqüentemente os martingales Ykt não possuem a propriedade de não confluência.

No ćırculo as condições necessárias para que um martingale possua a propriedade

de não confluência são devidas a J. Picard [49].
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O exemplo anterior serve para ilustrar a dificuldade do problema de não con-

fluência de martingales em variedades. No caso real a propriedade de não confluência

de martingales pode ser assegurada utilizando a esperança condicional, como em

(1.5). Já no caso do ćırculo, ou numa variedade diferenciável, não existe uma de-

finição de esperança condicional semelhante a de R, o que faz necessário outras

formas de abordar o problema. A geometria convexa é uma forma utilizada para

abordar este problema em variedades, ver por exemplo [2], [19], [30],[31],[32] e [33].

Entretanto os resultados apresentados por estes trabalhos e por nós conhecidos em

sua maioria são locais.

No caso de M = V , onde V é um espaço vetorial de dimensão n munido de uma

estrutura euclidiana, temos o seguinte resultado.

Proposição 4.1.2 Sejam X e Y dois martingales em V . Se existe um tempo de

parada τ com respeito a (Ft) e K > 0 tal que τ ≤ K < ∞ e Xτ = Yτ então Xt = Yt

para t ∈ [0, τ ].

Demonstração: A prova é direta.

Definição 4.1.3 (propriedade de acoplagem browniana) Uma variedade Ri-

emaniana tem a propriedade de acoplagem browniana (PAB) se para qualquer dois

pontos x0, y0 em M podemos construir um espaço de probabilidade completo (Ω,F , P),

uma filtração de σ-algebras (Ft; t ≥ 0) e dois movimentos Brownianos em M a saber

X e Y , não necessariamente independentes, mas, ambos adaptados à filtração tais

que

X0 = x0, Y0 = y0

e

P(Xt = Yt para algum t ≥ 0) = 1. (4.1)

Definição 4.1.4 Sobre as condições da definição acima, chamamos de tempo de

acoplagem o tempo de parada T (X, Y ) = inf{t > 0; Xt = Yt}.
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Exemplo: Como ilustração descreveremos o processo de construção de acoplagem

Browniana em R
n. Está construção é devida a T. Lindvall e L.C.G. Rogers [36].

Seja Ω o espaço de todas funções continuas ω : [0,∞) → R
d, d ≥ 2, com a

σ-álgebra standard F . Considere Px a medida de probabilidade em (Ω,F) que faz

X(ω, t) = ω(t) ser o movimento Browniano standard. Chamamos de superf́ıcie

espelho o hiperplano,

Lxy = {u ∈ R
d; (u −

(x + y)

2
, x − y) = 0} (4.2)

para x, y ∈ R
d se x 6= y [(·, ·) denota produto escalar]. Seja Txy(z) a imagem espelho

de z com respeito a Lxy definida por

Txy(z) := −(projLxy
(z) − z).

Definimos βxyω ∈ Ω através de

(βxyω)(t) =

{

Txy(ω(t)) , t ≤ κxy,

ω(t) , t ≥ κxy,

onde

κxy = inf{s > 0; ω(s) ∈ Lxy};

ou κxy = ∞ se ω nunca encontra Lxy.

Defina Xt = ω(t) e Yt = (βxyω)(t), ambos são movimentos Brownianos. Utili-

zando técnicas de convergência de distribuições, Lindvall e Rogers foram os primeiros

a demonstrar que estes movimentos Brownianos possuem a propriedade de acopla-

gem, ver Seção 2 de [36]. Utilizando uma técnica diferente, em [29], W. Kendall

também mostrou este mesmo resultado.

Em uma variedade Riemanniana, os resultados de acoplagem Browniana devidos

a W. Kendall [28] são muito úteis para nosso trabalho.

Teorema 4.1.5 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Suponha que M

tem todas as curvaturas de Ricci não-negativas. Então M possui a propriedade de

acoplagem Browniana.
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Demonstração: Ver Teorema 1 de [28].

Teorema 4.1.6 Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Então esta possui

a propriedade de acoplagem Browniana.

Demonstração: Ver Teorema 7 de [28].

A importância destes resultados reside na identificação de condições geométricas

para obter a acoplagem Browniana.

Na teoria de processos Markovianos existe uma construção denominada coa-

lescência de processos. Em poucas palavras, dados dois processos que possuam para

cada trajetória um ponto de encontro, constrói se um novo processo a partir destes

dois. Para uma melhor compreensão deste ver [35] e as referências dadas lá. Aqui,

faremos uma coalescência de processos no seguinte sentido.

Seja M uma variedade Riemanniana. Considere X e Y dois movimentos Browni-

anos em M com a propriedade de acoplagem browniana tais que X0 = x0 e Y0 = y0.

Denote por T (X, Y ) o seu tempo de acoplagem. Definamos o seguinte processo M

Ȳt =

{

Yt , t ≤ T (X,Y )

Xt , t ≥ T (X,Y ).
(4.3)

Observamos que Ȳ0 = y0.

Proposição 4.1.7 Sejam M uma variedade Riemanniana e X e Y dois movimen-

tos Brownianos em M . Então o processo Ȳt é um movimento Browniano em M .

Demonstração: Seja f ∈ C2(M), devemos mostrar que

f(Ȳt) − f(Ȳ0) −
1

2

∫ t

0

∆(f)(Ȳs)ds

é martingale local. Isto é claro que para todo t ≤ T (X, Y )

f(Ȳt) − f(Ȳ0) −
1

2

∫ t

0

∆(f)(Ȳs)ds = f(Yt) − f(Y0) −
1

2

∫ t

0

∆(f)(Ys)ds
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é um martingale local, pois Y é movimento Browniano em M . Agora, para todo

t ≥ T (X,Y ) deduzimos que

f(Ȳt) − f(Ȳ0) −
1

2

∫ t

0

∆(f)(Ȳs)ds = f(Ȳt) + f(ȲT (X,Y )) − f(ȲT (X,Y )) − f(Ȳ0)

−
1

2

∫ T (X,Y )

0

∆(f)(Ȳs)ds −
1

2

∫ t

T (X,Y )

∆(f)(Ȳs)ds

=

(

f(ȲT (X,Y )) − f(Ȳ0) −
1

2

∫ T (X,Y )

0

∆(f)(Ȳs)ds

)

+

(

f(Ȳt) − f(ȲT (X,Y )) −
1

2

∫ t

T (X,Y )

∆(f)(Ȳs)ds

)

.

Portanto, é suficiente mostrar que

f(Ȳt) − f(ȲT (X,Y )) −
1

2

∫ t

T (X,Y )

∆(f)(Ȳs)ds (4.4)

é martingale local. De (4.3) temos que (4.4) pode ser escrito como

f(Xt)−f(X0)−
1

2

∫ t

0

∆(f)(Xs)ds−

(

f(XT (X,Y )) − f(X0) −
1

2

∫ T (X,Y )

0

∆(f)(Xs)ds

)

,

o qual é a diferença de dois martingales locais. Logo, (4.4) é um martingale local.

4.2 Condição de obstrução

Dada uma métrica g em uma variedade Riemanniana M , denotaremos ‖ · ‖g a

norma gerada por tal métrica. Denotaremos por Lg o funcional comprimento de

arco com respeito à métrica g e por dM a distância Riemanniana de M .

Seja P (M,G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica Kaluza-

Klein k (ver (3.1)). Lembramos que M está munida com a métrica g e G com a

métrica invariante à direita h.

Seja τ : [0, 1] → P uma curva horizontal, isto é, diferenciável e τ̇(t) é horizontal,

para todo t ∈ [0, 1]. Escrevendo γ(t) = π ◦ τ(t) segue que γ̇(t) = π∗ ◦ τ̇(t).
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Lema 4.2.1 Seja P (M, G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica

Kaluza-Klein k e da forma conexão ψ. Se τ : [0, 1] → P é uma curva horizontal

então Lk(τ) = Lg(γ).

Demonstração: A prova é direta.

Lk(τ) =

∫ 1

0

‖τ̇(t)‖kdt =

∫ 1

0

k(τ̇(t), τ̇(t))
1
2 dt

=

∫ 1

0

(π∗g(τ̇(t), τ̇(t)) + ψ∗ < τ̇(t), τ̇(t) >)
1
2 dt

=

∫ 1

0

π∗g(τ̇(t), τ̇(t))
1
2 dt =

∫ 1

0

g(π∗τ̇(t), π∗τ̇(t))
1
2 dt

=

∫ 1

0

g(γ̇(t), γ̇(t))
1
2 dt =

∫ 1

0

‖γ̇(t)‖gdt

= Lg(γ).

Seja τ : [0, 1] → P uma curva vertical, isto é, diferenciável e τ̇(t) é vertical, para

todo t ∈ [0, 1]. Suponha que τ(0) = u, então existe uma curva µ(t) em G tal que

τ(t) = u · µ(t) e µ(0) = e. Observamos que a ação à direita de G em P para todo

u ∈ P pode ser vista como uma aplicação u : G → P . Isto é claro que u é uma

isometria entre G e a fibra π−1(x) desde que π(u) = x. Mais ainda, a forma conexão

ψ pode ser vista como ψ(u)(U) = u−1
e∗ (U), onde U ∈ TuP .

Lema 4.2.2 Seja P (M, G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica

Kaluza-Klein k e da forma conexão ψ. Se τ : [0, 1] → P é uma curva vertical então

Lk(τ) = Lh(µ).
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Demonstração: A prova é direta.

Lk(τ) =

∫ 1

0

‖τ̇(t)‖kdt =

∫ 1

0

k(τ̇(t), τ̇(t))
1
2 dt

=

∫ 1

0

(π∗g(τ̇(t), τ̇(t)) + ψ∗ < τ̇(t), τ̇(t) >)
1
2 dt

=

∫ 1

0

ψ∗ < τ̇(t), τ̇(t) >
1
2 dt =

∫ 1

0

< ψ∗(τ)τ̇(t), ψ∗(τ)τ̇(t) >
1
2 dt

=

∫ 1

0

< ψ∗(u · µ(t))uµ(t)∗µ̇(t), ψ∗(u · µ(t))uµ(t)∗µ̇(t) >
1
2 dt

=

∫ 1

0

< (Rµ(t)u)−1
e∗ uµ(t)∗µ̇(t), (Rµ(t)u)−1

e∗ uµ(t)∗µ̇(t) >
1
2 dt

=

∫ 1

0

< (u−1 ◦ Rµ(t)−1)e∗uµ(t)∗µ̇(t), (u−1 ◦ Rµ(t)−1)e∗uµ(t)∗µ̇(t) >
1
2 dt

=

∫ 1

0

< u−1
µ(t)∗ ◦ (Rµ(t)−1)e∗uµ(t)∗µ̇(t), u−1

µ(t)∗ ◦ (Rµ(t)−1)e∗uµ(t)∗µ̇(t) >
1
2 dt

=

∫ 1

0

< u−1
µ(t)∗uµ(t)∗(Rµ(t)−1)e∗µ̇(t), u−1

µ(t)∗uµ(t)∗(Rµ(t)−1)e∗µ̇(t) >
1
2 dt

=

∫ 1

0

< (Rµ(t)−1)e∗µ̇(t), (Rµ(t)−1)e∗µ̇(t) >
1
2 dt

Como < ·, · > é a forma bilinear tomando valores em g associada a métrica invariante

à direita h, por definição, resulta que

Lk(τ) =

∫ 1

0

h(µ̇(t), µ̇(t))
1
2 dt =

∫ 1

0

‖µ̇(t)‖hdt = Lh(µ).

Seja τ : [0, 1] → P uma curva diferenciável em P . Como τ pode ser escrita como

o produto γ(t)h ·µ(t), onde γ é uma curva em M e µ é uma curva em G, resulta que

˙τ(t) = Rµ(t)γ̇(t)h + γ(t)h
∗ µ̇(t).

Proposição 4.2.3 Lk(τ) ≤ Lh(µ) + Lg(γ)
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Demonstração: A prova é direta.

Lk(τ) =

∫ 1

0

‖τ̇(t)‖kdt =

∫ 1

0

k(τ̇(t), τ̇(t))
1
2 dt

=

∫ 1

0

(π∗g(τ̇(t), τ̇(t)) + ψ∗ < τ̇(t), τ̇(t) >)
1
2 dt

≤

∫ 1

0

(π∗g(Rµ(t)γ̇(t)h, Rµ(t)γ̇(t)h)
1
2 +

∫ 1

0

(ψ∗ < γ(t)h
∗ µ̇(t), γ(t)h

∗ µ̇(t) >)
1
2 dt

=

∫ 1

0

g(γ̇(t), γ̇(t))
1
2 +

∫ 1

0

h(µ̇(t), µ̇(t))
1
2 dt

=

∫ 1

0

‖γ̇(t)‖gdt +

∫ 1

0

‖µ̇(t)‖hdt

= Lg(γ) + Lh(µ).

Na quinta passagem, utilizamos os lemas (4.2.1) e (4.2.2).

Proposição 4.2.4 Seja x ∈ M e u, v, w ∈ π−1(x). Se a, b são pontos em G tais

que v = u · a e w = u · b então

dP (v, w) = dG(a, b).

Demonstração: Seja τ : [0, 1] → P uma curva diferenciável tal que τ(0) = v e

τ(1) = w. Considere uma curva diferenciável γ em M tal que π(τ) = γ. Observamos

que γ(0) = x e γ(1) = x. Pela Proposição 3.1 de [34, cap. II], existe uma curva

diferenciável µ em G tal que µ(0) = a and µ(1) = b e τ = γh ·µ. Agora, a Proposição

4.2.3 demonstra que

Lk(τ) ≤ Lh(µ) + Lg(γ).

Mas Lg(γ) = 0, pela definição de comprimento de curvas. Portanto Lk(τ) ≤ Lh(µ).

Por outro lado, isto é claro que Lk(τ) ≥ Lh(µ), pelo lema (4.2.2). Logo Lk(τ) =

Lh(µ). Assim, somente é necessário considerar apenas curvas verticais.

Do que já foi provado, isto é imediato que dP (v, w) = dP (u · a, u · b) = dG(a, b),

pela definição de distância em variedade Riemanniana.
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Teorema 4.2.5 Sejam P (M,G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica

Kaluza-Klein k e da forma conexão ψ e E(M, N, G, P ) um fibrado associado a P .

Suponha que a fibra N tem a propriedade de não confluência e que G tem a propri-

edade de acoplagem Browniana. Então segue os seguintes resultados:

(i) Se σ : M → E é uma seção harmônica então a aplicação Fσ é constante sobre

as fibras de P .

(ii) Se existe uma seção harmônica σ : M → E então cada fibra de P gera um

único ponto fixo à ação à esquerda de G em N .

(iii) Se a ação à esquerda de G em N não fixa pontos então não existem seções

harmônicas de M em E.

Demonstração: (i) Sejam x ∈ M e u, v ∈ π−1(x) tais que u 6= v. Então existe

a ∈ G tal que v = u.a. Pela hipótese sobre G, existem dois movimentos Brownianos

µ e ν em G tais que µ0 = e, e ν0 = a, com a PAB. Obviamente, T (µ, ν) é finito.

Seja Xt um movimento Browniano em M tal que X0 = x. Consideremos Xh
t e

X̃h
t dois movimentos Brownianos horizontais tais que Xh

0 = u e X̃h
0 = v. Afirmamos

que existe um tempo de parada T finito tal que

Xh
T · µT = X̃h

T · νT , q.c.. (4.5)

De fato, como Xh
t , X̃h

t ∈ π−1(Xt) então

dP (Xh
t · µt, X̃

h
t · νt) = dG(µt, νt),

pela Proposição 4.2.4. Assim, se escolhermos T = T (µ, ν) então (4.5) é satisfeita.

Aplicando Fσ a (4.5) resulta que Fσ(Xh
T ·µT ) = Fσ(X̃h

T ·νT ), e como Fσ é eqüivariante

pela ação à direita µ−1
T · Fσ(Xh

T ) = ν−1
T · Fσ(X̃h

T ). Logo, Fσ(Xh
T ) = Fσ(X̃h

T ), pois

µT = νT .

Lembramos que pelo Teorema 3.1.6 se σ é harmônica então Fσ é horizontalmente

harmônica. Logo, pelo Teorema 3.1.8, Fσ(Xh
t ) e Fσ(X̃h

t ) são martingales em N .

Agora pela PNC de N ,

Fσ(Xh
0 ) = Fσ(X̃h

0 ).
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Isto é

Fσ(u) = Fσ(v). (4.6)

(ii) Sejam x ∈ M e u, v ∈ π−1(x) tais que u 6= v. Evidentemente, existe a ∈ G tal

que v = u.a. Agora, pelo ı́tem (i) e a eqüivariância de Fσ resulta que

Fσ(u) = Fσ(v) = Fσ(u.a) = a−1 · Fσ(u).

(iii) A demonstração é direta do ı́tem (ii).

Teorema 4.2.6 Sejam P (M,G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica

Kaluza-Klein k e da forma conexão ψ e E(M, N, G, P ) um fibrado associado a P .

Suponha que a fibra N tem a propriedade não confluência e que M e G têm a

propriedade de acoplagem Browniana. Então segue os seguintes resultados:

(i) Se σ é uma seção harmônica σ : M → E então a aplicação Fσ é constante sobre

P .

(ii) Se existe uma seção harmônica σ : M → E então P gera um único ponto fixo

à ação à esquerda de G em N .

Demonstração: (i) Sejam x e y dois pontos em M . A prova será dividida em dois

casos. Primeiro, se x = y o resultado segue diretamente do ı́tem (i) do Teorema

4.2.5.

Por outro lado, suponha que x 6= y. Pela hipótese sobre M , existem dois movi-

mentos Brownianos X e Y em M , tais que X0 = x e Y0 = y, os quais satisfazem

a PAB. Conseqüentemente, o tempo de acoplagem T (X,Y ) é finito. Da proposição

(4.1.7) segue que o processo

Ȳt =

{

Yt , t ≤ T (X, Y )

Xt , t ≥ T (X, Y )
(4.7)

é um movimento Browniano em M .
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Sejam a, b ∈ G, como G tem a PAB existem dois movimentos Brownianos µ e ν

em G, tais que µ0 = a, ν0 = b e T = T (µ, ν) é finito tal que µT = νT . Aplicando

novamente a proposição (4.1.7) o processo

ν̄t =

{

νt , t ≤ T (µ, ν)

µt , t ≥ T (µ, ν)
(4.8)

é um movimento Browniano em G.

Sejam u, v ∈ P tais que π(u) = x e π(v) = y e Xh
t e Y h

t dois movimentos

Brownianos horizontais tais que Xh
0 = u e Ȳ h

0 = v. Afirmamos que para todo

t ≥ T = T (X, Y ) ∨ T (µ, ν),

Xh
t · µt = Ȳ h

t · ν̄t, q.c.. (4.9)

Caso 1. Suponha que T (X, Y ) ≤ T (µ, ν). Para todo t ≥ T (µ, ν), temos que

dP (Xh
t · µt, Ȳ

h
t · ν̄t) = dP (Xh

t · µt, Ȳ
h
t · µt) = dP (Rµt

Xh
t , Rµt

Ȳ h
t ).

Lembrando que a métrica é Kaluza-Klein (ver (3.1)) resulta que

dP (Xh
t · µt, Ȳ

h
t · ν̄t) = dM(Xt, Ȳt).

Agora, (4.7) garante que, para todo t ≥ T (µ, ν), (4.9) é satisfeita.

Caso 2. Suponha o contrário T (X, Y ) ≥ T (µ, ν). Para todo t ≥ T (X, Y ), nós temos

que

dP (Xh
t · µt, Ȳ

h
t · ν̄t) = dP (Xh

t · µt, X
h
t · ν̄t) = dG(µt, ν̄t).

(ver a Proposição 4.2.4). Assim, para todo t ≥ T (X,Y ), (4.8) garante que (4.9) é

satisfeita.

Claro que para t ≥ T , Fσ(Xh
t ·µt) = Fσ(Ȳ h

t · ν̄t). Sendo Fσ eqüivariante pela ação

à direita então µ−1
t · Fσ(Xh

t ) = ν̄−1
t · Fσ(Ȳ h

t ). Como µt = ν̄t, pois t ≥ T , conclúımos

que Fσ(Xh
t ) = Fσ(Ȳ h

t ).

Se Fσ é horizontalmente harmônica então Fσ(Xh
t ) e Fσ(Ȳ h

t ) são martingales em

N , pelo Teorema 3.1.8. Assim, pela PNC assumida em N ,

Fσ(Xh
0 ) = Fσ(Ȳ h

0 ).
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Isto segue imediatamente que Fσ(u) = Fσ(v). Conseqüentemente, Fσ é constante.

(ii) A prova segue direto dos ı́tem (i) e do ı́tem (ii) do Teorema 4.2.5. De fato,

pelo ı́tem (ii) do Teorema 4.2.5, cada fibra de P têm um único ponto fixo à ação à

esquerda de G em N . Mas, como Fσ é constante sobre P , pelo ı́tem (i), temos que

os pontos fixos são o mesmo, e a prova está conclúıda.

4.3 Aplicações
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4.3.1 Fibrado adjunto adP

Sejam M uma variedade compacta e P (M, G) um fibrado principal com o grupo

G tal que G é compacto e semi-simples. Denote por Ad a representação adjunta de

G na álgebra de Lie g. Observamos que Ad é uma ação à esquerda neste contexto.

Assim, nós temos o seguinte diagrama comutativo:

P

πP

²²

P × g
π1oo

µ

²²

M adP
πadPoo

, (4.10)

onde adP = P ×Ad g é o fibrado adjunto. Na literatura f́ısica, adP é chamado de

fibrado de Higgs, e qualquer seção σ : M → adP é chamada de campo de Higgs na

representação adjunta ou simplesmente campos de Higgs (ver por exemplo [39]).

Observamos que Ad(g)(0) = 0 para todo g ∈ G, isto é, 0 é um ponto fixo para a

representação adjunta.

Proposição 4.3.1 Sejam P (M, G) um fibrado principal com o grupo G tal que G

é compacto e semi-simples e M compacta. Considere o fibrado adjunto adP . Se σ

é uma seção harmônica de M em adP então σ é nula.

Demonstração: Seja σ uma seção harmônica de M em adP . Então pelo ı́tem (ii)

do Teorema 4.2.6, o levantamento eqüivariante Fσ fixa um único ponto em P , ou

seja, existe um u ∈ P tal que Fσ(u) é ponto fixo para representação adjunta Ad, isto

é, Ad(g)(Fσ(u)) = Fσ(u), para todo g ∈ G. Como Ad(g)(0)=0 para todo g ∈ G,

então Fσ(u) = 0. Sendo Fσ constante pelo ı́tem (i) do Teorema 4.2.6, resulta que

Fσ é nula. Logo, por definição, σ é nula.

4.3.2 Fibrados de Hopf

Exemplo: Seja S2n−1 uma esfera. Olhemos S2n−1 como um subespaço de C
n con-

sistindo de todos (z1, . . . , zn) com |z1| + . . . + |zn| = 1. Por esta razão, podemos
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definir uma aplicação de S2n−1 × U(1) para S2n−1 por

((z1, . . . , zn), g) → (z1, . . . , zn) · g = (z1g, . . . , zng).

Está aplicação é uma ação à direita livre. Lembrando que U(1) ∼= S1, constrúımos

o seguinte fibrado principal: (S2n−1, CP
n−1, πS2n−1 , S1).

Seja a aplicação de U(1) × C
m para C

m definida por

(g, (z1, . . . , zm)) → g · (z1, . . . , zm) = (gz1, . . . , gzm). (4.11)

Claramente esta é uma ação à esquerda de U(1) em C
m. Assim, podemos considerar

C
m como a fibra standard do fibrado associado E(CP

n−1, Cm, S1, S2n−1), onde E =

S2n−1 ×U(1) C
m. Assim, temos o seguinte diagrama:

S2n−1

π
S2n−1

²²

S2n−1 × C
m

π1oo

µ

²²

CP
n−1 E

πEoo

Obviamente, C
n é um espaço vetorial e S1 é um grupo de Lie compacto, e ainda,

um simples cálculo demonstra que a ação à esquerda (4.11) é livre. Portanto, temos

satisfeita as hipóteses do Teorema (4.2.5). Logo, se σ : CP
n−1 → E é uma seção

harmônica então σ é nula.

Um caso interessante deste exemplo é quanto n = 2, pois o fibrado S1 → S3 → S2

é um modelo para o monopolo magnético de Dirac (ver por exemplo [46]). Se m = 1,

σ é chamado de campo escalar complexo. De forma geral, na literatura F́ısica, as

seções σ : CP
n−1 → E acima são conhecidas como campo de Higgs generalizados do

Fibrado de Hopf (ver por exemplo [39]).

Denotando por H o grupo dos quatérnios, temos os fibrados de Hopf S3 →

S4n−1 → HP
n−1. Um caso interessante é quando n = 2, S3 → S7 → S4, conside-

rando que HP
1 ∼= S4. A importância deste fibrado reside no fato de ser um modelo

matemático para o estudo dos instantons na Teoria de Yang-Mills (ver por exemplo

[46]).
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Exemplo: Como no exemplo anterior, conseguimos o seguinte diagrama:

S4n−1

π
S4n−1

²²

S4n−1 × H
m

π1oo

µ

²²

HP
n−1 E

πEoo

,

onde E = S4n−1 ×SU(2) H
m e a ação à esquerda de SU(2) em H

m é dada por

(g, (q1, . . . , qn)) → g · (q1, . . . , qn) = (gq1, . . . , gqn)

(ver por exemplo [46]).

Sabemos que H
m é um espaço vetorial e SU(2) é compacto, e ainda, um simples

calculo demonstra que a ação à esquerda acima é livre. Portanto, as hipóteses do

Teorema 4.2.5 são satisfeitas. Logo, se σ : HP
n−1 → E é uma seção harmônica então

σ é nula.
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eqüivariancia de Fσ, 9

equação estocástica, 15
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