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Resumo

Neste trabalho estudamos os martingales no fibrado de bases e suas relacgoes
com os martingales no fibrado tangente. Caracterizamos as aplicagoes harmonicas a
valores no fibrado de bases e as relacionamos com as aplicacoes harmonicas a valores
no fibrado tangente.

Numa segunda parte estudamos a harmonicidade das se¢oes de um fibrado via ge-
ometria estocéstica. Seja P(M,G) um fibrado principal e E(M, N, G, P) um fibrado
associado a P(M, G). Entre outros resultados obtemos que: uma se¢ao o : M — E
¢ harmonica se, e somente se, o seu levantamento eqiiivariante F, : P — N é ho-
rizontalmente harmonico; e se a acao a esquerda de G x N em N nao fixa pontos

entao nao existe se¢ao o : M — E harmonica ou toda secao harmonica ¢é nula.
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Abstract

Our study is about martingales in frame bundles and its relation with martingales
in fiber tangent. We caracterize the frame bundle valued harmonics applications.
Moreover, we study its relation whit fiber tangent valued harmonic applications.

The other main of our thesis is studied harmonic sections of a fiber bundle, th-
rough stochastic geometry. Let P(M, G) be a principal fiber bundle and E(M, N, G, P)
be a associate fiber to P(M,G). Our main results are: a sections o : M — FE'is
harmonic if, and only if, its equivariant lift F, : P — N is horizontally harmonic;
If the left action of G x N in N do not have fix point then there are not sections

o0 : M — E harmonic or every harmonic sections are null.
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Introducao

A férmula de It6, um dos pilares da anédlise estocastica, é o fundamento da teoria
de Schwartz. Ela garante que para qualquer semimartingale continuo X a valores
em R" e qualquer f € C?(R") temos que f(X) é um semimartingale e a seguinte

igualdade é vélida:

£ = 100 + 3 [ GErxaxs+ 5 [ 58 e, v

0 (9951895]

Através da formula de It6 acima é possivel definir de forma consistente semimar-
tingales em variedades: um processo X a valores numa variedade diferencidvel M
¢ dito semimartingale se para toda f € C*(M) temos que f(X) é semimartingale
real.

L. Schwartz em [54] observou que, além da consisténcia da defini¢ao acima, a
férmula de It6, para um sistema de coordenadas locais (U, ¢) em M, relaciona cada

semimartingale em M com o seguinte vetor de segunda ordem:
d*X = dX|D; +d[X"', X7],D,,

onde ¢(x) = (x1,...,2y,).

Utilizando a observagao anterior, hoje conhecida como principio de Schwartz,
P. A. Meyer em [42] propos uma teoria de integragdo estocastica de formas di-
ferenciaveis de segunda ordem ao longo de semimartingales. Esta integracao es-
tocastica unifica as integrais de It0 e Stratonovich as quais foram introduzidas por

N. Wiener em [56] e desenvolvidas por K. It6 em [27].
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Introducao 2

No trabalho citado, P. A. Meyer introduz uma versao da férmula de It6 para esta
teoria de integracao. Em nosso trabalho usamos fortemente a versao da férmula de
It6 dada por P. J. Catuogno em [10], a qual ele denominou de férmula geométrica
de It6: Sejam M, N variedades diferencidveis equipadas com conexdes VM e V¥V,
respectivamente, e F' : M — N aplicagao diferencidavel. Se X é um semimartingale
e € QY(N) entao

N M 1
/9 d"F(X) = /F*9 d X + 5/&;9(@(, dX),

onde (r é a forma fundamental de F'.

A partir da férmula geométrica de Ito, é facil obter a caracterizacao estocastica
de aplicagbes harmonicas dada por J.M. Bismut em [5]: Seja F': M — N uma
aplicagao diferenciavel. Entao F' é harmonica se, e somente se, para todo movimento
Browniano B em M, F(B) é um martingale.

A férmula geométrica de 1t0, a caracterizacao de Bismut e os resultados como:
a formula de conversao entre integrais de Itd6 e Stratonovich, féormula de Manabe,
entre outros, sao as ferramentas que utilizamos para demonstrar os nossos resultados
sobre caracterizagao de martingales e aplicacoes harmonicas.

O nosso trabalho se divide em quatro capitulos na seguinte maneira: no pri-
meiro capitulo, nas segdes (1.1), (1.2) e (1.3) introduzimos, respectivamente, con-
ceitos, notagoes e resultados em geometria diferencial, analise estocastica e teoria
de Schwartz que precisamos nos capitulos posteriores. Além disso, na se¢ao (1.4)
desenvolvemos varios resultados em teoria de Schwartz necessarios posteriormente.
O mais relevante é a seguinte proposigao:

Proposicao 1.4.4: Se f : M x N — FE ¢é uma aplicagcao diferencidvel entdo o

morfismo de Schwartz . € escrito como
(p,9)

f(p,q)* = fp* S fq* s> fp* ® fq*.

No Capitulo 2, nosso interesse é caracterizar os martingales a valores no fibrado

de bases BM e caracterizar as aplicagoes harmonicas com co-dominio BM.
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Na Secao 2.1, dada uma variedade diferenciavel M com uma conexao V, intro-
duzimos os levantamentos horizontal V" e canonico V¢ da conexao a BM (ver por
exemplo [14]).

Na Secao 2.2, caracterizamos os martingales em BM. Seja v a forma conexao
em BM induzida por V. Noés obtemos os seguintes resultados:

Teorema 2.2.1: X ¢é martingale com respeito ¢ V" se, e somente se, g0 X €

um martingale com respeito a V e

/w5X+%/¢®@b(dX,dX)

¢ um martingale local.
Teorema 2.2.2: X é um martingale com respeito a V¢ se, e somente se, mpy 0 X

€ um martingale com respeito a 'V e

1 1
/¢ 5X+§/1/J®w(dX,dX) - é/ac (dX, dX)
¢ um martingale local, onde

1
ay (U, V) = —§p_1(R(p o —, mpy+U)7TBaV + R(p o —, mpar V) mpaU)

para U,V € T,BM.

Utilizando a caracterizacao de Bismut e os Teoremas acima temos as seguintes
caracterizacoes:

Teorema 2.2.3: A aplicacao diferencidvel F': N — BM é harmonica com respeito
a V" se, e somente se, mpy o F' € harménica e d*F*yp — tr F* (¢ ® ) = 0.
Teorema 2.2.5: A aplicacao diferencidvel F': N — BM € harmonica com respeito
a V¢ se, e somente se, mo F' é harménica e d*F* — trF*(¢ ® ¢ — a®) = 0.

Seja v = (71, ..,7V,) uma curva diferenciavel a valores no fibrado de bases BM.
Como aplicagao dos teoremas acima, demonstramos as caracterizacoes dadas por
L.A. Cordero e M. De Leon em [13] e K. Mok em [44], respectivamente, para 7 ser
geodésica em BM.

Corolario 2.2.4: v € geodésica com respeito a V" se, e somente se, mpyr 07y é

geodésica com respeito a V e Vv, =0 parai=1,...,n.
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Corolario 2.2.6: v ¢é geodésica com respeito a V€ se, e somente se, mo~y € geodésica
com respeito a V e 7y; € um campo de Jacobi ao longo de moy para i =1,...,n.

Na Secao 2.3, assumimos que o fibrado tangente T'M estd equipado com os
levantamentos horizontal V# e canonico V¢ (ver por exemplo [61]) e mostramos as
seguintes relagoes entre martingales em BM e TM:

Teorema 2.3.2: Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao simétrica
V. Seja Xy = (X}, ..., X)) um semimartingale em BM . Entao

1. X, € martingale em BM com respeito a V" se, e somente se, para todo i =

1,...,n, X} é martingale em TM com respeito a V.

2. Xy € martingale em BM com respeito a V¢ se, e somente se, para todo 1 =

1,...,n, X} é martingale em TM com respeito a V.

Teorema 2.3.3: Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao simétrica
V. Sejam X; = (X}, ..., X?) um semimartingale em BM er = (ry,...,r,) € R™.
Entao

s

X, é ingale e 0 i somen o X é
1. X; é mart le em BM com respeito a V" se, e somente se, i1 .

martingale em TM com respeito a V|, para todo r € R".

2. Xy € martingale BM com respeito a V¢ se, e somente se, > . ;X é mar-

tingale em TM com respeito a VC, para todo r € R™.

Utilizando a caracterizacao de Bismut e os teoremas acima conseguimos a se-
guinte relacao entre aplicagoes harmonicas em BM e T'M:
Teorema 2.3.4: Sejam N uma variedade Riemanniana com a métrica g, M uma

variedade equipada com uma conexdao simétrica V e fi,... f, : N — TM aplicacoes

linearmente independentes. Entdao para aplicagio F(x) = (fi(z),..., fu(z)) temos
que:
1. F ¢é harménica com respeito a V" se, e somente se, para todoi=1,...,n, f;

¢ harmonica com respeito a V7.
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2. F € harmonica com respeito a V" se, e somente se, >, f; € harmonica com

respeito a V.

3. I € harmonica com respeito a V€ se, e somente se, para todoi=1,...,n, f;

¢ harménica com respeito a V.

4. F € harménica com respeito a VC se, e somente se, > i fi € harmonica com

respeito a V°.

Nos Capitulos 3 e 4, consideramos que P(M, G) é um fibrado principal e E(M, N, G, P)
é um fibrado associado a P(M,G) com fibra N. Sabemos que sob estas hipdteses

temos o seguinte diagrama comutativo:

P<PxN
|
M~<~=—E.

Suponha que M ¢é uma variedade Riemanniana e F estd equipado com uma
conexao I'?. Dada uma secio o da projecao mg, estudaremos no Capitulo 3 condicoes
que garantam a harmonicidade de o. Denotamos por F), o levantamento eqiiivariante
associado a segdo o (ver (1.3) abaixo). O nosso principal resultado é o seguinte:
Teorema 3.1.6: 0 é uma secao harmonica se e somente se F, é horizontalmente
harmonica

Seja X um semimartingale a valores em E, dizemos que X é um martingale
vertical se d¥ X é vertical. Além do Teorema 3.1.6 conseguimos duas caracterizacoes
estocasticas para harmonicidade de ¢ e de seu levantamento eqiiivariante F,:
Teorema 3.1.7: 0 € uma se¢cao harmonica se, e somente se, para todo movimento
Browniano em M, o(B) é um martingale vertical em E;

Teorema 3.1.8: F, ¢ horizontalmente harmonica se, e somente se, para todo mo-
vimento Browniano horizontal B* em P, F,(B") é martingale em N.
No ultimo capitulo, fazemos aplicacoes das caracterizacoes de se¢coes harmonicas

acima. Na secao 4.1 introduzimos os conceitos de nao-confluéncia de martingales,
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acoplagem browniana e coalescéncia de processos, os quais sao utilizados para mos-
trar os seguintes resultados da Secao 4.2:

Teorema 4.2.5: Sejam P(M,G) um fibrado principal com grupo G munido da
métrica Kaluza-Klein k e da forma conexao ¢ e E(M, N, G, P) um fibrado associado
a P. Suponha que a fibra N tem a propriedade de nao confluéncia e que G tem a
propriedade de acoplagem Browniana. Entao seque os sequintes resultados:

(i) Se 0 : M — E € uma se¢ao harmonica entio a aplicagio F, € constante sobre
as fibras de P.

(ii) Se existe uma se¢do harmonica o : M — E entdo cada fibra de P gera um tnico
ponto fixo a acao a esquerda de G em N.

(iii) Se a acdo a esquerda de G em N ndao fiza pontos entdo nao existem segoes
harmonicas de M em FE.

Teorema 4.2.6: Sejam P(M,G) um fibrado principal com grupo G munido da
métrica Kaluza-Klein k e da forma conexao ¢ e E(M, N, G, P) um fibrado associado
a P. Suponha que a fibra N tem a propriedade nao confluéncia e que M e G tém a
propriedade de acoplagem Browniana. Entdo seque os sequintes resultados:

(i) Se o € uma se¢io harmonica o : M — E entdo a aplicagdo F, é constante sobre
P.

(i) Se existe uma se¢ao harmonica o : M — E entao P gera um unico ponto fixo
a acao a esquerda de G em N.

Por fim, na Secao 4.3 fazemos aplicagoes dos resultados dos Capitulos 3 e 4 ao
fibrado adjunto adP e aos fibrados de Hopf.



Capitulo 1

Conceitos e notacoes para

geometria estocastica

Neste capitulo, nas secoes 1.1, 1.2 e 1.3 introduzimos os conceitos, notagoes e
resultados em geometria diferencial, andlise estocastica, e teoria de Schwartz que
precisaremos nos capitulos posteriores.

Na secao 1.4 desenvolvemos resultados no contexto de teoria de Schwartz ne-

cessarios para construcao dos capitulos seguintes.

1.1 Geometria Diferencial

Iniciamos relembrando alguns fatos em geometria diferencial. Nés usamos li-
vremente conceitos e notagoes de S. Kobayashi and N. Nomizu [34], R.L., Bishop
e Crittenden [6] e W. Poor [50]. Através desta tese todos os entes geométricos
como variedades, funcoes e aplicacoes serao de classe C'°, e os denominaremos de

diferenciaveis.

Definicao 1.1.1 Sejam M wuma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Um
fibrado principal sobre M com grupo G consiste de uma variedade diferencidvel P e

uma a¢ao de G sobre P satisfazendo as sequintes condigoes:
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1. G age livremente em P a direita: (u,a) € P x G — ua = Ru € P.

2. M ¢é o espaco quociente de P pela relacao de equivaléncia induzida por G,

M = P/G, e a projecdo candnica wp : P — M € diferencidvel.

3. P € localmente trivial, isto €, todo ponto x € M tem uma vizinhan¢a U tal
que 7T1§1(U) ¢ 1somorfo a U X G no sentido que existe um difeomorfismo ¢ :
75 (U) — U x G tal que o(u) = (7p(u),d(u)) onde ¢ é uma aplicagio de
75 (U) em G satisfazendo ¢p(ua) = ¢(u)a para todo a € G.

Denotamos por P(M,G) o fibrado principal P sobre M com grupo G.

Por simplicidade de notagao, escreveremos m em vez mp. Para cada ponto z € M
temos a subvariedade 7~!(z) de P, a qual ¢ denominada fibra sobre .

Sejau € P tal que m(u) = x. O espago vetorial ker(m,.), tangente a fibra 71 (z),
sera denotado por VT, P e denominado por espaco vertical em u. Observamos que
V'T,P é um subespago de T,,P. Todo vetor em VT, P sera denominado vertical.

Denotamos a édlgebra de Lie associada a G por g. A cada A € g associamos o
campo de vetores fundamental correspondente a A, denotado por A*, definido por
Al = u.(e)(A) onde u é considerado como a aplicagdo u : G — P, u(g) =uogee

¢ a identidade de G. Observamos que A} é um vetor vertical.

Exemplo: Seja M uma variedade diferenciavel e T'M seu fibrado tangente. O fi-
brado de bases lineares de M , denotado por BM, consiste de todos os isomorfismos
lineares u : R™ — T, M para algum x € M, com projecao w : BM — M dada por
m(u) = z. Seja g : R” — R™ um isomorfismo linear, resulta que wog: R" — T, M
também pertence a BM. Agora, um calculo simples mostra que a agdo de GL(n, R)
em BM dada pela composicao u o g é uma acao a direita livre. Portanto, o fibrado

de bases BM é um fibrado principal sobre M com grupo GL(n,R). O

Sejam P(M,G) um fibrado principal com grupo G e N uma variedade dife-

renciavel tal que G age a esquerda em N. Entao G age a direita em P x N da
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seguinte maneira:
(p,€)g = (pg,97'€)-

Seja ~ a relagdo de equivaléncia dada pela agdo. Denote por E(M,N,G, P), ou

simplesmente por E, o espago quociente (P x N)/ ~.

Definicao 1.1.2 Chamamos E(M,N,G,P) de fibrado sobre M, com fibra N e
grupo G, o qual € associado ao fibrado principal P, ou simplesmente de fibrado

associado a P.

Denote por p a projegao canonica de Px N em E e defina a projecao 7y : £ — M

por
me(p(u, §)) = m(u). (1.1)
Desta construcao conseguimos o seguinte diagrama comutativo:
P<—-PxN (1.2)
1l
M ~<———F.

Dada uma secao o : M — F existe um unico levantamento eqiiivariante F, :
P — N de o definido por

Fy(p) = p,' o g om(p), (1.3)

e vice-versa, onde, para cada p € P, a aplicagao u, : N — E dada por p,(q) = p(p, q)

¢ um isomorfismo sobre sua imagem. A eqiiivariancia de F, é no seguinte sentido:

Fy(p-a)=a"- Fy(p)

Exemplo: Seja T7(R") o espaco de tensores do tipo (r,s) sobre o R". Defina a
aplicacao de Gl(n,R) x T4(R™) em T%(R"™) por

(0. X19.. X, 00 ®..00" = (¢X1)®...(¢X,) @ (¢0") ®...® (go").

Um célculo simples mostra que Gl(n, R) age a esquerda em T%(R"). Portanto, T (M)
¢ um fibrado associado a BM. Ll
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Observacao: Dois casos particulares do exemplo acima sao os fibrados tangente
TM e cotangente T*M da variedade diferenciavel M.

Defini¢ao 1.1.3 Seja P(M,G) um fibrado principal sobre M com grupo G. Uma
familia de aplicagoes diferencidveis H := {H,,u € P} € dita um levantamento

horizontal em P se
1. Hu : TW(U)M — TUP,
2. Wu*OHu :IdT,r(u)M;

3. a aplicagao v — H,A € uma aplicacdo diferencidvel, onde A é uma secdo
arbitrdria de T M.

Pelo segundo item, todo vetor U € T, P pode ser escrito unicamente como
U=V +W, onde Ve HI ,/PeW € VT,P.

Nés chamaremos V' (resp. W) de componente horizontal (resp. vertical) de U e
denotaremos este por hU (resp. vU).
Daqui por diante toda forma diferencial de grau 1 serd chamada de forma de

primeira ordem.

Defini¢ao 1.1.4 Seja P(M,G) um fibrado principal sobre M com grupo G equipado
com um levantamento horizontal H. A forma de primeira ordem 1 de P em g
definida por

V(U) = 4,

onde vU, = A%, é dita forma conexao de P dada por H.

Isto é claro que, U é horizontal se, e somente se, w(U) = 0.
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Observagao: Toda forma conexao 1 de P satisfaz o seguinte: ¥(A*) = A, A€ ge
R = ad(a ')y, onde ad : G — Gl(g) é adjunta de G em g. Ao contrdrio, se existe
uma forma de primeira ordem ¢ de P em g que satisfaz estas condicoes, entao 1

gera um levantamento horizontal H em P definido por
H,(X)="U, onde m,,(U) = X e y(U) =0,

tal que ¢ é a forma conexao dada por H.

Sejam P(M,G) um fibrado principal com grupo G e E(M, N, G, P) um fibrado
associado a P. Dado um levantamento horizontal H em P definimos o levantamento

horizontal H¥ em E associado a H como

Hly = HeH,

™

onde m(u) = mp(u(u,§)) e, para cada & € N, a aplicagdo pe : P — E é dada por
pe(u) = p(u, €). Isto é claro que g o HP = Idpys e Hf(u)A é diferencidvel, onde A
¢ qualquer se¢ao de T'M.

Observagao: Seja BM o fibrado de bases e E(M, N,GL(n,R), BM) um fibrado
associado a P tal que a fibra N seja um espaco vetorial. Se H é um levantamento
horizontal em BM entao existe uma conexao V em M associado a H. Ver [34] para
mais detalhes. Ao contrario, sejam V uma conexdo em M e v : [0,1] — M uma
curva diferenciavel em M, o levantamento horizontal de v para BM pode ser escrito

€como a, composicao
7 (t) = Py(a) op,

onde EZ((I) : TosyM — Ty )M € o transporte paralelo da curva 7.

Seja BM o fibrado das bases equipado com uma forma conexao. A forma
candnica § : TBM — R™ é definida por 6(U,) = p~'m.(U,), a forma curvatura
¢ uma forma diferencial de grau 2 de BM a valores em gl(n,R") definida por
QU,V) =dy(hU,hV) e a forma tor¢ao é uma forma diferencial de grau 2 em BM
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a valores em R" definida por ©(U, V) = df(hU,hV), onde d denota o diferencial
exterior.

O tensor curvatura R e tensor tor¢ao T sao definidos por

R(X,Y)Z = p(QH(X),H(Y))(p™'2)) e
T(X,)Y) = p {(O(H(X),H(Y))),

onde X, Y e Z pertencem a T,y M. A conexao V em M associada a forma conexao
Y em BM é dita simétrica se T = 0.

Sejam 7y uma geodésica em M com respeito a V e J um campo de vetores ao
longo de . Lembramos que J é um campo de Jacobi ao longo da geodésica v se J

satisfaz a seguinte equacgao diferencial de segunda ordem.
V2J + R(J,%)% = 0. (1.4)

Veja [7] ou [25] para uma abordagem completa sobre campos de Jacobi.

1.2 Analise Estocastica

Nesta secao lembramos alguns fatos basicos de analise estocastica, usamos li-
vremente conceitos e notagoes de N. Ikeda e S. Watanabe [26], P. Protter [51], B.
Oksendal [48], Revuz e Yor [52] e E. Hsu [24]. Para todo este trabalho, assumiremos
um espago de probabilidade completo (2, F,P) equipado com uma filtragao (F;):<o.
Por filtracao entendemos uma familia de o-algebras F; crescente: F, C F; se s < t.

Além disso, assumiremos as seguintes hipoteses:

1. cada F; é completa com respeito a P, isto é, se A, B € F; tal que A C B e
P(B) = 0 entdao A € F;.

2. F; € continua a direita: F; = Ny Fs.

Denotaremos por E a esperancga associada a probabilidade P e por E[|F] a

esperanca condicional de [E com respeito a filtracao F;.
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Um processo estocdstico real é uma aplicagao X : € x [0,00) — R tal que,
para todo t € [0,t), X; é uma varidvel aleatéria. O processo X é dito adaptado se
X € F.

As trajetérias do processo estocdstico X sao as aplicagoes X (w) : [0,00) —
R, para todo w € 2. Diremos que o processo X ¢é continuo se suas trajetérias
sao continuas quase certamente, e que X é um processo de variacao finita se suas
trajetérias sao de variagao finita quase certamente.

Daqui por diante, assumiremos que todos os processos estocastico sao
adaptados e continuos.

Uma variavel aleatéria T : 2 — R é um tempo de parada se o evento {7' <
t} € F, para todo t > 0. O exemplo classico de tempo de parada é o tempo de
entrada de X num boreliano A definido como T'(w) := inf{t > 0; X; € A}. Se S e
T sao tempos de parada entao S AT := min(S,7T) e SV T := max(5,T) também
sao tempos de parada.

Os processo mais importantes para analise estocastica sao os movimentos Brow-
nianos, martingales, martingales locais e semimartingales. No que segue relembra-

mos suas definigoes.

Definicao 1.2.1 Um processo estocdstico (Bi)i>o a valores em R™ é um movimento

Browniano standard se

1. para s <t < 0o, By — By € independente de F, (incrementos independentes do

passado);

2. para s < t < oo, By — By € variavel aleatoria Gaussiana com média zero e

variancia t — sI, onde I € a matriz identidade.

Defini¢ao 1.2.2 Um processo estocdstico real (Xy)i>0 € chamado martingale com

respeito a filtragao (Fi)i>o se
1. X, € integrdvel para cada t € [0,00);

2. EB(Xy|Fs) = X, q. c., para todo s,t € [0,00) tal que s < t.
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Exemplo: Dado Y uma varidvel aleatéria real tal que E(Y) < oo, o processo
aleatdrio
Xy =E(Y[F) (1.5)

¢ martingale com respeito a filtracao ;. Ll

Definicao 1.2.3 Um processo estocdstico real X = (Xy)i>0 em (Q, F,P) é chamado
um martingale local com respeito a (F;) se existe uma seqiiencia de tempos de parada
T, com respeito a (Fy) tais que o, < 00, 0, T 00 e X, = X(t Aoy,) € um martingale

com respeito a (F;) para cadan = 1,2, .. ..

Definicao 1.2.4 Um processo estocdstico real Z é chamado de semimartingale se
existem um martingale local X e um processo de variagao finita Y tais que Xo =
Yo=0eZ=X+Y.

Sejam = {0 = sy < 81 < S < ...} uma parti¢ao em R, com lim, .S, = 00.

Para tal partigao 7 seja |w| = sup;|T;+1 — T;| o maximo de m e s At := min{s,t}.

Definicao 1.2.5 Seja Z um semimartingale. Para cada processo estocastico real X

continuo e adaptado definimos a integral estocastica de Itd6 como

/ XdZs = lim (XSZ.)(ZMSZ.+1 — Zsps,);

|7|—0 <=

e a integral estocastica de Stratonovich como

1
/ X;02; = lim Z 2(X5i + Xsi-‘rl)(ZS/\si-‘rl B ZSASi)'

||—0

Observagao: Os limites acima sdo em probabilidade e existem (ver por exemplo
[48]).
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A variagao quadratica de semimartingales [X, Z] é dada pela férmula de mu-

danca de It6 para Stratonovich:

t t
1
/ X.0Z. = / X.dZ, + 5[X. 2], (1.6)
0 0

A partir da integral de Ito conseguimos uma férmula de mudancas de coordena-
das em R", denominada Férmula de It6. Seu valor estd na imensa quantidade de

aplicagoes e resultados que se obtém a partir dela.

Teorema 1.2.6 (férmula de 1t6) Sejam X = (X',..., X") um semimartingale a
valores em R™ e f : R" — R uma aplicacio C*. Entdo f(X) é um semimartingale

e a sequinte formula vale:

n t a . 1 t a . ;
7000 =700+ 3 [ G rxgaxt g [5G a1,

Demonstracao: Ver por exemplo [26], [48], [51] ou [52]. O

A seguir introduzimos os semimartingales nas variedades diferencidveis.

Definicao 1.2.7 Um processo estocastico X a valores em M é chamado de semi-

martingale em M se f(X) é um semimartingale real para toda f € C°(M).

Observamos que a férmula de It6 garante o sentido da definicao acima.
Uma equagao estocastica (no sentido de Stratonovich) na variedade diferencidvel

M é uma expressao do tipo:
dX, =V, (X5)027, (1.7)

onde Vi, ..., V, sdo campos de vetores em M e Z = (Z',..., Z") é um semimartin-

gales a valores em R".

Defini¢ao 1.2.8 Dizemos que X; € solugdo da equagao estocdstica (1.7) acima se

para toda f € Co(M)' a sequinte equagdo integral estocdstica € satisfeita:

F(X0) = F(Xo) + / Vo (X,)5 2.

LCy(M) é o espago das fungoes continuas com suporte compacto.
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A existéncia e unicidade de solugbes para equagdo estocastica (1.7) tem um
tratamento completo em [24] e [26].

Seja P(M,G) um fibrado principal sobre M com grupo G equipado com um
levantamento horizontal H. Seja X um semimartingale em M. O levantamento
horizontal de X para P, denotado por X", ¢ um semimartingale em P que é solucao

da seguinte equagao estocastica:
dX]' = Hx,6X;, X' =u, (1.8)

onde em u € P tal que m(u) = Xy. A existéncia e unicidade do levantamento de

semimartingales para um fibrado principal é tratado em [55].

1.3 Teoria de Schwartz e Geometria Estocastica

Nesta secao lembramos os conceitos de Teoria de Schwartz segundo os resultados
de L. Schwartz [54], P. Meyer [42] e [43] e M. Emery [20], [21] e [22].

Sejam M uma variedade diferenciavel e x € M. O espago tangente de segunda
ordem em x, 7, M, é o espaco vetorial de todos os operadores diferenciaveis em x de
no maximo ordem 2 sem termo constante. Seja (U, z;) um sistema de coordenadas
locais em torno de z, entao todo L € 7,M pode ser escrito de forma tinica como:

L=aD;+ aijDij,

0

. g 0
onde a%” = CL]Z, Dz = % e Dij = W

elementos 7, M sao chamados de vetores de sequnda ordem em .

sao operadores diferenciais em x. Os

Se A e B sao campos de vetores de primeira ordem entao AB é um campo de
vetores de segunda ordem. Inversamente, todo campo de vetor de segunda ordem
pode ser escrita como uma soma finita de campos da forma AB e C, onde A, B e C
sao campos de vetores de primeira ordem.

O dual de 7,M ¢é 7;M, e todo elemento © em 7;M ¢é chamado de forma de

sequnda ordem em x. O exemplo fundamental é o seguinte: seja f € C*®(M), o
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operador diferencial de segunda ordem d?f : 7,M — R é definido como d?f(L) =
L(f). A partir de d?, definimos para f,g € C' a seguinte forma de segunda ordem:

& -dg = L (fg) — [y~ g ). (1.9
Assim, toda forma de segunda ordem © em z pode ser escrita de maneira unica
como:
O(x) = O;(z)d*zi + Oy;(x)dz" - da’,
onde ©,; = Oy; e {d*a",dx’ - da? : i < j} é a base dual de {D;, D;; : i < j}.
Uma forma de extender 0 € Ty M para uma forma de segunda ordem ¢é através

do operador de Stratonovich ¢, o qual é definido localmente por

onde 6 = 0;dz' na carta local (U, x;) em M.

A unido disjunta de TM = J,., 7.M (respectivamente 7°M = (J ., 74 M)
é equipada canonicamente com uma estrutura de fibrado vetorial sobre M, este é
chamado de fibrado tangente de segunda ordem (respectivamente fibrado cotangente

de segunda ordem).

Observacgao: Seja P(M,G) um fibrado principal sobre uma variedade diferencial
M com grupo G. P. Catuogno em [11] define um levantamento horizontal para te-
oria de segunda ordem andlogo ao levantamento horizontal (Definigao 1.1.3). Além
disso, se X é um semimartingale em M ele demonstra a existéncia e unicidade de
um levantamento horizontal de X para P equivalente a (1.8), denotado também por

X" para teoria de segunda ordem.

Dada uma aplicacao diferenciavel F : M — N e L € 7,M. A diferencial de F',
F.(x) : oM — 7p) N, é dada por
F(@)L(f) = Lo(f o F),

onde f € C*(N). O pull-back da forma de segunda ordem 0 € 77, )N, F*(x)f €
7M., é dado por
(F™(2)0, L) = (0, Fi(x) L),



Secao 1.3 - Teoria de Schwartz e Geometria Estocastica 18

onde L € 7, M.
Seja L uma secao diferenciavel de 7M. O operador quadrado do campo associado

a L, denotado por QL, é o tensor simétrico dado por

QL(f.9) = 3(L(f9) ~ IL(g) ~ gL()).

onde f,g € C>®(M). Seja x € M, consideramos @, : 7,M — T, M © T, M como a

aplicagao linear definida por
Q.(L = a'D; +a"D;;) = a" D; ® D;.

Definicao 1.3.1 Seja M e N wariedades e tome x € M ey € N. Uma aplicacao

linear F': 7,M — 7,N é chamada um morfismo de Schwartz se
1. F(T,M) C T,N e
2. para todo L € T, M temos que Q(FL) = (F ® F)(QL).

Para conveniéncia do leitor provamos o seguinte resultado de M. Emery [21] o

qual serd usado depois.

Lema 1.3.2 Uma aplicagao F : 7,M — 7,N € um morfismo de Schwartz se, e

somente se, existe uma aplicacdo diferencidvel ¢ : M — N com ¢(x) = y tal que

F = ¢,..

Demonstragao: Seja ¢ : M — N uma aplicagdo diferencidvel com ¢(z) = y.

Obviamente, temos que ¢, 1, M C T, N. Seja L € 7,M, entdo temos que

Q(¢usL)(g,h) = QL(g 0 ¢, h o §) = dus ® ¢uu(QL)(g, h),

onde g,h € C*(N). Portanto, concluimos que ¢, é um morfismo de Schwartz.
Inversamente, seja F' : 7,M — 7,N um morfismo de Schwartz e sejam (U, x;) e
(V,yx) sistemas de coordenadas locais em torno de z e y, respectivamente. Entao F'

verifica

« [e7 1 « o
F(D;) = F{' Dy ¢ F(Dyj) = Fj + S (F'F} + F}'F) Dag.
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Como existe uma aplicagao ¢ : M — N tal que

D;y* o ¢(~T) =Fy, D;jy*o Cb(ﬂf) = F

15

temos que a proposicao ¢é valida. Ll

Sejam © uma forma de segunda ordem em M e b uma secao de T3(M), ambas
definidas ao longo de X. Com respeito a carta (U,z;) em M temos que © =
O;d*x" 4+ O,;dx’ - da? e b, = bjjdx’' @ da?, onde ©;, ©;; = O, e b;; sao fungoes em M.
A integral estocdstica de © ao longo de um semimartingale X ¢é definida, localmente,

por
t t t
/@d?X:/ @i(Xs)dX§+/ 0 (X,)d[X", X];
0 0 0

e a integral quadrdtica de b ao longo de X por

/Ot b (dX,dX) = /Ot by (X)X X

Segue de imediato que se b® é a parte simétrica da forma bilinear b entao

/Ot b (dX,dX) = /Ot b (dX,dX).

Seja F' : M — N uma aplicacao diferencidvel. Em termos do pull-back de
F' as integrais estocéastica e quadratica se comportam bem. De fato, sejam X um
semimartingale em M, © € TN eb € T2(N), ambas definidas ao longo de F/(X),

entao

t t
/ F*OdyX = / OdyF(X). (1.10)
0 0

/t b (d(F o X),d(F o X)) = /t(F* ® F)b(dX, dX). (1.11)

P. Meyer em [42] mostrou que para cada conexao V numa variedade diferencidvel
M existe uma secao I'™ do fibrado vetorial Hom(7M,TM) tal que T'M |7y = Idry
e 'M(AB) = V5B, onde V® é a conexdo simétrica associada a V e A, B € TM.

Nés também denominaremos I'M por conexdo em M.
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Seja @ uma forma de primeira ordem ao longo do semimartingale X em M. A

integral de Stratonovich em M é definida por

t t
/95)( ::/ §0d*X (1.12)
0 0

e a integral de Ito é definida por

t t t
/ 0aM X = / 0d¥ X = / MM*0a*X. (1.13)
0 0 0

Utilizando coordenadas locais, se deduz, como no caso real (ver (1.6)), uma férmula

de conversao entre as integrais de Stratonovich e It6 na variedade M:

/95}( = /GdMXJr%/VO(dX, dXx). (1.14)

A partir da féormula de It6 e do principio de Schwartz se define processos em uma
variedade M correspondentes aos martingales e aos movimento Brownianos em R.

Devida a sua importancia a seguir explicitamos suas defini¢oes.

Definicao 1.3.3 Seja M uma variedade diferencidvel equipada com a conexdo I'M.
Um semimartingale X € dito um martingale com respeito a T'M se fg@ aMx ¢

martingale local, para toda 6 € T* M.

Definigao 1.3.4 Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g. Seja B um
semimartingale a valores em M, dizemos que B é um movimento Browniano em M

se B € um martingale com respeito a conexao Levi-Civita e para qualquer se¢do b
de T3(M) temos que

t ¢
/ b(dB,dB) = / tr bp,ds. (1.15)
0 0

Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g. Se B é um movimento

Browniano em M entao da férmula de conversao (1.14) e de (1.15) temos a formula

de Manabe: . . L
/953:/ edMB——/ d*0p,ds. (1.16)
0 0 2 0

onde d* é o operador co-diferencial.
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Seja M uma variedade diferencidvel. Suponhamos que TM = VT M & HT M,
onde V'T'M ¢é a parte vertical e HT'M ¢é a parte horizontal de T'M , respectivamente.
Seja € uma forma de primeira ordem em M. Dizemos que 6 é uma forma vertical

em M se 0 restrito a HT'M se anula, do que segue a seguinte definicao.

Definicao 1.3.5 Seja M uma variedade diferencidvel equipada com a conexdo I'™ e
tal que TM =VTM & HT' M. Um semimartingale X é dito um martingale vertical
com respeito a T'™M se, para toda forma vertical @ em M, fg@ dMX € martingale

local.

No caso que TM = VM @& W, onde VTM é a parte vertical e W é subespaco
complementar de V'I'M, uma forma de segunda ordem © em M ¢é dita forma vertical

de sequnda ordem se O restrito a W se anula.

Definicao 1.3.6 Sejam M e N variedades munidas com conexoes I'™ e I'V | respec-
tivamente, e F': M — N wuma aplicagdo diferencidvel. A secao ap de "M @ F*T N
€ definida por

ap=T"oF,—F,ol'™

A forma fundamental de F' , denotada por Br, € a unica se¢io de (TM © TM)* ®
F*T'N tal que ap = Bro Q. A aplicacao F € dita afim se sua forma fundamental é
nula, i.e., frp = 0.

No caso que (M, g) é uma variedade Riemanniana e '™ é a conexdo Levi-Civita,

o campo de tensao de F', 7 : M — T'N € dado por

TR — t?“ﬁp.

A aplicacdo F ¢ dita harménica com respeito a T'N se seu campo de tensio é nulo,

i.@., TFp — 0.

Existem algumas versoes para a férmula de It6 em variedades (ver por exemplo
[22], [24] e [42]). Para nosso trabalho, a versao demonstrada por P. Catuogno em
[10] é o coragao de nossos principais resultados. Por esta razao, escreveremos a prova

desta férmula, a qual é denominada férmula geométrica de Ito.



Secao 1.3 - Teoria de Schwartz e Geometria Estocastica 22

Teorema 1.3.7 (férmula geométrica de 1t6) Sejam M e N duas variedades di-
ferencidveis equipadas com conexdoes I'M e T'N | respectivamente, e F : M — N uma
aplicacao diferencidvel. Seja X um semimartingale em M e 6 uma forma de pri-

meira ordem N. Entao

1
/ 6 dVF(X)= / 0 dM X + 3 / Bp0(dX,dX)
Demonstragao: Calculemos
JOdYF(X) = [(TN)*0 doF (X)
[F*(IY)0 dyX
= [F*(IN)0 doX + [(TM)*F*0 do X — [(TM)*F*0 do X
= [(CM)yF*0 doX + [ (F*(FN)*Q— (FM)*F*6> do X
= [F0dMX + [ai0 dyX
= [F0d"X + 3 [Bp0(dX,dX),
onde utilizamos a férmula (1.10) na segunda linha. A ltima igualdade é uma con-

sequencia do lema abaixo. Ll

Lema 1.3.8 [ajpf X =5 [ 570(dX, dX)

Demonstracgao: Pela definicao de Br, temos que

3 [oax.ax) = [@poax = [Gro@roax - [aoax

A primeira igualdade segue da Proposigao 6.31 em [20]. Ll

Proposicao 1.3.9 Seja M e N wvariedades diferencidveis equipadas com conexoes
'™ and TN, respectivamente, e F : M — N uma aplicagdo diferencidvel. Entdo F
¢ afim se, e somente se, para toda martingale X com respeito a '™, F(X) é um

martingale com respeito a T'V.
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Demonstragao: Isto ¢ direto da definicao de martingale, aplicacao afim e férmula

geométrica de Ito. Ll

O desenvolvimento de nossos resultados em aplicagoes harmonica é devido a

caracterizacao estocdstica destas dada por J. Bismut em [5].

Proposicao 1.3.10 (caracterizagao de Bismut) Sejam M uma variedade Rie-
manniana com métrica g, N uma variedade diferencidvel com conexdo I'N e F :
M — N uma aplicagdo diferencidvel. Entio F' € harménica com respeito a T se, e
somente se, para todo movimento Browniano B em M, F(B) é um martingale com

respeito a T'V.

Demonstragao: Isto segue da definicio de martingale, de (1.15) e da férmula

geométrica de Ito. ]

1.4 Alguns resultados tuteis

Nesta secao desenvolvemos alguns resultados em Teoria de Schwartz. Estes re-
sultados serao tteis para construcao dos capitulos seguintes.

Dados A e B campos de vetores de primeira ordem em M, chamamos {A, B} =
T(AB + BA) o anti-comutador dos campos de vetores A e B em M. Observamos
que {A, B} é um campo de vetores de segunda ordem em M. Denotamos o conjunto

dos anti-comutadores em 7M por AC(M).
Lema 1.4.1 AC(M) ¢ isomorfo a TM © TM.

Demonstracao: Defina a aplicaciao Q : TM @ TM — 7M por

Q(A® B) ={A, B}.
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Isto é suficiente mostrar que @) ‘ Ac(M) € Q sdo inversas. Observamos que Q(AB) =

A ® B. Utilizando isto deduzimos que

QUABY) = QoQ3(AB +BA)) = %Q(Q(ABHQ(BA))
= ;(Q(AQBHQB@A) —({A,B} +{B, A})
— {A,B).
Por outro lado,
QoQA®B) = QUA,BY) = 5(Q(AB) + Q(BA)
- §(A®B+B®A) = AGB,
e isto prova nosso lema. O

Proposicao 1.4.2 Se M e N sao variedades diferencidveis entao
TMxN)=1TM®&TNOTM TN

Demonstragao: Seja Z; um semimartingale em M x N. Logo Z; pode ser escrito
como Z; = (X4, Y;), onde X; e Y, sdo semimartingales em M e N, respectivamente.

Escolha (z1...,2,) e (y1,...,Ym) sistemas de coordenadas locais em M e N,
respectivamente. Destes dois sistemas, construimos o sistema de coordenadas locais
(215« s Zny Zngls e ooy Znam) €m M X Njcom z; = x;, 1 <0< n, € Znra = Yo, 1 <

a < m. Agora, calculamos
d*Z, = dZ*Dy + %d[Z’“, Z Dy
= dZ'D;+dZ"*D, + %d[Zi, ZDy;
+ %d[ZO‘, ZP1Dgop + %d[Z", 7" Dy, + %d[Z"*a, Z D
Sendo a variacao quadratica simétrica e Z' = X' e Z"T% = Y deduzimos que
d*Z, = dX'D;+ %d[Xi, X’|Dyj +dY*D, + %d[Y‘“, Y?| Dy

o1
+ d[X Y=

Dia Dai-
~ (Die + Da)
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Logo
1 .
&7, = Xy + A%, + 5d[X", Y| Di, Do}

Pelo lema (1.4.1) acima, {D;, Dy} é isomorfo a D; ® D,,. Portanto, d>Z; é identifi-
cado a d®X; + d*Y, + 3d[ X", Y],D; ® D,. Conseqiientemente, 7(M x N) ¢ isomorfo
aTM&STN &TM ©TN. L]

O nosso proximo passo é descrever uma férmula para a diferencial de segunda

ordem.

Lema 1.4.3 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e F': M — N uma aplica¢ao
diferencidavel. Entao para x € M ey € N temos que F, : .M — 7,N € escrito
como

Demonstragao: Seja X; um semimartingale em M. Considere (x1,...,z,) um
sistema de coordenadas locais. Pelo principio de Schwartz, o semimartingale X,

gera o seguinte vetor de segunda ordem
, 1
d*X, = dX'D; + Ed[Xi, X;]1D;;.

O qual pode ser reescrito como

« 1

d’X, =dX'D; + Ed[Xi,Xj]{Di, D;}.

Aplicando F, em d?>X, resulta que

, 1

F.(d*X;) = dX'F.(D;)+ 70X, X5 F.({Ds, D;}).
Aplicando @ em F,(d?X;) obtemos que
Q(F.(d*Xy)) = QU[X", X'|F.({Dy, D;})) = d[X*, X?]Q(F.({D;, Dy})).

Como F, é um morfismo de Schwartz entao () o F, = F, ® F, o Q). Logo,

Q(F.d*X;) = d[ X', X7|F, ® F.({D;, D;})).
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Portanto, pelo Lema (1.4.1), concluimos que
FL(d*X,) = dX'F,(Dy) + 5d[X", X'|F. @ F.(D; © D),

e isto prova o lema. L]

Sejam M, N e E variedades diferenciaveis. Se F': M x N — FE uma aplicacao
diferencidvel entao definimos as seguintes aplicagoes: F} : M — FE por Fi(p) =
F(p,q) paraq € Ne Fy,: N — E por Fy(q) = F(p',q) para p’ € M. Se § € Q'(E)
entao

F*(0) = F7(0) + F(0). (1.17)

De fato, calculando

F*0(A,B) = O(F.(A,B)) = 0(Fi.(A) + Fo(B))
= 0(F1.(A)) +0(F2(B)) = FT0(A) + F30(B),

onde A e B sao campos de vetores em M e N, respectivamente.

Proposicao 1.4.4 Seja M, N e E variedades diferenciaveis. Se F': M x N — E é

uma aplicacao diferencidvel entao F, gy« @ T(pgM X N — 1,E € escrito como
Fpg« = Frio © Fo, @ F1, © Fo,.

Demonstracao: Seja Z; = (X;,Y;) um semimartingale em M x N. Sabemos que

1 )
d*Zy = d*X; + d°Y; + 5d[XZ, Y,D; ® Dy.

Aplicando F, em Z; resulta que
1 .
F.(d*Z;) = F.(d*X;) + F.(d®Y}) + iF*(d[X’, Y*,D; ® D,).

Observando que d*X; = (d*X;,0) € 7(x,¢)M x N e d°Y; = (0,d*Y}) € 7y vy M X N
entao

1 .
F.(d*Z)) = Fr.(d*X;) + Fa(d?Y;) + §F*(d[X’, Y, D; ® Dy).
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Sendo F, uma aplicacao diferenciavel o ultimo termo da igualdade acima pode ser

visto como

d X" Y°),F, ® F.D; ® D,.

Como D; sao campos de vetores de M e D, sao de N entao
F.® F.(D; ® D,) = F1. ® Fs,(D; ® D,).
Logo
F.(d*Z,) = F.(d*X,) + F,(d*Y;) + %d[xi, Y%, F, @ Fy.(D; ® D,),

e isto prova a proposicao. L]



Capitulo 2
Martingales no Fibrado de Bases

Seja M uma variedade diferenciavel equipada com uma conexao V. Um ramo
de estudo da geometria diferencial sao os problemas variacionais, onde utilizando o
método de variacao de geodésicas obtemos um campo de vetores denominado campo
de Jacobi.

No calculo estocastico existe uma profunda relacao entre martingales e geodésicas.
Desta relagao surgiu, com P. Malliavan [37], o interesse por um método de varia¢ao
utilizando martingales, onde encontramos o conceito de campo de Jacobi estocastico.

Baseados nos conceitos de Malliavan, M. Arnaudon ¢ A. Thalmaier em [3] uti-
lizaram a técnica de prolongamento da conexao V para o fibrado tangente para
descrever os campos de Jacobi estocastico e obter resultados destes. Em uma etapa
anterior a esta descricao eles caracterizam os martingales em 7'M com respeito aos
levantamentos canonico e horizontal em T'M.

Olhando estas idéias, nossa motivacao era estudar este problema variacional no
fibrado de bases lineares BM. Nosso primeiro passo foi caracterizar os martingales
em BM com respeito aos levantamentos canonicos e horizontal de BM. A partir
disto, optamos por seguir o caminho da teoria de aplicacoes harmonicas. Utilizando
a caracterizacao de Bismut para aplicacoes harmonicas caracterizamos as aplicagoes
harmonicas a valores em BM. Por fim, como os levantemos horizontais e canonicos

em BM e T'M tem um forte relagao, observamos a possibilidade de construir relagoes

28
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entre os martingales em BM e os martingales em 7'M, e como conseqiiéncia obti-

vemos uma relagao entre aplicagoes harmonicas a valores em BM e a valores em

TM.

2.1 Preliminares

Seja M uma variedade diferencidavel com o fibrado tangente T'M, e seja BM o
fibrado de bases lineares de M (ver secao 1.1).
O levantamento vertical 7S de uma segao S em Ti(M) para BM é o campo

vertical definido por
vS(p) = (p™ 0 Sop)*(p). (2.1)

Existem muitas maneiras de estender uma conexao V de M para BM. Nés par-
ticularmente estamos interessados no levantamento canonico V¢ e no levantamento
horizontal V”. O levantamento canoénico e o horizontal para BM de uma conexao
linear V foram introduzidos e estudados por K. Mok em [44] e L. Cordero e M. De
Leon em [13], respectivamente. No livro [14] de L. Cordero et al., encontramos um
estudo detalhado destas conexoes. Seja X,Y € I'(T'M) e A, B € gl(n,R"). O levan-
tamento canonico V¢ e o levantamento horizontal V" sdo completamente definidos

pelas relacoes:

4B, = (AB);

GHy(X) = (poT
Voo By

= 0
Vi) p(Y> = Hy(VxY)+~(R(—

—, X)op~toA)

P (2.2)

, X)Y = (VxT)(Y, =)y

(§
Vi By (AB);
vh* ( ) (pOT( ) opil OA);; (23)
VH(X) D 0
Vi Hy(Y) = Hy(VxY).

O seguinte Lema sera necessario na secao 2.2.
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Lema 2.1.1 Seja V uma conexdao simétrica em M e a forma conexao associada.

Entao

1. A aplicagao projecao wgy - BM — M € afim com a respeito a V¢ e V e com

respeito a V" e V.
2. A parte simétrica de V') é —1p ® 1.
3. a parte simétrica de VY € — © 1) + a®, onde a® é definido por
a,(U, V) = —lpfl(R(p o —, Tpam+U)TprV + R(p o —, mpaV ) mparU)

2
para U,V € T,BM.

Demonstragao: Sejam U e V campos de vetores em BM. Entao existem X,Y €
X(M)e A, BeglnR)taisque U=H(X)+A*eV=H(Y)+ B"

1. Para provarmos este item é suficiente mostrarmos que

WBM*vh = V?TB]\/[>k (& WBM*VC = Vﬂ'BM*. (24)

Calculemos a primeira igualdade. De fato, observando que V é simétrica deduzimos
que
WBM*V};]V = WBM*(VZ(X)H(Y) + Vh*B*),

e de (2.3) concluimos que
WBM*V?JV = WBM*H(V)(Y) -+ 7TBM*<(AB)*> = (VXY) = (VWBM*UWBM*V)-

Argumentos similares mostram que a segunda igualdade de (2.4) também é vélida.

1
2. Lembramos que a parte simétrica de V"4, denotada por S(V"1)), é i(v%(U, V)+
Vhp(V,U)). Agora, da Proposicao 2.61 em [50], deduzimos que

(VE@ (V) = (VEV) + VE@(U)) — $(ViU))
U@W) +VR(U)) = o(VEV) + (Vi) (2.5)
H(VEV + Vi),

S(VM)(U,V) =

1
2
1
2

1
2
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Observando que V é simétrica e utilizando (2.3) obtemos que

S(VONUV) = —36(Vh B + Vi A) = (T HY) + Vi HX))
= S W((ABY + (BAY) + p(H(VxY) + H(Vy X))
- —%(AB + BA),

onde utilizamos a definicao 1.1.4 de v na ultima passagem. Novamente, pela de-
finicao de v temos que
1

S(V')UV) = =5 (AU(B) + (B ) (A7)

= —{Y(A"), (B} = —{(U),p(V)}.

Agora, pelo lema (1.4.1) concluimos que a parte simétrica de V1) é —1p ® .

3. Analogamente a (2.5) temos que
1 (& (&
S(VY)U, V) = —§¢(VUV +VyU).
Observando que V ¢ simétrica e utilizando (2.2) obtemos que

1 1
S(Vep)(U, V) = —§¢( Q*B*JFVC*A*)—QID( o HY) + Ve H(X))

= —SW((AB) + (BAY)

— YH(VXY) +y(R(=, X)Y), + H(Vy X) +7(R(=,Y)X),)

1 1
= —5(AB+BA) - 51?’1(1%(190 —, X)Y +R(po—,Y)X),

onde utilizamos (2.1) e a definigao 1.1.4 de ¢ na dltima passagem. Novamente, pela

definicao de v e dos campos U e V' temos que

S(VONUV) = —5@(AYD(B) + 9(B(A%)
- %p_l(R(P o —, mpm+U)TBrV + R(p o —, mpar V) TparU)

= —{Y(A), (B} +ag(UV)
= —{0U), ()} + (U V).
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Agora, pelo lema (1.4.1) concluimos que a parte simétrica de V1) é —p ® ¢ + as,.
O

2.2 Martingales no fibrado de bases

Nesta se¢ao caracterizamos os martingales no fibrado de bases BM com respeito
a V" e V. As caracterizacoes sao em termo de suas projecoes em M e a integral de
Stratonovich da forma conexao. Noés aplicaremos estes resultados para determinar

todas as aplicagoes harmonicas de uma variedade Riemanniana N em BM.

Teorema 2.2.1 Seja M uma variedade munida com uma conexao simétrica V e X
um semimartingale a valores em BM. Entdo X é martingale com respeito a V" se,

e somente se, gy © X € um martingale com respeito a 'V e

1
/wax -, /w o $(dX, dX)
¢ um martingale local.

Demonstracao: Seja X um martingale com respeito a V*. Da férmula de con-
versao (1.14) e do fato que a parte simétrica de V" é —p ® ¥ (ver Lema 2.1.1)

temos que

/¢5X:/wdth—%/@b@@b(dX,dX).

Como [+ d¥"X é um martingale local, logo [ 6X + [ ©¢(dX,dX) é um
martingale local. Por fim, sendo 7z, uma aplicacdo afim com respeito & V" e V,
pela proposigao 1.3.9, é imediato que mgy; o X é um martingale com respeito a V.

Reciprocamente, seja n € I'(T*BM). Ja que I'(T*BM) é um modulo sobre
C>*(BM) gerado por v e as formas diferencidveis 75,,a com a € I'(T*M), nds
temos que 1 é a combinacao linear das formas diferencidveis frj,, e hy com
f,h € C®(BM). Tsto é claro que [hip d¥"X = [h d([+ d¥"X) é um martingale

local. Como [ fmp,o V"X = [ fd(f mgyo thX), isto é suficiente mostrar que
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[ T dV" X é um martingale local. De fato, usando a férmula geométrica de Ito

temos que

/ 6 A% par (X) = / e bdTX + % / B ¢ (dX,dX),
0

e como fr,,, = 0, pelo primeiro item do Lema 2.1.1, deduzimos que

/ ¢ dVmpn(X) = / iy ddV X

Como, por hipétese, mgyr 0 X é um martingale com respeito a V concluimos que

[ whadd¥" X é um martingale local. O

Teorema 2.2.2 Seja M uma variedade munida com uma conexao simétrica V e X
um semimartingale a valores em BM . Entao X € martingale com respeito a V¢ se

e somente se Ty 0 X € um martingale com respeito a 'V e

1 1
/w (5X+§/w®w(dX,dX) - §/ac (dX, dX)
¢ um martingale local.

Demonstragao: Seja X um martingale com respeito a V¢. Da féormula de conversao
(1.14) e do fato que a parte simétrica de V) é —1) ©® 1) + a® (ver Lema 2.1.1) temos
que
/¢ 6X = /1/zdch— %/w@@z) (dX,dX) +%/a0 (dX,dX).

Como [¢ d¥°X ¢ um martingale local, logo [¢ 6X + 3 [¢ ® ¥(dX,dX) —
% [ a®(dX,dX) é um martingale local. Por fim, sendo 7p) uma aplica¢ao afim com
respeito a V¢ e V, pela proposicao 1.3.9, é imediato que 7wy, o X é um martingale
com respeito a V.

Reciprocamente, ¢ suficiente mostrar que [ 7j,,6d" Y é martingale local para

toda ¢ € I'(T*M). De fato, usando a férmula geométrica de Itd temos que

[ ¢ mmn) = [ wpuo dX 5 [ 5,0 (@X.0X),
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e como [,,, = 0, pelo primeiro item do Lema 2.1.1, deduzimos que

/ ¢ d¥ ey (X) = / Toud dV X,

Como, por hipétese, mgyr 0 X é um martingale com respeito a V concluimos que

[ mEaedY X é um martingale local. O

Teorema 2.2.3 Seja N uma variedade Riemanniana com métrica g, M uma va-
riedade equipada com uma conexao simétrica V e F' : N — BM wma aplicacao

diferencidvel. Entdo F é harménica com respeito a V" se, e somente se, mgy o F €
harménica e d*F* — trF*(¢ ® 1) = 0.

Demonstracao: Seja F' uma aplicacdo harmoénica com respeito a V" e B um
movimento Browniano. Pela caracterizacdo de Bismut (ver Proposicao 1.3.10) e

pelo Teorema 2.2.1 temos que
1
[usrw)+ 5 [vow@rm).ars)

¢ um martingale local. Aplicando as igualdades (1.10) e (1.11) obtemos que

/ @Z)éF(B)Jr% / vov (dF(B), dF(B)) = / F*¢5B+% / Frbou(dB,dB). (2.6)

Da defini¢do de movimento Browniano e da férmula de Manabe (ver (1.16)) temos

que

/F*¢5B + % /F*w OY(dB,dB) = /F*W"B — % /(d*F*w —trF*Y © ), ds,

(2.7)
onde VY é a conexao Levi-Civita associada a g. Combinando (2.6) e (2.7), obtemos
que o martingale local [¢0F(B)+ 3 [¢ ®¢(dF(B),dF(B)) pode ser escrito como

p 1
/F*wdv B — 5 /(d*Fw —trF* ®)p, ds.
A decomposicao de Doob-Meyer diz que

/(d*F*w —trF*p O ) p, ds = 0.
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J& que B é arbitrario, concluimos que d*F*y — trF*(¢» ® 1) = 0.

Resta provar que mgy, o F' aplica movimento Browniano em martingales em M
com respeito & V. Como F é uma aplicacdo harmonica com respeito a V" obtemos
que F(B) é um martingale com respeito & V. Observando que mpy ¢ afim com
respeito a V" e V, pela Proposicao 1.3.9, concluimos que 7y (F(B)) é martingale
com respeito a V.

Reciprocamente, pela caracterizagao de Bismut é suficiente mostrar que F' aplica
movimento Browniano em martingales com respeito & V". Seja B um movimento
Browniano. Temos que [§F(B)+1 [¢®v (dF(B),dF(B)) pode ser escrito como

/F*z/;dvgB — %/(d*F*@Z) —trF*y ®)p, ds.

Ja que d* F*yp—tr F* (1p@1p) = 0, isto segue que [0 F(B)+3 [ 9oy (dF(B),dF(B))
¢ um martingale local. Também temos que mgy (F(B)) é um martingale com res-
peito a V porque mpy o F' é uma aplicagdo harmonica. Agora, que F(B) é um

martingale com respeito & V" segue do Teorema 2.2.1. Ll

L.A. Cordero e M. De Leon em [13] deram uma caracterizaram para as geodésicas
de BM com respeito & V. No que segue damos uma nova prova utilizando o

Teorema 2.2.3.

Corolario 2.2.4 Seja M uma variedade munida com uma conexdao simétrica V e
v uma curva diferencidavel a valores em BM. Entao v é geodésica com respeito a

V" se, e somente se, Ty 0y € geodésica a ¥V e V3y; =0 parai=1,...,n.

Demonstracao: Seja v uma geodésica em BM como respeito a V. Tomando uma
base {e1,...,e,} de R™ podemos escrever v como (t) = (c(t),v1(t),..., (1)),
onde c =gy oy ey =7v-e;, paratodo i =1,...,n. Isto é suficiente mostrar que
d*v* ) —try* (¢ © 1) = 0 se, e somente se, Vi(Vey;) = 0, para todo i = 1,...,n. De



Secao 2.2 - Martingales no fibrado de bases 36

fato, calculando d*y*y — try*(¢p © ¢) temos que

Iy —try (oY) = =VEY)(E, %) -
= VRGO )~ (7

(2.8)
onde na ultima igualdade utilizamos que ¥ (¥)* = y¥(%). Aplicando £4(%) +
Y (§)¥(§) nos vetores e;, para todo i = 1,...,n, e utilizando o fato que ¥(§)e; =
v Y Vy:) (ver Proposigao 9.19 em [50]) deduzimos que

CH@e+ WA = 7 (Ver) T WO Ve (29)

Agora, olhando V como a soma d+A, onde d é o diferencial e A € T'(T'M*®gl(n,R)),

(ver por exemplo Segao 3.1 de [25]) temos que

EV_I(Vc'%‘) + Y)Y (Veri) = Ve(Ven). (2.10)
Portanto, de (2.8)-(2.10) concluimos que d*y*1) — try*(¢ ® ¢) = 0 se, e somente se,
Vi(Vey) =0, paratodoi =1,...,n. O

No caso que consideramos o fibrado de bases BM com a conexao V¢ temos o

seguinte resultado.

Teorema 2.2.5 Seja N uma variedade Riemanniana com métrica g, M uma va-
riedade equipada com uma conexao simétrica V e F': N — BM wma aplicagcao
diferencidvel. Entao F é harmonica com respeito a V¢ se, e somente se, mo F €
harménica e d*F*¢p —trF*(¢p © ¢ — a®) = 0.

As geodésicas em BM com respeito a V¢ foram caracterizadas por K. Mok em
[44]. No que segue damos um nova demonstragao para esta caracterizacao utilizando

o Teorema 2.2.5.
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Corolario 2.2.6 Seja M uma variedade munida com uma conexdo simétrica V e
v uma curva diferencidvel a valores em BM. Entdao v é geodésica com respeito a
V¢ se, e somente se, m oy € geodésica a V e y; é um campo de Jacobi ao longo de

moy parat=1,...,n.

Demonstragao: Seja v uma geodésica em BM como respeito a V¢. Tomando uma
base {e1,...,e,} de R™ podemos escrever v como (t) = (c(t),v1(t),...,(t)),
onde c =mpgp 0oyey; =7-¢;, paratodot=1,...,n. Isto é suficiente mostrar que
d*v*1p — try* (¢ © ¥ — a®) = 0 se, e somente se, V.(Vy,) + R(vi, ¢)é = 0, para todo
i=1,...,n. De fato, de (2.8) temos que

d d
Ay —try* (Y ©Y) +trya® = d'vY —try (Y OY)+tr ag(fy*%, W*E)
d
= —(ZV6) +WEE))

V_IR(V °—, 71'BM*'ﬁ/)ﬂ-BM*ﬁ/-

Aplicando a tultima igualdade nos vetores e;, para todo i = 1,...,n, e utilizando
(2.9) e (2.10) deduzimos que
d . . : _ . . N
—(Z () + 1 NPe))es — v (ROves, Taaed)maad = —Ve(Ven) = R(yi, ¢)¢
Portanto, do que foi provado acima concluimos que d*y*1) — try* (¢ ® ¢ —a®) =0
se, e somente se, Vi(Vevi) + R(7v,¢)¢ =0, para todo i = 1,...,n.
L]

2.3 Relacao entre martingales em BM e TM

Seja M uma variedade diferenciavel com o fibrado tangente TM. K. Yano e
S. Kobayshi em [59] e K. Yano e S. Ishihara em [60] introduziram e estudaram os
levantamentos canonico e horizontal para T'M de campos de tensores e conexoes em
M. Nesta secdo, nosso interesse é utilizar o levantamento canénico V¢ e o levan-

tamento horizontal V# para TM de uma conexao V para estabelecermos relacoes
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entre os martingales de BM e T'M (ver Teoremas 2.3.2 ¢ 2.3.3). Através da caracte-
rizagao de Bismut (ver Proposicao 1.3.10), estas relagoes nos dao informagoes entre
aplicagoes harmonicas em BM e aplicagoes harmonicas em T'M (ver Teorema 2.3.4).
Um estudo detalhado dos levantamentos canonico e horizontal em T'M ¢é dada por
K. Yano e S. Ishihara em [61].

A idéia principal na construcao de nossas relagoes entre martingales de BM e
TM é utilizar os Corolarios 2.2.4 e 2.2.6 e a proposicao citada abaixo, a qual foi
provada por K. Yano e S. Kobayshi em [59] e K. Yano e S. Ishihara em [60].

Lembramos que se v é uma curva diferenciavel em 7'M, entao v é escrito como

v(t) = (mov(t), X (t)), onde X é um campo de vetores ao longo de 7 o 7.

Proposicao 2.3.1 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao simétrica

V. Seja v uma curva suave em T M. Entdao

1. 7 € geodésica em T M com respeito ao levantamento horizontal VH se, somente

se, mory € geodésica em M e V*X = 0.

2. 7 € geodésica em TM com respeito ao levantamento candnico VC se, somente

se, moy € geodésica em M e X € campo de Jacobi ao longo de mo .

Demonstracgao: Seja x1,...,ZT,,1,...,Y, um sistema de coordenadas locais em
T'M induzido por um sistema de coordenadas z1,...,x, de M. Seja v é uma curva
diferencidvel em TM, a qual é expressa localmente como v4 = ~4(t). Entdo v é
geodésica em T'M com respeito a VZ (resp. V) se satisfaz
d2yA “a ﬁ ﬁ 0
dt> “Bar dt ’

onde T4, sdo os coeficientes de V (resp. V©). A idéia agora é substituir os
sfmbolos de Christoffel de VI (resp. V¢) na equagao acima para concluir os resul-
tados. Para mais detalhes ver [61]. O

Lembramos que se v € BM entao existem Uy, ..., U, € Tr,,,wM tal que u =
(Uy,...,U,).
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Teorema 2.3.2 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao simétrica

V. Seja Xy = (X}, ..., X)) um semimartingale em BM. Entao,

1. X, € martingale em BM com respeito a V" se, e somente se, para todo i =

1,...,n, X} é martingale em TM com respeito a V.

2. Xy € martingale em BM com respeito a V¢ se, e somente se, para todo 1 =

1,...,n, X} é martingale em TM com respeito a V.
Demonstragao: Seja ¢ : BM — (Q TM) a aplica¢ao definida por
¢(u) = ((mpa (), Uh), ., (mau(u), Un)).
Lema 1 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao simétrica V. Entao

(i) ¢ € afim com respeito ao levantamento horizontal V" e a conexdo produto (;l<
vH);

n
(ii) ¢ € afim com respeito a levantamento canénico V¢ e a conexdo produto (x V).

Demonstragao: Seja 7 uma curva suave em BM, a qual escrevemos como v =

(¢,Yy---y7m),onde c =m0y e, ...,y € TM.

(i) Suponhamos que 7 é geodésica com respeito a V". Entao, pelo Coroldrio 2.2.4,
¢ é geodésica em M e V?y; = 0, para i = 1,...,n. Logo, pela Proposicao 2.3.1,
para todo i = 1,...,n, (¢,7;) é uma geodésica em T'M com respeito a V. Agora,

a Proposicao 3.15 em [22] mostra que

n

((Q’Yl)w“?(cvf}/n)) S (X TM)

n
é uma geodésica com respeito a conexao produto (x V#). Por fim, aplicando ¢ em

7 a Proposigao 4.32 em [20] garante que ¢ é afim com respeito a V" e (Q vH).

(ii) N6s aplicamos o Corolario 2.2.6 e procedemos como a prova do item (i) acima. []
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1. Sejam X; = (X/,...,X}") um semimartingale em BM, onde X}, ..., X sao
semimartingales em T'M, e 6 € F(Q T*M). Aplicando a férmula geométrica de 1t6

em ¢(X) temos que

/ 0V (X ) = / ng*QthXJr% / 30(dX, dX).

Mas B4 = 0, pelo primeiro {ftem do Lema 1. Logo,

/Gd(QVH)qﬁ(X) — /¢*9thX. (2.11)

Agora, da Proposigao 3.15 em [22] deduzimos que
/Hd(QvH)qb(X) — /ed&v’{)(xl,...,xn) - Z/pZQdVHXi, (2.12)
i=0

n
onde, para todo i = 1,...,n, p; é a i-ésima projecao coordenada de (x T'M). Logo,

> / prodv" X = / ¢ 0dv" X.
=0

Portanto, se [ pffd¥"” X é martingale local, paratodoi = 1,...,7n, entdo [ ¢*0d¥" X
¢ martingale local.

Por outro lado, se X; é martingale com respeito a V" entao, por (2.11) e (2.12),

(X1,...,X,) ¢ um martingale com respeito a (Q VH). Agora, observando que a
projecao p; é afim, para todo ¢ = 1, ..., n, resulta que X; é martingale com respeito
a VH paratodoi=1,...,n.

2. Noés aplicamos o segundo item do Lema 1 e procedemos como a prova do primeiro

iftem do Teorema. L]

Teorema 2.3.3 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao simétrica
V. Sejam X; = (X}, ..., X)) um semimartingale em BM er = (ry,...,r,) € R™.

Entao,
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s

1. X, € martingale em BM com respeito a V" se, e somente se, S X €

martingale em TM com respeito a V¥, para todo r € R™.

. X; € martingale com respeito a se, e somente se "o XE € mar-
2. X t le BM to a V¢ se, te se, ) .4 .

tingale em TM com respeito a V¢, para todo r € R".

Demonstragao: Seja ¢, : BM — T'M a aplicagao definida por

n

or(u) = (mpar(u), Y i),

i=1
Lema 1 Sejam M uma variedade diferencidvel com uma conexdao simétrica V e

r=(ry,...,m,) € R". Entdio
(1) ¢r € afim com respeito aos levantamentos horizontais de BM e TM.

(i) ¢, € afim com respeito aos levantamentos canénicos de BM e T'M.

Demonstragao: Seja v uma curva suave em BM, a qual escrevemos como v =

(¢,Y1y---y7m),onde c =m0y ey, ...,y € TM.

(i) Suponha que 7 seja geodésica em BM com respeito a V. Entao, pelo Corolario
2.2.6, ¢ é geodésica em M e V?y; = 0, para todo i = 1,...,n. Aplicando ¢, em ~

obtemos que
Pr (7) = (Ca Z Tz’Yz)
i=1

Agora, calculemos V2(3_7" | riv;). Lembrando que V ¢é linear sobre R deduzimos que

n n

VQ(Z T‘Z’)/l) = ZTZ‘VQ’}/Z‘ = 0.

i=1 i=1

Sendo Y7, r;y; um campo de vetores sobre a geodésica ¢ em M com a segunda
derivada covariante nula, a Proposicao 2.3.1 garante que (c, > ri%) é geodésica
em T'M com respeito a V. Portanto, a Proposicao 4.32 em [20] assegura que ¢, é

afim com respeito ao levantamentos horizontais de BM e T'M.
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(ii) Suponha que v seja geodésica em BM com respeito a V. Entéo, pelo Corolario
2.2.6, ¢ é geodésica em M e 7; ¢ um campo de Jacobi ao longo de ¢, para todo
t=1,...,n. Aplicando ¢, em v obtemos que

n

er(y) = (Cazri%‘)-

i=1
Afirmamos que Y ., 7y ¢ um campo de Jacobi sobre a geodésica c¢. De fato,
calculando a equagao (1.4) para Y, | ry; e ¢ temos a afirmagao. De forma detalhada

n n n

V() i) = RO rovié)e =Y 1V — R(vi,¢)¢) = 0.
i=1 i=1 i=1
Do fato de > | r;7; ser um campo de Jacobi sobre a geodésica ¢, pela Proposicao
2.2.4, resulta que (c, > ri'yi) é geodésica em TM com respeito a V¢. Logo, a
Proposigao 4.32 em [20] assegura que ¢, é uma aplicacdo afim com respeito aos

levantamentos canonicos de BM e TM. L]

1. Sejam X; = (X},..., X}") um semimartingale em BM, onde X}, ..., X sdo
semimartingales em T'M, e § € I'(T*M). Aplicando a férmula geométrica de It6 em

©r(X) temos que

/ 047" 5, (X)) — / @:dehX—i—% / 5, 0(dX, dX).

Mas 3, = 0, pelo primeiro item do Lema. Logo
/ 0d¥" o, (X) = / 0 0dv" X.
Agora, da definicao de ¢, deduzimos que

/ 0dv" (Y " riX') = / 00dY" X.
1=0

Portanto, [ deH(Z?:O r;X") é martingale local se, e somente se, [ gpﬁQthX ¢ mar-

tingale local.
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2. Noés aplicamos o segundo item do Lema 1 e procedemos como a prova do primeiro

item do Teorema. O

Observagao: Observamos que para todo r = (ry,...,r,) € R" a aplicacao ¢, é

invariante por GL(n,R), isto é, se u,v € BM tal que v = u - g, onde g € Gl(n,R),
entao ¥, (v) = Yy (u).

Observacao: Observamos que o Teorema 2.3.2 implica o Teorema 2.3.3. Mas, o
contrario nao é verdadeiro. De fato, suponha que X seja um martingale real e [ X, X]

seja sua variacao quadratica. Podemos escrever X como

X:%)H%X: (%XJF[X,X])JF(%X—[X,X]),

onde 0s processos %X + [X, X] nao sdo martingales locais.

Teorema 2.3.4 Sejam N uma variedade Riemanniana com métrica g, M uma va-

riedade equipada com uma conexdo simétrica V e fi,...f, : N — TM aplicagies

linearmente independentes. Entdo para aplicagio F(x) = (fi(z),..., fu(z)) temos
que:
1. F ¢é harménica com respeito a V" se, e somente se, para todoi=1,...,n, f;

¢ harmonica com respeito a V7.

2. F é harménica com respeito a V" se, e somente se, Yoi o fi € harménica com

respeito a V.

3. F é harmonica com respeito a V¢ se, e somente se, para todoi=1,....n, f;

¢ harmonica com respeito a V.

4. F ¢ harmoénica com respeito a VC se, e somente se, Y io fi € harménica com

respeito a V€.
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Demonstragao: A prova é uma aplicagao direta dos Teoremas 2.3.2 e 2.3.3. Pro-
varemos somente o primeiro item. Os demais sao demonstrado por argumentos

analogos.

1. Seja I aplicacao harmonica com respeito a V", Entao a caracterizacao de Bismut
(ver Proposicao 1.3.10) garante que para todo movimento Browniano B em M, F'(B)
¢ martingale com respeito a V". Agora, pela definicdo de F' e o primeiro ftem do
Teorema 2.3.2, temos que fi(B), ..., fu(B) sdao martingales em T'M com respeito a
V. Logo, a caracterizacao de Bismut assegura que, para todo i = 1,...,n, f; é
harmonica com respeito a V7.

Reciprocamente, suponha que f; é uma aplicacao harmonica, para todo i =
1,...,n. Entao a caracterizacao de Bismut diz que para todo movimento Browni-
ano B em M, fi(B) é martingale com respeito a V¥, para todoi =1,...,n. Agora,
pela defini¢do de F' e o primeiro item do Teorema 2.3.2, temos que F'(B) é martin-
gale em BM com respeito a V". Logo, a caracterizacao de Bismut garante que F é

harmonica com respeito a V. O



Capitulo 3
Secoes harmonicas

Sejam M uma variedade diferencidvel, BM o seu fibrado de bases lineares e
um fibrado vetorial sobre M associado a BM com fibra N, onde N é um espaco
vetorial. Neste contexto, uma conexao V de E pode ser vista como uma secao de
TM em E. Além disto, a cada conexao V em FE tem associado um levantamento
horizontal H em BM.

Neste contexto, nos motivamos a estudar condigoes para existéncia de conexoes
que fossem harmonicas. Nosso primeiro pensamento foi equipar BM com os levan-
tamentos horizontal e canonico em BM e utilizar a caracterizacao de Bismut para
obter uma condicao de harmonicidade para levantamentos horizontais. Feito isto,
esperavamos obter as condigoes de harmonicidade para as conexoes.

No decorrer deste estudo encontramos os trabalhos de C. M. Wood, [57] e [58],
os quais tratavam da harmonicidade de secoes no contexto de fibrados principais e
associados. Deste fato, observamos que o problema de harmonicidade de conexoes
poderia ser visto de forma mais geral, como Wood apresentava. Assim, de nossa
motivacao inicial passamos a estudar condig¢oes para harmonicidade de seg¢oes neste
contexto mais geral.

Utilizando o célculo estocastico e um conceito de secao harmonica mais geral
que dada por Wood, conseguimos encontrar condigoes geométricas e estocdasticas

que garantem a harmonicidade de uma secao, no contexto de fibrados.

45
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3.1 Caracterizacoes de Secoes Harmonicas

Sejam P(M,G) um um fibrado principal sobre M com grupo G e E(M, N, G, P)
um fibrado sobre M, com fibra N e grupo G, o qual ¢ associado ao fibrado principal
P.

No resto da tese, suporemos que M é uma variedade Riemanniana com métrica
g e que o grupo de Lie G tem uma métrica h invariante a direita. Logo, existe
uma forma bilinear, denotada por <-,->, tomando valores em g a qual é simétrica,
positiva definida associada a h. Seja 1 uma forma de conexao em P, entao dotamos

P com a métrica de Kaluza-Klein
k=n"g+y* <,>. (3.1)

Observamos que se A é um campo de vetores horizontal e B é um campo de vetores
vertical entao k(A, B) = 0.

Sejam I'M a conexao Levi-Civita de M e I'” uma conexao de E. Sejac : M — E
uma se¢ao de g e 7, : M — TFE seu campo de tensao (ver Defini¢ao 1.3.6). Como
E possui uma conexao podemos escrever 7, = hr, + v7,, onde h7, é a componente
horizontal e v7, é a componente vertical. Seja ﬂg* = Tg«|lgre : HTE — TM a
restricao da projecao mg, ao espagos horizontais HT E. Daqui por diante fazemos a

seguinte hipétese sobre I'F:

(*) A conexao I'¥ satisfaz a condi¢ao de nff, o T¥ —TM o7, = 0.

Exemplo: Suponha que F seja equipada com uma métrica Riemanniana tal que
g : E — M seja uma submersao Riemanniana. Sejam VY e V¥ as conexdes
Levi-Civita de M e FE, respectivamente. E bem conhecido que
1
Vi H(Y) = HOVYY) 4 Sv[H(X), H(Y))
onde XY sdo campos em TM e H(X), H(Y') sao os seus levantamentos horizontais
em TFE. Entao aplicando 7g, na igualdade acima temos que a conexao de Levi-

Civita V¥ satisfaz a condigao (*). O
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Proposicao 3.1.1 Sejam M uma variedade Riemanniana e E uma variedades di-
ferencidvel equipada com uma conezdo I'P. Se T'F satisfaz a condigao (*) entio para

qualquer secao o de mg temos que o, € vertical.

Demonstragao: Seja ¢ uma se¢ao de 7p, isto é, mg oo = Idy. Como E =

HTE & VTE entao a, (ver Defini¢ao 1.3.6) se escreve como
a,=v([Foo, —o,oT")+h(I'* o0, — 0,0 TM)
Aplicando mg, em «, deduzimos que

Tpetty = T v([Foo, —0,0oTY) +7gh(IF 00, — 0, o TM)
= Wg*FE 00, — Wg* og,oI'™
= FMﬂ'E* oo, — I'M

= ' -1r"=o,

onde usamos a condigao (*) na terceira igualdade. O

Corolario 3.1.2 Se o ¢ uma secao de g entao o € harmonica se, e somente se,

vT, € nulo.

Demonstragao: Seja o0 uma secao de mg. Pela proposicao acima a, é vertical.

Logo, h7, = 0. Portanto, concluimos que ¢ é harmonica se, e somente se, v7, = 0.

[

Definicao 3.1.3 Seja 0 uma secio de wg. Dizemos que o € uma se¢ao harmonica

se v1, € nulo.

Observagao: Seja ¢ uma secao de M em E. A diferencial de o pode ser escrita

como o, = vo, + ho.. Wood em [58] define segdo harmonica trabalhando somente
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com a parte vertical, vo,, da secao 0. Neste sentido a defini¢ao acima ¢ mais geral

que a dada por Wood.

Sejam I'V uma conexdo em N, o uma secao de 7z e F, seu levantamento
eqliivariante (ver (1.3)). No que segue introduzimos o conceito de horizontalmente

harmonico.

Definicao 3.1.4 Dizemos que F, € horizontalmente harmonica se Tr, € nulo sobre

0s campos de vetores horizontais em P.
Daqui por diante assumiremos a seguinte condicio sobre I''V:

(**) A aplicacao py : N — E dada por ps(q) = u(p', q) parap’ € P é uma aplicagao

afim.

Exemplo: Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao V. Sabemos que
o fibrado tangente T'M é um fibrado associado ao fibrado de bases BM com fibra R"™.
Equipando a fibra R™ com a conexao plana e o fibrado tangente T'M com o levan-

tamento canonico V¢ ou horizontal V# (ver por exemplo [61]) temos as condicdes
(*) e (**) satisfeitas. O

Lema 3.1.5 Sejam X; um semimartingale em M e Y; um semimartingale em N.
Sejam X! o levantamento horizontal de X; em P e 0 uma forma vertical em E.
Entao

[ et vy, deet vy = o
Demonstragao: Seja Z; = (X[, Y;). Lembramos que

/ @l 27 = % / 3:6(dZ,dZ)

(ver Lema 1.3.8). Assim, ¢é suficiente demonstrar que [ ot d*Z = 0.
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Calculemos a,,(d*Z), isto é, T'P o p,(d*Z;) — p, o TP*N(d*Z;). Pela Proposicao
(1.4.4) e Lema (1.4.1) deduzimos que

DEp (d*Zy) = TE (P X]) + T8 g (d2Y;) +d < (XM Y >, TF{ 11Dy, pio. Dy}
Por sua vez, da definicao de conexao produto deduzimos que
PPN Z, = (TP 2 X) + o, (TN dPY).
Logo

au(d®Z) = (TFPm X)) = (P XP)) + (PP pan(d?Y:) — pon (DY d?Y3))
+ d < (Xh)i, Y« >y FE{ILLl*DZ, IUQ*DQ}.

Da condigao (**) temos que
au(dZ;) = TP (X)) — (PP EX) +d < (X", Y > TP{p1.Di, pan Do}
e integrando sobre 6 deduzimos que
[z = [ueso@xt) - [T o)
+ /d < (XML Y >, TP*0{ 1, D;, p12. Do}

Como 6 é forma vertical em E, é imediato que I'"*p36 é forma vertical de segunda

ordem em P e p;I'P*0 é forma vertical de segunda ordem em E. Portanto,
/a;e d?Z = /d < (XML Y >, T 0{ 1. D;, p1o Do}

Agora, como I'"*f é uma forma vertical de segunda ordem em F resulta que [ b d*Z =
0. ]

Teorema 3.1.6 o ¢ uma se¢cao harmonica se, e somente se, F, é uma aplicacdo

horizontalmente harmonica.
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Demonstragao: Nossa prova consiste em utilizar a féormula geométrica de It6 e
a definicao de F,. Seja B, um movimento Browniano em M. Considere B" o

movimento Browniano horizontal em P, i.e.,
dB" = HpdB. (3.2)

Seja 6 € Q(E) uma forma vertical. Pela defini¢ao do levantamento eqiiivariante F,,

/9 d¥u(B", F,(B") = /0 d¥o o w(B"). (3.3)
Aplicando a férmula geométrica de It6 no lado direito deduzimos que

[0 dPcon(B") = [o*0d"n(B")+ 3 [ B:0(dw(B"),dr(B"))
(3.4)
- fg*OdM*B —i—%fVT:Q(B) dt.

A dltima igualdade vem do fato de dn(B") = dB e por B ser um movimento
Browniano. Por outro lado, aplicando a férmula geométrica de Itd6 no primeiro

membro de (3.3) deduzimos que

[0 d°u(B" Fy(B") = [0 d”N(B" F,(B"))
(3.5)
5 ] 53:6( Fy(B")),d(B", F,(B"))).

Agora calcularemos [ p* d”*¥ (B", F,(B")). De (1.17) temos que p*(0) = u;(0) +
p5(0). Logo, da Proposigao 3.15 em [22] resulta que

[ Bt EBh) = [ o "B+ [ o a(E, (B
Aplicando a férmula de It6 geométrica temos que
/u*e dPN(Bh F,(B") = //f{@ dPBh+/F;‘,u§9 atB"

/ B (u50)(dB", dB").
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Substituindo em (3.5) obtemos que

[0 du(B" F,(B") = [pi0d°B"+ [ Frus0 d°B"
+ L[ B (u30)(dB", dB") (3.6)

3 [ BO(BY Fy(BY),d(B", Fy(B).

Observamos que
J w0 d"B" = [uj0Hp d™B

3.7
= [H*w;0 dV B; (3.7
e, analogamente,
/F;uge d"B" = /H*F;Mg@ d”B. (3.8)
Utilizando (3.4)-(3.8) e aplicando a decomposigao de Doob-Meyer temos que
/w*e ) dt = /ﬁF 30)(dB", dB") + /ﬁ B" F,(B"),d(B", F,(B"))).

Agora, o Lema (3.1.5) demonstra que o tltimo termo do lado direito é nulo. Por-

tanto,
[vriom) at= [ 6, (0) @B ).

Aplicando (3.2) no lado direito da igualdade acima deduzimos que

J 8%, (u30)(dB", dB") = [ 85, (150)(HpdB, HpdB)
= fﬁFg (us0)Hp @ Hp(dB,dB)
= [(136)8r, (Hg @ Hg)(dB,dB)
= [(w0)tr((H* ® H*)Br,)(B)dt
(u30)(H* @ H*)7R, (B)dt
(T8 )" (u30)(B)dt

(3.9)
= J
= J
onde 7/l = (H* ® H*)rp,. Logo

[vranm) de= [y o B
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Sendo a igualdade acima verdadeira para todo movimento Browniano em M e para

toda forma vertical 6 € Q(FE) concluimos que

VT, = ug*(Tg).

Conseqlientemente v7, ¢ nulo se, somente se, Tl{{ é nulo, e a prova esta completa. []

O teorema acima demonstra uma condi¢ao geométrica para que uma secao seja

harmonica. No que segue construimos uma condicao estocastica.

Teorema 3.1.7 Seja M uma variedade Riemanniana e E uma variedade dife-
rencidvel equipada com uma conexdo I'F. Seja o uma secdo de 7y, entdo o é secio
harménica se, e somente se, para todo movimento Browniano em M, o(B) € um

martingale vertical com respeito a T'F.

Demonstragao: Seja 6 é uma forma vertical em E. Pela formula geométrica de

Ito, para todo movimento Browniano B a valores em M, temos que
1
/9 d¥o(B) = /0*9 d™ B + §/VT;9(B) dt.

Como [0¢*0 d™B ¢é martingale local entao [ d¥c(B) é martingale local se, e
somente se, v7, é nulo. Portanto, pela definicao de martingale vertical e secao

harmonica, concluimos a prova do teorema. Ll

Teorema 3.1.8 Sejam P(M,G) um fibrado principal equipado com a métrica de
Kaluza-Klein e E(M, N,G, P) um fibrado associado a P. Suponha que N estd mu-
nidas com uma conexio I'N. Seja o uma secio da projecio 7g entdao F, € horizon-
talmente harmonica se, e somente se, para todo movimento Browniano horizontal

B" em P, F,(B") é martingale com respeito a T'.

Demonstragao: Seja 6 € Q'(N). Considere B, um movimento Browniano em M

e B" um movimento Browniano horizontal em P, i.e.,

dB" = HpdB. (3.10)
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Pela férmula geométrica de 1to, obtemos que
/ 6 dVF,(B") = / Fr0 dMB" + / By (0)(dB", dB").
De (3.10) vemos que
/ 0 dVF,(B") = / H*F*0 dB + / By (0)(HpdB, HpdB),

e, analogamente a (3.9), temos que

/9 dNF,(B") = /H*Fj& dB+/(Tg)*(9)(B)dt.

Como [ H*F}f dB é martingale local entao [ © dVF,(B") é martingale local se, e

somente se, Tg é nulo. Portanto as definicoes de martingale e aplicagao horizontal-

mente harmonica garantem o teorema. Ll



Capitulo 4

Obstrucao para existéncia de

secoes harmonicas

O nosso trabalho de caracterizagao de se¢oes harmonicas, descrito no capitulo
anterior, nos motivou a fazer aplicagoes. Inicialmente, pensamos em utiliza-los para
construir exemplos concretos de se¢oes harmonicas. Mas, no decorrer deste traba-
lho, observamos ser mais proficuo, no momento, utilizar as ferramentas do célculo
estocéstico para construir condi¢oes de obstrugao de se¢coes harmonicas.

A motivacao para este estudo, foi baseado no principio de convergéncia de martin-
gales reais e na propriedade de acoplagem browniana, apresentada por W.S. Kendall
em [29]. De modo a esclarecer, dadas um variedade diferencidvel M com a proprie-
dade de acoplagem browniana e uma aplicagao F' : M — R harmonica, conseguimos
mostrar que F' é constante. Baseados nesta idéia, utilizamos a propriedade de nao
confluéncia de martingales em variedades e o conceito de coalescéncia de processos
para mostrar, através do levantamento eqiiivariante, uma condicao de obstrucao

para a harmonicidade de secoes.

o4
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4.1 Preliminares

Defini¢ao 4.1.1 (propriedade de nao confluéncia) Seja M uma variedade
diferencidavel. M possui a propriedade de nao confluéncia de martingales (PNC) se
para todo espaco filtrado (2, F, (Fi)i>0,P), martingales X e Y definidos sobre Q a

valores em M e todo tempo de parada finito T tal que

Xr=Yr q.c. temos que X =Y sobre [0,T]

Exemplo: Considere a esfera S* como o quociente R/277Z e denote por p a projegao
de R para S'. Observamos que (R,+) é um grupo de Lie. De modo trivial, S ¢
redutivel. Logo, pela Proposi¢ao 6.65 de [50], a projegao p é uma aplica¢ao afim.

Seja Y uma variavel aleatéria a valores em S'. Entao existe uma varidvel
aleatéria X a valores [0,27) tal que p(X) = Y. Definamos, para cada k € Z, as
variaveis aleatérias Xy = X 4 2k7 a valores em [k, 2k7). Isto é claro que p(Xy) =Y,
para todo k € Z. Observamos que, para cada k € Z, | Xi| < 2|k|r + 27. Logo,
E(|X%|) < oco. Portanto, pelo primeiro exemplo da se¢ao 1.2, o processo aleatério
definido como

X = E[X3|F], t>0,

é um martingale real. Agora definamos os processos aleatérios

Yie = p(th)

a valores em S'. Como a aplicagao p ¢ afim, pela Proposigao 4.32 de [20], Yj; é
martingale em S!, para todo k € Z. Isto é facil ver que os martingales Yy, tém o

mesmo valor final Y e sao distintos. De fato, para todo k € Z, temos que
Yico = P(Xkoo) = (X + 2k7) = p(X) =Y.

Conseqiientemente os martingales Yy, nao possuem a propriedade de nao confluéncia.
No circulo as condigoes necessarias para que um martingale possua a propriedade

de nao confluéncia sao devidas a J. Picard [49]. O
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O exemplo anterior serve para ilustrar a dificuldade do problema de nao con-
fluéncia de martingales em variedades. No caso real a propriedade de nao confluéncia
de martingales pode ser assegurada utilizando a esperanca condicional, como em
(1.5). Ja no caso do circulo, ou numa variedade diferencidvel, ndo existe uma de-
finicao de esperanca condicional semelhante a de R, o que faz necessario outras
formas de abordar o problema. A geometria convexa é uma forma utilizada para
abordar este problema em variedades, ver por exemplo [2], [19], [30],[31],[32] e [33].
Entretanto os resultados apresentados por estes trabalhos e por nés conhecidos em
sua maioria sao locais.

No caso de M =V, onde V é um espaco vetorial de dimensao n munido de uma

estrutura euclidiana, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.1.2 Sejam X e Y dois martingales em V. Se existe um tempo de
parada T com respeito a (F;) e K >0 tal que 1 < K <00 e X, =Y, entao X; =Y,
para t € [0, 7].

Demonstracao: A prova é direta. Ll

Defini¢ao 4.1.3 (propriedade de acoplagem browniana) Uma variedade Ri-
emaniana tem a propriedade de acoplagem browniana (PAB) se para qualquer dois
pontos To, Yo em M podemos construir um espago de probabilidade completo (2, F,P),
uma filtragdo de o-algebras (Fy;t > 0) e dois movimentos Brownianos em M a saber
X eY, nao necessariamente independentes, mas, ambos adaptados a filtracao tais
que

Xo = 70, Yo = %o

P(X; =Y; para algum t > 0) = 1. (4.1)

Definicao 4.1.4 Sobre as condicées da definicao acima, chamamos de tempo de
acoplagem o tempo de parada T'(X,Y) = inf{t > 0; X; = Y} }.
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Exemplo: Como ilustragao descreveremos o processo de construgao de acoplagem
Browniana em R". Esta construcgao é devida a T. Lindvall e L.C.G. Rogers [36].
Seja 2 o espaco de todas fungdes continuas w : [0,00) — R? d > 2, com a
o-dlgebra standard F. Considere P, a medida de probabilidade em (2, F) que faz
X(w,t) = w(t) ser o movimento Browniano standard. Chamamos de superficie

espelho o hiperplano,

ny:{ueRd;(u—@,x—y) =0} (4.2)

para x,y € R? se x # y (-, -) denota produto escalar]. Seja T}, (2) a imagem espelho

de z com respeito a L, definida por

Tuy(2) == —(projy, (2) — 2).

Definimos (,,w € 2 através de

(Beyw)(t) = { Toy(w(t))  t < Kyy,

w(t) , t> Kay,

onde

Kgy = Inf{s > 0;w(s) € Lyy};

OU Kgy = 00 se w nunca encontra L, .

Defina X; = w(t) e Y; = (B4,w)(t), ambos sao movimentos Brownianos. Utili-
zando técnicas de convergéencia de distribuicoes, Lindvall e Rogers foram os primeiros
a demonstrar que estes movimentos Brownianos possuem a propriedade de acopla-
gem, ver Secao 2 de [36]. Utilizando uma técnica diferente, em [29], W. Kendall

também mostrou este mesmo resultado. L]

Em uma variedade Riemanniana, os resultados de acoplagem Browniana devidos

a W. Kendall [28] sdo muito tteis para nosso trabalho.

Teorema 4.1.5 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Suponha que M
tem todas as curvaturas de Ricci nao-negativas. Entao M possui a propriedade de

acoplagem Browniana.
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Demonstragao: Ver Teorema 1 de [28]. U

Teorema 4.1.6 Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Entdao esta possui

a propriedade de acoplagem Browniana.

Demonstragao: Ver Teorema 7 de [28]. O

A importancia destes resultados reside na identificacao de condigoes geométricas
para obter a acoplagem Browniana.

Na teoria de processos Markovianos existe uma construcao denominada coa-
lescéncia de processos. Em poucas palavras, dados dois processos que possuam para
cada trajetoria um ponto de encontro, constrdi se um novo processo a partir destes
dois. Para uma melhor compreensao deste ver [35] e as referéncias dadas 14. Aqui,
faremos uma coalescéncia de processos no seguinte sentido.

Seja M uma variedade Riemanniana. Considere X e Y dois movimentos Browni-
anos em M com a propriedade de acoplagem browniana tais que Xy = zg e Yy = yqo.

Denote por T'(X,Y') o seu tempo de acoplagem. Definamos o seguinte processo M

Yt:{ Y, , t<T(X,Y) (43)

Xy , t>T(X,)Y).
Observamos que Yy = .

Proposicao 4.1.7 Sejam M uma variedade Riemanniana e X eY dois movimen-

tos Brownianos em M. Entao o processo Y; € um movimento Browniano em M.

Demonstragao: Seja f € C?(M), devemos mostrar que

- 1

ORFGOREY RNGIAT

¢ martingale local. Isto é claro que para todo t < T(X,Y)

— 1

FO) = 100 = 5 | AT = £ = 150 = 5 [ Aps



Secao 4.2 - Condicao de obstrucao 59

¢ um martingale local, pois Y é movimento Browniano em M. Agora, para todo
t > T(X,Y) deduzimos que

- 1

f(Y2) — f(Yo) — 5/0 AN Yds = f(Yo)+ f(Yrxy)) — f(Yrxyy) — F(Y0)

_ _ 1 [t _
+ (V) = f(Yrxy)) — 5/ A(f)(Ys)dS)
T(X)Y)
Portanto, é suficiente mostrar que
_ _ 1 [t _
A = f(Tree) =5 [ AD(Tds (4.4
T(X,Y)
¢ martingale local. De (4.3) temos que (4.4) pode ser escrito como
1 t 1 T(X,Y)
FOX)-100) 5 [ MO ( fCrean) = 106 =5 [ AG)ds ).
0 0
o qual ¢ a diferenca de dois martingales locais. Logo, (4.4) ¢ um martingale local.
O
4.2 Condicao de obstrucao
Dada uma métrica g em uma variedade Riemanniana M, denotaremos || - ||, a

norma gerada por tal métrica. Denotaremos por LY o funcional comprimento de
arco com respeito a métrica g e por dj; a distancia Riemanniana de M.

Seja P(M,G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica Kaluza-
Klein k£ (ver (3.1)). Lembramos que M estd munida com a métrica g e G com a
métrica invariante a direita h.

Seja 7 : [0, 1] — P uma curva horizontal, isto é, diferencidvel e 7(t) é horizontal,

para todo t € [0, 1]. Escrevendo 7(t) = 7o 7(t) segue que ¥(t) = m, o 7(t).



Secao 4.2 - Condicao de obstrucao 60

Lema 4.2.1 Seja P(M,G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica
Kaluza-Klein k e da forma conexao 1. Se T : [0,1] — P é uma curva horizontal
entao LF(T) = LI(7).

Demonstragao: A prova é direta.
1 1 L
) = [ = [ G0
0 0
1

- / (7 g(H(8), £(8)) + 6" < #(8), #(8) >)bdt

0

_ /0 g(H(), HB)hdt = / g(mi (1), T3 (D) dt

_ / G0, )t — / 15(0)llydt
= LI(y).

[

Seja 7 : [0, 1] — P uma curva vertical, isto ¢, diferencidvel e 7(t) é vertical, para
todo ¢t € [0,1]. Suponha que 7(0) = u, entao existe uma curva p(t) em G tal que
7(t) = w- pu(t) e u(0) = e. Observamos que a ac¢ao a direita de G em P para todo
u € P pode ser vista como uma aplicacao v : G — P. Isto é claro que u é uma
isometria entre G e a fibra 77! (z) desde que 7(u) = x. Mais ainda, a forma conexao
1 pode ser vista como ¥(u)(U) = u_}(U), onde U € T, P.

Lema 4.2.2 Seja P(M,G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica
Kaluza-Klein k e da forma conexdo . Se 7 :[0,1] — P € uma curva vertical entdo
LA (r) = L"(1).
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Demonstragao: A prova é direta.
L¥(r) = / I Olledt = / B(FH(), (1)) bt
- / (°g(H(6), 7)) + 0% < (), 7() >)¥dt

1

g <)) S :/ < (V) () (L) > dt

0 0

1
* . * . 1
= [ <0 )0, 0 O le) >
0
1
< (Ruo) 2 ot (t), (R ) s wpoyefe(t) >2 dt

. _ . 1
(u™" 0 Rygy1)exttpeyefi(t), (™" © Ry )extiu(eyefal(t) >2 dt

=)
A

_ . _ . 1
< Uiy, © (Ru(1)exttyueft(t), gy, © (R -1)extuofi(t) >2 dt

— . — . 1
< uu(lt)*ull(t)*(R/i(t)71)e*lu’(t)7uu(lt)*uu(t)* (R‘u(t)*l)e*ﬂ(t) >2 dt

S~

1
= [ < Bty )0 (R )it >
0

Como < -, - > é a forma bilinear tomando valores em g associada a métrica invariante

a direita h, por definicao, resulta que

L¥(r) = / B(i(t), it)) bt = / Va®)lndt = L (1),

[

Seja 7 : [0,1] — P uma curva diferencidvel em P. Como 7 pode ser escrita como

o produto (t)" - u(t), onde y é uma curva em M e p é uma curva em G, resulta que

7(t) = R y()" + ()" u(t).

Proposigao 4.2.3 Lf(7) < L"(u) + L9(v)
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Demonstragio: A prova ¢ dircta.
#o) = [l = [ w0, qota
= [ wat0.w) + v < 0,70) )b
< [ @ ot Bap @ + [ <@ 0t )

- / 940,40 + / B(ilt), u(t)) H

- / Ol + [ 1ot

= —|—thu

Na quinta passagem, utilizamos os lemas (4.2.1) e (4.2.2). O

Proposigao 4.2.4 Seja x € M e u,v,w € 7 '(z). Se a,b sio pontos em G tais

quev=u-a ew =u-b entao
dp(v,w) = dg(a,b).

Demonstragao: Seja 7 : [0,1] — P uma curva diferenciavel tal que 7(0) = v e
7(1) = w. Considere uma curva diferenciavel v em M tal que 7(7) = . Observamos
que v(0) = x e (1) = x. Pela Proposigao 3.1 de [34, cap. II], existe uma curva
diferenciavel ;1 em G tal que p(0) = a and (1) = be 7 = 4" u. Agora, a Proposicio
4.2.3 demonstra que

LF(r) < L™Mp) + L(7).

Mas L9(vy) = 0, pela definicio de comprimento de curvas. Portanto L¥(7) < L"(u).
Por outro lado, isto é claro que LF(7) > L"(u), pelo lema (4.2.2). Logo L*(7) =
L"(u). Assim, somente é necessario considerar apenas curvas verticais.
Do que ja foi provado, isto é imediato que dp(v,w) = dp(u - a,u - b) = dg(a,b),

pela definicao de distancia em variedade Riemanniana. Ll
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Teorema 4.2.5 Sejam P(M,G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica
Kaluza-Klein k e da forma conexdo ¢ e E(M,N,G, P) um fibrado associado a P.
Suponha que a fibra N tem a propriedade de nao confluéncia e que G tem a propri-

edade de acoplagem Browniana. Entdo seque os sequintes resultados:

(i) Seo: M — E € uma secao harménica entdo a aplica¢ao F, € constante sobre
as fibras de P.

(ii) Se existe uma se¢do harménica o : M — E entdo cada fibra de P gera um

unico ponto fixo a agao a esquerda de G em N.

(iii) Se a acao a esquerda de G em N ndo fiza pontos entdo nao existem seg¢oes

harmonicas de M em E.

Demonstragao: (i) Sejam z € M e u,v € 7 !(x) tais que u # v. Entao existe
a € GG tal que v = u.a. Pela hipdtese sobre GG, existem dois movimentos Brownianos
pevem G tais que py = e, e Vg = a, com a PAB. Obviamente, T'(u, v) é finito.
Seja X; um movimento Browniano em M tal que Xy = z. Consideremos X/ e
Xth dois movimentos Brownianos horizontais tais que X2 = u e )N((’} = v. Afirmamos

que existe um tempo de parada T finito tal que
Xhopr =X ovp g (4.5)
De fato, como X}, X} € n~'(X,) entdo

dp(Xth : Mt,X[L : Vt) = dG(,uty Vt)v

pela Proposi¢ao 4.2.4. Assim, se escolhermos T' = T'(u, v) entao (4.5) é satisfeita.
Aplicando F, a (4.5) resulta que F,(X2-jur) = F,(X2-vr), e como F, é eqilivariante
pela acio & direita pz' - F,(X2) = vpt - F,(X2). Logo, F,(Xk) = E,(X}), pois
KT = Vr.

Lembramos que pelo Teorema 3.1.6 se o é harmonica entao F,, é horizontalmente
harménica. Logo, pelo Teorema 3.1.8, F,(X[") e F,(X!) sdo martingales em N.
Agora pela PNC de N,

FO(X@ = FU(X(})L)-
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Isto é
F,(u) = Fy(v). (4.6)

(ii) Sejam = € M e u,v € 7 !(z) tais que u # v. Evidentemente, existe a € G tal

que v = u.a. Agora, pelo item (i) e a eqiiivariancia de F, resulta que
F,(u) = F,(v) = Fy(u.a) =a " - F,(u).

(iii) A demonstragao é direta do item (ii).

Teorema 4.2.6 Sejam P(M,G) um fibrado principal com grupo G munido da métrica
Kaluza-Klein k e da forma conexao ¢ e E(M,N,G, P) um fibrado associado a P.
Suponha que a fibra N tem a propriedade nao confluéncia e que M e G tém a

propriedade de acoplagem Browniana. Entao seque os sequintes resultados:

(i) Se o é uma se¢io harmonica o : M — E entao a aplicagio F, é constante sobre

P.

(i) Se existe uma se¢ao harmonica o : M — E entao P gera um tnico ponto fixo

a acao a esquerda de G em N.

Demonstracao: (i) Sejam z e y dois pontos em M. A prova serd dividida em dois
casos. Primeiro, se z = y o resultado segue diretamente do item (i) do Teorema
4.2.5.

Por outro lado, suponha que x # y. Pela hipotese sobre M, existem dois movi-
mentos Brownianos X e Y em M, tais que Xy = = e Yy = y, os quais satisfazem
a PAB. Conseqiientemente, o tempo de acoplagem T'(X,Y") é finito. Da proposi¢ao

(4.1.7) segue que o processo

Z:{ Y, , t<T(X,Y) )

¢ um movimento Browniano em M.
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Sejam a,b € G, como G tem a PAB existem dois movimentos Brownianos p e v
em G, tais que g = a, vy = be T = T(u,v) é finito tal que ur = vy. Aplicando

novamente a proposicao (4.1.7) o processo

_ o, t< T(:U’a V)
He t=> T(:U’a V)
¢ um movimento Browniano em G.
Sejam w,v € P tais que m(u) = z e m(v) = y e X! e ¥}* dois movimentos

Brownianos horizontais tais que X = u e YJ® = v. Afirmamos que para todo
t>T=T(X.Y)VT(nv),

X =Y" 5, qc. (4.9)
Caso 1. Suponha que T(X,Y) < T(u,v). Para todo t > T'(u, ), temos que
dp(X} -, V- 22) = dp(X] - e, V' - ) = dp(R, X7 R Y.
Lembrando que a métrica é Kaluza-Klein (ver (3.1)) resulta que
dp(X] -, Y] ) = du (X4, V7).

Agora, (4.7) garante que, para todo t > T'(u,v), (4.9) é satisfeita.
Caso 2. Suponha o contrario T'(X,Y) > T'(u, v). Para todo t > T(X,Y'), nés temos
que

dp(X} - pe, Y- 0) = dp(X[ - e, X[ - 0) = da (e, 7).

(ver a Proposigao 4.2.4). Assim, para todo t > T'(X,Y), (4.8) garante que (4.9) é
satisfeita.

Claro que para t > T, F(XI'-j1;) = F, (Y- ;). Sendo F,, eqiiivariante pela acio
a direita entdo ;' - F,(X!) = o, 1 - F,(Y]"). Como y; = 1, pois t > T, concluimos
que Fy(X}) = F, (T},

Se F, ¢ horizontalmente harmonica entdo F,(X!) e F,(Y/") sdo martingales em

N, pelo Teorema 3.1.8. Assim, pela PNC assumida em N,

FU(Xél) = FU(%}L)'
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Isto segue imediatamente que F,(u) = F,(v). Conseqiientemente, F, é constante.

(ii) A prova segue direto dos item (i) e do item (ii) do Teorema 4.2.5. De fato,
pelo item (ii) do Teorema 4.2.5, cada fibra de P tém um tnico ponto fixo a acao a
esquerda de G em N. Mas, como F, é constante sobre P, pelo {tem (i), temos que

os pontos fixos sao 0 mesmo, e a prova esta concluida.

[

4.3 Aplicacoes
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4.3.1 Fibrado adjunto adP

Sejam M uma variedade compacta e P(M, G) um fibrado principal com o grupo
G tal que G é compacto e semi-simples. Denote por Ad a representacao adjunta de
G na algebra de Lie g. Observamos que Ad é uma agao a esquerda neste contexto.

Assim, nds temos o seguinte diagrama comutativo:

Pp<"tPxg, (4.10)

i iu

M <= 4dP

onde adP = P x 44 ¢ ¢é o fibrado adjunto. Na literatura fisica, adP é chamado de

fibrado de Higgs, e qualquer secao o : M — adP é chamada de campo de Higgs na

representagao adjunta ou simplesmente campos de Higgs (ver por exemplo [39)).
Observamos que Ad(g)(0) = 0 para todo g € G, isto é, 0 é um ponto fixo para a

representacao adjunta.

Proposicao 4.3.1 Sejam P(M,G) um fibrado principal com o grupo G tal que G
€ compacto e semi-simples e M compacta. Considere o fibrado adjunto adP. Se o

€ uma secao harmonica de M em adP entao o € nula.

Demonstragao: Seja 0 uma segdo harmoénica de M em adP. Entao pelo item (ii)
do Teorema 4.2.6, o levantamento eqiivariante F, fixa um tnico ponto em P, ou
seja, existe um u € P tal que F,(u) é ponto fixo para representagao adjunta Ad, isto
é, Ad(g)(Fy(u)) = F,(u), para todo g € G. Como Ad(g)(0)=0 para todo g € G,
entdo F,(u) = 0. Sendo F, constante pelo item (i) do Teorema 4.2.6, resulta que

F, é nula. Logo, por definicao, o é nula. Ll

4.3.2 Fibrados de Hopf

Exemplo: Seja S?"~! uma esfera. Olhemos S?*~! como um subespaco de C" con-

sistindo de todos (z1,...,2,) com |z;| + ...+ |2,] = 1. Por esta razao, podemos
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definir uma aplicacao de S?"~! x U(1) para S**~! por

(15 20),9) = (21,0, 20) -9 = (219, - -, Zn9).-

Est4 aplicagao é uma agao & direita livre. Lembrando que U(1) = S, construimos
o seguinte fibrado principal: (S?"~!, CP" !, 7g2n-1, S1).
Seja a aplicacao de U(1) x C™ para C™ definida por
(9, (21, y2m) = g (21, -y 2m) = (921, - -+, 9Zm)- (4.11)

Claramente esta é uma agao a esquerda de U(1) em C™. Assim, podemos considerar
C™ como a fibra standard do fibrado associado E(CP"~ !, C™, S, S?»1) onde E =

521 %y C™. Assim, temos o seguinte diagrama:

1
S2n—1 - SQn—l x Cm

7T52n—1l J/u

(CIEDn_l E

Obviamente, C" é um espaco vetorial e S* é um grupo de Lie compacto, e ainda,
um simples cdlculo demonstra que a agao a esquerda (4.11) é livre. Portanto, temos
satisfeita as hipéteses do Teorema (4.2.5). Logo, se ¢ : CP"! — E é uma secio

harmonica entao o é nula. L]

Um caso interessante deste exemplo é quanto n = 2, pois o fibrado ' — 3 — 52
¢ um modelo para o monopolo magnético de Dirac (ver por exemplo [46]). Se m = 1,
o é chamado de campo escalar complexo. De forma geral, na literatura Fisica, as
secoes 0 : CP" ' — E acima sao conhecidas como campo de Higgs generalizados do
Fibrado de Hopf (ver por exemplo [39]).

Denotando por H o grupo dos quatérnios, temos os fibrados de Hopf S® —
S4=1 _ HP"'. Um caso interessante é quando n = 2, S® — S7 — S%, conside-
rando que HP' 2 S*. A importancia deste fibrado reside no fato de ser um modelo

matematico para o estudo dos instantons na Teoria de Yang-Mills (ver por exemplo
[46]).
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Exemplo: Como no exemplo anterior, conseguimos o seguinte diagrama:

T _
S4n—1 - S4n 1 % H™ ,

ﬂs4n—1l lu

H]P)n -1 TE E

onde E = S X gy2) H™ e a a¢ao & esquerda de SU(2) em H™ é dada por

(9, (g1, ) = g (@1, -, qn) = (901, - -, 90n)

(ver por exemplo [46]).

Sabemos que H™ é um espago vetorial e SU(2) é compacto, e ainda, um simples
calculo demonstra que a acao a esquerda acima é livre. Portanto, as hipéteses do
Teorema 4.2.5 sao satisfeitas. Logo, se o : HP"™! — E é uma secdo harmonica entao

o é nula. L]
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