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Resumo

O objetivo desta tese é desenvolver algoritmos baseados em malhas e bases funcionais
inovadoras usando técnicas de multiescala para aproximacao de funcoes e resolucao de
problemas de equacoes diferenciais. Para certas classes de problemas, é possivel incre-
mentar a eficiéncia dos algoritmos de multiescala usando bases adaptativas, associadas
a malhas construidas de forma a se ajustarem com o fenomeno a ser modelado. Nesta
abordagem, em cada nivel da hierarquia, os detalhes entre a aproximacao desse nivel e
a aproximagao definida no préximo nivel menos refinado pode ser usada como indicador
de regioes que necessitam de mais ou menos refinamento. Desta forma, em regioes onde
a solucao é suave, basta utilizar os elementos dos niveis menos refinados da hierarquia,

enquanto que o maior refinamento é feito apenas onde a solugao tiver variagoes bruscas.

Consideramos dois tipos de formulagoes para representacoes multiescala, dependendo
das bases adotadas: splines diadicos e wavelets. A primeira abordagem considera espacos
aproximantes por funcoes splines sobre uma hierarquia de malhas cuja resolucao depende
do nivel. A outra abordagem considera ferramentas da analise wavelet para representagoes
em multirresolucao de médias celulares. O enfoque esta no desenvolvimento de algoritmos
baseados em dados amostrais d-dimensionais em malhas diddicas que sao armazenados
em uma estrutura de arvore binaria. A adaptatividade ocorre quando o refinamento é
interrompido em algumas regides do dominio, onde os detalhes entre dois niveis consecu-
tivos sao suficientemente pequenos. Um importante aspecto deste tipo de representacao é
que a mesma estrutura de dados é usada em qualquer dimensao, além de facilitar o acesso
aos dados nela armezenados. Utilizamos as técnicas desenvolvidas na construgao de um
método adaptativo de volumes finitos em malhas didadicas para a solucao de problemas
diferenciais. Analisamos o desempenho do método adaptativo em termos da compressao

de memoria e tempo de CPU em comparacao com os resultados do esquema de referéncia

X1



em malha uniforme no nivel mais refinado. Neste sentido, comprovamos a eficiéncia do
método adaptativo, que foi avaliada levando-se em consideracao os efeitos da escolha de

diferentes tipos de fluxo numérico e dos parametros de truncamento.
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Abstract

The goal of this thesis is to develop algorithms based on innovative meshes and functional
bases using multiscale techniques for function approximation and solution of differential
equation problems. For certain classes of problems, one can increase the efficiency of
multiscale algorithms using hierarchical adaptive bases, associated to meshes whose resolu-
tion varies according to the local features of the phenomenon to be modeled. In this
approach, at each level of the hierarchy the details—differences between the approxima-
tion for that level and that of the next coarser level—can be used as indicators of regions
that need more or less refinement. In this way, in regions where the solution is smooth,
it suffices to use elements of the less refined levels of the hierarchy, while the maximum

refinement is used only where the solution has sharp variations.

We consider two classes of formulations for multiscale representations, depending on
the bases used: dyadic splines and wavelets. The first approach uses approximation spa-
ces consisting of spline functions defined over a mesh hierarchy whose resolution depends
on the level. The other approach uses tools from wavelet analysis for multiresolu-tion
representations of cell averages. The focus is on the development of algorithms based on
sampled d-dimensional data on dyadic meshes which are stored in a binary tree structu-
res. The adaptivity happens when the refinement is interrupted in certain regions of the
domain, where the details between two consecutive levels are sufficiently small. This re-
presentation greatly simplifies the access to the data and it can be used in any dimension.

We use these techniques to build an adaptive finite volume method on dyadic grids for
the solution of differential problems. We analyze the performance of the method in terms
of memory compression and CPU time, comparing it with the reference scheme (which
uses a uniform mesh at the maximum refinement level). In these tests, we confirmed the

efficiency of the adaptive method for various numeric flow formulas and various choices
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of the thresholding parameters.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo desta tese é desenvolver algoritmos baseados em malhas e bases funcionais
inovadoras usando técnicas de multiescala para aproximacgao de fungoes e resolugao de
problemas de equagoes diferenciais.

Em muitos problemas, técnicas de multiescala permitem obter algoritmos mais confidveis
e/ou eficientes, em comparagao com aqueles que trabalham em uma tnica escala. Na abor-
dagem em multiescala, a funcao de interesse ¢é representada por uma hierarquia de bases
funcionais, em escalas ordenadas em progressao geométrica. Tipicamente, a construcao
dessas bases de multiescala se baseia em uma hierarquia de malhas geométricas do dominio
computacional. Nesse contexto, varias estratégias podem ser introduzidas para melhorar
a eficiéncia de algoritmos de aproximagao. Por exemplo, a resolucao de problemas pode
ser feita em cada nivel da hierarquia, da versao mais reduzida para a mais detalhada,
usando a solugdo do nivel anterior (mais grosseiro) como estimativa inicial para resolver
o problema no nivel presente (mais detalhado).

Para certas classes de problemas, é possivel incrementar a eficiencia dos algoritmos
em multiescala usando bases adaptativas, associadas a malhas construidas de forma a se
ajustarem com o fenomeno a ser modelado. Nesta abordagem, em cada nivel da hierarquia,
a diferenca entre a aproximacao desse nivel e a aproximacao definida no préximo nivel
menos refinado pode ser usada como indicador de regioes que necessitam de mais ou menos

refinamento. Desta forma, em regioes onde a solugao é relativamente suave poderiam



estar presentes os elementos dos niveis menos refinados da hierarquia, enquanto que o
maior refinamento ocorreria apenas onde a solugao tiver variagoes bruscas. Espera-se
que, com adaptatividade, o volume total de informagoes a ser armazenado e processado
seja reduzido, diminuindo, em consequéncia, o tempo de CPU.

Como os métodos de multiescala podem fornecer representacoes de dados que sao
esparsas, complexas e hierarquicas, dependendo da estrutura de dados utilizada para
sua codificagao, o desempenho dos resultados pode ser comprometido. Sendo assim, o
desenvolvimento de algoritmos em multiescala exige uma ampla gama de técnicas, nao
somente em teoria de aproximacao, mas também em computagao cientifica.

Apesar de significantes avancos ja terem sido obtidos nessas linhas de pesquisa, é
comum as técnicas serem desenvolvidas e empregadas em aplicacoes de areas especificas,
com contribuicoes disjuntas entre elas. Nesse sentido, o enfoque do presente trabalho esté
no desenvolvimento de novas ferramentas que visem atender as necessidades das técnicas
de multiescala, com especial atencao na estrutura de dados adotada, com o objetivo de
obter algoritmos computacionais adaptativos eficientes.

No presente trabalho consideramos dois tipos de formulagoes para representacoes em
multiescala, dependendo das bases adotadas: splines diadicos e wawvelets.

A primeira abordagem considera espacos aproximantes por fungoes splines sobre uma
hierarquia de malhas cuja resolucao depende do nivel. Esta abordagem pode ser usada
com malhas regulares ou irregulares de geometrias diversas, resultando em uma grande
variedade de representacoes, muitas das quais ainda inexploradas. Especificamente, pre-
tendemos considerar splines lineares em malhas diddicas, usadas com sucesso por Cardoso
et al. [5, 6].

Uma malha diddica é uma hierarquia de malhas obtida, a partir de uma caixa d-
dimensional, por bissecgoes multiplas, sendo que, no nivel ¢ da hierarquia, todos os planos
de corte sao perpendiculares ao eixo (¢ mod d) (o resto da divisao inteira de ¢ por d).
A principal vantagem de splines em malhas diadicas é sua simplicidade topoldgica, que
reduz bastante a complexidade dos algoritmos em muitas aplicagoes, especialmente as que

exigem malhas adaptativas e dinamicas. Um exemplo de representagao em malha diadica



adaptativa é mostrado na Figura 1.1, em que ha um maior refinamento da malha numa
certa regiao do dominio para que seja possivel captar com mais precisao as variagoes de

uma certa funcao.

Figura 1.1: Malha diadica adaptativa.

A codificacao das informagoes associadas as representacoes em malhas diadicas é feita
em uma estrutura de dados de drvore binaria [31]. Uma drvore bindria é um conjunto
T de elementos denominados nds, estruturado da seguinte forma: ou o conjunto T é
vazio (drvore vazia); ou existe um noé especial r, chamado raiz de T e os demais nds
estao divididos em duas arvores binarias T, e Ty, respectivamente, a subdrvore esquerda
e subdrvore direita de r. A cada divisao dos néds, criamos um novo nivel na arvore.
Aos nés de mesmo nivel associamos os elementos correspondentes da malha. Assim, para
relacionar os diferentes niveis da escala precisamos das informagoes em cada nd e em seus
vizinhos.

A outra abordagem para a representacao multiescala a ser considerada no presente
trabalho utiliza ferramentas da anélise wavelet [12, 16, 24]. Neste contexto, os esquemas
permitem a representacao de uma fungao em varios niveis de escala. Operadores de
multirresolucao que relacionam as informagoes em diferentes niveis de escala tém papel
fundamental no desenvolvimento do assunto. Para passar de um nivel mais fino para um
mais grosseiro usamos o operador de restricao. Para passar do nivel mais grosseiro para o
mais fino, usamos o operador de previsao. Os coeficientes wavelet sao os erros de previsao.

Uma das principais aplicacoes dos algoritmos de wawvelets é na compressao de dados.
Usando um processamento de multirresolucao, por meio de uma aplicacao reversivel, os
dados sao transformados em um conjunto de coeficientes wavelet, a serem descartados ou

nao. A compressao é obtida quando ignoramos os coeficientes menores que uma tolerancia



previamente especificada.

Outra aplicacao de interesse refere-se aos métodos de multirresolucao, baseados em
técnicas de wawvelets, para a solucao numérica adaptativa de equacgoes diferenciais parciais
para problemas em que podem ocorrer singularidades ou brusca variacao no gradiente
das solucoes em regioes localizadas. O principio é acelerar e reduzir o espaco de arma-
zenamento na simulagao numeérica desse tipo de problema. Os coeficientes wavelet sao
usados como indicadores de regularidade local, para detectar a posicao dessas regioes,
permitindo assim, fazer um refinamento local da malha, que pode mudar com o passar do
tempo. Desta forma, o refinamento de uma célula da particao do dominio ocorre quando
o coeficiente wavelet associado a tal célula for significativo. Nas regioes em que a solugao
for suave, onde os coeficientes wavelet sao despreziveis, automaticamente células menos
refinadas sao atribuidas. A definicao de tal tipo de estratégia é baseada em um esquema
de referéncia em que os operadores diferenciais sao aproximados por férmulas para ma-
lhas uniformes. Nas discretizacoes em malhas adaptativas, os operadores de previsao sao
utilizados para aproximar as féormulas que dependem de informacoes de células vizinhas,
eventualmene ausentes nas malhas adaptadas. Tal procedimento conduz a uma redugao
das informacoes processadas, com baixo custo de armazenamento e tempo de CPU, desde
que acompanhado de uma estrutura de dados apropriada. Para uma visao geral sobre
métodos de multirresolugao, sao indicados os livros de Cohen [12], Miiller [34] e os artigos

de revisao sobre o assunto [40, 19].

No caso especifico em que o esquema de referéncia é de volumes finitos, o trabalho
pioneiro nessa area foi publicado em [23], em que A. Harten propos o uso de esquemas em
multirresolucao para médias celulares para acelerar o processamento do método em malhas
uniformes, aplicado a problemas diferenciais de leis de conservacao unidimensionais. Nesse
trabalho, os fluxos numéricos sao calculados exatamente apenas nas células indicadas pelos
coeficientes wavelet significativos e interpolados nas demais células, com a evolugao sendo
feita na malha uniforme, sem introduzir malhas adaptativas. Essa estratégia foi estendida
a problemas bidimensionais em Bihari e Harten [1], Bihari [2] e em Chiavassa e Donat[11].

Posterioremente, as idéias de A. Hartem serviram como guia para novas melhorias, com



a introdugao de adaptabilidade espacial, como proposto em Kaibara e Gomes [29], Cohen
et al. [14], Miller [34] e Roussel et al. [39, 38]. Em Domingues et al. [18, 17] ¢ Miiller e
Stiriba [35], métodos numéricos mais elaborados sao utilizados a fim de obter, além da
adaptabilidade espacial, uma adaptabilidade no tempo. E importante observar que, ao se
usar tais estratégias de multirresolucao, o erro de aproximacao pode ser controlado pelo

parametro de truncamento, como provado em [14].

Tradicionalmente, os algoritmos em multirresolucao sao estruturados em refinamento
de malhas 2¢-4dicas [29, 14, 39, 38, 18, 17]. Uma malha 2%ddica é uma hierarquia de
malhas obtidas a partir de uma caixa d-dimensional que, em cada nivel de refinamento,
a caixa ¢é dividida por hiperplanos ortogonais a cada um dos eixos coordenados. No caso
bidimensional, a malha 2%4dica é conhecida como quad-grid e no caso tridimensional,

como oct-grid.

Métodos de multirresolucao adaptativos geram dados que sao esparsos e com estrutura
complexa, que requer uma estrutura de dados eficiente em sua manipulagao. As principais
estruturas adotadas sdo as quad-trees para d = 2 e oct-trees, para d = 3 [39], ou hash

tables [3]. Uma revisao sobre as diferentes técnicas é feita em Latu [32].

Proposta da tese

Neste trabalho, propomos desenvolver e implementar esquemas de aproximacao em mul-
tinivel estruturados em malhas diadicas para representar sinais d—dimensionais e para

resolver, adaptativamente, problemas diferenciais.

Um dos focos principais desta tese é a proposta de modificar os esquemas de mul-
tirresolugao (a partir daqui indicados pela sigla MR), armazenando e processando os
dados utilizando uma estrutura de arvore binaria. Especificamente, visando aplicacgoes
em métodos adaptativos de volumes finitos, nos concentramos em algoritmos em MR
para dados obtidos de discretizagoes por médias celulares em malhas diadicas. Cada né

da arvore representa uma célula no nivel correspondente da hierarquia de malhas. Os



operadores de previsao e restricao acessam os dados contidos nos nés para estimar o va-
lor a ser armazenado em um outro né, acrescentando elementos a arvore ou eliminando
alguns dos elementos. Espera-se que a simplicidade decorrente da codificagao das malhas
diadicas em arvore binaria facilite a programacao de algoritmos em MR adaptativos que

possam ser aplicados em dominios computacionais d-dimensionais arbitarios.

Organizacao do texto

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, fazemos uma revisao de alguns conceitos bésicos sobre teoria de apro-
ximacao que sao centrais em Andlise Numérica. Focamos nossa atencao em alguns aspec-
tos gerais, tais como o tipo dos espacos das fungoes a serem aproximadas, dos espacos das
fungoes aproximantes, possiveis critérios de aproximagcao e erros de aproximacao. Uma
vez definido o critério de aproximacao, ainda resta escolher a maneira de se calcular tal
aproximacao, que depende da maneira em que as funcoes do espaco aproximante sao re-
presentadas. Ou seja, os algoritmos de calculo variam de acordo com a base escolhida.
Esse efeito é notavel se as bases sao construidas em um tnico nivel ou em varios niveis.
Tais aspectos sao ilustrados em dois exemplos unidimensionais simples: splines lineares e

wavelets de Haar.

No Capitulo 3, expomos sobre a estrutura de dados a ser empregada nas imple-
mentagoes dos esquemas em multinivel considerados. Apresentamos os conceitos de arvore
binaria ([31]), malhas diddicas e o processo de construgao destas malhas([5, 6]), além da
associacao de uma malha diadica com uma arvore binaria. A arvore binaria é uma fer-
ramenta importante para a codificacao de esquemas estruturados em malhas diadicas, ja
que nos facilita a navegacao pelos dados nos distintos niveis.

No Capitulo 4, tratamos o caso de espacos aproximantes por fungoes splines multi-
lineares em malhas diadicas. Revisamos diferentes formas de construcao de bases para
tais espacos, tanto em malhas diddicas regulares quanto para malhas irregulares em mul-

tinivel. Descrevemos o algoritmo de aproximacao por interpolagao e apresentamos um



exemplo ilustrando esse critério de aproximacao no caso bidimensional.

Os Capitulos anteriores sao apresentagoes de resultados conhecidos, de carater didatico
e de embasamento tedrico, como motivacao para os capitulos seguintes, os quais contém
as contribuicoes desta tese.

No Capitulo 5, discutimos os esquemas de MR para médias celulares em malhas
diddicas. Desenvolvemos algoritmos baseados em operadores de previsao de diferentes
ordens e mostramos as semelhancas e diferencas com esquemas tradicionais de MR em
malhas 2%-ddicas. Nesta tese, todas as implementacoes sao para condicoes de contorno
periddicas.

No Capitulo 6, fazemos uma revisao do aspecto funcional de analises de multirre-
solugao para médias celulares para o caso unidimensional, conforme indicado no trabalho
de Harten [24] e discutido em Kaibara [30]. A seguir, estendemos esta andlise para o caso
de esquemas MR em malhas diddicas em dimensoes superiores.

No Capitulo 7, discutimos a maneira de obter uma representacao em multirresolugao
adaptativa e a estimativa de erro. Também comparamos o desempenho das malhas
diadicas e das quad-grids mediante a andlise de dois exemplos diferentes no dominio
bidimensional, usando médias celulares. Também ilustramos o desempenho do esquema
MR adaptativo na compressao de uma imagem.

No Capitulo 8, apresentamos os conceitos envolvidos na construcao de um método
adaptativo que combina discretizacao por volumes finitos para leis de conservagao e analise
de MR para médias celulares em malhas diadicas. Para os esquemas de referéncia em
malha uniforme, fazemos a aproximacao dos fluxos numéricos de duas formas distintas.
A primeira combina o esquema de Roe [37] com 0 esquema essencialmente nao oscilatério
(ENO), proposto por Harten e Osher [27]. A outra forma que consideramos é o esquema
essencialmente nao oscilatério ponderado WENO [33; 28]. A integracdo no tempo é
feita por meio dos Métodos de Runge-Kutta de segunda e terceira ordem. Apresentamos
exemplos unidimensionais para a equagao de advecgao, com intuito de verificar a ordem
de convergeéncia dos esquemas.

No Capitulo 9, apresentamos trés experimentos numéricos bidimensionais que sao



analisados sob a luz dos esquemas de referéncia para fluxos de Roe + ENO + RK2 e
WENO + RK3, considerando os esquemas MR em malhas diadicas. Primeiro, resolvemos
o problema de adveccao. O segundo exemplo é a equacao de Burgers e, finalmente,
resolvemos o problema de Buckley-Leverett, equacao que modela o escoamento de petrdleo
em um reservatorio. Para cada um dos exemplos, é analisado o efeito da variacao do
parametro de truncamento dos coeficientes wavelet na eficiencia dos esquemas MR em
termos de reducao de meméria de armazenamento e ganho no tempo de CPU, quando
comparados com os esquemas de referéncia de volumes finitos sobre as malhas uniformes
do nivel mais refinado.

No Capitulo final, relacionamos as conclusoes da pesquisa desta tese e perspectivas de

estudos futuros.



Capitulo 2

Conceitos Basicos em Teoria de

Aproximacao

Neste capitulo, fazemos uma revisao dos conceitos gerais em teoria da aproximacao, tais
como, espaco das funcoes a serem aproximadas V', espacos das fungoes aproximantes U,
alguns critérios de aproximacao e erros de aproximacao. Uma vez definido o critério
de aproximacao, resta definir a maneira de calcular tal aproximacao, que depende da
escolha das bases do espaco aproximante, e analisar o erro cometido. Com exemplos
unidimensionais simples, ilustramos tais aspectos: consideramos splines lineares e wavelets
de Haar.

Mais detalhes sobre teoria geral de aproximacao podem ser obtidos no livros de Ham-
merlin e Hoffmann [22] e Prenter [36]. Para os conceitos em multinivel ver Cohen [12] e

Miiller [34].

2.1 Aspectos Gerais

O estudo da teoria de aproximacao de funcoes envolve a andlise de alguns aspectos como
o espaco das funcgoes a serem aprorimadas V', o espaco das funcgoes aprozimantes U, o
critério de aproximacao (regra para se escolher a fungao aproximada), os algoritmos de

calculo e andlise de erro de aproximacgao. Tipicamente, V' é um espaco vetorial normado de
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dimensao infinita. Em teoria de aproximacao, o interesse é encontrar um representante
para uma funcao u € V que seja um elemento de um espaco de dimensao finita U.
Esperamos que os elementos de U sejam mais simples que os de V' e que U tenha um
bom potencial de aprorimacado. Isto quer dizer que um elemento u € V é substituido
por um elemento u € U de forma que, se a dimensao de U tende ao infinito, a norma
|u— ]| tende a zero. Para implementar o critério de aproximacao adotado, consideramos
uma base B = {¢g, -+ ,¢,} para U. Sendo assim, a aproximagao para u ¢ uma fungao
= Y aj¢p;, em que a; depende do critério de aproximacao adotado. A escolha das
funcoes de base ¢; € B influencia na definicao dos algoritmos de célculo e na estrutura

de dados a ser utilizada.

2.1.1 Critérios de Aproximacao

O critério de aproximagao é uma regra que, a cada v € V' atribui uma tnica funcao u € U.
O operador T': V — U, em que u = T'u, pode ou nao ser linear. Um exemplo de critério
de aproximacao é o da melhor aproximacao. Ou seja, U é escolhido de forma a minimizar
a distancia entre a funcao u € V e o espaco U C V. Em outras palavras, procuramos
u € U tal que ||ju —al| = inf ||lu— w].

welU

Formalmente, temos:

Definicao 2.1. Seja V' um espago vetorial normado, munido da norma ||||. Seja U um

subespaco de V. Dizemos que u € U € a melhor aproximacao para v em U se
|l —ul| <|lu—v|, V vel. (2.1)

1, . .
No caso em que a norma ||v|| = (v,v)2 é proveniente de um produto interno, a melhor
aproximacao ¢ dada pela projecao ortogonal e podemos provar a existéncia e unicidade

da melhor aproximacao.

Teorema 2.2. Seja V' um espago com produto interno e U C V um subespaco de dimensao

finita. Entao a melhor aprozimacao deu € V em U existe e é unica. Além disto, verifica-

se que (u—u) L V.
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A demonstragao desse teorema se encontra em Hammerlin e Hoffmann [22, pdg.138].

Outro critério de aproximacgao muito utilizado é a interpola¢cao, que consiste em cons-
truir uma funcao u que coincide com a fungao a ser aproximada u em pontos dados no
dominio de u. Sendo assim, dados to,--- ,t,, (n 4+ 1) pontos distintos no dominio das
fungdes u € V', o operador T': V' — U deve satisfazer u(t;) = Tu(t;) = u(t;).

Podemos provar que, em um espago U = span{¢y, - - - , ¢, }, em que as funcoes tenham
no maximo n zeros, existe uma unica funcao u € U que satisfaz a condicao de interpolacao
nos (n + 1) pares de dados (¢;,y;), para j = 0,---.n e y; = u(t;). Por exemplo, se
U = P"[a, b]. Detalhes podem ser vistos em Hammerlin e Hoffmann [22, pag.182].

2.1.2 Como Calcular a Aproximacao u = Tu?

Uma vez definido o critério de aproximacao 7', resta escolher uma maneira de calcular a
aproximacao. Esse processo envolve a escolha da maneira de representar as funcoes de U,
o que implica na escolha de uma base para o espaco aproximante U. Mais precisamente,
supondo que B = {¢g, - ,¢,} é uma base para o espago U, entdo para cada fungao

u € U, obtemos uma tnica representagao na forma
n
U= ZO‘J'QSJ" (22)
j=0

Assim, para calcular a aproximacao u = T'u precisamos determinar os coeficientes que
realizem tal critério de aproximacao.

No caso em que o critério escolhido é o da projecao ortogonal, Teorema 2.2, temos que
a aproximacao é caracterizada pela condi¢do de ortogonalidade (v — @) L V. Entdo, os

T

coeficientes a = (a;)" sao dados pelo sistema normal

D (¢, k) = (wdx), 0<k<n. (2.3)
=0

Na forma matricial, o sistema acima é reescrito como

Ma = b, (2.4)



12

em que Mkj = <¢j7¢k>’ bk = <ua ¢k>7 com ]ak - Oa B2

No caso em que o critério de aproximagao escolhido é o da interpolagao, a aproximacgao
n
u = E (6% ¢j (25)
=0

deve satisfazer as condicoes de interpolacao @(t;) = u(t;) para j = 0,---,n, e os coefici-

entes da aproximacao satisfazem

> asi(te) = ulty), k=0, n, (2.6)

=0

que é reescrita na forma matricial por
Ma = b, (2.7)

em que My; = ¢;(ty), by, = u(ty), com j, k=0, n.

2.1.3 Erro de Aproximacao

Um aspecto crucial em teoria de aproximacao é a andlise do erro cometido em um dado
esquema de aproximacao. Em geral, o erro depende de trés aspectos. O primeiro é o
potencial de aproximacao dos espagos aproximantes que, tipicamente, é definido por sua
capacidade de reprodugao de polinomios. Usualmente, o erro na melhor aproximacao é

da forma

Ju—Tull ~ KN,

em que p é o grau maximo dos polinémios representados em U e N é a dimensao de U.
Outro aspecto diz respeito a regularidade da funcao aproximada. Para fungoes pouco
regulares, a ordem maxima p + 1 pode nao ser alcancada.
Finalmente, outro aspecto depende do esquema utilizado, o qual poderia nao ter a
mesma taxa de convergéncia dada pela melhor aproximacao. Nos exemplos a seguir,

comentamos esses aspectos.
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2.2 Exemplos

Para ilustrar os conceitos discutidos nas secoes anteriores, apresentamos alguns exemplos
simples. O espago das fungoes reais a serem aproximadas é V' = C|a, b], isto é, as fungoes
reais continuas no intervalo [a,b] C R, munido da norma |[ulle = sup,e,y [u(t)] ou V =

L?[a, b] com a norma ||u|s = v/{u,u), induzida pelo produto interno (u,v) = fab u(t)v(t)dt.

2.2.1 Splines Lineares

Seja v = {¢; : 0 < j < n} uma particao do intervalo [a, b] por subintervalos ¢; = (¢;,;41),
em que ty = a, t; < tj11, t, = b, de forma que [a,b] = U,7;.
O espaco das funcoes aproximantes é o subespaco das fungoes continuas lineares por

partes, denominado de splines lineares sobre a malha v, definido por
S'y)={s:se€C’a,bes|, eP ,0<j<n-—1} (2.8)

Considerando uma particao uniforme ~,, em que t; = a + jh, com 0 < j < ne h =
(b — a)/n, é possivel verificar que S*(v;) = spaun{qﬁgZ :0 < j <n}, em que as fungoes de

base ¢ : [a,b] — [0, 1] sao definidas por
(1) = o(h™'t = j), (2.9)

em que
1+t se te[-1,0],
p(t)y=4q 1—t, se tel0,1], (2.10)
0, caso contrario.
Na Figura 2.1, mostramos o gréifico de alguns elementos da base de S*(;,), especificamente
de ¢f e ¢l nos extremos e ¢}_,, ¢", ¢ | no interior.
O potencial de aproximacao neste caso é da ordem de h?, tendo em vista que somente
polinomios de grau p < 1 podem ser representados exatamente em S* (7).
No espago aproximante S'(v,) podem ser empregados diversos métodos de apro-

ximacao, entre eles estao a interpolacao e a projegao ortogonal.
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T T
ty ty, tji2 tji_1 tj tjvg tiy2 tn-1 ty

Figura 2.1: Elementos da base de S*(v).

Interpolagao

Quando buscamos uma aproximagao a4, € S*(7y,) que seja interpolatéria, o problema a
se resolver é simples. De fato, em termos da base de S'(v;), escrevemos a funcao @, na

forma

in(t) = Zajgb;?(t). (2.11)

Lembramos que, para ser interpolatdria, a aproximacao uy, satisfaz ay(t;) = u(t;), para
todo 0 < j < n. Como ¢}(ty) = d;x, os coeficientes a; da combinacao linear (2.11) sao

dados por a; = u(t;).

Exemplo 2.1. Na Figura 2.2, exibimos os gréficos da fungao a ser aproximada u(t) =

sin(7t) (curva continua) e da aproximacao @y, (curva descontinua), em que |a, b] = [—1, 1],
n =4.

1.0}

7
osh 4 \
4 \
4 \
: N 7(‘).5 / O‘.5 1
\ /
\ 7/ /-o0s
N
N/
-1.0F

Figura 2.2: Exemplo 2.1: graficos da funcao u (sélida) e da aproximagao interpolatéria
por spines lineares @ (pontilhada).
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Resultados tedricos (ver [22, pag.256]) garantem que, se u é Lipschitz continua, entao
a seqiiéncia de splines lineares interpolatorios w;, converge uniformemente para u com taxa

linear com respeito ao espagamento h. Isto é,
1E||0o = llu — tin]|oc < Kh.

Por outro lado, se u € C?[a, b], temos convergéncia quadritica com respeito a h, ou seja,

_ h?
| — tp|oo < gHu”Hoo. (2.12)

De forma geral, mesmo que consideremos uma fungao u € C%a,b], com ¢ > 2, nao
podemos obter taxa de convergéncia melhor que a quadratica. Um dos fatos que con-
tribuem para essa limitagao é que apenas os polinomios de grau p < 1 sao exatamente
representados em S*(v,).

Verifiquemos numericamente essas taxas de convergencia.

Exemplo 2.2. Para ilustrar o caso de convergéncia linear, consideramos a funcao Lips-
chitz continua u(t) = |¢* — 0.5|, com ¢ € [—1,1]. Na Figura 2.3 (b), observamos o gréfico
log-log do erro ||E|| como fungao de h. A reta que melhor se ajusta a esses dados (curva

continua) possui coeficiente angular 1,0624.

Exemplo 2.3. Considerando a funcao de classe C%[—1,1], u(t) = sin(rwt), a curva tra-
cejada, na Figura 2.3 (b), é o gréfico log-log de [|F||« como funcao de h. Calculando
a inclinacao da reta que melhor se ajusta a esses dados, verificamos que a ordem de

aproximagao numérica é igual a 2,0010.

Projecao Ortogonal

Seja V' = LL?[—1,1] o espago das fungoes a serem aproximadas, munido da norma || ||
Dada uma fungao u a ser aproximada, sabemos que a sua melhor aproximacao @ em S*(~;,)
satisfaz a propriedade da ortogonalidade (u — @y, ¢;) = 0, que implica em satisfazer a

Equagao (2.3).
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log (|E|)

Exemplo 1.2 - Ajuste linear
-7r O Erros interpolacao
----- = Exemplo 1.3 - Ajuste linear

+ Erros interpolacao

g ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-3.2 -3 -2. -26 -24 -22 -2
log(|n])

Figura 2.3: (a) Grafico das fungbes a serem analisadas: uma Lipschitziana (curva
continua) e uma de classe C?[—1,1] (curva descontinua). (b) Gréfico log-log dos erros
de interpolacdo || Ejl|s como funcéo de h: as retas de ajuste linear possuem coeficientes
angular 1,0624, para o Exemplo 2.2 e 2,0010, para o Exemplo 2.3.

Observadas as propriedades de suporte local dos elementos da base de S'(v;,), verifi-

camos que a matriz de coeficientes M em (2.4) é uma matriz tridiagonal, dada por

o _
1 4 1 0
M = % (2.13)
0 1 4 1
1 2

Exemplo 2.4. Neste exemplo, consideramos [a,b] = [-1,1], n =4, h = 0,5 e a fungdo



u(t) = sin(wt). Os coeficientes da

vendo o sistema normal

¢ 5 0 0 0f | ~0.115668|
L1 L0 0| —0.405285
0 &5 5 & 0f |a 0

00 % 3 5| |as 0.405285
00 0 & il 0.115668
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. ~ . A 4 ~ .
combinagdo linear @y, = ) _;_, a;¢; sdo obtidos resol-

Assim, o = —0.0983749, oy
0.0983749.

—1.19126, ay = 4.48359 % 1077, a3 = 1.19126, ay =

Na Figura 2.4, a funcao a ser aproximada u ¢é representada pela curva continua e a

melhor aproximacgao iy, dada pela projecao ortogonal, pela curva tracejada.

Figura 2.4: Exemplo 2.4: graficos da fun¢ao u (continua) e a melhor aproximacao, dada
pela projegao ortogonal, nos splines lineares 4y, (tracejada), com h = 0, 5.

De modo geral, é de interesse saber quao bem a projecao ortogonal u; representa
a funcao u, a medida que h tende a zero. Para obtermos uma estimativa da taxa de
convergéncia do erro de aproximacao obtido pelo critério de projecao ortogonal, usamos
a taxa de convergéncia do erro de interpolacao. Consideramos entao as aproximagoes 1y,
e Uy, em que esta é a aproximacao de u por interpolacao e aquela é a projecao ortogonal

de u em S'(v;,). Tal relagao (ver [22, p4g.258]) é dada por

= itnlle < ot = inlle < /B — @)l — itnlle.
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Segue que, se u € C?|a, b], a convergéncia é quadratica com respeito a h, veja Equagao (2.12),

ou seja,

1Bu]l2 = llu = tnlls < K7

Verificamos numericamente a ordem de aproximacao, dada pelo coeficiente angular da
reta de ajuste dos dados log || Ep,|| versus log(h).

No caso do Exemplo 2.4, em que a fungao u(t) = sin(nt) e —1 < ¢ < 1, a ordem de
aproximacao numérica é 2.01941. Na Figura 2.5, vemos o gréfico log-log do erro ||E|l2

como funcao de h.

Log(IIEll)

Figura 2.5: Exemplo 2.4: gréfico log-log do erro || E}||2 como funcdo de h.

Base Hierarquica

Como motivagao para a teoria apresentada no Capitulo 4, nesta secao descrevemos outra
forma de representar funcoes de S'(v) em termos de uma base hierdrquica, no caso em
que a partigao v for proveniente de uma malha diddica.

Tomamos uma hierarquia de partigoes 7, com ¢ = 0,..., em que o comprimento
dos subintervalos da particio é hy = 27¢(b — a) e contendo n, = 2° subintervalos. Na
Figura 2.6, esbocamos tal hierarquia de coberturas, de forma que ~,,, é obtida a partir de

(+1 41

v¢ pela divisao diddica de cada cf € v, em dois subintervalos ¢,; ", ¢5;4, de igual tamanho,

conforme indicado na Figura 2.7.

Defindo os espacos U’ = S'(v,), podemos verificar a inclusio U C U**'.  Sendo
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'YO T T
a b
YI T II T
a t b
/YZ T |2 |2 |2 T
a tl t2 t3 b
’Y3 T |3 |3 |3 |3 |3 |3 |3 T
a t t, t3 t, t5 t6 t, b

Figura 2.6: Hierarquia de malhas.

l

C.
J

T
I+1 1+1 l
tl I1+1 t: + t.
J €y L Chig j+1

Figura 2.7: Intervalos das particoes v, € Ypi1.

assim, o espaco UT! pode ser decomposto em soma direta
Uttt =utew’,

em que W= {u e U*!: u(tﬁ) = 0,0 < j < ny} sdo as fungoes de U™ que se anulam
na malha v,, que tem por base as funcoes zﬁf = gbéﬁl, 0<i<n,—1.

Dessa forma, escolhido L como o nivel de resolucao mais fino, é possivel apresentar
uma base para S'(7r) sob dois aspectos. No primeiro, discutido na Segao 2.2, em que a
base é dada por BY = {qbf ,0<j<ng}. O segundo é a base em dois niveis de resolucao,
em que

Big = {¢ffl 0<j<n,1}uU {ij*l :0<j<np,—1}
que ¢ dada pela uniao disjunta das bases de U*~! e WE—1,

Exemplo 2.5. Considerando [a,b] = [—1,1], L = 2, ny = 4, vemos na Figura 2.8, a base
hierdrquica para o espaco U? = S'(7y,). As curvas tracejadas representam os elementos

da base de U' = S*(v;) e as curvas sélidas representam os elementos da base de W1
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Figura 2.8: Elementos da base de S*(v;) (tracejada) e W (sélida).

Assim, podemos escrever u € S'(v.) em termos da base de um nivel

nr
u(t) =Y u(th)el(t), (2.14)
j=0
ou na base de dois niveis
nr—1 np_1—1
u(t) = uti ek )+ Y i), (2.15)
j=0 =0

em que

Cu(tyTh) i)
: :

O coeficiente df_l mede a diferenga entre o valor exato para a funcao u em tgj €0
valor dado pela interpolagao linear dos valores de u nos pontos vizinhos tf;ll e tf’l, como
indicado na Figura 2.9.

Introduzimos uma terminologia para os operadores que relacionam as informacoes
entre as diferentes escalas de resolucao, em que ¢ = 0,---,L — 1. Ao operador que
permite passar do nivel menos refinado ¢ para o nivel mais refinado ¢ + 1 denominamos

previsao e tal operador é denotado por Pf“. Para passarmos do nivel ¢ 4 1 para o nivel

¢ £) as

¢ usamos o operador de restricao, denotado por PfH. Precisamente, sejam u ;

:(u

amostras de u na malha ~,. Portanto,

(Plu™), = s,

¢, 0
Uj + Ujyq

(P;+1u€)2j+1 - 2 ’
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L Lojsl List
Figura 2.9: Representacao geométrica do coeficiente df’l.

O coeficiente de mede a diferenca entre o valor exato para a funcao u em t2 "1, e a previsao

do valor de v no mesmo ponto.

Os algoritmos que relacionam as informacoes u”, u*~! e d~! sao os algoritmos MR

direito e MR inverso.

Para obter os vetores u*~! e d*~! a partir de u* utilizamos o algoritmo MR direto,

dado por
Para 7=0,--- ,np_4
L-1_ L
Uy = Ugy,
L1 L1
N . S )
i T Uz 9 )

o qual é representado pelo diagrama

yb —=ul! (2.16)

O algoritmo MR inverso tem como dados de entrada as informagoes contidas nos vetores

ul=1 e d“! e recupera u” por

Para 7=0,---,np_1
L, IL—1
L—1
g

L-1
u23+1 d
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o qual é representado pelo diagrama

uL_l —>uL' (217)

e

dL—l
Tais algoritmos podem ser executados em multinivel. O algoritmo MR direto se expressa

como

(2.18)
N \ \ \
dL-1
e o algoritmo MR inverso se expressa como
wb—t—— L. (2.19)
S

Os algoritmos MR direto e inverso correspondem & mudanca da base B para a base

multinfvel BY . para U* dada por

=0

L—-1
B]@R:{@):Ogjgno}u{u{wf:()gjgng—l}}.

Ou seja, as fungoes u € S*(y) sdo representas na base multinfvel BY, , pela expansao

no L—-1np—1
u(t) = z; u(t9)(t) + ez 2; diai(t (2.20)
J 0 J

Adaptatividade em Multinivel

A vantagem em usarmos bases hierarquicas esta no fato dessas bases possibilitarem uma
representacao adaptativa da funcao a ser aproximada. O processo adaptativo nao pode
ser feito aleatoriamente, precisa ser guiado por algum parametro que indique onde e como
fazer a adaptatividade. Vimos que o coeficiente dg representa o erro de interpolacao

linear no ponto tgﬁl, interpolacao obtida a partir dos dados vizinhos a t; na malha ,.
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Esperamos entao que, em regioes onde a funcao a ser aproximada é suave, os coeficientes
sejam pequenos. De maneira andloga, o erro de interpolacao deve ser significante nas
regices onde a funcao tem variacdo brusca ou apresenta descontinuidades. Assim, os
coeficientes dﬁ podem ser usados para estimar a regularidade da funcao a ser aproximada.

Obtemos a adaptatividade mantendo apenas os termos dﬁ da expansao em multinivel
(2.20) que sao significativos. Especificamente, dado um parametro de tolerancia € > 0,

obtemos a adaptatividade a partir do truncamento dos coeficientes dﬁ, isto é, tomamos

- 0 df| <,
d = e |df < (2.21)
di se |df| > e

Assim, define-se a aproximacao adaptativa

no L—1ny—1
ue =Y u(t)e)+> > diyl. (2.22)
j=0 =0 j=0

Exemplo 2.6. Na Figura 2.10, a esquerda, exibimos o grafico de uma fungao u(t), —1 <

t <1, em que
cos(mt)+1 T
— se t< —=
u(t) — 2 ) 6
|sin(0.67t —1)| se t>—%.
Note que u é descontinua em ¢ = —% e apresenta uma variagao brusca em t = %, com

descontinuidade na derivada u’. No lado direito, a figura indica a posicao dos coeficientes
relevantes \d§| > ¢, em que € = 0.001 e 1 < ¢ < 10. Observamos que os coeficientes
dﬁ significativos indicam as posi¢des onde a fungdo u apresenta variagao brusca e/ou

descontinuidade.

2.2.2 Wavelets de Haar

Como motivacao para a teoria a ser apresentada no Capitulo 5, consideramos o exemplo
das wavelets de Haar. Nesta secao, o espago das funcoes a serem aproximadas é V =
IL?[a, b], munido da norma || - ||

O espago aproximante é dado por

Ut = S%y) = {u € L?[a,b] : U’cﬁ. = uf} )
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Figura 2.10: Exemplo 2.6: (a) gréfico de u(t) (curva continua) e da aproximagao adap-
tativa u(t) (+), com € = 0.001 e L = 10; (b) posigao, por nivel, dos pontos da malha
hierdrquica associados aos coeficientes relevantes |d§\ > 0.001, 1 < ¢ < 10.
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formado pelas fungoes constantes por partes na malha ,.

E f4cil ver que as funcoes qbg, definidas por

1, ted,
¢;(t) = X (t) = ’ (2.23)
’ 07 3 ¢ cja
para 0 < j < ny — 1, formam uma base ortogonal para o espago S%(7,). Logo
S(ye) = span {¢,0 < j <ny—1}. (2.24)
A aproximacao
ng—1
i = Plu="Y_uldl, (2.25)
=0

em que

=L / u(t)dt = ‘i<u,¢§>

‘ ‘
‘Cj‘ Cj’
sao as médias de u nas células cﬁ, corresponde A projecao ortogonal de u sobre S°(v,).
Como o espago S°(7y) representa exatamente apenas os polinomios de grau 0, sabemos

que a ordem de aproximagao para o exemplo de Haar é dada por ([12])
lu — Ptully = O(h),
em que h =27

Exemplo 2.7. Considerando a fungao u(t) = 1 — t*, com —1 < ¢t < 1, vemos na Fi-
gura 2.11, o grafico de u (curva continua) e o gréafico da projegao @ (curva constante por
partes) de u sobre o espaco S°(v3). Na Figura 2.12, temos o gréfico log-log do erro de

| E||2 como funcao de h.

Aproximagao em Multinivel

Sendo, paracada ¢ =0,--- ,L — 1, U* C U, 0 espaco U**! pode ser escrito como soma
direta

Uttt = Ut e w’,

em que W* é o complemento ortogonal de U’ em U,
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Figura 2.11: Exemplo 2.7: gréfico da fungio u(t) = 1 — ¢* (continua) e de sua projecio
em S%(v3) (constante por partes).

Log(I[Ell)

Log(h)

Figura 2.12: Exemplo 2.7: grafico log-log do erro ||F||s como func¢do de h, reta com
inclinacao 1.

Os elementos da base do espaco W*, denominados de wavelets, sao dados por

PUE) = Xer (1) = Xgra () = 0571, — 04"

S 2j+1 2 -

Na Figura 2.13, esbocamos o grafico de uma wavelet de Haar zﬁf . Note que as funcoes gf)ﬁ
e ¥t satisfazem

(W5, v5) = Icjl,

(¢, 0) =0, Vi, k.
A projecao de u € L?[a, b] em S°(v.) é dada por

< §a¢€> =0, J #;k>

np—1 np—1—1 np_1—1

Plu= Y bl = Y ullebty Y allylh (2.26)
j=0 j=0 j=0

Observe que o projetor definido na equacao (2.26) tem a forma PL = PL=1 4 Q%1 em

que Q1 é o projetor ortogonal sobre o espaco W =1, Para determinar Q*~!, resta exibir

a maneira de se obter os coeficientes wavelet df_l.
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¢ 1+1 1+1
% €+l

1 I+1 t!
tj 2j+1 J+l

Figura 2.13: Gréfico da funcao wavelet wf(t).

Como as fungoes ij’l formam uma base ortogonal para W =1 segue que

(wyp™ 1 Uz — U

di™" = O

R N
Na representaciao de 4f = Plu = Py + Q' lu, da equagao (2.26), ha informacoes
relacionadas a dois niveis de refinamento. Os coeficientes uf’l fornecem as informacoes
sobre u na cobertura mais grosseira e podem ser obtidos das informagoes no nivel L pela
formula
L-1 _ ug; + Uy

U=

! 5 (2.27)

Os detalhes df_l sao as informacoes necessarias para recuperar u” a partir de u”~!.

A maneira de relacionar as informacoes entre os diferentes niveis de resolucao, ¢ =
0,---,L—1, é feita por meio do uso do operador de previsio e do operador de restri¢ao.
Quando queremos passar de um nivel mais fino para um mais grosseiro, usamos o operador
de restricao PfH. Quando passamos do nivel mais grosseiro para o mais fino, aplicamos
o operador de previsao Pf“. Os coeficientes wavelet sao os erros de previsao. No caso

das wavelets de Haar temos,

/+1 /+1
(P, ™). = Ugj T Ugjn
+1 i 2 ’
(41, ¢ L
(PK u)2j+1_uj'
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Algoritmos MR

Os algoritmos MR tem como objetivo a passagem de uma representacao em um nivel para
uma representacao em multinivel. Por ser um processo reversivel, pode-se obter novamente
a solugdo em um tnico nivel. Especificamente, o algoritmo MR direto (andlise) converte
os dados de um nivel em dados que relacionam varios niveis de resolucao e tem como
dado de entrada o vetor de médias celulares no nivel mais refinado da malha u*. O dado
de saida é {u®,d° ---  d*"1}, em que u° é a média da fungao em toda raiz, o dominio de
wed,0<{¢< L—1sdo os erros de previsio.

De forma andloga, o algoritmo MR inverso (sintese) converte dados que relacionam
diferentes niveis de resolucao em dados referentes a um tnico nivel e tem como dados
de entrada as informacoes em multinivel {u®, d°,--- d*~1} e devolve o vetor de médias
celulares u”.

Em resumo, considerando dois niveis de resolugao, o algoritmo MR direto (andlise) é
dado por

Para 7=0,--- ,n,_1—1

L L
L1 Uzt Ugip

i T T
L _ L
Jl-t — Ugjp1 — Uy N~
J - 2 2541 Jj
e é representado pelo diagrama
ul —— b1 (2.28)
del

O algoritmo MR inverso (sintese), em dois niveis de resolugao, tem como dados de entrada,
as informagdes contidas nos vetores u*~! = (uf~') e ! = (df~") e recupera o vetor u”
por
Para 7=0,---,n;,
L _ gL-1_  L-1
U4y —dj +uy

L _ o, L-1 L
Uy; = 2uj — Usjg,
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e é representado pelo diagrama
uLil —— uL' (229)
dL—l

Tais algoritmos podem ser representados em multinivel. O algoritmo MR direto se ex-

pressa commo

\ (2.30)
dL 1
e o algoritmo MR inverso é dado por
/ et (2:31)
dL 3
A representacao da aproximacao @ = P u em multiresolucao é dada por
no—1 L—1ny—1
Ly = Z w9+ diyt (2.32)
(=0 37=0

Adaptatividade

A vantagem de usarmos @& = PFu na forma (2.32) é que ela torna possivel a adaptatividade
na expressao de u. Como, para ¢ = 0,---,L — 1, o coeficiente dﬁ representa o erro
0+1 ¢

. L 5 . 041 ~
da previsao da média celular de uma fungao u na célula ¢y, em que uy, ~ uj e

Eﬁ = agjl U cﬁﬁl, cada dﬁ ¢ uma medida de regularidade local da fun¢ao a ser aproximada.

Nas regioes onde a funcao apresenta uma variagao brusca ou descontinuidade, esperamos
que esses coeficientes sejam grandes. De modo analogo, nas regioces de suavidade, supomos
que os coeficientes sejam pequenos. A adaptatividade é obtida pelo truncamento dos
coeficientes wavelet que estao abaixo de uma tolerancia previamente especificada. O

processo de truncamento depende do nivel de resolucao, permitindo um “erro maior” nos
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niveis de maior resolucao e um “erro menor” nos niveis mais grosseiros. Especificamente,

dado € > 0, Harten [23] propos que, para cada nivel /,
e =2 0e,

em que L é o nivel maximo de resolucao da malha. Assim, o truncamento dos coeficientes
dﬁ é dado por

~ 0 se |df <e

d; = 1= e (2.33)
ds se |df| > e

Entdo, uma aproximagao 4l para 4! é dada por

no L—1ny,—1
~ W 0 ~
it Y ulel () + ) Y diu(t) = al. (2.34)
=0 (=0 j=0
Exemplo 2.8. Na Figura 2.14, a esquerda, plotamos o grafico da fungao u(t), —1 <t <1
cos(mt)+1 T
—, se t<—Z%,
U(t) — 2 6
|sin(0.67t — 1)| se t> —¢.
Observe que a funcao u apresenta descontinuidade em ¢ = —% e variagao brusca em
t = %, com descontinuidade na derivada u’. No lado direito, a figura indica o centro

das células da particao sobre as quais os coeficientes wavelets \d§| > ¢y, para niveis de
refinamento 1 < ¢ < 9 e e = 0,1. Note que, nas regioes onde a funcao u apresenta
descontinuidade ou forte variacao no gradiente, as células da particao estao em niveis
mais refinados (elevados).

A operacao de truncamento diz que os coeficientes df despreziveis nao precisam ser
armazenados, acarretando na compressao de dados. Em termos praticos, como mostrado
em [30], a aproximacao adaptativa (2.34) pode ser obtida apenas com as médias celulares
nas células associadas aos coeficientes Jf significativos. No Capitulo 3, veremos como
a adaptatividade da funcao em MR estd associada com a adaptatividade na estrutura
de dados empregada para codificacao da malha adaptada. Isto é, criamos campos na
estrutura de dados apenas para armazenar os valores das médias celulares associadas aos

coeficientes wavelet significativos, acarretando na compressao de dados.
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Figura 2.14: Exemplo 2.8: (a) u(t) (curva continua) e aproximagao adaptativa wu.(t),
com L =9 e e =0.1; (b) distribuicdo em cada nivel da posi¢ao dos coeficientes wavelet
significativos.
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Para o Exemplo 2.8, medimos a taxa de compressao como a porcentagem de células da
da malha adaptativa com relacao ao total de células da particao uniforme do nivel mais
refinado. Na Tabela 2.1 apresentamos a taxa de compressao e o erro entre a projegao
1 e a aproximacao ., na norma L, para diferentes valores de €. Para cada valor de e,
consideramos uma malha uniforme inicial com L = 10 niveis de refinamento, contendo
210 = 1024 células em seu nivel mais refinado. Observamos que a diferenca entre a
projecao e a representacao adaptativa é proporcional ao parametro de truncamento €. A

compressao diminui com o parametro e.

¢ | Compressao | ||t — |1
107! 89,453% 0.011938
1072 63.476% 0.003527
1073 11.23% 0.000211
1074 1.074% 0.000106

Tabela 2.1: Exemplo 2.8: Taxa de compressao, como porcentagem de células da malha
adaptativa, quando comparadas com a malha uniforme do nivel mais refinado, e diferenca
entre a projecao U e a aproximacao U, na norma L; para diferentes valores de e.

2.3 Estrutura de Dados

Para codificarmos as malhas adaptativas e os esquemas MR de maneira eficiente, necessi-
tamos de uma estrutura de dados que seja dinamica, tenha baixo custo de armazenamento
e que permita um rapido acesso aos dados nela contidos. Uma estrutura de dados dinamica
muda de forma e tamanho durante o tempo de execucao de um algoritmo. No proximo
capitulo, propomos o uso de uma arvore binaria para codificacao das malhas e esquemas

MR baseados em malhas diddicas.



Capitulo 3

Malhas Diadicas e sua Representacao

Neste capitulo, apresentamos os conceitos de malhas diadicas, o processo de construcao
destas malhas, inicialmente proposto por Cardoso et al. [5, 6]. Revisamos os aspectos im-
portantes da estrutura de arvore binéria [31], empregada nas implementagoes de esquemas
baseados em malhas diadicas, como aqueles adotados no presente trabalho.

O interesse principal estd em uma estrutura dinamica de arvore binaria, permitindo
facil acesso aos dados nela armazenados. Ao final do capitulo, introduzimos o conceito de

malhas 2%-adicas [20], para uma futura comparacao com as malhas diddicas.

3.1 Conceitos Basicos

Nesta secao discutimos alguns conceitos necessarios para as secoes subseqiientes.

3.1.1 Subdivisoes

Uma subdivisio de dimensdao d é uma colecio C de subconjuntos disjuntos de R? (os

elementos da subdivisio), com as seguintes propriedades:
(1) cada elemento ¢ € C é um conjunto homeomorfo a uma bola aberta B* 0 < k < d.

(2) a fronteira de cada elemento ¢ é a uniao de um numero finito de elementos de C.

33
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Em particular, os elementos de uma subdivisao com dimensao k& = 0,1,2,3 que sao
chamados, respectivamente, de wvértices, arestas, paredes e blocos da subdivisao. Em
qualquer espaco RY, os elementos de dimensao d sao também chamados de células da
subdivisao. Os elementos da subdivisao C que compoem a fronteira de um elemento ¢
sao ditos as faces de c. Se um elemento ¢ tem dimensao k, suas faces de dimensao k& — 1
sao as facetas. Note que os elementos de uma subdivisao C do conjunto R formam uma

particao para R, o dominio da subdivisao.

3.1.2 Caixas

Vamos numerar os eixos de coordenadas de R? de 0 a d — 1, de modo que um ponto x € R?
tem coordenadas xg,x1, -, T4 1.

Uma caizra k—dimensional ¢ em R? é o produto cartesiano de d intervalos I, I;, - -+ , Iy_1
c= Hf;ol I;, em que k sao intervalos abertos limitados e os demais d — k desses intervalos
sao intervalos fechados degenerados a um ponto.

Dizemos que o eixo 7 espeta a caixa c se o intervalo I; é um ponto, e varre a caixa se

I; nao é degenerado. A Figura 3.1 mostra um exemplo no R

X1

5 e 1
1 1
1 1

4 1 1
1 1
1 1

3 : Cr C1 Cj3 :
I I

2 1 l
1 1
1 1

1 T 1
I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 XO

Figura 3.1: Trés caixas ¢; = {4} x (1,5), co = (1,4) x (1,5) e c3 = (4,7) x (1,5). O eixo
0 espeta e o eixo 1 varre a caixa unidimensional c¢;; ambos os eixos varrem as caixas co €
C3.



35

3.1.3 Arvores Binarias

Definicao 3.1. Uma arvore binaria é um conjunto T de elementos denominados nos,

estruturado da sequinte forma:
1- ou o conjunto T € vazio (&rvore vazia);

2- ou existe um no especial v, chamado raiz de T, e os demais nos estao divididos
em duas arvores bindrias T, e Ty disjuntas, chamadas respectivamente, subérvore

esquerda e subarvore direita de r.

A Figura 3.2 ilustra o conceito de arvore bindria.

Figura 3.2: Arvore bindria.

Em qualquer né da arvore, as raizes das subarvores esquerda e direita, quando existem,
sao chamadas de filho esquerdo e filho direito, respectivamente, desse né. Os nds que nao
tém filhos sao chamados de folhas. Neste trabalho consideraremos apenas arvores binarias

nao vazias ditas drvores de tipo {0, 2} nas quais cada né ou nao tem filhos ou tem 2 filhos.

Arvores Completas, Altura, Profundidade, Nivel

Cada n6 da arvore bindria possui uma profundidade. Por defini¢ao, a profundidade da

raiz € 0, e cada filho de um né de profundidade ¢ tem profundidade ¢+ 1. O nivel £ de
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uma arvore bindria é o conjunto de nés com profundidade ¢. Esse nivel pode conter, no

maximo, 2¢ nés. Na Figura 3.3 destacamos os nés do nivel 4.

Figura 3.3: Nivel 4 de uma arvore binaria.

A altura de uma arvore binaria é definida como a quantidade de niveis nao vazios acrescida
de uma unidade; ou seja, ¢ o menor ¢ tal que o nivel ¢ é vazio.

Uma arvore binaria é completa se todos os nos folha tem a mesma profundidade. Um
exemplo pode ser visto na Figura 3.4. Caso contrario dizemos que a arvore binaria é

incompleta. Veja um exemplo na Figura 3.5.

Figura 3.4: Arvore binéria completa.

Figura 3.5: Arvore bindria incompleta.

Indices dos Nés

A cada né n de uma arvore atribuimos um ntmero inteiro positivo I(n), denominado

indice do né. A atribuicao dos indices é feita da seguinte forma recursiva: para todo né n
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1 se n éraiz,
I(n) =< 2I(p) se n éfilho esquerdo de p, (3.1)
2I(p)+1 se n ¢éfilho direito de .
A Figura 3.6 ilustra esta enumeracao para uma arvore incompleta. Observe que o indice
de um né depende apenas do caminho da raiz até ele e independe do fato da arvore ser

completa ou nao.

24 25

Figura 3.6: Distribuicao de indices na arvore binaria incompleta.

Observe também que cada né do nivel ¢ tem indice entre 2¢ e 2¢71 — 1, inclusive. A

forma sistematica de calcular a profundidade a partir do indice I de um no é
¢ =llog, I].

A justificativa para esta escolha é que todo indice I esté entre 2" e 27", para algum r, isto
é, 2" < I < 2", Como o log é uma funcao crescente, vale a relacao r < log, I < r + 1.

Deste modo, a profundidade é tomada como sendo ¢ = r.

3.2 Malhas Diadicas

Nesta secao discutimos o conceito de malhas diadicas, que podem ser regulares ou irrequ-
lares. Estas oferecem uma divisao do dominio dos sinais a serem discretizados, respecti-

vamente uniforme e heterogénea.

3.2.1 Construcao da Malha

Nesta secao estabelecemos o processo de construcao das malhas diddicas requlares. Para

tal, consideramos uma caixa d—dimensional R C R¢, denominada célula raiz. Uma malha
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didadica infinita é uma hierarquia de subdivisdtes G = Gy U G; U - - - obtidas a partir da
célula raiz por bisecgoes sucessivas das células de maneira ciclica. Mais precisamente, para
passar do nivel ¢ da hierarquia para o nivel £ 4+ 1, todas as células sao cortadas ao meio
por planos perpendiculares ao eixo (¢ mod d). Este processo é ilustrado na Figura 3.7
para o caso bidimensional e na Figura 3.8 para o caso tridimensional.

Note que cada nova divisao é ortogonal a um eixo de coordenadas i = (¢ mod d)
distinto, acarretando em um refinamento gradativo da malha. As duas metades de uma
célula da malha sao chamadas de células filhas, que tém a metade do volume da célula
original (sua célula mde). O mesmo ocorre com todo elemento de dimensdo menor que d
que é varrido pelo eixo 1.

Como conseqiiéncia do refinamento gradual (diddico), a quantidade de células dobra
ao passar do nivel ¢ para o nivel ¢ + 1.

Ao longo de cada eixo i, o nimero de células é 2°¢“9) em que

EJ N { 1 se (£modd) > i, (3.2)

v(l,i) = |—=
(69 Ll 0 se (fmodd) <i.

Figura 3.7: Os 8 primeiros niveis da malha diddica bidimensional.

A profundidade de uma célula ¢ da malha diadica G é o indice ¢ do nivel a qual ela
pertence.

Para fins computacionais é muito 1til considerar a célula raiz R = [0, 1] x [0, 1] com
a topologia do toro T?. Isto é, como indicado na Figura 3.9, identificamos os lados

opostos de R. Com esta convencao, todas as células de mesmo nivel da malha diadica
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Figura 3.8: Os 8 primeiros niveis da malha diddica tridimensional.

&=

Figura 3.9: Toro T? como subconjunto do plano R? com lados opostos identificados (es-

querda) e uma representagao topologicamente equivalente de T? como superficie no espago
R3 (direita).

sao perfeitamente equivalentes; em particular, toda célula tem 2d células adjacentes (que
compartilham facetas). Da mesma forma, todos os elementos do mesmo nivel ¢ que sao
varridos e espetados pelos mesmos eixos sao equivalentes em termos de ntimero e arranjo
de elementos vizinhos. Em particular, todo elemento de dimensao k esta na fronteira de

24—k elementos distintos.

Malhas Diadicas Finitas

Na pratica usamos malhas diddicas finitas, em que o processo termina depois de um

numero finito de divisoes.

Definig¢ao 3.2. Uma malha diddica finita é um subconjunto finito G da malha diddica G
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com as propriedades:

(a) a mae de todo elemento ¢ € G estd em G, exceto quando ¢ é a célula raiz ou uma

de suas faces;

(b) os filhos esquerdo e direito de todo elemento ¢ € G estdo ou ambos presentes em G,

ou ambos ausentes de G;
(c) sec éuma célula de G, todas as faces de c estio em G
(d) todo elemento de G que nao € célula é face de alguma célula de G.

Note que GG nao é uma subdivisao no sentido da defini¢ao apresentada no inicio da secao
3.2.1, mas cada nivel de G é.

Um elemento ¢ de uma malha diddica finita G é um elemento folha se nao sofreu
divisao, isto é, seus elementos filhos nao estao em G. Verifica-se que os elementos folha
de uma malha diddica finita sao uma subdivisao cujo dominio é a célula raiz. Uma malha
diadica é completa se todas as células folha tém a mesma profundidade.

Exemplos de malhas diddicas completas podem ser vistos na Figura 3.7 para o caso
bidimensional e na Figura 3.8 para o caso tridimensional.

Se as células folha aparecem em niveis diferentes da malha, dizemos que a malha
é incompleta ou irreqular. Na Figura 3.10 exibimos as folhas de uma malha diddica

incompleta.

Figura 3.10: Células folha de uma malha diddica incompleta.
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Uma malha diddica G pode ser associada a uma arvore bindria do tipo {0,2}. Para este
fim, introduzimos uma relagao parcial de ordem nas células da malha. Mais precisamente,
sejam a, b células de um mesmo nivel de G e sejam a; e b; as projegoes ortogonais das
células a e b, respectivamente, sobre o eixo 7. Dizemos que a é menor que b na direcao
1, denotado por a <; b, se supa; < infb;. Também dizemos que a é igual a b no eixo
1, denotado por a =; b, se a; = b;. Veja exemplo na Figura 3.11. Em geral, usamos a
relacao parcial de ordem <; apenas entre elementos do mesmo nivel. Em particular, com
esta relacao, podemos distinguir o filho menor a e o filho maior b de um elemento ¢, pela

condicao a <; b, em que 7 é o eixo perpendicular ao hiperplano de corte.

i=1

i=0

Figura 3.11: Relacao de ordem entre células. Neste caso, a =¢ b mas a <; b.

Podemos usar <; entre vértices e células. Em particular, definimos o vértice inferior
de uma célula ¢ como sendo o vértice v que satisfaz v <; ¢, para todo ¢ em {0,--- ,d—1}.
Nesta tese, para simplificar, supomos que o vértice inferior da célula raiz esta na origem

dos eixos coordenados de R?.

Indices das Células

A cada célula da malha diddica G atribuimos um indice inteiro como segue. Por defini¢ao,
o indice da célula raiz é 1. As filhas menor e maior da célula de indice I possuem indices
21 e 21 + 1, respectivamente.

A distribuicao dos indices na malha diddica é ilustrada na Figura 3.12 e na Figura 3.13.
Podemos entao identificar uma malha diadica finita G com uma arvore binaria do tipo

{0,2}, através dos indices. Especificamente, cada né da arvore bindria com indice I
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Figura 3.12: Distribui¢ao dos indices nos 3 primeiros niveis de uma malha diddica bidi-
mensional.

representa a célula da malha diddica G que tem indice I. A Figura 3.13 ilustra essa

correspondencia.
5 7
1 —_— 2 3
4 6 8 |9 |12 |13
1
2 3
4 5 6 7
8 9 12, 13
24 25 25
24

Figura 3.13: Indices na drvore e na malha.

Posicao e Tamanho de uma Célula

A posicao de uma célula ¢ da malha diadica G com profundidade ¢ é um vetor de inteiros
d(c) = (60,01, ,0a-1), sendo que ; é a quantidade de células a de G com a mesma
profundidade ¢ tais que @ <; ¢ e a =; ¢ para todo j # . Verifica-se que a posicao J; varia
entre 0 e 2v¢9) — 1.

Dado o indice de uma célula podemos determinar tanto sua posicao quanto a profun-

didade. Para isto, procedemos da seguinte forma:

1. Calculamos a representacao binaria de [.

2. Eliminamos o digito bindrio mais significativo. O numero de digitos restante é a

profundidade /.
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3. Separamos os digitos restantes, da esquerda para a direita, em d grupos, atribuindo
cada digito a um grupo, alternadamente. Isto é, o digito na posi¢ao k, contando
de 0, é atribuido ao grupo (k mod d). Os digitos de cada grupo ¢ na mesma ordem

formam a representacao binaria de ¢;.
4. Transformamos as representacoes de cada d; para a base decimal.

Por outro lado, dados o vetor posicao d(c) e a profundidade ¢ de uma célula é possivel

determinar a célula e seu indice.

1. Determinamos quantos bits bindrios v(¢,7) sao necessarios para representar cada

entrada J; do vetor posigao 9;, dado pela férmula (3.2);

2. A seguir, montamos as representacoes binarias de ¢;, completando com zeros a

esquerda até obter v(¢, 1) digitos;
3. Consideramos o primeiro digito do indice [ igual a 1

4. Da esquerda para a direita, tomamos um bit de cada J;, alternadamente; ou seja, o

bit k£ do indice I é o bit [k/d] de §( mod q) contando de 0.

5. Convertemos o indice I para decimal.

Exemplo 3.1. Suponha que d = 2 e que queremos descobrir a posicao ¢ da célula de
indice I = 147. Na base 2, temos I = 10010011. Note que, nesta representagao binaria,
contamos 7 bits depois do bit mais significativo, isso quer dizer que a profundidade desta
célula é 7.

Para montar o vetor 0(c) fazemos o seguinte:
e Eliminamos o digito 1 mais significativo (marcado com '*').

e Alternadamente escolhemos os digitos para dy (marcados com '0') e §; (marcados

%0101010
com '1): T =100100112 . Ou seja, temos dp = 0101 e 6; = 001.

e Convertendo para base decimal, temos dy = 5 e §; = 1, ou seja d(c) = (5, 1).
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Por outro lado, dados o vetor posigao d(c) = (5,1) e a profundidade ¢ = 7, para recuperar
o indice da célula ¢ calculamos ¢q9 = 3+ 1 e ¢4 = 3+ 0. Escrevemos a componente
dp do vetor posigao o com 4 digitos binarios e a componente d; com 3 digitos, obtendo

£0101010
d(c) = (0101,001). Intercalando esses digitos, obtemos I =100100112= 1471

3.3 Malhas 2% Aadicas

Nesta secao apresentamos a relacao entre as malhas diadicas d-dimensionais e as malhas
24_4dicas, freqilentemente usadas em aproximacoes multiescala.

Como na secao anterior, consideramos uma caixa d-dimensional R C R

A malha 2% ddica é uma hierarquia infinita de subdivisdes H = HyU H; U - - - obtidas
dividindo perpendicularmente cada célula em 27 células filho iguais por d hiperplanos
ortogonais a cada um dos eixos coordenados. No caso bidimensional, a malha 2¢-4dica é
conhecida como quad-grid e no caso tridimensional como oct-grid.

Uma malha 2%-4dica tem 2% células no nivel £. Pode-se ver que o mesmo nivel ¢ de
uma malha 2%34dica é idéntico ao nivel d¢ da malha diddica. Mais genericamente, uma
malha 2¢-4dica finita irregular coincide com uma malha diddica finita cujas folhas tém
profundidades multiplas de d.

Nesse sentido, as malhas diddicas sdo mais gerais que as malhas 29-adicas para d > 2,
visto que aquelas permitem refinamentos intermediarios. Vale observar que, para o caso

unidimensional, os dois tipos de malhas sao idénticos.



Capitulo 4
Splines Diadicos

Em capitulos anteriores, apresentamos os elementos da teoria de aproximacao. Vimos que
precisamos escolher, por exemplo, espago aproximante e a base para tal espaco.

Nesse capitulo, sintese do trabalho de Cardoso et al. [5, 6], discutimos o espaco dos
splines multilineares em malhas diddicas sobre uma regido R C R?. Provamos que uma
base para tal espaco é obtida pelo produto tensorial dos elementos da base do espago dos
splines lineares definidos sobre a particao de um intervalo, apresentado na Secao 2.2.

Fazemos uma revisao sobre o espago das funcoes splines multilineares em malhas
diddicas e construimos diferentes bases, tanto em malhas diadicas regulares quanto em
malhas irregulares de multinivel.

Apresentamos o algoritmo para a construcao da aproximacao das funcoes nestes espacos
e apresentamos alguns exemplos de interesse que ilustram as diferentes bases, tanto em
um quanto em varios niveis, bem como as aproximagoes de algumas funcoes usando tais

bases.

4.1 Splines em Malhas Diadicas Regulares

Para simplificar, supomos nessa se¢do qua a célula raiz é o hipercubo R = [0,1]¢. Por
mudanca de escala em cada eixo, os conceitos e resultados apresentados valem para malhas

diddicas cuja célula raiz é qualquer caixa fechada d—dimensional de RY.

45
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Seja G uma malha diddica sobre R. Como observado na Secao 3.2.1, G é uma subdi-
visao da caixa R e, portanto, uma particao de R. Podemos considerar G' como o produto
de particoes Cy, C1, ---, Cyq_1, em que cada C; é uma subdivisao diadica regular do in-
tervalo [0, b;]. Ou seja, cada elemento ¢ de G é o produto cartesiano ¢y X ¢ X -+« X ¢4_1,

em que cada ¢; é um elemento de C;.

Seja P! o espaco de todos os polindmios reais de varidvel real com grau menor ou igual

a 1. Define-se
d—1

SUG) ={f € C'R) : flo(w) = [ [ 9il:), 9: € P'}.

i=0
Em outras palavras, o espago S*(G) ¢ formado por fungoes que, quando restritas a cada
célula de GG, sao descritas por polinomios de grau menor ou igual 1 em cada varidvel. A
restrigao a uma célula de G da funcao f € S1(G) é denominada retalho de f. Cada funcao

f € SY@G) é denominada de spline multilinear diddico.

Nas aplicagoes, consideramos a condicao de contorno periédica, impondo a continui-
dade também na fornteira da caixa R, respeitando a suposicao de topologia toroidal

(Secao 3.2.1).

4.2 Bases para Splines

Para trabalhar com o espago S'(G), é interessante escolher uma base para o mesmo. Neste
capitulo usaremos bases constituidas de elementos chamados funcdes tendas (ou fungoes
chapéu) .

O suporte de cada tenda ¢ composto por 2¢ células de igual profundidade, agrupadas
em torno de um vértice central v, e das faces compartilhadas por essas células. No vértice
central, a tenda vale 1, e cai linearmente ao longo de cada eixo até assumir o valor 0, na

fronteira do suporte.

Cada tenda da base pode ser obtida por devidas translagoes e mudanca de escala

contracao) de uma tenda mestre A%, dada pelo produto tensorial A%(z) = J]0 A(x;),
=0
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em que A é a tenda mestre unidimensional

1—2 se 0<2z<1,
Alz) =1 0 se |z] > 1, (4.1)
1+2z se —1<2z<0.

Na Figura 4.1, exibimos as tendas mestre nos casos uni e bidimensionais.

-1 1

Figura 4.1: Funcao tenda, em uma e duas dimensoes.

A profundidade de uma tenda 7 é, por definicdo, a profundidade das células em seu
suporte. Cada tenda pode ser identificada, unicamente, pela célula superior do seu suporte
(ver defini¢ao da relagao parcial de ordem para células na Secao 3.2.1). Entdo, seja ¢ uma
célula folha da malha diddica regular G' com posi¢ao 0(c). A fim de construir a tenda
associada a ¢, construimos uma matriz diagonal () cujo elemento (); é a quantidade de

células na direcao ¢, ou seja,

em que v(¢,4) é dado em (3.2). Determinamos também a posigao d(c) = (dg,- - ,04-1) da

célula, como na Secao 3.2.1. Assim, a funcao tenda da célula ¢ é dada por

Te(z0, -+, 24-1) = A (Qx — 6(c)) = HA(Qixi — ;). (4.2)

Na translacao da tenda mae, é importante observar a topologia toroidal de R. Em parti-
cular, se ; = 0, o suporte da tenda inclui células com d; = @); — 1. Além disso, se Q; = 1,
a tenda (e qualquer spline em S*(G)) se dobra sobre si mesma e reduz-se a uma fungao

constante na diregao i.
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4.2.1 Base Uniforme de Tendas

Uma maneira de construir uma base para S'(G), em que G tem profundidade L, é to-
mar todas as tendas de mesma profundidade L. Os elementos (tendas) dessa base sdo
apresentadas na Figura 4.2.

Precisamos mostrar que o conjunto das tendas {7. : ¢ € G} de fato é uma base para

SH(@). Para isso, usamos o fato de que o conjunto
®Z:{¢;7j:077n2}7 ZZO,,d—l, (43)

em que ¢ ¢ definida por
¢;($) = ANQix; — 0;), (4.4)

é uma base para S'(C;). Definimos

d—1
i=0
em que (&g, -+ ,04-1) € a posigdo de c¢. Observe que, para cada célula ¢, com vértice

inferior v., a tenda 7. satisfaz

1, v=uv,,
TC(U) = {

0, caso contrario,

em que v é um vértice qualquer das células de G.

Assim, para tendas em um tnico nivel, definimos a interpolacao

i) =Y u(ve)me(x).

ceG

Verifica-se que u(z) = u(z), para toda fungao u € S'(G). Consequentemente, vale o

resultado.

Teorema 4.1. Seja G uma malha diddica uniforme. Entio S'(G) = span{r, : c € G}.
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Figura 4.2: Os elementos da base do espaco S*(G), em que G é uma malha diddica regular
com profundidade 4. Cada tenda 7, é representada por suas curvas de nivel.

4.2.2 Base Hierarquica de Tendas

Denotamos por GG, a malha diddica uniforme do nivel ¢ e V(¢) o conjunto dos vértices
das células de G,. Outra forma de construir uma base para S*(Gp) é escolher, para
cada vértice v € V(L), a tenda centrada em v, de menor profundidade possivel [6, 5.

Ou seja, tal processo equivale a escolher a tenda 7! associada a célula ¢ € Gy cujo
) 4

C
vértice inferior v. aparece pela primeira vez na malha. Precisamente, se v é um vértice
de profundidade ¢ + 1, isto é, v € V(£ + 1) — V({), consideramos a tenda 7°*1 em que

c € Gyq1 é a célula tendo como vértice inferior v, = v. Se v é o vértice com profundidade

igual a 0, associamos a fungdo 70 = 1, em que ¢ é a célula raiz.

Assim, temos dois tipos de representacao para uma uma funcao de S'(Gp), em um ou
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em varios niveis, dados respectivamente por

U= Z u(ve)Tr

ceGy,
=" u(v)7 +Z > dirttt, (4.6)
ceGo =0 ceD(¥)

em que D({) = {c € Gy :v. € VIl + 1) —V({)}. Verifica-se que

u(ve) + u(vg)

d’ = u(v.) —
u(ve) 5 :

[

em que v, € vg sao os vértices da aresta de uma célula de Gy, perpendicular ao eixo de
subdivisao (¢ mod d), tendo v, como ponto médio.
Na representacao em um nivel, utilizamos a base B(Gr) = {7} : ¢ € G}, enquanto

que na representacao em multinivel a base é

Bur(Gr) = {7 :ce Gy} U {LJ{Tf+1 ic€ D(E)}} :

=0
Na Figura 4.3, exibimos os elementos da base hierdrquica para o espaco S'(G4), orga-

nizadas por nivel.

4.2.3 Adaptatividade

Novamente, a vantagem em usarmos bases hierdrquicas esta no fato dessas bases possibili-
tarem uma representacao adaptativa da funcao a ser aproximada. O processo adaptativo
nao pode ser feito aleatoriamente, precisa ser guiado por algum parametro que indique
onde e como fazer a adaptatividade.

Como erro de interpolacao linear, esperamos que os coeficientes d’ sejam pequenos em
regioes onde a fungao a ser aproximada ¢é suave e significativos nas regides onde a fungao
tem variagao brusca ou apresenta descontinuidades. Assim, os coeficientes d’ podem ser
usados para estimar a regularidade da funcao a ser aproximada.

Obtemos a adaptatividade mantendo apenas os termos d’ da expansdo em multinivel

(4.6) que sao significativos. Especificamente, dado um parametro de tolerancia e > 0,
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Figura 4.3: Os elementos da base hierdrquica para o espago S'(G), em que G é uma
malha diddica regular de profundidade 4, ou 5 niveis.

obtemos a adaptatividade a partir do truncamento dos coeficientes d’, isto é, tomamos

it 0 se |d <e,
‘ dt se |di] > e.

Assim, define-se a aproximacao adaptativa

-1
Ue = Z u(ve)07? + Z Z dirtt,

ceGo =0 ceD(¢)

4.2.4 Algoritmo de Interpolacao Usando Base de Tendas

Escolhidas as tendas que formam a base do espaco de aproximagao, resta determinar uma

forma eficiente de calcular a interpolagao nesse espaco de aproximacao.
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Sejam G uma malha diadica d-dimensional, B uma base de tendas e u uma funcao
definida sobre G. O algoritmo Interpola, descrito por Cardoso et al. [5], encontra uma

combinagao linear
n
U= E 45T
Jj=0
dos elementos de B que interpola a funcao uw no conjunto de pontos V' que sao centros

das tendas de B(G).

Interpola(B, u)
Seja V' o conjunto dos vértices centrais das tendas de B;
Ordene B em ordem de profundidade crescente, obtendo 7q, - - - , 7y;
for j =0—ndo
Seja v o vértice central de 7;;
if v ¢ V then
qj — 0;
else
q; — u(v) — (Z GT 1< j,v € Dom(n)) :
V=V —{vf
end if

end for

4.3 Exemplo

Nesta secao, usamos o algoritmo adaptativo de splines diddicos para representacao da
imagem de uma paisagem. Consideramos a imagem do castelo de Lichtenstein, em escala
de cinza variando entre 0 (preto) e 255 (branco), com 512 x 512 pixels, apresentada na
Figura 4.4.

Na Figura 4.5, a esquerda, vemos a malha adaptativa relativa ao parametro de trunca-

mento € = 20. Neste caso, a malha adaptativa possui 72324 células folha, correspondendo
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Figura 4.4: Imagem do castelo de Lichtenstein, com 512 x 512 pixels em escala de cinza.

a 27,58% do ntmero de células da malha uniforme original, isto é, uma compressao de
72,42%. Observamos que a adaptatividade ocorre de maneira a preservar a posicao do
castelo, nuvens, mata e regioes que necessitam de mais detalhes. A imagem recuperada,
apos o truncamento, por meio da interpolagao por tendas é mostrada na Figura 4.5, a
direita. Observamos que, mesmo com a alta taxa de compressao, ainda obtemos uma

imagem boa, em que, por exemplo, os efeitos degradé ainda sao preservados.

F | e P | PP
b il aal i
i ]
u I
]

Figura 4.5: A esquerda, malha adaptativa relativa ao parametro de truncamento ¢ = 20.
A direita, imagem recuperada.
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Ja na Figura 4.6, a esquerda, vemos a malha adaptativa relativa ao parametro de
truncamento ¢ = 10. Neste caso, o nimero de células folha na malha adaptativa é de
101557 células, correspondendo a 38,74% do nimero de células da imagem uniforme,
isto é, uma compressao de 61,26%. Observamos que o esquema adaptativo mantém a
malha refinada nas regides que necessitam de mais detalhes. A imagem recuperada, apos
o truncamento, ¢ mostrada na Figura 4.6, a direita. Com a taxa de compressao um pouco

menor que na analise anterior, observamos uma melhora na nitidez da imagem recuperada.

Hs

e oy e

Figura 4.6: A esquerda, malha adaptativa relativa ao parametro de truncamento ¢ = 10.
A direita, imagem recuperada.



Capitulo 5

Analise MR para Médias Celulares
em Malhas Diadicas: Aspecto

Discreto

Como descrito no Capitulo 2, esquemas MR permitem a representacao de dados em varios
niveis de escala. Para que seja possivel navegar nos diferentes niveis, utilizamos operadores
que relacionam informacoes em diferentes escalas de resolugao. Esses operadores tém

papel fundamental no desenvolvimento do assunto.

Tradicionalmente, esquemas de MR sao construidos para dados amostrados em ma-
lhas 29-4dicas. No presente capitulo, propomos e discutimos esquemas de MR para dis-
cretizacoes por médias celulares em malhas diadicas, em qualquer dimensao. Especifica-
mente, consideramos esquemas de MR de Haar (com previsdo exata para constantes) e
esquemas de ordem superior. Mostramos que os operadores de previsao para as médias
celulares em 1D, exatos para polinomios de grau menor ou igual a 2s, em que s é um
nimero inteiro positivo, geram férmulas de previsao exatas para as médias celulares em
uma malha didadica d-dimensional, sendo exatas para polinomios de grau menor ou igual
a 2s em cada uma das variaveis. Para o caso bidimensional, fazemos uma comparacao

com os tradicionais esquemas MR para quad-grids.

25
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5.1 Definicoes e Notagoes Preliminares

Recordamos algumas notacoes introduzidas no Capitulo 3. Consideramos uma hierarquia
de malhas diddicas regulares Gy em R%, ¢ = 0,1,---, L. Denotamos por R a célula raiz,
que é uma caixa d-dimensional em R?. A malha G, ; é obtida por meio da divisao de
cada célula de G por um hiperplano perpendicular ao eixo i = (¢ mod d). Exemplos
destas hierarquias de malhas podem ser vistos na Figura 3.7, para o caso bidimensional e
na Figura 3.8, para o caso tridimensional.

As seguintes notagoes sao utilizadas:

A profundidade de uma célula da malha diddica G, é ¢ € {0,---, L}.

- KC(¢) é conjunto de posigoes das células de profundidade ¢.

l
o

c;, € a célula da malha diddica Gy, com indice a e profundidade /.

- &M - célula filho menor da célula ¢, (ver Se¢ao 3.2.1).

- &M - célula filho maior da célula ¢,

Sabemos que uma malha diddica G, forma uma particao para a caixa R. Usando as

notacoes acima,

R= U %,ecﬁﬂcﬁz@,sea;ﬁﬁ. (5.1)
acl(l)

Seja V = L%(R) o espaco das funcdes a serem aproximadas. Denotamos por u*

o vetor
com as informagoes no nivel de resolucao ¢ formado com as médias celulares de u € V' na

malha diddica G,

1
t _
U, = & /cf; u(z)de.

Sendo assim, temos o operador de discretizacdo por médias celulares D’ : V — X’ que
é definido por
Dy = u = (uf), (5.2)

em que X é o espaco vetorial real de dimensao #/K(¢).
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Para que seja possivel a representacao de uma funcao por suas médias celulares em
varios niveis de escala e o relacionamento dessas informacoes nas diferentes escalas, sao
definidos operadores interescala que desempenham um papel fundamental no desenvolvi-
mento do assunto. Quando queremos passar de um nivel mais fino para um mais grosseiro,
usamos o operador de restricao PfH. Para passar do nivel mais grosseiro para o mais fino,
aplicamos o operador de previsao P;J’l.

Como vimos no Capitulo 3, os elementos das malhas diddicas estao bijetivamente
relacionados com os nos de arvores bindrias. Sendo assim, os operadores de previsao e
restri¢ao sao aplicados sobre dados armazenados na estrutura de dados de arvores binérias.
Em resumo, os nés do nivel ¢ contém os dados das células da malha didadica de mesmo
nivel, os quais sao usados para prever os dados do nivel £+ 1. Da mesma forma, os dados
contidos nos nés da escala ¢ + 1 sao usados para calcular os dados na escala /.

Para o caso especifico de discretizacao por médias celulares em malhas diadicas, o
operador de projecao (restrigao) Pfﬂ : X1 — XY é definido por

ut, = M (5.3)
2
O operador de previsao Pf“ . XY — X1 deve ser a inversa direita do operador de
restricao, isto é,

Y4 +1 _ 1l
Pl P =T

O exemplo mais simples de operador de previsdo é o caso de Haar [21], que é dado

pelas formulas

(peulue)aR _ Uﬁn
(P/uf), = ug. (5.4)
4 £+1

Observe que essa previsao fornece uma aproximacao @‘*! para as médias celulares u‘t,
sendo exata para funcoes constantes. Na Secao 5.3, sao considerados operadores de pre-
visao mais complexos, exatos para polindmios de ordem superior.

De posse dos operadores de previsao e restrigao, os algoritmos de multirresolucao, que

relacionam os diferentes niveis de resolugao, podem ser definidos.
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5.2 Algoritmos de MR em Malhas Diadicas

Um operador de previsao utiliza os dados contidos nos nés do nivel ¢ para estimar os
dados no nivel £+ 1. Em malhas diddicas, ao passarmos do nivel de refinamento ¢ para
o nivel ¢ + 1, cada célula da malha é dividida em duas células filho. Entao é possivel
obter dois erros de previsao por célula. Para evitar redundancias, basta guardar o erro de
previsao de apenas uma das células filho, por exemplo, do filho maior, conforme relagao

de ordem ilustrada na Figura 3.11. Isto ¢, para cada ¢!, armazenamos apenas

0 o 0+1 0+1, ¢
da = Uy, — (PZ u )am

denominado coeficiente wavelet. De fato, tendo os valores de v, e d*,, recuperamos uﬁf};l =
¢ 041 1 _ 9l 041 : = Cond

do + Uy € ug = 2u, —u, ", Sendo assim, procedendo em vérios niveis, podemos

estabelecer uma bijecao ul <« MR(ul) = (u°,d°, --- ,d* 1), entre os dados u*, no nivel

méximo de resolugao da malha, e os dados M R(u’) em multirresolugao.

Para o algoritmo de MR direto, o dado de entrada é o conjunto de médias celulares
da funcdo u no nivel L e os dados de saida sdo os vetores d*, = L —1,---,0, e o vetor

u, que é a média de u na caixa R. Precisamente, o algoritmo MR direto é dado por

Para {=L—1,---,0
Para a € K({)

041 041
L _ uOtL + uaR
u, = —,

@ 2
= (P,

A A A
Aoy = Uy — Ugr

Os dados de entrada para o algoritmo MR inverso sao as informagoes contidas nos

detalhes d’, para £ = 0,--- ,L — 1 e u°. O dado de saida é o vetor u”. O algoritmo MR
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inverso é dado por
Para £ =0,---, L —1

Para «a € K(¢)

il — (peerluf)

aR QR

S N A |
Ugr = o + Uy

1 o £ 041
Uy = 2Uy — Uy

5.3 Previsoes de Ordem Superior

Nesta secao apresentamos esquemas de previsao para médias celulares em malhas diddicas

que sejam exatos para polindbmios de grau superior.

5.3.1 Previsao Exata para Polinonimos de Grau < 2

Para reproducao exata de polinomios de grau menor ou igual a dois, procuramos um

operador de previsao da forma
~(+1 ¢ ¢ ‘
ua; = Uqy + )\[uaJrl - uafl]’ (55)

em que as médias consideradas sdo referentes a célula ¢!, e seus dois vizinhos mais préximos
na diregao i = (¢ mod d), satisfazendo ¢f_; < ¢, < ¢/, ;.

: 01 _ o 0 _ 01 : :
Para ser conservativo, 4, = = 2u, — i, , 0 que implica

&521 = ug - )‘[uﬁlﬂ - uéfl]' (5.6)

Na Figura 5.1, a esquerda, vemos a posicao das células no caso unidimensional e a

direita, a posicao das células no caso bidimensional, com subdivisao na vertical.

Caso Unidimensional

Para determinar o coeficiente A na equacao (5.5), seguimos algumas etapas. Primeiro

2

na célula ¢“t!. Pos-

calculamos o valor das médias celulares dos monomios v = 1, z,x Cor

teriormente, determinamos as previsoes das médias celulares de tais monomios usando a



60

! 1+1 l
! I+1 ! Coe ¢ ¢
€ a-1 Car  Cortl o-1 aR| o+l
f f f f f
0
!
! Ca

Figura 5.1: Posi¢ao das células ¢, ¢/ 4, ¢, e Ce+1 na malha diddica unidimensio-

nal(esquerda) e bidimensional com subdivisao na vertical (direita).

l+1 @Jrl

equacao (5.5). O valor de A é obtido quando impomos a condi¢ao u,"" = ", em que
ubth é a média de uw em ¢! e @bl € a previsao da média de u na mesma célula ¢/t

Para que a escrita fique mais economica, supomos que o vértice inferior de Ce+1 esteja

na origem da reta real. Denotamos por Az o comprimento de ¢!, e definimos dx = %.
e Parau=1,
ox
r+1
= / dx = 1, (5.7)

T |ng71‘ —30x

ZJrl @Jrl
R

1 36z 1 —ox
ﬂi;l = E/ dx + A L | dx — ——— dx} = 1. (5.8)
« +1 [
Portanto, para uma fun¢ao constante temos u,,

e Para u = x, aparece a restricao sobre \. Neste caso,

ox
o = 5 (5.9)
S04l
U, = 40w (5.10)
Logo a relagao uft! = alt! é satisfeita se
1
A= —. 5.11
8 (511)
e Para u = 2% nao h4 restricdes sobre \, pois
da?
+1 _
UaR = ?, (512)
5 2
gl =22 (5.13)

aR 3
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€+1

Logo, para u = x* a relagao ul ue+1 é valida para qualquer valor de \.

Assim, com A = X, como a reconstrucao ¢ exata para os monomios 1,z,z2, con-

oo

cluimos que a reconstrucao também ¢é exata para qualquer polindmio de grau menor ou
igual a 2. Observa-se que essa férmula de previsao coincide com a féormula proposta por
A. Harten [26], usando interpolagao polinomial de médias celulares em malhas diddicas

unidimensionais.

Caso Bidimensional

Basta considerar o caso em que a subdivisao da célula é feita perpendicularmente ao eixo

0. De fato, para refinamento por uma reta perpendicular ao eixo 1, o resultado segue por

€+1

simetria. Assim, sem perda de generalidade, assume-se que c, ”1

e ¢, estao separadas

1

pelo eixo 1 e que o vértice inferior de cZJr estd na origem do espaco euclidiano R2, ver

Figura 5.1. Denota-se por Az; o comprimento da aresta de ¢!, na direcio i, em que

1=0,1, e define-se dx; = A;i.

erl L _ 0 —
= Uy = Ugyq1 — U

Para u = 1, tem-se u,, fo=1e

€+1—u +/\[ Ug sy uf;_l]zl.

Portanto, para uma funcéo u = 1 tem-se u4t! = altl.

Considerando u = x1, tem-se ue+1 e u”l sao dados por

Uy = %, (5.14)
Uy = %- (5.15)
Logo, para u = x1, tem-se ult! = aft!.
Analogamente, se u = %, tem-se
ugt! = AT:”%, (5.16)
agt! = ATSU%. (5.17)

Logo, para u = x7, tem-se ult! = aft!.
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Para u = z(, aparece a primeira restricao sobre A. Neste caso,

Ugyr, BN

aitl = 20 A

Mas, para que se tenha uﬁf};l = &f,;l, o parametro A é escolhido de forma que
ox
2
Como dxy = %, tem-se
ox
-0 = 4)\5.’170,
2
que implica em
1
A= —.
8

_ 0+1 _ ~ 041 _ 1
Logo, para u = xg, tem-se que u,, - =4, <= A=g.

No caso em que u = xyx1, tem-se

+1 5.TOA.CE1
ar T 4 ?

ﬂa’;l = 2/\AZE1(5!E0,

Mais uma vez, para que se tenha u5! = a5t 6 necessdrio que \ satisfaca
R QR >
(Sl'oAl'l
= 2)\A£L"15.T0,
ou seja,
1
A= —.
8

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

Logo, para u = zoa1, tem-se ut! = aft! <= X = 1. Note que essa ¢ a mesma exigéncia

aR

do caso em que u = x.

Para u = x3, também nao h4 restricdes sobre ), pois

2

o1 _ Axg

ua = —,
R 12

2

S04l _ Axg

Yar = 9

(5.27)

(5.28)
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Logo, para u = x3, tem-se uit! = aft! para todo A.

Para u = zox?, tem-se

2
1 ArgAxy

= 5.29
uaR 12 ? ( )
N 2AAzAx?
o= fl (5.30)
Logo, para u = wozi, a identidade uft! = aff! é vélida se A = 3.
Para u = x3z?, tem-se
Az Ax?
uitl = 736 L (5.31)
N Az Ax?
oy =~ (5.32)
Logo, a identidade u4t! = aft! ¢ valida para todo .
Assim, com A = %, a férmula
A =l + ) [ugﬂ - ug_l} (5.33)

é exata para u = 1,xq,x1, Tox1, T3, 73, Tox3, w223, Isto implica a reconstrugao exata da
média celular para polindmios de grau menor ou igual a 2 em cada variavel. Observa-
se que esse operador de previsao para malhas diddicas bidimensionais utiliza a mesma

formula do caso unidimensional.

Relacao entre os Operadores para Malhas Quad-grid e Malhas Diadicas

Antes de prosseguir, fazemos uma breve pausa para descrever o esquema MR proposto
por Birari e Harten em [2], que é desenvolvido para malhas 2¢-4dicas, com d = 2.

Para efeito de comparacao com os esquemas para malhas diaddicas bidimensionais,
apresentamos em seguida a notagao utilizada no decorrer desta secao. Sem perda de
generalidade, consideremos o conjunto de células quadradas c,, o = 0,1, - ,8, conforme
Figura 5.2 (1), presentes no nivel ¢ de uma malha diddica. Na Figura 5.2 (2), apresentamos

os filhos, em particular, da célula cf, mas a determinacdo dos filhos de ¢/, para algum

l+1

a€{0,1,---,8} é andloga. Representamos o filho esquerdo por Cor

e o filho direito por
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il Na Figura 5.2 (3), vemos os netos da célula ¢§. O filho esquerdo de ;! é denotado

0+2 £+2

pOr €,p” € 0 filho direito por ¢ ol assim como o filho esquerdo de cerl

é denotado por

¢*? ¢ o filho direito por c . E importante observar que as células cth, c“}f, ceJEQ e c“jf
YR ar AR AR

coincidem com os filhos das células ¢, a =0,1,---,8, caso o refinamento adotado seja o

das malhas 2%-4dicas.

Para expressar a média celular de uma funcio u na célula ¢, escrevemos u,.

¢y
cl+1 cl+1
4 4
(o] l c ! (o] 4 t f
0 1 2
(2)
l l l 7
€3 C4 S5 cy
l l l 1+2 1+2
S6 €7 Sg "-'441'Z "-'441'Z
et el
L R
(1) (3)

Figura 5.2: Nomenclatura das células.

De acordo com [2], sabemos que o operador de restri¢ao nas malhas 2¢—4dicas é dado por

( é+2+uf+2+ué+2+uf+2)
1 .

Por outro lado, pela aditividade da integral, temos, para dois niveis de refinamento, que

1 101 1
¢ r+1 0+1 0+2 0+2 0+2 042
u4:2(u41r+ +):§2<++u+>+2<++u+)
) (5.34)
042 0+2 42 | 042
= —(uh +uJr —|—uJr —|—uJr ).
4
Isto prova que, para 2 niveis de refinamento, os operadores de restricao coincidem.
Reciprocamente, para fazermos previsoes das médias ui}?, uiJ{Q, uff};? e uff{Q a partir
¢ _ I A Y Y 1
de ut = {--+ b, cf, e, 5, ch, ke, ek, -}, as formulas de [2], para A = 5 580
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ufng = uf + Mub — uh) + Mub —ub) + N2(ub — uh — ub + ub),

Ggh? = g — Mug — ug) + Nug — up) — N (uy — ug — ug + ug), 5.35)
it =+ A — ) = Auf — uf) — N?(uh — i — i + ), |
gt = uf — Aug — us) — Muy — ug) + N (uy — ug — ug + ug)

Consideremos agora o esquema de previsao de malhas diddicas fazendo primeiro a
divisao de células perpendicular ao eixo 0, seguida da divisao perpendicular ao eixo-1,
conforme indicadas na Figura 5.2 (2). Segundo o esquema de previsao (5.5), as médias

celulares do filho esquerdo e do filho direito das células ¢, c§ e ¢f, sdo

At = b — A(uh — ),
A = b+ A(uf — uf),
gt = g — Mus — ), (5.36)
AL =+ Mo — ). |
At = uf — Auh - uf),

( )

Agora, basta aplicar o operador de previsao (5.5) aos filhos de cffgl e cff:. Usando os

valores previstos em (5.36), temos

iy ” = g — Aug — ug) — Auy — Muy — ug) — (uz — Aug — ug))]
= uf — A(ug — ug) — Mu§ —uf) + N (uh — ug — ug + ug),
gk = uy — Aug — ug) + Muy — Muy — ug) — (uz — Mug — ug))]
= @y — Mug — ug) + Muf — ug) — N (us — ug — ug + ug), (5,37
wt? =+ Aug — ug) — My + Mg — ) — (u7 + Mug — ug))]
= iy + Mg — ug) — Muf —ug) — N (uh — ug — ug + ug),
wgh’ = w4 Aug — ug) + Au + Aug —ug) — (us + Mug — ug))]
= uf + Auf — ug) + Muj —ug) + N (uh — ug — ug + ug),

que coincidem com as previsoes (5.35) de [2]. Ou seja, vale o seguinte teorema.
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Teorema 5.1. Para malhas didadicas em um espaco bidimensional, o esquema de pre-
visao (5.5), partindo de uma malha quadrada, e depois de dois niveis de refinamento, é

equivalente ao esquema de previsao dado pelas equagoes (5.35), propostas em [2].

5.3.2 Previsao Exata para Polinomios de Grau < 2s em Malhas
Diadicas d-dimensionais

Motivados pelos resultados do operador de previsao derivado na secao anterior, propomos

esquemas de previsao da forma
S
(P) = e+ > A [y —ua ], (5.38)
j=1

em que s > 1 e as médias consideradas sdo referentes & célula ¢!, e seus 2s vizinhos mais

s . . ~ - . z e z e z
proximos na direcao i = (£ mod d), satisfazendo c;,_, < -+ < ¢y <) < Copq - < Cops

Lembramos que, para o caso de s =1, \; = %. Para s = 2, os valores dos coeficientes sao

11 3
AM=— A=——.
S A DT
Para ser conservativo, devemos ter
S
(PEYl), =l = >N [uby —ul ). (5.39)
j=1

Teorema 5.2. Suponha que os coeficientes \; sejam escolhidos de forma que o operador
seja exato, no caso unidimensional, para polinomios de grau < 2s, como o0s obtidos por

Harten [25]. Ou seja, assumimos que, para 0 < p < 2s,

2 Pdx = Pd Yy Pdr — Pdz| . 4
/CZ_H.I x /ng x—l—; j /cl 'x x /cf 2Pdx (5.40)

“R a+tj a=j
Entao, o operador de previsao (5.38) para malhas diddicas d-dimensionais € exato para

qualquer polinomio de grau < 2s em cada uma das varidveis.

~ . . { d—1 y Y
Demonstragio. No caso d-dimensional, suponha que ¢;, = [[;_, c;,, em que ¢, corres-

pondem a células unidimensionais no eixo i, com longitude Az;, e que a subdivisao da
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7 7 . . . — d*l Di
célula é feita perpendicularmente ao eixo n (0z,). Sendo u(x) = [[;_, 7,0 < p; < 2s, e
tendo em consideragio que |l | = || = 2|cit!|, segue que

9 d—1
041 _ DPn Di .
Upp, = ‘—Z/ xPrdz, / x; dx;
Ca| ettt - ct
anR 1=0,i#n ¥ "oy
e
d—1
ut = 1 xPrdx H 2P dzx;
atj T |ce‘ , n n . 7 e
b Contj i=0,i#n ¥ oy

Portanto, usando (5.40), segue que

d—1 2s
1
Upyr, = —‘ 7 | | x; dx; xbrdx, + Aj xbrdz, xbrdz,
Cal , 47 ct ct _ ct ct
1=0,i#n ¥ “a; an, j=1 an+j an—j
9 d—1
== | | 2idx; aPndr,
‘C ct e
Al §=0,i#n ¥ oy anR
A |
= U

(5.41)

Pela equacao acima, concluimos que o operador de previsao para as médias celulares
em uma malha diddica d-dimensional pode ser construido a partir de uma férmula uni-
dimensional, sendo exato para polinomios de grau menor ou igual a 2s em cada uma das

variaveis. 0

Lembramos que, uma vez definido o operador de previsao, podemos medir o erro dessa

previsao em relacao ao valor exato da média celular. Isto é,

dt o =uftt —altt (5.42)

[ aR aR
Por exemplo, para os esquemas de previsao definidos na presente secao, os algoritmos MR
direto e inverso, em qualquer dimensao, executam
Para {=L—-1,---,0
Para a € K({)

/41 {41
— Yoy, + Uap (5.43)
o T )
2
l 1 V4 V4 .
dé _ u€+1 . Uy + 8 [uaJrl - ua—l} ’ para s = 17
a  Yapg Y, 117 ¢ ¢ 3 ‘ B
Ue + g[ua-kl - ua—l] - 1_28[ua+2 - ua—2]7 para § = 2 s
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ou

Para ¢(=0,--- ,L—1

Para a € K(¢)

l
u
+1 _ o
Uy, = dp + .
uOl
+1 V4 {41
Uy, = 2Up — Ug, -

[Ugﬂ - “2—1} )
[ungl — g,



Capitulo 6

Analise MR para Médias Celulares
em Malhas Diadicas: Aspecto

Funcional

Esquemas MR também podem ser interpretados em um contexto funcional, no qual as
funcoes sao representadas em espacos de aproximacao em uma hierarquia de diferentes
escalas U c U' ¢ --- c U* c U"'... Em um determinado nivel ¢, as funcoes de U’
podem ser representadas de diferentes formas, dependendo da escolha da base do referido
espago, podendo ser uma base em um tnico nivel ou uma base multinivel. Os algoritmos

MR correspondem as operacoes de mudanca de uma base para a outra.

Neste capitulo, como base para a teoria que desenvolvemos no contexto de esquemas
MR em malhas diddicas, fazemos uma revisao do aspecto funcional de analises de multirre-
solugao para médias celulares para o caso unidimensional, conforme indicado no trabalho
de Harten [24] e discutido em Kaibara [30]. A seguir, como contribui¢do, construimos os
espacos aproximantes U’ associados aos esquemas MR para médias celulares em malhas
diddicas em duas dimensoes. Generalizamos o resultado, estendendo esta andalise para o

caso de esquemas MR em malhas diadicas em dimensoes superiores.

69
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6.1 Caso Unidimensional

Sejam R = [0, 1], G uma malha diddica em R e P, um esquema de previsio para médias
celulares na malha G. Para a definicao de um contexto funcional de analise de MR, é

fundamental o conceito de convergéncia do operador de previsao Pf“.

Definicao 6.1. O operador de previsio é convergente se, a partir de qualquer amostra s*

de médias celulares no nivel {, existe uma tinica fungdo integrdvel s(t) tal que D's = s*
e suas médias celulares em qualquer nivel j > ¢+ 1 coincidem com os dados de saida da

aplicacao iterativa do esquema de previsao. Ou seja

j—1
D‘]S — H .PZ-Z+1S€.
=0

Supondo que o operador de previsdo seja convergente, para cada célula ¢!, € Gy, define-
se a funcao bésica ¢’ (t) como resultado do processo de refinamento iterativo da amostra
sg = 0a5. O espago U’ é definido como

U* = span{gq(t), a € K(0)}.
Fica claro que U’ C U e que
[, <041 0+1
Yo oundhty= Y agelr),
aeK(0) aEK(0+1)
em que @' = P/l

Os operadores de previsao de médias celulares em malhas diddicas unidimensionais

definidos em Harten [24] resultam ser convergentes, gerando espagos de multirresolugao

correspondentes a uma das familias biortogonais descritas em Cohen et al. [13].

As funcoes ¢ (t), chamadas fungoes de escalonamento, verificam as seguintes propri-

edades ([30]).

1. Interpolacao de médias celulares:

1 ¢ 1, sef=a
_— dt = 6.1
|4 /cg d)ﬂ(t) ! { 0, sef # a. (6.1
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2. Regularidade: aregularidade de ¢ () aumenta com a ordem do operador de previsao

P/ (para s =1, ¢, € C° para s =2, ¢ € C).

3. Suporte local: o suporte de ¢ () estd limitado em um intervalo contendo c/,, de

longitude ~ 27,

4. Relagao de escala: a fungao ¢ (t) satisfaz a equacio

= Y qupos (1) (6.2)

BEK(4+1)
em que

qos = P;Jrl(;a,ﬁ" (63)

Exemplo 6.1. Consideremos a amostra de médias celulares s* = (0, 1,0,0) e o operador
de previsao exato para polinémios de grau < 2, conforme indicados nas férmulas (5.5) e
1

(5.6), com \ = 5 Neste exemplo, consideramos uma condigao de contorno periodica e,

aplicando o operador de previsdo, obtemos os coeficientes g,3 da equacio (6.3) dados por

(A A 1, 1,0 —X,0,0).
Seja W c U o ntcleo do operador D’. Verifica-se que
W* = span{y; (1), a € K(0)},
em que a funcao wavelet 1’ (t) é definida por
Valt) = 055 (1) = 05, (1),

ag e ar, sendo os indices das células filho de . De fato, em primeiro lugar, podemos ver
que o conjunto {4 (¢),« € K(£)} é linearmente independente. Sendo
IR
aeK(l

€ Como

(DZJrlwi) (DK+1¢€+1) <D€+1¢K+l) . 5’yaR . (5'yozLa
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segue que d’, = 0 para todo a. Além disso, sendo

(D4L), = (Dot (1), — (Dol (1),

Y

pela aditividade da integral, segue que

(D€¢€+1 ’y ‘Cg‘ / ¢€+1 dt+ m/ ¢€+1 | g| (5113"13‘65}3 . 6aR“fL‘C€L )

1
<D€¢€+1 ’y ‘Cg‘ / ¢€+1 dt + m ¢€+1( ) E <5O‘L"1R‘C’€R . 60‘L'YL‘C’€/L ) )
y

Portanto, também verificamos que (szbf;)v = 0. Sendo assim, o subespaco W* forma um

espaco complementar de U’ em U'*!, verificando a soma direta
Ut =utew"
Considere uma funcao u € U*! escrita na forma

u(t)= Y ubgl(t) Z dl ot (¢)

ae () aek(l
0+1,  0+1
. Ua'n +Uq .
Fica claro que (Dfu)a = uf, = —E_—L_ Para determinar d, observamos que

it = (D), = (P Y A (DF04(0)

o " aek(0) on
Como
(DL (D), = (D), — (DD, = dapan — dayan:
segue
gl = (P o + .
Isto é,

df ué+1 (P;—Flue)a (64)

-
Portanto, acabamos de mostrar que os esquemas MR correspondem a uma mudanga entre

a base {5 e K(C+1)} e {¢f: B e K(0)} U{v§: B e K(0)}.
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De forma geral, para um determinado nivel L > 0, dada a funcio u € U* podemos
escrever sua expansao em multinivel

u(t)= Y updht)+ Y Y daun(t),
)

aek(0) 0<U<L—-1ack(¢

que corresponde a soma direta
UL:UO@WO@"'@WL_I.

Assim, no contexto funcional, os esquemas MR correspondem & mudanca de base de
um unico nivel e uma base em mais niveis de escala.

Na Figura 6.1, apresentamos o grafico da funcao de escalonamento para uma célula
do nivel ¢ = 7, a esquerda, e o grafico da funcao wavelet no mesmo nivel, a direita,

correspondentes ao operador de previsao (5.5), exato para polinomios de grau < 2.

j "um-basé.(xt" u 1:2‘ _— j "cut-wavé.(xt" u 1:2‘ _—

08 [
05

0.6

04

-0.5 |
02|

02 L L L L L L L L L 15

Figura 6.1: Funcio de escalonamento ¢/, (t) e funcao wavelet 7 (t).

6.2 Caso Bidimensional

Consideramos R = [0, 1] x [0,1] € R?, G uma malha diddica sobre R. Em cada nivel ¢,
seja ¢; a quantidade de divisoes sobre o eixo 7, na malha diddica Gy, de tal forma que

¢ = Uy + l1. Podemos ter dois casos: ¢ é par, quando ¢, = ¢, ou, ¢ é impar, quando
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lo = {1 + 1. Sendo assim, cada célula ¢, € G, pode ser escrita como o produto cartesiano

L _ Lo al
Cyh = Cao X Cayse

Desta forma, definimos a funcao bésica ¢ (x) como resultado do produto
tensorial das fungoes de base unidimensionais. Especificamente, a funcao escala ¢é definida
por

¢£($) = ¢£?O(»To)¢§1 (1), (6.5)

em que x = (xg, 1) e ¢% (2;) ¢ um elemento da base unidimensional no intervalo sobre o

eixo 7, para i = 0, 1. Entdo, define-se o espaco U’ por
U* = span{¢g(x),a € K(0)}.

Ou seja, Uf = U% x U%. Observamos que, no caso em que ¢, = {;, obtemos os espacos
usuais que ocorrem nos esquemas MR para malhas quadradas.
Verificamos que as fungoes de escalonamento ¢, (z) satisfazem as seguintes proprieda-

des.

1. Interpolagao de médias celulares: Usando a Equagao (6.1), a fungao de escalona-

mento (6.5) satisfaz
[, dhtwde= [ o wadso [, ot Gardo = e foun (6.6)
s 8o 5,

2. Regularidade: ¢f(z) possui o mesmo grau de regularidade do caso unidimensional

correspondente.

3. Relacao de escala: hé dois casos a se considerar. Primeiro, quando ¢y = ¢1, a proxima
subdivisao ocorre perpendicular ao eixo 0 e o nivel seguinte £+ 1 corresponde a £+ 1

e (1. Pela definicao da funcao escala e a relacao de escala no caso unidimensional,

bo (1) = 92 (x0)dg, (1) = > Gaon® (x0) | S8 (21)
BoEK(fo+1) (6.7)

= Z C]ﬁ¢g+1(x)>

Bek(t+1)
em que para 3 = (fp,a1) € K({ + 1) e o coeficiente ¢z = ¢a3, ¢ dado pela
equagao (6.3).
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De maneira analoga, quando ¢y = ¢1 41 e a proxima divisao é perpendicular ao eixo

1, no nivel ¢+ 1 os niveis em cada coordenada sao iguais a ¢y. Portanto

¢£($) = ﬁf)g)o(fo)ﬁbill (371) = éf)g)o(fo) Z qﬂla1¢z1+1( )

BrLEX(l1+1) (6.8)
= D wd (@),
BeK(t+1)

em que para § = (ap,1) € K({ + 1) e o coeficiente g3 = ¢s,0, ¢ dado pela
equagao (6.3).

Desta forma, fica claro que U* C U*! e que
D ugdi(r) = Y ag e (@),
ack(l) Q€K ((+1)

em que @1 = P/l

Como no caso unidimensional, seja W*¢ C U**! o ntcleo do operador Df. Verifica-se
que

W* = span{iy, (2), a € K(0)},

em que a funcdo wavelet 1’ (x) é definida por

o (z) = P8 (2P (o), se (¢ mod 2) =0,
) ¢£‘00 (x0)¢g11 (‘Tl)v S€ (E mod 2) —

Sendo nicleo do operador de discretizacdo, o subespaco W, forma um espaco comple-

mentar de U’ em U, verificando a soma direta
U@+1 Uf D W@
Seja v € U uma funcdo escrita na forma
)= T i)+ 3 i

ack(0) ack (¢

£+1 241
. u +u .
Fica claro que (D'u) = uf = =“£5="L. Para determinar d,, observamos que
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uitt = (D u(z))

= (P{Muap + ) d (DF0L(2)),,, -
aeK(0)

R

Como, para a préoxima divisao ortogonal ao eixo n,

(D g(x)),,, = (DT (0, ()¢5, (@), = (Banrane = Gansane) Sasas

R R

segue que
Wit = (P ) 4l
Isto é,
dZ _ ué+1 _ (P;Jrlue)a

« apR

(6.9)

-
Portanto, acabamos de mostrar que os esquemas MR correspondem a uma mudancga entre
a base {¢5 e K(C+1)} e {0 : B e K(0)} U{v§: B ek(()}.
De forma geral, para um determinado nivel L > 0, dada a funcio u € U* podemos
escrever sua expansao em multinivel
u@)= Y upda(@) + Y Y datnle),
a€k(0) 0<U<L—1 ack(l)

que corresponde a soma direta
UL:UO@WO@"'@WL_I.

Assim, no contexto funcional, os esquemas MR correspondem a mudanca de base de
um unico nivel e uma base em mais niveis de escala.

Na Figura 6.2, apresentamos, para o caso bidimensional, os graficos das fungoes de
escalonamento para uma célula do nivel ¢ = 7, a esquerda, e o grafico da funcao wavelet

no mesmo nivel, a direita.
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Figura 6.2: Caso bidimensional: funcido de escalonamento ¢7(x) (esquerda) e funcao
wavelet Y7 () (direita).

6.3 Caso d-dimensional

O estudo do caso d-dimensional segue a mesma linha que o caso bidimensional, isto é,
definimos as fungoes escala como produto tensorial das fun¢oes unidimensionais, escalo-
nadas apropriadamente. Consideramos R = [0, 1] C R¢, G uma malha diddica sobre R.
Em cada nivel /¢, seja ¢; a quantidade de divisdes sobre o eixo i, na malha diadica G, de
tal forma que ¢ = Zf:_ol {;. Assim, cada célula ¢!, € G, é dada pelo produto cartesiano

la- . N : s
= cfyoo X -+ X ol Tomando ¢!, como célula de referéncia, definimos a funcao bésica

o —

¢ (z) como resultado do produto tensorial das fungdes de base unidimensionais

o (@) = ]:[ i (), (6.10)

em que (ﬁﬁji (x;) sdo elementos da base unidimensional no intervalo sobre o eixo i, no nivel

¢;. Entdo, define-se o espaco U’ por
U* = span{¢y(x),a € K(0)}.

. { d—1 0;
Ou seja, U =[], U".
Como nos casos anteriores, verificamos que as fungoes de escalonamento ¢! () satis-

fazem as seguintes propriedades.
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1. Interpolagao de médias celulares:

[ et = el
4

(6.11)

2. Regularidade: ¢/ (x) possui o mesmo grau de regularidade do caso unidimensional

correspondente.

3. Relacao de escala: supondo que o refinamento para passar do nivel £ para £+ 1 se da

perpendicularmente ao eixo n, os indices § de (¢ + 1) em cada coordenada i # n

correspondem aos indices de K(¢;), enquanto que na coordenada n correspondem

aos indices de IC(¢,, + 1). Portanto,

d—1 d—1
o (x) = [[ ol (xi) = & (xa) J] ok (x:)
=0

1=0,i#n

d—1
= Y wadi @) | [ o)

Brn €K (L +1) i=0,i#n

= Z Qﬁqsg—i—l(x)?

BEK(£+1)

€m que qg = 48, a, -

Novamente, fica claro que U* C U e que

D uadal®) = D e (@),
aek(0) a€(0+1)
em que @' = P/l

Seja W C U o nicleo do operador D’. Verifica-se que

W* = span{yy,(z), a € K(0)},

(6.12)

em que a funcao wavelet 1’ (x) depende da direcao do refinamento e é definida por

PL() = 0 () [T o8 (e

i=0,i#£n
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Sendo assim, o subespaco W forma um espaco complementar de U’ em U**!, verificando
a soma direta

U@-I—l — Uf D We'

Seja v € U uma funcao escrita na forma

u(a:) _ Z £¢é Z dfwf

ack(0) ack (¢

Fica claro que (Dfu)a = uf,. Além disso,

é+1 (D“lu(:p))

OZR

= (P Ny + D de (D)),

aek(?)

R

Sabendo que

d—1 d—1
(DHl@Z)g(x))aR = <D”1(¢2n (n) A H ¢gl($1))) = (Oanrann — Sanrann) H Oaiass

i=0,i#n or i=0,i%n
segue que

gl = (P oy + d,
Isto é,

df _ ueJrl . (P;Jrlu@)a

« apR

(6.13)

R
Portanto, acabamos de mostrar que os esquemas MR correspondem a uma mudanca entre

a base {5 e K(C+1)} e {of: B e K(0)} U{v§: B eK(()}.
De forma geral, para um determinado nivel L > 0, dada a funcao u € U”, podemos

escrever sua expansao em multinivel

W= X wdw s Y Y d

€K (0) 0</<L—1 ack(l)

que corresponde a soma direta
UL:UO@WO@"'@WL_I.

Assim, no contexto funcional, os esquemas MR correspondem & mudanca de base de

uma base de tinico nivel para uma base de mais niveis de escala.
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Capitulo 7

Representacoes MR Adaptativas

Em andlise wawvelet, a representacao de uma fun¢ao em mutirresolugao permite obter uma
economia de espago e tempo de processamento eliminando os coeficientes wavelet que nao
contribuem de maneira significativa para a reconstrucao da fungao no nivel mais refinado.
No contexto de esquemas MR para médias celulares em malhas didadicas, essa compressao
de dados significa que o processo de refinamento é interrompido nas células ¢/, em que ‘dg}
seja menor que uma tolerancia e,, previamente especificada. Neste capitulo apresentamos
essa maneira de se obter uma representacao em multirresolugao adaptativa e estudamos
a estimativa do erro cometido. Também comparamos a eficiéncia dos esquemas MR
adaptativos baseados em malhas diddicas e em quad-grids aplicados em dois exemplos
num dominio bidimensional com diferentes padroes de variacao: um pulso Gaussiano,
uma frente vertical. Também aplicamos o esquema MR adaptativo na compressao da

imagem de uma paisagem.

7.1 Operador de Truncamento

Seja M R(ur) = (u°,d°, - -+, d"~1) arepresentagio MR das médias celulares de uma fungao

u numa malha diddica G;. A compressao implica em definir como zero os detalhes que

81
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tem valor absoluto menor que uma tolerancia. Em outras palavras,
¢
g :{ 0 se |d) <e,
«
d’, se |di| > e
Assim, a representacio MR adaptativa de u” é dada por MR.(u")(u®,d°,--- d“1).

Nesta tese, o parametro considerado é dado por
e =2 De, (7.1)

em que € > 0 é previamente especificado, como sugerido em [26].

7.2 FErro de Truncamento

Como estudado no Capitulo 6, fazendo uso da interpretacao dos esquemas MR no con-
texto funcional, supondo um esquema de previsao convergente, a representacao MR das
médias celulares de uma fungao v numa malha diddica G, M R(ul) = (u°,d°,--- ,dt™1),
corresponde a expansao em multinivel
u®(x) ) + Z > divi(x
(=0 ack(e)

em que 9, sao as fungdes wavelet, base para o espaco W* = U1\ U".

Analogamente, apds a operacao de tuncamento, a representacao adaptativa da fungao

MR (u™)(u®,d, - - d*) corresponde & expansio incompleta
L-1
uf (@) = u’(2) + ) Y dava(a)
£=0 ek (0)
em que K(¢) = {a € K(¢) : |d-] > e}
Assim, estimamos o erro de truncamento na norma, L, por

T (SR izwwl

=0 ogK(0) 1

=§§Nwwmsi%%zwmy
) ¢=0 G

=0 agK (e
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Sabendo que 1!, ¢ uma funcao integravel (é pelo menos continua para previsoes de ordem

superior) e tem suporte local, com medida proporcional a |cf,|, resulta que “¢£“1 ~ |

Logo, . .
-1 -1
lu" —wfll <ed 278 Y jel <) 2R
=0 ack(f) =0
L—1

< ¢|R| ZQZ_L < Ce.
=0

Vemos que o erro de reconstrugao é proporcional ao parametro de truncamento e. Ou
seja, a propriedade de convergéncia do operador de previsao implica que o esquema MR
é estavel, no sentido de que perturbarcoes nos coeficientes wavelet nao sao amplificadas

sem controle pela aplicacao iterativa do operador de previsao.

7.3 Exemplos

Apresentamos a seguir alguns exemplos bidimensionais para ilustrar a compressao de

dados em representacoes MR adaptativas.

7.3.1 Comparacgao de Esquemas MR em Malhas Diadicas e Quad-
grids

Para comparar a eficiéncia dos esquemas MR em malhas diddicas com os esquemas MR
tradicionais em quad-grids, fazemos a analise multirresolucao de dois exemplos diferentes
em 2D, usando discretizagoes por médias celulares. A analise é feita tanto para o esquema
MR de Haar quanto para o esquema MR com previsao exata para polinomios de grau < 2.

Em todos os testes, consideramos a célula raiz [—1,1] x [—1,1], e a arvore inicial
representando uma malha uniforme com 29 x 219 = 229 = 1 048,576 células folha. Isto

corresponde a estruturas de arvore com L = 20 e L = 10 niveis de resolucao para malhas

L

-, sao calculadas, para toda

diadicas e quad-grids, respectivamente. As médias celulares u
célula folha cL, usando quadratura Gaussiana com 5 x 5 pontos. As arvores sio podadas

como descrito na secao anterior, considerando os parametros ¢ = 1071,1072,1073, 1074
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para as malhas diddicas e para as quad-grids os parametros sao escolhidos de forma a se

obter erro de reconstrugao de mesma ordem que na malha diddica.

Compressao

Definimos como compressao a porcentagem de células folha desprezadas em relacao a

malha uniforme. Isto é, a compressao é dada por

m * 100

em que m é o numero de folhas na arvore.

Custo de Armazenamento de uma Arvore: Memoéria Usada

Para o cdlculo da memoria usada nas representacoes adaptativas, consideramos arvores
em que todos os nds tém os mesmos campos de armazenamento de dados. No caso em
que as folhas sao explicitamente representadas na estrutura de dados, o espago em bytes

FE usado pela estrutura é

E = (pA+ B)n, (7.2)

em que n é o numero de noés, p é o numero de ponteiros em cada né, A é o tamanho de um
ponteiro em bytes, B é o tamanho de qualquer outra informagao adicional armazenada
em cada um dos nés (por exemplo as médias celulares ou os detalhes d’,). Em cada drvore
tem-se n = (pm — 1)/(p — 1) =~ mp/(p — 1), em que m é a quantidade de células folha.
Nesta tese, supomos A = 4 e B = 8 bytes. Para malhas diddicas, p = 2, enquanto que
p = 4, para quad-grids. Nos testes apresentados, indicamos por F; e F, a memoria usada,

em bytes, para os esquemas em malha diddica e quad-grid, respectivamente.

Primeiro Teste: No primeiro teste consideramos a funcao
u(wo, 11) = 0.9 x exp(—100(z3 + 273)), (7.3)

que descreve uma Gaussiana com centro em (0,0) (veja Figura 7.1).
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Figura 7.1: Primeiro Teste: gréafico da fungao descrita pela Equagao (7.3).

Nas Tabelas 7.1 e 7.2, listamos os parametros de truncamento € usados nas malhas
diadicas e nas quad-grids para obtermos erros de reconstrucao da mesma ordem, bem
como a taxa de compressao obtida em cada um dos casos.

Na Figura 7.2, a esquerda, exibimos o erro de reconstrucao em funcao da compressao
usando esquemas MR de Haar e MR de alta ordem. A direita, apresentamos a razao
entre as memorias necessarias para armazenar a malha diadica e quad-grid em funcao do
parametro de truncamento. Observamos que, tanto para a MR de Haar quanto para MR
de alta ordem, as malhas diddicas se mostraram mais eficientes, em termos da memoria
usada, para representar a funcao. No entanto, o ganho de memoria no esquema MR de
alta ordem é superior, da ordem de 20%, enquanto que com Haar o ganho é reduzido a

medida que € diminui.

Segundo Teste: O segundo teste é feito tomando-se a fungao que descreve uma frente

vertical

u(zo, 1) = 1 — tanh(100 * zy) (7.4)
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Malha diadica

€ # folhas usadas | compressao(%) erro memoéria usada(FEy)
1.0x107¢ 3228 99.69 7.9% 1074 103280
1.0 %1072 15392 98.53 2.5 %1074 492528
1.0% 1073 38380 96.33 2.2%107° 1228144
1.0%1074 59348 94.34 2.1%10°¢ 1899120

Quad-grid

€ # folhas usadas | compressao(%) erro meméria usada(E,)
0.5% 107! 4135 99.60 8.0 107% 132312
1.2% 1072 16789 98.39 2.6x107* 537240
1.2%1073 40084 96.17 2.2%107° 1282680
1.2%1074 60916 94.19 2.1%10°° 1949304

Tabela 7.1: Primeiro Teste e esquemas MR de Haar. Com L = 20 e L = 10 niveis de

resolucao para malhas diddicas e quad-grids, respectivamente.

Malha diadica

€ # folhas usadas | compressao(%) erro memoéria usada(FEy)
10%10"1 616 99.94 8§84 107 19696
1.0 %102 1464 99.86 2.1 %1075 46832
1.0 %107 3412 99.67 4.9%1076 109168
105107 8940 99.15 115107 286064

Quad-grid

€ # folhas usadas | compressao(%) erro meméria usada(E,)
0.14 % 107! 766 99.92 8.3%107° 24504
0.15% 1072 1858 99.82 2.2%107° 59448
0.27 %1073 2065 99.51 4.7%107° 162072
0.40 * 10~* 11200 98.93 1.1%10°¢ 358392

Tabela 7.2: Primeiro Teste e esquemas MR de alta ordem. Com L = 20 e L = 10 niveis

de resolucao para malhas diddicas e quad-grids, respectivamente.
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Figura 7.2: Primeiro Teste: a esquerda, parametro de truncamento em funcao da com-
pressao usando esquemas de MR de Haar e MR de alta ordem. A direita, apresentamos
a razao entre as memorias necessarias para armazenar a malha diddica e quad-grid em
funcao do parametro de truncamento.

Os resultados dos testes podem ser vistos nas Tabelas 7.3 e 7.4.

Na Figura 7.4, a esquerda, exibimos o erro de reconstrucao em funcao da compressao
usando esquemas MR de Haar e MR de alta ordem. A direita, apresentados a razao
entre as memorias necessarias para armazenar a malha diadica e quad-grid em funcao do
parametro de truncamento. Observamos que a malha diadica é mais eficiente, em termos
da memoéria usada, que a quad-grid para representar essa fungao. O ganho em memoria
fica em torno dos 50%, tanto com o esquema de Haar quanto com o esquema de alta

ordem.

A anadlise desses testes revela que os esquemas MR em malhas diddicas sao mais
econdmicos que as os equemas MR usuais em quad-grids, tanto em espaco de armaze-
namento quanto no numero de folhas usadas para representar cada um dos sinais. Essa
eficiéncia é mais significativa no caso do Segundo Teste, com um padrao de singularidade
anisotropico, em que o esquema em malha diddica é mais favoravel que o esquema em ma-
lhas quad-grids. A economia no nimero de folhas tem papel importante quando buscamos

a solugcao numérica de problemas de evolucao, como estudado nos proximos capitulos.
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Tabela 7.3: Segundo Teste e esquemas MR de Haar. Com L = 20 e L = 10 niveis de

Figura 7.3: Segundo Teste: gréfico da fungao descrita pela Equagao (7.4).

Malha diadica

€ # folhas usadas | compressao(%) erro memoéria usada(Fy)
1.0 107! 8252 99.21 7.6%1074 264048
1.0 %1072 14780 98.59 7.4%107° 472944
1.0 107 20540 98.04 7.5% 1079 657264
105107 26972 07.42 725107 863088

Quad-grid

€ # folhas usadas | compressao(%) erro memoria usada(E,)
0.5% 107! 16120 98.46 7.9%107* 515832
0.5% 1072 28024 97.32 8.5%107° 896760
0.5% 1073 40312 96.15 8.6 % 10°¢ 1289976
0.4%107% 54904 94.76 5.9 %1077 1756920

resolucao para malhas diddicas e quad-grids, respectivamente.




Malha diadica

€ # folhas usadas | compressao(%) erro memoéria usada(FEy)
1.0%107" 4208 99.59 2.3%107* 134640
1.0 %1072 6704 99.36 1.1%1074 214512
1.0%1073 17840 98.29 4.6 1076 570864
1.0%107* 23600 97.74 53%10°7 755184

Quad-grid

€ # folhas usadas | compressao(%) erro memoria usada(E,)
0.10 % 1071 8416 99.19 2.3%1074 269304
0.05 % 1072 13024 98.75 1.2%107* 416760
0.30 % 1073 35680 96.59 4.6%107° 1141752
0.30 % 10~* 47200 95.49 5.3% 1077 1510392

39

Tabela 7.4: Segundo Teste: esquemas MR de alta ordem. Com L = 20 e L = 10 niveis
de resolucao para malhas diadicas e quad-grids, respectivamente.

MR Haar-diadico

MR Haar-quadgrid
-35F | = = = - MR alta ordem-diadico
=——t— MR alta ordem-quadgrid

I
94 95

. . .
96 97 98
Compressao

I
99 100

T T T
= = = = MR Haar
MR alta ordem

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 008 009 0.1
€

Figura 7.4: Segundo Teste: A esquerda, parametro de truncamento em funcao da com-
pressao usando esquemas de MR de Haar e MR de alta ordem. A direita, apresentamos
a razao entre as memorias necessarias para armazenar a malha diddica e quad-grid em
funcao do parametro de truncamento.
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7.3.2 Analise MR em Compressao de Imagem

Consideramos a imagem da Figura 4.4 e aplicamos o esquema MR para médias celulares

em malhas diddicas, com previsao exata para polindmios de grau menor ou igual a 2.
Na Tabela 7.5, apresentamos os resultados de compressao e erro para os parametros de

truncamento variando de 80 a 5, dividindo por 2. Observamos que a compressao diminui

de 94,8% a 59.4%.

e erro (L) compressao(%)

80 7,73 04,8
40 5,81 89,6
20 3,52 80,3
10 1,77 69,4
5 0,84 59,4

Tabela 7.5: Imagem da Figura 4.4: erro de reconstrucao e compressao de dados, usando
esquema MR em malhas diddicas, em funcao do parametro de truncamento.

Nas Figuras 7.5 e 7.6, apresentamos, a esquerda, a malha diddica adaptativa e, a
direita, a imagem reconstruida, para e = 5 e € = 80, respectivamente. Podemos observar

o ganho de nitidez com o maior refinamento ao se usar um e menor.
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Figura 7.5: A esquerda, malha diddica com ¢ = 5. A direita, imagem correspondente
recuperada.

Figura 7.6: A esquerda a malha diddica com ¢ = 80, a direita imagem correspondente
recuperada.
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Capitulo 8

Esquema Adaptativo de Volumes

Finitos para Malhas Diadicas

Como indicado no capitulo introdutoério, uma aplicagao de interesse dos esquemas MR
refere-se aos métodos MR para a solucao numérica adaptativa de equagoes diferenciais
parciais para problemas em que podem ocorrer singularidades ou brusca variacao no

gradiente das solugoes em regioes localizadas.

Neste capitulo apresentamos os conceitos envolvidos na construcao de um método MR
adaptativo que combina discretizacao por volumes finitos (FV) para leis de conservagao
e andlise de MR para médias celulares, denominado esquema FV/MR. Em publicagoes
anteriores, como descrito em Kaibara e Gomes [29], Cohen et al. [14], Miiller [34] e Roussel
et al. [39, 38], Domingues et al. [18, 17] e Miiller e Stiriba [35], sdo usados esquemas MR
classicos, baseados em malhas 29-adicas. Nosso objetivo é estender esses esquemas para

malhas diddicas e analisar o efeito desta nova forma de estrutura de dados.

Para os esquemas de referéncia em malha uniforme, fazemos a aproximacao dos fluxos
numéricos de duas formas distintas. A primeira combina o esquema de Roe [37] com
o esquema essencialmente nao oscilatério (ENO), proposto por Harten e Osher [27]. A
outra forma que consideramos é o esquema essencialmente nao oscilatério ponderado

WENO [33, 28]. A integracao no tempo é feita por meio dos Métodos de Runge-Kutta

93



94

de segunda e terceira ordem. Apresentamos exemplos unidimensionais para a equacao de

adveccao, com intuito de verificar a ordem de convergéncia dos esquemas.

8.1 Discretizacao por Volumes Finitos

Consideramos os problemas de leis de conservacao escalares da forma
v =—-V- f(v), (8.1)

em que v = v(z,t) e (r,t) € R x [0,00), com R C RY Escolhemos as condigdes de
contorno e iniciais de forma apropriada.

Fazemos a discretizacao espacial do problema (8.1) pelo método dos volumes finitos em
sua forma conservativa. Isto é, considerando que a malha diadica GG, seja uma particao

de R, entdao em cada célula cZ temos

1 1
W/Lvth:—W/LV'f(U)dX

que, pelo teorema da divergéncia, pode ser reescrita na forma
0,
— =D,(v), 8.2
Yo = Dy(0) (52)

emque
1
Uall) = — ’U.T,td
(0 w/gg (, t)dx

é a média celular da solucao em c- e

Do) = —— [ () ouds (8.3)

lc&l Joct

L
o

é o fluxo na fronteira da célula, sendo o, é o vetor normal unitario exterior a c

A solugao numérica do problema diferencial (8.1) na malha G, é denotado por u =
ul = (uy), em que u é o vetor contendo as médias celulares aproximadas u, (t) ~ 9, () da
soluc@o de (8.1). Assim, considerando a equagao (8.2) sobre todas as células folha, temos

o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

ou -
5 D(u), (8.4)
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em que D,(u) ~ D,(v) denota o fluxo numérico.

Ainda resta resolver a questao da integracao no tempo.

8.1.1 Integracao no Tempo

Para discretizar a equagao (8.4) consideramos o esquema explicito de Runge-Kutta de
segunda ordem e o esquema explicito de Runge-Kutta de terceira ordem. Para uma
sequéncia t" = nAt de valores discretos de tempo, em que At é o comprimento de passo
no tempo, denotamos por u" a aproximagao de u em t", isto é, u" = wu(t"). Com essa

notagao, o esquema de Runge-Kutta de segunda ordem tem a forma

u* = u" + AtD(u")

u"t = % [u" +u* + AtD(u")], 59
e o esquema explicito de Runge-Kutta de terceira ordem é dado por
w0 =,
W) =09 1 D),
u® = Zuﬁf) " iual) n i@a(uo})) (8.6)
u = %uao) + guff) + %Da(uf))

Observamos que os esquemas Runge-Kutta sao TVD (Total Variation Diminishing),
ou seja, a variacao total no tempo n é menor ou igual a variacao total no tempo n + 1.
Em simbolos,

TV (u") = Z [Ua i1 — Ua| > TV (u™th). (8.7)

Mais detalhes podem ser encontrados em Shu e Osher [41]. Tal caracteristica faz com que
a solucao numérica se dissipe ao longo do tempo. Por exemplo, com o passar do tempo,
a solucao numeérica vai ficando cada vez mais suave nas regides de descontinuidade e as
solugbes continuas tém seu valor de méximo (ou minimo) diminuido (aumentado). Isto
é, no passo de tempo t"*!, o valor de maximo da solucao é menor que o valor de maximo

da solugao em t".
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8.1.2 Fluxo Numeérico

Para as operagoes efetuadas no decorrer desta secao, supomos que o tempo t" esta fixo,
e que todas as células estao no mesmo nivel de refinamento L, o que torna desnecessario
o uso dos indices n e L. Assim, a célula ¢, é dada por um intervalo na reta da forma
(Tq_1,%q41) € denotamos por Azg = (%441 —%,_1) 0 volume de co. A fim de simplificar a
exposicao dos calculos do fluxo numérico, consideramos inicialmente um dominio espacial
unidimensional. Como visto mais adiante, a aproximacao do fluxo numérico em dimensoes

superiores se baseia no caso unidimensional, por meio de produto tensorial.

No caso unidimensional, a equagao (8.2) é dada por

=

~
S~—
S~—

Ou,  S(ulzgy 1) = flulz,-

— _ 2’ 2 =D, (u). 8.8
5t Az (u) (8.8)
Denotando por F, 41 uma aproximacao para f(u(zx,, +%,t)) temos a equacao
Ouy, 1
B = ey [Fers = Pt

Em geral, o célculo de F, 1 envolve dois ou mais valores de u,(t), fornecendo um sistema
2

acoplado de equagoes diferenciais ordinarias como em (8.4).

Dessa forma, da equagao (8.8) temos

1 _
_ L
Az, L “t2

D, = EF, 1], (8.9)

[N

em que F ;1 sdo os fluxos numéricos nas interfaces esquerda (-) e direita (+) da célula
Ca-

Para a definicao do fluxo numérico, usamos dois esquemas: esquema de Roe [37]
combinado com esquema essencialmente nao oscilatério (ENO), proposto por Harten e
Osher [27]. Mais tarde, Bihari [1] mostra que tal combina¢do d4 um esquema interpo-
latério de segunda ordem. Outra forma de definir os fluxos numéricos que consideramos

é 0 esquema essencialmente nao oscilatério ponderado WENO [33, 28].
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Esquema de Roe + ENO

O féormula do fluxo de Roe é dada por

em que o termo fr representa a solucao aproximada de Roe para o problema de Rie-
mann com valores para u dados por u~ (esquerda) e u* (direita) da interface 1, veja
2

Figura 8.1. Em sua versao escalar a solucao para o problema de Riemann é dada por

Figura 8.1: Reconstrucao linear por partes de u(zg), usada para definir os valores u .1 e
2
+ .
u, . 1 na interface ¢, 1.

2

[f™) + fu") = la(u™, u")|(u” —u7)], (8.11)

em que
flut)—fu™) + -
a(u_ u+): = s——— SR #u,
f(u™) seut =u".
Para determinar completamente a equagao (8.10), ainda nos resta escolher os termos

Jr —
U eu
10Uyt

ot . Essa tarefa é desempenhada pelo método de interpolacao ENO de segunda
2

ordem dado por (ver Bihari [1])

ua+l = Uy + M(ua-f—l — Uq, U — Ua—l)a
2

(8.12)
u;rJr% = Uat1 — M(ua+2 — Uat1; Uat+1 — ua)a
em que
w se |lw| <
M(w, p) ={ ol = Il (8.13)
p selw|>|pl,
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mede a menor inclinagao entre os lados direito e esquerdo. De forma geral, a idéia central
dos esquemas ENO é a de escolher o gabarito mais suave entre alguns candidatos usados
para aproximar os fluxos na fronteira de uma célula, a fim de evitar oscilagoes e, a0 mesmo

tempo, obter uma aproximagao de alta ordem nas regioes préximas aos choques.

Esquemas WENO

Os esquemas WENO foram introduzidos por Liu et al. [33] e, posteriormente, modifi-
cado por Jiang et al. [28], entre outros. Nos esquemas WENO, para definirmos o fluxo
numérico, ao invés de usar apenas um dos candidatos a gabarito, usamos uma combinacao
convexa de todos os candidatos. A cada candidato é atribuido um peso que determina
sua contribuicao a aproximacao do fluxo numérico. Os pesos sao escolhidos de forma a se
obter aproximagoes de alta ordem em regides de suavidade ( r-ésima ordem para esquemas
ENO [33] e 2r — 1-ésima ordem para esquemas WENO [33], em que r, para o caso 1D,
¢ a quantidade de pontos no gabarito subtraido uma unidade) e para regides proximas
a descontinuidade, os gabaritos que contém as descontinuidades recebem peso préximo a
ZET0.

Para descrever o esquema WENO), consideramos a lei de conservagao escalar unidimen-

sional. Longe dos pontos sonicos, existem dois casos para serem considerados na definicao

de D, (u).

o Se f(R(z)) > 0

Dalu) = = 5 f(Ralasy)) = F (R (00 ) (8.14)
e Se f/(R(z)) <0
Daft) = = (R (01 )) = F(Ral, ) (5.15)

em que a funcao R ¢ definida de acordo com a ordem de aproximacao que se queira.
Em geral,

D) = = 5 (R ) Rt (ci)) = R (e ) Rale )l (5:16)
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em que h é uma funcao Lipschitz nas duas variaveis, mondtona nao decrescente no primeiro
argumento e nao crescente para o segundo argumento.

Algumas escolhas possiveis sao

ﬁ(% b = { ming<,<p f(u) sea <b, (8.17)
max,<,<p f(u) sea >0,
f(a)  se f'(u) > 0,min(a,b) < u < max(a,b),

h(a,b) = f()  se f'(u) <0,min(a,b) < u < max(a,b), (8.18)
h(a,b) caso contrério,

em que
h(a,) = 5 [f(a) + £(8) ~ B0 — )], (819
B s Ifw) (5.20)

min(a,b) <u<max(a,b
Esquema WENO para r = 2

Apresentamos o esquema de aproximacao R no caso em que r = 2, introduzido por Liu
et al. [33].
Para cada célula ¢, = (37017% , Ty, +%) consideramos os gabaritos S, = (z,,_ 5, To_1, %, +%),

Sat1 = (Tq_1,T4,1,2,,3), nos quais definimos os seguintes polinomios interpolatérios
2 2 2

Uq — Ua—1

pa(x) = Uy + (ZL‘ - za—l)a
y Ax_ou (8.21)
Pa+1(T) = uq + az:zco ~(@ = 2a),

e dois indicadores de regularidade S, = (Uq — Ua—1)? € Say1 = (Uar1 — Ua)?.
Com uma combinagao convexa dos polinomios (8.21) obtemos a expressao de R, (),

isto é,

(6% (6%
Y Vy

Ro(z) = palT) + ~Pat1(), (8.22)

o o (67
vy + 1] vy + 1]
em que os coeficientes v§ e v{' sao avaliados da seguinte forma:

Caso 1. Se f'(uq) >0

(8.23)
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em que € = (0.000001.
Caso 2. Se f'(us) <0

. 1
VO = ;
9 )2
(€ +13 ) (8.24)
T e S

em que € = (0.000001.

8.1.3 Fluxo em Dimensoes Superiores

A extensao do célculo do fluxo numérico para dimensoes superiores € feita pelo produto
tensorial do calculo do fluxo unidimensional. Em outras palavras, aplicamos o método de
calculo do fluxo unidimensional em cada uma das direcoes dos eixos coordenados.

No caso bidimensional, a forma de escrever a equagao (8.4) permanece inalterada. O

comprimento da aresta da célula ¢, na direcao i = 0,1 é dado por Ax;.

Neste caso,

N 1 0 ll 1 1 il
Pa=—x (Foy - FOy) - Az, (Fl—Fly).

em que o fluxo numérico através da fronteira superior (ver Secao 3.2.1), em relacdo ao

eixo i, é dado por

FZ'H—% = f}%(ui u+ 1)7

1 1
a+2 a+2

sendo que o termo f3 representa a solugdo aproximada para o problema de Riemann na
aresta direita de c,, com valores para u dados por u~ (esquerda da aresta) e ut (direita
da aresta) e f} representa a solugao aproximada para o problema de Riemann na aresta
superior de ¢,, com valores para u dados por 4~ (abaixo da aresta) e ut (acima da aresta).

Ambos termos sao dados por (8.11) para o fluxo de Roe.
No caso WENO, F;#, i =0, 1, sdo calculados por (8.17) ou por (8.18).

Para dimensoes superiores o procedimento é analogo.
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8.2 Adaptatividade e o Esquema de Volumes Finitos

Para melhorar o desempenho do método dos volumes finitos, tanto em tempo de execucao

dos algoritmos quanto na compressao de dados, é comum representar a solucao u" em

malhas esparsas adaptativas, ao invés de malhas regulares. No esquema MR, a solucao

numérica ul; , ¢ formada pelas médias celulares em uma malha adaptativa G". A malha

adaptativa G" esta associada a uma estrutura de arvore incompleta, em que o refinamento

de uma célula pode ser interrompido antes que o nivel méaximo de resolucao seja alcancado.
n+1

Para obtermos a solucao u}/; a partir da solucao uf,p sao necessarios tres estagios.

A saber: refinamento, evolucao e truncamento.

Refinamento. O primeiro dos trés passos para obtermos a solugao u}‘jﬁ a partir da

solucao u}y;, € o refinamento da malha G".

Essa etapa é necessaria porque a malha G", que é boa para representar u},,, pode
nao ser indicada para representar u’jj}% E de se esperar, por exemplo, que as posicoes das
singularidades na solucao de (8.1) mudem ao se passar de t" para o tempo " 11

Assim, antes de que seja feita a evolucao no tempo, fazemos o refinamento da malha
G" e obtemos uma malha G™*. Para construir G, cada célula folha ¢/, de profundidade
¢ < L, contida na malha G™, é dividida por um hiperplano ortogonal ao eixo i = (¢ mod d).
Esperamos que o passo de tempo At seja pequeno o suficiente para que a malha G™*!
seja obtida a partir de G™".

A operacao de refinamento é identificada por R e G"* = RG™. Os valores das médias

celulares nas folhas de G sdo preenchidos usando o operador de previsao (5.5) e a

solugdo numeérica sobre G™* é dada por u"* = Rul,p.

Evolugao. O operador de evolugao discreta Eyp = Epg(At) é aplicado nas folhas de
G™*. Tal operador é dado pelo esquema de Runge-Kutta de segunda ordem (8.5), que

pode ser escrito na seguinte forma,

At - - _ _
Evpr=1I+ > [D, + D,(I+ AtD,)],
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ou pelo esquema de Runge-Kutta de terceira ordem (8.6)

B — <1 n QTN) 14 20 (Dot AID, 1D, (14 AID,) + AID, (1+ A1D,)].

em que I é o operador identidade e D, é calculado em cada folha da seguinte forma (ver

Figura 8.4).

- Caso todos os vizinhos da célula folha ¢/, sejam também folhas e que estejam em nivel
igual ou inferior ao nivel de ¢/, os fluxos sdo calculados como na malha uniforme de

mesmo nivel, interpolando as médias celulares ausentes, se necessario.

- Para cada direcio i, caso os vizinhos (de ¢) cg < < cg sejam refinados, definimos
os fluxos de safda de ¢/, na diregao i pela soma dos fluxos de entrada nos descendentes

de c?y que sejam folhas e que a intersecdo da fronteira de ¢!, com a fronteira desses

4

descendentes é nao vazia. Analogamente, os fluxo de entrada em c;, na direcao 7 é

definido pela soma dos fluxos de saida dos descendentes de cg que sejam folhas e

que a intersecdo da fronteira de cf, com a fronteira desses descendentes é nio vazia.

Assim, a solucao numérica no tempo t"*! sobre a malha G, em termos do operador
de evolucao, é dada por

+

an—f—l = EMRu” .

Truncamento. Finalmente, para obter a solucao uﬁj& a partir de ", usamos o ope-

rador de restricao para atualizar os valores dos nds da arvore e, em seguida, o operador
’ s Y4 Y4 u(’;+1+u£4+1
de truncamento T(e). Isto é, para cada célula c,, u, = —£5—%. O operador T varre

a malha G™" do nivel mais fino para o mais grosso, nivel por nivel, apagando as células

~ i = n+1
folha que sao despreziveis para a representacao de u}y,p.

Em resumo, para obtermos u}fjﬁ a partir de uy; 5, basta seguir o seguinte procedimento

’LL}GF]% = T(G)EMRRUTX/[R
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8.2.1 Estrutura de Dados

Consideramos que R C R? é uma caixa d-dimensional. A estrutura de dados que re-
presenta uma malha diddica adaptativa em R é uma &rvore binaria do tipo {0,2}, ver
Secao 3.1. Esta estrutura é dinamica, isto é, sua forma depende da malha a qual repre-
senta.

Na estrutura de arvore, fazer a compressao de dados significa apagar os nés folha
onde os detalhes sao menores que uma tolerancia previamente especificada. Em outras
palavras, o operador (de truncamento) T'(¢), definido na se¢do anterior, apaga as folhas
nas quais os detalhes sao despreziveis. O tnico requisito a ser cumprido pelo operador
T (e) é que, se uma célula é folha, entao sua célula irma deve ser mantida na drvore. Tal
exigéncia garante que a avore bindria continue do tipo {0,2} e a malha diddica que é

representada por essa arvore forme uma particao para R.

Estrutura da Malha. Diferentes propriedades podem ser exigidas da estrutura de
arvore para incrementar a eficiéncia do método. Por exemplo, em Cohen et al. [12, 15],
Domingues et al. [17, 18], Miiller [34], Roussel et al [39, 38] é adotada uma estrutura
denominada estrutura gradual, em que o valor absoluto da diferenca entre os niveis de
células folha vizinhas é menor ou igual 1, e que sera adotada nos experimentos do préximo

capitulo.

Pacotes de Células. Para trabalhar com arvores incompletas, as células necessarias
ao calculo do fluxo numérico podem nao estar na arvore e esses valores precisam ser
interpolados. Para tratar esses casos no caso do esquema MR de alta ordem em malhas
diddicas, propomos uma rotina que calcula o fluxo numérico na célula ¢/, recebendo um
pacote de dados, em que cada entrada representa uma célula vizinha a cf,. Por exemplo,
com previsdo exata para polinémios de grau < 2, usamos um pacote de dados com 5%
entradas. Na Figura 8.2, a esquerda, destacamos um pacote de dados em uma arvore
binaria para o caso unidimensional. No lado esquerdo da Figura 8.2, as setas indicam

o caminho a ser percorrido na arvore para obtermos o pacote em destaque. Os nos
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utilizados na composicao do pacote em destaque estao representados por circulos e as
curvas pontilhadas representam os nés que precisaram ter valores interpolados.

Na Figura 8.2, a direita, apresentamos o pacote de células em duas dimensoes. No
centro do pacote, estd a célula ¢, e, & sua volta, estdo os dois vizinhos mais préximos
em cada direcao. A justificativa de usarmos um conjunto de dados com tantas entradas
quanto mencionadas acima vem da necessidade de fazermos uma eventual previsao das

médias celulares dos descendentes de cf,.

Previsao de Médias Celulares. Para ilustrarmos o processo de previsao das médias

celulares nos descendentes de ¢/, consideramos o pacote de células da Figura 8.2 e, sem

)

perda de generalidade, supomos que a proxima divisao das células é feita por hiperplanos
ortogonais ao eixo ¢ = 0.

Sabemos que a previsao da média celular de uma funcao u na célula cﬁj};l, filho superior
de cf,, ¢ feita usando as médias celulares de ¢ e cj (veja Figura 8.3 (a) e equacio (5.5)).

Suponha que, no préximo nivel de refinamento, seja necessario prever a média celular do

41

filho superior de ¢,

. Para tal, precisamos conhecer as médias celulares dos filhos de C?Yl e
C,%u conforme mostrado na Figura 8.3 (¢). No entanto, caso precisamos prever as médias

celulares dos filhos de cgl e cél, ¢é fundamental conhecer as médias dos dois vizinhos mais

4

proximos a ¢,

e cgl (veja Figura 8.3 (b)). Assim, para interpolar a média celular de
duas geracoes de descendentes é necessario um pacote de dados com 3¢ informacoes. Isto

sugere que passar um conjunto de 5¢ dados é desperdicio de recursos. No entanto, para

montar o pacote de 3¢ células com centro em cﬁj};l precisamos, por exemplo, conhecer a
média dos filhos de cﬁo e para interpolar tais valores, a média de C?Y precisa ser conhecida
(veja Figura 8.3 (d)). Portanto, usando um argumento anilogo para cada uma das células
do pacote que tem fronteira comum com cf,, vemos que ha necessidade de um pacote de

dados com 5% células.

Calculo Adaptativo do Fluxo Numérico. Para ilustrar o calculo adaptativo do fluxo

no caso bidimensional, consideramos dois casos.
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Figura 8.2: Pacotes de células. A esquerda, um pacote unidimensional sobre uma arvore
em que os circulos representam os nos usados para construcao do pacote em destaque,
as setas indicam o caminho percorrido para a construgao do pacote e a linha pontilhada

representa os valores que precisaram ser interpolados. A direita, um pacote de células

bidimensional centrado em c?,.

O primeiro, na coluna (a) da Figura 8.4, as células folha ', cft! e ¢ estao em niveis
diferentes de refinamento e a diferenga entre os niveis é de apenas uma unidade. Neste
caso, para que haja conservacao dos fluxos, definimos que a soma dos fluxos que saem de

citl e it ¢ igual ao fluxo que entra em ¢ . Isto quer dizer que,

ot l

=
ch z+1 +Fe+17

em que Fee s presenta o fluxo que vai da célula Ce+1 para a célula c,.

l+1
ay,

”1 e c estao

De maneira anéloga, na coluna (b) da Figura 8.4, as células folha ", ¢
em niveis diferentes de refinamento, com diferenca entre os niveis de uma unidade. Para

que tenhamos a conservagao dos fluxos, definimos

R Y
L T l+1>
CDA DAJ’I»%

em que Fee s presenta o fluxo que vai da célula Ce+1 para a célula c,.
R
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Figura 8.3: (a) Células usadas para prever o valor da média de um sinal em ;! (b)
Células usadas para prever o valor da média de um sinal nos filhos de cf;l e C,(é’y (c) Células

usadas para prever o valor da média de um sinal no filho de
prever o valor da média de um sinal no filho de cfm.

Ll+1
CaR .

(d) Células usadas para
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(@) (b)

____________________________

l

¢ l !

o l ch ¢
/ CY )

Figura 8.4: Calculo do fluxo numérico adaptativo e conservativo quando as células estao
em niveis de resolugdo consecutivos quando (a) hé duas células vizinhas e (b) ha uma
unica célula vizinha.

8.3 Implementacao do Algoritmo

O algoritmo de integracao pode ser descrito como segue. Ele depende de seis parametros
principais — a dimensao d, a célula raiz R, o tempo total de integracao T, o fator CFL
o = At/Azx, o nivel méximo de resolu¢do L, e o parametro de truncamento ¢ — bem

como a fungio fluxo f e o estado inicial v%(z) = v(z, 0).

e Calcula o comprimento méaximo I do dominio R em cada direcao, ao longo de
cada eixo, o tamanho minimo de cada célula Az = I/2L, o nimero de iteragoes

N = [T/(cAz)], e passo no tempo At =T/N.

e Cria uma estrutura de dados (drvore bindria) uniforme com profundidade L. Grava
em cada célula a média do estado inicial v°. Poda os nés desta &rvore que tém

detalhes menores que o parametro de truncamento €, como descrito na Secao 8.2.
e Paran, de 0 até N — 1, faz:

— Divide cada célula folha da malha que nao esteja no nivel méaximo L. Estima

as médias celulares nestas células usando operador de previsao (5.5).

— Calcula o fluxo numérico em cada célula folha, como detalhado na Secao 8.2.
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— Aplica o esquema de Runge-Kutta de segunda ou terceira ordem (8.5) em cada

célula folha, para estimar a média celular no tempo n + 1.

— Atualiza a média celular de cada né interno da estrutura, do nivel mais fino

para o mais grosso, pelo operador de restri¢ao.

— Poda os nos desta arvore que estao associados a detalhes abaixo do parametro

de truncamento €, como descrito na Secao 8.2.

8.3.1 Exemplos Unidimensionais

Apresentamos alguns exemplos para verificar numericamente a ordem de convergéncia dos
métodos de Roe + ENO + RK2 e WENO + RK3, este com ordem 3 e aquele com ordem

2, aplicados na resolucao da equagao de advecgao

ur + uy = 0, (x,t) € (—1,1) x {t > 0},

u(z,0) = up(x), u(—1,t) = u(l,1),

em que as condicoes de contorno sao periddicas.

Esquema Roe + ENO 4+ RK2 Resolvemos o problema de advecgao com a condicao
inicial dada por

uo(z) = exp(—1002?),

no instante final T'=0,5 e CFL = 0,5, com diferentes niveis de resolugao.

Na Tabela 8.1, apresentamos os erros em fungao do nivel de resolugao. Na coluna
referente a inclinagao, verificamos que a taxa de convergéencia se aproxima de 2, em acordo
com os resultados tedricos [1].

Na Figura 8.5, na parte superior, apresentamos os graficos da solucao exata e da
solucao numérica de referéncia sobre a malha uniforme de 2!2 = 4096 células. Para
comparagao, plotamos também a solucao adaptativa usando ¢ = 0,001, mostrando uma

boa aproximacao de ambas solugoes numéricas com a solugao exata. Na parte inferior,
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Figura 8.5: Equacao de adveccao 1D: na parte superior, solucao exata, solu¢ao numérica
de referéncia e solugao adaptativa, usando esquema de Roe + ENO 4+ RK2, no instante
T = 0,5, malha uniforme com 2!2? células, CFL = 0,5 e ¢ = 0,001. Na parte inferior,
diferenca entre solucao adaptativa e solugao exata.
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Nivel erro h inclinacao

9 2,13%10°% 3,90%1073

10 6,04%107% 1,95%1073 1,82
11 1,64%107* 9,76 %10~* 1,88
12 4,39%107° 4,88%107* 1,90
13 1,15%107° 2,44%107* 1,92

Tabela 8.1: Equacao de Advecgao 1D: taxa de decaimento do erro entre solugoes exata e
FV em fungao do nivel de resolucao. Esquema de Roe + ENO + RK2 com CFL = 0,4
el =0,5.

vemos a diferenca entre a solucao analitica e a solugao adaptativa, da ordem do parametro
de truncamento.

Na Figura 8.6, apresentamos os graficos que ilustram o comportamento da eficiéncia
do esquema adaptativo em termos de tempo de CPU, compressao de dados e erro de
reconstrucao em funcao do parametro de truncamento. Observamos que, a medida que
o parametro de truncamento fica menor, o método de MR tem um ganho de 50 a 15
vezes no tempo de CPU. Este sobre malha MR com € = 0,001 e aquele com ¢ = 0,1,
correspondente a uma compressao de dados de 96% e 99%, respectivamente. Ao centro,
vemos que a diferenca entre a solucao adaptativa e a solucao de referéncia, medida na

norma L1, fica da mesma ordem da variacao do parametro de truncamento.

Esquema WENO + RK3 Resolvemos o problema de adveccao unidimensional com

a condicao inicial e condi¢ao de contorno dadas, respectivamente, por
up(z) = sin (7wx) , (8.25)

no instante final T'=1e CFL = 0,8, com diferentes niveis de resolucao.

Liu et al. [33] mostram que a ordem de convergéncia tedrica é 3. Contudo, na Ta-
bela 8.2, na coluna referente a inclinagao, vemos que a ordem 4 da taxa de convergéncia
é alcancada, o que significa que podemos obter uma ordem de aproximacao melhor que a
garantida pelos resultados teoricos.

Na Figura 8.7, na parte superior, apresentamos os graficos da solucao exata da solucao

numérica de referéncia, sobre a malha uniforme de 2!? = 4096 células. Para comparacao,



111

100

951

compressao
$

o
wn
T

801

-3 -2 -1

_alog(E)

Figura 8.6: Equagao de Advec¢do 1D: ganho de CPU do algoritmo de MR (acima),
compressao de dados (centro) e erro (abaixo) como func¢do do parametro de truncamento,
usando esquema de Roe + ENO + RK2, malha mais refinada de 2'2 células e CFL = 0, 5.
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Nivel erro h inclinacao
6 1,54% 1072 3,12% 1072
7 2,40 % 1072 1,56 % 1072 2,68
8 2,01%107% 7,81 %1073 3,57
9 1,16 107> 3,90 %1073 4,12
10 5,97%1077 2,44x107* 4,27
11 2,53%107% 9,76 1074 4,55

Tabela 8.2: Equagao de Adveccao 1D: taxa de decaimento do erro entre solugoes exata e
FV em funcao do nivel de resolugao. Esquema WENO + RK3 paraT =1,0e CFL =0,8.

plotamos também a solucao adaptativa usando ¢ = 0,001, mostrando uma boa apro-
ximacao de ambas solugoes numéricas com a solucao exata. Na parte inferior, vemos a
diferenca entre a solucao analitica e a solucao adaptativa, da ordem do parametro de
truncamento.

Na Figura 8.8, apresentamos os graficos que ilustram o comportamento da eficiéncia e
diferenca entre solugao MR e F'V, na norma L;, em funcao do parametro de truncamento.
A direita, observamos que o ganho é 68 vezes quando € = 0,1 e de 20 vezes quando
e = 0,001. Ao centro, vemos que a diferenca entre a solucao FV e a solucao MR, na

norma Lq, é proporcional ao parametro de truncamento. A esquerda, observamos que a

compressao é de 99% para € = 0,1 e 96% para € = 0, 001.
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Figura 8.7: Equacao de Adveccao 1D: na parte superior, solucao exata, solucao numérica
de referéncia e solucao adaptativa, usando esquema WENO + RK3, no instante 7" = 1,
malha uniforme com 22 células, CFL = 0,8 e ¢ = 0,001. Na parte inferior, grafico do
erro entre solucao adaptativa e solugao exata.
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Figura 8.8: Equacao de Advecgao 1D: ganho de CPU do algoritmo de MR (abaixo), com-
pressao de dados (acima) e diferenca entre MR e FV (centro) como fungao do parametro
de truncamento, usando esquema WENO + RK3, malha mais refinada de 2'? células e
CFL=0,8.



Capitulo 9

Esquema FV /MR para Malhas

Diadicas: Resultados Numeéricos

O objetivo deste capitulo é fazer um estudo da eficiéncia do esquema FV/MR adaptativo
utilizando a estrutura de dados de arvore binaria de malhas diddicas bidimensionais.

Para o esquema de volumes finitos de referéncia, consideramos diferentes versoes, de-
pendendo da escolha do fluxo numérico e do esquema de evolugao temporal, como descrito
no capitulo anterior. A saber, usamos o esquema de Roe + ENO + RK2 (Segao 8.1.2) e
o esquema WENO + RK3 (Secao 8.1.2).

Para os testes, consideramos problemas de valor inicial e de contorno para a equagao
de adveccao, a equacao de Burgers e a equacao de Buckley-Leverett, em 2D.

Em cada caso, a solu¢ao numérica adaptativa é comparada com a solu¢ao numérica
de referéncia, esta calculada sobre a malha uniforme do nivel mais refinado. Analisamos
a compressao de dados, o erro com relacao a solucao de referéncia e o ganho de tempo
de CPU do algoritmo MR. Na implementacao dos algoritmos MR/FV, consideramos o
operador de previsao dado na Equagao (5.5), exato para polinomios de grau menor ou
igual a dois.

A compressao, no instante final, é calculada pela férmula

100 A
C =100 — ——
U )

115
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em que A é o nimero de folhas na arvore adaptativa e U a quantidade de folhas na malha
uniforme. Em todos os testes, a malha uniforme mais refinada contém 2!° x 219 células e,
no parametro CFL = ﬁ—fc, Ax refere-se a esse nivel de resolucao.

Calculamos o erro pela norma L
B = [lu(..T) = uM (., )]s,

O ganho é dado pela razao entre o tempo de CPU necessario para calcular a solucao
numérica de referéncia no instante final da simulagao (C'PU,) e o tempo de CPU necessério

para calcular a solugao adaptativa (C'PUyg). Isto é, o ganho é

CcPU,

Y= CPUwn

9.1 Esquema FV/MR-Roe + ENO + RK2

Nas aplicacoes abaixo, o esquema FV de referéncia combina fluxos Roe + ENO com RK2

para integracao temporal e consideramos o instante final T'=0,5e CFL = 0, 4.

9.1.1 Equacao de Adveccao

Como primeiro exemplo, consideramos o problema de valor inicial e de contorno

d—1
u + Zuwl =0, (z,t) € Rx(0,00),
i=0

(9.1)
u(x, 0) = UO(.T),
em que R = [—1,1]¢, com condicdes de contorno periédicas e a condicao inicial
uo(zo, z1) = exp (—100(zf + 27)), (z0,21) € R. (9.2)

Na Figura 9.1, apresentamos as curvas de nivel das solugoes numéricas obtidas. As
curvas de nivel da solugao sobre as malhas uniforme e MR variam de 0,1 a 0,8. Em todos
o0s casos, o intervalo é de 0, 1 entre cada uma das curvas. A solugao de referéncia na malha

uniforme encontra-se no canto superior esquerdo, e as solugoes adaptativas sao mostradas
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no canto superior direito, com € = 0,1, na linha inferior, & esquerda, com ¢ = 0,01 e a
direita, com € = 0,001. Observamos que as curvas da solucao adaptativa se ajustam com
aquelas da solugao de referéncia, a medida que € diminui. Exibimos na Figura 9.2, na
parte superior, as curvas representando o corte da solugao na malha uniforme e da solugao

MR com € = 0,001. Na parte inferior, a diferenca entre as duas curvas.

Solucao FV Solucao MR, ¢ =0, 1

T T T 1 T T T 1
- 1o - 40
= ~ -0.5 = ~4-05

1 1 1 A 1 1 1 B
-4 05 0 05 1 -1 05 0 05 1

Solucao MR, € = 0,01 Solucao MR, ¢ = 0,001

T T T 1 T T T 1
- 1o - 40
L {05 - 4-05

1 1 1 A 1 1 1 1
1 05 0 05 1 -1 05 0 05 1

Figura 9.1: Equagao de advecgao 2D: curvas de nivel em 7" = 0, 5 da solucao de referéncia
(acima, a esquerda), solu¢ao adaptativa com € = 0,1 (acima, a direita), e = 0,01 (abaixo,
a esquerda) e € = 0,001 (abaixo a direita). Esquema de referéncia usando esquema Roe
+ ENO + RK2, malha uniforme com 2! x 210 células e CFL = 0,4. Curvas de nivel
variando de 0,1 a 0,9, com espagamento 0,1.

Na Figura 9.3, apresentamos as malhas adaptativas das solugoes representadas pelas
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Figura 9.2: Equacao de advecgao 2D: na parte superior, perfil em zy = 0,5 da solucao
de referéncia e da solugao adaptativa com ¢ = 0,001. Esquema de referéncia usando
esquema Roe + ENO + RK2, malha uniforme com 2! x 2!° células e CFL = 0,4. Na
parte inferior, grafico do erro entre solugao adaptativa e solucao exata.

curvas de nivel da Figura 9.1, a esquerda, com ¢ = 0,1, ao centro com ¢ = 0,01 e a
direita com € = 0,001. Como esperado, as malhas adaptativas ficam mais refinadas a
medida que € diminui e acompanham a advecgao da condicao inicial. Devido a condicao
de periodicidade, quando o pulso se aproxima da fronteira, o efeito é observado pelo

refinamento das células préximas aos lados opostos.

A Figura 9.4, na parte superior, mostra a compressao para diferentes valores de e.
Observamos que, para € = 0, 1, a compressao é superior a 99%. A medida que e decresce,

a malha MR fica mais refinada, com a compressao decrescendo até alcancar 98,8% , quando
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Figura 9.3: Equagao de adveccao 2D: malhas adaptativas em T = 0, 5 obtidas com ¢ = 0, 1
(a esquerda), € = 0,01 (ao centro) e e = 0,001 (a direita). Esquema de referéncia usando
esquema Roe + ENO + RK2, malha uniforme com 2% x 210 células e CFL = 0, 4.

e = 0,001. Como conseqiiéncia da diminuicao da taxa de compressao, observamos, no
grafico da parte inferior, uma queda no ganho em tempo de CPU. Por exemplo, o ganho
é de 8 vezes para € = 0,1 e de 1,4 vez para ¢ = 0,001. A diferenca entre a solucao
adaptativa e a solucao de referéncia, medida na norma L;, mantém-se proporcional ao
parametro de truncamento, como vemos na Figura 9.4, no centro. A Tabela 9.1 contém

os dados relativos a Figura 9.4.

€ CPUyrg (s) ganho erro (L)  compressao(%)
1,0x 107t 75,2 8,0 3,38%x107° 99,8
1,0% 1072 995.4 2,6 1,04%107 99,3
1,0% 1073 4253 1,4 344107 08,8
1,0+ 1075 796,7 0,7 6,08%107° 95,9
1,0%107° 1091,0 0,5 1,89%107° 93,7
1,0%10°° 1372,0 0,4  1,09%107° 91,7

Tabela 9.1: Equagao de Adveccao 2D: dados das solugoes FV e FV/MR em funcao do
nivel de resolucao. Esquema de Roe + ENO + RK2 com CFL = 0,4e T = 0,5. Na
malha uniforme C'PU, = 594.6.

9.1.2 Equacao de Burgers

Consideramos a equacao de Burgers

ur + (f(uw)),, + (f(w),, =0, (xo,21) €R, (9.3)
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Figura 9.4: Equacao de adveccao 2D: compressao, erro e ganho de CPU no método MR,
em funcao do parametro de truncamento. Esquema de referéncia usando esquema Roe +
ENO + RK2, malha uniforme com 2'° x 2'0 células, instante final T = 0,5 e CFL = 0, 4.
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em que f(u) = %uQ e R =[—1,1]? com condigiao de contorno periédica e condigao inicial

uo(zo, 21) = exp (—=100(zf + 27)), (z0,21) € R. (9.4)

Na Figura 9.5, apresentamos as curvas de nivel das solucoes numéricas do problema
de Burgers, variando de 0,1 a 0,6, com espacamento 0,1 entre cada uma das curvas.
A solucao de referéncia na malha uniforme encontra-se no canto superior esquerdo, e
as solugoes adaptativas sao mostradas no canto superior direito, com ¢ = 0,1, na linha
inferior a esquerda, com € = 0,01 e a direita, com ¢ = 0,001. Como no caso do problema
de advecao, observamos que as curvas da solucao adaptativa do problema de Burgers se
ajustam com aquelas da solucao de referéncia, a medida que € diminui. Na Figura 9.6,
na parte superior, apresentamos as curvas representando o corte da solucao na malha
uniforme (FV) e da solugdo MR com € = 0,001. A diferenga entre as curvas é mostrada
na parte inferior.

Na Figura 9.7, apresentamos as malhas adaptativas das solugoes representadas pelas
curvas de nivel da Figura 9.5, a esquerda com ¢ = 0, 1, ao centro com € = 0, 01 e a direita,
com € = 0,001.

A Figura 9.8, na parte superior, mostra que a compressao varia entre 99,7%, com
e =0,1, e 96,8%, com € = 0,001. A curva da parte inferior mostra como o ganho em
tempo de CPU se comporta neste caso. O ganho é de 5, 6 vezes para e = 0, 1 e nao hé ganho
de CPU para ¢ = 0,001. Ao centro, vemos que a diferenca entre a solucao adaptativa
e a solucao de referéncia, medida na norma L, também fica proporcional a variacao do

parametro de truncamento. A Tabela 9.2 contém os dados relativos a Figura 9.8.

9.1.3 Equacao de Buckley-Leverett

Resolvemos numericamente o problema diferencial que modela a recuperacao de éleo em

um reservatoério petrolifero [4]. Consideramos a equagao

U + f(u)xo + g(u)m =0, (x0>x1) € R. (95)
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Solucao FV Solugao MR, e =0, 1

T T T 1 T T T 1
- 405 - 405
A /2 PO R G A
= ~ -0.5 = ~4-05

1 1 1 A 1 1 1 R
-4 05 0 05 1 - 05 0 05 1

Solucao MR, € = 0,01 Solucao MR, ¢ = 0,001

T T T 1 T T T 1
- 405 - 405
G 2 P A
= ~ -0.5 = ~4-05

1 1 1 1 1 1 1 1
1 05 0 05 1 - 05 0 05 1

Figura 9.5: Equacao de Burgers 2D: curvas de nivel em 7" = 0,5 da solucao de referéncia
(acima, a esquerda), solu¢ao adaptativa com € = 0,1 (acima, a direita), e = 0,01 (abaixo,
a esquerda) e € = 0,001 (abaixo a direita). Esquema de referéncia usando esquema Roe
+ ENO + RK2, malha uniforme com 2! x 210 células e CFL = 0,4. Curvas de nivel
variando de 0,1 a 0,6, com espagamento 0,1.



123

—-0.05 * *
-1 -0.5 0 0.5 1

x 10"

erro
|
IS

I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Yy

Figura 9.6: Equacao de Burgers 2D: na parte superior, perfil em zy = 0 da solucao de
referéncia e da solucao adaptativa com € = 0, 001. Esquema de referéncia usando esquema
Roe + ENO + RK2, malha uniforme com 2° x 210 células, T = 0,5 e CFL = 0,4. Na
parte inferior, grafico do erro entre solucao adaptativa e solucao exata.

Figura 9.7: Equacao de Burgers 2D: malhas adaptativas em 7' = 0, 5 obtidas com € = 0, 1
(a esquerda), e = 0,01 (ao centro) e € = 0,001 (a direita).Esquema de referéncia usando
esquema Roe + ENO + RK2, malha uniforme com 2'° x 2! células e CFL = 0, 4.
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Figura 9.8: Equagao de Burgers 2D: compressao, erro e ganho de CPU no método MR,
em funcao do parametro de truncamento. Esquema de referéncia usando esquema Roe +
ENO + RK2, malha uniforme com 2'° x 2'0 células, instante final T = 0,5 e CFL = 0, 4.



125

€ CPUypg (s) ganho erro (L)  compressao(%)
1,0 107! 108,8 5,6 1,08%1073 99,7
1,0%1072 291,5 2,1 3,89x%107* 99,0
1,0% 1073 663,9 0,9 8,49x107° 96,8
1,0%107° 962,8 0,6 2,99x%107° 94,3
1,0% 1077 1355,5 0,4 1,24%107° 92,2
1,0%10°¢ 1658,2 0,3  2,37%107° 90,4

Tabela 9.2: Equagao de Burgers 2D: dados das solugoes FV e FV/MR em fungao do nivel
de resolucao. Esquema de Roe + ENO + RK2 com C'FL = 0,4 e T = 0,5. Na malha
uniforme, C'PU, = 617, 4.

em que R € [—1,1]% a condi¢ao de contorno é periddica e a condigao inicial é
uo(z,y) = exp(—4sin®(2xq) — 4sin*(22,)). (9.6)

Os fluxos sao dados por

U2

glu) = —u(l—u).

Na Figura 9.9, apresentamos as curvas de nivel das solugoes numéricas do problema
de Buckley-Leverett, variando de 0,02 a 0,74, com espacamento 0,02. Como nos casos
anteriores, observamos que as curvas da solucao adaptativa do problema de Buckley-
Leverett se ajustam com aquelas da solucao de referéncia, a medida que e diminui.

Na Figura 9.10, apresentamos as malhas adaptativas das solucoes representadas pelas
curvas de nivel da Figura 9.9, para ¢ = 0,1 e ¢ = 0,01. Na Figura 9.22, a esquerda,
encontra-se a malha adaptativa da solu¢ao com € = 0,1 no instante "= 0,5e CFL = 0, 4.
A direita, malha adaptativa para e = 0,01. A malha com ¢ = 0,001 é demasiadamente
cheia para mostrarmos.

Na Figura 9.11, na parte superior, exibimos o corte da solucao da equacao de Buckley-
Leverett em xy = 0. Consideramos a solucao FV e MR com ¢ = 0,001. Na parte inferior,
¢ mostrada a diferenca das duas curvas.

Na Figura 9.12, na parte superior, vemos que a compressao varia entre 99% (malha

com € = 0,1) e 5%(e = 0,000001). Na malha com € = 0,001, a compressao é de 89%. Ao
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Solugao FV Solugao MR, € = 0,1

Figura 9.9: Equagao de Buckley-Leverett 2D: curvas de nivel da solucao de referéncia(sup.
esq.), solugao adaptativa com e = 0, 1(sup. dir.), ¢ = 0,01(inf. esq.) e ¢ = 0,001 (inf.
dir.). Malha uniforme com 2! x 2% células. Curvas de nivel variando de 0,02 a 0, 74,
com espacamento 0, 02.
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Figura 9.10: Equacao de Buckley-Leverett 2D: malhas adaptativas com parametro de
truncamento € = 0, 1(esquerda) e ¢ = 0,01(direita). Instante final T'=0,5e CFL = 0, 4.

centro vemos que a diferenca entre a solucao adaptativa e a solucao de referéncia, medida
na norma Lq, é proporcional a variagao do parametro de truncamento. Na parte inferior,
vemos que o ganho em tempo de CPU é de 2,2 vezes para ¢ = 0,1 e nao ha ganho para

e =0,01. A Tabela 9.3 contém os dados relativos a Figura 9.12.

€ CPUypg (s) ganho erro (L)  compressao(%)
1,0 107! 298,2 2,20 5,14%1073 99,3
1,0%1072 997,3 0,60 1,53%1073 97,5
1,0x1073 3236,6 0,20 5,72x107* 89,6
1,0%107° 7038,5 0,10 9,98 x107° 65,9
1,0%107° 10391,7 0,06 4,47%107° 30,7
1,0x10°° 12040,0 0,05 3,36%107° 6,0

Tabela 9.3: Equagao de Buckley-Leverett 2D: dados das solugoes FV e FV/MR em funcao
do nivel de resolucao. Esquema de Roe + ENO + RK2 com CFL =0,4eT =0,5. Na
malha uniforme, C'PU, = 669, 6.
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Figura 9.11: Equagao de Buckley-Leverett 2D: na parte superior, perfil em zy = 0,0 da
solucao de referéncia e solucao adaptativa com € = 0,001. Esquema de referéncia usando
esquema Roe + ENO + RK2, malha uniforme com 2! x 2!° células e CFL = 0,4. Na

parte inferior, grafico do erro entre solugao adaptativa e solucao exata.
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Figura 9.12: Equacao de Buckley-Leverett 2D: compressao, erro e ganho em funcao do
parametro de truncamento usando esquema de Roe + ENO + RK2. Malha uniforme com
210 % 210 células e € = 0, 1, inicialmente. Instante final 7' = 0,5 e CFL = 0, 4.
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9.2 Esquema FV/MR-WENO+RK3

Nas préximas aplicacoes, o esquema FV de referéncia combina fluxos WENO com RK3
para integracao temporal, usando CFL = 0,5. O objetivo é avaliar o efeito da adapta-
tividade com um esquema mais complexo, exigindo maior esforco computacional. Para
comparagao com o esquema Roe + ENO + K2, repetimos os exemplos analisados na secao

anterior.

9.2.1 Equacao de Adveccao

Consideramos o problema de valor inicial e de contorno, dado pela Equacao (9.1), em
que R = [—1,1]?, com condigoes de contorno periédicas. A condigao inicial considerada ¢
dada pela Gaussiana, descrita na Equacao (9.2).

Na Figura 9.13, apresentamos as curvas de nivel das solucoes numéricas obtidas. A
solucao de referéncia na malha uniforme encontra-se no canto superior esquerdo, e as
solucoes adaptativas sao mostradas no canto superior direito, com ¢ = 0,1, na linha
inferior, a esquerda, com ¢ = 0,01 e a direita, com ¢ = 0,001. Observamos que as curvas
da solucao adaptativa se ajustam com aquelas da solucao de referéncia a medida que €
diminui. As curvas de nivel da solucao sobre as malhas uniforme e MR variam de 0,1
a 0,8. Em todos os casos, o intervalo é de 0,1 entre cada uma das curvas. Exibimos,
na Figura 9.14, na parte superior, as curvas representando o corte da solucao na malha
uniforme e da solucao MR com ¢ = 0,001. Vemos, na parte inferior, a diferenca entre as
duas curvas.

Na Figura 9.15, apresentamos as malhas adaptativas das solucoes representadas pelas
curvas de nivel da Figura 9.13, a esquerda com € = 0, 1, ao centro com € = 0,01 e a direita
com € = 0,001. Como esperado, as malhas adaptativas ficam mais refinadas a medida
que € diminui e acompanham a adveccao da condicao inicial.

A Figura 9.16 mostra a compressao, erro e ganho nas simulagoes do esquema MR, com
comportamento similar ao caso do fluxo de Roe + ENO 4+ RK2. Como esperado, o ganho

de CPU ¢é superior quando se usa o esquema de referéencia com fluxo WENO + RK3, que
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Solucao FV Solucao MR, € =0, 1

T T T 1 T T T 1
- 1o - 40
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Solucao MR, € = 0,01 Solucao MR, ¢ = 0,001
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1 05 0 05 1 - 05 0 05 1

Figura 9.13: Equacao de advecgao 2D: curvas de nivel em 7" = 0, 5 da solucao de referéncia
(acima, a esquerda), solu¢ao adaptativa com € = 0,1 (acima, a direita), e = 0,01 (abaixo,
aesquerda) e e = 0,001 (abaixo a direita). Esquema de referéncia usando esquema WENO
+ RK3, malha uniforme com 2! x 2! células e CFL = 0,5. Curvas de nivel variando de
0,1 a 0,9, com espacamento 0,1.
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Figura 9.14: Equagao de advecgao 2D: na parte superior, perfil em zy = 0,5 da solucao de
referéncia e da solugao adaptativa com € = 0,001. Esquema de referéncia usando esquema
WENO + RK3, malha uniforme com 2! x 2! células T'= 0,5 ¢ CFL = 0,5. Na parte
inferior, grafico do erro entre solugao adaptativa e solucao exata.
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Figura 9.15: Equacao de adveccao 2D: malhas adaptativas em 7' = 0,5 obtidas com
e =0,1 (a esquerda), e = 0,01 (ao centro) e € = 0,001 (& direita). Esquema de referéncia
usando esquema WENO + RK3, malha uniforme com 2'° x 2!9 células e CFL = 0, 5.
Curvas de nivel a partir de 0,1 com intervalo entre elas de 0, 1.

¢ computacionalmente mais caro. A Tabela 9.4 contém os dados relativos a Figura 9.16.

€ CPUyrg (s) ganho erro (L)  compressao(%)
1,0% 1071 91,0 31,8 3,64%1073 99,8
1,0% 1072 294, 7 9,8 1,06%1073 99,2
1,0 %1073 583,6 4,9 3,01%10°4 98,4
1,0%107° 972,2 2,9 1,28%107* 96,5
1,0%107° 1399,0 2,0 3,34%107° 94,0
1,0% 1076 1770,6 1,6 9,69%10°° 91,6

Tabela 9.4: Equagao de Adveccao 2D: dados das solugoes FV e FV/MR em funcao do
nivel de resolucao. Esquema de WENO + RK3 com CFL = 0,5 e T = 0,5. Na malha
uniforme, C'PU, = 2895, 76.

9.2.2 Equacao de Burgers

Consideramos a equagao de Burgers (9.3) com condigao de contorno periédica e condi¢ao
inicial (9.4).

Na Figura 9.17, apresentamos as curvas de nivel das solugoes numéricas para este
problema. As curvas de nivel da solucao sobre as malhas uniforme e MR variam de 0, 1
a 0,6. Em todos os casos, o intervalo é de 0,1 entre cada uma das curvas. A solucao
de referéncia na malha uniforme encontra-se no canto superior esquerdo, e as solugoes

adaptativas sao mostradas no canto superior direito, com ¢ = 0,1, na linha inferior a
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Figura 9.16: Equacao de adveccao 2D: compressao, erro e ganho de CPU no método MR,
em funcao do parametro de truncamento. Esquema de referéncia usando esquema WENO
+ RK3, malha uniforme com 2'° x 219 células, instante final T'= 0,5 e CFL = 0, 5.



esquerda, com € = 0,01 e a direita, com ¢ = 0,001.
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Como no caso do problema de

adveccao, observamos que as curvas da solucao adaptativa do problema de Burgers se

ajustam com aquelas da solucao de referéncia, a medida que e diminui. Exibimos, na

Figura 9.18, na parte superior, as curvas representando o corte da solugao na malha

uniforme e da solucao MR com € = 0,001. Na parte inferior, plotamos a diferenca entre

as curvas.

a) Solucao FV

&/

-0.5 0 0.5

Solucao MR, € = 0,01

&/

-0.5 0 0.5

0.5

-0.5

0.5

-0.5

Solugao MR, € =0, 1

&/

-0.5 0 0.5

Solucao MR, ¢ = 0,001

&/

-0.5 0 0.5

0.5

-0.5

0.5

-0.5

Figura 9.17: Equacao de Burgers 2D: curvas de nivel em 7" = 0, 5 da solucao de referéncia
(acima, a esquerda), solu¢ao adaptativa com € = 0,1 (acima, a direita), e = 0,01 (abaixo,
aesquerda) e € = 0,001 (abaixo a direita). Esquema de referéncia usando esquema WENO
+ RK3, malha uniforme com 2! x 2! células e CFL = 0,5. Curvas de nivel variando de
0,1 a 0,6, com espacamento 0,1.
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Figura 9.18: Equacao de Burgers 2D: na parte superior, perfil em zy = 0 da solucao de
referéncia e da solugao adaptativa com € = 0,001. Esquema de referéncia usando esquema
WENO + RK3, malha uniforme com 2! x 2! células e T = 0,5 CFL = 0,5. Na parte
inferior, grafico do erro entre solugao adaptativa e solucao exata.
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Na Figura 9.19, apresentamos as malhas adaptativas das solucoes representadas pelas
curvas de nivel da Figura 9.17, a esquerda com ¢ = 0,1, ao centro com ¢ = 0,01 e a

direita, com € = 0,001.

Figura 9.19: Equacao de Burgers 2D: malhas adaptativas em T' = 0, 5 obtidas com € = 0, 1
(a esquerda), € = 0,01 (ao centro) e € = 0,001 (a direita). Esquema de referéncia usando
esquema WENO + RK3, malha uniforme com 2'° x 210 célulase CFL = 0,5em T = 0, 5.

A Figura 9.20 apresenta as curvas referentes a compressao, ao erro e ao ganho de
CPU. Neste caso, com o fluxo numérico WENO + RK3, computacionalmente mais caro
que o fluxo Roe + ENO + RK2, considerado na se¢ao anterior, o ganho em tempo de
CPU prevaleceu em todos os cenarios considerados, enquanto que a compressao e o erro

se mantiveram da mesma ordem. A Tabela 9.5 contém os dados relativos a Figura 9.20.

€ CPUypg (s) ganho erro (L)  compressao(%)
1,0 107! 131,7 25,9 1,38%1073 99,7
1,0 %102 371,3 9.2 3,52%1074 99,0
1,0 %103 792,9 4,3 6,98%10°° 96,8
1,0%107° 1205, 2 2,8 2,81%x107° 94,3
1,0%107° 1569, 7 2,1 6,37x10°°¢ 92,2
1,0x10°° 1919,9 1,7 1,97%107° 90,4

Tabela 9.5: Equacao de Burgers 2D: dados das solugoes FV e FV/MR em fungao do
nivel de resolucao. Esquema de WENO + RK3 com CFL = 0,5 e T = 0,5. Na malha
uniforme, C'PU, = 3418, 9.
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Figura 9.20: Equacao de Burgers 2D: compressao, erro e ganho de CPU no método MR,
em funcao do parametro de truncamento. Esquema de referéncia usando esquema WENO
+ RK3, malha uniforme com 2'° x 219 células, instante final T'= 0,5 e CFL = 0, 5.
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9.2.3 Equacao de Buckley-Leverett

Consideramos a equagao (9.5) em que a condigao de contorno é periddica e a condigao
inicial é (9.6).

Na Figura 9.21, apresentamos as curvas de nivel das solugoes numéricas deste pro-
blema. As curvas de nivel da solugao sobre as malhas uniforme e MR variam de 0,02
a 0,8. Em todos os casos, o intervalo é de 0,02 entre cada uma das curvas. No canto
superior esquerdo, a solucao de referéncia na malha uniforme. No canto superior direito,
a solucao com ¢ = 0,1. Na linha inferior, a esquerda, solucao com ¢ = 0,01 e a direita
solucao com e = 0,001.

Na Figura 9.22, apresentamos as malhas adaptativas das solucoes representadas pelas
curvas de nivel da Figura 9.21, para e = 0,1 e e = 0, 01, respectivamente. Apesar da alta
compressao, a malha com € = 0,001 é demasiadamente cheia para mostrarmos.

Na Figura 9.23, na parte superior, exibimos o corte da solucao da equacao de Buckley-
Leverett em zy = 0. Na parte inferior, plotamos a diferenca entre as curvas.

Na Figura 9.24, plotamos os graficos da compressao, do erro e do ganho de CPU. Neste
caso, 0 erro e a compressao se mantiveram como no caso do fluxo Roe + ENO + RK2. O
efeito de se usar um esquema com fluxo numérico computacionalmente mais caro melhora
o ganho de CPU somente para altas taxas de compressao.

A Tabela 9.6 contém os dados relativos a Figura 9.24.

€ CPUypg (s) ganho erro (L)  compressao(%)
1.0%10"1 382,1 11,4 7.07+10° 99,2
1,0 102 13429 3,2 2,08%10°3 97,5
1,0% 1073 4748, 6 0,9 8,47%1074 88,8
1,0%107° 9889, 6 0,4 1,46x107* 67,6
1,0%107° 14552, 2 0,3 1,84x%107° 30,3
1,0 106 16890,6 0,2 8,00%10° 5,6

Tabela 9.6: Equagao de Buckley-Leverett 2D: dados das solugdes FV e FV/MR em fungao
do nivel de resolucao. Esquema de WENO + RK3 com CFL =0,5eT = 0,5. Na malha
uniforme, CPU, = 4371, 7.
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Figura 9.21: Equagao de Buckley-Leverett 2D: curvas de nivel da solucao de referéncia,
solugao adaptativa com e = 0, 1(sup. dir.), e = 0,01(inf. esq.) e e = 0,001(inf. dir.).
Malha uniforme com 20 x 210 células e esquema WENO + RK3. Consideramos CFL =
0,5eT =0,5. Curvas de nivel variando de 0,02 a 0, 74, com espagamentoe 0, 02.
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Figura 9.22: Equacao de Buckley-Leverett 2D: malhas adaptativas com parametro de
truncamento € = 0, 1(esquerda) e € = 0,01(direita). Esquema WENO + RK3, instante
final T =0,5e CFL =0,5.
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Figura 9.23: Equagao de Buckley-Leverett 2D: na parte superior, perfil das solugoes em
xo = 0. Solucao de referéncia e solucao adaptativa com € = 0,001. Malha uniforme com
210 x 210 células. Esquema de WENO + RK3 com instante final 7= 0,5 e CFL = 0, 5.
Na parte inferior, grafico do erro entre solucao adaptativa e solucao exata.
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Figura 9.24: Equacao de Buckley-Leverett 2D: compressao, erro e ganho em funcao do
parametro de truncamento usando esquema de WENO + RK3. Malha uniforme com
210 % 210 células e € = 0, 1, inicialmente. Instante final 7= 0,5 e CFL = 0, 5.
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Capitulo 10

Conclusoes e Trabalhos Futuros

A proposta desta tese é a de apresentar novas metodologias de aproximacao em multies-
cala, baseadas em informagoes mapeadas em malhas diddicas, como uma alternativa ao
uso das tradicionais malhas 2¢-ddicas, para representacés de funcoes d—dimensionais e na
solugao numérica de problemas de valor inicial e de contorno para equagoes diferenciais.
Ao mesmo tempo em que propomos novas alternativas para essas representacoes, busca-
mos obter melhorias na eficiéncia computacional dos métodos, tanto na compressao de
dados como em ganhos de tempo de CPU.

A representacao de fungoes d—dimensionais usando esquemas baseados em malhas
diddicas oferece algumas vantagens sobre representacoes similares, baseadas em malhas
24-4dicas, veja Castro et al. [7]. Por exemplo, as malhas diddicas sao mais simples de
codificar pois, enquanto em uma malha 2%-4dica os nés nao folha possuem 2¢ filhos, em
uma malha diddica os ndés possuem apenas dois filhos, independente da dimensao do
dominio computacional. Além disso, o refinamento mais gradual das malhas diadicas
permite antecipar a conclusao do processo, principalmente para fungoes com um padrao
de singularidades alinhadas com os eixos coordenados.

Nesse sentido, propomos novos esquemas MR, de ordem arbitraria, para médias celu-
lares em malhas diadicas d-dimensionais. Um aspecto interessante desses esquemas, que
facilita sua implementagao, é que os operadores de previsao sao definidos em termos de

formulas unidimensionais, aplicadas na direcao em que o refinamento esté sendo efetuado.
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Motivados pelo desempenho dos esquemas MR em malhas diddicas, também explora-
mos as vantagens de se usar essas técnicas para derivar esquemas adaptativos de volumes
finitos para problemas de leis de conservagao, como alternativa aos conhecidos esquemas
FV/MR para malhas 2?—&dicas.

Um beneficio a ser destacado é a facilidade com que a implementacao dos esquemas
FV/MR para malhas diddicas é generalizada para dimensoes superiores, de forma quase
imediata, visto que nao ha necessidade de escrevermos um cédigo para cada dimensao
considerada. A forma como os algoritmos estao implementados também possibilita o uso
de esquemas para calculo do fluxo com ordem superior.

Quando o problema analisado possui estrutura localizada, o método FV /MR trabalha
com uma alta compressao de dados e mantém a diferenga entre as solugoes FV/MR
e FV sob controle, na ordem do parametro de truncamento. Com representagoes em
malhas adaptativas, que usam uma quantidade menor de células folha para representar
a solucao numérica, procura-se reduzir o volume de calculo de fluxos numéricos para
as integracoes no tempo. Nos experimentos realizados, mostramos ser possivel obter
significante ganho de tempo de CPU e de memdria utilizados no algoritmo FV/MR em
malhas diddicas, quando comparados com o esquema F'V de referéncia baseado na malha
uniforme do nivel mais refinado. Além disso, ao usarmos o fluxo numérico WENO+RKS3,
computacionalmente mais caro que o fluxo Roe+ENO+RK2, o ganho em tempo em CPU
aumenta.

Em resumo, as principais contribuicoes desta tese sao:

Definicao de esquemas MR e ordem arbitraria para médias celulares em malhas

diddicas d-dimensionais.

Formulacao de andlise de multirresolucao de espacos funcionais correspondentes.

Implementacao dos esquemas MR para médias celulares utilizando uma estrutura

de dados de arvore binéria.

Implementacao de esquemas adaptativos FV/MR, combinando os esquemas de MR
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para malhas diddicas com o método de volumes finitos, para simulacao de leis de
conservacao escalares, permitindo a implementacao de fluxos numéricos de alta or-

dem.

e Aplicagdo do método FV/MR na simulagao de problemas para as equagoes de ad-
veccao, Burges e Buckley-Leverett, em 1D e 2D, com analise de seu desempenho
em termos dos diferentes parametros de truncamento dos coeficientes wavelet e para

dois esquemas FV de referéncia.

Os resultados foram publicados em congressos internacionais [7, 8, 9] e em revista
especializada [10].
Em decorréncia dos estudos feitos nesta tese, visualizamos algumas melhorias que

podem ser feitas em trabalhos futuros. Dentre elas, consideramos as seguintes metas.
e Aplicacoes dos esquemas em problemas 3D;

e Implementagao de outros tipos de condigoes de contorno ( nao somente a condigao

periddica);

e Implementacao do método FV/MR para sistemas de equagoes diferenciais, usando

estrutura de arvore binaria;

e Implementacao do esquema FV/MR com previsdo exata para polinomios de grau

< 4 e fluxos WENO com r = 3.
e Aplicagoes de esquemas multinivel MR e de splines diadicos em computacao grafica;

e Comparacao com outras formas de estruturas de dados, como quad-trees, hash tables.
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