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Doutorado em Matemática Aplicada - Campinas - SP

Orientador: Prof. Dr. José Mario Mart́ınez Pérez
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À minha esposa Luciana por estar sempre ao meu lado me incentivando.
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que éramos.”

Martin Luther King

ix



x



Resumo

Neste trabalho estudamos inicialmente o problema da reconstrução 3D de uma protéına
dadas as distâncias entre pares de átomos de sua estrutura. Formulamos a situação como
um problema de otimização não linear com função objetivo cont́ınua no domı́nio de variáveis
e mostramos através de experimentos computacionais que a estrutura original da protéına é
recuperada mesmo quando admitimos conhecidas apenas um subconjunto de distâncias intra-
átomos. Em seguida, estudamos problema da representação de um conjunto de protéınas
comparadas em relação às suas estruturas tridimensionais. Propomos algumas formulações
para este problema onde as protéınas são representadas por objetos em espaços euclidianos
e elaboramos também um procedimento para classificar protéınas novas sem a necessidade
de realizar exaustivas comparações estruturais envolvendo as protéınas analisadas.

Palavras-chave: protéınas, modelos matemáticos, otimização matemática, programação
não linear, imagem tridimensional.
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Abstract

In this work we initially study the problem of reconstruct the 3D structure of a protein
given the distances between pairs of its atoms. We formulate this situation as a nonlinear
optimization problem with a continuous objective function over the domain of variables. We
show by computational experiments that the original protein structure is recovered even
when we do not use all the distances between its atoms. Next, we study the problem of
representing a set of proteins. The proteins are compared with respect to their 3D structures.
We propose some formulations to this problem, where the proteins are represented by objects
in euclidean spaces and we elaborate also a form of use these representations to classify new
proteins without perform many comparisons between the analyzed structures.

Keywords: proteins, mathematical models, mathematical optimization, nonlinear pro-
gramming, three-dimensional image.
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Notações utilizadas

• s = {sij ∈ R+ | 1 ≤ i < j ≤ n}: conjunto de escores resultantes da comparação de n
protéınas duas a duas,

• ∆ = {d̂ij ∈ R+ | 1 ≤ i < j ≤ n}: disparidades criadas a partir do conjunto s, que
deverão ser realizadas por objetos em um determinado espaço euclidiano,

• dij: distância euclidiana final entre os objetos i e j,

• 〈·, ·〉: produto interno euclidiano,

• ‖ · ‖: norma euclidiana,

• 1
T = (1, 1, . . . , 1)T : vetor cujas componentes são todas iguais a 1,

• diag(M): vetor com os elementos da diagonal principal de uma matriz quadrada M ,

• In: matriz identidade de ordem n.

• ⌈x⌉: número inteiro imediatamente superior ao número real x.

• |P |: cardinalidade do conjunto P .

• ∇f(x): gradiente da função f(x).

• 1 angstrom: equivale a 1× 10−10 m.

Outras notações, quando necessárias, serão introduzidas no decorrer do texto.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O problema de representar conjuntos de protéınas comparadas aparece na literatura de duas
formas diferentes. Na primeira, pesquisadores criam maneiras de representar semelhanças
entre pares de protéınas, identificando-as por pontos no plano ou no espaço de tal forma
que protéınas semelhantes fiquem próximas. Na segunda, criam-se bancos de dados com
informações sobre as comparações realizadas para que sejam utilizadas na classificação de
novas protéınas. Tanto em uma quanto em outra forma de representação, o resultado final
é um “mapa” que armazena semelhanças e diferenças entre as protéınas comparadas. A
utilidade do primeiro mapa consiste apenas em permitir uma visualização gráfica das seme-
lhanças entre as protéınas analisadas. Já o segundo mapa pode ser usado para agilizar o
processo de classificação de novas protéınas.

Neste caṕıtulo fazemos uma revisão dos trabalhos existentes na literatura sobre com-
paração e classificação de protéınas. Começamos definindo alguns conceitos básicos de biolo-
gia molecular que serão freqüentemente utilizados ao longo do texto. Em seguida, discutimos
técnicas empregadas na comparação de protéınas e apresentamos os principais pacotes com-
putacionais que realizam este tipo de tarefa. Analisamos também caracteŕısticas de algumas
bases de dados dispońıveis na rede que classificam protéınas de forma automática. Discuti-
mos brevemente as ferramentas matemáticas que estão por trás das técnicas de visualização
e, por fim, apresentamos nossa proposta de trabalho e mostramos como o texto está organi-
zado.

1.1 Protéınas

Protéınas são compostos orgânicos constitúıdos de aminoácidos que estão conectados entre
si por ligações pept́ıdicas formando uma cadeia. A estrutura de uma protéına “começa”
em um aminoácido (definido por convenção como aminoácido N-terminal) e “termina” no
aminoácido que está mais longe do primeiro em termos de sua posição na cadeia (aminoácido
C-terminal). Em geral, os aminoácidos são moléculas contendo os grupos funcionais amina
(NH2) e carboxila (COOH). A Figura 1.1 ilustra sua estrutura. Os grupos amina e carboxila
estão presos ao mesmo átomo de carbono, também conhecido como carbono alfa (Cα) e a
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letra G indica a presença de um substituinte orgânico (grupo de átomos preso ao carbono
Cα). Cada aminoácido dentro da cadeia é chamado reśıduo e é comumente representado
por uma letra maiúscula. Por exemplo, A, L e V são, respectivamente, siglas para Alanina,
Leucina e Valina.

H

H

N C

H

G

C

O

H

O

amina carboxila

Figura 1.1: Estrutura geral de um aminoácido.

O estudo da configuração tridimensional de uma protéına é fundamental para o conheci-
mento do papel que ela desempenha nos organismos e é tema constante de pesquisas [28, 38].
Para fins didáticos, é comum dividirmos a protéına em quatro estruturas:

• Primária: são as sequências de todos os aminoácidos que formam a protéına. A
estrutura primária é representada por uma sequência de letras maiúsculas que cor-
respondem aos aminoácidos. As letras são colocadas na mesma ordem em que os
aminoácidos ocorrem na cadeia da protéına analisada. Desta forma, podemos pensar
na estrutura primária de uma protéına como sendo uma palavra.

• Secundária: são as sequências de aminoácidos que se organizam no espaço tridimen-
sional em forma de hélices ou fitas.

• Terciária: é a disposição tridimensional de cada estrutura secundária, ou seja, a
posição e orientação espacial das hélices ou fitas.

• Quaternária: é o modo como estão conectadas no espaço várias moléculas de protéınas.

Várias protéınas já foram descobertas e muitas outras surgem a cada dia. Como a quan-
tidade de protéınas conhecidas é muito grande, faz-se necessária a criação de um banco
de dados para guardar e administrar todas as informações relevantes sobre cada uma de-
las. O banco de dados mais conhecido e utilizado por pesquisadores da área de bioqúımica
é o Protein Data Bank (PDB) (http://www.rcsb.org/pdb/) [12]. Nele estão arquivados
dados de 77 101 protéınas (última atualização do banco de dados: 08/11/2011). O site
permite aos usuários realizar buscas simples ou avançadas, baseadas em informações sobre
sequências de aminoácidos, estrutura tridimensional e funções de uma determinada protéına.
As moléculas podem ser visualizadas e vários tipos de arquivos podem ser baixados gratui-
tamente. Como exemplo, as Figuras 1.2 e 1.3 foram obtidas ao realizarmos uma busca
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no PDB pelo nome caspase-1. A Figura 1.2 mostra a configuração tridimensional (estru-
tura terciária) da molécula. Observe a presença de hélices e fitas em sua estrutura. Como
dissemos anteriormente, as sequências de aminoácidos que definem estas formas são as estru-
turas secundárias da protéına. A Figura 1.3 mostra um trecho da sequência de aminoácidos

Figura 1.2: Configuração 3D da molécula caspase-1.

(estrutura primária) de uma cadeia da molécula caspase-1. Cada aminoácido (reśıduo) é
representado por uma letra maiúscula. De acordo com esta figura, é posśıvel saber quais
aminoácidos formam hélices. Por exemplo, a sequência LEEAQR pertence à primeira hélice
(linha ondulada localizada na primeira fila de cima para baixo). Já as setas que apontam
para a direita indicam a presença de fitas. A primeira seta amarela (localizada na primeira
fila de cima para baixo) é uma fita formada pela sequência de aminoácidos LALIIC.

Figura 1.3: Trecho de uma sequência de aminoácidos da caspase-1.

Cada protéına cadastrada no PDB possui um único código de identificação (sigla). Este
código é composto por quatro caracteres: o primeiro caracter é sempre um número inteiro

3



no intervalo [1, 9] enquanto os três últimos podem ser números inteiros em [0, 9] ou letras.
Por exemplo, 1mbn, 2hhd e 9ins são, respectivamente, siglas para mioglobina, hemoglobina
humana e insulina. Essa regra permite a criação de 419 904 códigos distintos. As protéınas
cadastradas no PDB representam apenas 18% desse total. Como o PDB é constantemente
atualizado com protéınas novas, será preciso num futuro próximo redefinir a forma de iden-
tificação das estruturas depositadas neste banco de dados.

Além do PDB, outras bases de dados utilizadas por cientistas são SCOP (Structural
Classification of Proteins) [10, 71] e CATH (Class, Architecture, Topology and Homologous
superfamily) [18, 75]. Estas bases também possuem diversos recursos para que usuários
possam estudar as estruturas e funções das protéınas, além de ser posśıvel comparar uma
nova protéına com as protéınas da base de dados armazenada em cada servidor. Muitos
trabalhos na literatura são dedicados ao desenvolvimento de métodos para comparação e
classificação de protéınas. A seguir, faremos uma breve discussão desses métodos, destacando
algumas de suas caracteŕısticas.

1.2 Comparação e classificação de protéınas

Semelhanças entre protéınas são detectadas basicamente por meio de duas técnicas: alinha-
mento de sequências de aminoácidos e alinhamento de estruturas tridimensionais. Em ambos
os casos o grau de semelhança entre pares de protéınas comparadas é dado por um número
real não negativo denominado escore. Em geral, essas técnicas de comparação estabelecem
escores que são diretamente proporcionais às similaridades do par de protéınas analisado,
isto é, quanto maior é a semelhança entre duas protéınas, maior é o valor do escore corres-
pondente. É importante frisar que não há um padrão para determinar escores de conjuntos
de protéınas, ou seja, existem na literatura diferentes modos para estabelecer o valor de um
escore.

A técnica do alinhamento de sequências de aminoácidos (estruturas primárias) consiste
em comparar trechos de protéınas distintas para tentar identificar aminoácidos que se repe-
tem. Considere, como exemplo, as duas sequências de letras indicadas na Figura 1.4. Neste
caso, a semelhança é diretamente proporcional ao número de aminoácidos que ocupam a
mesma posição em ambas as sequências analisadas (letras em destaque).

seq. 1: F T F T AL I LLAV AV

seq. 2: F S S T ALS LLA S AV

Figura 1.4: Alinhamento de estruturas primárias.

São raros os casos de sequências de letras que podem ser comparadas por inspeção. Por
essa razão, existem algoritmos eficientes para tratar o problema computacionalmente. Entre
os algoritmos mais conhecidos para realizar este tipo de tarefa estão BLAST [4], CLUSTAL
[40, 58] e FASTA [77]. BLAST emprega uma estratégia que, inicialmente, verifica a existência
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de pequenos trechos de letras que se repetem entre duas sequências de aminoácidos. Somente
depois desse processo, o algoritmo inicia a etapa de alinhamento. BLAST é baseado no tra-
balho de T. S. Smith e M. S. Waterman [84] e mais detalhes sobre o seu funcionamento podem
ser encontrados em [29]. O programa CLUSTAL permite o alinhamento de várias sequências
de aminoácidos de diferentes protéınas ao mesmo tempo. Ele constrói uma árvore a partir
de uma matriz de escores obtida pelo alinhamento sequencial de pares de protéınas. Por fim,
esta árvore é utilizada para a obtenção dos alinhamentos múltiplos. O programa FASTA,
também baseado em [84], encontra regiões de semelhança entre sequências de aminoácidos
ou identifica duplicações locais dentro de uma sequência isolada. Independentemente das
particularidades de cada algoritmo, todos empregam heuŕısticas na determinação dos ali-
nhamentos.

O alinhamento de estruturas tridimensionais das protéınas também é um campo de in-
tensa pesquisa. A cada ano cresce o número de novos métodos que utilizam diferentes
representações para as protéınas, novas maneiras de medir escores são criadas e diferen-
tes estratégias de otimização são empregadas. De acordo com H. Hasegawa e L. Holm em
[38], existe uma forte tradição na obtenção de alinhamentos tridimensionais através da so-
breposição ŕıgida de moléculas, ou seja, as protéınas a serem alinhadas são tratadas como
corpos ŕıgidos. Assim, para medir o grau de semelhança entre duas estruturas no espaço, é
necessário aplicar a uma delas um movimento ŕıgido, de forma que as estruturas finais fiquem
sobrepostas. Na realização dessa tarefa, as protéınas são representadas pelas coordenadas
tridimensionais de seus átomos. Em particular, elas podem ser representadas de maneira
simplificada pelas coordenadas dos átomos de carbono alfa (Cα), como ilustra a Figura 1.5.
Esta representação preserva as principais caracteŕısticas do arranjo espacial dos aminoácidos
na estrutura da protéına. Entre os principais métodos de alinhamento que seguem esta

1
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3

4

B

A

Figura 1.5: Protéınas representadas pelos átomos Cα.

metodologia estão SSM [53], MAMMOTH [76] e LOVOALIGN [7, 8, 9, 35, 70]. Outros
métodos como DALI [41], TOPOFIT [63] e FAST [97] trabalham com mapas de contato,
grafos e matrizes de distâncias. Em particular, o software LOVOALIGN é o único entre os
métodos citados acima que não emprega heuŕısticas para realizar um alinhamento 3D. Os
alinhamentos em LOVOALIGN são obtidos via algoritmos de otimização cont́ınua.
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A ação t́ıpica de um pesquisador que se depara com uma nova protéına é querer compará-
la com as protéınas depositadas no PDB. Esta tarefa tem como objetivo conhecer todas as
protéınas da base de dados que são parecidas com a protéına nova em termos de sequências
de aminoácidos ou estruturas tridimensionais. Como o PDB possui 77 101 protéınas cadas-
tradas, a classificação manual torna-se imposśıvel de ser realizada. Com o intuito de automa-
tizar este trabalho, surgem programas capazes de estabelecer classificações entre protéınas.
Alguns programas utilizam estratégias que comparam uma protéına com todas as protéınas
de uma base pré-definida. Entre eles estão YAKUSA [15], GANGSTA+ [36], MATRAS
[49], SSM [53], TOPOFIT [63], TOPS++FATCAT [90]. Já os pacotes VOROMETRIC [79]
e DALILITE [42] possuem uma base formada por protéınas cujas relações de semelhança
duas a duas são conhecidas. Assim, uma protéına nova pode ser comparada com apenas um
subconjunto de protéınas desta base, sem que seja necessário investigar todas as protéınas
dispońıveis. Este tipo de comparação só é posśıvel porque os programas utilizam eficientes
algoritmos de busca em árvores de dados para obter rapidamente os resultados [39, 88].

1.3 Visualização de semelhanças entre protéınas

Suponha que n protéınas foram comparadas duas a duas por algum método de alinhamento
e um conjunto de escores s = {sij ∈ R+ | 1 ≤ i < j ≤ n} foi gerado. Mais adiante daremos
detalhes de como estes escores podem ser gerados. Vários trabalhos existentes na literatura
são dedicados ao estudo de métodos para visualizar os resultados das comparações entre
protéınas. Um dos métodos de maior popularidade é denominado Ajuste Multidimensional
(do inglês Multidimensional Scaling) [14, 21, 54, 55, 56]. Neste método, um conjunto de n
objetos comparados é representado por pontos em um espaço de dimensão pequena, preferen-
cialmente R

2 ou R
3, de tal forma que pontos próximos correspondam a objetos semelhantes.

A cada par de objetos é atribúıdo um número d̂ij ≥ 0 que mede o grau de discrepância entre

eles, isto é, quanto maior for o valor de d̂ij, maior será a diferença entre os objetos i e j.
Dessa forma, o problema consiste em alocar os pontos no espaço e fazer com que as distâncias
euclidianas dij entre pares de pontos sejam tão próximas quanto posśıvel dos valores d̂ij, isto

é, dij ≈ d̂ij, para todo i 6= j. No caso que estamos tratando, os objetos são protéınas e os

valores d̂ij são criados para que sejam inversamente proporcionais aos escores sij.

O problema clássico do ajuste de distâncias entre objetos parte da hipótese de que o
conjunto ∆ = {d̂ij ∈ R+ | 1 ≤ i < j ≤ n} é realizável por pontos em algum espaço R

m.
Quando essa hipótese é verdadeira, as coordenadas dos pontos que representam os objetos
podem ser obtidas analiticamente [20, 27, 33, 34]. Porém, na maioria das aplicações, d̂ij

não é necessariamente uma distância entre pontos, pois seu valor pode indicar apenas quão
parecidos ou diferentes são dois objetos i e j. Em situações como esta, o problema pode
ser formulado como um problema de otimização não linear cuja função objetivo minimiza a
soma dos quadrados das diferenças entre dij e d̂ij. Algumas condições podem ser adicionadas
a esta formulação para melhorar a qualidade da solução obtida. Uma delas consiste em pedir

6



que a ordem dos elementos do conjunto ∆ seja preservada na solução final, ou seja,

se d̂ij ≤ d̂kℓ então dij ≤ dkℓ.

Alguns autores trabalharam na visualização de semelhanças entre famı́lias de protéınas
empregando o modelo clássico, como é o caso dos trabalhos de D. Agrafiotis et al [1] e
J. Hou et al [44, 45, 82, 83]. Em [1], os autores propõem um algoritmo que combina técnicas
de ajuste de distâncias entre pontos com redes neurais. Já nos trabalhos [44, 45, 82, 83],
é proposta uma maneira de medir distâncias entre pares de protéınas comparadas baseada
nos ângulos de torção de suas estruturas 3D. Então, uma representação em R

3 é constrúıda
para uma famı́lia de protéınas retiradas da base SCOP. Há ainda trabalhos que investem em
modelos bidimensionais sem que distâncias entre pontos sejam ajustadas efetivamente. Em
[37] um problema de otimização sem restrições é constrúıdo com o objetivo de minimizar o
produto escalar entre dois vetores. As coordenadas de um vetor são números que medem o
grau de semelhança entre pares de um conjunto de protéınas e o outro vetor tem coordenadas
dadas por

γe(−τ‖xi−xj‖/2)2 ,

onde xi, xj são pontos no plano e γ, τ são constantes. Assim, ao minimizar o produto esca-
lar as exponenciais presentes na função objetivo asseguram que protéınas parecidas fiquem
próximas na configuração final. No trabalho [30] os autores propõem um problema de oti-
mização cujas variáveis são as entradas de uma matriz que deve ser semi-definida positiva.
Assim, técnicas de programação semi-definida são empregadas na resolução do problema.

1.4 Escore Structal e rotina LOVOALIGN

Os modelos que propomos neste trabalho têm como ponto de partida um conjunto de
protéınas comparadas em relação às suas estruturas tridimensionais. Para avaliar o grau
de semelhança entre os pares de protéınas que aparecem ao longo do texto, adotamos o
escore Structal [51, 87]. Sejam

A = {a1, a2, . . . , anA
} e B = {b1, b2, . . . , bnB

}

duas protéınas com nA e nB átomos, respectivamente, onde cada átomo é representado por
suas coordenadas tridimensionais. Por exemplo, na protéına A temos que ai ∈ R

3 para todo
i = 1, 2, . . . , nA. Uma subcadeia de uma protéına é um subconjunto de átomos arranjados
de acordo com a ordem em que aparecem em sua estrutura. Por exemplo, uma subcadeia
em A de comprimento k pode ser denotada por

QA = {ai1 , ai2 , . . . , aik}, onde 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ nA.

Dizemos que esta subcadeia possui um intervalo se existirem dois ı́ndices consecutivos iℓ e
iℓ+1 tais que iℓ+1 < iℓ+1. Sejam QA e QB duas subcadeias com comprimento k das protéınas
A e B, respectivamente. Uma correspondência (ou bijeção) entre QA e QB associa pares de
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átomos das duas protéınas que ocupam a mesma posição nas respectivas subcadeias. Nesse
sentido, o escore Structal entre QA e QB é definido por

sAB =
k∑

ℓ=1

20

1 + ‖aiℓ − bjℓ
‖2/5 − 10 ng, (1.1)

onde ng é o número de intervalos presentes na correspondência.
A comparação estrutural entre as protéınas A e B se dá pela procura de subcadeias QA

e QB que sejam semelhantes e tenham o maior comprimento posśıvel. Isto significa que
devemos procurar por uma bijeção entre os átomos das protéınas que maximize o valor do
escore Structal (1.1). De acordo com a fórmula (1.1), se A e B possuem estruturas idênticas
‖aiℓ − bjℓ

‖ = 0 para todos os ı́ndices iℓ, jℓ presentes na bijeção e ng = 0. Consequentemente,
o escore entre as protéınas será sAB = 20nA. Se A e B diferem em trechos de suas estruturas,
teremos sAB ∈ (0, 20 min{nA, nB}]. Em qualquer dos casos anteriores, se dividirmos sAB pelo
número de átomos da menor protéına do par comparado, obteremos um número no intervalo
(0, 20]. Ao longo do texto, nos referiremos a este número como escore Structal normalizado.

O método Structal para alinhamento estrutural de protéınas consiste em maximizar o
escore Structal (1.1) [52, 87]. Para isso, cada protéına é representada pelas coordenadas 3D
de seus átomos de carbono alfa (Cα) e os seguintes passos são aplicados iterativamente:

1. Dada uma orientação espacial para duas estruturas, obter, via programação dinâmica,
a correspondência (bijeção) que maximiza o escore (1.1).

2. Dada a correspondência entre os átomos do par de estruturas, obter uma transformação
de corpo ŕıgido através da solução de um problema Procrustes.

A estratégia de programação dinâmica utilizada no passo 1 é o melhor procedimento para ob-
ter a bijeção que maximiza o escore Structal [72]. No entanto, esta técnica requer um número
de operações que cresce quadraticamente com o número de átomos do par de protéınas en-
volvido [16]. O problema Procrustes no passo 2 consiste em encontrar uma transformação de
corpo ŕıgido que sobreponha as estruturas do par de protéınas analisado. Esta transformação
é determinada através da minimização de um desvio conhecido na literatura por RMSD (do
inglês root mean square deviation) [32, 48, 50].

Mart́ınez et al. [70] perceberam algumas situações em que o método Structal converge
para alinhamentos que não maximizam o escore (1.1) ou oscila entre dois alinhamentos
distintos. Para contornar essas dificuldades, os autores propuseram substituir o problema
Procrustes pela resolução de um problema de otimização do menor valor ordenado [9, 69].
Como resultado dessa pesquisa surgiu a rotina LOVOALIGN para comparação estrutural de
protéınas [7, 8]. Esta rotina, escrita em Fortran 77, está dispońıvel para download gratuito
em www.ime.unicamp.br/~martinez/lovalign.

Em todos os modelos para a construção de mapas que apresentaremos ao longo do
texto, utilizaremos LOVOALIGN para obter os escores Structal dos conjuntos de protéınas.
Em alguns modelos utilizaremos estes escores para estabelecer discrepâncias entre pares de

8



protéınas i e j, isto é, criaremos números reais d̂ij não negativos inversamente proporcio-
nais aos valores sij. Então, representaremos as protéınas por objetos em um espaço R

m de
tal forma que as distâncias entre pares desses objetos sejam aproximadamente iguais aos
números d̂ij. Já em outros modelos, identificaremos cada protéına por um vetor em R

m e
empregaremos os escores Structal normalizados para ajustar produtos escalares entre pa-
res desses vetores. A seguir, mostramos como nosso trabalho está organizado, descrevendo
resumidamente o conteúdo de cada caṕıtulo.

1.5 Organização do trabalho

De acordo com o que expusemos anteriormente, podemos pensar em um “mapa de protéınas”
como sendo uma base de dados que permite aos usuários comparar e classificar rapidamente
uma nova protéına baseados em informações pré-estabelecidas, ou como sendo uma confi-
guração de pontos em R

2 ou R
3 que corresponde a uma famı́lia de protéınas comparadas.

No primeiro caso, a base de dados deve ser constrúıda a partir de um conjunto de protéınas
comparadas duas a duas e essas informações são usadas para que critérios rápidos de com-
paração sejam desenvolvidos. No segundo caso, os escores das comparações são utilizados
para estabelecer discrepâncias entre pontos que representam as protéınas. Então, o conjunto
de pontos é distribúıdo no plano ou no espaço de tal forma que as discrepâncias estipuladas
sejam realizadas. A solução desse problema é um “mapa visual” que permite a identificação
de protéınas parecidas.

Nosso objetivo neste trabalho é construir, via procedimentos de otimização cont́ınua,
uma representação (mapa) para conjuntos de protéınas comparadas. Pretendemos utilizar
essa representação para classificar uma nova protéına sem precisar compará-la com todas as
protéınas representadas. E, uma vez classificada, a nova protéına será inclúıda ao mapa e
deverá ficar próxima das protéınas que com ela se parecem.

Os problemas que formulamos e resolvemos nesta pesquisa possuem a forma geral:

min f(x)

s. a ℓ ≤ x ≤ u,
(1.2)

onde f : R
n −→ R é uma função cont́ınua, x, ℓ e u são vetores em R

n. Para resolver (1.2)
utilizamos rotinas de otimização numérica [22, 68, 74]. Realizamos diversos experimentos
computacionais com os modelos propostos. Em alguns modelos, os resultados obtidos nos
testes não foram satisfatórios e, por essa razão, foram logo descartados. Em outros, obtive-
mos sucesso relativo e isto nos incentivou a investigá-los mais a fundo.

Nosso trabalho está dividido do seguinte modo: no Caṕıtulo 2 estudamos inicialmente
o problema do ajuste de distâncias entre pares de pontos. Como aplicação deste problema,
investigamos a tarefa de reconstruir a estrutura tridimensional de uma protéına dadas as
distâncias entre seus átomos. Mostramos por meio de um teorema quais são as condições
necessárias e suficientes para que um conjunto de números reais positivos sejam distâncias
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euclidianas entre pares de pontos em um determinado espaço. Através de exemplos, discu-
timos as dificuldades de utilizar este modelo para construir representações de conjuntos de
protéınas comparadas. Em seguida, propomos algumas modificações do problema na tenta-
tiva de obter melhores resultados. Formulamos situações em que protéınas comparadas são
representadas por ćırculos, segmentos de reta e poligonais formadas por dois segmentos. Fa-
zemos experimentos numéricos com cada formulação e discutimos as principais dificuldades
observadas.

No Caṕıtulo 3 abandonamos a meta de ajustar distâncias e passamos a investigar o ajuste
de escores. Nos modelos que apresentamos neste caṕıtulo, as protéınas são representadas por
vetores em um determinado espaço euclidiano R

m e nossa tarefa consiste em ajustar produtos
escalares e escores. Mostramos, neste caso, que o problema sempre possui solução qualquer
que seja o número de protéınas utilizado. Realizamos vários experimentos numéricos com
as formulações propostas e discutimos os resultados obtidos. Uma das formulações mostrou-
se mais promissora nos experimentos e, por essa razão, foi escolhida para ser utilizada nas
tarefas de construção de mapas e inclusão de novas protéınas em mapas. Neste caṕıtulo
elaboramos também um procedimento para localizar em um conjunto de protéınas com-
paradas um subconjunto de protéınas que sejam semelhantes a uma protéına nova. Este
procedimento visa evitar a comparação da protéına nova com todas as protéınas do con-
junto, minimizando desta maneira o esforço computacional. Fizemos testes para validar esta
estratégia e analisamos os resultados obtidos.

No Caṕıtulo 4 apresentamos um modelo de construção de mapas de protéınas baseado
na teoria da otimização do menor valor ordenado. Utilizando esta mesma teoria, propomos
também um modelo para incluir novas protéınas em mapas. Realizamos experimentos com-
putacionais para validar os modelos e obtivemos resultados bastante razoáveis. Por fim, no
Caṕıtulo 5 conclúımos o trabalho e apresentamos as referências bibliográficas utilizadas em
nossa pesquisa.
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Caṕıtulo 2

Problemas de distâncias euclidianas

O problema do ajuste de distâncias entre pontos é estudado desde as primeiras décadas do
século XX [81]. Admitindo-se conhecidas as distâncias entre pares de um conjunto de n pon-
tos, a tarefa de ajustá-las consiste em encontrar as coordenadas dos pontos em um espaço
euclidiano R

m de tal forma que as distâncias entre os pontos no espaço realizem as distâncias
dadas. Este problema aparece em diversas áreas do conhecimento, como por exemplo, psi-
cologia [14, 56], engenharias [85, 93, 94, 95] e qúımica [31, 59, 60, 61, 64, 65, 66, 92]. No
primeiro caso, o conjunto de pontos pode representar um grupo de pessoas de determinada
cidade ou região e as distâncias podem medir uma caracteŕıstica presente nos indiv́ıduos
analisados. Assim, dois pontos próximos em uma representação correspondem a pessoas que
compartilham da mesma caracteŕıstica. No segundo caso, os pontos podem ser considera-
dos como as posições em que torres de transmissão de sinais devem ser erguidas de modo
que as distâncias entre elas respeitem valores pré-estabelecidos. E por fim, um problema
muito conhecido em qúımica é o problema da geometria de distâncias moleculares que con-
siste em determinar a configuração de uma molécula no espaço tridimensional, conhecidas
as distâncias entre seus átomos.

Nos exemplos citados acima, as distâncias entre pontos devem ser euclidianas, ou seja,
se xi, xj são pontos em R

m, a distância entre eles é dada por:

dij =

[
m∑

k=1

(xi
k − xj

k)
2

] 1

2

. (2.1)

Uma pergunta natural que surge diante destes exemplos é a seguinte: dado um conjunto
∆ = {d̂ij ∈ R+ | 1 ≤ i < j ≤ n} com N = n(n − 1)/2 números reais não negativos, é
sempre posśıvel encontrar uma configuração de pontos em um determinado espaço tal que
as distâncias euclidianas entre pares desses pontos sejam dadas pelos elementos de ∆? Pro-
blemas que tratam dessa questão são chamados problemas de distância euclidiana. A seguir,
estudaremos algumas propriedades desses problemas e veremos uma condição necessária e
suficiente para que a pergunta acima tenha resposta positiva. Em seguida, apresentaremos
os modelos que propusemos para realizar distâncias entre protéınas comparadas de um con-
junto, discutiremos os resultados computacionais obtidos e os prós e contras de cada modelo.
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2.1 Matrizes de distâncias euclidianas

Definição 2.1 Uma matriz D = [dij] ∈ R
n×n é chamada Matriz de Distâncias Euclidianas

se existem n pontos x1, x2, . . . , xn ∈ R
m, com m ≤ n− 1, tais que

‖xi − xj‖ = dij, para todo 1 ≤ i < j ≤ n.

Deste modo, o conjunto {x1, x2, . . . , xn} é dito ser uma realização em R
m da matriz D.

Fica claro pela definição acima que se D é uma matriz de distâncias euclidianas, então D
é simétrica com diagonal nula, isto é, dii = 0, i = 1, . . . , n. O conjunto de matrizes de
distâncias euclidianas de ordem n é comumente denotado por EDM(n) (sigla para Euclidean

Distance Matrices of Order n). Assim, dada uma matriz simétrica D̂ de ordem n com
entradas não negativas e diagonal nula, estamos interessados em saber que condições devem
ser cumpridas para que esta matriz pertença ao conjunto EDM(n). O teorema abaixo, devido
a Schoenberg [81], estabelece um critério de verificação:

Teorema 2.1 Seja D̂ = [d̂ij] ∈ R
n×n uma matriz simétrica com entradas não negativas e

diagonal nula. Sejam também M ∈ R
n×n e V ∈ R

n×(n−1) tais que

M = [(d̂ij)
2] e V =

[
−1T

In−1

]
. (2.2)

Então, D̂ é uma matriz de distâncias euclidianas se, e somente se,

V TMV ≤ 0. (2.3)

Prova: Vamos mostrar primeiramente que a condição é necessária. Suponha D̂ ∈ EDM(n).
Então, existem n pontos x1, x2, . . . , xn em R

m, m ≤ (n− 1), tais que

‖xi − xj‖ = d̂ij, ∀ i, j. (2.4)

Elevando ambos os lados de (2.4) ao quadrado, segue que

‖xi − xj‖2 = ‖xi‖2 + ‖xj‖2 − 2〈xi, xj〉 = (d̂ij)
2. (2.5)

Seja X ∈ R
m×n tal que a j-ésima coluna contém as coordenadas de xj. Então, considerando

a relação (2.5), podemos reescrever M da seguinte forma:

M = diag(XTX) 1
T + 1 diag(XTX)T − 2XTX, (2.6)

onde 1 e diag(XTX) são vetores em R
n. Logo, usando (2.6) e o fato de que

V T
1 = 0,
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obtemos

V TMV = −2V TXTXV = −2(XV )T (XV ) ≤ 0. (2.7)

Provemos agora que a condição é suficiente. Suponha que V TMV ≤ 0. Então, segue que
−V TMV ≥ 0 e, como esta matriz admite decomposição espectral, podemos escrever

−V TMV = QΛQT =⇒ −1

2
V TMV =

(
1√
2
QΛ1/2

)(
1√
2
Λ1/2QT

)
= XXT , (2.8)

onde X ∈ R
(n−1)×(n−1) e posto(X) = m ≤ n − 1. Denotando as linhas da matriz X por

x2, x3, . . . , xn ∈ R
n−1, da igualdade de matrizes em (2.8) obtemos

(d̂1i)
2 = ‖xi‖2, i = 2, . . . , n,

(d̂1i)
2 + (d̂1j)

2 − (d̂ij)
2 = ‖xi‖2 + ‖xj‖2 − ‖xi − xj‖2, i 6= j.

(2.9)

Logo, de (2.9) conclúımos que:

‖xi‖ = d̂1i para i = j e ‖xi − xj‖ = d̂ij para i 6= j, (2.10)

onde 2 ≤ i < j ≤ n. Assim, de acordo com (2.10), o ponto x1 = 0 (origem do sistema de
coordenadas) juntamente com os pontos x2, x3, . . . , xn formam uma realização para a matriz

D̂. Portanto, D̂ ∈ EDM(n).

A condição suficiente dada pelo Teorema 2.1 garante a realização de n pontos em um
espaço euclidiano de dimensão no máximo igual a n − 1. Além disso, as coordenadas dos
pontos encontrados não são únicas. De fato, qualquer configuração {x̃1, . . . , x̃n} obtida de

{x1, . . . , xn} por um movimento ŕıgido, também será uma realização para a matriz D̂. A
seguir, ilustraremos o teorema através de dois exemplos.

Exemplo 1: Considere a tarefa de alocar quatro pontos em R
3 cujas distâncias dois

a dois são dadas pelas entradas da matriz

D̂ =





0
√

2
√

2 1√
2 0

√
2 1√

2
√

2 0 1

1 1 1 0




. (2.11)

Neste exemplo

−1

2
V TMV =





2 1 1

1 2 1

1 1 1



 ≥ 0. (2.12)
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Decompondo (2.12) da mesma forma que em (2.8), obtemos

X =





−1.21313 −1.21313 −0.88807

−0.70711 0.70711 0

−0.16826 −0.16826 0.45970



 . (2.13)

Portanto, as colunas de X juntamente com o vetor nulo formam uma configuração
em R

3 que realiza as distâncias d̂ij dadas pelas entradas da matriz (2.11). A Figura
2.1 mostra a disposição espacial dos pontos com relação ao sistema de coordenadas
canônico de R

3. Nesta figura temos

x1 = (0, 0, 0)T ,

x2 = (−1.21313,−0.70711,−0.16826)T ,

x3 = (−1.21313, 0.70711,−0.16826)T ,

x4 = (−0.88807, 0, 0.45970)T .

(2.14)

Notemos que a configuração encontrada não é única. De fato, x̃1 = (0, 0, 1)T ,

x̃2 = (1, 0, 0)T , x̃3 = (0, 0, 1)T e x̃4 = (0, 0, 0)T formam outra realização para D̂.

x
y

z

x1 x3

x4

x2

Figura 2.1: Uma configuração de pontos que realiza as distâncias de D̂.

Exemplo 2: Considere agora o problema de colocar três pontos em R
2, de forma que

as distâncias entre pares desses pontos sejam dadas pela matriz

D̂ =





0 0.1 0.1

0.1 0 10.2

0.1 10.2 0



 . (2.15)
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A matriz

−1

2
V TMV =

(
−0.01 52.01

52.01 −0.01

)
(2.16)

não é semi-definida positiva pois um de seus autovalores é negativo. Portanto, pelo
Teorema 2.1, não é posśıvel determinar uma configuração de três pontos no plano tal
que as distâncias de (2.15) sejam realizadas.

Na prática, verificar se D̂ ∈ EDM(n) não é tarefa fácil, sobretudo se a quantidade de
pontos considerada é grande. O número de operações necessárias para verificar se uma
matriz pertence a EDM(n) é da ordem de n3 [46]. Com efeito, a construção da matriz
V TMV requer n operações e, a propriedade de positivo-definição é verificada via fatoração
de Cholesky, que é da ordem de n3/3 operações. J. B. Saxe mostra em [80] que o problema de
alocar pontos em um espaço euclidiano n-dimensional é fortemente NP-dif́ıcil. J. Dattorro
elaborou uma rotina para verificar se uma matriz D̂ simétrica, com diagonal nula e entradas
não negativas, é uma matriz de distâncias euclidianas. A rotina, denominada isedm, pode
ser obtida gratuitamente em http://www.convexoptimization.com/wikimization.

Antes de apresentarmos os modelos que propusemos para a construção de mapas de
protéınas comparadas, faremos um breve estudo sobre o Problema da Geometria de Distâncias
Moleculares, destacando algumas contribuições existentes na literatura. Também apresen-
tamos e discutimos alguns experimentos que fizemos na tentativa de resolver o problema
utilizando a rotina de otimização numérica GENCAN [13].

2.2 O problema da geometria de distâncias moleculares

Suponha uma molécula com n átomos. O problema da geometria de distâncias moleculares
consiste em recuperar a estrutura tridimensional desta molécula a partir do conjunto de
distâncias d̂ij entre seus pares de átomos. Ou seja, precisamos determinar uma configuração

de n pontos {x1, x2, . . . , xn} ⊂ R
3 tais que ‖xi − xj‖ = d̂ij para todo 1 ≤ i < j ≤ n. Se

todas as distâncias d̂ij são conhecidas exatamente, o Teorema 2.1 nos garante que existe
uma configuração de pontos que as realiza. Em particular, Q. Dong e Z. Wu constróem
em [25] um algoritmo que resolve o problema em tempo linear quando todas as distâncias
intra-átomos são conhecidas exatamente. No entanto, em situações práticas, apenas um
subconjunto de distâncias intra-átomos é conhecida. Nestes casos, o problema então passa
a ser o de completar o conjunto de distâncias, determinando as distâncias desconhecidas, e
encontrar uma configuração de pontos que realize todas as distâncias.

Na literatura existem basicamente duas maneiras distintas de tratar o problema numeri-
camente. Na primeira delas, pesquisadores formulam um problema de otimização não linear
e empregam métodos cont́ınuos para obterem uma solução aproximada [3, 31, 89]. Na se-
gunda, o problema é resolvido usando técnicas de otimização discreta e teoria de grafos
[59, 60, 61, 62, 64].
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Nesta seção utilizamos a rotina de otimização numérica GENCAN para realizar alguns
experimentos com o problema

min
∑

i,j

(‖xi − xj‖ − d̂ij)
2

s. a xi ∈ R
3, i = 1, 2, . . . , n.

(2.17)

Notemos que as variáveis do problema (2.17) são as coordenadas dos pontos xi ∈ R
3 e a

função objetivo não é diferenciável em configurações de pontos tais que xi = xj para algum
i e j. No entanto, como estamos interessados em realizar distâncias d̂ij sempre maiores
que zero, não corremos o risco de obter configurações com pontos coincidentes e enfrentar
problemas numéricos com a aplicação de um algoritmo de minimização que requer derivadas
primeiras anaĺıticas. Esta afirmação foi demonstrada por Jan De Leeuw em [23].

Nos experimentos que vamos apresentar mais adiante, as soluções obtidas por GENCAN
para o problema (2.17) foram comparadas com a estrutura verdadeira da molécula analisada.
Esta comparação foi feita da seguinte forma: dadas a configuração original de átomos e
uma solução numérica de (2.17), determinamos um movimento ŕıgido que sobrepõe as duas
estruturas de maneira ótima, ou seja, mantendo fixa uma das estruturas, o movimento é
aplicado à outra estrutura na tentativa de fazer com que elas coincidam exatamente. O
problema de encontrar este movimento ŕıgido é conhecido na literatura como Procrustes ou
RMSD (do inglês Root Mean Square Deviation) [32, 50] e é descrito a seguir.

Sejam M0 e M1 matrizes em R
n×p, o problema Procrustes consiste em determinar uma

matriz ortogonal Q ∈ R
p×p que minimiza a função

g(Q) = ‖M0 −M1Q‖F , (2.18)

onde ‖ · ‖F é a norma de Frobenius para matrizes. No caso em que estamos trabalhando, n
é o número de átomos e p = 3 é a dimensão do espaço euclidiano. A matriz ortogonal Q∗

que minimiza (2.18) pode ser determinada analiticamente. G. Golub e C. Van Loan em [32]
utilizam uma decomposição em valores singulares para determinar Q∗. Já S. Kearsley em
[50] emprega quatérnios unitários para encontrar Q∗. A diferença entre as duas formas de
resolução do problema Procrustes está no fato de que a decomposição em valores singulares
não garante que a matriz ortogonal Q∗ seja uma matriz de rotação. Há casos em que Q∗ pode
ser uma matriz de reflexão (det(Q∗) = −1). O mesmo não ocorre na formulação proposta por
Kearsley pois quatérnios unitários são usados para descrever rotações. Neste caso, a matriz
Q∗ terá sempre determinante igual a 1, sendo portanto uma matriz de rotação. Mais detalhes
sobre quatérnios e rotações podem ser encontrados nas referências [19, 43, 57, 67]. Nos
experimentos que apresentamos a seguir, investigamos se as soluções obtidas por GENCAN
para o problema (2.17) diferem da configuração original por um movimento de rotação ou
reflexão. Para isso, resolvemos o problema Procrustes usando as duas formulações descritas
acima: via decomposição em valores singulares e via quatérnios unitários.
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2.2.1 Primeiros experimentos numéricos

Para realizar os experimentos com o problema (2.17), retiramos seis protéınas do Protein
Data Bank e tomamos somente as coordenadas dos carbonos alfa (Cα) presentes em cada
estrutura. A sigla de cada protéına e o número de átomos Cα considerados estão indicados
na Tabela 2.1. Propusemos quatro baterias de testes cujos detalhes são discutidos a seguir.
Os experimentos foram rodados em um computador Apple com as seguintes caracteŕısticas:
sistema operacional MAC OS X 10.5, processador Intel Core 2 Duo com 2.4GHz e 2GB de
memória.

Protéına nCα

1AMU 509

1OOH 126

2O12 407

3RAT 124

6PAX 133

1lmO 3535

Tabela 2.1: Protéınas utilizadas nos experimentos.

Primeira bateria de testes

Neste primeiro conjunto de experimentos, admitimos conhecidas todas as distâncias d̂ij entre
os pares de átomos Cα. Tomando as cinco primeiras protéınas da Tabela 2.1, rodamos cada
problema 20 vezes, partindo de um ponto inicial gerado aleatoriamente, e apresentamos na
Tabela 2.2 somente os testes em que GENCAN obteve o menor valor de função. As colunas
da Tabela 2.2 obedecem a seguinte legenda: ndist é o número total de distâncias entre pares
de átomos, nvar é o número de variáveis do problema, iter e avalf são, respectivamente, o
total de iterações e avaliações de função realizadas, f(x∗) é o valor final de função e t(s) é
o tempo medido em segundos. A coluna rotação indica a quantidade de rodadas em que
GENCAN obteve uma solução que difere da configuração original por um movimento ŕıgido
cuja matriz ortogonal é de rotação. Já a coluna reflexão, indica o total de rodadas em que
a solução numérica difere da configuração original por um movimento ŕıgido onde a matriz
ortogonal é de reflexão. Em todos os testes indicados GENCAN parou com a norma do
gradiente menor que 10−4.

Na Tabela 2.2, os valores finais de função pequenos mostram que GENCAN conseguiu
encontrar uma configuração de pontos em R

3 que realiza todas as distâncias indicadas na
coluna ndist. Os testes com a protéına 6PAX chamaram mais atenção pois em 6 das 20
rodadas realizadas constatamos que a rotina parou em um ponto cujo valor final de função é
da ordem de 103 mas a norma do gradiente neste ponto é inferior a 10−4. Com efeito, nestas
rodadas pudemos observar que algumas distâncias não foram realizadas satisfatoriamente.
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Protéına ndist nvar iter avalf f(x∗) t(s) rotação reflexão

1AMU 129286 1527 20 39 1.21E−19 1.76 13 7

1OOH 7875 378 14 30 3.61E−19 0.08 12 8

2O12 82621 1221 17 36 1.10E−19 0.99 12 8

3RAT 7626 372 17 27 3.84E−19 0.11 13 7

6PAX 8778 399 18 42 7.27E−19 0.21 6 8

1lmO 6246345 10605 26 68 5.59E−21 120.23 101 99

Tabela 2.2: Geometria de distâncias moleculares – primeiro conjunto de testes.

Com a protéına 1lmO realizamos um teste um pouco diferente: admitindo conhecidas
todas as distâncias entre os pares de átomos, realizamos 200 rodadas de GENCAN fornecendo
pontos iniciais diferentes. A última linha da Tabela 2.2 indica o melhor resultado obtido por
GENCAN ao final de todas as rodadas. O experimento durou cerca de sete horas para
executar as 200 rodadas e aproximadamente dois minutos para resolver o problema indicado
na tabela. Observemos que em praticamente metade dos experimentos (101 rodadas) a
rotina consegue recuperar a estrutura da protéına. Nas outras 99 rodadas a solução obtida
por GENCAN difere da configuração original por um movimento ŕıgido cuja matriz ortogonal
é de reflexão.

Escolhemos a protéına 1OOH para ilustrar um teste em que GENCAN obtém uma con-
figuração de pontos que difere da estrutura original por um movimento ŕıgido cuja matriz
ortogonal é de reflexão. A Figura 2.2 a) mostra a configuração original de 1OOH com 126
carbonos alfa. Cada átomo está representado por um ponto em R

3 e pontos consecutivos
estão ligados por segmentos de reta. Já a Figura 2.2 b) compara as distâncias originais
(eixo d̂ij) e as distâncias obtidas numericamente (eixo dij). Notemos que os ajustes obtidos

são perfeitos, pois todos os pares ordenados (d̂ij, dij) estão sobre a reta y = x. As análises
realizadas com o problema Procrustes estão indicadas nas Figuras 2.3 a) e 2.3 b). Embora
tenhamos considerado todos os átomos para determinar os movimentos ŕıgidos, constrúımos
as figuras tomando apenas os 10 primeiros átomos Cα de 1OOH.

A Figura 2.3 a) mostra a sobreposição da configuração obtida por GENCAN (pontos
verdes) com a configuração original (pontos vermelhos que não aparecem na imagem). Para
determinarmos a sobreposição resolvemos o problema Procrustes pela formulação proposta
por H. Golub e C. Van Loan e obtivemos um movimento ŕıgido cuja matriz ortogonal é
de reflexão. Já a Figura 2.3 b) mostra a sobreposição das duas configurações obtida pela
resolução do problema Procrustes formulado por S. Kearsley. Nesse caso, a matriz ortogonal
é de rotação. Fica evidente na Figura 2.3 b) que a solução obtida por GENCAN (pontos
verdes) é a imagem refletida da configuração original (pontos vermelhos). Sendo assim, não
é posśıvel determinar um movimento de rotação que transforme uma estrutura na outra. As
soluções obtidas na resolução do problema Procrustes (2.18) e os valores finais da função
g(Q) estão indicados na Tabela 2.3.
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Procrustes via Decomposição em Valores Singulares

Qref =




0.545563 0.463014 −0.698555
0.835074 −0.229917 0.49979

−0.0708004 0.856012 0.512085



, g(Qref) = 2.87132E−10,

Procrustes via Quatérnios Unitários

Qrot =




0.583586 0.810877 0.0436581
0.798626 −0.563372 −0.211681
−0.147052 0.158401 −0.976363



, g(Qrot) = 1.37579E+02.

Tabela 2.3: Resultados do problema Procrustes envolvendo 1OOH.

Segunda bateria de testes

Neste conjunto de experimentos consideramos as cinco primeiras protéınas indicadas na
Tabela 2.1 e todas as distâncias d̂ij entre seus pares de átomos Cα. No entanto, para simular

erros, perturbamos cada distância d̂ij com um número gerado aleatoriamente no intervalo
[−ρ, ρ], onde |ρ| ≤ 1. Para cada protéına e cada valor de ρ fixos, resolvemos (2.17) 20 vezes
partindo de um ponto inicial diferente. Em todas as rodadas a rotina parou com a norma do
gradiente menor que 10−4. A Tabela 2.4 indica apenas os testes em que GENCAN atingiu os
menores valores de função. Notemos nesta tabela que à medida que aumentamos o valor de
ρ os valores finais de função também aumentam por um fator de 102. Os números totais de
iterações, avaliações de função e tempo de execução, indicados na Tabela 2.5, foram muito
semelhantes aos valores obtidos nos experimentos da primeira bateria de testes.

Protéına ρ = 10−5 ρ = 10−4 ρ = 10−3 ρ = 10−2 ρ = 10−1 ρ = 1

1AMU 4.263864E−06 4.263864E−04 4.263864E−02 4.263864E+00 4.263864E+02 4.263871E+04

1OOH 2.527256E−07 2.527256E−05 2.527256E−03 2.527253E−01 2.527222E+01 2.526905E+03

2O12 2.709833E−06 2.709833E−04 2.709833E−02 2.709833E+00 2.709808E+02 2.709746E+04

3RAT 2.453024E−07 2.453024E−05 2.453024E−03 2.453025E−01 2.453041E+01 2.453186E+03

6PAX 2.829028E−07 2.829028E−05 2.829028E−03 2.829023E−01 2.828973E+01 2.828446E+04

Tabela 2.4: Valores finais de função em testes com simulação de erros.

Ilustramos a seguir o teste realizado com a protéına 3RAT em que fixamos ρ = 1 e
obtivemos como valor final de função 2.453186E+03 (quinta linha e última coluna da Tabela
2.4). A Figura 2.4 a) mostra a estrutura original de 3RAT com 124 átomos de carbono alfa. A
Figura 2.4 b) mostra a comparação via Procrustes da estrutura original (pontos vermelhos)
com a configuração obtida numericamente (pontos verdes). Na figura estão indicados apenas
os 10 primeiros átomos Cα. Ao resolvermos o problema Procrustes (2.18) por ambas as
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estruturas muito próximas. A Figura 2.5 mostra um gráfico onde o eixo das abscissas é
formado pelas distâncias perturbadas com erros (d̂ij + ρij), onde ρij ∈ [−1, 1], e o eixo das
ordenadas é formado pelas distâncias obtidas após os ajustes (dij). Apesar do valor final de

função não ser pequeno (da ordem de 103), notamos que os pares ordenados (d̂ij + ρij, dij)
concentram-se em torno da reta y = x.

d̂ij + ρij

dij

Figura 2.5: Ajuste de 7626 distâncias com erros.

Terceira bateria de testes

Neste conjunto de experimentos utilizamos as protéınas indicadas na Tabela 2.1. No entanto,
não consideramos mais todas as distâncias entre pares de átomos para resolver o problema
(2.17). Tomamos agora somente as distâncias entre átomos consecutivos na estrutura 3D da
protéına e as distâncias menores que um valor fixo dfix. Fizemos testes variando o parâmetro
dfix e analisamos os resultados com base na resolução do problema Procrustes. Para cada
protéına e cada valor de dfix rodamos o problema (2.17) 50 vezes partindo de um ponto inicial
diferente. Em todas as rodadas GENCAN parou com a norma do gradiente menor que 10−4.

As Tabelas 2.6 e 2.7 mostram apenas as informações referentes aos resultados dos testes
em que a rotina de otimização atingiu os menores valores de função objetivo. Na Tabela 2.6
estão indicados o número total de distâncias entre pares de átomos (ndist), o número total de
distâncias consideradas na resolução de (2.17) (nd) e o valor final de função objetivo (f(x∗)).
Já a Tabela 2.7 mostra o desempenho de GENCAN na resolução dos problemas. Nos testes
com dfix = 15, GENCAN consegue encontrar configurações de pontos que ajustam todas as
distâncias entre os pares de átomos usando menos de 36 % do total de distâncias conhecidas.
As configurações obtidas nestes experimentos com dfix = 15 diferem da configuração original
ora por um movimento ŕıgido envolvendo rotação, ora por um movimento ŕıgido envolvendo
reflexão. Este comportamento já era esperado, de acordo com o que vimos nos resultados de
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testes anteriores. GENCAN realizou mais iterações e avaliações de função nos experimentos
com dfix = 6, como podemos observar na Tabela 2.7. As Tabelas 2.6 e 2.7 também trazem

dfix = 6 dfix = 10 dfix = 15

Protéına ndist nd f(x∗) nd f(x∗) nd f(x∗)

1AMU 129286 1614 8.438471E+00 4650 2.514611E+02 14193 5.554569E−17

1OOH 7875 386 1.929190E−01 1074 3.657396E−17 2824 1.198010E−18

2O12 82621 1221 4.402781E+00 3899 5.413680E+00 11083 2.446779E−13

3RAT 7626 393 1.189479E+00 1045 2.463908E−10 2724 2.767508E−18

6PAX 8778 386 4.858342E−03 916 2.438740E+02 2292 1.311720E−13

dfix = 10 dfix = 9 dfix = 8

Protéına ndist nd f(x∗) nd f(x∗) nd f(x∗)

1lmO 6246345 1085393 1.393982E−17 839689 6.667112E−15 677434 4.904778E−13

Tabela 2.6: Distâncias consideradas e valores finais de função.

dfix = 6 dfix = 10 dfix = 15

Protéına iter avalf t(s) iter avalf t(s) iter avalf t(s)

1AMU 121 428 48.88 52 173 2.53 64 192 2.88

1OOH 150 304 8.490 34 93 0.15 18 35 0.08

2O12 328 733 137.91 57 176 3.06 36 127 1.60

3RAT 111 244 5.19 44 115 0.45 28 78 0.14

6PAX 66 160 3.54 142 326 6.34 49 84 1.80

dfix = 10 dfix = 9 dfix = 8

Protéına iter avalf t(s) iter avalf t(s) iter avalf t(s)

1lmO 63 245 103.51 65 235 111.52 35 98 66.41

Tabela 2.7: Desempenho de GENCAN na resolução dos problemas.

os resultados de alguns experimentos realizados com protéına 1lmO. Conseguimos recuperar
a estrutura original desta protéına tomando 3 valores diferentes para o parâmetro dfix: 10, 9
e 8. Nestas três situações o número de distâncias (nd) utilizadas na resolução dos problemas
não ultrapassa 18 % do total de distâncias (ndist).

Ilustramos os resultados de um teste realizado com a protéına 6PAX. A Figura 2.6 a)
mostra a estrutura original de 6PAX com 133 átomos de carbono alfa e a Figura 2.6 b)
mostra um gráfico onde as distâncias originais entre os pares de átomos estão no eixo d̂ij e,
as distâncias obtidas numericamente estão no eixo dij. Neste experimento fornecemos para a
rotina de otimização somente as distâncias entre átomos consecutivos e as distâncias menores
que dfix = 10, totalizando 916 distâncias (aproximadamente 10 % do total de distâncias). O
valor final de função obtido foi 243.874 e, como podemos perceber pelo gráfico, vários valores
dij não foram ajustados satisfatoriamente.

23





Procrustes via Decomposição em Valores Singulares

Qref =




0.619471 −0.528366 −0.580591
−0.756835 −0.59837 −0.262972

0.208462 −0.602315 0.770558



, g(Qref) = 1.17023E+02,

Procrustes via Quatérnios Unitários

Qrot =




0.584185 −0.546667 −0.599903
0.787414 0.20257 0.582189
−0.196741 −0.812478 0.548792



, g(Qrot) = 1.30287E+02.

Tabela 2.8: Resultados do problema Procrustes envolvendo 6PAX.

Quarta bateria de testes

Dada uma protéına qualquer com n átomos de carbono alfa, assumiremos agora que sua
estrutura é articulável. Sem perda de generalidade, colocamos o primeiro átomo Cα na
origem do sistema de coordenadas tridimensional e mantemos fixo o segmento ℓ12 que une
os dois primeiros átomos (veja a Figura 2.8). Vamos admitir também que o ângulo entre
dois segmentos consecutivos é fixo. Sendo assim, os movimentos permitidos à estrutura são
os seguintes: o segmento ℓ23 poderá rodar de um ângulo θ1 ao redor do eixo definido pelo
segmento ℓ12. O segmento ℓ34 poderá rodar de um ângulo θ2 ao redor do eixo definido pelo
segmento ℓ23 e, procedendo seqüencialmente dessa maneira, o último segmento (que une
os átomos n − 1 e n) rodará de um ângulo θn−2 ao redor do eixo definido pelo penúltimo
segmento (que une os átomos n− 2 e n− 1).

z

y

x

1

2

3

4

θ1 θ2

Figura 2.8: Protéına modelada como uma estrutura articulável.
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Ao modelar a protéına como uma estrutura articulável, admitimos conhecidas as distâncias
entre dois átomos de carbono alfa consecutivos (comprimentos dos segmentos que unem os
átomos i e i+1). Formulamos então o problema de recuperar a estrutura 3D de uma protéına
como o problema de determinar os ângulos θi, 1 ≤ i ≤ n− 2, tais que as distâncias entre os
pares de átomos Cα menores que um valor fixo dfix sejam realizadas efetivamente. Lembre-
mos que o problema (2.17) resolvido nas baterias de testes anteriores tinha como variáveis
as coordenadas dos átomos. Agora as variáveis passam a ser os n−2 ângulos que definem os
movimentos de rotação. Para determinarmos a orientação espacial da estrutura da protéına,
precisamos fazer uma composição de rotações. Seja ω = (ω1, ω2, ω3)

T um vetor unitário em
R

3 que define o eixo de rotação e θ ∈ [0, 2π] o ângulo de rotação. A matriz que descreve
uma rotação de θ em torno de ω é dada por

R(θ, ω) =




cθ + ω2

1vθ ω1ω2vθ − ω3sθ ω1ω3vθ + ω2sθ

ω1ω2vθ + ω3sθ cθ + ω2
2vθ ω2ω3vθ − ω1sθ

ω1ω3vθ − ω2sθ ω2ω3vθ + ω1sθ cθ + ω2
3vθ



 , (2.19)

onde sθ = sen(θ), cθ = cos(θ) e vθ = 1 − cos(θ). Outras maneiras de descrever rotações em
R

3 podem ser encontradas em [86].
Para testar o problema (2.17) reformulado com ângulos, tomamos a protéına 1AMU e rea-

lizamos alguns experimentos variando o número de átomos em sua estrutura. Por exemplo,
em um teste consideramos apenas os 10 primeiros átomos Cα consecutivos da cadeia de 1AMU.
Em outro, consideramos os 20 primeiros átomos Cα consecutivos e assim por diante. Em-
pregamos também dois valores diferentes para o parâmetro dfix: 6 e 15. Utilizamos a rotina
GENCAN na resolução dos problemas com o vetor gradiente calculado via diferenças finitas.
Cada problema foi resolvido 50 vezes partindo de um ponto inicial gerado aleatoriamente. A
Tabela 2.9 mostra apenas os resultados dos testes em que GENCAN atingiu o menor valor
de função. As colunas nCα e ndist indicam, respectivamente, a quantidade de átomos Cα

consecutivos de 1AMU empregados na resolução dos problemas e o número total de distâncias
entre estes pares de átomos. Para cada valor de dfix, a coluna nd indica a quantidade de
distâncias efetivamente utilizadas. E, por fim, as colunas iter, avalf, t(s) e f(x∗) mostram o
desempenho de GENCAN na resolução dos problemas.

dfix = 6 dfix = 15

nCα ndist nd iter avalf t(s) f(x∗) nd iter avalf t(s) f(x∗)

10 45 22 1 12 0.004 5.899460E−30 43 4 14 0.011 2.892934E−29

20 190 46 2 15 0.044 4.910996E−29 111 2 12 0.067 4.677829E−28

30 435 72 1 8 0.103 3.571215E−28 180 18 54 1.300 5.465923E−28

50 1225 131 4 20 1.772 3.730164E−28 381 69 175 111.063 4.030227E−27

Tabela 2.9: Testes realizados com átomos Cα consecutivos de 1AMU.

Como podemos observar pela Tabela 2.9, GENCAN consegue encontrar configurações
de pontos com valor final de função pequeno. Nos testes com dfix = 15, a rotina obtém
configurações que realizam todas as distâncias entre pares de átomos. Já nos experimentos
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d̂ij

dij

Figura 2.10: Tentativa de ajustar 1225 distâncias (50 átomos).

2.2.2 Comparando GENCAN e MD-jeep

Nesta seção contrastamos os desempenhos de duas rotinas utilizadas para resolver instâncias
do problema da geometria de distâncias moleculares: GENCAN e MD-jeep. A rotina GEN-
CAN, já usada nos experimentos anteriores, emprega uma estratégia de otimização cont́ınua
para resolver problemas do tipo

minimizar f(x) restrita a ℓ ≤ x ≤ u.

GENCAN integra o pacote de otimização numérica ALGENCAN [5, 6] e pode ser obtida gra-
tuitamente no endereço eletrônico www.ime.usp.br/~egbirgin/tango. A rotina MD-jeep,
desenvolvida especificamente para resolver problemas de geometria de distâncias molecula-
res, adota um procedimento de otimização combinatória para reconstruir a estrutura 3D de
uma protéına [61, 62, 64, 65]. MD-jeep, elaborada por Mucherino et. al, também é uma
rotina gratuita e pode ser obtida em www.antoniomucherino.it/en/mdjeep.php.

Para realizar as comparações com os dois softwares, retiramos do Protein Data Bank
oito arquivos de protéınas e tomamos apenas as coordenadas dos átomos N , Cα e C de cada
estrutura para realizar os testes. Adaptamos GENCAN para resolver (2.17) partindo de
diversos pontos iniciais gerados aleatoriamente. Também pedimos para MD-jeep imprimir
em arquivos de texto todas as soluções encontradas com tolerância de 10−3. Em cada ex-
perimento, fornecemos para ambas as rotinas somente as coordenadas dos pares de átomos
com distância menor ou igual a um valor fixo dfix.

Os desempenhos de GENCAN e MD-jeep na resolução dos problemas foram comparados
em relação a três medidas:

a) tempo de CPU (em segundos),
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b) erro envolvido na solução obtida:

Esol =
1

nd

∑

i,j

|dij − d̂ij|
d̂ij

, (2.20)

onde d̂ij e dij são, respectivamente, a distância verdadeira e a distância ajustada entre
os pares de átomos i e j e nd é o total de distâncias consideradas.

c) escore Structal normalizado obtido por alinhar, via LOVOALIGN, as soluções numéricas
com as estruturas originais das protéınas.

A Tabela 2.10 mostra os resultados obtidos nos experimentos e suas colunas possuem a
seguinte legenda: nat indica o número de átomos N , Cα, C presentes em cada protéına, ndist
é a quantidade total de distâncias entre os pares de átomos e nd é o número total de distâncias
menores ou iguais ao valor fixo dfix. Com relação à rotina GENCAN devemos salientar que
cada problema foi rodado inúmeras vezes partindo de pontos iniciais diferentes, de modo que
os resultados indicados na Tabela 2.10 são referentes à rodada em que a rotina obteve uma
solução satisfatória. O critério de parada de GENCAN em todos os experimentos foi o da
norma do gradiente menor que a tolerância de 10−4. A rotina MD-jeep forneceu sempre duas
soluções em cada teste. Na tabela estão indicados apenas os resultados correspondentes às
soluções de MD-jeep que apresentaram os maiores valores de escore Structal normalizado.
Como podemos perceber, ambas as rotinas conseguem obter configurações finais bastante
satisfatórias para as protéınas testadas. Com efeito, notemos que os escores são muito
próximos de 20, indicando que as estruturas comparadas são bastante semelhantes.

GENCAN MD-jeep

Protéına nat ndist nd dfix t(s) Esol escore t(s) Esol escore

1CRN 138 9453 1250 6.0 1.41 9.63E−08 19.99 0.001 9.63E−05 19.99

1PTQ 150 11175 1263 6.0 1.65 9.53E−04 19.89 0.001 9.78E−05 19.99

2ERL 120 7140 1136 6.0 0.44 4.17E−08 19.99 0.001 8.65E−05 19.99

1PPT 108 5778 1039 6.5 0.74 6.15E−04 19.95 0.001 9.51E−05 19.99

1PHT 249 30876 2631 6.5 5.60 3.66E−08 19.99 0.002 9.34E−05 19.99

1HOE 222 24531 2715 7.0 0.79 1.85E−10 19.99 0.002 8.12E−05 19.99

3RAT 372 69006 4567 7.0 3.37 1.53E−09 19.99 0.004 8.82E−05 19.99

1A70 291 42195 4472 8.0 33.48 6.37E−10 19.99 0.003 7.59E−05 19.99

Tabela 2.10: Comparando GENCAN e MD-jeep.

A partir dos experimentos que realizamos nesta seção, pudemos verificar a existência
de dois tipos de solução para o Problema da Geometria de Distâncias Moleculares: uma
configuração de pontos que coincide exatamente com a estrutura original e uma configuração
obtida da estrutura original por um movimento de reflexão. Com efeito, ao formularmos
o problema como um problema de otimização não linear (2.17) constrúımos uma função
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objetivo levando em consideração apenas informações escalares (conjunto de distâncias).
Para excluirmos a possibilidade de obter imagens refletidas, deveŕıamos também exigir que
a orientação da configuração original de pontos fosse preservada. Outras propriedades e
exemplos de problemas envolvendo matrizes de distâncias euclidianas podem ser encontrados
em [2, 11, 20, 27, 33, 34, 73].

No restante deste trabalho nos dedicaremos a estudar maneiras de representar protéınas
comparadas. Não temos apenas o objetivo de construir mapas de protéınas para visualizar
semelhanças entre elas. Queremos também aproveitar estes mapas para estabelecer critérios
de classificação para novas protéınas. Começaremos nosso estudo investigando a construção
de mapas no plano cartesiano. Nesta etapa representamos as protéınas por ćırculos. Posteri-
ormente, investimos em modelos de mapas para o espaço tridimensional em que as protéınas
são representadas por segmentos de retas e conjuntos de pontos. E, por fim, trabalhamos
com espaços de dimensão maior que 4. Em todos os experimentos utilizamos a rotina LO-
VOALIGN para comparar as protéınas com relação a semelhanças estruturais e gerar os
escores Structal correspondentes às comparações.

2.3 Protéınas representadas por ćırculos

Passaremos agora a estudar o problema de representar protéınas comparadas em um espaço
euclidiano. Vamos admitir que um conjunto de n protéınas foram comparadas duas a duas e
um conjunto de escores s = {sij ∈ R+ | 1 ≤ i < j ≤ n} foi criado a partir das comparações.
Vamos supor também que um conjunto de números reais não negativos ∆ é criado a partir
dos escores, isto é, ∆ = {d̂ij ∈ R+ | d̂ij = h(sij)}, onde h : R+ −→ R+ faz com que d̂ij seja
inversamente proporcional a sij. Como não existe na literatura um padrão para determinar os
escores sij, o conjunto ∆ pode não ser realizável por pontos em nenhum espaço euclidiano.
Isto significa que o Teorema 2.1 pode falhar na procura por uma configuração de pontos
que realizem os números d̂ij. Esta dificuldade nos motivou na busca por outras formas
geométricas de representar protéınas comparadas.

12 3

Figura 2.11: Ćırculos no plano realizam as distâncias do Exemplo 2.

Voltando ao Exemplo 2 da Seção 2.1, conseguiremos ajustar as distâncias da matriz
(2.15) se utilizarmos ćırculos para representar os objetos ao invés de pontos. A Figura 2.11
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mostra três ćırculos no plano numerados de 1 a 3, com raios iguais a 5 cm, 1 cm, 1 cm,
respectivamente. As distâncias entre os ćırculos 1 e 2, 1 e 3 são iguais a 0.1 cm e a distância
entre os ćırculos 2 e 3 é de 10.2 cm. Inspirados neste pequeno exemplo, decidimos investigar
a possibilidade de representar um conjunto de protéınas comparadas por ćırculos no plano.
Os resultados desse estudo são apresentados a seguir.

Dado um conjunto de n protéınas comparadas pelo software LOVOALIGN [7, 8, 9, 70],
seja ∆ um conjunto de N = n(n − 1)/2 números reais não negativos obtidos a partir dos
escores Structal resultantes do processo de comparação. Nos modelos que apresentaremos
nesta seção, cada protéına comparada é representada por um ćırculo no plano. Denotando,
respectivamente, por Ci, ri, o centro e o raio do i-ésimo ćırculo, queremos posicionar n
ćırculos em R

2 de tal forma que as distâncias dois a dois estejam tão próximas quanto
posśıvel dos elementos de ∆. Os experimentos apresentados nesta seção foram rodados em
um computador Apple com as seguintes caracteŕısticas: sistema operacional MAC OS X
10.5, processador Intel Core 2 Duo com 2.4GHz e 2GB de memória.

2.3.1 Modelo 1: ajustando todas as distâncias

Nosso primeiro modelo recai no seguinte problema de minimização:

min f(Ci, ri)

s.a ri ≥ 0, i = 1, . . . , n,
(2.21)

onde

f(Ci, ri) =
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

(
‖Ci − Cj‖ − (ri + rj)− d̂ij

)2

. (2.22)

Notemos que as variáveis do problema de otimização são os centros e os raios dos ćırculos.
Além disso, devemos observar que as derivadas da função (2.22) não estão definidas para
configurações em que Ci = Cj, para todo 1 ≤ i < j ≤ n. No entanto, podemos contornar
essa dificuldade redefinindo a função objetivo do seguinte modo:

f̂(Ci, ri) =
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

(
‖Ci − Cj‖2 − (ri + rj + d̂ij)

2
)2

. (2.23)

A função (2.23) cumpre o mesmo papel da função (2.22), ou seja,

f̂(Ci, ri) = 0⇔ ‖Ci − Cj‖ − (ri + rj) = d̂ij,

para todo i 6= j e suas derivadas de primeira ordem estão bem definidas em todo o domı́nio.

Experimentos numéricos

Fizemos inicialmente experimentos com dados artificiais empregando as formulações de
função (2.22) e (2.23) para resolver o problema (2.21). Os problemas foram resolvidos com
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a rotina de otimização numérica GENCAN [13]. Cada teste foi rodado a partir de um único
ponto inicial gerado aleatoriamente, isto é, não empregamos nenhum tipo de estratégia mul-
tistart para a obtenção destes primeiros resultados. Utilizamos como configurações artificiais
as seguintes quantidades de ćırculos: 20, 30, 50, 100, 200, 300 e 400. Os centros destes ćırculos
foram gerados em caixas [a, b] × [c, d] de diferentes tamanhos. Por essa razão, dividimos os
experimentos em dois conjuntos: os de “caixas grandes” e os de “caixas pequenas”. Os raios
das configurações originais também foram gerados de forma aleatória dentro de um intervalo
[rmin, rmax]. Em todos os experimentos cuidamos para que os ćırculos gerados não se inter-
ceptassem dois a dois. A Tabela 2.11 mostra as caixas e os intervalos utilizados para gerar
os raios.

Caixas grandes Caixas pequenas

Ćırculos Centros Raios Ćırculos Centros Raios

100 [−1500, 1500] × [−1500, 1500] [20, 100] 20 [−100, 100] × [−100, 100] [1, 10]

200 [−1500, 1500] × [−1500, 1500] [20, 50] 30 [−100, 100] × [−100, 100] [1, 10]

300 [−1500, 1500] × [−1500, 1500] [10, 30] 50 [−100, 100] × [−100, 100] [1, 10]

400 [−1500, 1500] × [−1500, 1500] [10, 30] 100 [−500, 500] × [−500, 500] [1, 25]

Tabela 2.11: Dados utilizados para gerar configurações artificiais de ćırculos.

Os resultados dos experimentos com caixas grandes estão resumidos na Tabela 2.12. Em
cada teste utilizamos uma formulação diferente para a função objetivo (formulações (2.22) e
(2.23)). Para comparar o desempenho de GENCAN na resolução dos problemas computamos
o número total de iterações realizadas (niter), o número total de avaliações de função (avalf ),
o valor final da função objetivo (f(x∗)) e o critério de parada da rotina (inform).

Função (2.22) Função (2.23)

Teste Ćırculos niter avalf f(x∗) inform niter avalf f(x∗) inform

1 100 30 65 2.3220E−12 1 49 204 3.5883E−15 6

2 100 45 95 1.3192E−17 1 38 152 3.8561E−15 6

3 200 28 63 3.5435E−15 1 41 121 1.4111E−14 6

4 200 33 71 7.5878E−13 1 54 219 1.5823E−14 6

5 300 32 70 6.0262E−16 1 54 287 4.0676E−14 6

6 300 29 64 8.2604E−13 1 112 1731 3.4415E−14 6

7 400 35 77 5.9501E−12 1 39 167 6.7445E−14 6

8 400 29 74 1.2064E−12 1 47 200 6.3574E−14 6

9 400 59 143 1.3881E−14 1 766 20000 1.0947E+11 8

10 400 32 80 2.4027E−17 1 63 422 6.7477E−14 6

Tabela 2.12: Resultados de experimentos com caixas grandes.
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Os valores de inform que aparecem na Tabela 2.12 têm o seguinte significado: 1 indica
que GENCAN convergiu com a norma sup do gradiente projetado cont́ınuo menor que a
tolerância ǫ = 10−4; 6 indica que o algoritmo parou porque o tamanho de passo utilizado
na busca linear era pequeno, e, por fim, 8 significa que o número máximo de avaliações
de função objetivo foi atingido. Observando a Tabela 2.12 podemos notar que todos os
problemas resolvidos com a função (2.22) apresentaram resultados satisfatórios, ou seja, em
todos os testes o valor final da função objetivo é menor que 1.0E−10. Quando utilizamos a
função (2.23) notamos que, com exceção do teste 9, o critério de parada dos demais testes é
6. Apesar disso, os valores finais da função objetivo nestes testes foram bastante razoáveis.
Devemos notar também que GENCAN realiza menos avaliações de função ao resolver os
problemas com a função (2.22).

Apresentamos a seguir resultados numéricos referentes aos testes com caixas pequenas.
Utilizamos 20, 30, 50 e 100 ćırculos, realizando dez testes com cada quantidade. Em cada
teste uma configuração sintética de ćırculos foi gerada e as duas formulações para a função
objetivo foram empregadas na resolução dos problemas. Novamente não empregamos es-
tratégia multistart na obtenção dos resultados, ou seja, um único ponto inicial foi fornecido
para a rotina de otimização. A Tabela 2.13 mostra o valor final de função obtido por GEN-
CAN. O número total de iterações e avaliações de função está indicado na Tabela 2.14.
Nestes experimentos o critério de parada do algoritmo, comum a todos os testes, foi o da
norma do gradiente projetado menor que 10−4 (inform = 1). Observando a Tabela 2.13
notamos que no teste 9 com 30 ćırculos utilizando a função (2.22) o algoritmo parou em um
ponto estacionário pois, apesar do critério de parada obtido ser inform = 1, o valor final
de função é da ordem de 1.0E+05. Analisando os resultados da Tabela 2.14 vemos que os
números totais de iterações e avaliações de função são pequenos e não variam muito de uma
formulação para outra. Apesar da função (2.22) não ser diferenciável em alguns pontos, não
detectamos erros numéricos provenientes da não-diferenciabilidade. Em todos os experimen-
tos que envolveram essa função, GENCAN parou em pontos cujas derivadas estavam bem
definidas.

Investigando as soluções dos experimentos anteriores, percebemos que as configurações
finais de ćırculos obtidas por GENCAN diferiam das configurações originais apenas por
um movimento ŕıgido. Para ilustrar esse comportamento, apresentamos abaixo duas figuras
constrúıdas com os resultados do teste 4 com caixa pequena e 100 ćırculos (veja Tabela
2.13). A Figura 2.12 a) mostra a configuração original com sete ćırculos destacados e a
Figura 2.12 b) mostra o resultado obtido por GENCAN ao resolver o problema com a função
objetivo (2.23). Notemos que a configuração final pode ser obtida por aplicar à configuração
original um movimento de rotação no sentido horário seguido por um pequeno deslocamento.

Nestes experimentos, a tarefa de ajustar um conjunto de n ćırculos no plano só foi posśıvel
porque os elementos do conjunto ∆ foram gerados artificialmente, ou seja, sab́ıamos de
antemão as posições dos ćırculos e, para todo 1 ≤ i < j ≤ n, definimos

d̂ij = ‖Ci − Cj‖ − (ri + rj). (2.24)
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20 ćırculos 30 ćırculos

Teste Função (2.22) Função (2.23) Função (2.22) Função (2.23)

1 2.9745E−11 3.3123E−21 4.6073E−11 7.9937E−14

2 1.3993E−09 6.5133E−19 7.1367E−17 8.0600E−21

3 6.4232E−15 2.8227E−17 6.3485E−15 1.2585E−20

4 4.0063E−10 3.3820E−21 6.6192E−10 1.1955E−15

5 1.2952E−10 4.1734E−21 8.1647E−18 6.0449E−21

6 3.4205E−14 9.4563E−15 2.8297E−11 8.4112E−20

7 3.9685E−16 1.0277E−15 2.3422E−10 9.9173E−18

8 1.6262E−09 1.0292E−16 5.2573E−18 3.2765E−17

9 5.1887E−11 6.6841E−15 1.1235E+05 2.2487E−15

10 1.4734E−13 3.3588E−18 4.0906E−16 4.5196E−17

50 ćırculos 100 ćırculos

Teste Função (2.22) Função (2.23) Função (2.22) Função (2.23)

1 1.5803E−16 5.6325E−20 3.3720E−16 7.4979E−17

2 5.4362E−16 3.0544E−20 1.1688E−11 4.6050E−17

3 5.6256E−12 2.2526E−20 4.2477E−15 4.7051E−17

4 3.6120E−15 5.2614E−14 7.8042E−14 5.8135E−17

5 1.0347E−15 1.6519E−15 2.9856E−10 4.6509E−16

6 2.9217E−10 1.9418E−17 8.3047E−11 3.9373E−17

7 1.8584E−17 1.4643E−15 2.6646E−14 4.5354E−17

8 1.0070E−09 2.1525E−16 2.5575E−17 5.8499E−17

9 2.2713E−17 3.4684E−20 6.7667E−18 5.1460E−17

10 2.9966E−14 2.2604E−19 1.3164E−16 5.0185E−17

Tabela 2.13: Valor final de função objetivo em testes com caixas pequenas.
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20 ćırculos 30 ćırculos

Função (2.22) Função (2.23) Função (2.22) Função (2.23)

Teste niter avalf niter avalf niter avalf niter avalf

1 23 52 38 81 26 53 25 58

2 26 64 31 74 34 76 27 73

3 21 55 25 56 29 56 36 89

4 32 84 33 79 21 43 22 50

5 38 99 29 68 21 57 26 58

6 20 36 23 58 25 60 33 83

7 27 64 22 49 22 42 22 51

8 27 56 28 73 26 55 32 75

9 24 53 21 56 25 48 33 76

10 35 74 22 54 31 61 29 67

50 ćırculos 100 ćırculos

Função (2.22) Função (2.23) Função (2.22) Função (2.23)

Teste niter avalf niter avalf niter avalf niter avalf

1 19 36 24 52 27 66 26 64

2 26 58 23 57 34 83 33 75

3 32 72 30 72 31 72 32 86

4 28 73 26 68 27 65 29 76

5 26 56 25 67 38 93 25 58

6 40 106 29 75 36 90 38 101

7 31 66 26 60 30 73 32 86

8 23 57 28 61 29 65 34 79

9 37 88 25 50 31 73 28 64

10 24 58 23 59 36 77 26 66

Tabela 2.14: Iterações e avaliações de função objetivo em testes com caixas pequenas.
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b) Solução obtida por GENCAN

Figura 2.12: Resultados obtidos no teste com 100 ćırculos sintéticos.

Como os ćırculos que criamos não se interceptavam dois a dois, t́ınhamos necessariamente
d̂ij > 0. No entanto, como queremos utilizar ćırculos para representar protéınas comparadas,
precisamos criar um conjunto ∆ a partir dos escores resultantes das comparações e, neste
caso, não temos garantia de que o problema (2.21) possa ser resolvido adequadamente. A
seguir, propomos um modelo que tentará alocar ćırculos no plano exigindo apenas que um
subconjunto de ∆ seja realizável.

2.3.2 Modelo 2: ajustando um subconjunto de distâncias

Suporemos agora que o conjunto ∆ é obtido a partir dos escores de n protéınas. Então,
fixando um número positivo dfix, vamos compará-lo com cada elemento de ∆ da seguinte
forma: se d̂ij < dfix exigimos que os ćırculos i e j tenham no plano uma distância que esteja

tão próxima quanto posśıvel do valor d̂ij. Caso contrário, deixamos que a distância entre os
ćırculos i e j assuma qualquer valor maior ou igual a dfix. Para que estas propriedades sejam
cumpridas, constrúımos a função:

f(Ci, ri) =
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

f 2
ij,

onde fij =






‖Ci − Cj‖2 − (d̂ij + ri + rj)
2, se d̂ij < dfix,

max{0, (dfix + ri + rj)
2 − ‖Ci − Cj‖2}, caso contrário.

(2.25)
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Notemos que (2.25) é cont́ınua, uma vez diferenciável e vale zero quando os requisitos des-
critos acima forem satisfeitos. Então, nosso novo problema de otimização consiste em mini-
mizar a função (2.25) sujeita às restrições de não negatividade dos raios dos ćırculos, isto é,
ri ≥ 0, ∀ i. A escolha do valor do parâmetro dfix é, em prinćıpio, arbitrária. Gostaŕıamos que
seu valor fosse fixado de tal maneira que apenas as discrepâncias entre protéınas parecidas
fossem ajustadas. Desse modo, não faz sentido escolher um valor muito grande para dfix,
porque dessa forma estaŕıamos dando o mesmo grau de importância para discrepâncias entre
protéınas que não possuem semelhança alguma. A escolha de um valor adequado para dfix

pode permitir um ajuste razoável dos ćırculos no plano.

Experimentos numéricos

Na tentativa de validar o modelo utilizamos um conjunto de 20 protéınas comparadas, que
foram extráıdas de www.ime.unicamp.br/~martinez/lovoalign. Desse total, criamos sub-
conjuntos de 10 e 15 protéınas. Os escores resultantes da comparação entre as protéınas
foram obtidos com o aux́ılio da rotina LOVOALIGN. As discrepâncias d̂ij foram calculadas
em função dos escores da seguinte forma:

d̂ij =
103

sij

, 1 ≤ i < j ≤ n. (2.26)

Os problemas foram resolvidos numericamente pela rotina GENCAN empregando uma
estratégia multistart, isto é, um mesmo problema foi resolvido várias vezes com chutes iniciais
diferentes, porém mantendo constante o valor de dfix. Nos casos em que todas as rodadas de
um mesmo problema fracassavam (valor final de função objetivo grande), diminúıamos o valor
de dfix e tentávamos resolver o problema novamente. Esse procedimento foi repetido até que
a função objetivo ficasse menor que a tolerância ǫ = 10−2. As configurações iniciais (chutes
iniciais) utilizadas nos testes foram geradas aleatoriamente: os centros dos ćırculos foram
criados dentro da caixa [−500, 500]× [−500, 500] e os raios foram gerados no intervalo [5, 10].
Para evitar configurações finais com ćırculos de raios muito grandes impusemos um limitante
superior nas variáveis correspondentes aos raios. A Tabela 2.15 mostra os resultados de três

nprot dfix ndist nd f(x∗)

10 20 45 11 4.2312E−17

15 19 105 17 2.3112E−15

20 18 190 24 1.7749E−22

Tabela 2.15: Resultados obtidos em três testes com protéınas.

testes em que obtivemos sucesso. As quantidades indicadas em cada coluna têm o seguinte
significado: nprot é quantidade de protéınas utilizadas, dfix é o valor escolhido para o cálculo
da função (2.25), ndist é o número total de discrepâncias entre pares de protéınas, nd é a
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quantidade de discrepâncias d̂ij menores que dfix ajustadas efetivamente e f(x∗) é o valor da
função objetivo na solução final.

De acordo com a Tabela 2.15 vemos que em cada teste o número de discrepâncias rea-
lizadas (d̂ij < dfix) é pequeno se comparado ao total (ndist) de cada problema. Em vários
experimentos com 10, 15 e 20 protéınas tentamos, sem sucesso, aumentar o valor de dfix

para ajustar um número maior de valores d̂ij. Porém, à medida que aumentávamos o va-
lor deste parâmetro, GENCAN não conseguia resolver o problema, isto é, não encontrava
uma configuração de ćırculos correspondente a um valor pequeno de função objetivo. Vamos
exemplificar as dificuldades encontradas nesse modelo tomando como exemplo os resultados
numéricos obtidos com 10 protéınas. A Figura 2.13 mostra um histograma das distâncias
calculadas pela fórmula (2.26). O eixo das abscissas indica algumas faixas de valores para
d̂ij e o eixo das ordenadas mostra a freqüência com que essas faixas ocorrem. Por exemplo,

podemos observar que apenas dois valores d̂ij são menores que 5 e que a maioria está entre
15 e 35. Baseados neste histograma tentamos resolver o problema atribuindo valores para
dfix iguais a 40, 35, 30, 25, 20, mas só obtivemos sucesso nos testes fazendo dfix = 20.

5 10 15 20 25 30 35 40
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Figura 2.13: Histograma dos valores d̂ij para um conjunto de 10 protéınas comparadas.
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Figura 2.14: Representação bidimensional para um conjunto de 10 protéınas comparadas.

38



A Figura 2.14 mostra a configuração final de ćırculos obtida por GENCAN considerando
dfix = 20. Os ćırculos cujas distâncias são menores que dfix estão conectados por linhas
cheias. Podemos observar que os ćırculos 4 e 8, 1 e 5, representam as protéınas com maior
grau de semelhança (escore grande), por estarem mais próximos no desenho. O ćırculo 10
está mais afastado dos demais ćırculos e não estabelece conexão com nenhum deles. De fato,
a discrepância entre a protéına 10 e qualquer outra protéına representada na figura é maior
que 20. Notemos também que os ćırculos numerados de 1 a 9 possuem aproximadamente
o mesmo raio. O valor final de função para a configuração ilustrada na figura acima foi
da ordem de 1.0E−17 (veja Tabela 2.15). Apesar disso, não consideramos este resultado
satisfatório, pois gostaŕıamos de obter configurações com um número maior de distâncias
realizadas. Em alguns experimentos empregamos também a seguinte fórmula para calcular
as discrepâncias a partir dos escores:

d̂ij = smax − sij, 1 ≤ i < j ≤ n, (2.27)

onde smax = max{sij}, mas os resultados numéricos foram muito semelhantes aos apresenta-
dos.

Ao trabalhar com este modelo também encontramos dificuldades que surgem do fato de
não sabermos se os números d̂ij calculados a partir dos escores sij são de fato distâncias
que podem ser realizadas por ćırculos no plano. Lembremos que os testes bem sucedidos
do Modelo 2.3.1 se deviam ao fato de empregarmos conjuntos de números gerados artifici-
almente. Tentaremos contornar essas dificuldades propondo a seguir um novo modelo que
exigirá um pouco menos: as distâncias finais entre os ćırculos deverão respeitar uma ordem
definida sobre os elementos de ∆. Pretendemos com isso tentar relaxar a condição de que
as distâncias finais sejam ajustadas efetivamente aos elementos de ∆. A ideia de fazer com
que uma ordem para ∆ seja mantida na configuração final aparece na literatura em alguns
trabalhos de J. B. Kruskal relacionados a Ajuste Mutidimensional [54, 55, 56].

39



2.3.3 Modelo 3: distâncias respeitando uma ordem

Suponha que os elementos do conjunto ∆ estão em ordem crescente, isto é,

0 ≤ d̂i1j1 ≤ d̂i2j2 ≤ . . . ≤ d̂ikjk
≤ d̂ik+1jk+1

≤ . . . ≤ d̂iN jN
, (2.28)

onde N = n(n− 1)/2. Desejamos agora encontrar uma configuração de ćırculos no plano tal
que as distâncias dois a dois respeitem apenas a ordem (2.28), ou seja, se d̂ij ≤ d̂kℓ, então as
distâncias finais entre os ćırculos i e j (dij) e entre os ćırculos k e ℓ (dkℓ) deverão ser tais que

dij ≤ dkℓ. (2.29)

Assim, de acordo com (2.28), definimos a função objetivo deste novo modelo como:

f(Ci, ri) = max{0, di1j1 − di2j2}2 + . . .+ max{0, diN−1jN−1
− diN jN

}2, (2.30)

onde
dikjk

= ‖Cik − Cjk‖ − (rik + rjk
).

Notemos que os valores d̂ij não entram no cálculo da função (2.30), apenas a ordem
em que eles foram colocados é considerada. O problema de otimização que resolveremos
aqui também consiste em minimizar (2.30) sujeita à não negatividade das variáveis que
representam os raios dos ćırculos.

Experimentos numéricos

Para testar o novo modelo propusemos inicialmente um problema artificial que chamamos
de Mapa de Professores. O problema consiste em construir um mapa bidimensional com um
conjunto de professores pesquisadores de forma que aqueles que possuem um número grande
de artigos publicados em comum devem ficar próximos na representação. Cada professor
é então representado por um ćırculo e o problema a ser resolvido recai no que já discuti-
mos anteriormente. Escolhemos seis professores do Departamento de Matemática Aplicada
(DMA) do IMECC-Unicamp e coletamos o número de artigos (nij) que os professores i e j
publicaram juntos. Estas informações foram retiradas dos curŕıculos Lattes dos respectivos
professores no dia 08/09/2008 e estão indicadas na Tabela 2.16. O conjunto de discrepâncias
∆ foi determinado de acordo com a seguinte relação:

d̂ij =






10

nij

, se nij 6= 0,

M ≫ 0, caso contrário,

(2.31)

onde M é um número grande e arbitrário (utilizamos M = 15 em nossos testes).
Antes de realizarmos qualquer teste numérico com o modelo e os dados coletados, deci-

dimos tentar resolver o problema “a mão”. Colocamos os valores d̂ij em ordem crescente e,
utilizando papel, régua, lápis e compasso, ajustamos seis ćırculos de forma que as distâncias
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Prof. 1 2 3 4 5 6

1 0 1 2 12 0 15

2 1 0 0 7 1 5

3 2 0 0 1 0 4

4 12 7 1 0 5 13

5 0 1 0 5 0 0

6 15 5 4 13 0 0

Tabela 2.16: Artigos publicados em comum por seis professores do DMA.

entre eles respeitassem a ordem do conjunto ∆. Então, sabendo da existência de uma
solução para este problema, partimos para os experimentos computacionais. Os problemas
foram resolvidos pela rotina de otimização numérica NMinimize do software Mathematica
(www.wolfram.com). Ao resolver o problema com os dados da Tabela 2.16 obtivemos uma
configuração indesejável como mostra a Figura 2.15. Apesar do valor final da função objetivo
ser pequeno nesta solução (1.06378E−24), podemos perceber que todos os ćırculos se inter-
ceptam. De fato, na função do modelo não existe nenhuma condição para impedir interseção
entre ćırculos. Para evitar esta situação, introduzimos na função (2.30) penalizações das

Figura 2.15: Resultado não satisfatório para o problema do mapa de professores.

restrições
||Ci − Cj|| − (ri + rj) ≥ ǫ, ∀ i 6= j, com ǫ > 0, (2.32)

cujo papel é tentar impedir interseções entre ćırculos na configuração final. A Figura 2.16
mostra a solução obtida quando as penalizações são adicionadas à função objetivo. Utiliza-
mos no teste ǫ = 0.5 e o valor final de função foi 1.72655E−16. Notemos que os ćırculos não
mais se interceptam e possuem diferentes tamanhos. A Figura 2.17 mostra um gráfico das
distâncias originais d̂ij (colocadas em ordem crescente) pelas distâncias dij obtidas numeri-
camente. Como podemos observar, a curva que liga os pontos é não decrescente, indicando
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Figura 2.16: Resultado satisfatório para o problema do mapa de professores.

que as distâncias finais respeitam a ordem do conjunto ∆.

2 4 6 8 10 12 14

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

d̂ij

dij

Figura 2.17: Gráfico d̂ij × dij: “distâncias” entre professores.

Fizemos também alguns testes com conjuntos pequenos de protéınas que foram retira-
das do site www.ime.unicamp.br/~martinez/lovoalign e comparadas via LOVOALIGN.
Nestes testes utilizamos a função objetivo (2.30) com as restrições penalizadas (2.32). Os
resultados numéricos obtidos não foram bons. A Figura 2.18 ilustra a situação para um con-
junto de 10 protéınas comparadas. Neste experimento a rotina NMinimize atingiu o número
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máximo de iterações permitidas e não conseguiu obter uma configuração satisfatória. O
valor final de função objetivo foi 9.38788. Notemos pela figura que os ćırculos ficam muito
próximos e alguns deles possuem raios muito pequenos. Tentamos rodar o mesmo problema
várias vezes empregando uma estratégia multistart, mas não obtivemos sucesso em nenhuma
rodada. A Figura 2.19 mostra um gráfico d̂ij×dij constrúıdo com os resultados obtidos neste
experimento. A linha cheia que liga os pontos revela que a ordem original do conjunto ∆
não foi preservada na configuração final.

Figura 2.18: Resultado indesejável para um teste com 10 protéınas.

10 20 30

1

2

3

4

d̂ij

dij

Figura 2.19: Gráfico d̂ij × dij: ordem original não é preservada.
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Nos três modelos que propusemos nesta seção tentamos representar um conjunto de
protéınas comparadas por ćırculos no plano, ajustando distâncias entre pares desses ćırculos.
Constatamos que a dificuldade comum a todos os modelos foi ajustar um conjunto de
números d̂ij criados a partir dos escores de protéınas comparadas. A estratégia de dei-
xar livre os raios para que os ćırculos pudessem variar de tamanho também não ajudou na
busca por configurações razoáveis. Além disso, como trabalhamos com uma representação
bidimensional, t́ınhamos poucos graus de liberdade para ajustar as distâncias. A seguir,
investigamos algumas maneiras de representar protéınas comparadas em R

3. Começamos
representando cada protéına por um segmento de reta de comprimento fixo, posteriormente
permitimos que cada segmento tenha comprimento variável e, por fim, representamos cada
protéına por uma poligonal formada por dois segmentos de comprimento fixo.

2.4 Protéınas representadas por segmentos de reta

Os experimentos com ćırculos nos mostraram que é dif́ıcil, em alguns casos imposśıvel, o
ajuste de todos os elementos do conjunto ∆. Para tentar contornar as dificuldades obser-
vadas nos testes bidimensionais propomos agora a seguinte estratégia: cada protéına será
representada por um segmento de reta em R

3 e nossa tarefa consistirá em ajustar somente
os valores d̂ij correspondentes a protéınas que possuem alguma semelhança entre si.

2.4.1 Modelo 1: segmentos de comprimento fixo

Representando cada protéına por um segmento de reta, nosso objetivo consiste em alocar os
segmentos no espaço tridimensional de tal forma que somente as disparidades (d̂ij) correspon-
dentes a protéınas semelhantes sejam efetivamente ajustadas. Para distribuir os segmentos
no espaço, aplicaremos a cada um deles um movimento ŕıgido. O i-ésimo segmento sofrerá
a ação de uma sequência de três rotações simples em torno dos eixos coordenados, cujos
ângulos de rotação são dados pela tripla θi = (θi

1, θ
i
2, θ

i
3)

T , seguida de um deslocamento
ri = (ri

1, r
i
2, r

i
3)

T . Desse modo, denotando por ui, vi ∈ R
3 as coordenadas iniciais dos pontos

extremos do i-ésimo segmento de reta, após a aplicação do movimento ŕıgido obteremos as
seguintes coordenadas:

ûi = R(θi)ui + ri,

v̂i = R(θi)vi + ri,
(2.33)

onde

R(θi) =





−si
1s

i
2c

i
3 + ci1c

i
2 ci1s

i
2c

i
3 + si

1c
i
2 si

2s
i
3

−si
1c

i
2c

i
3 − ci1si

2 ci1c
i
2c

i
3 − si

1s
i
2 ci2s

i
3

si
1s

i
3 −ci1si

3 ci3




(2.34)

é a matriz que descreve a sequência de rotações realizadas em que si
k ≡ sen(θi

k) e cik ≡ cos(θi
k),

para k = 1, 2, 3.
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Neste modelo os segmentos de reta que representam as protéınas deverão movimentar-se
em R

3 de tal forma que as distâncias finais dois a dois (dij) respeitem uma das seguintes
condições para dfix > 0 fixo:

dij ≥ dfix se d̂ij ≥ dfix,

dij ≈ d̂ij se d̂ij < dfix.
(2.35)

Ou seja, se a discrepância d̂ij entre as protéınas i e j for menor que o valor fixo dfix, a
distância final dij entre os segmentos de reta correspondentes deverá ser aproximadamente

igual a d̂ij. Caso contrário, dij poderá assumir qualquer valor maior ou igual a dfix. Portanto,
o problema de otimização que pretendemos resolver é dado por:

min
∑

i,j ∈ I1

max{0, d2
fix − d2

ij}2 +
∑

i,j ∈ I2

(d2
ij − d̂2

ij)
2

, (2.36)

onde I1, I2 são conjuntos de ı́ndices tais que

I1 = {i 6= j ∈ N | d̂ij ≥ dfix},

I2 = {i 6= j ∈ N | d̂ij < dfix}.
(2.37)

Notemos que, em (2.36), dij é uma função dos ângulos e deslocamentos associados aos
segmentos de reta i e j, isto é, dij ≡ dij(θ

i, θj, ωi, ωj). Assim, dado um conjunto de n
protéınas, o problema a ser resolvido tem um total de 6n variáveis: três ângulos de rotação
e três coordenadas de deslocamento para cada protéına. Além disso, como a função objetivo
é não negativa, os minimizadores globais do problema (2.36) correspondem a configurações
de segmentos cujas distâncias finais satisfazem uma das condições (2.35), pois em tais con-
figurações os somatórios que definem a função valem aproximadamente zero.

Distância entre dois segmentos de reta

Um passo importante na resolução do problema (2.36) é o cálculo da distância entre dois
segmentos de reta, fixadas as suas posições e orientações no espaço. O valor desta distância,
como ilustra a Figura 2.20, pode ser determinado resolvendo-se o seguinte problema de
minimização:

min ‖zi − zj‖2

s. a zi ∈ ûiv̂i,

zj ∈ ûj v̂j.

(2.38)

Como zi = ûi + ti (v̂i − ûi) para algum ti ∈ [0, 1] e zj = ûj + tj (v̂j − ûj) para algum
tj ∈ [0, 1], o problema (2.38) é facilmente convertido no problema

min g(ti, tj)

s. a 0 ≤ ti ≤ 1,

0 ≤ tj ≤ 1,

(2.39)
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dij

ûi

v̂i

ûj

v̂j

Figura 2.20: Distância mı́nima entre dois segmentos de reta.

onde g(ti, tj) é uma função quadrática nas variáveis ti e tj cuja expressão é:

g(ti, tj) = t2i ‖q1‖2 + t2j‖q2‖2 − 2titj〈q1, q2〉+ 2ti〈q1, q3〉 − 2tj〈q2, q3〉+ ‖q3‖2, (2.40)

com
q1 = v̂i − ûi,

q2 = v̂j − ûj,

q3 = ûi − ûj.

(2.41)

Embora o problema (2.39) possa ser resolvido por um método numérico, optamos por
resolvê-lo analiticamente seguindo as ideias desenvolvidas no livro de D. H. Eberly [26]. Os
pontos cŕıticos da função g(ti, tj) são dados pela solução do sistema linear ∇g(ti, tj) = 0:

{
ti‖q1‖2 − tj〈q1, q2〉 = −〈q1, q3〉,

−ti〈q1, q2〉+ tj‖q2‖2 = 〈q2, q3〉.
(2.42)

Notemos que a matriz de coeficientes de (2.42), que denotaremos porM0, possui determinante
não negativo. De fato,

det(M0) = ‖q1‖2‖q2‖2 − 〈q1, q2〉2

= ‖q1‖2‖q2‖2(1− cos2 γ)

= ‖q1‖2‖q2‖2 sen2 γ

= ‖q1 × q2‖2 ≥ 0,

(2.43)

onde γ é o ângulo entre os vetores q1 e q2. Portanto, para resolver o problema (2.39) devemos
analisar dois casos:
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• Caso 1: det(M0) > 0 - implica que os vetores q1 e q2 não são paralelos e o sistema
linear (2.42) possui única solução dada por:

t∗i =
〈q1, q2〉〈q2, q3〉 − 〈q1, q3〉‖q2‖2

‖q1 × q2‖2
,

t∗j =
−〈q1, q2〉〈q1, q3〉+ 〈q2, q3〉‖q1‖2

‖q1 × q2‖2
.

(2.44)

• Caso 2: det(M0) = 0 - implica que q1 e q2 são paralelos e, consequentemente, (2.42)
possui infinitas soluções.

No Caso 1 sabemos que (t∗i , t
∗
j)

T é o único minimizador global da função g(ti, tj), porém,
este minimizador pode ocorrer fora do conjunto viável [0, 1] × [0, 1]. Quando isto acontece
devemos procurar por um minimizador na fronteira desta região. A Figura 2.21 mostra o
plano cartesiano dividido em nove setores enumerados de 0 a 8. Se (t∗i , t

∗
j)

T pertencer à
Região 0, então os dois pontos que realizam a menor distância entre os segmentos i e j são
pontos interiores desses segmentos. Suponha, por exemplo, que (t∗i , t

∗
j)

T pertence à Região
1. Nesta situação fazemos t∗i = 1 e a função g(ti, tj) passa a ter apenas uma variável, isto é,
ĝ(tj) = g(1, tj). Assim, o minimizador de ĝ(tj) será um ponto no interior do intervalo [0, 1],
onde ĝ′(tj) = 0, ou será um ponto extremo do mesmo, ou seja, t∗j = 0 ou t∗j = 1. Uma análise
semelhante pode ser feita para as Regiões 3, 5 e 7. Agora, suponha que o minimizador ocorre
na Região 2. Então, devemos analisar o sinal das componentes do vetor gradiente de g(ti, tj)
no ponto (1, 1)T para decidir se minimizamos na face ti = 1 ou tj = 1. Um procedimento
parecido deve ser aplicado às Regiões 4, 6 e 8.

No Caso 2, aproveitando o fato de que q1 e q2 são paralelos, projetamos ortogonalmente os
pontos extremos de um segmento na reta suporte gerada pelo outro segmento. Por exemplo,
se cada ponto extremo do segmento j for projetado na reta suporte gerada pelo segmento i,
podemos escrever:

ûj = ûi + σ0q1 + q0,

ûj + q2 = ûi + σ1q1 + q0,
(2.45)

onde σ0, σ1 são escalares reais a serem determinados, q1, q2 são dados por (2.41) e q0 é
um vetor ortogonal a q1. Tomando o produto interno com q1 de ambos os lados de cada
igualdade acima, podemos resolver as equações resultantes para as incógnitas σ0 e σ1. As-
sim, obtidos os valores destes escalares, tudo o que devemos fazer é comparar os intervalos
[min{σ0, σ1}, max{σ0, σ1}] e [0, 1]. Se estes dois intervalos são disjuntos, a distância mı́nima
ocorre para pontos extremos dos segmentos i e j, como ilustra a Figura 2.22 a). Caso
contrário, existem infinitos pares de pontos que realizam a menor distância. Neste caso,
escolhemos um ponto extremo de um segmento e um ponto interior de outro. Esta situação
está ilustrada na Figura 2.22 b).
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Região 0 Região 1

Região 2Região 3Região 4
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Figura 2.21: Regiões do plano cartesiano que devem ser analisadas.

ûi
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ûj

v̂j

dij

a) [min{σ0, σ1}, max{σ0, σ1}] ∩ [0, 1] = ∅

ûi

v̂i

ûj

v̂j

dij

b) [min{σ0, σ1}, max{σ0, σ1}] ∩ [0, 1] 6= ∅

Figura 2.22: Distância mı́nima no caso de segmentos paralelos.
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De acordo com o que acabamos de expor, podemos construir um algoritmo que determina
analiticamente a distância mı́nima entre dois segmentos de reta através da análise de casos.
Dadas as coordenadas dos pontos extremos de dois segmentos, o código deve inicialmente
calcular o determinante (2.43) para decidir se os segmentos são ou não paralelos. Se os
segmentos não são paralelos, os cálculos realizados são aqueles descritos no Caso 1, ou seja,
o algoritmo verifica se o minimizador global da função g(ti, tj) está na região viável. Em
caso afirmativo, a distância mı́nima é determinada. Caso contrário, a fronteira da região é
testada. Por outro lado, se os segmentos são paralelos, o código procede da maneira descrita
no Caso 2. Os experimentos que apresentamos a seguir foram rodados em um computador
Apple com as seguintes especificações: sistema operacional MAC OS X 10.5, processador
Intel Core 2 Duo com 2GHz e 2GB de memória.

Experimentos numéricos

Nestes testes as protéınas foram retiradas de www.ime.unicamp.br/~martinez/lovoalign,
comparadas via LOVOALIGN e os elementos de ∆ foram estipulados da seguinte forma:

d̂ij = 20− sij, 1 ≤ i < j ≤ n, (2.46)

onde sij é agora o escore Structal normalizado resultante da comparação das protéınas i e
j. Este novo escore, cujo valor está sempre no intervalo (0, 20], é dado pela razão entre o
escore Structal fornecido por LOVOALIGN e o número de átomos da menor protéına do
par comparado, conforme explicamos na Seção 1.4 do Caṕıtulo 1. Então, de acordo com
a relação (2.46) quanto mais próximo de 20 for o valor de sij, maior será a semelhança

entre as protéınas i e j e, consequentemente, menor será o valor de d̂ij. Os resultados
computacionais foram obtidos com o aux́ılio da rotina GENCAN. Em cada teste medimos
o número de iterações, avaliações de função e valor final de função obtidos pela rotina. As
colunas das tabelas que mostraremos a seguir possuem o seguinte significado: nprot é o
número de protéınas comparadas, dfix é um parâmetro real positivo e fixo, ntot é o número
total de discrepâncias, nI1 é a quantidade de distâncias finais maiores ou iguais a dfix, nI2

são as distâncias finais menores que dfix (efetivamente ajustadas), niter é o número total de
iterações, avalf é o número total de avaliações de função e f(x∗) é o valor final de função
objetivo. Em todas as rodadas, GENCAN parou com a norma do gradiente menor que 10−4.

A Tabela 2.17 mostra alguns dos resultados obtidos nos experimentos em que os seg-
mentos de reta possuem o mesmo comprimento. Em cada teste investigamos o valor de
dfix que deveria ser fixado para fazer com que todas as discrepâncias d̂ij inferiores a este
valor fossem efetivamente ajustadas. Cada problema foi resolvido para um valor diferente
do parâmetro até que o valor final de função objetivo fosse menor que a tolerância ǫ = 10−2.
Como podemos observar pelos resultados da tabela, à medida que o número de protéınas
consideradas aumenta, precisamos diminuir o valor de dfix para que seja posśıvel encontrar
uma configuração de segmentos que produza um valor pequeno de função. Notemos ainda
que os número totais de iterações e avaliações de função atingidos por GENCAN aumentam
nos problemas com quantidades maiores de protéınas. Podemos observar também que o
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nprot dfix ntot nI1 nI2 niter avalf f(x∗)

10 10 45 43 2 14 60 5.212504E−11

25 10 300 285 15 33 115 5.076322E−19

50 10 1225 1176 49 299 1612 3.160316E−20

75 10 2775 2698 77 276 8261 7.836608E+02

100 10 4950 4827 123 504 3720 5.645881E+02

75 5.7 2775 2722 53 179 1007 4.491551E−14

100 4.6 4950 4890 60 287 2022 2.338183E−14

Tabela 2.17: Resultados de testes com segmentos de comprimento fixo.

número de discrepâncias efetivamente ajustadas (nI2) é pequeno se comparado ao número
total de discrepâncias do problema (ntot). As Figuras 2.23 a) e 2.23 b) mostram gráficos
d̂ij×dij constrúıdos com as distâncias finais obtidas nos testes com 25 e 50 protéınas, respec-
tivamente. As linhas tracejadas indicam o valor de distância fixo (dfix) adotado em ambos
os experimentos. As quantidades de pontos presentes em cada gráfico também estão indi-
cadas nas figuras: a Figura 2.23 a) mostra que 15 valores d̂ij foram efetivamente ajustados
e 285 possuem valor maior ou igual a 10 (alguns pontos não aparecem no gráfico por terem
a coordenada y maior que 20). Já na Figura 2.23 b) podemos notar que 49 valores d̂ij são
ajustados satisfatoriamente.
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a) 25 protéınas - 300 distâncias

d̂ij

dij

15 pontos 285 pontos

0 5 10 15 20
0
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15
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a) 50 protéınas - 1225 distâncias

d̂ij

dij

49 pontos 1176 pontos

Figura 2.23: Gráficos d̂ij × dij: segmentos de comprimento fixo.
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A Figura 2.24 mostra a configuração final de segmentos obtida no teste com 25 protéınas.
Os segmentos mais próximos possuem distância menor que dfix = 10 e representam protéınas
semelhantes. Já os segmentos mais afastados representam protéınas que nada se parecem.
Fizemos esta classificação com base nos valores dos escores Structal normalizados obtidos no
processo de comparação das protéınas envolvidas nos experimentos.
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Figura 2.24: 25 segmentos de comprimento fixo.

2.4.2 Modelo 2: segmentos de comprimento variável

No Modelo 2.4.1 apresentado anteriormente, assumimos que os segmentos de reta possuem
comprimento fixo. Constatamos pelos resultados numéricos que não foi posśıvel manter
constante o valor do parâmetro dfix em todos os experimentos e vimos a necessidade de di-
minúı-lo em testes com quantidades maiores de protéınas. Como consequência deste fato,
conseguimos realizar efetivamente uma quantidade de valores d̂ij muito pequena em relação
ao número total de elementos dos conjuntos ∆ que apareceram nos problemas. A partir de
agora, tentaremos não diminuir muito o valor de dfix nos experimentos. Para isso, vamos
aumentar os graus de liberdade do problema permitindo que os comprimentos dos segmentos
sejam variáveis durante o processo de ajuste das discrepâncias d̂ij. Neste caso, após apli-
carmos aos pontos extremos do i-ésimo segmento uma rotação R(θi) e um deslocamento ri,
permitimos que seu tamanho aumente por um fator αi > 0, isto é,

‖αi(v̂i − ûi)‖ = αi‖v̂i − ûi‖, (2.47)

onde 1 ≤ αi ≤ αmax, como ilustra a Figura 2.25.
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ûi v̂i ûi + αi(v̂i − ûi)

Figura 2.25: Segmento com comprimento variável.

Assim, o problema que passamos a resolver minimiza uma função semelhante à utilizada
no Modelo 2.4.1, só que agora com 7 variáveis para cada protéına representada: três ângulos,
três coordenadas de deslocamento e um escalar real.

Experimentos numéricos

Empregamos nestes experimentos os mesmos conjuntos de protéınas comparadas que figura-
ram nos testes com o Modelo 2.4.1. Utilizamos também a mesma forma de gerar o conjunto
∆ com os escores Structal normalizados. Os problemas foram resolvidos numericamente
pela rotina GENCAN e as tabelas seguem as mesmas legendas definidas anteriormente. A
Tabela 2.18 mostra os resultados obtidos nos experimentos. Inicialmente tomamos dfix = 10
e obtivemos bons ajustes somente para os testes com 10, 25 e 50 protéınas. Assim como
nos experimentos realizados com o Modelo 2.4.1, observamos a necessidade de diminuir o
valor do parâmetro dfix para quantidades de protéınas superiores a 50. Os problemas com
75 e 100 protéınas foram resolvidos para vários valores de dfix até encontrarmos uma solução
satisfatória. As duas últimas linhas da Tabela 2.18 mostram os melhores resultados obtidos
nestes testes. Em todos os experimentos indicados na Tabela 2.18, o critério de parada de
GENCAN foi o da norma do gradiente menor que 10−4.

nprot dfix ntot nI1 nI2 niter avalf f(x∗)

10 10 45 43 2 11 16 1.961699E−20

25 10 300 285 15 55 134 3.214463E−19

50 10 1225 1176 49 300 1202 1.395316E−16

75 10 2775 2698 77 348 1813 4.212664E+01

100 10 4950 4827 123 518 3347 3.169610E+02

75 5.8 2775 2720 55 162 738 2.939243E−13

100 4.6 4950 4890 60 184 951 1.930541E−14

Tabela 2.18: Resultados de testes com segmentos de comprimento variável.

A Figura 2.26 a) mostra a configuração final para o teste em que 25 protéınas são re-
presentadas por segmentos de comprimento variável. Notemos nesta figura que apenas um
segmento é visivelmente maior que os demais. Neste teste, tomando dfix = 10 conseguimos
ajustar efetivamente apenas 15 discrepâncias d̂ij de um total de 300. E este é o mesmo
valor que obtivemos no teste em que o comprimento dos segmentos foi mantido fixo (veja a
terceira linha da Tabela 2.17). A Figura 2.26 b) mostra o gráfico de discrepâncias originais
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versus distâncias finais para este experimento. A grande maioria dos valores dij são maiores
que 20 e, por isso, pontos correspondentes a estas distâncias não aparecem na figura. No
gráfico também estão indicadas as quantidades de distâncias dij efetivamente ajustadas e de
distâncias maiores que dfix = 10.
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b) Gráfico d̂ij × dij

d̂ij

dij

15 pontos 285 pontos

Figura 2.26: 25 segmentos de comprimento variável.

De acordo com estes resultados, podemos notar que a estratégia de tornar variáveis os
comprimentos dos segmentos não contribui muito bem para o ajuste de um número maior
de números d̂ij. Além disso, o comportamento de GENCAN na resolução dos problemas
foi muito semelhante ao comportamento observado nos experimentos com o Modelo 2.4.1.
A seguir, apresentaremos nossa última tentativa para ajustar disparidades entre protéınas
representadas por segmentos de reta no espaço 3D. Aproveitaremos algumas caracteŕısticas
desenvolvidas nesta seção para construir um modelo cujos graus de liberdade sejam ainda
maiores. A t́ıtulo de comparação, realizaremos uma bateria de testes com os mesmos con-
juntos de protéınas empregados nos experimentos anteriores e analisaremos os resultados
obtidos.

2.4.3 Modelo 3: poligonais formadas por dois segmentos

Esperávamos que a estratégia de tornar variáveis os comprimentos dos segmentos de reta
facilitasse o ajuste das distâncias entre eles. Porém, nos deparamos com as mesmas difi-
culdades encontradas nos experimentos realizados com o Modelo 2.4.1. Desenvolveremos
agora uma abordagem que aproveita as ideias apresentadas anteriormente, podendo facilitar
a tarefa de ajustar distâncias entre protéınas representadas em R

3. A estratégia consiste em
representar cada protéına por uma poligonal formada por dois segmentos de reta e realizar
somente as distâncias entre poligonais que correspondem a protéınas semelhantes.
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Seguindo esse racioćınio, cada protéına é representada por uma poligonal constitúıda por
dois segmentos de reta formando um ângulo de 90 graus entre si. Os segmentos possuem o
mesmo comprimento, que é mantido fixo. Assim, o problema de otimização a ser resolvido
é semelhante àquele que resolvemos em 2.4.1 cujas variáveis são ângulos de rotação e deslo-
camentos para cada protéına. Porém, as distâncias que devem ser ajustadas são distâncias
entre poligonais. Para determiná-las, calculamos as distâncias entre pares de segmentos de
poligonais distintas e tomamos o menor valor. Ou seja, se ℓi1, ℓi2 e ℓj1, ℓj2 são, respectiva-
mente, os segmentos que formam as poligonais i e j, a distância mı́nima entre elas é dada
por

dij = min{dℓi1ℓj1
, dℓi1ℓj2

, dℓi2ℓj1
, dℓi2ℓj2

}, (2.48)

como ilustra a Figura 2.27. Notemos que o cálculo de dij envolve quatro cálculos de distância
entre segmentos de reta e estas distâncias são calculadas através dos procedimentos descritos
em 2.4.1.

ℓj1 ℓj2

ℓi1

ℓi2

Figura 2.27: Distância mı́nima entre duas poligonais.

Experimentos numéricos

Empregamos novamente nestes experimentos os mesmos conjuntos de protéınas comparadas
utilizados nos Modelos 2.4.1 e 2.4.2. O conjunto ∆ também foi gerado da mesma forma
descrita anteriormente, isto é, a partir dos escores Structal normalizados resultantes da
comparação entre pares de protéınas. A Tabela 2.19 mostra o desempenho de GENCAN na
resolução de problemas-teste envolvendo cinco quantidades de protéınas. A sigla de cada
coluna desta tabela é a mesma adotada nas tabelas dos testes anteriores. Considerando
inicialmente dfix = 10, conseguimos ajustar efetivamente um conjunto de nI2 distâncias
nos testes com 10, 25 e 50 protéınas. No entanto, foi preciso diminuir o valor de dfix nos
demais experimentos para conseguirmos obter um valor final pequeno de função objetivo.
Observemos nos testes com 75 e 100 protéınas que GENCAN atinge o número máximo de
avaliações de função permitidas (avalf = 20000) para dfix = 10. Nestes dois testes o número
total de avaliações de função diminui quando dfix também é diminuido.
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nprot dfix ntot nI1 nI2 niter avalf f(x∗)

10 10 45 43 2 22 29 1.291167E−12

25 10 300 285 15 41 95 3.605217E−18

50 10 1225 1176 49 192 1118 1.395717E−15

75 10 2775 2698 77 1594 20000 1.741954E+01

100 10 4950 4827 123 1603 20000 5.343404E+02

75 5.7 2775 2722 53 195 1066 8.945253E−14

100 4.7 4950 4888 62 195 1156 2.232349E−16

Tabela 2.19: Resultados de testes com poligonais de dois segmentos.

A Figura 2.28 a) mostra a configuração final obtida no teste em que 25 protéınas são
representadas por poligonais de dois segmentos com dfix = 10. Nesta figura, as poligonais
mais próximas representam protéınas semelhantes e as distâncias entre elas são menores que
10. Podemos constatar isso observando o gráfico da Figura 2.28 b) constrúıdo com os dados
obtidos neste experimento. No eixo das abscissas estão as disparidades originais e, no eixo
das ordenadas, estão as distâncias obtidas numericamente. Notemos neste gráfico que apenas
15 valores d̂ij são ajustados efetivamente. Obtivemos a mesma quantidade de ajustes nos
modelos anteriores empregando esta mesma quantidade de protéınas. A Tabela 2.20 traz
uma comparação do número de graus de liberdade (variáveis) dos modelos propostos neste
caṕıtulo para a representação de protéınas comparadas.
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Figura 2.28: 25 poligonais de comprimento fixo.

Neste caṕıtulo vimos que o modelo clássico dos pontos para a representação de protéınas
só se torna viável mediante as condições do Teorema 2.1. Por essa razão, propusemos modelos
diferentes dos existentes na literatura para representar conjuntos de protéınas comparadas.
Começamos nossa investigação pelos modelos de ćırculos, mas os resultados numéricos obti-
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modelos dimensão graus de liberdade

ćırculos 2 3

segto. comp. fixo 3 6

segto. comp. var. 3 7

poligonais 3 6

Tabela 2.20: Modelos para representação de protéınas do Caṕıtulo 2.

dos não foram muito satisfatórios. Posteriormente, passamos a representar as protéınas por
segmentos de reta em R

3. Neste caso, obtivemos resultados satisfatórios após a introdução
de um parâmetro dfix que controlava o número de distâncias efetivamente ajustadas. Pude-
mos observar que o comportamento dos testes foi praticamente o mesmo, independendo do
número de graus de liberdade de cada formulação. Constatamos também que o parâmetro
dfix não pode ficar fixo em todos os testes e precisou ser aumentado nos experimentos com
mais de 50 protéınas. A grande dificuldade que notamos foi o fato de só conseguirmos ajus-
tar efetivamente uma pequena parcela dos valores d̂ij criados a partir dos escores. De modo
geral, os resultados obtidos nos experimentos com os modelos para construção de mapas não
foram muito surpreendentes. Por essa razão, não nos preocupamos em registrar os tempos
de execução de cada experimento. No entanto, devemos ressaltar que a rotina GENCAN
gastou mais tempo nos testes em que o ajuste de todos os valores d̂ij era exigido.

No próximo caṕıtulo abandonaremos a estratégia de ajustar distâncias entre objetos
geométricos e apresentaremos modelos que tentarão ajustar diretamente os escores Struc-
tal obtidos na comparação das protéınas. As principais ideias desenvolvidas no Caṕıtulo
seguinte são: representar protéınas por vetores em algum espaço euclidiano R

m e construir
problemas de otimização onde os escores sejam ajustados aos produtos escalares entre os
vetores. Começamos fazendo testes em dimensão pequena e, em seguida, aumentamos a
dimensão na tentativa de ajustar um número maior de escores. Realizamos experimentos
computacionais com os modelos e discutimos os resultados obtidos.
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Caṕıtulo 3

Mapas de protéınas em R
m

3.1 Ajuste de escores entre vetores

Neste caṕıtulo trataremos do problema de ajustar escores entre um conjunto de protéınas
comparadas. Para isso, associaremos as protéınas a vetores de algum espaço euclidiano R

m

e procederemos da seguinte forma: dadas duas protéınas i, j e um escore resultante da
comparação entre elas sij, queremos encontrar dois vetores pi, pj ∈ R

m tais que seu produto
escalar seja aproximadamente igual a sij, ou seja,

〈pi, pj〉 ≈ sij. (3.1)

Assim, dadas n protéınas comparadas e os escores s = {sij ∈ R+ | 1 ≤ i < j ≤ n}, nossa
tarefa consiste em encontrar n vetores em algum espaço R

m cujos produtos escalares dois a
dois satisfaçam a relação (3.1).

Definido dessa maneira, o problema descrito acima possui a seguinte propriedade: se a
dimensão do espaço utilizado para representar as protéınas é igual ao número de protéınas
consideradas, é sempre posśıvel obter neste espaço uma configuração de vetores tais que

〈pi, pj〉 = sij, para todo 1 ≤ i < j ≤ n. (3.2)

Provaremos esta afirmação na proposição a seguir.

Proposição 3.1 Sejam n o número de protéınas que queremos representar e s o conjunto
de escores obtidos por comparar as protéınas duas a duas. Então, é posśıvel determinar n
vetores em um espaço euclidiano de dimensão n tais que os produtos escalares entre pares
desses vetores satisfazem (3.2).

Prova: Seja S0 = [sij] uma matriz simétrica de ordem n tal que sii é o escore obtido por
comparar a protéına i com uma cópia idêntica a ela, para todo i = 1, 2, . . . , n, e sij é o escore
correspondente à comparação das protéınas i e j para todo i 6= j. Como S0 é simétrica, seus
autovalores são reais. Definimos S1 = S0+λI, com λ > |λmin|, onde λmin é o menor autovalor
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de S0 e I é a matriz identidade de ordem n. Por construção, os autovalores de S1 são não
negativos e os autovetores associados são os mesmos de S0. Assim, podemos escrever:

S1 = UΛ
1

2 Λ
1

2UT ,

onde U e Λ são matrizes de ordem n formadas, respectivamente, pelos autovetores e auto-
valores de S1. Esta decomposição nos permite definir a matriz X = UΛ

1

2 de ordem n cujas
linhas fornecem as coordenadas de n vetores em R

n. Portanto, S1 = XXT é uma matriz tal
que o i-ésimo elemento da diagonal principal corresponde ao quadrado da norma do vetor
que representa a protéına i e os elementos que estão fora da diagonal são iguais aos escores
das protéınas comparadas.

A seguir, apresentamos algumas formulações para o problema do ajuste de produtos
escalares e escores. Nestas formulações utilizamos os escores Structal normalizados que
foram definidos no Caṕıtulo 1. Os experimentos numéricos deste caṕıtulo foram realizados
em um computador Apple com as seguintes caracteŕısticas: sistema operacional MAC OS X
versão 10.5, processador Intel Core 2 Duo com 2.4GHz e 2GB de memória.

3.1.1 Modelo 1: ajustando todos os escores

Propomos resolver inicialmente um problema de otimização sem restrições nas variáveis cujo
objetivo é minimizar a soma dos quadrados das diferenças entre produtos escalares e escores,
ou seja,

min
∑

i<j

( 〈pi, pj〉 − sij )2. (3.3)

Assim, se temos um conjunto de n protéınas comparadas, as variáveis do problema (3.3)
são as coordenadas de n vetores em algum espaço R

m, totalizando nm variáveis. A função
que será minimizada é não negativa e continuamente diferenciável. Deste modo, ao resolver
(3.3), buscamos por configurações de vetores que produzam um valor de função tão próximo
de zero quanto posśıvel para que os ajustes entre produtos escalares e escores sejam bons.

Experimentos numéricos

Fizemos experimentos numéricos para investigar a possibilidade de ajustar os produtos es-
calares em espaços de dimensão pequena. Para validar o modelo (3.3), fixamos inicialmente
a quantidade de protéınas em 10 e variamos a dimensão dos espaços de vetores de 2 a 10. Os
dados das protéınas usadas nos testes foram retirados de www.ime.unicamp.br/~martinez/
lovoalign e as protéınas foram comparadas pela rotina LOVOALIGN. Utilizamos dois pa-
cotes de otimização numérica na resolução dos problemas: GENCAN e MCS. MCS, diferen-
temente de GENCAN, utiliza uma estratégia de otimização global para minimizar funções.
Este pacote foi desenvolvido para MATLAB por A. Neumaier e pode ser obtido gratuita-
mente em www.mat.univie.ac.at/~neum. Os detalhes sobre a teoria envolvida em MCS
podem ser encontrados em [47]. Para obter os resultados da Tabela 3.1 não empregamos
nenhum tipo de estratégia multistart. Esta tabela apenas mostra, a t́ıtulo de comparação,
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os valores finais de função f(x∗) obtidos para cada valor fixo de dimensão (dim). Podemos
observar pela tabela que as soluções obtidas pelos softwares foram praticamente iguais nos
problemas com dimensão 2, 3 e muito próximas nos problemas de dimensão 4, 5. Notemos
também que à medida que a dimensão do espaço de vetores aumenta, o valor final de função
correspondente é cada vez menor.

GENCAN MCS

dim f(x∗) f(x∗)

2 21.2996 21.2996

3 1.1383 1.1383

4 0.3530 0.3571

5 0.1277 0.1460

6 3.3147E−04 2.1000E−03

7 8.7780E−04 3.2606E−04

8 2.4328E−13 5.3840E−29

9 1.4040E−19 7.1491E−30

10 1.5345E−19 1.1887E−21

Tabela 3.1: Comparando GENCAN e MCS em testes com 10 protéınas.

Nos testes que apresentamos a seguir aumentamos a quantidade de protéınas e utilizamos
somente GENCAN para resolver os problemas. Esta escolha é devida ao fato de que MCS
não resolve problemas com número muito grande de variáveis. Empregamos uma estratégia
multistart na resolução dos problemas. Alguns dos resultados obtidos neste conjunto de
testes estão indicados na Tabela 3.2. Nesta tabela, nprot é a quantidade de protéınas con-
sideradas, dim é a dimensão do espaço, niter e avalf são, respectivamente, o número total
de iterações e avaliações de função e f(x∗) é o valor final de função obtido por GENCAN.
De acordo com os resultados, a função objetivo diminui bastante de valor quando buscamos
soluções em espaços de dimensão grande. Também podemos constatar nestes experimentos
a validade da afirmação feita na Proposição 3.1, pois, quando a dimensão do espaço é igual
ao número de protéınas, é sempre posśıvel obter uma solução para o problema (3.3). Con-
tudo, GENCAN encontrou dificuldades em alguns casos. Repare, por exemplo, no total de
iterações e avaliações de função realizadas no problema com 75 protéınas em dimensão 50.
Neste caso GENCAN parou porque atingiu o número máximo de avaliações de função. Já
nos problemas em que a dimensão foi igual ao número de protéınas, a rotina realizou um
número pequeno de iterações e avaliações de função.

A Figura 3.1 mostra gráficos constrúıdos a partir dos resultados obtidos nos testes com
50 protéınas. No eixo x de cada gráfico estão os escores Structal normalizados do conjunto
de protéınas colocados em ordem crescente (sij). No eixo y estão os respectivos produtos
escalares calculados a partir das coordenadas finais dos vetores obtidos no processo de oti-
mização (〈pi, pj〉). Portanto, os pares ordenados são (sij, 〈pi, pj〉). Quanto mais próximos
os pontos estão da reta y = x (também indicada nos gráficos), melhor é o ajuste. Notemos
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que em R
3 o ajuste é ruim, porém, à medida que a dimensão do espaço aumenta, os pontos

tendem a ficar mais próximos da reta y = x.
Podemos perceber nestes experimentos que quando tentamos resolver o problema de

otimização (3.3) em espaços de dimensão pequena temos poucos graus de liberdade para
ajustar os vetores. Consequentemente, as soluções finais obtidas não são boas. A seguir,
modificaremos um pouco nossa primeira formulação para tentar ainda obter bons ajustes em
R

2 ou R
3. Para isso, faremos com que o problema reformulado tenha um número maior de

graus de liberdade.

nprot = 25 nprot = 50

dim niter avalf f(x∗) dim niter avalf f(x∗)

3 11 13 4.141313E+02 3 12 20 1.668080E+04

10 2637 11533 4.354575E+00 10 2065 10474 1.145376E+02

20 2889 2000 3.475844E−03 20 3905 19967 2.622674E+01

25 25 77 2.742733E−21 50 15 27 4.886821E−22

nprot = 75 nprot = 100

dim niter avalf f(x∗) dim niter avalf f(x∗)

3 12 17 4.511840E+03 3 12 14 7.348332E+03

20 2621 20000 2.295061E+02 20 1353 9501 5.371149E+02

50 2185 20000 1.858455E+01 50 2256 19930 1.546689E+02

75 19 54 3.263620E−21 100 25 76 2.001732E−19

Tabela 3.2: Resultados de GENCAN para quatro quantidades de protéınas.

3.1.2 Modelo 2: ajustando escores e parâmetros

Nossa proposta agora consiste em modificar a formulação anterior para aumentar os graus
de liberdade do problema sem que a dimensão do espaço de vetores seja muito grande.
Para isso, tentaremos minimizar o quadrado da diferença entre um escore e uma função do
correspondente produto escalar. Dessa forma, introduzindo a função real

φ(t) =

np∑

ℓ=1

cℓt
αℓ , para t ≥ 0, (3.4)

com cℓ ≥ 0, αℓ ≥ 1, ℓ = 1, . . . , np, propomos resolver o seguinte problema de otimização:

min
∑

i<j

( φ( 〈pi, pj〉 )− sij )2,

s. a pi
k ≥ 0, 1 ≤ k ≤ m e 1 ≤ i < j ≤ n,

(3.5)
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Figura 3.1: Gráficos obtidos nos testes com 50 protéınas (1225 escores).
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onde m é a dimensão do espaço. As restrições de não negatividade das coordenadas do
vetores são para forçar que φ(t) seja uma função não decrescente, ou seja, quanto maior o
valor de 〈pi, pj〉, maior será o valor de φ( 〈pi, pj〉 ). Se temos um conjunto de n protéınas,
o problema definido acima possui um total de mn + 2np variáveis: n vetores em R

m, np

coeficientes cℓ e np expoentes αℓ. Então, ao resolver (3.5) as coordenadas dos vetores e
os parâmetros da função φ(t) são ajustados ao mesmo tempo. Assim, podemos aumentar
arbitrariamente a quantidade de termos de φ(t) mantendo fixa a dimensão m. Verificaremos
a seguir se esta estratégia é útil para conseguir bons resultados de ajustes em R

2 ou R
3.

Experimentos numéricos

Para validar o modelo tomamos as mesmas 10 protéınas usadas nos experimentos com o
Modelo 3.1.1 e utilizamos GENCAN na resolução dos problemas. Criamos dois conjuntos
de testes. Cada problema foi resolvido mil vezes, sendo que em cada rodada um chute
inicial diferente foi fornecido para a rotina de otimização. No primeiro conjunto fixamos
a dimensão do espaço e variamos a quantidade de termos da função φ(t)(parâmetro np).
A Tabela 3.3 mostra, para cada teste, o menor valor de função obtido ao final das mil
rodadas. A coluna np indica a quantidade de termos considerados para definir φ(t). Por fim,
niter, avalf indicam, respectivamente, os números totais de iterações e avaliações de função
realizados por GENCAN e f(x∗) é o valor final de função.

dim = 2 dim = 3

np niter avalf f(x∗) niter avalf f(x∗)

5 119 682 6.050502E+00 46 90 1.138318E+00

10 186 558 6.050502E+00 68 151 1.138318E+00

20 324 1975 6.050502E+00 97 242 1.138318E+00

50 95 379 6.050502E+00 4005 20000 1.073184E+01

Tabela 3.3: Testes com 10 protéınas e diferentes quantidades de termos para φ(t).

De acordo com os resultados da Tabela 3.3 podemos notar que apesar de aumentarmos o
número de variáveis do problema com a introdução da função φ(t), o menor valor de função
obtido foi igual para todos os testes de mesma dimensão, com exceção do último experimento
em dimensão 3. As Figuras 3.2 a) e 3.2 b) ilustram, respectivamente, os resultados obtidos
nos testes com dimensão 2 e 3 e np = 5 (terceira linha da Tabela 3.3). A quantidade de
escores ajustados também está indicada em cada gráfico.

No segundo conjunto de testes fixamos em 5 a quantidade de termos da função φ(t)
e variamos a dimensão do espaço de vetores. Também realizamos mil rodadas para cada
problema, fornecendo ao algoritmo um ponto inicial diferente a cada vez. A Tabela 3.4
mostra os resultados correspondentes ao menor valor de função obtido ao final das rodadas.
Notemos nestes resultados que o valor da função objetivo só diminui consideravelmente
quando a dimensão do espaço é superior a 5. Este comportamento é semelhante àquele
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Figura 3.2: Resultados de testes com 10 protéınas e 5 termos para φ(t).

obtido nos testes realizados com o Modelo 3.1.1, onde ajustávamos diretamente os produtos
escalares aos escores. Pelos resultados da Tabela 3.3 notamos também que nada adiantou
aumentar o número de parâmetros da função φ(t) na tentativa de conseguir pequenos valores
finais de f(x) em R

2 ou R
3. Acreditamos que a dificuldade dessa formulação se deva ao fato de

tentarmos ajustar ao mesmo tempo variáveis de natureza bastante diferente: coordenadas de
vetores e parâmetros de uma função. Para tentar melhorar os resultados obtidos e realizar
testes com quantidades maiores de protéınas, podemos ainda tentar resolver o problema
(3.5) aplicando uma estratégia conhecida por separação de variáveis, cujo objetivo é reduzir
o número de variáveis do problema. A seguir, detalhamos esta estratégia e apresentamos os
testes computacionais realizados.

np = 5

dim niter avalf f(x∗)

3 46 90 1.138318E+00

4 10000 19359 3.507503E−01

5 569 2392 3.086025E−02

7 420 717 1.111408E−08

10 79 174 2.936309E−08

Tabela 3.4: Testes com 10 protéınas e diferentes dimensões de espaço.

Experimentos numéricos aplicando separação de variáveis

Como o problema (3.5) possui dois conjuntos distintos de variáveis (coordenadas de vetores e
parâmetros de uma função), podemos aproveitar sua estrutura para resolvê-lo de uma forma
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diferente. Denotando por xp o vetor que contém as coordenadas dos vetores que representam
n protéınas e por xα o vetor que contém os parâmetros da função φ(t), isto é,

xp = (p1, p2, . . . , pn)T ,

xα = (c1, α1, c2, α2, . . . , cnp
, αnp

)T ,
(3.6)

o problema (3.5) pode ser reescrito da seguinte forma:

min f(xp, xα)

s. a xp ∈ V1,

xα ∈ V2,

(3.7)

onde V1 e V2 formam o domı́nio da função f(xp, xα). A estratégia para resolver (3.7) é a
seguinte:

(i) Para x̂α ∈ V2 fixo, defina xp(x̂α) = argmin {f(xp, x̂α) s. a xp ∈ V1},

(ii) Resolva o problema

min f̂(xα) = f(xp(xα), xα)

s. a xα ∈ V2.
(3.8)

Após separarmos as variáveis de (3.5), o problema que devemos resolver é dado por (3.8).
Notemos que o problema reformulado possui um número menor de variáveis. Porém, a
função f̂ é um pouco mais complicada que a função objetivo de (3.7), pois, em geral, não se
consegue uma expressão anaĺıtica para xp(xα).

Nos experimentos numéricos utilizando a técnica de separação de variáveis usamos dois
pacotes de otimização numérica: BOBYQA e GENCAN. O pacote BOBYQA (Bound Opti-
mization By Quadratic Approximation) resolve problemas de otimização com restrições de
caixa sem que derivadas de primeira ordem da função objetivo sejam fornecidas (ver [24, 78]).
Decidimos usá-lo na resolução do problema (3.8) para não nos preocuparmos com os cálculos

das primeiras derivadas da função f̂(xα), que envolvem logaritmos. Em cada avaliação
de função realizada por BOBYQA utilizamos GENCAN para determinar xp(xα). Realiza-
mos testes com cinco quantidades de protéınas, também retiradas de www.ime.unicamp.br/

~martinez/lovoalign e utilizamos LOVOALIGN para compará-las. Para cada conjunto
de protéınas fixado, fizemos experimentos considerando dois valores de np e três valores para
a dimensão do espaço de vetores. Cada problema foi resolvido cem vezes sendo que em cada
rodada um ponto inicial diferente foi gerado. A Tabela 3.5 mostra o menor valor de função
obtido por teste ao final das rodadas. Nos testes com 10 protéınas notamos que o valor
final de função é pequeno quando a dimensão do espaço considerada é 5 e 10, independente-
mente do valor adotado para o parâmetro np. Nos demais testes os valores de dimensão e do
parâmetro np considerados não foram suficientes para fazer com que a função atingisse um
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valor menor que 1.0E−02. O comportamento de GENCAN na resolução dos subproblemas
foi semelhante ao que já hav́ıamos observado anteriormente: em alguns testes o algoritmo
parou porque atingiu o número máximo de iterações permitidas e em outros testes parou
porque atingiu o número máximo de avaliações de função objetivo.

np = 5 np = 10

nprot dim = 3 dim = 5 dim = 10 dim = 3 dim = 5 dim = 10

10 1.1586276E+00 3.207695E−02 9.115795E−10 1.157679+00 3.237525E−02 4.704389E−11

25 3.321477E+02 4.681135E+01 5.843332E+01 3.697164E+02 3.829086E+02 1.101549E+01

50 1.494711E+03 7.894396E+02 4.999429E+02 1.376844E+03 1.525777E+04 2.029660E+02

75 2.661344E+03 2.791524E+03 2.746218E+03 4.116157E+03 2.821704E+03 8.899012E+02

100 4.892202E+04 3.971207E+03 4.919083E+04 4.855438E+03 4.825231E+03 4.958534E+04

Tabela 3.5: Resultados obtidos pela estratégia de separação de variáveis.

Os resultados numéricos obtidos pela aplicação da técnica de separação de variáveis não
foram muito surpreendentes. Com efeito, os valores finais de função são bastante parecidos
com os valores obtidos pela estratégia de ajustar ao mesmo tempo os dois conjuntos de
variáveis. Em pequenas dimensões (R2 ou R

3) praticamente não foi posśıvel obter uma
configuração com valor final de função pequeno. Analisando as dificuldades desse modelo,
bem como do modelo anterior, chegamos à conclusão de que estamos dando o mesmo grau
de importância tanto para escores de protéınas parecidas quanto para escores de protéınas
que não possuem semelhança alguma. Então, como fizemos no caso do ajuste de distâncias,
propomos a seguir um modelo que tentará ajustar somente os escores correspondentes a
protéınas que possuem semelhanças significativas entre si.

3.1.3 Modelo 3: ajustando um subconjunto de escores

Nesta abordagem exigimos menos dos escores relativos a protéınas que não se parecem e
constrúımos um modelo que tenta ajustar somente os escores de protéınas semelhantes.
Para isso, fixamos um valor sfix > 0 e impomos uma das seguintes condições para cada sij:

se sij ≤ sfix, devemos encontrar dois vetores pi, pj ∈ R
m tais que 〈pi, pj〉 ≤ sfix,

se sij > sfix, devemos encontrar dois vetores pi, pj ∈ R
m tais que 〈pi, pj〉 ≈ sij.

(3.9)

Ou seja, os produtos escalares referentes a escores maiores que sfix serão efetivamente ajus-
tados. Já os produtos escalares correspondentes a escores menores ou iguais a sfix poderão
assumir qualquer valor que não ultrapasse sfix. A função objetivo deste modelo é constrúıda
para que valha zero se uma das condições (3.9) forem satisfeitas. Portanto, nosso novo
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problema de otimização é dado por:

min
∑

i,j ∈ I1

max{0, 〈pi, pj〉 − sfix}2 +
∑

i,j ∈ I2

( 〈pi, pj〉 − sij )2

s. a pi
k ≥ 0, 1 ≤ k ≤ m e 1 ≤ i < j ≤ n,

(3.10)

onde I1 é o conjunto de ı́ndices das protéınas cujos escores são menores ou iguais a sfix, I2
corresponde aos ı́ndices das protéınas com escores maiores que sfix. Para referência futura,
denotaremos por f1 a parte da função objetivo que corresponde ao somatório sobre os ı́ndices
de I1 e por f2 o somatório sobre os ı́ndices de I2. Desse modo temos f(x) = f1(x) + f2(x).
Consideramos inicialmente as restrições de não negatividade nas variáveis do problema (3.10)
para evitar produtos escalares negativos, pois, se um determinado valor de escore sij é menor
que sfix, qualquer valor negativo para o correspondente produto escalar satisfaz a condição
〈pi, pj〉 < sfix.

Experimentos numéricos

No primeiro conjunto de experimentos tomamos sfix = 10 e investigamos o valor de di-
mensão adequado para um ajuste razoável entre produtos escalares e escores. Trabalhamos
com seis quantidades de protéınas comparadas via LOVOALIGN. As protéınas foram reti-
radas de www.ime.unicamp.br/~martinez/lovoalign e a rotina GENCAN foi utilizada na
resolução dos problemas. Na Tabela 3.6 abaixo, nprot é a quantidade de protéınas e nesc é o
número total de escores Structal normalizados resultantes da comparação de cada conjunto
de protéınas. As duas últimas colunas desta tabela indicam, respectivamente, a quantidade
de escores que são menores ou iguais e maiores que o escore fixo.

nprot nesc sij ≤ sfix sij > sfix

10 45 43 2

25 300 285 15

50 1225 1176 49

75 2775 2698 77

100 4950 4827 123

200 19900 19473 427

Tabela 3.6: Divisão do conjunto de escores para sfix = 10.

Nos testes que apresentamos a seguir, empregamos uma estratégia multistart. Cada
problema foi resolvido cem vezes e em cada rodada fornecemos para a rotina GENCAN um
ponto inicial gerado de maneira aleatória. Os valores indicados nas linhas das tabelas a
seguir correspondem aos testes em que obtivemos o melhor (menor) valor de função objetivo
de um total de cem rodadas. A Tabela 3.7 mostra os valores finais de função obtidos nos
experimentos com escore fixo sfix = 10. Nesta tabela a coluna dim indica as dimensões
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consideradas para os espaços de vetores. Como era esperado, à medida que a dimensão
aumenta obtemos valores finais de função cada vez menores. Com exceção do teste com
200 protéınas, o valor dim = 7 é adequado para resolver os demais problemas, pois os
valores finais de f(x) obtidos para esta dimensão são menores que 10−2. Outras informações
como os números totais de iterações (niter), avaliações de função (avalf ) estão indicados
na Tabela 3.8. Esta última tabela também mostra os tempos de execução (medidos em
segundos) de cada problema. Notemos que nos problemas com maior quantidade de protéınas
e dimensão maior que 4 a rotina GENCAN realiza um número maior de avaliações de função
e, consequentemente, demanda um tempo maior de execução. No teste com 100 protéınas e
dimensão 7, GENCAN atingiu o número máximo de avaliações de função permitidas. Já nos
demais experimentos o critério de parada foi o da norma do gradiente menor que a tolerância
10−4.

nprot

dim 10 25 50 75 100 200

3 1.094955E−11 5.012041E−01 3.727699E+01 1.381199E+02 2.524430E+02 1.406232E+03

4 1.581315E−13 1.165863E−13 1.240525E+00 3.975321E+01 1.087435E+02 7.189665E+02

5 1.342019E−14 2.000261E−19 6.256323E−03 8.380050E−01 1.958207E+01 4.124285E+02

6 2.098763E−21 2.880469E−13 7.924842E−15 2.301182E−16 2.449959E−01 1.924290E+02

7 1.157762E−12 1.031441E−13 3.695400E−11 2.114099E−09 9.235962E−03 6.750150E+01

Tabela 3.7: Valores finais de função dos testes com restrições nas variáveis.

As Figuras 3.3 a) e 3.3 b) mostram, respectivamente, gráficos constrúıdos a partir dos
resultados dos experimentos com 25 protéınas para valores de dimensão 3 e 4. Na Figura
3.3 a) podemos observar que as condições (3.9) são razoavelmente satisfeitas. Neste teste, os
valores finais das partes 1 e 2 da função objetivo foram f1(x) = 0.210853 e f2(x) = 0.290350,
respectivamente. Porém, ao aumentarmos a dimensão do espaço para 4 conseguimos obter
melhores resultados (veja a Figura 3.3 b)) pois os valores finais das partes 1 e 2 de f(x)
são f1(x) = 1.093965E−16 e f2(x) = 1.164769E−13, respectivamente. Nos gráficos também
estão indicadas, de cada lado da reta vertical sij = 10, as quantidades de produtos escalares
que satisfazem as condições (3.9), ou seja, do lado esquerdo está o total de produtos escalares
menores ou iguais a sfix e do lado direito está o total de produtos escalares efetivamente
ajustados.

A Figura 3.4 mostra dois pontos de vista diferentes para a configuração final de veto-
res obtida no teste com 25 protéınas e dimensão 3. A cada ponto na figura está associado
um vetor pi = (pi

1, p
i
2, p

i
3)

T que emana da origem do sistema de eixos coordenados (linhas
tracejadas). Quanto mais afastados estão os vetores no desenho, menor é o produto escalar
entre eles e, consequentemente, menor é a semelhança entre as protéınas que eles represen-
tam. Observando com um pouco mais de atenção a Figura 3.4, notamos que alguns vetores
possuem tamanho reduzido e se concentram em torno da origem do sistema de coordena-
das. Este mesmo comportamento foi observado até nos experimentos com a dimensão do
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nprot

10 25 50

dim niter avalf t(s) niter avalf t(s) niter avalf t(s)

3 9 42 0.004 35 116 0.008 56 179 0.024

4 7 33 0.004 43 118 0.008 114 607 0.160

5 6 39 0.000 41 162 0.016 1057 7778 6.844

6 11 38 0.000 36 131 0.016 168 745 0.684

7 7 44 0.000 24 84 0.004 1313 10539 7.180

nprot

75 100 200

dim niter avalf t(s) niter avalf t(s) niter avalf t(s)

3 39 125 0.028 59 178 0.060 86 242 0.488

4 146 480 0.260 106 317 0.400 138 461 1.348

5 187 613 0.504 304 1293 2.632 232 730 2.380

6 678 4243 15.844 436 1620 6.236 307 911 6.280

7 217 1374 4.424 2349 20000 128.556 506 1533 20.309

Tabela 3.8: Outras informações dos testes com restrições nas variáveis.
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Figura 3.3: Gráficos referentes aos testes com 25 protéınas e sfix = 10.
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Figura 3.4: Duas perspectivas de uma representação 3D com 25 protéınas.

espaço de vetores maior que 3. Para evitar este tipo de dificuldade, decidimos retirar do Mo-
delo 3.1.3 as restrições que forçam as coordenadas dos vetores a permanecerem no ortante
positivo:

pi
k ≥ 0, 1 ≤ k ≤ m e 1 ≤ i < j ≤ n. (3.11)

Retirando essas restrições, o problema passa a ser irrestrito nas variáveis pi
k e os produtos

escalares finais entre vetores que correspondem a protéınas com pouca ou nenhuma seme-
lhança, podem assumir valores negativos. Isso não nos traz dificuldades na interpretação dos
resultados, pois, quanto mais negativo for o produto escalar entre dois vetores pi, pj ∈ R

m,
menos relacionadas estão as protéınas correspondentes.

Utilizando os mesmos conjuntos de protéınas dos experimentos anteriores, realizamos
testes com esta pequena variação do Modelo 3.1.3. Empregamos novamente uma estratégia
multistart : rodamos cada problema cem vezes e colocamos nas tabelas os resultados referen-
tes à rodada com menor valor final de função objetivo. Mantivemos em todas as rodadas o
parâmetro sfix = 10. A Tabela 3.9 mostra os valores finais de função obtidos. Observemos,
por exemplo, o teste com 200 protéınas e dimensão 6. Neste teste o valor final de função
obtido por GENCAN foi f(x) = 4.365591. Para o mesmo conjunto de protéınas, a Tabela
3.7 mostra o valor f(x) = 192.4290. Ou seja, ao retiramos do problema as restrições de não
negatividade contribuimos para uma ligeira melhora nos resultados.

A Tabela 3.10 traz outras informações referentes aos experimentos realizados com esta
variação do Modelo 3.1.3. Nesta tabela dim é a dimensão do espaço de vetores considerado,
niter é o número total de iterações, avalf é o número total de avaliações de função objetivo
e t(s) é o tempo de execução medido em segundos. Com exceção do último teste com 100 e
200 protéınas (última linha da Tabela 3.10), onde GENCAN parou porque atingiu o número
máximo de avaliações de função permitidas, o critério de parada nos demais experimentos
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foi o da norma do gradiente menor que 10−4.

nprot

dim 10 25 50 75 100 200

3 7.250321E−14 2.247543E−15 3.828029E−01 6.201106E−01 5.176705E+00 2.696470E+02

4 6.635546E−13 9.910505E−13 5.872790E−03 1.616577E−02 2.291639E+00 1.750138E+01

5 5.951508E−22 5.829329E−21 4.069083E−07 3.543946E−04 7.186238E−01 7.875880E+00

6 1.041079E−10 4.617248E−11 8.730313E−13 2.716402E−08 7.593816E−02 4.365591E+00

7 3.845608E−14 1.135802E−16 6.036439E−14 5.460451E−12 7.634443E−03 2.346628E+00

Tabela 3.9: Valores finais de função dos testes sem restrições nas variáveis.

nprot

10 25 50

dim niter avalf t(s) niter avalf t(s) niter avalf t(s)

3 5 37 0.000 14 85 0.004 41 232 0.092

4 6 27 0.000 19 67 0.008 564 5089 3.648

5 6 11 0.000 22 123 0.012 344 3090 3.888

6 6 8 0.000 14 58 0.008 64 349 0.272

7 10 24 0.000 14 58 0.008 49 227 0.176

nprot

75 100 200

dim niter avalf t(s) niter avalf t(s) niter avalf t(s)

3 112 767 0.959 919 10133 38.074 113 818 10.792

4 217 1769 4.188 433 3570 16.4130 1130 11172 469.457

5 1202 10395 48.699 388 3178 19.549 702 7076 303.030

6 744 8171 39.274 256 2232 19.705 456 4382 249.815

7 88 518 1.368 1406 20000 293.034 1664 20000 1722.739

Tabela 3.10: Outras informações dos testes sem restrições nas variáveis.

Os resultados numéricos obtidos no teste com 25 protéınas e dimensão 3 estão ilustrados
nas Figuras 3.5 a) e 3.5 b). A Figura 3.5 a) mostra o gráfico dos escores Structal normalizados
(sij) versus produtos escalares dos vetores (〈pi, pj〉). Notemos na figura a presença de vários
produtos escalares negativos devido ao fato de retirarmos do Modelo 3.1.3 as restrições
de não negatividade das coordenadas dos vetores. A configuração final de vetores em R

3

correspondentes a este gráfico está ilustrada na Figura 3.5 b). Cada vetor i representado
tem uma extremidade na origem do sistema de coordenadas e outra extremidade no ponto de
coordenadas (pi

1, p
i
2, p

i
3). Vetores próximos neste desenho representam protéınas semelhantes.

Podemos observar também na figura que alguns vetores possuem tamanho pequeno e se
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aproximam do vetor nulo. Este comportamento também foi notado nos experimentos onde
as coordenadas dos vetores estavam restritas ao ortante positivo.

A obtenção de uma representação para um conjunto de protéınas comparadas onde al-
gumas protéınas são representadas por vetores que estão próximos do vetor nulo não parece
ser uma boa estratégia, sobretudo se quisermos utilizar essa representação para classificar
novas protéınas, como faremos mais adiante. Sendo assim, propomos agora uma ligeira mo-
dificação do modelo que estamos tratando. Pediremos que todos os vetores que representam
as protéınas tenham o mesmo tamanho, ou seja, pertençam a uma esfera de R

m centrada
na origem e de raio fixo. Pretendemos com esta imposição impedir que os vetores tenham
norma próxima de zero.

A seguir, apresentamos os detalhes do modelo modificado, realizamos testes numéricos
para validá-lo e discutimos os resultados obtidos. Em seguida, utilizamos este modelo para
classificar novas protéınas. Nesta estratégia de classificação, adaptamos um algoritmo de
clusterização que seleciona no conjunto de protéınas representadas aquelas que são mais
parecidas com a protéına que queremos classificar.
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Figura 3.5: Teste com 25 protéınas: Modelo 3.1.3 sem restrições nas variáveis.
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3.2 Construção de mapas de protéınas na esfera

Nos experimentos que seguem, além de retirarmos do problema (3.10) as restrições de não
negatividade das variáveis, vamos adicionar à função objetivo penalizações das restrições

‖pi‖ =
√

20, ∀ i = 1, . . . , n. (3.12)

Procedendo dessa forma agora, nosso novo objetivo consiste em encontrar n vetores em R
m

que tenham norma igual a
√

20 e satisfaçam as condições (3.9). A escolha para o tamanho
dos vetores ser

√
20 é devida ao fato de trabalharmos com os escores Structal normalizados

na realização dos experimentos. Como já dissemos anteriormente (veja o Caṕıtulo 1), estes
escores assumem valores no intervalo (0, 20]. Então, no caso de termos duas protéınas
idênticas em um conjunto, o escore Structal normalizado entre elas será igual a 20 e o vetor
pi ∈ R

m que a representa deve satisfazer a equação

〈pi, pi〉 = ‖pi‖2 = 20. (3.13)

Portanto, o problema de otimização que passamos a resolver é o seguinte:

min
∑

i,j ∈ I1

max{0, 〈pi, pj〉 − sfix}2 +
∑

i,j ∈ I2

(〈pi, pj〉 − sij)
2 +

n∑

i=1

(‖pi‖2 − 20)2, (3.14)

onde I1 é o conjunto de ı́ndices das protéınas cujos escores são menores ou iguais a sfix e I2
é o conjunto de ı́ndices das protéınas cujos escores são maiores que sfix.

Para testar esta modificação do Modelo 3.1.3 utilizamos os mesmos conjuntos de protéınas
dos experimentos anteriores. Empregamos novamente uma estratégia multistart resolvendo
cada problema cem vezes e colocamos nas tabelas somente os resultados referentes à rodada
em que GENCAN obteve o menor valor final de função objetivo. O escore fixo usado em
todos os testes foi sfix = 10 e o critério de parada de GENCAN foi o mesmo em todos os
experimentos: norma do gradiente menor que 10−4. A Tabela 3.11 mostra os valores finais
de função obtidos pela rotina. Já os números de iterações, avaliações de função e tempo de
execução (medido em segundos) estão indicados na Tabela 3.12.

nprot

dim 10 25 50 75 100 200

3 4.755576E−16 2.102044E+02 1.434096E+03 2.976164E+03 4.594501E+03 1.162422E+04

4 2.204832E−16 3.137366E+00 4.564829E+02 1.505599E+03 2.636576E+03 7.852111E+03

5 4.000253E−12 2.990529E−12 2.679639E+01 3.574485E+02 1.019176E+03 4.859577E+03

6 6.664151E−15 5.076109E−18 8.984436E+00 1.916856E+01 2.356764E+03 2.383340E+03

7 3.779368E−16 5.641667E−11 3.032802E+00 7.724641E+00 2.149591E+01 8.667124E+02

Tabela 3.11: Valores finais de função para problemas com esferas de raio
√

20.
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nprot

10 25 50

dim niter avalf t(s) niter avalf t(s) niter avalf t(s)

3 8 16 0.000 29 112 0.012 51 222 0.116

4 12 34 0.004 82 482 0.136 36 137 0.064

5 8 11 0.000 22 92 0.028 83 467 0.356

6 8 26 0.000 16 37 0.012 101 756 1.256

7 9 16 0.000 10 18 0.008 38 139 0.340

nprot

75 100 200

dim niter avalf t(s) niter avalf t(s) niter avalf t(s)

3 38 138 0.112 43 164 0.448 63 302 2.888

4 57 285 0.216 57 245 0.608 122 630 2.792

5 88 431 0.892 135 747 0.664 164 909 10.936

6 250 1766 3.772 164 1028 12.084 230 1367 20.933

7 111 905 6.336 954 10449 68.668 186 1199 36.098

Tabela 3.12: Outros dados de GENCAN nos testes com esferas de raio
√

20.

Na Tabela 3.12 notamos nos testes com 50, 75, 100 e 200 protéınas que a dimensão do
espaço igual a 7 não é suficiente para que GENCAN encontre uma configuração de vetores
com valor final de função menor que 10−3. Em relação aos testes sem restrições nas variáveis
(Tabela 3.10), os tempos de execução da rotina diminúıram bastante nos experimentos com
restrições penalizadas para 100 e 200 protéınas. Podemos notar isso comparando os tempos
da Tabela 3.12 com os tempos indicados na Tabela 3.10, onde fizemos testes com os mesmos
conjuntos de protéınas. As Figuras 3.6 a) e 3.6 b) ilustram os resultados numéricos de
um teste onde 25 protéınas são representadas por vetores pertencentes a uma esfera de R

3

centrada em (0, 0, 0) e de raio
√

20. Neste experimento foi preciso aumentar o parâmetro sfix

para 15, pois mantendo o valor sfix = 10 não conseguimos obter uma configuração de vetores
com valor final de função pequeno, como indica a primeira linha da Tabela 3.11.

Os três modelos para construção de mapas apresentados neste caṕıtulo têm em comum
o fato das protéınas serem representadas por vetores em um espaço euclidiano de dimensão
m. Nos dois primeiros modelos (3.1.1 e 3.1.2) a estratégia de ajustar todos os produtos
escalares só é bem sucedida se aumentamos consideravelmente a dimensão do espaço onde
os vetores são alocados. Com o Modelo 3.1.3 conseguimos reduzir um pouco a dimensão
do espaço ajustando somente os escores correspondentes a protéınas com semelhança signi-
ficativa. Uma pequena alteração foi testada neste modelo a fim de evitarmos configurações
com vetores de norma próxima de zero. As restrições de norma constante impostas ao pro-
blema (3.14) e penalizadas na função objetivo foram satisfeitas de modo bastante razoável
nos experimentos realizados. Estas restrições tornaram nosso modelo mais coerente, pois
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(1) Selecionar em Cprot um subconjunto pequeno de nA protéınas.

(2) Comparar, via LOVOALIGN, a estrutura 3D de A com as estruturas 3D das protéınas
selecionadas e obter os escores Structal normalizados, isto é, determinar siA ∈ (0, 20]
para i = 1, . . . , nA.

(3) Utilizar as representações pi ∈ Pprot das nA protéınas escolhidas no passo (1) para
incluir a protéına A no mapa através da resolução do seguinte problema de otimização:

min (‖xA‖2 − 20)2 +

nA∑

i=1

( 〈pi, xA〉 − siA )2,

s. a xA ∈ R
m.

(3.15)

Uma vez resolvido o problema (3.15), estimamos os escores Structal normalizados entre A
e as protéınas de Cprot que não foram selecionadas em (1) através do cálculo dos produtos
escalares

〈pi, xA〉 para i ∈ I, (3.16)

onde I é o conjunto de ı́ndices das n − nA protéınas representadas que restaram em Pprot.
Para escolher nA protéınas em Cprot, propomos um algoritmo que divide Cprot em subcon-
juntos menores, chamados clusteres. Em seguida, realizamos buscas nestes clusteres com o
objetivo de localizar protéınas estruturalmente semelhantes à protéına que queremos incluir
na representação. Descrevemos a seguir os detalhes desse procedimento.

3.2.2 Algoritmo para seleção rápida de protéınas

A seleção de um subconjunto de protéınas de Cprot = {A1, A2, . . . , An} para a resolução do
problema de inclusão (3.15) não deve ser feita de qualquer modo. Devemos escolher protéınas
que tenham alguma semelhança com a protéına A que queremos incluir na representação
Pprot. Deste modo, elaboramos um algoritmo que procura em Cprot protéınas semelhantes
à protéına A, mas evita chamadas excessivas da rotina LOVOALIGN para comparar as
estruturas tridimensionais. Nosso algoritmo é composto por duas fases: fase de clusterização
e fase de busca. Na fase de clusterização, dividimos o conjunto Cprot em subconjuntos Ci

(chamados clusteres), de forma que cada subconjunto contenha protéınas parecidas entre si.
Adotamos a fórmula:

disp(Ai, Aj) = 20− sij, 1 ≤ i < j ≤ n, (3.17)

para medir as disparidades entre os pares de protéınas, onde sij é o escore Structal norma-
lizado entre as protéınas Ai e Aj. O procedimento utilizado nesta fase é uma adaptação do
algoritmo proposto por Robert Clason em [17], que agrupa conjuntos de pontos no plano
baseados na distância euclidiana entre eles. Em nossa versão adaptada, os pontos são subs-
titúıdos pelos elementos do conjunto Cprot e as distâncias euclidianas são substitúıdas pelas
disparidades calculadas de acordo com a fórmula (3.17).
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O algoritmo da fase de clusterização (Algoritmo 1) começa escolhendo uma protéına Ai

qualquer em Cprot para ser a ĺıder do primeiro cluster. Em seguida, a protéına Aj ∈ Cprot que
estiver mais distante de Ai segundo a fórmula (3.17) é escolhida para ser a ĺıder do segundo
cluster. Então, cada protéına Ak restante em Cprot (k 6= i, j) é associada ao cluster da
protéına ĺıder mais próxima. Se uma das disparidades disp(Ak, Ai) ou disp(Ak, Aj) exceder
a disparidade média entre Ai e Aj, a protéına Ak torna-se a protéına ĺıder do terceiro cluster e
o processo de comparações de disparidades e associação de protéınas aos clusteres recomeça.
Caso contrário, o algoritmo termina. Todas as informações do processo de clusterização são
armazenadas em três vetores: c, d e h. Por exemplo, se ao término do processo obtivermos
c(5) = 2, d(5) = 4.5, isto significa que a protéına associada ao ı́ndice 5 pertence a um cluster
liderado pela protéına associada ao ı́ndice 2 e a disparidade entre esse par de protéınas é
de 4.5. O vetor h armazena apenas os ı́ndices das protéınas que foram escolhidas como
ĺıderes durante o processo de agrupamento. Dependendo da relação de semelhança entre os
elementos de Cprot, o algoritmo pode criar clusteres contendo apenas uma protéına.

Algoritmo 1 Fase de Clusterização

Entrada: conjunto Cprot e escores Structal normalizados sij

Sáıda: vetores c, d e h contendo informações sobre os clusteres

1: Escolha Ai ∈ Cprot e faça ℓ← i

2: Para 1 ≤ j ≤ n faça c(j)← ℓ

3: Faça h(1)← ℓ e para 2 ≤ j ≤ n faça h(j)← 0

4: Para 1 ≤ j ≤ n: d(j)← disp(Aℓ, Aj) se j 6= ℓ e d(j)← 0 caso contrário

5: Faça flag← 0 e nc← 1

6: Enquanto flag = 0 faça

7: nc← nc + 1

8: ℓ← ı́ndice em que ocorre max{dj}
9: h(nc)← ℓ

10: Para 1 ≤ j ≤ n: dnew(j)← disp(Aℓ, Aj) se j 6= ℓ e dnew(j)← 0 caso contrário

11: Para 1 ≤ j ≤ n: se dnew(j) < d(j) faça d(j)← dnew(j) e c(j)← ℓ

12: dmax ← max{dj}
13: dmedia ←

[∑nc
k 6=j disp(Ah(k), Ah(j))

]
/N , onde N = nc(nc− 1)/2

14: Se dmax < dmedia: flag← 1. Volte ao passo 6.
15: Fim

Após o processo de clusterização tem ińıcio a fase de busca. Começamos esta fase sor-
teando aleatoriamente uma protéına Ai em Cprot. Em seguida, verificamos a qual cluster
Ci ela pertence e utilizamos LOVOALIGN para compará-la com a protéına nova A. Se o
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escore obtido nesta comparação é menor que sfix = 10, declaramos que não existe semelhança
significativa entre A e Ai, exclúımos do próximo sorteio todas as protéınas que estão con-
tidas em Ci e reiniciamos o processo de busca sorteando outra protéına em Cprot/Ci. Caso
contrário, paramos a execução do algoritmo alegando que o cluster Ci contém protéınas que
se parecem razoavelmente com a protéına nova. A vantagem desse procedimento é que toda
vez que uma protéına Ai é selecionada no ińıcio da fase de busca, a rotina LOVOALIGN é
invocada apenas uma vez para compará-la com a protéına nova, reduzindo desta maneira o
número de comparações entre A e os elementos de Cprot. No pior dos casos, se cada elemento
de Cprot constituir um cluster, LOVOALIGN será chamada n vezes, onde n é o número total
de protéınas em Cprot.

Algoritmo 2 Fase de Busca

Entrada: conjunto Cprot, protéına A 6= Cprot e vetor c obtido na fase de clusterização

Sáıda: conjunto Cnew ou mensagem dizendo que nenhuma protéına semelhante foi localizada

1: Faça nlovo ← 0, sfix ← 10 e Cnew ← { }
2: Faça Caux ← { }. Se |Cnew| 6= 0 vá para o passo 12

3: Enquanto |Cprot| 6= 0 faça

4: Escolha Ai ∈ Cprot e faça ℓ← i

5: siA = LOVOALIGN (A,Ai) #LOVOALIGN usada como subrotina#

6: Faça nlovo ← nlovo + 1

7: Para 1 ≤ j ≤ n: se c(j) = c(ℓ), faça Caux ← Caux ∪ {Aj}
8: Se siA ≥ sfix: Cnew ← Cnew ∪ Caux

9: Cprot ← Cprot/Caux

10: Volte ao passo 2

11: Fim

12: Pare. Exiba Cnew ou imprima: “nenhuma proteı́na semelhante encontrada”

Apresentamos a seguir duas baterias de experimentos para validar nosso algoritmo. Na
primeira, testamos separadamente as fases de clusterização e busca, empregando três conjun-
tos de protéınas comparadas. Computamos os tempos de execução de cada fase e analisamos
os resultados obtidos. Na segunda bateria, resolvemos o problema de inclusão de protéınas
utilizando os mapas constrúıdos sobre a esfera em R

m (variação do Modelo 3.1.3). Assim,
dados Cprot = {A1, A2, . . . , An}, A /∈ Cprot e a representação Pprot = {p1, p2, . . . , pn}, com
pi ∈ R

m e ‖pi‖ =
√

20, aplicamos inicialmente nosso algoritmo para selecionar em Cprot

um subconjunto de nA protéınas de acordo com os critérios que discutimos anteriormente.
Em seguida, utilizamos os vetores pi correspondentes às protéınas escolhidas para resolver o
problema (3.15) e determinar xA. Por fim, estimamos os escores Structal normalizados entre
A e as protéınas restantes em Cprot usando (3.16). Para efeito de comparação, computamos
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também os verdadeiros escores Structal normalizados entre A e todas as protéınas presentes
em Cprot e analisamos os resultados graficamente.

3.2.3 Experimentos numéricos

Testes para validação do algoritmo de clusterização e busca

Os experimentos foram realizados com três conjuntos de protéınas retiradas do endereço
www.ime.unicamp.br/~martinez/lovoalign. Inicialmente, utilizamos a rotina LOVOA-
LIGN para comparar cada conjunto e obter os escores Structal normalizados necessários
na fase de clusterização. Então, para cada conjunto de protéınas comparadas, testamos
separadamente as duas fases de nosso algoritmo, isto é, primeiramente rodamos a fase de
clusterização e, em seguida, testamos a fase de busca. A Tabela 3.13 abaixo mostra os resul-
tados obtidos no processo de determinação dos clusteres. Nesta tabela nprot é a quantidade
de protéınas presentes em cada conjunto Cprot, nc é o número de clusteres encontrados na
fase de clusterização e t(s) é o tempo (medido em segundos) necessário para a completa de-
terminação desses clusteres. Cada experimento apresentado nesta tabela foi rodado apenas
uma vez.

nprot nc t(s)

100 67 0.712525

200 125 4.405491

400 246 34.435182

Tabela 3.13: Validação da fase de clusterização.

Os resultados obtidos no processo de clusterização foram utilizados para testar o algo-
ritmo da fase de busca. A Tabela 3.14 mostra os resultados referentes a estes experimentos. A
tabela foi dividida em três partes, de acordo com a quantidade de protéınas (nprot) presentes
em cada conjunto clusterizado. As colunas denotadas por “A” contêm as siglas das protéınas
novas que não pertencem aos conjuntos utilizados. A coluna |Cnew| indica a quantidade de
protéınas encontradas na fase de busca e que são razoavelmente semelhantes à protéına “A”
por possuirem escores Structal normalizados maiores que sfix = 10. A coluna nlovo mostra o
número de vezes que a rotina LOVOALIGN foi chamada durante a execução de cada teste.
E por fim, a coluna t(s) mostra o tempo (medido em segundos) de duração de cada busca. O
tempo que LOVOALIGN despende em cada alinhamento realizado não está contabilizado no
valor t(s). Lembramos que o tempo registrado em cada teste depende da protéına escolhida
para iniciar a fase de busca, já que esta escolha pode ser feita aleatoriamente.

Observemos, por exemplo, os resultados indicados na terceira linha da Tabela 3.14. No
teste com o conjunto de 100 protéınas, foram necessárias apenas nlovo = 2 chamadas de
LOVOALIGN para que o algoritmo encontrasse |Cnew| = 12 protéınas semelhantes à protéına
1h4w. O número nlovo também é pequeno no teste com a protéına 1fy8 e o conjunto de 400
protéınas: bastaram 8 comparações estruturais para que 32 protéınas semelhantes fossem
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nprot = 100 nprot = 200 nprot = 400

A |Cnew| nlovo t(s) A |Cnew| nlovo t(s) A |Cnew| nlovo t(s)

1h4w 12 2 0.000967 19hc 0 125 0.063164 1fy8 32 8 0.007466

1npm 12 4 0.003106 1npm 20 6 0.003090 1A9WE 0 246 0.229368

1fiw 12 17 0.004349 1ykt 20 7 0.003599 1ykt 32 1 0.006027

2cst 2 25 0.006192 1trn 20 5 0.002915 1OBM 0 246 0.235059

Tabela 3.14: Validação da fase de busca.

localizadas. Repare agora no teste com a protéına 19hc e o conjunto de 200 protéınas
(terceira linha da tabela). Neste caso o algoritmo parou porque percorreu todos os 125
clusteres e não detectou nenhuma protéına cujo escore Structal normalizado com relação a
19hc fosse maior que sfix = 10. Por essa razão, obtivemos neste teste |Cnew| = 0.

Testes com o problema de inclusão de protéınas na esfera

Realizamos alguns testes em mapas com 100 e 200 protéınas extráıdas do endereço www.

ime.unicamp.br/~martinez/lovoalign. Estas protéınas são as mesmas que figuram nos
experimentos com os outros modelos apresentados neste caṕıtulo. Inicialmente, constrúımos
uma representação resolvendo o problema (3.14) com a rotina GENCAN. Fornecemos à rotina
um ponto inicial gerado aleatoriamente e adotamos sfix = 10 como o valor de escore fixo. Em
seguida, retiramos do mesmo endereço eletrônico outras protéınas que não foram utilizadas
nas representações e realizamos testes incluindo cada protéına no mapa separadamente. Para
resolver cada problema de inclusão (3.15), selecionamos as nA protéınas aplicando em Cprot

o algoritmo de clusterização e busca discutido anteriormente. Os problemas de inclusão
também foram resolvidos com a rotina GENCAN, partindo de um ponto inicial gerado de
maneira aleatória.

Experimentos em um mapa com 100 protéınas

A Tabela 3.15 mostra os resultados dos testes com um mapa de 100 protéınas representadas
em uma esfera de R

12 (problema 3.14). Esta tabela foi dividida em duas partes: fase de
construção do mapa e fase de inclusão das protéınas. Em ambas as partes, as colunas niter,
avalf e f(x∗) indicam, respectivamente, o número de iterações, avaliações de função e valor
final de função objetivo atingidos pela rotina GENCAN na resolução dos problemas. Na
fase de construção do mapa, a coluna nI2 indica o número de escores que foram efetivamente
ajustados aos produtos escalares e ndim é a dimensão do espaço de vetores adotado para
representar as protéınas. Nesta fase, a coluna t(s) indica o tempo que GENCAN levou para
construir o mapa. Já na fase de inclusão, a coluna A mostra as siglas das protéınas que
foram inclúıdas no mapa e a coluna nA mostra a quantidade de protéınas representadas que
foram selecionadas pelo algoritmo de clusterização e busca. Em todos os testes o critério
de parada de GENCAN foi o da norma do gradiente menor que a tolerância de 10−4. Os
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tempos despendidos na fase de inclusão, indicados na coluna t(s), são a soma dos tempos
gastos pelas rotinas LOVOALIGN e GENCAN. É posśıvel observar também que nesta fase
o número de iterações e avaliações de função são pequenos. Além disso, os valores finais de
função são bastante razoáveis.

Fase de construção do mapa

nI2 ndim niter avalf t(s) f(x∗)

123 12 41 198 8.300519 2.127420E−15

Fase de inclusão das protéınas

A nA niter avalf t(s) f(x∗)

1h4w 12 12 13 0.936031 6.970889E−01

1fiw 12 12 13 1.185300 5.914756E+00

2cst 2 9 10 2.197715 2.126278E−13

Tabela 3.15: Experimentos de inclusão em um mapa com 100 protéınas.

A Figura 3.7 ilustra os resultados numéricos obtidos na resolução do problema de inclusão
das protéınas 1h4w, 1fiw e 2cst no mapa com 100 protéınas comparadas. O gráfico da
Figura 3.7 a) corresponde à inclusão de 1h4w utilizando as coordenadas de nA = 12 protéınas
representadas. No eixo x deste gráfico estão os escores Structal normalizados verdadeiros
(siA) obtidos pela comparação de 1h4w com todas as 100 protéınas representadas no mapa. E,
no eixo y, estão os produtos escalares entre xA, vetor que representa 1h4w, e os vetores pi que
representam as protéınas. A Figura 3.7 b) ilustra o experimento em que 1fiw é inclúıda no
mapa utilizando as coordenadas de 12 protéınas representadas. E, por fim, a Figura 3.7 c)
ilustra o experimento em que 2cst é inclúıda no mapa utilizando apenas duas protéınas
representadas. Notemos nas figuras que os pares ordenados (siA, 〈pi, xA〉) ocupam duas
regiões bem definidas do plano cartesiano, indicando que as protéınas foram posicionadas
razoavelmente no mapa. Na parte superior esquerda de cada gráfico estão os produtos
escalares correspondentes aos escores menores que sfix = 10 e, na parte inferior direita, estão
os produtos escalares referentes aos escores mais significativos. Podemos observar também
nas Figuras 3.7 a) e 3.7 b) que para siA > 10 os pontos tendem a se aglomerar em torno da
reta y = x.

Experimentos em um mapa com 200 protéınas

Nos mesmos moldes dos experimentos anteriores, realizamos alguns testes de inclusão em um
mapa contendo 200 protéınas comparadas. Constrúımos uma representação para o conjunto
de protéınas em um espaço de vetores de dimensão 20 e adotamos como escore fixo o valor
sfix = 10. Quatro protéınas não representadas foram selecionadas para serem adicionadas
ao mapa. Os resultados numéricos tanto da fase de construção do mapa quanto da fase de
inclusão de protéınas estão indicados na Tabela 3.16, cujas colunas seguem a mesma legenda
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Figura 3.7: Incluindo 1h4w, 1fiw e 2cst em um mapa com 100 protéınas.
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definida na Tabela 3.15. O algoritmo de clusterização e busca selecionou novamente protéınas
que foram utilizadas para resolver o problema (3.15). O critério de parada apresentado por
GENCAN em todos os testes foi o da norma do gradiente menor que a tolerância de 10−4.
Analisando a Tabela 3.16 podemos notar que na fase de construção do mapa 427 escores

Fase de construção do mapa

nI2 ndim niter avalf t(s) f(x∗)

427 20 81 479 155.71373 5.109079E−10

Fase de inclusão das protéınas

A nA niter avalf t(s) f(x∗)

1npm 20 9 10 1.608511 1.101756E+00

1trn 20 11 12 1.616486 4.024869E−01

1ykt 20 9 10 3.597643 2.978858E+00

1fy8 20 10 11 3.474188 1.845143E+00

Tabela 3.16: Experimentos de inclusão em um mapa com 200 protéınas.

maiores que sfix foram ajustados efetivamente. Como o valor final de função objetivo nesta
fase é muito pequeno, a configuração final de vetores obtida é bastante satisfatória. Já na
fase de inclusão de protéınas, o comportamento da rotina GENCAN foi muito semelhante
ao obtido nos testes realizados com o mapa de 100 protéınas. Nesta fase, os tempos de
execução de cada teste foram muito pequenos (observe a coluna t(s)). Notemos também que
GENCAN realizou poucas iterações e avaliações de função até encontrar um minimizador
para o problema.

Assim como nos experimentos anteriores, a qualidade dos resultados obtidos foi avaliada
mediante a construção de gráficos como os ilustrados na Figura 3.8. Notemos nos gráficos
que a grande maioria dos pontos ocupa duas regiões distintas do plano previstas em nossos
modelos. Os pontos que ficam à esquerda da reta vertical siA = 10 correspondem às protéınas
que não são parecidas com a protéına inclúıda. Já os pontos que estão à direita da reta são
referentes às protéınas mais semelhantes. Notemos neste último caso que os pontos tendem a
ficar em torno da reta y = x, indicando que a protéına nova “A” está próxima das protéınas
que possuem maior grau de semelhança com ela.

Tentativas para melhorar a qualidade dos ajustes

Nos experimentos com mapas na esfera, apesar de conseguirmos resolver muito rapidamente
os problemas de inclusão de protéınas, percebemos que as estimativas para os escores Struc-
tal normalizados (〈pi, xA〉) deixam um pouco a desejar. Repare, por exemplo, na Figura
3.8 a) que ilustra o teste de inclusão da protéına A = 1npm no mapa com 200 protéınas
representadas. Neste gráfico, é posśıvel notar claramente um par ordenado (siA, 〈pi, xA〉) tal
que siA < 5 e 〈pi, xA〉 > 10. Como o escore Structal normalizado entre a protéına i e a
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Figura 3.8: Incluindo 1npm, 1trn, 1ykt e 1fy8 em um mapa com 200 protéınas.
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protéına 1npm (siA) é menor que 5, o escore estimado (〈pi, xA〉) deveria assumir também um
valor pequeno. Mostraremos agora, através de experimentos numéricos, que as estimativas
para os escores tornam-se melhores quando aumentamos a dimensão do espaço de vetores.
Para isso, retomaremos o problema de ajustar vetores na esfera, mas pediremos que todos
os produtos escalares sejam ajustados aos escores efetivamente, isto é, construiremos mapas
de vetores em R

m onde

〈pi, pj〉 ≈ sij para todo 1 ≤ i < j < n,

e

‖pi‖ =
√

20 para todo i = 1, 2, . . . , n,

e, em seguida, utilizaremos estes mapas para resolver os problemas de inclusão de protéınas.
Lembremos que no ińıcio deste caṕıtulo concentramos nossos esforços em resolver um pro-
blema muito semelhante a esse (problema 3.3 – Modelo 3.1.1). Naquele momento, pudemos
constatar que a qualidade dos ajustes melhorava à medida que a dimensão do espaço de
vetores também crescia.

Consideraremos agora espaços euclidianos R
m de dimensão maior e construiremos mapas

de protéınas resolvendo o seguinte problema de otimização:

min
∑

i<j

( 〈pi, pj〉 − sij )2 + ρ
n∑

i=1

(‖pi‖2 − 20)2,

s. a pi ∈ R
m para todo i = 1, 2, . . . , n.

(3.18)

No problema (3.18), o primeiro somatório na função objetivo obriga os produtos escalares
a se ajustarem aos escores entre os pares de protéınas e o segundo somatório pede que os
vetores tenham norma

√
20. Neste último caso, ρ > 0 é um parâmetro de penalização fixo.

Uma vez constrúıda a representação para um conjunto de protéınas, a inclusão de uma
protéına nova se dará pela resolução do problema (3.15) com o parâmetro de penalização ρ
multiplicando o termo (‖xA‖2 − 20).

As protéınas utilizadas nas construções dos mapas foram as mesmas que figuraram nos
experimentos anteriores (conjuntos de 100 e 200 protéınas). Consideramos a dimensão dos
espaços de vetores igual ao número de protéınas representadas. Os resultados dos experi-
mentos estão indicados na Tabela 3.17. O valor do parâmetro de penalização utilizado na
construção de cada mapa está indicado na coluna ρ e os desempenhos de GENCAN estão
indicados nas colunas que têm a mesma legenda das tabelas anteriores. O critério de parada
de GENCAN em todos os problemas foi o da norma do gradiente menor que a tolerância de
10−4. As Figuras 3.9 e 3.10 ilustram, respectivamente, os resultados de inclusão nos mapas
contendo 100 e 200 protéınas. Notemos que as estimativas (〈pi, xA〉) para os escores Struc-
tal normalizados são melhores. Com efeito, o aumento da dimensão do espaço de vetores
favorece os ajustes.
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Mapa com 100 protéınas

Fase de construção

ρ ndim niter avalf t(s) f(x∗)

102 100 27 65 2.076399E+01 9.502828E+01

Fase de inclusão

A nA niter avalf t(s) f(x∗)

1h4w 12 20 23 0.972824 2.070404E−17

1fiw 12 16 19 1.199057 9.932828E−13

2cst 2 21 26 2.203775 3.530633E−13

Mapa com 200 protéınas

Fase de construção

ρ ndim niter avalf t(s) f(x∗)

103 200 46 93 2.999589E+02 1.200169E+03

Fase de inclusão

A nA niter avalf t(s) f(x∗)

1npm 20 39 52 1.810288 2.222490E−16

1trn 20 35 45 1.774565 2.042827E−16

1fy8 20 62 92 3.514374 1.577072E+00

1ykt 20 48 66 3.683169 3.218125E+00

Tabela 3.17: Resultados de inclusão em mapas com dimensão maior.
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Figura 3.9: Inclusões em um mapa com 100 protéınas.
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Figura 3.10: Inclusões em um mapa com 200 protéınas.
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Considerações finais sobre o caṕıtulo

Neste caṕıtulo propusemos três modelos para a construção de mapas de protéınas compara-
das. Em todos os modelos as protéınas eram representadas por vetores em um espaço R

m de
tal forma que os produtos escalares entre pares desses vetores ficassem ajustados aos escores
Structal normalizados das protéınas correspondentes. No Modelo 3.1.1 tentamos ajustar to-
dos os escores do conjunto s. Percebemos pelos resultados dos experimentos que precisávamos
aumentar a dimensão do espaço de vetores para conseguir ajustes razoáveis. Nestes testes, os
melhores resultados foram obtidos em espaços com dimensão igual ao número de protéınas
comparadas. Criamos em seguida o Modelo 3.1.2, onde aumentamos os graus de liberdade
do problema ajustando os escores a uma função dos produtos escalares. Os testes com esse
modelo não foram muito animadores pois, mesmo com o aumento dos graus de liberdade do
problema obtivemos ajustes pouco satisfatórios. Por fim, no Modelo 3.1.3 decidimos ajus-
tar apenas os escores mais significantes entre pares de protéınas. Este último modelo teve
duas variantes, sendo a mais promissora aquela em que constrúımos mapas na esfera. As
restrições de norma constante impostas ao Modelo 3.1.3 através de penalizações na função
objetivo foram facilmente obedecidas nos testes realizados. Tentamos utilizar estes mapas
para classificar novas protéınas evitando compará-las com todas as protéınas representadas.
Os resultados numéricos obtidos nos problemas de inclusão nos mostraram que a protéına
nova ficou razoavelmente próxima de protéınas parecidas. No entanto, as estimativas dos
escores Structal normalizados entre a protéına inclúıda e as demais protéınas representadas
não foram muito boas. Contornamos esta dificuldade construindo mapas na esfera impondo
que a dimensão do espaço fosse igual ao número de protéınas representadas e todos os esco-
res fossem ajustados. Os resultados de inclusão de protéınas nestes mapas foram melhores,
como pudemos observar nos gráficos constrúıdos.

Abandonaremos a partir de agora modelos que procuram ajustar distâncias e produtos
escalares. No próximo caṕıtulo investiremos em um modelo que tentará melhorar a qualidade
dos ajustes sem aumentar muito a dimensão do espaço onde os mapas são constrúıdos.
Para isso, representaremos cada protéına por um conjunto de pontos em R

3 e ajustaremos
conjuntos de pontos distintos empregando uma fórmula semelhante à fórmula do escore
Structal (1.1) definida no Caṕıtulo 1. O problema de minimização que surge dessa formulação
será resolvido com base na teoria da otimização do menor valor ordenado.
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Caṕıtulo 4

Mapas como problemas LOVO

Nos caṕıtulos anteriores propusemos modelos para construir representações de conjuntos
de protéınas onde ajustávamos diretamente distâncias entre pares de objetos (ćırculos, seg-
mentos de reta) e produtos escalares entre pares de vetores. Nos modelos com ajustes de
distâncias constatamos que o sucesso dos experimentos numéricos dependia fortemente das
hipóteses do Teorema 2.1. Já nos modelos com ajustes de produtos escalares, percebemos
a necessidade de aumentar consideravelmente a dimensão do espaço de vetores para conse-
guirmos bons resultados.

Neste caṕıtulo propomos um modelo para a construção de mapas onde cada protéına é
representada por um conjunto de pontos em R

3. Uma fórmula semelhante à formula do escore
Structal (1.1) definida no Caṕıtulo 1 é então empregada para ajustar conjuntos distintos de
pontos no espaço. Formulamos esta situação como um problema de otimização do menor
valor ordenado e mostramos através de experimentos computacionais que os ajustes obtidos
são bastante razoáveis. Em seguida, utilizamos o mesmo modelo para resolver o problema
da inclusão de protéınas novas em mapas. Realizamos testes numéricos e contrastamos os
resultados obtidos com resultados do caṕıtulo anterior. Antes de descrevermos em detalhes
o modelo proposto, faremos brevemente uma introdução sobre a teoria de problemas de
otimização do menor valor ordenado.

4.1 Otimização do menor valor ordenado

Seja I = {1, 2, . . . ,m} e considere o conjunto de funções {fi}i∈I , onde fi : Ω −→ R é
cont́ınuamente diferenciável em Ω ⊆ R

n para todo i ∈ I. O problema de otimização do
menor valor ordenado, também conhecido na literatura por problema LOVO (do inglês Low
Order Value Optimization), é dado por

min fmin(x),

s. a x ∈ Ω,
(4.1)

onde
fmin(x) = min{f1(x), f2(x), . . . , fm(x)}. (4.2)

89



A função (4.2) é diferenciável por partes pois cada fi, com i ∈ I, é continuamente dife-
renciável em Ω. O exemplo a seguir retirado de [91] mostra um problema LOV O em uma
variável.

Exemplo: Seja Ω = [−1, 1] ⊂ R e considere as funções de valor real dadas por

f1(x) = −2x3 + 2x2 + x+ 2,

f2(x) = x+ 3,

f3(x) = 2x2 + 2,

para todo x ∈ Ω. A Figura 4.1 ilustra os gráficos das funções f1, f2 e f3 juntamente
com gráfico de fmin(x). Notemos no gráfico de fmin(x) a existência de pontos onde a
primeira derivada não está definida e pontos com primeira derivada nula.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

x

y

fmin(x)

f3(x)f2(x)f1(x)

Figura 4.1: Exemplo de problema LOVO em uma variável.

Para resolver o problema (4.1) numericamente não podeŕıamos, em prinćıpio, utilizar
métodos de otimização cont́ınua, dado que fmin(x) é diferenciável por partes em Ω. No en-
tanto, F. S. Yano mostra em sua tese de doutorado [91] que as consequências da aplicação
de tais métodos a problemas LOVO são menos severas. Em resumo, Yano prova que algo-
ritmos para minimização irrestrita aplicados ao problema (4.1) com Ω = R

n convergem para
pontos com primeira derivada nula. Sendo assim, é posśıvel utilizar qualquer algoritmo de
otimização diferenciável para resolver o problema (4.1) numericamente. Em nossos experi-
mentos utilizaremos a rotina GENCAN. Para isso, dado xk em cada iteração de GENCAN,
devemos fornecer fmin(xk) e calcular ∇fmin(xk) como o gradiente da função fi(xk) que realiza
o mı́nimo.
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Segundo Mart́ınez et al. em [7, 8], o alinhamento estrutural de protéınas, discutido no
Caṕıtulo 1, é um exemplo de situação que pode ser modelada como um problema (4.1) sem
restrições no domı́nio das variáveis, ou seja, Ω = R

n. Este é o prinćıpio básico da rotina
LOVOALIGN, amplamente utilizada neste trabalho para comparar as estruturas tridimen-
sionais das protéınas. Mais aplicações da teoria LOVO podem ser encontradas em [9, 69, 91]
e detalhes sobre o funcionamento de LOVOALIGN podem ser obtidos diretamente no en-
dereço www.ime.unicamp.br/~martinez/lovoalign. A seguir descrevemos o novo modelo
para a construção de mapas de protéınas comparadas onde utilizamos a filosofia LOVO.

4.2 Construção de mapas via formulação LOVO

Consideremos novamente um conjunto de n protéınas comparadas em relação às suas estru-
turas tridimensionais. Vamos denotar esse conjunto por Cprot = {A1, A2, . . . , An}. Sejam

Iprot = {1, 2, . . . , n}

o conjunto de ı́ndices associados aos elementos de Cprot e

sn = {sij ∈ (0, 20] | i, j ∈ Iprot}

os escores Structal normalizados resultantes da comparação das n protéınas de Cprot duas
a duas. No modelo que propomos agora cada protéına Ai ∈ Cprot é representada por um
conjunto de npi

pontos

Pi = {xi
1, x

i
2, . . . , x

i
npi
} com xi

k ∈ R
3 ∀ k = 1, 2, . . . , npi

.

Vamos impor que a quantidade de pontos contida em cada conjunto Pi seja proporcional ao
número de átomos de carbono alfa (NCi

) presentes na estrutura de Ai. Em nossos experi-
mentos adotaremos

npi
=

⌈
NCi

N0

⌉
, (4.3)

onde N0 é um número natural maior ou igual a 1.
Suponha que duas estruturas Pi, Pj sejam conhecidas em R

3. Definiremos o grau de
semelhança entre elas como o maior escore Structal normalizado que pode ser calculado
considerando todas as bijeções consecutivas sem intervalos entre os pontos de Pi e Pj (veja
a Figura 4.2). Chamaremos este escore de “gap-free”. Como npi

e npj
são os números de

pontos de Pi e Pj respectivamente, o número total de bijeções consecutivas sem intervalos
entre as duas estruturas é

nbij = |npi
− npj

|+ 1, (4.4)

e a fórmula para o cálculo do escore gap-free entre Pi e Pj será dada por

gf(Pi, Pj) =
1

nij

nij∑

k

20

1 + ‖xi
k − xj

k‖2/5
, (4.5)
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onde nij = min{npi
, npj
}. Repare que a fórmula (4.5) difere da fórmula (1.1) apresentada no

Caṕıtulo 1 somente pela ausência do termo que considera o número de intervalos presentes
nas bijeções entre as estruturas analisadas.
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4

5

6

7

1

2

3

4

Pj

Pi

Figura 4.2: Bijeção consecutiva sem intervalos entre duas estruturas.

O cálculo do maior escore (4.5) entre duas estruturas Pi, Pj não é caro sob o ponto
de vista computacional, pois precisamos determinar apenas nbij bijeções consecutivas entre
os pontos dessas estruturas e selecionar a bijeção que maximiza o valor gf(Pi, Pj). Vale
ressaltar que o cálculo do verdadeiro escore Structal normalizado sij entre duas protéınas
Ai, Aj ∈ Cprot requer uma estratégia de programação dinâmica cujo número de operações
cresce quadraticamente com o número de átomos das protéınas envolvidas [70, 72].

Em nosso novo modelo para a construção de mapas de protéınas vamos ajustar os escores
gap-free (4.5) aos verdadeiros escores Structal normalizados sij. Para que este modelo se
enquadre na filosofia LOVO apresentada anteriormente, devemos proceder da seguinte forma:

(1) Para cada par fixo de estruturas Pi e Pj em R
3, encontramos a bijeção consecutiva

sem intervalos que faz com que gf(Pi, Pj) esteja o mais próximo posśıvel do verdadeiro
escore sij entre Ai e Aj.

(2) Fixadas as bijeções encontradas em (1), determinamos Pprot = {P1, P2, . . . , Pn} ⊂ R
3

resolvendo o problema

min
∑

i,j ∈ Iprot

(gf(Pi, Pj)− sij)
2,

s. a Pi ⊂ R
3, i = 1, 2, . . . , n.

(4.6)

O problema de minimização que acabamos de descrever é um problema do tipo (4.1) cujas
variáveis são as coordenadas dos pontos que constituem as estruturas Pi. Portanto, o mapa
que buscamos para o conjunto de protéınas Cprot será o conjunto Pprot = {P1, P2, . . . , Pn},
solução do problema (4.6). Os experimentos numéricos que apresentamos a seguir foram
realizados em um computador Apple com as seguintes especificações: sistema operacional
MAC OS X 10.5, processador Intel Core 2 Duo com 2.4GHz e 2GB de memória.
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4.2.1 Experimentos numéricos

Primeira bateria de testes

Nos experimentos que seguem constrúımos alguns mapas com conjuntos de protéınas re-
tiradas do endereço www.ime.unicamp.br/~martinez/lovoalign. Os conjuntos que figu-
ram nestes experimentos também foram utilizados para validar os modelos apresentados no
Caṕıtulo 3. Utilizamos GENCAN na resolução dos problemas (4.6) mas não empregamos
nenhuma estratégia multistart para a obtenção dos resultados, pois os tempos de execução
destes experimentos foram significativamente maiores que os testes realizados no caṕıtulo an-
terior. Os resultados estão indicados na Tabela 4.1. Nos cinco primeiros experimentos (testes
com 10, 25, 50, 75 e 100 protéınas), a quantidade de pontos utilizada na representação de
cada protéına foi determinada pela fórmula (4.3) com N0 = 10. Já no último experimento
(teste com 200 protéınas) adotamos N0 = 50. O número de variáveis de cada problema re-
solvido é dado pela soma da quantidade de pontos presentes em cada estrutura Pi do mapa
multiplicada pela dimensão do espaço R

3, ou seja,

nvar = 3×
n∑

i=1

npi
.

As siglas nprot, nvar, niter, avalf, f(x∗) e t(s), presentes na Tabela 4.1 indicam, respec-
tivamente, a quantidade de protéınas no mapa, o número total de variáveis do problema
resolvido, o número total de iterações, o número total de avaliações de função, o valor final
de função objetivo e o tempo de execução de GENCAN medido em segundos.

nprot nvar niter avalf f(x∗) t(s)

10 1233 141 583 5.346547E−09 1.970210E+00

25 2751 229 836 1.067875E−07 3.588943E+01

50 5238 381 1863 2.361406E−07 2.216286E+03

75 8583 750 4080 1.221408E−07 1.248927E+04

100 12060 697 4003 3.250229E−07 2.719007E+04

200 4833 974 6340 9.887642E+03 4.441393E+04

Tabela 4.1: Mapas via formulação LOVO : primeira bateria de testes.

Podemos notar pela tabela que os ajustes obtidos nos testes com mapas de 10 a 100
protéınas foram excelentes. Observe na coluna f(x∗) os valores finais de função obtidos
por GENCAN nestes experimentos. As Figuras 4.3 a) e 4.3 b) ilustram, respectivamente,
os ajustes nos mapas com 50 e 100 protéınas. No eixo x de cada gráfico estão os valores
verdadeiros dos escores Structal normalizados e, no eixo y estão os escores gap-free obtidos
numericamente pela resolução do problema (4.6). No experimento realizado com o mapa de
200 protéınas, apesar do valor final de função não ser tão pequeno, consideramos os ajustes
obtidos bastante razoáveis. Notemos a distribuição dos pontos deste último teste na Figura
4.4.
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a) 50 protéınas: 1225 escores.
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gf(Pi, Pj)

b) 100 protéınas: 4950 escores.

Figura 4.3: Mapas com 50 e 100 protéınas: primeira bateria de testes.

sij

gf(Pi, Pj)

200 protéınas: 19 900 escores.

Figura 4.4: Mapa com 200 protéınas: primeira bateria de testes.
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Nos experimentos anteriores o critério de parada de GENCAN foi o da norma do gradi-
ente menor que 10−4. Pudemos observar também um aumento considerável no número de
iterações, avaliações de função e tempo de execução despendidos pela rotina. Com efeito, exi-
gimos mais do modelo pedindo que todos os escores Structal normalizados fossem ajustados
efetivamente.

Segunda bateria de testes

Os resultados computacionais apresentados a seguir são referentes a conjuntos de protéınas
retirados de http://zhanglab.ccmb.med.umich.edu/TM-align [96]. Segundo este endereço
eletrônico, estas protéınas foram extráıdas do Protein Data Bank e possuem menos de 30 %
de sequências semelhantes de aminoácidos. Realizamos testes com 10, 25, 50, 75 e 100
protéınas e utilizamos GENCAN na resolução dos problemas (4.6) sem aplicar estratégias
multistart para a obtenção dos resultados. O número de pontos presentes em cada repre-
sentação de protéına foi determinado pela fórmula (4.3) com N0 = 10. Os resultados obtidos
nos experimentos estão indicados na Tabela 4.2. Da mesma forma que na Tabela 4.1, a
coluna nprot indica a quantidade de protéınas presentes em cada mapa, a coluna nvar traz
o número de variáveis de cada problema e as colunas niter, avalf, f(x∗) e t(s) são referentes
ao desempenho de GENCAN.

nprot nvar niter avalf f(x∗) t(s)

10 738 31 81 4.373831E−10 1.200999E+00

25 2034 70 267 7.475684E−09 4.841950E+02

50 4302 147 965 1.174324E−08 1.310406E+04

75 6639 167 917 2.051146E−08 2.584911E+04

100 8418 182 1045 1.403336E−07 3.909715E+04

Tabela 4.2: Mapas via formulação LOVO : segunda bateria de testes.

Podemos observar novamente a boa qualidade dos ajustes obtidos. Como podemos notar,
os valores finais de função atingidos por GENCAN são bastante razoáveis. Nestes testes a
rotina também parou com a norma do gradiente menor que a tolerância 10−4. Assim como na
primeira rodada de experimentos, fizemos gráficos do tipo escore verdadeiro × escore gap-free
para ilustrar os resultados numéricos. A Figura 4.5 a) ilustra os ajustes obtidos com o mapa
de 50 protéınas. Apenas um ponto nesta figura possui abscissa maior que 10. Isto indica
que apenas um par de protéınas possui alguma semelhança estrutural significativa segundo
nossa classificação. A Figura 4.5 b) mostra o resultado obtido com o mapa de 100 protéınas.
Neste caso vemos que apenas três pontos possuem abscissa maior que 10. Apresentaremos
a seguir mais uma rodada de experimentos envolvendo globinas retiradas do Protein Data
Bank.
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sij

gf(Pi, Pj)

a) 50 protéınas: 1225 escores.

sij

gf(Pi, Pj)

b) 100 protéınas: 4950 escores.

Figura 4.5: Mapas com 50 e 100 protéınas: segunda bateria de testes.

Terceira bateria de testes

Nesta terceira rodada de experimentos realizamos em 19/02/2011 uma busca pelo termo
globins (globinas) no Protein Data Bank e pedimos que o banco de dados exclúısse dos
resultados as protéınas com até 90 % de semelhança em suas sequências de aminoácidos.
Como resultado dessa pesquisa, obtivemos 98 estruturas que foram comparadas pela rotina
LOVOALIGN e utilizadas na construção de um mapa. O número de pontos para representar
cada protéına foi determinado pela fórmula (4.3) com N0 = 40. A rotina GENCAN foi
novamente utilizada na resolução do problema (4.6), partindo de um único ponto inicial
gerado aleatoriamente. Os resultados obtidos ao final deste experimento estão indicados na
Tabela 4.3, cujas legendas das colunas têm o mesmo significado usado nas tabelas dos testes
anteriores. Neste experimento o critério de parada de GENCAN também foi o da norma do
gradiente menor que 10−4. Notemos na tabela que a rotina de otimização realiza um número
considerável de iterações e avaliações de função. No entanto, o ajuste obtido é razoável.
Podemos comprovar este fato observando o gráfico ilustrado na Figura 4.6. Este gráfico foi
constrúıdo da mesma forma que os outros mostrados neste caṕıtulo.

nprot nvar niter avalf f(x∗) t(s)

98 3708 2348 18717 3.830398E+02 4.414949E+05

Tabela 4.3: Mapa com 98 globinas: terceira bateria de testes.

Aplicaremos a seguir a mesma formulação LOVO para resolver o problema da inclusão
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de novas protéınas em mapas. Lembremos que neste problema precisamos selecionar no con-
junto total de protéınas representadas um subconjunto pequeno de protéınas. Faremos isso
através do algoritmo de clusterização e busca proposto no Caṕıtulo 3. Apresentaremos o mo-
delo de inclusão de protéınas que segue a filosofia LOVO, realizaremos alguns experimentos
numéricos e, por fim, discutiremos os resultados obtidos.

0 5 10 15 20
0

5

10

15

20

sij

gf(Pi, Pj)

98 globinas: 4753 escores.

Figura 4.6: Mapa com 98 globinas: terceira bateria de testes.

4.3 Modelo LOVO para inclusão de protéınas

Nesta seção retomamos o problema da inclusão de protéınas novas em mapas. Seguimos a
mesma linha de racioćınio desenvolvida na Seção 3.2.1 do Caṕıtulo 3, mas agora nos baseamos
na teoria LOVO para formular e resolver os problemas. Sejam Cprot = {A1, A2, . . . , An} um
conjunto de n protéınas comparadas duas a duas e Pprot = {P1, P2, . . . , Pn} ⊂ R

3 uma
representação para Cprot obtida através da resolução do problema (4.6). Seja A /∈ Cprot uma
protéına nova e considere PA uma representação para A. Nossa meta é determinar PA em
Pprot de tal forma que PA fique próxima das representações Pi que correspondem a protéınas
semelhantes. Os passos para cumprir essa tarefa são os seguintes:

(1) Selecionar um pequeno subconjunto P̃ ⊂ Pprot.

(2) Comparar, via LOVOALIGN, a estrutura 3D de A com as estruturas 3D das protéınas
que correspondem aos elementos de P̃ e obter os escores Structal normalizados siA

para i = 1, 2, . . . , |P̃ |.
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(3) Obter a representação PA para a protéına A através da resolução do problema

min

|P̃ |∑

i=1

( gf(Pi, PA)− siA )2,

s. a PA ⊂ R
3,

(4.7)

onde gf(Pi, PA) é o escore gap-free (4.5) entre as estruturas Pi e PA.

Definido desta maneira, o problema (4.7) também é do tipo LOVO e suas variáveis são as
coordenadas dos pontos que constituem o conjunto PA. Após determinarmos a localização
da protéına nova no mapa, podemos estimar os escores Structal normalizados entre A e as
protéınas que não foram selecionadas para compor P̃ através do seguinte cálculo:

sjA ≈ gf(Pj, PA), onde Pj ∈ Pprot/P̃ . (4.8)

Os cálculos (4.8) são baratos sob o ponto de vista computacional, pois não envolvem nenhum
tipo de alinhamento entre as estruturas que estão sendo comparadas. Basta determinar-
mos, para cada par de estruturas (Pj, PA), a bijeção consecutiva que maximiza o valor de
gf(Pj, PA). A seguir, realizaremos experimentos numéricos para validar a estratégia apre-
sentada acima e, para compararmos os resultados obtidos, utilizaremos os mesmos conjuntos
de protéınas empregados nos testes da seção 3.2.1 do Caṕıtulo 3.

4.3.1 Experimentos para validação do modelo

Os experimentos para validação do modelo foram realizados com os mapas de 100 e 200
protéınas, constrúıdos na primeira bateria de testes da seção 4.2. Selecionamos do endereço
www.ime.unicamp.br/~martinez/lovoalign cinco protéınas que não foram representadas
nestes mapas (as mesmas utilizadas nos testes da seção 3.2.1 do Caṕıtulo 3). Cada teste
de inclusão foi realizado isoladamente. Utilizamos o algoritmo de clusterização e busca
para escolher em cada experimento o subconjunto P̃ de representações de protéınas. Então,
usando essas representações, resolvemos o problema (4.7). Os resultados numéricos obtidos
por GENCAN estão indicados na Tabela 4.4. Nesta tabela, a coluna A contém as siglas das
protéınas inclúıdas nos mapas. A coluna |P̃ | indica o número de protéınas representadas no
mapa que foram selecionadas pelo algoritmo de clusterização e busca. A coluna nvar mostra
o número de variáveis de cada problema. Lembremos que este número é determinado pela
fórmula (4.3). Esta fórmula foi utilizada comN0 = 10 nos testes com o mapa de 100 protéınas
e N0 = 50 nos testes com o mapa de 200 protéınas. Por fim, as colunas niter, avalf, t(s) e
f(x∗) são referentes ao desempenho da rotina GENCAN. O critério de parada em todos os
testes foi o da norma do gradiente menor que a tolerância 10−4. Como podemos perceber na
Tabela 4.4, a rotina GENCAN resolveu todos os problemas rapidamente e encontrou valores
finais de função objetivo bastante razoáveis.
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Mapa com 100 protéınas

A |P̃ | nvar niter avalf t(s) f(x∗)

1h4w 12 72 148 568 1.078657 1.504719E−10

1fiw 12 78 163 618 1.336360 1.075625E−10

2cst 2 126 131 418 2.253739 8.814859E−08

Mapa com 200 protéınas

A |P̃ | nvar niter avalf t(s) f(x∗)

1npm 20 15 39 103 1.604618 4.448825E−01

1trn 20 15 26 91 1.607781 7.935456E−01

Tabela 4.4: Inclusão de protéınas em mapas via formulação LOVO.

As Figuras 4.7 a) e 4.7 b) ilustram, respectivamente, os resultados obtidos nos testes de
inclusão das protéınas 1h4w e 1fiw no mapa com 100 protéınas. No eixo x de cada gráfico
estão os verdadeiros escores Structal normalizados e, no eixo y, estão as estimativas para
esses escores que foram calculadas de acordo com a fórmula (4.5). A reta vertical siA = 10
separa cada gráfico em duas regiões: a quantidade de escores maiores que 10 está indicada no
canto inferior direito e a quantidade de escores que não ultrapassa 10 está indicada no canto
superior esquerdo. Ilustramos nas Figuras 4.8 a) e 4.8 b) os resultados obtidos nos testes
com as protéınas 1npm e 1trn, respectivamente. A reta vertical siA = 10 divide os gráficos
em duas regiões e a quantidade de pontos em cada região está indicada nas figuras. Estes
gráficos nos revelam que as protéınas novas foram posicionadas razoavelmente nos mapas,
pois elas ficam próximas de protéınas semelhantes e afastadas de protéınas menos parecidas.

Neste caṕıtulo, ao empregarmos a filosofia LOVO tanto na construção de mapas de
protéınas quanto na classificação de protéınas novas, obtivemos resultados numéricos muito
semelhantes aos que conseguimos através dos mapas constrúıdos em esferas de R

m. Por
exemplo, ao comparar as Figuras 3.9 e 3.10 do Caṕıtulo 3 com as Figuras 4.7 e 4.8 deste
caṕıtulo, podemos notar que nas figuras do Caṕıtulo 3 os pares ordenados correspondentes
aos escores menores que sfix = 10 ficam mais concentrados em torno da reta y = x. Com
efeito, nestes experimentos aumentamos consideravelmente a dimensão do espaço de vetores.
No entanto, ao representarmos cada protéına por um conjunto de pontos em R

3 e ajus-
tarmos a esses conjuntos uma fórmula semelhante ao escore Structal, obtivemos resultados
satisfatórios sem elevar muito o número de variáveis dos problemas resolvidos.
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siA

gf(Pi, PA)

a) 1h4w e |P̃ | = 12

88 escores

12 escores

siA

gf(Pi, PA)

b) 1fiw e |P̃ | = 12

88 escores

12 escores

Figura 4.7: Inclusões em um mapa com 100 protéınas: formulação LOVO.

siA

gf(Pi, PA)

a) 1npm e |P̃ | = 20

180 escores

20 escores

siA

gf(Pi, PA)

a) 1trn e |P̃ | = 20

180 escores

20 escores

Figura 4.8: Inclusões em um mapa com 200 protéınas: formulação LOVO.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

Nosso objetivo neste trabalho foi propor algumas maneiras de reconstruir e classificar estrutu-
ras tridimensionais de protéınas utilizando métodos de otimização cont́ınua. Em particular,
empregamos na resolução dos problemas a rotina GENCAN que integra o pacote de oti-
mização numérica ALGENCAN dispońıvel gratuitamente em www.ime.usp.br/~egbirgin/

tango.

Começamos o trabalho estudando o Problema da Geometria de Distâncias Moleculares.
Neste problema, tentamos recuperar a estrutura 3D de uma protéına admitindo conhecidas
apenas as distâncias entre seus pares de átomos. Através de experimentos numéricos, conse-
guimos recuperar a estrutura original de várias protéınas utilizando somente um subconjunto
de distâncias intra-átomos. Em alguns testes, observamos que a solução fornecida pela rotina
GENCAN era a imagem espelhada da estrutura original, ou seja, as configurações original
e numérica diferiam por um movimento ŕıgido cuja matriz ortogonal era de reflexão. A ex-
plicação para este comportamento se deve ao fato de usarmos apenas informações escalares
na construção dos modelos. Com efeito, na resolução dos problemas sab́ıamos de antemão
apenas os valores da distâncias e não consideramos nenhuma informação sobre a orientação
espacial das protéınas analisadas. As funções que propusemos minimizar para recuperar as
estruturas das protéınas possuiam muitos minimizadores locais. Por essa razão, rodamos
cada experimento diversas vezes fornecendo um ponto inicial diferente em cada rodada. A
rotina GENCAN ora encontrava uma solução satisfatória, ora parava em um minimizador
local que não nos interessava. Em trabalhos futuros, pretendemos agregar à rotina GEN-
CAN uma estratégia de otimização global para facilitar a busca por minimizadores globais
do problema da geometria de distâncias moleculares e acelerar o processo de recuperação
das estruturas 3D das protéınas.

Após o estudo do problema da geometria de distâncias moleculares, começamos a inves-
tigar algumas maneiras de representar protéınas comparadas em espaços euclidianos. As
estruturas das protéınas foram comparadas via rotina LOVOALIGN e o grau de semelhança
entre cada par de protéınas analisado foi medido pelo escore Structal, definido no Caṕıtulo
1. Utilizamos os escores Structal resultantes da comparação das estruturas 3D de um con-
junto de n protéınas para estipular disparidades entre elas. Criamos um conjunto ∆ de
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números reais não negativos d̂ij que eram inversamente proporcionais aos escores sij. Então,
constrúımos modelos de otimização não linear em que as n protéınas eram representadas
por objetos que deveriam ser alocados em um determinado espaço euclidiano de tal forma
que a distância entre um par de objetos i e j estivesse tão próxima quanto posśıvel do
correspondente elemento d̂ij do conjunto ∆.

Vimos através de um teorema uma condição necessária e suficiente para que o conjunto
∆ fosse realizável por uma configuração de pontos em um espaço euclidiano. Através de
exemplos pudemos perceber as dificuldades que surgiam ao tentarmos representar protéınas
por pontos. Baseados nestes exemplos, decidimos investigar outras formas geométricas para
representar as protéınas. Fizemos inicialmente experimentos em R

2 onde as protéınas eram
representadas por ćırculos cujos raios podiam variar em tamanho, mas não obtivemos resulta-
dos muito bons. Em seguida, partimos para experimentos em R

3 onde constrúımos modelos
em que as protéınas comparadas eram representadas por segmentos de reta e poligonais
formadas por dois segmentos de comprimento fixo. Nestes modelos ajustamos somente os
valores d̂ij que correspondiam a protéınas razoavelmente semelhantes. Para isso, fixamos

um valor positivo dfix e ajustamos efetivamente todos os valores d̂ij menores que dfix. Nos
testes computacionais que empregamos esta estratégia não conseguimos manter constante
o valor do parâmetro dfix quando a quantidade de protéınas envolvida era grande. Como
consequência desse fato, não conseguimos ajustar efetivamente uma quantidade considerável
de números d̂ij.

Na busca por outros tipos de representações, abandonamos os testes com ajustes de
distâncias e passamos a ajustar diretamente os escores Structal normalizados. Representamos
cada protéına por um vetor em R

m e constrúımos modelos que tentavam ajustar produtos
escalares entre pares de vetores e escores, ou seja, nosso problema consistia em alocar vetores
em um determinado espaço euclidiano de tal forma que o produto escalar entre os vetores i
e j estivesse o mais próximo posśıvel do escore sij. Mostramos, através de uma proposição,
que esse problema sempre possui solução se a dimensão do espaço é igual ao número de
protéınas consideradas. Propusemos três modelos para realizar experimentos numéricos. O
modelo mais promissor foi aquele em que os vetores eram representados em uma esfera de
R

m. Utilizando este modelo constrúımos mapas exigindo que todos os escores sij fossem
ajustados. Os mapas obtidos foram razoáveis e, por essa razão, os utilizamos para classificar
protéınas novas.

O processo de classificação de uma protéına nova consistiu em aplicar a seguinte es-
tratégia: dada uma protéına nova “A”, escolhemos no mapa de protéınas um subconjunto
de representações correspondentes às protéınas mais parecidas com “A”. Utilizamos as repre-
sentações escolhidas para determinar as novas coordenadas de “A” no mapa. Elaboramos um
algoritmo para realizar esta tarefa. Dado o conjunto de protéınas comparadas Cprot e uma
protéına nova A /∈ Cprot, a ideia central de nosso algoritmo foi realizar buscas em Cprot procu-
rando por protéınas que fossem estruturalmente semelhantes à protéına A. As comparações
estruturais requeridas pelo algoritmo foram feitas pela rotina LOVOALIGN, no entanto, não
comparamos a protéına nova com todas as protéınas de Cprot. Para evitar excessivas cha-
madas de LOVOALIGN, aplicamos em Cprot uma estratégia de clusterização para divid́ı-lo
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em subconjuntos menores e realizamos buscas nestes subconjuntos. Aplicamos o algoritmo
nos experimentos de inclusão de protéınas em mapas e constatamos que o algoritmo realizou
poucas chamadas de LOVOALIGN para localizar em Cprot protéınas parecidas. Nos pro-
blemas de inclusão de protéınas em mapas na esfera, obtivemos resultados satisfatórios pois
as protéınas novas ficaram razoavelmente próximas de protéınas semelhantes, além disso, a
rotina GENCAN resolveu todos estes problemas muito rapidamente.

Para encerrar nosso trabalho, decidimos investir em um modelo que representa cada
protéına por um conjunto de pontos em R

3. Definimos como critério de semelhança entre os
pares de protéınas representadas o escore gap-free e constrúımos um problema de otimização
cujo objetivo era alocar os conjuntos de pontos no espaço tridimensional de tal forma que
os escores gap-free estivessem tão próximos quanto posśıvel dos verdadeiros escores Struc-
tal normalizados. Formulamos este problema como um problema de otimização do menor
valor ordenado e realizamos experimentos computacionais. Os resultados foram bastante
aceitáveis, pois conseguimos ajustar conjuntos de 100 e 200 protéınas comparadas em R

3.
A mesma formulação empregada na construção dos mapas foi utilizada para resolvermos os
problemas de inclusão de protéınas novas. Os resultados obtidos nos testes também foram
satisfatórios. Nos experimentos de inclusão de protéınas que realizamos com essa formulação,
utilizamos também o algoritmo de clusterização e busca que elaboramos no Caṕıtulo 3.

De um modo geral, para construir os mapas de protéınas em espaços euclidianos, tivemos
que propor modelos com um número grande de variáveis. Esta necessidade ocorreu devido
ao fato de trabalhamos com ajustes de números que não eram distâncias euclidianas. Sendo
assim, era preciso aumentar a dimensão dos espaços para conseguirmos ajustes razoáveis.
Apesar dos modelos apresentarem muitas variáveis, a rotina GENCAN resolveu grande parte
dos problemas de maneira bastante satisfatória. Os mapas constrúıdos nos Caṕıtulos 3 e 4
serviram também para classificarmos protéınas que não estavam representadas. Nestes ex-
perimentos de inclusão de protéınas, conseguimos colocar a protéına nova junto de protéınas
que eram semelhantes a ela.
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de Mestrado, Departamento de Matemática Aplicada – IMECC – Unicamp, 2007, 97 p.

[68] D. G. Luenberger, Linear and Nonlinear Programming, New York: Addisson-Wesley,
2003, 516 p.

[69] J. M. Mart́ınez, “Generalized Order-Value Optimization”, Technical Report, DMA –
IMECC – Unicamp, 2011.

[70] L. Mart́ınez, R. Andreani, J. M. Mart́ınez, “Convergent algorithms for protein structural
alignment”, BMC Bioinformatics, vol. 8, artigo 306, 2007.

[71] A. G. Murzin, S. E. Brenner, T. Hubbard, C. Chothia, “SCOP: A structural Classifica-
tion of Proteins Database for the Investigation of Sequences and Structures”, Journal
of Molecular Biology, vol. 247, pp. 536–540, 1995.

[72] B. Needleman, C. D. Wunsch, “A general method applicable to the search for similarities
in the amino acid sequence of two proteins”, Journal of Molecular Biology, vol. 48, pp.
443–453, 1970.

[73] A. Neumaier, “Distances, graphs and designs”, European Journal of Combinatorics,
vol. 1, pp. 163–174, 1980.

[74] J. Nocedal, S. Wright, Numerical Optimization, New York: Springer-Verlag, 1999,
656 p.

[75] A. Orengo, A. Michie, S. Jones, D. Jones, M. Swindells, J. Thornton, “CATH – a
hierarchic classification of protein domain structures”, Structure, vol.5, pp. 1093–1109,
1997.

[76] A. R. Ortiz, C. E. Straus, O. Olmea, “MAMMOTH (matching molecular models obtai-
ned from theory): an automated method for model comparison”, Protein Science, vol.
11, pp. 2606–2621, 2002.

[77] W. R. Pearson, D. J. Lipman, “Improved tools for biological sequence comparison”,
Proceddings of the National Academy of Sciences, vol. 85, pp. 2444–2448, 1998.

[78] M. J. D. Powell, “The BOBYQA algorithm for bound constrained optimization without
derivatives”, Report No. DAMTP – Center for Mathematical Sciences – University of
Cambridge, 2009.

[79] A. Sacan, I. H. Toroslu, H. Ferhatosmanoglu, “Integrated Search and Alignment of
Protein Structures”, Bioinformatics, vol. 24, pp. 2872–2879, 2008.

110



[80] J. B. Saxe, “Embeddability of weighted graphs in k-space is strongly NP-hard”, Pro-
ceedings of 17th Allerton Conference in Communications, Control and Computing, pp.
480–489, 1979.

[81] I. J. Schoenberg, “Remarks to Maurice Fréchet’s article: Sur la définition axiomati-
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