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Resumo

Neste trabalho estudamos as equagoes diferenciais fuzzy (EDF) que possuem coeficientes
e/ou condigdes iniciais incertas e modeladas por conjuntos fuzzy interativos. Sao estudadas
duas formas de interatividade: via t-normas e pelo conceito de niimeros fuzzy completamente
correlacionados.

As EDF sao tratadas de duas formas distintas: Via inclusao diferencial e via principio de
extensao. Provamos que os conjuntos atingiveis através da familia de inclusoes diferenciais
coincidem com as solucgoes estendidas, via extensao do sistema deterministico associado.

Quando a interatividade é definida a partir das t-normas béasicas, sao gerados 4 problemas
de valor inicial com parametro fuzzy. Para estes problemas, mostramos que os diametros das
solucoes satisfazem uma relacao de inclusao.

Quando a interatividade é dada por conjuntos fuzzy completamente correlacionados ve-
rificamos que a solucao da EDF associada possui diametro contido na solucao da EDF com
parametros nao interativos. Além disso, mostramos que neste ambiente o Teorema de Nguyen
permanece valido.

Propomos um modelo SI com parametros completamente correlacionados e um modelo para
a dinamica HIV com retardo e taxa de mortalidade do virus completamente correlacionados.
Para o modelo HIV apresentamos uma solucao fuzzy e a comparamos com solucao obtida por
Jafelice et al [36] na qual os parametros da equacao diferencial fuzzy sdo nao interativos.
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Abstract

In this work we study the fuzzy differential equations (EDF) that have coefficients and/or
initial conditions uncertain and modeled by interactive fuzzy sets. Are studied two forms of
interactivity: via t-norms and the concept of completely correlated fuzzy numbers.

The EDF are treated of two different forms: Via differential inclusion and extension prin-
ciple. We prove that the sets attainable through the family of differential inclusions coincide
with the extended solutions, via extension of the associated deterministic system.

When the interactivity is defined from the basic 4 t- norm, are generated 4 initial value
problems with fuzzy parameters. For these problems, we show that the diameters of the
solutions satisfy a relation of inclusion.

When the interactivity is given by completely correlated fuzzy sets, we verified the the
solution of the EDF associated have diameters contained in the solution of the EDF with
noninteractive parameters. Furthermore we show that this environment the Nguyen‘s Theorem
remain valid.

We propose a model ST with completely correlated parameters and a model for HIV dyna-
mics with delay and mortality rate of the virus completely correlated. For the HIV we present
a fuzzy solution and we compared it with the solution obtained by Jafelice et al [36] in which
the parameters of fuzzy differential equation are not interactive.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar o problema de valor inicial (PVI)

{x’(t) = fla(t), w)

(L'(t(]) = Zo,

em que w é um parametro da equacao e xg a condicao inicial.

Se g e w forem numeros reais, esse é um problema ja bem estudado na literatura. No
entanto, se esses parametros forem incertos, existem pelo menos duas modelagens matemaéticas
para eles: Via teoria estocdstica [3, 29] e via teoria dos conjuntos fuzzy [65]. Aqui trataremos
do segundo caso.

Os parametros da equagao diferencial fuzzy (EDF) associada ao PVI serao modelados de
duas formas distintas: A primeira trata dos conjuntos fuzzy nao interativos (ou independen-
tes do ponto de vista da teoria do conjuntos fuzzy) e a segunda forma por conjuntos fuzzy
interativos (ou dependentes do ponto de vista da teoria dos conjuntos fuzzy). Com relagao a
EDF com parametros interativos, daremos énfase a duas formas de interatividade: A primeira
forma é a interatividade via t-normas e a segunda é dada a partir do conceito de nimeros
fuzzy completamente correlacionados.

Ambas equagoes diferenciais fuzzy (com parametros nao interativos e com parametros inte-
rativos) serao analisadas por dois processos distintos: Via inclusao diferencial fuzzy, apoiada na
abordagem de Hiillermeier [34, 23]; e pela fuzzificagao da solugao deterministica via Principio
de extensao [15, 16, 47, 48, 55], como modelo para obtengao da solugao das equagoes. Com
isto, buscamos obter generalizagoes de alguns resultados de Mizukoshi et al [47] [48] para EDF
com parametros nao interativos. Além disso, verificamos que o diametro da solucao da EDF
com parametros nao interativos é maior que os diametros das EDF com parametros interativos
via t-normas.

O trabalho esta organizado em 6 capitulos. No primeiro capitulo apresentamos a teoria
das t-normas e dos conjuntos fuzzy. Na secao 1.2 aparece a definicao de t-norma, algumas
das propriedades das t-normas e as chamadas t-normas béasicas. As sec¢bes 1.3 e 1.4 contém
outras propriedades importantes das t-normas como continuidade e geradores de t-normas.



Nas secoes 1.5, 1.6, 1.7 e 1.8 apresentamos as principais defini¢oes e resultados sobre a teoria
dos conjuntos fuzzy.

O capitulo 2 trata das propriedades do principio de extensao de Zadeh. Na secao 2.3
definimos o produto cartesiano fuzzy e mostramos no Teorema 2.3.3 que o produto cartesiano
fuzzy é um elemento do conjunto F(R"™ x R™), e no Corolario 2.3.4 verificamos que o Teorema
de Nguyen [7, 18, 30, 54, 60] permanece valido.

Na secao 2.4 apresentamos o principio de extensao via t-normas. Nele aparece Teorema
2.4.3, devido a Fullér e Keresztfalvi, que é uma generalizacao do Teorema de Nguyen (Teorema
2.4.2). Este resultado é fundamental para nosso trabalho, pois o utilizamos como ferramenta
para a obtencao de outros resultados.

No capitulo 3, estudamos os conjuntos fuzzy interativos. Aqui vemos que a interativi-
dade entre conjuntos fuzzy estd diretamente relacionada com a distribuicao de possibilidade
conjunta desses conjuntos. Na secao 3.3 apresentamos os numeros fuzzy nao interativos, in-
terativos via t-normas e completamente correlacionados. Para cada tipo de interatividade,
calculamos o a-nivel da distribuicao de possibilidade conjunta dos ntmeros fuzzy. Por exem-
plo, quando a interatividade é dada via t-normas, o a-nivel da distribui¢ao de possibilidade
conjunta ¢é calculado na Proposi¢ao 3.3.5.

A secao 3.4 contém o principio de extensao para numeros fuzzy interativos. Nela mostra-
mos, no Teorema 3.4.4, que para dois numeros fuzzy completamente correlacionados e para
uma fungao continua f : R? — R? o Teorema de Nguyen [54] permanece vélido.

Os resultados obtidos por Mizukoshi et al [48, 47] sobre comparagao entre as solucoes da
EDF com parametros nao interativos, obtida via inclusao diferencial e obtida pela extensao
da solucao deterministica, aparecem no Capitulo 4.

Na secao 4.4 aparecem as equagoes diferenciais fuzzy com condicao inicial fuzzy. O prin-
cipal resultado é o Teorema 4.4.5, no qual Mizukoshi et al [47, 48] mostram que, sob certas
condigoes, a solucao da EDF com condigao inicial fuzzy obtida pela extensao de Zadeh da
solucao deterministica, coincide com a solucao obtida via inclusao diferencial.

Na secao 4.5 apresentamos as EDF com coeficientes e condigao inicial fuzzy. Estes parametros
da equacao sdo modelados por conjuntos fuzzy nao interativos. Ressaltamos o Teorema 4.4.5,
no qual Mizukoshi et al [47, 48] mostram que, sob certas condicoes, a solu¢ao da EDF com
parametros nao interativos via principio de extensao segundo Tj; e a solucao obtida via in-
clusao diferencial sao iguais.

As equacgoes diferenciais fuzzy com parametros interativos via t-normas sao estudadas no
Capitulo 5. As equagbes sao estudadas sob o ponto de vista das inclusoes diferenciais e também
utilizando o principio de extensao segundo 7' (7" uma t-norma semicontinua superiormente).
Provamos que, sob certas condigoes, as solugoes obtidas pelos dois métodos coincidem. Além
disso, estudamos estas equagoes para os casos em que a interatividade é dada a partir das 4
t-normas bésicas (t-normas do minimo 7, do produto Tp, Lukasiewicz T}, e produto drastico



TD).

Estabelecemos ainda o Teorema 5.3.5, no qual comparamos os diametros das solugoes da
EDF com parametros interativos via 1', para os casos em 1’ substituido pelas 4 t-normas
bésicas.

Para todos os resultados obtidos apresentamos exemplos para ilustrar a viabilidade destes
resultados.

No capitulo 6 estudamos as EDF com parametros completamente correlacionados. Veri-
ficamos no Teorema 6.3.3 que, para este tipo de equagoes, o Teorema 4.4.5 estabelecido por
Mizukoshi et al [47, 48] permanece vélido.

Na Secgao 6.4 estudamos o modelo SI com parametros completamente correlacionados,
a qual foi dividida em duas subsec¢Ges: Na Subsecao 6.4.1 estudamos o modelo SI com
condigbes iniciais completamente correlacionados e na Subsecao 6.4.2 com taxa de trans-
feréncia e condigdo inicial completamente correlacionados. Em ambos casos, analisamos o
modelo SI utilizando o Teorema 6.3.3.

Por fim, na Secao 6.5 estudamos um modelo para a dinamica do HIV com retardo e taxa
de mortalidade do virus completamente correlacionados. Usamos o principio de extensao para
numeros fuzzy completamente correlacionados para obter uma solucao fuzzy para o modelo
estudado e concluimos a se¢ao comparando a solucao obtida com os resultados obtidos por
Jafelice et al [36].






Capitulo 1

Normas triangulares e conjuntos fuzzy

1.1 Introducao

Este capitulo é dedicado a apresentacao dos conceitos relativos a normas triangulares ou
t-normas e aos conjuntos fuzzy e suas operacoes.

As t-normas sao originadas do conceito de cépulas introduzidas em 1942 por Karl Menger
[46] com o objetivo de construir espagos métricos onde as distribui¢oes de probabilidade pudes-
sem ser utilizadas para medir a distancia entre dois elementos do espago. Em légica fuzzy, as
t-normas sao indispensdveis para interpretar conjuncoes e também sao utilizadas para definir
e interpretar operagoes entre conjuntos fuzzy.

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida em 1965 por Lotfi Asker Zadeh no artigo
intitulado Fuzzy Sets [65]. Zadeh apdia-se no fato que todo conjunto (cldssico) pode ser
caracterizado por sua fungao de caracteristica, isto é, se A é um subconjunto de um universo
U, para um elemento a temos precisamente duas possibilidades: a estd em A (a € A) ou a
nao estd em A (a ¢ A), com isto a fungao caracteristica de A X, : U — {0, 1} é definida por

1 se ac A

0 se a¢ A

Por outro lado, para a teoria dos conjuntos fuzzy podemos considerar que o elemento a
estd (ou nao) em A, mas com um certo grau de pertinéncia. Essa pertinéncia é definida por
uma fungao chamada funcao de pertinéncia a qual caracteriza o conjunto fuzzy. Neste sentido
a teoria dos conjuntos fuzzy é uma generalizacao da teoria dos conjuntos classicos.

Na Secao 1.2 apresentamos a definicdo de t-normas e alguns exemplos de funcées que
satisfazem as condi¢oes para serem chamadas t-normas. Dentre elas aparecem 4 t-normas que
nos chamamos de t-normas basicas pelo fato que serao muito utilizadas neste trabalho.



A Segao 1.3 é dedicada a teoria dual das t-normas, a saber, as conormas triangulares (ou
t-conormas) e na Segao 1.4 aparece o conceito de continuidade de t-normas.

Na Secao 1.5 definimos os conjuntos fuzzy e na Secao 1.6 expomos o conceito de a-nivel
de um conjunto fuzzy e enunciamos o chamado teorema de representacao de Neigota-Ralescu
[52]. As operagoes entre conjuntos fuzzy estao dispostas na Se¢ao 1.7 e a Se¢ao 1.8 é composta
pelos chamados nimeros fuzzy.

1.2 Normas triangulares

Definicao 1.2.1 O operador T : [0,1] x [0,1] — [0, 1] € chamado uma norma triangular ou
uma t-norma, se para todos z,y, z,w € [0,1], as propriedades abaizo forem satisfeitas:

t1) T(x,y) =T(y,x) (Comutativa)
ty) T(x,T(y,2)) =T(T(x,y), z) (Associativa)
t3) Sey < z entio T(x,y) < T(x,z) (Monotonicidade)
ty) T(x,1) =x (Elemento Neutro).

Consequéncias da Definicao 1.2.1:

1. Para todo x € [0,1] e para cada t-norma 7" as condigoes de fronteira sdo satisfeitas,
isto é

i) T(0,z) =T(x,0) =0.
it) T(x,1) =T(1,2) = .

2. T(z1,y1) < T(w2,y2) sempre que 21 < a3 € Y1 < Yo.
Exemplo 1.2.2 Ezemplos de t-normas.
1. T\, (x,y) = min{x,y} (t-norma do Minimo).

2. T, (z,y) = x.y (t-norma do Produto).
3. T, (z,y) = maz{x +y — 1,0} (t-norma Lukasiewicz).

0, se v#1 e y#1
4. T (z,y)=q z, se y=1

y, se x=1.



(t-norma Produto Drastico).

. T(x,y) = 77,

r+y—xy’
6. T(x,9) = vy -
maz{0,x +y —c}, se (z,y) € (0,
7. T(z,y) =

min{z,y}, se (v,y) ¢ (0,
para cada ¢ € (0, 1].

8. t-norma Minimo Nilpotente,

0, se v4+y<l1
"M (2, y) =
min{z,y}, se x+y> 1.

9. t-norma de Hamacher,
Hy(z,y) = a6y Y 2 0
10. t-norma de Dubois e Prade,

Dy (z,y) = a€(0,1)

ry
maz{z,y,at’

11. t-norma de Yager,

Y,(x,y) =1 —min{l, {/(1 —z)P+(1—yrhp>0

12. t-norma de Frank,



Ty(z,y) se A=0

Tp(z,y) se A=1
F)\(Jf,y) =

Tr(x,y) se A=o0

AT—1)(AY—
1— log)\[l —{ )1\)_(1 1)]

As t-normas T (t-norma do minimo), 7 (t-norma do produto), 7, (t-norma Lukasiewicz)
e Tp (t-norma produto drastico) sdo muito importantes por varias razoes. Por exemplo, T
é a tnica t-norma que para todo x € [0,1) vale T'(z,z) = 0, T}, é uma t-norma nilpotente,
Tp ¢ uma t-norma continua e estritamente mondtona e Ty, é a tnica t-norma que para todo
x € [0, 1] satisfaz a igualdade T),,(z,z) = .
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Figura 1.1: As 4 t-normas bésicas

A proposi¢ao seguinte mostra que para cada ponto (z,y) € [0,1] x [0,1] a t-norma do
minimo T); é a que assume maior valor dentre as t-normas e a t-norma produto drastico Tp



é a que assume menor valor. Além disso, apresenta uma importante relacdo entre as quatro
t-normas bésicas.

Proposicao 1.2.3 Para todo (z,y) € [0,1] x [0, 1] valem:
a) T, (z,y) <T(x,y) <T,(x,y), T wma t-norma arbitraria.

b) T (x,y) < T, (x,y) <Tp(z,y) < T, (z,y).

Prova (a): Seja 7' uma t-norma arbitrdria, vamos inicialmente mostrar que 7, (z,y) <
T(x,y).

Sex =1ouy=1,entao Tp(z,y) = T(z,y).

Sex#1ley#1,entao Tp(z,y) =0<T(x,y).

Vamos agora mostrar que T'(z,y) < T,,(z,y).

Suponha que x <y, entdao T'(x,y) < T(x,1) = x = Ty (z,y).

Se y <z, entdo T(x,y) < T(l,y) =y = Ty(z,y).

Prova (b): Em fungao do item (a) basta mostrar que Tp(z,y) < Tp(z,y).
Sex=0ouy=0,entao Tr(z,y) = Tp(x,y) = 0.
Se x = 1, teremos Ty (z,y) = Tp(z,y) = .
Se y =1, teremos Ty (z,y) = Tp(z,y) =«
Para (z,y) € (0,1) x (0,1), faca z =1 —a, 0 <a<ley=1-04,0<p <1, dai
Tp(z,y) =Tr(z,y) +af > Ti(x,y).
U

Definicao 1.2.4 Seja T uma t-norma, dizemos que:
a) x € [0,1] € um elemento idempotente de T se T'(x,z) = x.

b) x € (0,1) € um elemento nilpotente de T' se existe algum n € N tal que xg?) = 0. Onde,

x(TQ) = T(a,a)
7 = T(@,T(z,2)) = T(w,2)
) = T(e,T(@,T(x,2)) = T(z,2})
:L‘ézl) = T(x,:rgﬁ_l)).
c)x € (0,1) € um elemento estrito de T se :cg”) > 0, para todo n € N.
d) x € (0,1) € um divisor de zero de T se existir y € (0,1) tal que T(x,y) = 0.
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Proposicao 1.2.5

a) A dnica t-norma que satisfaz T'(x,z) = x para todo x € [0,1] é
b) A dnica t-norma que satisfaz T(x,x) =0 para todo x € [0,1) €
¢) Todo elemento x € (0,1) € nilpotente de T, ;

d) Todo elemento x € (0, 1] € estrito de T, ;

e) Todo elemento x € (0,1) € um divisor de zero de T, e Tp.

T,,.
T,.

Provas da Proposi¢ao 1.2.5 podem ser encontradas em [40] e [41].

Definigao 1.2.6 Seja T" uma t-norma.
a) T € dita Arquimediana se:

para cada x,y € (0,1) ezistirn € N com xgpn) = T(z, mgpn_l)) <.
b) T é estritamente mondtona se:
para todos y < z tivermos T(x,y) < T(x,z) com x # 0.
c) T satisfaz a lei do cancelamento se:
T(x,y) =T(x,z) implicar que x =0 ouy = z.
d) T satisfaz a lei do cancelamento condicional se:
T(x,y) =T(x,z) > 0 implicar que y = z.

e) T possui a propriedade limite se:

para todo x € (0,1) tivermos lim :cg?) = 0.
n—o0

Exemplo 1.2.7
a) Ty nao satisfaz nenhuma das propriedades da Defini¢ao 1.2.6.

b) T satisfaz todas as propriedades da Definigao 1.2.6.
¢) Ty, e Tp satisfazem as propriedades (a), (c¢) e (e) da Defini¢ao 1.2.6.
d) A t-norma T : [0,1] x [0,1] — [0, 1] definida por
S se (z,y) €[0,1) x [0,1)
T(x,y) =

min(z,y), se (z,y) ¢[0,1) x [0,1),
satisfaz as propriedades (b), (¢) e (d) da Defini¢ao 1.2.6.
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A proposicao seguinte apresenta uma forma de gerarmos t-normas com o auxilio da t-norma
do minimo T)y.

Proposicao 1.2.8 Sejam A um conjunto com (0,1) C A C[0,1] eG: AXx A — A uma
func¢ao que para todos x,y, z, € A satisfaz as propriedades:

a) G(z,y) = G(y, x) (Comutativa)
b) G(z,G(y, 2)) = G(G(z,y), z) (Associativa)
¢) Sey < z entio G(x,y) < G(z,2) (Monotonicidade)

S

) G, y) < Tu(x,y).
Entao a fungao T :[0,1] x [0,1] — [0, 1] definida por:

G(z,y), se (v,y) € (A—{1}) x (A—{1})
T(z,y) =
Tu(z,y), se (z,y) ¢ (A—{1}) x (A—{1})

€ uma t-norma.

Uma prova para a Proposi¢ao 1.2.8 pode ser encontrada em [40)].

A funcao G que aparece na Proposicao 1.2.8 é geralmente chamada uma t-subnorma.

O teorema a seguir apresenta uma forma de gerarmos t-normas. Neste caso nao existe
a necessidade de utilizarmos a t-norma T);, mas sim, uma funcao sobrejetora e estritamente
crescente e de uma t-norma qualquer.

Teorema 1.2.9 Seja T uma t-norma e seja ¢ : [0,1] — [0,1] uma fung¢ao sobrejetora e
estritamente crescente, entdo o operador T, : [0,1] x [0,1] — [0, 1] definido pela expressao

To(z,y) = o (T(e(x), ¢(y))) € uma t-norma.

Prova: Devemos mostrar que o operador 7T, satisfaz os itens 1, 5, t3 e t4 da Definicao 1.2.
(t1)
Tp(z,y) =

I
6 6
~
5
<

(t2)
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t.
(3)Sejam zr,y,z € [0,1] com y < z, dail T'(z,y) < T(x,z) e p(y) < ¢(z). Entao temos
T(p(x), 0(y)) < T(p(x), (2)).

Cabe agora observar que a funcio ¢! é também estritamente crescente, com isto escreve-
mos
’ )Tc,a(x, y) =0 (T(p(x), 0(y)) < ¢ (T(p(2),9(2)) = Tp(, 2).

4

Como ¢ e <,0 ~! s@o estritamente crescentes, sobrejetoras e estao definidas em [0, 1] entdo
p(l)=1ep (1) =1, daf

T,(2,1) = ¢ (T (), 9(1))) = ¢ {T(p(x), 1)) = 9 (p(x)) = o,

Como os itens 1, 9,13 € t4 sao vélidos entao T, é uma t-norma.

1.3 Conormas triangulares

As conormas triangulares ou t-conormas foram introduzidas por Schweizer e Sklar [62] no
contexto de espacos métricos estatisticos. Eles apresentaram as t-conormas como o operador
dual das t-normas. Aqui faremos uma apresentacao mais axiomatica das t-conormas.

No contexto dos conjuntos fuzzy as t-conormas sao muito utilizadas, por exemplo, na uniao
de dois conjuntos fuzzy. Também, em légica fuzzy, as t-conormas sao utilizadas para estender
o conectivo ou.

Definigao 1.3.1 O operador S : [0,1] x [0,1] — [0,1] € chamado uma conorma triangular
ou uma t-conorma se para todos x,y, z,w € [0,1], as propriedades abaizo forem satisfeitas:

s1) S(z,y) = S(y, x) (Comutativa)

s2) S(x,S(y, 2)) = S(S(z,y),2) (Associativa)
53) Sey < z entio S(z,y) < S(z, z) (Monotonicidade)
s4) S(z,0) ==z (Elemento Neutro).

12



Como podemos perceber, a diferenga axiomética entre as t-normas e as t-conormas se d&a

apenas no elemento neutro.
No exemplo abaixo apresentamos as principais t-conormas

Exemplo 1.3.2
1. 5,(z,y) = maz{z,y}.

2. Sp(z,y) =2 +y—wy.

3. 5, (x,y) = min{z +y, 1},
L

4.8, (z,y) =
maz{z,y},

SM

Se

(x,y) € (0,1) x (0,1)

c.c.
¢ chamada t-conorma do Maximo, S, é chamada t-conorma Soma Probabilistica, Sy,

» N

é chamada t-conorma Lukasiewicz e Sp é chamada t-conorma Soma Drastica.

ARy
A

N

N

TR
N

AN
N

N

N

NN
N
N

SN,
N
N\
N

N

=
R
NN
N

N

=

Figura 1.2: As 4 t-conormas bésicas
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Proposicao 1.3.3 Seja f : [0,1] — [0,1] uma funcao sobrejetora estritamente crescente.
Entao S : [0,1] x [0,1] — [0, 1] definida por

S(a,y) = fH(min{f(x) + f(y),1})
€ uma t-conorma.

A prova desta proposi¢ao é semelhante & prova do Teorema 1.2.9.
A funcao f que aparece na Proposicao 1.3.3 é chamada um gerador aditivo da t-conorma

S.

Definicao 1.3.4 Uma t-conorma S € dita dual de uma t-norma T se para todo (x,y) €
[0,1] x [0,1] valer
S(x,y)=1-T1Q —z,1—vy).

Analogamente dizemos que a t-norma T ¢ dual da t-conorma S se para todo (x,y) €
[0,1] x [0,1] valer
T(r,y)=1—-51—xz,1—y).

Os pares (T, Su), (Tp, Sp), (T1.,SL) e (Tp, Sp) sdo mutuamente duais.

Se os pares (11, 51) e (T, S2) sao duais e se 71 < Ty , entdo claramente vemos que Sy < 5.
Definigao 1.3.5 (Fungao complemento) A func¢dao C : [0,1] — [0,1] € chamada comple-

mento se

i) C(0)=1, C(1) =0,

ii) C o C(a) = a para todo a € [0, 1],
iii) C' € estritamente decrescente,
iv) C € continua.

Usando a funcao complemento podemos generalizar a idéia de dualidade entre t-normas e
t-conormas apresentada na Defini¢gao 1.3.4

Definicao 1.3.6 (C-dual) Sejam T uma t-norma e S uma t-conorma. O par (T,S) € dito
dual com respeito a uma fungao complemento C ou simplesmente C' — dual se

T(C(a),C(b)) = C(S(a,b)), a,be]0,1].

Quando a fungao complemento é N(a) = 1 — a (fungao negagao), o par (7, S) é chamado
N — dual ou simplesmente dual, neste caso temos

14



S(a,b) =1—-T(1 —a,1-0), a,bel0,1].

Definicao 1.3.7 Sejam T uma t-norma, S uma t-conorma e C' uma fun¢ao complemento. A
tripla (T, S,C) é chamada uma Tripla de De Morgan se para todo par (z,y) € [0,1] x [0, 1]
tivermos

S(C(a’)? O(b)):C(T(a7 b))’

T(C(a),C(b))=C(5(a,b)).

1.4 Continuidade de t-normas

Nesta secao trataremos da continuidade de t-normas. Notemos que a continuidade pode ser
reduzida ao caso da continuidade de uma func¢ao de duas variaveis. Como veremos, as t-normas
Ty, Tp e T, sao continuas enquanto que a t-norma Tp € apenas semicontinua superiormente.

Definigao 1.4.1 Uma t-norma T é continua no ponto (a,b) € [0,1] x [0, 1] quando, para cada
€ > 0 arbitrariamente dado, pode-se obter 6 > 0 tal que

|(l’,y) - (a’7 b)| <o= |T(l’,y) - T(avb)| <E.
T ¢ dita continua se for continua em todos os pontos (a,b) € [0, 1] x [0, 1].

Proposicao 1.4.2 Uma t-norma T € continua se, e somente se, para todas as sequéncias
convergentes (Tp)nen, (Yn)nen com (T,,y,) € [0,1] x [0,1] para todo n € N, tivermos

T(lim x,, lim y,) = lim T(z,, y,).

A prova desta proposigao pode ser encontrada em [45].

Observagao 1.4.3 Como [0,1]> é um subconjunto compacto de R?, a continuidade de T ¢é
equivalente a continuidade uniforme.

Em geral uma funcao real de duas varidveis pode ser continua em cada varidavel sem ser
continua em todo seu dominio. Um exemplo deste fato é a funcao f : R? — R definida por

=2 se (2,y) #(0,0)
f(a:,y)—{ 0 se (x,y)=(0,0).

Mas em razao da monotonicidade as t-normas e as t-conormas sao excessoes. Isto é, temos a
seguinte proposicao
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Proposicao 1.4.4 Uma t-norma T : [0 ,1] x [0,1] — [0,1] € continua se, e somente se, T €
continua em cada componente. Isto é, T :[0,1] x [0,1] — [0, 1] € continua se, e somente se,
T(xg,.): [0,1] — [0,1] e T'(.,yo) : [0, 1] — [0,1] sdo continuas para todos xq,ye € [0, 1].

Prova: A prova desta proposi¢ao pode ser encontrada em [40].

Exemplo 1.4.5
1. As t-normas Ty, Tp e Ty, sdao continuas.

mar{wg‘%y*l,()} se (z,y) €[0,3] x [0,3],

2. A t-norma T(x,y) = % se (z,y) € (3,1 x[3,1]

TM(xa y) ¢.c

€ continua.

3. As t-normas Tp e T™™ ndo sio continuas.

Definicao 1.4.6

a) Uma t-norma T € dita semicontinua inferiormente, se para cada ponto (xg,yo) € [0, 1]x[0, 1]
e para cada € > 0 existir um § > 0 tal que:

F(x,y) > F(xo,y0) — € sempre que (z,y) € o — 0, 20[x]yo — 6,0

b) Uma t-norma T € dita semicontinua superiormente, se para cada ponto (xg,yo) € [0,1] X
[0,1] e para cada € > 0 ezistir um 6 > 0 tal que:
F(z,y) < F(xo,y0) + & sempre que (x,y) € |xo, To + 6[x]yo, yo + I[.

Proposicao 1.4.7
(a) Uma t-norma T' € semicontinua inferiormente se, e somente se, T é continua a esquerda,
isto €, se para cada y € [0,1] e para toda sequéncia nao-decrescente (T )nen tivermos

T(lim z,,y) = lim T(x,,y);

n—oo n—oo

(b) Uma t-norma T € semicontinua superiormente se, e somente se, T € continua a direita,
isto €, se para cada x € [0,1] e para toda sequéncia nao-crescente (Y, )nen tivermos

T(x, hm Yn) = lim T(x,y,).

n—oo

A prova desta proposigao pode ser consultada em [40].
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Proposicao 1.4.8 Uma t-norma T € continua se, e somente se, T" € continua superiormente
e inferiormente.

A prova desta proposicao é uma aplicacao direta da Proposi¢ao 1.4.2 e da Proposicao 1.4.7.

Exemplo 1.4.9
1. Por serem continuas Ty, Tp e Ty sdo semicontinuas superiormente e inferiormente.
2. Tp € semicontinua superiormente.

= se (xz,y) €10,1)x10,1)
3. A t-norma T(x,y) =
Ty (z,y) c.c
€ semicontinua superiormente.
4. A t-norma Minimo Nilpotente T™™ ¢é semicontinua inferiormente.

0 se (z,y) €0, %} x [0, %],
A tmorma Te,g) = § 2e - DD +} se @a)e G Ux G
Ty (z,y) c.c

€ semicontinua inferiormente.

O leitor interessado em mais informagoes sobre t-normas pode consultar [11], [40], [41], [42],
[43], [44], [53] e [57].

1.5 Conjuntos fuzzy

Definigao 1.5.1 (Conjunto Fuzzy) Seja U um conjunto. Um subconjunto fuzzy A de U é
caracterizado por uma func¢ao
Ha - U — [07 1}
T (),

chamada funcao de pertinéncia do subconjunto fuzzy A.

O nimero p4(z) é interpretado como o grau de pertinéncia de z ao subconjunto fuzzy A.
O subconjunto fuzzy A de U pode também ser identificado como o conjunto dos pares
ordenados (z, i, (z)), com = € U, isto é,

A= {(xPMA<x)) RS U}
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Um subconjunto (classico) B de U tem como funcdo de pertinéncia sua fungao caracteristica
X, :U — [0,1] onde
1, se z€B

0, se z¢ B.

Observacao 1.5.2 Chamaremos simplesmente de conjunto quando estivermos nos referindo
a um subconjunto cldssico de U e chamaremos conjunto fuzzy quando fizermos menc¢ao a um
subconjunto fuzzy de U.

Exemplo 1.5.3 Seja A o conjunto fuzzy dos numeros reais que estdo na vizinhanca de 15:
A ={z € R: x estd na vizinhanga de 15}.

Podemos definir a funcdo de pertinéncia de A por

1

fa(z) = m~

Apresentamos alguns valores da funcao i, :

1,(17) = 0,06
1,(15,5) = 0,9
1,(12) = 0,01
1,(14,5) = 0,9
14 (15) = 1.

Definigao 1.5.4 (Conjunto fuzzy normal) Um conjunto fuzzy A de U € dito normal se
exvistir x € U tal que

pa(z) =1,
O conjunto fuzzy A dos numeros reais que estao na vizinhanga de 15 é normal posto que

1 (15) = 1.

Definigao 1.5.5 (Conjunto Fuzzy Vazio) Um conjunto fuzzy A de U € vazio se sua fun¢ao
de pertinéncia € identicamente nula, isto €,

w,(r) =0,Vo e U.
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Definigao 1.5.6 (Inclusao de conjuntos fuzzy ) Um conjunto fuzzy B estd contido no
congunto fuzzy A se:

pg(2) < py (@), Vo € U

Definigao 1.5.7 (Igualdade entre conjuntos fuzzy ) Dois conjuntos fuzzy A e B sao iguais
se AC B eBCA, isto é,
p, () = p,(x), Ve e U

Definigao 1.5.8 (Suporte de um Conjunto Fuzzy ) Seja A um conjunto fuzzy de U. O
suporte de A € o conjunto supp(A) definido por

supp(A) ={x € U : p,(x) > 0}.

1.6 O conceito de a-nivel

Para todo conjunto fuzzy A de um universo U associamos um conjunto cldssico chamado
a-nivel do conjunto fuzzy A. Este conjunto é fundamental para o estudo da teoria dos con-
juntos fuzzy, além disso, a nocao de a-nivel facilita o estudo das propriedades aritméticas dos
conjuntos fuzzy.

Definigao 1.6.1 (a-nivel) Sejam A um conjunto fuzzy de U e o € (0,1]. O a-nivel de A é
o congunto [A]* definido por

[Al* ={z e U:p,(z) = a}.
E possivel definir o suporte de um conjunto fuzzy por meio dos seus a-niveis. Assim temos

supp(A) = |J [A]* ={z € U : p,(x) > 0}.

ae(0,1]

O nivel zero de um conjunto fuzzy A de U é definido como sendo o menor conjunto fechado
que contém o suporte do conjunto fuzzy A. Ou seja,

AP = supp(A) = | (Al =@ € U (@) > O},

ae(0,1]
Segue imediatamente da definicdo de a-nivel que

se v < 7, entao [A]7 C [A]*.

19



E também imediato que se B é um conjunto de U, entao
Bl ={ze€U:X,(x)=1} = B.

O teorema a seguir expressa a importancia do conceito de a-nivel na teoria dos conjuntos
fuzzy. Nele vemos que o conjunto fuzzy A é completamente determinado pela familia de
conjuntos (classicos) [A]*.

Teorema 1.6.2 Sejam A e B conjuntos fuzzy de U. Uma condi¢ao necessdria e suficiente
para que A = B ¢é que [A]* = [B]*, para todo o € [0, 1].

Uma prova deste teorema pode ser encontrada em [8].

Dado um conjunto fuzzy A com funcao de pertinéncia p,, podemos expressar /1, em termos
da fungao caracteristica do conjunto [A]*, mais precisamente temos

Teorema 1.6.3 Sejam A um conjunto fuzzy de U com fungdo de pertinéncia u,, [A]*

a-nivel de A e X, .. a fungao caracteristica do conjunto [A]* para o € [0,1]. Entdo

]

pa(x) = sup [min(a, & . (2))]-
agl0,1]
Prova:
Vamos inicialmente observar que
Sexe[Al*={z€U:u,(z) >al,entao X, .(x)=1epu,(r) > a.

[A]«

Sex ¢ [Al*={z€U:pu,(z) >a},entao X . () =0e p,(x) < a.

[A]«
Agora,
sup [min(a, X, . ()] = maz{ sup [min(a, X . (2))],
a€l0,1] a€(0,p , (z)]
sup  [min(a, X, . (2))]}
o€ (pa(x),1]
=max{ sup [min(a,1)], sup [min(x,0)]}
a€l0,u , (z)] o€ (pa(w),1]
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= sup «
€0, 4 ()]

= [y (l’)
O
O teorema que apresentamos a seguir chamado Teorema da Representacao de Negoita -
Ralescu [23], [52], [59], traz uma condicao suficiente para que uma familia de subconjuntos
classicos de um conjunto universo U possa ser formada pelos a-niveis de um subconjunto fuzzy
de U.

Teorema 1.6.4 Seja A,, a € [0,1] uma familia de subconjuntos cldssicos de um conjunto
unwerso U tais que valem as propriedades:

(i) UAs C Ay com a € ]0,1];
(i1)Aq C Ap se f < «;

(i1i) Ay = ﬂ A,, se ay convergir para o com oy < o
k>0

Entao existe um unico conjunto fuzzy A de U cujos a-niveis sao os subconjuntos cldssicos
A, isto €,

A prova deste teorema pode ser consultada em [52] e [59].

Definigao 1.6.5 (Conjunto Fuzzy Limitado em R") Um conjunto fuzzy A de R™ ¢ dito
limitado se seus a-niveis [A]* sao limitados para todo o € [0, 1].

Definigao 1.6.6 (Conjunto fuzzy convexo em R") Um conjunto fuzzy A de R™ € dito
convezo se seus a-niveis [A]* sao conjuntos converos para todo a € [0, 1].

A defini¢ao de convexidade de um conjunto fuzzy A nao quer dizer que a funcao de pertinéncia
i, de A seja uma fungao convexa. O que se tem com relacao a j, € o teorema abaixo.

Teorema 1.6.7 Um conjunto fuzzy A de R™ é um conjunto fuzzy convero se, e somente se,
para todos x1,19 ER™ e 0 < X < 1,

pa ey + (1= Nya) > min[j, (1), 1, (22)]
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Prova:

Suponha que A é um conjunto fuzzy convexo (isto é, [A]* é um conjunto convexo de R™)
e que i, (z1) < f(z2), entdo

21 € [A]Pa@) | 3y € [AJa@) ¢ (Azq + (1 — N)a) € [A]Pa@n),

onde
AP = {2 € R : 1, (2) 2 g, ()}
Portanto,
fa(Axy + (1= Awz) = p, (21) = minfp, (21), p, (22)].

O caso em que pu,(x2) < u,(z1) é tratado de forma anéloga.

Reciprocamente, suponha que a funcao ., satisfaga a condigao

/LA(/\y + (1 - )‘)Z) > min[ﬂA(y)a /LA(Z)L

para todos y,z e R" e 0 < A < 1.

Vamos mostrar que para todos x1, 7y € [A]*a@) [A]#4() é um conjunto convexo. Isto
significa que devemos mostrar que Az; + (1 — A)ag € [A]#a(®1),

Entdo, para z1,zy € [A]*4@) temos

/’l’A()\xl + (1 - )\%2) > min[,u,q (1.1)’ Hoy (1.2)] = MA($1)’
isto é equivalente a dizer que
Ay + (1= Ny € [A]fal@),

[A]* é, portanto, um conjunto convexo para todo « € [0, 1].

1.7 Operacoes entre conjuntos fuzzy
Nesta secao apresentamos as operacoes uniao, interseccao e complementacao para con-

juntos fuzzy. As operagoes sao definidas com o auxilio de uma t-norma, uma t-conorma e
por uma funcao que chamaremos fungdo complemento. Veremos também que, ao contréario
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da teoria classica de conjuntos, na teoria de conjuntos fuzzy estas operagoes nao sao unica-
mente definidas, pois dependem especificamente da escolha da t-norma, da t-conorma e da
funcao complemento que serao utilizadas na definicao das operagoes. Isto significa que as
definicoes destas operacoes estao intrinsecamente relacionadas com o contexto do problema a
ser estudado.

Definigao 1.7.1 (Intersecgao entre conjuntos fuzzy) Sejam A e B conjuntos fuzzy de U
eT :]0,1] x [0,1] — [0, 1] wma t-norma. A intersec¢ao entre A e B com respeito a t-norma
T € definida pelo conjunto fuzzy AN, B cuja funcao de pertinéncia é dada por

i 5(@) = T(pa (@), pip(a)).z € U.

A definicdo de interseccao entre conjuntos fuzzy mais frequente é que utiliza a t-norma do
minimo Ty;. Neste caso a funcao de pertinéncia é dada por

,UAnTMB(fB) = Ty(pa(z), pp(z)),x € U

Com relagao ao a-nivel do conjunto A N, B e os a-niveis de A e B temos a proposicao
abaixo.

Proposicao 1.7.2 [AN, B]* = [A|* N [B]* Va € [0,1] se, e somente se, T € a t-norma do
minimo Thy.

Prova: Suponha que [A N, B]* = [A]* N [B]*, dai z € [AN, B]* = [A]* N [B]* implica que
luAnTB('z) > a, NA(-CE) > ae MB(x) > .
Agora,
fan, (@) = sup{a € (0,1] 1w € [AN, B]*}
= sup{a € (0,1] : z € [A]* e x € [B]*}
= @ (digamos).
Isto significa que

ou seja,
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Agora se a > @, entao x ¢ [A]* N [B]°.
De fato, se x ¢ [A]* N [B]* terfamos MAQTB(]}) > «, dal
a=p,, ,@)=sup{ae(0,1]:2¢e[AN, B]*} < a, que é uma contradi¢ao.

T
Com isto concluimos que p,(z) =a e p,(x) = @, dai

Ty (pa (), g () =@

Portanto,

IU’AI’TTB('x) = a = T]M (MA (x)’ ILLB ('1’.))

Se tivermos ,umTB(x) =T(u,(x),uy(x)) =0 para todo o > 0, entao x ¢ [A]*N[B]* e por
conseguinte

pa(z) & [A]* ou py(z) ¢ [B]?,
com isto,
p,(x) < aou p,(z) < a.

Sem perda de generalidade vamos assumir que p,(x) < «, entao

T, (p,(x),p,(x)) <T,(1n,(z), @) =« para todo o > 0, ou seja

TA{(MA(‘r)7/‘LB<$)) =0
LogoT'=1T,,.

Reciprocamente, suponha que T'="T

> entao

Han, (@) =Ty (p, (1), g (2)),

dai
€ (AN, B <= 1, (@) = Tarlpa(@), po(z) > a

— pale) = a e pp(@)) 2 a
<~z € [A]*N[B]°.
Isto conclui a prova.

Definigao 1.7.3 (Uniao entre conjuntos fuzzy) Sejam A e B dois conjuntos fuzzy de U
e S :[0,1] x [0,1] — [0, 1] uma t-conorma. A unido entre A e B com respeito a t-conorma
S € definida pelo conjunto fuzzy AU, B cuja fungao de pertinéncia é dada por

paugs(x) = S(pa(z), pp(z)), v € U.
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Como no caso da interseccao entre conjuntos fuzzy, a uniao mais utilizada é a que tem a
t-conorma do minimo Sy, na defini¢ao da fungao de pertinéncia do conjunto fuzzy A U, B.
Neste caso a fungao de pertinéncia é

pavg B(x) = Su(pa(@), pp(x)),z € U.

Sm

A relagao mais significativa entre o a-nivel do conjunto AN, B e os a-niveis de A e B esta
expressa na seguinte proposicao.

Proposicao 1.7.4 [AU, B]* = [A]*U[B]“ se, e somente se, S € a t-conorma do minimo Sy;.

A prova desta proposicao é analoga a prova da Proposicao 1.7.2.
A t-norma T e a t-conorma S utilizadas para definir a interseccdo e a unidao entre os
conjuntos fuzzy A e B nado necessariamente sao duais, isto é, as igualdades

S(I,y)zl—T(l—.’L‘,l—y) OUT($,y):1—S(1—$,1—y),

podem nao ocorrer.

O caso padrao onde utilizamos a t-norma 1), e a t-conorma Sj; para definir, respectiva-
mente, a interseccao e a uniao entre conjuntos fuzzy é um caso muito especial de dualidade e
sua ampla utilizacao talvez seja justificada pelo teorema abaixo.

Teorema 1.7.5 (Bellman e Giertz) Considere as fungoes F,G : [0,1] x [0,1] — [0, 1].
Entao F =Ty e G = Sy sdo as unicas fungoes que satisfazem as sequintes propriedades

i) ' e G sao comutativas,

ii) F' e G sdo associativas,

iti) F' e G sao mutuamente distributivas,

) F(z,y) < Ty(z,y) e G(x,y) < Su(x,y) para todos x,y € [0,1],

v) F(1,1) =1 e G(0,0) =0,

vi) F' e G sao continuas,

vii) Fxy, 1) < F(xza,y2) e G(xy, 1) < G(x2,y2) para todos 1 < x5 e y1 < ya,
viii) F(z,z) < F(y,y) e G(x,x) < G(y,y), se x < y.

A prova deste resultado pode ser consultada em [11].
A fungao complemento definida anteriormente (Defini¢ao 1.3.5) é aqui utilizada para definir
o conjunto complementar de um conjunto fuzzy.

Definigao 1.7.6 (Complementar de Conjuntos Fuzzy) Seja A um conjunto fuzzy de U.
O complementar de A com respeito a uma fungdao complemento C' é um conjunto fuzzy A, de
U com funcgao de pertinéncia dada por
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o (2) = Cla, (&), 2 €.

Quando a func¢ao complemento usada para definir o conjunto complementar de A é N(a) =
1 — a, a funcao de pertinéncia do conjunto complementar A’ é

,uA,(:I:):l—,uA(x), rel.

As operacoes entre conjuntos fuzzy de U em geral nao satisfazem todas as operagoes que
sao validas para conjuntos de U. Apenas para exemplificar essa afirmacao, até mesmo se
(T, S,C) for uma tripla de Morgan, nao necessariamente temos para todos conjunto fuzzy A
de U as igualdades

AN, AL =0 e AU A =U.

Se tomarmos a tripla (77, Sr, N) e os conjuntos fuzzy A, B de U, a intersec¢ao, a uniao e
o conjunto complementar de A tem fungoes de pertinéncias definidas respectivamente por

pan,, B(x) =T, (pa(x), pp(r)) = max(pa(e) + ps(r) - 1,0),
pavg, B(x) = S, (pa(x), pp()) = min(ua(r) + pp(x), 1),

pray (x) =1 = pa().

Para este caso vale

An, AL

0 e A Us, AL =U.
No entanto, temos que
AﬂTLA#A e AUSLA#A

e além disso, as operacoes uniao e interseccao nao sao mutuamente distributivas.
Um resultado mais geral esté expresso no Teorema abaixo:

Teorema 1.7.7 Considere a tripla (T, 5,C) com S 0o C—dual de T e os conjuntos fuzzy A, B
de U. Se vale que AN, Al =0 e AUy Al =U, entdo a intersec¢io e a unido entre A e
B nao sao mutuamente distributivas.

A prova do Teorema 1.7.7 pode ser encontrada em [11]
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1.8 Ntumeros fuzzy

Nesta secao abordaremos conjuntos fuzzy cujo dominio é o conjunto dos ntiimeros reais e
além disso suas funcoes de pertinéncia devem satisfazer algumas condigoes adicionais. Tais
conjuntos fuzzy sao denominados ntimeros fuzzy e sao frequentemente usados para modelar
expressoes como “aproximadamente trés”.

Definigao 1.8.1 (Niamero Fuzzy) Um conjunto fuzzy A de R é chamado um nimero fuzzy
se as condigcoes abairo forem satisfeitas:

i) todos os a-niveis de A sao nao vazios, com « € [0, 1],
ii) [A]* sao intervalos fechados para todo a € [0, 1],

iii) O suporte de A (supp(A) ={x € U : p,(x) > 0}) € limitado.
O teorema a seguir apresenta uma caracterizagao dos numeros fuzzy.

Teorema 1.8.2 Seja A um conjunto fuzzy de R. Entdo A € um numero fuzzy se, e somente
se, existe um intervalo fechado (que pode ser um tnico ponto) [a,b] # O tal que

1, se x € [a,b]
MA(SU): l(ib), s€ (—OO,CL)

r(z), se (b,+00).

ondel : (—oo,a) —> [0, 1] é crescente, continua a direita, [(x) = 0 parax € (—oo,w;),w; < ae
7 (b, +00) — [0, 1] é decrescente, continua a esquerda, r(z) = 0 para x € (wsy, +00), wy > b.
A prova do Teorema 1.8.2 pode ser consulta em [44].

Observacao 1.8.3 Tem-se que
e (Os unicos conjuntos convexos fechados em R sao os intervalos fechados.
o Um conjunto fuzzy A em U € convexo se todos 0s seus a-niveis sao conjuntos converos.
e Se g R —[0,1] é semicontinua superiormente, todos os seus a-niveis [A]* para todo
a € [0,1], sao intervalos fechados.

A observacao acima permite dizer que todo nimero fuzzy A é convexo e possui funcao de
pertinéncia 4 : R — [0, 1] continua a direita.
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Exemplo 1.8.4 (Ntmero fuzzy triangular) Um nidmero fuzzy € dito triangular se sua
funcao de pertinéncia € da forma

0, se z<a, z>0b

p,(r) =< == se a<wz<u

ﬁ—:g, se u<x<b.
E comum denotar um nimero fuzzy triangular A da seguinte maneira
A= (a; u; b).
O a-nivel de um nimero fuzzy triangular é dado por

[A]* = [aq, bo] = [(u — a)a+ a, (u —b)a +b], Va € [0,1].

Figura 1.3: Ntmero fuzzy triangular

Exemplo 1.8.5 (Numero fuzzy trapezoidal) Um nimero fuzzy € dito trapezoidal se sua
funcao de pertinéncia € da forma

(0, se x<a, v>Db
—, s a<r<u
MA(:U):
1, se uz<vw
\Z:—i, se v<x<b.



E comum denotar um ntmero fuzzy trapezoidal A da seguinte maneira
A=(a; u; v; b).
O a-nivel de um nimero fuzzy triangular é dado por

[A]* = [aq, bo] = [(u — a)a+a, (v—Db)a+b], Yael0,1].

Figura 1.4: Numero fuzzy trapezoidal

Exemplo 1.8.6 (Ntmero fuzzy em forma de sino)  Um ndmero fuzzy tem forma de
sino se sua func¢ao de pertinéncia for suave e simétrica em relacdo a um numero real. A
funcdo que apresentamos abairo tem estas propriedades para u, a e § dados.

exp(_(IT_“)Q), se u—0<z<u+0d

fa(x) =
0, caso contrdrio.
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ko 45

u-y u u+d
Figura 1.5: Numero fuzzy em forma de sino

Os a-niveis de um numero fuzzy em forma de sino sao os intervalos:

[u — \/Zn(a%),u + \/ln(a%)] se a>a=e @)’

[af'; a5] =
[u—06u+6] se a<a=e @
O leitor interessado em mais informagoes sobre a teoria dos conjuntos fuzzy podera con-
sultar [8], [11], [25], [40], [57] e [65].

1.9 Conclusao

Neste capitulo apresentamos os principais resultados relacionados a teoria das t-normas e
sobre a teoria dos conjuntos fuzzy. A exposicdo destes resultados sado justificados pelo fato
que muitos deles serao utilizados nos capitulos seguintes.

As principais t-normas que aparecem neste textos sao as chamadas t-normas bésicas (t-
norma do Minimo, Produto, Lukasiewicz e Produto Dréstico).

Usualmente as operacoes entre conjuntos fuzzy sao definidas utilizando-se como conectivo
a t-norma do minimo (e t-conorma do minimo). Aqui as definimos utilizando como conectivo
uma t-norma (e t-conorma) qualquer, porém, para todas as operagoes verificamos o caso
particular da t-norma do minimo, e com isto, obtemos alguns resultados que caracterizam a
t-norma do minimo (Proposi¢oes 1.7.2 ¢ 1.7.4).
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Capitulo 2

Sobre o principio de extensao

2.1 Introducao

O Principio de Extensao de Zadeh é uma forma de obter a imagem de um conjunto fuzzy
de U com relagao a uma funcgao f: U — W. O conjunto imagem serd um conjunto fuzzy de
W e por essa razao é expresso por uma fungao de pertinéncia.

Quando lidamos com funcoes f : U x V — W, procuramos também saber qual a imagem
de um par de conjuntos fuzzy (A, B) € U x V. Para este caso a extensao da fungao f é
combinado com um conectivo que, em geral, é dado por uma t-norma.

Este capitulo estd organizado em trés secoes: Na Secao 2.2 apresentamos o principio de
extensao de Zadeh e suas principais propriedades. Além disso, mostramos como ¢é dada a
extensao de Zadeh para uma funcao f: R"” x R™ — RP.

Na Secao 2.3 apresentamos o produto cartesiano entre conjuntos fuzzy o qual é definido
com o auxilio de uma t-norma. Neste contexto, a Proposicao 2.3.2 apresenta uma importante
relacao entre os a-niveis dos conjuntos fuzzy com os quais é feito o produto cartesiano, isto
é, para o produto cartesiano definido a partir da t-norma do minimo, o a-nivel do produto
cartesiano é o produto cartesiano entre os a-niveis dos conjuntos fuzzy envolvidos. J& no
Teorema 2.3.3 e no Corolario 2.3.4 mostramos que o Teorema de Nguyen (ver [7], [30], [54] e
[60] ) permanece valido.

Na Secao 2.4 apresentamos o principio de extensao via t-normas para fungoes f : UxV —
W, onde U, V, W sao conjuntos quaisquer. Apresentamos também alguns resultados relevantes
da extensao via t-normas.
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2.2 O principio de extensao de Zadeh
Vamos denotar por:

e P.(U)={A | pa:U —[0,1]}, isto é, P(U) é a colecao de todos os conjuntos fuzzy
de U.

o P(U)xP.(V)={(A,B) | ju,:U—[0,1epu,:V—1[0,1]}.
e P(UxV)={C | p,:UxV —|0,1]}.

o F(U)={A e P.(U):[A]* é compacto e nao vazio para todo a € [0,1]}, U um espago
topolégico.

Definicao 2.2.1 (Principio de extensao de Zadeh)
Sejam [ : U — W uma fungao e A um conjunto fuzzy de U. A extensao de Zadeh da func¢ao
f € a funcao R

[ PA(U) — P(W),

o~

que aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy f(A) de W, cuja fungdo de pertinéncia i
W — [0,1] € definida por

sup p,(u), se {lueU:w=f(u)}#0
{uelU: w=f(u)}
P (W) =

0 , se {ueU:w= f(u)}=0.
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W

FlA)

Figura 2.1: Principio de extensao de Zadeh
Se a funcao f: U — W é bijetora, entao

{uelU:w=f(u)}=f"(w)

~

Neste caso, a funcao de pertinéncia de f(A) é dada da seguinte forma

poy @)= s ()= sup () = (7 (W)
{uel: w=f(u)} u€f~1(w)

Um conjunto de grande importancia em nosso trabalho é
F(R") ={A e P.(R"): [A]* é compacto e ndo vazio para todo « € [0,1]}.
Com relagao a este conjunto temos a seguinte propriedade:

Proposigao 2.2.2 O conjunto fuzzy A € F(R™) se, e somente se,

(i) p, : R" — [0,1] é semicontinua superiormente, isto €, para todo ponto xy € R"™ e
para cada € > 0 existe § > 0 tal que p,(x) < p,(xo) + € sempre que ||x — zo|| < 6.

(ii) [A]® é compacto e nio vazio.
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Prova: Suponha que a fungao p, : R™ — [0, 1] satisfaga as condigbes (i) e (i7). Vamos
mostrar que A € F(R™). Para isto devemos verificar que [A]* é um conjunto compacto e nao
vazio para todo « € [0, 1].

Por hipétese [A]° é compacto e nao vazio e como [A]* C [A]°, entdo resta-nos verificar que
[A]* é um conjunto fechado.

Sejamt € Ay ={z €R": pu,(z) <a}leld<e<a—pu,(t). Por (i) vemos que existe § > 0
de modo que

pa(e) < p, () +e < p(t) + (@t p, (1) <o

para todo x tal que ||z — t]| <.

Assim o conjunto A, ¢é aberto, dai [A]* = R" — A, ¢ fechado e portanto, A € F(R").

Reciprocamente, suponha que A € F(R™). Vamos mostrar que p 4 satisfaz as condigoes
(i) e (i1).

Por hipétese a condigao (ii) é satisfeita, resta mostrar que a condigao (i) também é satis-
feita.

Dados x € R" e ¢ > 0 com pa(t) +¢ < 1, dai

te A[,LA(t)+E = {ZL‘ e R": MA(:U) < IU’A(t> +8}

que é aberto.
Com isto existe § > 0 tal que se ||z —t|[ < §, entdo x € A, (1)1, Ouseja, p, () < p,(t)+e,
logo i, é semicontinua superiormente. Agora se 4, (t) = 1 nao temos nada a fazer.
Portanto, a condicao (ii) é satisfeita.
R O
O préximo Teorema mostra que o conjunto a-nivel de f(A), quando A € F(R") e f é uma
fungao continua, é exatamente a imagem do conjunto [A]* pela funcao f.

Teorema 2.2.3 Sejam f : R" — R™ wma fungdo continua, A € F(R") e IR F(R") —
F(R™) a extensao de Zadeh da fungao f. Entao para todo o € [0, 1] vale a igualdade

[F(A)]" = F(IA]Y).

Prova: Antes de iniciarmos a prova devemos observar que f~!(z) N [A]° é um conjunto
compacto, posto que f é uma funciao continua, dai f~!(x) é um conjunto fechado e com isto
F~Hz)N[A]° é um conjunto fechado contido no compacto [A]° e consequentemente compacto.

Devemos verificar que f(A) € F(R™). Para isto devemos verificar que [f(A)]a sS40 nao
vazios e compactos para cada 0 < a < 1.

Mas [A]* é compacto e f é continua entao f([A]*) é compacto. Assim se mostrarmos que

~ ~

[f(A)]* = f(]A]*) estamos também mostrando que f(A) € F(R™).

0
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Mostraremos que f([A]*) C [f(A)]~.
Seja y € f([A]Y), existe x € [A]* tal que f(z) =y, dal

—

y) = Sup MA(x) > :LLA(x) >,
z€f~1(y)

Hea)
ou seja, = € [f(A)]*.
Mostraremos que [f(A)]* C f([A]Y).

Suponha que a > 0 e seja y € [f(A)]*, com isto
)=

sup 1, (x) > o,

Hra Y zef~1(y)

isto significa que existe z € f~!(y) com p,(x) > 0, dai f~(z) N [A]° # 0.
Agora

PowW) = sup p,(z)= sup p,(z)
zef~1(y) w1 (y)n[A]°

Uma vez que p, ¢ semicontinua superiormente e f~(y) N [A]° é um conjunto compacto,
entao podemos obter z € f~!(y) N [A]” com o qual vale

o W) = sup p, (@) = p,(2) 2 o,
z€f~1(y)

isto é equivalente a escrever que f(z) =y e z € [A]* e como consequéncia temos y € f([A]%)
Portanto, [f(A)]* C f([A]¥) para cada 0 < a < 1.
Suponha a = 0 e lembremos que [A]* C [A]° implica em f([A]*) C f([A]") para todo
€ (0,1], da

isto nos fornece

FAP = F= | FIA°) C FTAP) = £(1A]).

ac(0,1] a€g(0,1]

Uma consequéncia do Teorema 2.2.3 é o seguinte:
Corolario 2.2.4 Se f € continua, entao f é mondtona no sequinte sentido

se A < B, entdo f(A) < f(B)
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onde A < B significa que u,(z) < p,(z), Ve € R™.
Agora vamos tomar uma fungao continua f : R” x R™ — RP. A extensao de Zadeh de f
F: F(R" x R™) — F(RP),
é a fungao que para cada conjunto fuzzy C' € F(R" x R™) com funcao de pertinéncia
pe : R*xR™ —  [0,1],
(z,y)  — pe(z,y)

~

associa um conjunto fuzzy f(C') de R cuja fungao de pertinéncia é dada por

[ R? — [0, 1],
onde

P (2) = sup{pc(z,y) - fz,y) = 2}

E claro que neste caso

[C1" = {(z,y) € R" xR™ : p(2,y) > a}

-~

SO = FCT") = {f(x,y) - (x,y) € [C]"}.

2.3 Produto cartesiano fuzzy

Assim como as operacoes unido, interseccdo e complementar entre dois conjuntos fuzzy,
o produto cartesiano também necessita de um conectivo para a definicao de sua funcao de
pertinéncia. O conectivo que usualmente é utilizado é uma t-norma.

Definicao 2.3.1 Sejam os conjuntos fuzzy A € P.(U), B € P.(V) eT :[0,1] x [0,1] —
[0,1] uma t-norma. O produto cartesiano fuzzy com respeito a t-norma T € o subconjunto
fuzzy A x, B de U XV expresso pela funcgao de pertinéncia

:quTB (u7 1)) = T(MA(U)> MB(U))'

Se A e B forem subconjuntos classicos de U e V| respectivamente, entao o produto cartesi-
ano A x B = {(a,b)la € A e b€ B} pode ser obtido substituindo as fungoes de pertinéncias
pelas respectivas fungoes caracteristicas de A e B, isto é
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1, se z€ A
Far, 5 (U, v) = T(Xa(u), Xp(v)), onde Xa(x) =
0, se z¢A.

E natural perguntar qual a relagao existente entre o a-nivel do produto cartesiano A x, B
e os a-niveis de A e B. Com relacao a esta questao temos:

Proposicao 2.3.2 [A x,. B]* = [A]* x [B]*, Va € [0, 1] se, e somente se, T € a t-norma do
minimo Thy.

Prova: Suponha que T'= T}, dai
Hoar, (U, v) = Tar(pa(u), pp(v)),
entao
(u,0) €[4, B = piy,4(1,0) = T (pa(u), ps(v)) =
= pau) = e pp(v)) = o
= (u,v) € [A]* x [B]~.
Reciprocamente, suponha que [A x,. B]* = [A]* x [B]*.
Tem-se que pa(u) = sup{a € [0,1] : u € [A]*}, dai
ey (,0) = supf € [0,1): (1) € [A x B = [4]" x [B]°}
= @ (digamos).

Com isto temos que,

(u,v) € [A]" x [B]?,
ou melhor
pa(u) = ae pp(v) = a.
Observe, contudo, que para todo o > @ temos que
(u,v) & ([A]* x [B]*),

isto permite concluir que
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@ = pa(w) ou @ = pp(v).
Portanto,
Foas, 5 (U, 0) = @ = Th(pa(u), pp(v)).

Agora, se o, (u,v) = T(pa(u), ps(v)) =0,

para todo a > 0, teremos
u ¢ [A]* ou v ¢ [B],
ou seja,
pa(u) < aoupp(v) <a,
entao,

Ty (pa(u), pp(v)) = 0.

U
Como vimos, o produto cartesiano (A x . B) dos conjuntos fuzzy A € F(R") e B € F(R™),
segundo a t-norma 7', é um subconjunto fuzzy de R™ x R™ isto é:

tasyp @ R" x R™ — [0, 1].

Uma questao que surge naturalmente é: dada uma funcao continua f : R” x R™ — R? qual é
a imagem do conjunto fuzzy (A x . B) pela fungao f7 Ou ainda, qual a relagao existente entre

os a-niveis de (A x . B) pela extensao de Zadeh f de f e a imagem dos a-nfveis de (Ax, B)
pela prépria f?7

Teorema 2.3.3 Sejam A € F(R™), B € F(R™) e T wma t-norma semicontinua superior-
mente. Entao o produto cartesiano fuzzy dos conjuntos A e B, sequndo a t-norma T, € um
elemento do conjunto F(R™ x R™).

Prova: Vamos verificar que as condigoes (i) e (i7) da Proposigao 2.2.2 sdo satisfeitas.
A funcao de pertinéncia do conjunto fuzzy (A x, B) é dada por

pax, s R" X R™ — [0, 1],
onde, pax, p(®,y) =T(pa(z), 1p(y))-
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A condigao (7) é trivialmente satisfeita, pois, por hipdtese, T' é semicontinua superiormente.
Vamos agora mostrar que (i7) também é vélida, ou seja, vamos verificar que [A x, B|® ¢
um conjunto compacto.

Sejam os conjuntos
X ={zeR": pa(z) >0},
Y={yeR"™: ug(z) >0} e
Z = {(z,y) € R" x R™ : pae, p(w,y) = T(pa(x), us(y)) > 0}.

Com isto temos:

[A]° = X,
[B=Y e
[Ax,B'="Z.

Vamos provar que Z C X X Y.

Para qualquer par (zo,y0) € Z temos pa(zo) > 0 e pup(yo) > 0.

De fato, se pa(zo) = 0 e/ou up(yo) = 0 teremos T'(pua(xo), 15(Yo)) = 0, dai (xg,yo) ¢ Z.
Entao (z,y) € Z, implica que pa(x) > 0 e up(y) > 0, dai z € X e y € Y, portanto
(z,y) e X x Y.

Assim, ZC X xY C X xY C [A]° x [B]°.

Como o conjunto [A x,. B]? é fechado e estd contido no compacto [A]° x [B]%, segue que
[A x. B]" é compacto.

]

Corolério 2.3.4 Sejam f: R" x R™ — RP uma funcao continua, A € F(R"), B € F(R™),

T wma t-norma semicontinua superiormente e f F(R™ x R™) — F(RP) a extensao de
Zadeh da fungao f. Entao para cada « € [0, 1], vale a igualdade

~

[f(Ax; B)* = f([A >, B]%).

Prova:
Pelo Teorema 2.3.3 temos que

Ax, Be FR"xR™).

Usando o Teorema 2.2.3 obtemos

~

[F(Ax, B)* = f([A %, B)]*).
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2.4 Principio de extensao via t-normas

O principio de extensao via t-normas para uma funcao f : U x V. — W é um modo de
obter a imagem de um par (A, B) de conjuntos fuzzy, com A € F(U) e B € F(V), pela funcao

f.

Definicao 2.4.1 Sejam f : U x V. — W wuma func¢ao, A € P.(U), B € P.(V) e T uma
t-norma. A extensao de f vialT' € a funcao

fo @ PLU)x P(V) — P(W),
(4, B) — [+(A,B)

cuja fungao de pertinéncia iy (ap): W — [0,1] € definida por

sup  T(p, (u), py(v), se fHw) #0
(uw)ef~H(w)
[f,(aB) (W) =

0 , ose fHw) =10,

onde f~H(w) = {(u,v) : f(u,v) =w}.

Esta extensao é também chamada em [30], [53] de extensao da funcao f via sup-T' convolugao.
Quando a t-norma utilizada para definir o principio de extensao é a t-norma do minimo
Ty, temos o seguinte resultado conhecido como teorema de Nguyen [54].

Teorema 2.4.2 (Teorema de Nguyen) Suponha que f : R" x R™ — R¥ seja uma funcao
continua, A € F(R") e B € F(R™). Nestas condi¢oes vale a igualdade

[fry, (A, B)]* = F([A]* x [B]*).

Prova: A prova deste Teorema aparece em [54].
O Teorema a seguir apresenta uma generalizagdo do Teorema 2.4.2 (Teorema de Nguyen).

Teorema 2.4.3 Suponha que f : R" x R™ — R* seja uma funcdo continua, T uma t-norma
semicontinua superiormente, A € F(R") e B € F(R™). Nestas condi¢oes vale a igualdade

(A B = |J fUA" < [B]"), Va € (0,1].

T(By)>a
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Prova: A prova que apresentamos aqui é uma adaptagao da prova que aparece em um dos
resultados de [30].

Seja w € U f([A]? x [B]"), entdo existem [y, o tais que
T(By)2a

T(Bo,70) = a e w € f([AJ% x [B]).
Vemos entdo que existe um par (a,b) € [A]% x [B]* de modo que

T(Bo, ) > e fa,h) = w.

Com estas consideragoes podemos escrever

Ky am) (w) = sup T(:“A (U)auB (v))
r {(ww):w=F(uw)}

> T(:“A (a)a Hp (b)) = T(50>70) 2 a.

Donde,
w € [f.(A, B)]~.

Portanto,
U FAP < [B]) C [f.(A B)*
T(B7)za

Para a inclusdo contraria, seja w € [f,(A, B)]*, entao

Py am @)= sup  T(u, (), py(v)) > o, daf [~ (w) #0.
v {(w0)w=F(u0)}

Consequentemente temos que f~'(w) N ([A]° x [B]%) # 0 é compacto, j& que é fechado e
est4 contido no compacto [A]Y x [B]°.
A fungao By am) é semicontinua superiormente, entao existe (a,b) € f~(w)N([A]° x [B]")
tal que
i am@) = sup T, (), p,(v))
r {(wv)w=f(uv)}

= sup T(py (), s (0))
{(w0)ef =1 @)(AP[B])

= T(ps(a), ps (b))
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> .

Fazendo By =, (a) e y0 = p1,(b), temos
(a,b) € [A]P x [B]™, T(Bo,70) > a e w € f([A]% x [B]*), dai

we |J A7 < (B)).
T(By)>a
Portanto,
U ABIC | A7 < [B]).
T(B,7)>a

O
Reescreveremos em forma de exemplos o Teorema 2.4.3 para o caso especifico das t-normas
do minimo T}, do produto Tp, Lukasiewicz T, e produto drastico 1.

Exemplo 2.4.4 Se T'(z,y) = T,,(z,y) = min(z,y) € a t-norma do minimo, obtemos a se-
guinte igualdade

[fr,, (A, B)* = F([A]* x [B]*),
ou seja, o Teorema 2.4.2 ¢, de fato, um caso particular do resultado anterior.
Prova: Vamos verificar que U f([A)° x [B]) = f([A]* x [B]Y).

TM (ﬁ77)2a

Seja w € f([A]* x [B]*), existe (s,t) € [A]* x [B]* tal que f(s,t) = w.

Tomando By = 1, (s) e v9 = p,(t) teremos

T (o) = ave w e f([A]° x [B]),

dai
we |J  f(AP < [B]).

Tar(Byy)>a

Por outro lado, seja w € U f([A]? x [B]"), existem Sy e o tais que Tas(fo,70) > a
T (Byy)>a

ew € f([A]" x [B]).

Note que By > a e v > a, daf f([A] x [B]?) C f([A]* x [B]®).
Logo
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w e f([A]" x [B]*)
O

Exemplo 2.4.5 Se T'(xz,y) =T,(z,y) = x.y € a t-norma do produto, obtemos a igualdade

[frp (A BN = | FUA x [BI*7).

~v€E[a,1]

Prova: Vamos mostrar que U f(A]? x [B]") = U FA] x [B]*).
Tp(By)>a V€l 1]
Seja w € U f([A]? x [B]"), entdo existem S, e v, tais que
Tp(By)2a

Tp(Bo,70) = Boyo = v e w € f([A]P x [B]™).

Fazendo v, = 3y obtemos

% = 2 ew € f[AJR x [B]) € f([A]" x [B]*™),

dai
we |J F(A7 < [BI).
vE[a,1]

Reciprocamente, seja w € U FUA]T x [B]*7), existe 7o € [0,1] com w € f([A]"* x
v€[a1]
[B]Q/VO)_
Tomando f; =y e 1 = % teremos
Tp(Br,m) = o ew € f([A]? x [B]™),

dai
we |J A7 x [B])

Tp(By)>a
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Exemplo 2.4.6 Se T'(z,y) =T, (z,y) = max(x+y—1,0) € a t-norma Lukasiewicz, teremos
a sequinte igualdade

[fr, (A B = (J FUAT x [B]*H7).

vE[a,1]

Prova: Vamos mostrar que U f(A]? x [B]) = U F([A] x [B]*T)
TL(By) > ~vE[a,1]
Seja w € U f([A]? x [B]"), entao existem S, e v tais que
Tr(Bv)>a

T (Bo,v0) = e w € f([A]P x [B]™).
Fazendo v = fy, teremos v, > 1+ a — 79 > « e dal
7 €[0,1] e f([A]P x [B]*) C f([A]* x [B]'Fem),

ou seja,
w € f([A]" x [B]'F*™7).
Por outro lado, considere w € f([A]" x [B]'T®77) entao, existe 7o € [0,1] de modo que
w € f([A] x [B]Femm).
Tomando 81 = e 71 = 1 + o — g, teremos

T(Bi,m)=Pi+mn—-1=vw+l+a—yp-1=a«a

e

w e f([A]" x [B]™).
Portanto,

we J fUAP < [B]).
T (By)>a
O
0, se z#1 e y#1

Exemplo 2.4.7 Se T'(x,y) =T,(z,y) =< =, se y=1

y, se x=1

€ a t-norma produto drdstico, teremos a igualdade

[y (A B)* = F([A]" x [B]*) [ £(1A1" x [B]").
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Prova: Vamos verificar que a seguinte igualdade é verdadeira

U A7 < [B) = (A1 x [BI") [ (1A x [B]").

Tp (50’)2(1

E claro que

fAr < B c |J AP =B e f(A* = [BYc  |J  F0A7 = [B]),
Bz

Tp(By)za Tp(Bv)za

dai

FA < BIYU (AP < (B ¢ £(147° x [B]).

Tp(Byy)>a

De modo reciproco, se considerarmos w € U (AP x [B]),

Tp(B)za
entdo existem [y e o tais que Tp(Bo,70) > e w € f([A] x [B]")
Mas,

Tp(Bo, ) > a>0+= fy=10u~y =1,
isto significa que
F([A]P < [B0) = f([A]' x [B]™) ou f([A]® x [B]*) = f([A]* x [B]')

Portanto,

w e f([A]* x [BIY (Al x [B]Y).

2.5 Conclusao

O conceito de conjunto fuzzy foi introduzido por Zadeh em um artigo publicado em 1965
[65]. Neste mesmo trabalho Zadeh define principios de extensao para fungoes f : U — V e
g:UxU — W, em que para a funcao g, a extensao é definida com o auxilio da t-norma
do minimo Tj;. A partir dai, muito se tem feito com o auxilio do principio de extensao [8],
[30], [47], [54]. Neste trabalho o principio de extensao é, sem duvida, uma ferramenta muito
importante, pois o utilizaremos para estabelecer alguns dos nossos principais resultados e
modelos.
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Vale ressaltar aqui alguns resultados que obtivemos. Mostramos que o produto cartesiano
definido por uma t-norma semicontinua superiormente de dois conjuntos fuzzy de R™ e R™,
respectivamente, é um conjunto fuzzy de R"*™ (Teorema 2.3.3) e em seguida, apresentamos
o Corolério 2.3.4, o qual generaliza o Teorema obtido por Barros (Teorema 2.2.3) [7]. Além
disso, refizemos as provas de alguns dos resultados (dentre eles estao o Coroldrio 2.2.4, a
Proposigao 2.3.2 e o Teorema 2.4.3) que aparecem neste capitulo.
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Capitulo 3

Conjuntos fuzzy interativos

3.1 Introducao

Este capitulo trata da interatividade entre conjuntos fuzzy, a qual, é determinada pela
distribuicao de possibilidade conjunta C' relacionada a esses conjuntos. Vamos abordar espe-
cificamente duas formas de interatividade entre conjuntos fuzzy.

Na primeira abordagem usamos t-normas para definir a interacao entre os conjuntos. Para
este tipo de interatividade Dubois e Prade [26] chamam os conjuntos fuzzy de fracamente nao
interativos segundo a t-norma 7. Neste caso, C' é obviamente definida pela t-norma T e as
fungoes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy sao chamadas de distribui¢oes de possibilidades
marginais de C'.

A segunda forma de interatividade é estabelecida pelo conceito de numeros fuzzy com-
pletamente correlacionados [21, 22]. Neste caso, o a-nivel da distribui¢ao de possibilidade
conjunta é um segmento de reta em R2.

Na Secao 3.2 introduzimos o conceito de distribuicao de possibilidade conjunta de conjuntos
fuzzy e suas principais propriedades.

Na Secao 3.3 apresentamos os numeros fuzzy interativos. Ela é subdividida em trés
subsecOes nas quais aparecem os numeros fuzzy nao interativos, os numeros fuzzy interati-
vos com interatividade dada com o auxilio de uma t-norma e os numeros fuzzy interativos
chamados completamente correlacionados.

Na secao 3.4 apresentamos um principio de extensao para numeros fuzzy interativos e
algumas de suas propriedades. Assim como foi feito em [30], nés usamos este principio de
extensao para obter a soma de dois numeros fuzzy completamente correlacionados.
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3.2 Distribuicao de possibilidade

Defini¢ao 3.2.1 Uma distribuicio de possibilidade sobre o conjunto Q # () é uma funcado
0 :Q —0,1] que satisfaz sup p(w) = 1.
we

Uma consideracao a ser feita é que qualquer conjunto fuzzy normal de €2 define uma distri-
buicao de possibilidade.

Agora trataremos especificamente de distribuicoes de possibilidades relacionadas a ntime-
ros fuzzy. Este estudo é justificado pela nossa pretensao de estudar problemas de valores
iniciais fuzzy, onde a condicao inicial serd dada por uma distribuicao de possibilidade que
relaciona ntimeros fuzzy interativos. Cabe lembrar que um nimero fuzzy pode ser visto como
uma distribuicao de possibilidade sobre o conjunto R.

Definicao 3.2.2 Um conjunto fuzzy C € R™ é dito uma distribui¢do de possibilidade conjunta
dos numeros fuzzy A; € F(R), i = 1,2,...,n se sua fun¢ao de pertinéncia . : R" — [0,1]
satisfaz

max i, (T1, T2,y y) = p, (), Vo, €R, i =1,2, ..., n.
x;€ER, j#i g

Além disso, A; € chamado a i-ésima distribuicao de possibilidade marginal de C, e a
projecao de C' sobre o eixo i € igual a A; para i =1,2,....n.

Exemplo 3.2.3 Se C ¢ a distribui¢iao de possibilidade conjunta de A, B € F(R), entio C
satisfaz as relagoes

max i (2,y) = (@), max pg(2,y) = pa(y),
para todo x,y € R.

Observagao 3.2.4 Se C ¢ a distribui¢ao de possibilidade conjunta de Ay, Asg, ..., A, € F(R).
Entdao as relacoes

uc(x1, T2y ooy xn) < Tn‘in{:U’A1 (‘rl)hqu (xQ)v o Ma, (l‘n)},

[C]* C [A1]™ X [Ag]™ x ... x [An]°,

sao vdlidas para todos © = (1, xg,...,x,) € R" e a € [0, 1].
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3.3 Numeros fuzzy interativos

Definicao 3.3.1 (Ntimeros fuzzy nao interativos) Os ndmeros fuzzy A; € F(R), i =
1,2,...n sao ditos nao interativos se sua distribuicao de possibilidade conjunta C' é dada por

e @1,y 0) = mind g (@1), o, (32)s o 1, (7))
ou equivalentemente,

[C]* = [A1]* x [Ag]* x ... x [A,]%,
para todo x = (x1,xa,...,x,) € R™ ¢ todo a € [0, 1].

Exemplo 3.3.2 Considere os nimeros fuzzy nao interativos A, B € F(R) com fungoes de

pertinéncias dadas respectivamente por
(0, se <3, 2>6

se 3<ax<

[\l e}

MA(m) = ?’

6 9
x_—%, se 5 <z <6.

(0, se y<1, y>3

pp(r) =9 y—1, se 1<y<2

%, se 2<y<3.

Os a-niveis de A e B sao dados por
[Al*=[2a+3,-3a+6] ¢ [B]*=[a+1,—a+3].

A distribuicio de possibilidade conjunta de A e B € o conjunto fuzzy C € F(R?) com
funcao de pertinéncia

po(r,y) = min(A(z), B(y)) = Tu(A(x), B(y))

e o a-nivel de C' € dado por

(" = [ x [BI* = [oa+3,~2a+ 6] x [a +1,~a+3
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Figura 3.1: Numeros fuzzy nao interativos

Se Ay, As, ..., Ap sao conjuntos fuzzy nao interativos, entao p, , i, , ..., ft,, tomam os seus
valores independentemente uns dos outros. Por outro lado, Ay, A,, ..., A, sdo ditos interativos
se eles nao podem tomar seus valores independentemente uns dos outros [26, 22].

3.3.1 Interatividade de conjuntos fuzzy via t-normas

Definigao 3.3.3 Dois conjuntos fuzzy A € F(R"™) e B € F(R™) sao ditos interativos sequndo
a t-norma T se a distribuicao de possibilidade conjunta C' de A e B € definida pela t-norma
T, isto €, p. : R — [0, 1] € tal que

te(x,y) = T(pa(x), ps(y))-
Observacao 3.3.4

e Dubois e Prade em [26] chamam os conjuntos A € F(R™) e B € F(R™) que aparecem
na definicao 3.3.3 de fracamente ndo interativos.

e Quando a t-norma utilizada € Ty os conjuntos fuzzy A € F(R™) e B € F(R™) sao nao
interativos.

A distribui¢ao de possibilidade conjunta C' da definigao (3.3.3) satisfaz as propriedades
abaixo

o max i (7, y) = 4, (@),
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i mfxiuc(%y) = IuB(y)7

o ez, y) < min{p,(x), pn,(y)},
o [C]* C A" x [B]*.
Com relagao ao a-nivel do conjunto C' temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.3.5 [C]* = U [A]? x [B],

T(By)>a
onde

(wo)e |J 1A x[B]

T(By)>a
3By, 70 € [0,1] tais que T(Bo,70) > « e (u,v) € [A]P x [B]w.
Prova: Seja (u7 2)) € [C]a = {(Ivy) : Mc(xvy) = T(MA(x)qu(y)) 2 04}, daf

He (’LL, U) = T(/’LA (’LL), Hg (U> 2 a.

Tomando Sy =y, (u) e v9 = p,(v) vemos que

T(Bo,v0) > a e (u,v) € [A]™ x [B]"°, donde concluimos que
(wv)ye |J (A7 x[B].
T(Bv)za

Reciprocamente, tomemos (u,v) € U [A)P x [B]", isto é equivalente a escrever que

T(By)>a
3o, 70 € [0, 1] tais que T(Bo,v0) > a e (u,v) € [A]P x [B]w.

Mas, [A)% x [B]™ = {s: ju,(s) = fo} x {t : 1, (t) = 0}, dai

pe(u,0) = T(p, (w), g (0)) 2 T(Bo,%0) 2 @,

portanto,
(u,v) € [C].

O

Exemplo 3.3.6 Vamos explicitar neste exemplo a forma do conjunto [C]* para o casos em
que C' ¢ definida pelas t-normas bdsicas Ty, Tp, T, € Tp.
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(a) Vamos supor que a distribuicao de possibilidade conjunta C de A € F(R") e B € F(R™)
seja definida com o uso da t-norma Ty;. Neste caso

Prova: Vamos verificar que U [A]? x [B]" = [A]* x [B]~.
Ty (Bry)Zex
Inicialmente vamos mostrar que [A]* x [B]* C U [A)? < [B].
Ty (B:7)2a
Seja (u,v) € [A]* x [B]*, entao p,(u) > a e p,(v) > a.

Fazendo By = pu,(u), 70 = p1,(v) e supondo que T, (p1, (u), p1,(v)) = p, (u) > o obtemos

TM(ﬁoﬂf}/O) e (’LL, 1}) € ([A]Bo X [B]’Y(J)’ dai

portanto

s (Brc | AP x[BP
T, (By)>a
O caso T, (p, (u), py(v)) = py(v) é feito de modo andlogo.
Vamos agora mostrar que U [A]? x [B]” C [A]* x [B]*.
Ty (By)>a
Para isto, basta notar que para todo 3 > o e v > a temos [A]? x [B]? C [A]* x [B]*, daf

U [P =B 4] x [B]
Ty (By)>a

Cabe observar que neste caso os conjuntos fuzzy A € F(R") e B € F(R™) sdo nao

interativos.
O

(b) Suponha que C seja tal que pi,(x,y) = Tp(p, (), 1y (y)) = p,(x).pu,(y). Neste caso

o= U A<= J A= (s

TP (57'\/)2‘1 'Ye[a’l]
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U “W’xmBr={J A x(BP.

Tp(B,7) 2 YE[e1]

Prova: Vamos mostrar que
U [A)P x[B]?, entdo existem By, 7o € [0, 1] tais que T, (5o, 7o) > a

Seja (u,v) € [C]* =
TP B)Za
e (u,v) € [A]% x [B]w.
Notemos que MAl(uL >1, uBl(v) > 1 e que o ndmero v, = p, (u).pu,(v) conduz a v, € [a, 1] e
a (u,v) € [A]™ x [B], daf podemos concluir que

@

(w,v) € | J [A]" x [B]n.

v€ ey, 1]

2[R

. Isto sugere que existe 7y € [a, 1] tal que

Reciprocamente, seja (u,v) € U [A]" x [B]
vE[a,1]

(u,v) € [A] x [B]%w. Com isto

MC(U,U) = TP(IU’A(U’)PI‘LB(U)) > TP(70> %) = 70'-%0 =, donde
(woyelc*= |J [A°x[B].
Tp(By)2a
Portanto,

(¢) Suponha que C' seja tal que
pe (@, y) = Tp(py (@), g (y)) = maz{0, p, (x) + pp(y) — 1}

Neste caso
cr= U Wxmr= J @ xmer
TL(ﬂv'Y)zo‘ v€E[e1]
Prova:
Para mostrar que [C]* C U [A]” x [B]**'~7, basta notar que para cada par (u,v) € [C]*

YE[e1]
temos 1 — p,(u) >0e1l— pu,(v) > 0 e em seguida tomar vy = u,(u) + p,(v) — 1 para obter

Y € [a, 1] e (u,v) € [A] x [B]'Te0,
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Vamos agora mostrar a inclusao U [A]” x [B]**'=7 C [C]~.
VE[e1]
Seja (u,v) € U [A]” x [B]*™'77] entdo existe vy € [, 1] de modo que (u,v) € [A] x
VEle1]
[B]Oki’l*’)/o_

Portanto,

:uc(u>v) = TL(MA(“)?ILLB(U)) > TL(’VOaa +1—7) = a, dai

(u,v) € [C]°.

(d) Suponha que C seja tal que
0, se p,(x)#1 e pyy) #1
,uc(x7y) = TD(MA(x)7MB(y)) - MA(:E)) se ILLB(y) =1

fp(y), se py(z) =1

Neste caso temos a sequinte igualdade

Prova:
Vamos mostrar a inclusao ([A]' x [B]*) U ([A]* x [B]') C [C]*.

Seja (u,v) € ([A]*x[B]*)U([A]*x[B]'), entao (u,v) € ([A]*x[B]%) ou (u,v) € ([A]*x[B]}).

Se (u,v) € ([A]* x [B]%), teremos p,(u) =1 e p,(v) > «, dai
IUC(U,U> = TD(:LLA(U)MUB (U)) = :LLB(U) 2 o

Se (u,v) € ([A]* x [B]'), teremos p,(u) > a e p,(v) =1, dai
fie(u,0) = T (4 (w), puy (v)) = g, () = e, portanto

(u, ) € [C]"

Para a inclusao contraria, tomemos (u,v) € [C]?, isto sugere que
po(w,v) =T, (p,(uw), gy (v)) > @, assim temos duas possibilidades
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ILLA(U) =1le ﬂB(U) > aou MA(U) =ae MB(U) =1,
com isto temos:
(u,v) € ([A]' x [B]*) ou (u,v) € ([A]* x [B]'),

isto mostra que (u,v) € ([A]* x [B]*) U ([A]* x [B]}).

3.3.2 Numeros fuzzy completamente correlacionados

Uma importante classe de niimeros fuzzy interativos chamada completamente correlacio-
nada, é devida a Carlsson, Fullér e Majlender [21, 22]. Aplicagoes deste conceito aparecem
em [1, 5, 17].

Definicao 3.3.7 Dois numeros fuzzy A e B sao ditos completamente correlacionados se exis-
tirem q,r € R, com q # 0, tais que sua distribui¢ao de possibilidade conjunta € dada por

He (z,y) = Hoa (x)'x{qm-&-r:y}(xa Y) (3.1)
= Mg (y)"X{qI-H":y} ({L‘, y)v

onde

1 se gv+r=y

X{qz+?":y}(‘r>y) = { 0 se qr s 7é y

¢ a fungdo caracteristica da reta {(z,y) € R*: qx +1r = y}.
Neste caso temos:

[A]* = lat, a5];

[Cl* ={(z,qz +7) €ER*: = (1 — s)af + sas, s € [0,1]};

[B]* = q[A]* + r, para qualquer a € [0,1] e

o (@) = 1, (552, ¥z € R.
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E interessante notar que a partir de (3.1) os tnicos elementos (x,y) € R? que tem per-

tinéncia nao nula a C' sao os que estao sobre a reta y = qx + r. Este fato estd ilustrado na
figura (3.2).

Figura 3.2: Numeros fuzzy completamente correlacionados

Os nimeros fuzzy A € F(R) e A € F(R) sao ditos completamente positivamente correla-
cionados se ¢ é positivo. No caso de ¢ negativo A e B sado ditos completamente negativamente
correlacionados.

Observacao 3.3.8 E importante observar que a relacdo de interatividade entre dois nimeros
fuzzy € definida pela distribuicao de possibilidade conjunta desses dois numeros. Mesmo
nimeros fuzzy A € F(R) e B € F(R) tais que p,(z) = p,(x) para todo x € R podem ser
nao nterativos, interativos via t-norma T ou completamente correlacionados, isto dependerd
exclusivamente da distribuicdo de possibilidade conjunta de A e B.

Exemplo 3.3.9 Os nimeros fuzzy A e B dados por

3
e se —3<1,<0

pa(r) =14 252, se 0<a; <3

0, se 21 <=3, 21 >3
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+5
22 se =5 <wy <1

Z2—7

oy (29) = 250 se 1<my <7

0, se 29 <=5, 9 >7
sao completamente correlacionados. Para ver isto tomamos como distribuicdo de possibilidade

conjunta de A e B, o conjunto fuzzy C' com fungao de pertinéncia puc : R* — [0,1] tal que

po(x1, 22) = pra(@) Xioz, 41220} (%1, T2).

Neste caso,

Cl*={(z,2z+1) eR*: 2= (1 — 8)(—3+3a) + s(—3a+3),s € [0,1]};
={(z,2x +1) e R? : z = (=3 + 3a) + 25(—2a + 3),s € [0, 1]};
[A]* = [-3+3a,—3a+3] e

[B]* = [6cr — 5, —60r + 7] = 2[A]* + 1.

3.4 O principio de extensao para conjuntos fuzzy inte-
rativos

Utilizaremos o conceito de distribui¢ao de possibilidade conjunta para introduzir o seguinte
principio de extensao.

Definicao 3.4.1 Seja C' uma distribuicao de possibilidade conjunta com distribuicoes margi-
nais Ay, Ag, ..., A, € F(R) e seja f : R" — R™ wuma fung¢ao. A extensao de f via C € a
funcao fo cuja funcdao de pertinéncia € dada por

sup  pro(@r, o xn), se fTHy) £ 0
y=f(x1,...sTn)

lu’fC(AlyAL-uyAn)(y) -
0 ., se [ (y) =0.
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Observacgao 3.4.2

o Se A e F(R") e B € F(R™) sdo nao interativos, a fun¢do de pertinéncia da distribui¢io
de possibilidade conjunta C' de A e B € dada por:

NC(U7 U) = min{MA (u)a Hp (1))}

e a fungao de pertinéncia de f.(A, B) é dada por

/'Lfc(AvB) (’LU) = Ssup min{/’l’A(u)’lu“B (’U)}
w=f(u,v)

e Para o caso em que A € F(R™) e B € F(R™) sao interativos via t-norma T a fungdo de
pertinéncia da distribuicao de possibilidade conjunta C' de A e B € dada por

MC(U> U) = T{/"’A (u)a Hp (’U)}

e a fungao de pertinéncia de f.(A, B) é

ufc(A,B) (w) = sup T{:U’A (U)HLLB (U)}

w:f(uvv)

Note que neste caso f.(A, B) coincide com a extensao f.(A, B) apresentada na Defini¢ao
2.4.1.

Com relagao ao principio extensao que aparece na Defini¢ao 3.4.1 temos o seguinte resultado
[21].

Proposigao 3.4.3 Sejam Ay, ..., A, € F(R) numeros fuzzy, C uma distribuicao de possibili-
dade conjunta com distribuicoes marginais Ay, ..., A, e f : R" — R wuma fung¢do continua.
Entao

[fo(Ar, ..., An)]* = F([C]%),

para todo o € [0,1]. Além disso, jif,(A,,As,...,4,) € s€empre um nimero fuzzy.

7777

Prova:
[fo(Ar, .., A)]* ={y € R pp(a,40,.04,) () > )

={yeR: sup p,(z) > a}
y=1 (@)

={yeR: sup p,(z) > a}
y=f(x)
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={yeR: 3z eR", f(z) =y, p.(z) > a}

={f(z) eR:p.(x) > a}
= f({(z) eR": p.(z) > a})
= f({(z) e R": p(2) > a})

= [(CT).

O resultado que propomos a seguir apresenta uma importante relagao entre os a-niveis do
conjunto fuzzy f(A, B), para uma funcio continua f : R* — R? quando os niimeros fuzzy A
e B sdo completamente correlacionados, e a imagem pela funcao f dos a-niveis da distribuicao
de possibilidade conjunta C' de A e B. Este resultado pode ser visto como uma generalizagao
do Teorema de Nguyen (Teorema 2.4.2).

Teorema 3.4.4 Sejam A, B € F(R) nameros fuzzy completamente correlacionados, C sua
distribuicao de possibilidade conjunta e f : R> — R? uma funcao continua. Entdo,

[fo (A, B)* = f([C]Y).

Prova: Seja g : R — R? a funcgao continua g(z) = f(z,qx +r).
Vamos dividir a prova em dois casos a > 0 e o = 0.
1) Para o > 0.
Seja (u,v) € f([C]*), entdo existe (xq,yo) € [C]*, com p.(zo,v0) > a e (u,v) = f(z0,Yo)-
Dai
:qu(A,B)<U7U) - sup :U’c(xay) > Mc(xo»yo) >,
(zy)ef(uv)
isto é,
(u,v) € [fo (A, B)]".
Reciprocamente, seja (u,v) € [f.(A4, B)|, entao

Hycam) (u,v) = sup  pe(r,y) > a,
(zy)ef~(uw)

de forma que f~(u,v) # 0.
Agora,

My am (W) = sup g (z,y)
(@)ef ~ (uv)
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- sup Hoy (x) 'X{q$+7“=y} ($7 y)
(zy)ef~H(uw)

= sup poa (). Xgopr=yy (@, qx + 1)
(z,qz+r)ef—1(u,w)

= Sup p, (l‘)

z€g— 1 (u,v)

—
ze[A]9Ng—1(u,v)

= /‘LA(xl) >,

para algum x; € [A]°Ng~!(u, v) uma vez que 4 é semicontinua superiormente e [A]°Ng~*(u, v)
¢ um conjunto compacto de R. Dai, (u,v) € f([C]%).

2) Para a = 0.
Considere U = {(u,v) : ,LLfC(AyB)(u,v) >0} eV ={(u,v): p.(u,v) > 0}.
Vamos mostrar que U = f(V), onde U é o fecho de U.

Seja (u,v) € U, entao Ky am) (u,v) = sup  p.(z,y) > 0. Consequentemente, existe
’ (@y)ef 1 (uv)

(a,b) € R? com f(a,b) = (u,v) e p,(u,v) > 0, dai
(u,v) € f(V).

Assim,

UcfV)cfv)=fv)

porque V' é compacto e f é continua.

Por outro lado, seja (u,v) € f(V). Entao existe (a,b) € V tal que f(a,b) = (u,v) e
e (a,b) > 0.

Porém,

sup  po(x,y) > po(a,b) >0,
(zy)€f~(uw)

por conseguinte (u,v) € U.

Assim,

fV)ycrv)cu,
pois f é continua.
O

Para concluir este capitulo vamos considerar a adi¢ao de dois nimeros fuzzy A € F(R) e

B € F(R) completamente correlacionados.



Exemplo 3.4.5 Sejam A e B niumeros fuzzy completamente correlacionados, C a distribuicao
de possibilidade conjunta de A e B e f: R* — R definida por f(z,y) =z +y.
A extensao de f via C € a funcdo

fo @ FR)x F(R) —  F(R)
(4,B)  — [.(4,B),

e a fungao de pertinéncia do nimero fuzzy f.(A, B) € definida da sequinte maneira

Iyoam(2) = sup pg(z,y).
z=x+y
Lembremos que
Ho (1‘, y) = Ky (x)'X{qlrJrT:y} (xv y)'
Assim a fungdo de pertinéncia de f.(A, B) pode ser escrita da sequinte maneira
Hyoam (2) = D 1, (2).Xygasr—yy (2, Y)
Z=x+Yy
Os a-niveis de f.(A, B) sao dados por

[fe(A, B)* ={(z,y) € R: ppeam(y) = a}

={(z,y) €R: sup p.(z)>a}

z=z+Yy

= {(x,y) €R: sup MA(x)'X{q:rJrr:y}('Tvy) > 05}

z=x+Yy

={r+yeR:p,(z)>aqr+r=y}

={(g+Dz+reR:pu,(z)>a}

=g+ 1){zeR:pu,(x)>a}+r
— (g VAP

Note que quando ¢ = —1 a soma dos numeros fuzzy completamente correlacionados A e B
€ um numero real.

[B]* = —[A]* +r,Va € [0, 1].
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[fo(A,B)=(¢g+ 1)[A]*+r=0.[A]"+r =rVa e |0,1].

Quando q = —1 e r =0 a soma dos numeros fuzzy completamente correlacionados A e B
€ igual a zero.

3.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos as principais definicoes e os resultados mais relevantes que
tratam da interatividade entre conjuntos fuzzy. As formas de interatividade que estudamos sao
interatividade via t-normas e pelo conceito de nimeros fuzzy completamente correlacionados.

Na Proposicao 3.3.5 apresentamos o a-nivel da distribui¢ao de possibilidade conjunta C
de dois conjuntos fuzzy interativos via t-normas e no Exemplo 3.3.6 explicitamos o a-nivel de
C para as 4 t-normas basicas.

Destacamos aqui o Teorema 3.4.4 por nés obtido. Nele mostramos que para dois niimeros
fuzzy completamente correlacionados e uma funcao continua f : R? —s R? o Teorema de
Nguyen (Teorema 2.4.2) permanece valido.
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Capitulo 4

Equacao diferencial fuzzy com
parametros nao interativos

4.1 Introducao

Fazemos neste capitulo uma breve apresentacao dos resultados obtidos por Mizukoshi et
al [47, 48] relacionados a solucao das equagoes diferenciais fuzzy com condigoes iniciais fuzzy
e a solucao das equagoes diferenciais fuzzy com condic¢oes iniciais e coeficientes fuzzy. Nestes
resultados sao feitas comparacoes a respeito da solugao das equacoes sob dois pontos de vista.
O primeiro trata da solucao das equagoes usando as abordagens de Hiillermeier e o segundo faz
uso da fuzzificacao da solucao das equacoes diferenciais deterministicas associadas as equacoes
diferenciais fuzzy.

Na Segao 4.2 apresentamos a teoria das multifungoes (fung¢oes que associam pontos a
conjuntos) e a teoria das inclusdes diferenciais.

Na Secao 4.3 tratamos da teoria das inclusoes diferenciais fuzzy, com isto apresentamos a
abordagem de Hiillermeier [34] para a obtengao da solugao das equagoes diferenciais fuzzy.

Na Secgao 4.4 aparecem as equagoes diferenciais fuzzy com condigao inicial fuzzy. Sao feitas
consideragoes a respeito de sua solugao usando a abordagem de Hiillermeier [34] e a respeito
da solugao usando o principio de extensao de Zadeh (ver Definigao 2.2.1). Apresentamos
também o Teorema 4.4.5, devido a Mizukoshi et al [47, 48], que relaciona a solugao via inclusao
diferencial com a solugao via principio de extensao de Zadeh para a equacao diferencial fuzzy
com condicao inicial fuzzy.

Na Secao 4.5 apresentamos as equagoes diferenciais fuzzy que possuem condigoes inici-
ais e coeficientes dados por conjuntos fuzzy nao interativos. Novamente fazemos algumas
consideracoes a respeito da solucao via inclusdo diferencial e sobre a solugdo via principio
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de extensao segundo a t-norma Ty, (ver Defini¢ao 2.4.1) e apresentamos o Teorema 4.5.4,
também devido a Mizukoshi et al [47, 48], o qual relaciona as duas abordagens para a solucao
da equacao diferencial fuzzy com condicao inicial e coeficientes dados por conjuntos fuzzy nao
interativos.

4.2 Inclusao diferencial e o conjunto atingivel

Nesta secao apresentamos alguns conceitos relacionados a teoria das multifungoes, isto
é, fungoes que associam pontos a conjuntos. A partir deste conceito definimos as chamadas
inclusoes diferenciais chegando ao objeto principal desta secao que sao as inclusoes diferenciais
fuzzy.

Definicao 4.2.1 Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios. Uma multifuncao F de X em
P(Y) é uma funcio que a cada elemento v € X associa um subconjunto nao vazio F(x) de
Y, isto €
F:X — PY)
x — F(x),

onde P(Y) € o conjunto das partes de Y.
Exemplo 4.2.2 A funcao F : R — P(R) definida por
{0}, se =0
F(z) = 0,z], se >0
[0,—z], se x <0,
€ uma multifuncao.

Definigao 4.2.3 Seja F : X — P(Y) wma multifun¢ao. A imagem de F, denotada por
Im(F), € definida por

zeX

Definicao 4.2.4 Seja F : X — P(Y) uma multifuncao. O grdfico de F, denotado por
graf(F), € definido por

graf(F)={(z,y) e X xY :y € F(x)}.
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Definigao 4.2.5 Sejam M CY e F: X — P(Y') uma multifungdo. A pré imagem de M é
dada por

F7\(M)={zeX:F(z)[ | M #0}.

Definicao 4.2.6 Dada a multifuncao F' : X — P(Y'), dizemos que F' possui valores unitdrios
se F(x) é um conjunto unitdrio, isto €,

F(x) = {f(x)},
para alguma funcao f: X — Y.

Definigao 4.2.7 Dada a multifun¢ao F : X — P(Y). Uma aplicagio f : X — Y que
satisfaz a relagao
f(z) € F(z),Vx € X

€ chamada uma selecao da multifuncao F.

Definicao 4.2.8 Seja F' : R" — P(R™) uma multifungdo. O problema

{x’(t) € F(x(t)) (4.1)

l‘(to) Zo,

onde g € R" é chamado Inclusao Diferencial.
Uma solugao para a inclusao diferencial (4.1) é uma trajetéria
x : [to, To) — R"
absolutamente continua que satisfaz as condigoes
2'(t) € F(z(t)) e 2(0) = o,

para quase todo t € [to, Tp].

A inclusao diferencial (4.1) é uma generalizagao do problema de valor inicial para equagoes
diferenciais ordindrias.

Observemos que enquanto a equacao diferencial ordinaria especifica em cada ponto do
dominio uma direcao que deve ser tangente ao grafico da solucao, a inclusao diferencial (4.1)
especifica em cada ponto um cone de diregoes e a solugao pode ser tangente a qualquer uma
das diregoes do cone.

Em particular se F'(x) é um conjunto unitario para todo x, isto é, se existir uma fungao
f:R* — R™ tal que F(x) = {f(x)}, entao a inclusao diferencial (4.1) torna-se o problema
de valor inicial
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.Tf(t()) = Zo,

A respeito da obtencao de condigoes para a existéncia de solucoes da inclusao diferencial
(4.1) é necessério impormos algumas condigoes sobre a multifun¢ao F. O caso mais simples
ocorre quando reduzimos a inclusao diferencial (4.1) a um problema de Cauchy para equagoes
diferenciais ordindarias. Para tanto, necessitamos de uma selecao f da multifuncao F'.

Notemos que se f é uma selecao de F', entao toda solucao do problema de valor inicial

{x’(t) = flz(t))

.I'(to) = Zo,

¢é também solucao da inclusao diferencial

{x’(t) € Fl=@®)

Zo,

Definicao 4.2.9 Considere a inclusdo diferencial

{x’(t) € F(x(t)) (4.3)

l‘(to) = Zo-

O conjunto
Ai(zg) = {z(t) : z(.) € solugao do problema (4.3) }
¢ chamado conjunto atingivel do problema (4.3) no tempo t € [to, Tp].
O leitor interessado em obter mais informagoes sobre a teoria das multifungdes ou sobre
as inclusoes diferenciais pode consultar [3], [4], [6], [7], [19] e [61].
4.3 Inclusao diferencial fuzzy
Nesta secao apresentamos os conceitos basicos sobre a teoria de inclusoes diferenciais fuzzy.

Definicao 4.3.1 Uma aplicacao F' : U — P_(V) que a cada elemento x € U associa um
subconjunto fuzzy nao vazio F(x) # (0 de V' € chamada uma multifungao fuzzy.

A partir da nogao de multifungao fuzzy podemos introduzir o conceito de inclusao diferen-
cial fuzzy.
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Definigao 4.3.2 Seja F : R" — P_(R"™) uma multifungdo fuzzy. O problema
Z(t) e F(a(t))
{ x(to) € Xo, (44)
onde Xy € F(R™) é chamado Inclusio Diferencial Fuzzy.

Observacao 4.3.3
e Na Definicao 4.53.2 o simbolo € tem seu significado dado na equagdao (4.5) abaizo.

e Outra interpretacao para o problema (4.4) aparece no trabalho de Zhu e Rao [66].

Hiillermeier [34] sugere que as solu¢oes do problema (4.4) sejam caracterizadas pelas
solucoes da familia de inclusces diferenciais

() e [Fz@)))"
{ z(t)) =20 €  [Xo)® (4.5)

onde [F(x(t))]* é o a-nivel do conjunto fuzzy F(z(t)) e [Xo]* é o a-nivel do conjunto fuzzy
Xo.

Para cada « € [0, 1], dizemos que z,, : [to, To] — R™ é uma a-solu¢ao do problema (4.4)
se x,, for solu¢ao do problema (4.5).

O conjunto atingivel no tempo t € [ty, Ty] do problema (4.5) é dado por

A ([Xo]®) = {z(t, o) : z(.,x0) é uma solucao de (4.5) com g € [Xo|* }.

A proposta de Hiillermeier foi formalizada por Diamond [23].
Denotaremos por

200, Xo)
ao conjunto de todas as a-solugoes da inclusao diferencial (4.5) no intervalo [to, Tp] e por
>_(To, Xo)

ao conjunto de todas as solugoes da inclusao diferencial (4.4) no intervalo [to, Tp].
Diamond interpreta o conjunto »_ (7p, X,) como o a-nivel do conjunto fuzzy ) (7o, Xo)
e o conjunto A, ([Xo]*),to <t < Tp sao os a-niveis de algum conjunto fuzzy A,(X,) de R™.
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4.4 Equacao diferencial com condicao inicial fuzzy

Vamos iniciar considerando o seguinte problema de valor inicial

{x’(t) = f(=(1)) (4.6)

$(t0) = Zo,

onde f: R™ — R™ é uma funcgao continua e zy € R".

Uma solugao da equagao (4.6) é uma curva x : [to, Tp] — R™ derivavel no intervalo [to, Tp]
tal que as condigoes em (4.6) sao satisfeitas.

A existéncia de solugoes da equagao (4.6) é garantida pela continuidade da fungao f. Para
a unicidade de solucgoes, satisfazendo uma dada condicao inicial xg, a continuidade nao é
suficiente. Contudo, podemos impor condicoes a fungao f e assim teremos uma unica solucao.
Resultados relacionados a existéncia e unicidade de solugbes para a equagao (4.6) podem ser
encontrados em [14] [27],[31] e [64].

Vamos assumir que a condigao inicial xg seja incerta e modelada por um conjunto fuzzy
Xo € F(R™). Com isto associamos ao problema de valor inicial (4.6) o seguinte problema

valor inicial fuzzy
{20 = 1) w7)
S

Observacao 4.4.1

O problema de valor inicial fuzzy (4.7) € somente uma representagdo simbdlica. A inter-
pretacao deste sistema de equacdes depende do contexto em que ele estd envolvido.

Nos trabalhos de Kaleva [37] e Seikalla [63] a equagdo (4.7) € interpretada de modo que a
derivada de Hukurara [7], [35] possa ser utilizada.

Hiillermeier [34] apresenta wma interpretacao para o problema (4.7) na qual sua solugdo
€ obtida utilizando a teoria de inclusoes diferenciais fuzzy.

Oberguggenberger e Pittschmann [55] estudam a equagao (4.7) para o caso em que os
coeficientes e a condi¢ao inicial sao fuzzy. O ponto fundamental desta interpretacao € o uso
do principio de extensao de Zadeh [65] como ferramenta para a obtengao de uma solugao.

Mizukoshi et al [47, 48] também interpretam a equagao (4.7) de modo que o principio de
extensdao € utilizado como principal ferramenta para se obter a solucdo do problema.

Neste trabalho as interpretacoes que utilizaremos serdo direcionadas para que facamos uso
tanto da teoria das inclusoes diferenciais fuzzy quanto do principio de extensao.

Vamos utilizar duas abordagens distintas para encontrarmos uma solucao para o problema

de valor inicial fuzzy (4.7). As solugoes obtidas a partir das duas abordagens serao posterior-
mente comparadas de modo a obtermos (sob certas condigdes) equivaléncia entre elas.
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4.4.1 Solucgao via inclusao diferencial

Segundo Hiillermeier [34] a soluc¢@o do problema de valor inicial fuzzy (4.7) é caracterizada
pelas solugoes da familia de inclusoes diferenciais

o'(t) = f(z(t))
{x(to) e X, (4.8)

onde [X]* é o a-nivel do conjunto fuzzy Xj.

Para cada a € [0,1], a curva x, : [ty, To] — R"™ é uma a-solugao do problema de valor
inicial fuzzy (4.7) se z, for solugao do problema (4.8).

O conjunto atingivel do problema (4.8) é dado por

A ([Xo]®) = {x(t,z0) : 2(., ) é solugao de (4.8) com xy € [Xo]*}.

Como ja dissemos Diamond [23], prova que os conjunto atingiveis 4;([X(]*) s@o os a-niveis
de um conjunto fuzzy A;(X,) € F(R") para cada « € [0,1] e para cada t € [to, Tp).

Exemplo 4.4.2 Considere o modelo Malthusiano

(g = o @

comzg €R ew > 0.
Se considerarmos que xq € fuzzy e modelado pelo nimero fuzzy triangular
Xo=(a—90; a; a+9), oproblema (4.9) toma a forma

{x,(t) Z _%@ (4.10)

{x/(t) c _[;(”Zj’&t) (4.11)

onde [Xo]* =a+ (o« —1)d, a+ (1 —a)d].
O conjunto atingivel do problema (4.11) é dado abaizo
A ([Xo]®) = {z(t, 20) : z(.,20) € solugdo de (4.11) com xy € [Xo]*}.
A solugao deterministica do problema (4.9) é:
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z(t, xg) = xoe ™.

Com isto, vamos reescrever o conjunto atingivel do problema (4.11) da sequinte forma:

At([Xo]a) = {xoe_m - o - [Xo]a}
= {zoe ™ :xp € la+ (a—1)5, a+(1—a)d}
= zpe a4+ zoe (1 — )[4, 4]

Para a =0, temos 0s sequintes conjuntos atingiveis

A ([Xo]®) = zoe ™ (1 — )[4, d].

4.4.2 Solugao via principio de extensao de Zadeh

Vamos agora estudar o problema de valor inicial fuzzy (4.7),

{fﬂ’(t) = f(z(t))
ZII(tQ) € Xo,

supondo que para cada condi¢ao inicial zy € R™ o problema de valor inicial deterministico

(4.6),
{ () = fla))
x(ty) = xo.
admita uma unica solucao. Isto equivale dizer que podemos considerar um conjunto aberto
U € R™ onde existe uma solugao z(.,xy) para o problema (4.6) com z, € U para todo
t € [to, Ty], e para todo t € [to, Ty, a funcdo x(t,.) é continua em U. Com isto, definimos o

operador
Lt U — Rn,

dado por Li(xg) = x(t, ). L; é a tnica solugao de (4.6) e é continuo em relagao a .
Aplicando o principio de extensao de Zadeh no operador L;, obtemos o seguinte operador

~

L, : F(U) — F(R").

Definicao 4.4.3 O operador Et ¢ definido como a solug¢ao do problema (4.7), via principio
de extensao de Zadeh.

__ Conforme vimos no Teorema 2.2.3, o operador L; esta bem definido e vale a igualdade
[Li(X0)]* = Li([Xo]¥) para todo a € [0,1].
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Exemplo 4.4.4 Considere o modelo Malthusiano

(= = 112

comzg €R ew > 0.
Se considerarmos que xq € fuzzy e modelado por um niumero fuzzy triangular
Xo=(a—90; a; a+9), oproblema (4.12) toma a forma

{x'(t) Z _‘)"(ﬁft) (4.13)

onde [Xo]* =Ja+ (. —1)d, a+ (1 —a)d].
Observando que o operador solugao de (4.12) é

Li(xg) = woe™ ",

entao a solugdo do problema de valor inicial fuzzy (4.13) via principio de extensdo, € dada
pelo operador Ly e temos que

~

[Le(Xo)]* = Li([X0]")
= L(la+ (a—1)5, a+(1—a)d])
[Li(a+ (a—1)8), Li(a+ (1—a)d)]

= zoe “a+ zoe (1 — )[4, 4].
Se tomarmos a = 0, obtemos
[Lo(X0))* = (1 = a)e™"[=4, ).

Neste ponto apresentamos o Teorema devido a Mizukoshi et al [47], [48]. Este resultado
relaciona a solugao do problema (4.7) via inclusao diferencial com a solugao obtida via principio
de extensao de Zadeh.

Teorema 4.4.5 Sejam U um conjunto aberto em R™ e Xy € F(R™). Suponha que [ seja
uma fungao continua, que para cada xog € U exista uma unica solugao x(.,zo) para o problema
(4.6) e que x(t,.) seja continua em U. Entao, existe Ly(Xy) e vale a igualdade

Li(Xo) = Ai(Xo)

para todo to < t < Ty. Em outras palavras, os conjuntos atingiveis para o problema (4.7)
podem ser obtidos através da imagem da condigdo inicial fuzzy por meio da extensao de Zadeh
da solucao deterministica.
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A prova deste Teorema pode ser consultada em [47] ou [48].

Exemplo 4.4.6 Dado o modelo populacional de Verhulst

(s =

onde f(x,\) = Ax(l —x) e A € a taza de crescimento intrinseco da populagao.
A solugao deterministica do problema (4.14) € dada por

L :U—R

onde
Zo

Lt(x(b)\) - To — (fCo — 1)@,/\,57

e U ¢ o aberto de R x R limitado por 0 <z <1 e\ > 0.
Supondo que xy € fuzzy e dado por Xy, onde Xo é o numero fuzzy triangular simétrico com
suporte [—a, al. Isto é€,

[Xo]* = [-a(l = a),a(1 = )] = (1 = a)[~a,d],

podemos considerar o sequinte problema de valor inicial fuzzy

{az’(t) Z )\33()1(0_’1’) (4.15)

Usando a abordagem de Hiillermeier o problema de valor inicial fuzzy (4.15) € interpretado

pelo problema
() = Mx(l—x)
{ #(0) € [Xo]* (4.16)

O congunto atingivel do problema (4.16) é dado por

A ([Xo]®) = {z(t,x0) : x(.,x0) € solugdo de (4.16) com o € [Xo]*}.

={x(t,x0) : 2'(t,x0) = A\x(1 — ) com zq € [Xo]*}.

g
xo—(zo—1)e~rt’

Lembrando que Li(xg, \) = vamos escrever
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AL = { s e € Xl

x()—l

_ { ‘o 2 € [—a(l —a),a(l — a)]}

xo — (xg — 1)e=M

Zo

= (leo P 1)e_mt)(l — a)[—a,al.

Por outro lado, aplicando o principio de extensao no operador Ly, obtemos

[Lo(Xo)]* = Lo([Xo]%)
= L([-a(l - a),a(l - a)])
= [L(—=a(l — ), Li(a(l — )]
— (fb’o y o l)e—M)(l —a)[—a,al.

= A([Xo]").

Concluimos, que para a problema (4.15) vale a igualdade

A(Xo) = Li(Xo).

4.5 Equacao diferencial com coeficiente e condicao ini-
cial fuzzy

Nesta secao abordamos as equagoes diferenciais que possuem incertezas nos coeficientes e
na condicao inicial. Estes parametros da equacao serao modelados por conjuntos fuzzy. Para
este estudo fazemos uso do produto cartesiano fuzzy definido com o auxilio da t-norma do
minimo Ty;. Por essa razao os conjuntos fuzzy que aparecem como parametros da equacao
sao nao interativos. Com isto, para esta t-norma definimos um produto cartesiano fuzzy e
consequentemente construimos um sistema de equacoes diferenciais fuzzy associado ao sistema
original. Este novo sistema tera na condic¢ao inicial o produto cartesiano fuzzy dado pela t-
norma do minimo.

O novo sistema de equagoes diferenciais fuzzy é estudado sob o ponto de vista das in-
clusoes diferenciais fuzzy de modo a obtermos uma solucao para o problema considerando a
abordagem de Hiillermeier [34] e é também estudado com o uso do principio de extensao como
alternativa para obtengao da solucao da equacao. As solugoes obtidas pelos dois processos
serao comparadas com o intuito de obtermos alguma equivaléncia entre os métodos.
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Iniciamos considerando o seguinte problema de valor inicial

(20 = seow o
$(t0) = Zo, '
onde f : R” x R™ — R" é uma aplicacao continua, ro € R" e w € R™ é um vetor de
coeficientes.

Podemos associar ao problema (4.17) o problema de valor inicial em R™ x R™ no qual o
parametro passa a fazer parte da condicao inicial

@' (t),w'(t) = (f(z(t),w),0)
{<$(t0)7w(t0)) = (20, w). (4.18)

Observemos que a existéncia e unicidade de solu¢oes do problema (4.17) é equivalente a
existéncia e unicidade de soluges do problema (4.18.)

De fato, se tomarmos uma soluc¢ao y(t) = (z(t),w(t)) da equagao (4.18) com y(ty) =
(x(to),w(to)), entao w'(t) = 0, dai w(t) = w(ty) = w. Com isto a componente x(t) de y(t) é
tal que 2/(t) = f(z(t),w) e z(ty) = xg, isto é, z(t) é solugao do problema (4.17).

Reciprocamente suponha que z(t) seja uma solugao de (4.17), dai 2/(t) = f(z(t),w) e
x(to) = xo. Fazendo y(t) = (z(t),w(t)) com w(t) = w (w constante), entao y(t) é uma solucao
da equacao (4.18).

Agora suponha que zy e w sejam fuzzy e modelados respectivamente por X, € F(R")
e W e F(R™). Assim o vetor (zp,w) pode ser modelado pelo conjunto fuzzy (Xo x, W)
(produto cartesiano fuzzy generalizado via t-norma T);). Com isto o problema (4.18) torna-se
o seguinte problema de valor inicial fuzzy

(2'(t),w'(t)) = (f(z(t),w),0)
{(x(to),w(to)) e X w. (4.19)

X
Tne

4.5.1 Solucao via inclusao diferencial

A abordagem de Hiillermeier [34] para se obter a solugao da equacao diferencial fuzzy
(4.19) passa pela equacao diferencial auxiliar abaixo

(@'(t),w'(®)) = (f(x(t),w),0)
{(x(to),w(to)) € [Xox,, W], (4.20)

onde [Xo X, W] é o a-nivel do conjunto fuzzy Xo x, W.

Para cada a € [0,1], a curva y, : [to, To] — R™ x R™ é uma a-solu¢ao do problema de
valor inicial fuzzy (4.19) se y, for solu¢ao do problema (4.20).

O conjunto atingivel do problema (4.20) é dado por
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Ae([Xo %, WI) = {y(t, o, w) : y(., m0, w) é solugao de 4.20 com (zo,w) € [Xo x,, W]}

Diamond [23] provou que o conjunto atingivel A ([Xo x, W]¥) sdo os a-niveis de um
conjunto fuzzy A,(X, Xorar W) para cada « € [0,1] e para cada t € [tg, Tp).

Descrigao do Conjunto A([Xy x, W]*)

Seja u um elemento de A([Xo x,, W]¥), entao u = y(, xo, w) com y(., xo, w) solucao do
problema (4.20) e (zo,w) € [Xo x, W]
Isto sugere que

y'(t) = (f(2(t), w),0) e y(to) = (x(to), w(to)) = (w0, w) € [Xo X, WI*.

Mas,
[Xo xp,, W% = [Xo]* x [W]%,

com isto podemos dizer que

u=y(t, xo, w) com (xg,w) € [Xo]* x [W]°,
dai

u = y(t, o, w) com g € [Xo]* e w € [W]*.

Portanto,
Ae([Xo %7, WI?) = {y(t, o, w) : y(., w0, w) é solugao de (4.20) com

(o, w) € [Xo x5, W]}
= {y(t, g, w) : y(., 20, w) é solugdo de (4.20), com
(z0, w) € [Xo]* x [W]*}.
No exemplo a seguir, estudado por Mizukoshi et al [48], o pardmetro w e a condigdo inicial
sao modelados por nimeros fuzzy nao interativos.

O objetivo neste exemplo é calcular o conjunto atingivel deste problema.

Exemplo 4.5.1 Dado o problema de valor inicial com parametro

{ 20 2 (4.21)

com xg,w € R.
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Fazendo a mudancga de varidvel y(t) = (x(t),w(t)) o problema ( 4.21) torna-se o problema de

valor inicial
@O0 = (w20
{(SE(O),w(O)) = (z0,w). (4.22)

O operador solugdo do problema (4.22) é dado por
L, :R? — R?,

onde
Li(zo,w) = ((xoe_t +w(l— e_t), w).

Suponnamos que xg e w $ao fuzzy e modelados respectivamente por Xog e W, onde Xo € o numero
fuzzy triangular simétrico com suporte [—1,1] e W é o nimero fuzzy triangular simétrico com suporte
[—2,2], ou seja,

[(Xo]* = (1 —a)[-1,1] e [W]* = (1 — a)[-2,2],
teremos o problema de valor inicial fuzzy associado ao problema (4.23) dado da seguinte maneira

(@ (), w'(t) = (w-—z,0)
{(x(O),w(O)) € Xox,, W (4.23)

Para obtermos a solugdo via inclusao diferencial do problema (4.23), necessitamos do problema

auziliar
{ (@'(t), w'(t)) (w—z,0)

(@0 w(®) € [Xo %y, W (124)

O congunto atingivel do problema (4.24) é
A ([Xo x5, WI*) = {y(t, 20, w) : y(., 20, w) € solugio de (4.24), (xo,w) € [Xo x, W]}

= {y(t,flfo,ﬂ/) : y(-,flfo,W) é SOlUQdO de (424)7 (flfo,ﬂ)) € [XO X W]a}

={(zoet +w(l —e ), w):z0 € (1 —a)[-1,1], w € (1 —a)[-2,2]}.
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A figura (4.1) apresenta o nivel @ = 0,3 do conjunto atingivel do problema (4.5.1) para alguns
valores de t. Quando ¢ = 0 o conjunto A;([ Xy X W1%3) é constituido com zo € [-0,7, 0,7] e
w € [~1,4, 1,4]. Nos demais casos por (zg,w) — (zge ' + w(l — e™),w) com x¢ € [-0,7, 07] e
w e [—-1,4, 1,4].

4.5.2 Solugao obtida pelo principio extensao via T},

Vamos novamente estudar a equacao diferencial fuzzy com parametros nao interativos, isto é, a
condicao inicial e os coeficientes da equacao em questao sao dados por conjuntos fuzzy nao interativos.
A esta equagdo associamos outra onde a condicao inicial é constituida pelo produto cartesiano (gerado
a partir da t-norma do minimo) dos conjuntos fuzzy envolvidos. Usaremos para a resolugdo da
equacao diferencial fuzzy uma metodologia semelhante a que foi usada na Subsec¢do 4.4.2. O ponto
central desta metodologia é a aplicacao do principio de extensao via Tj; na solugao deterministica.

Sejam f : R” x R™ — R"™ uma aplicagdo continua, xg € R” e w € R". Vamos considerar o
problema de valor inicial g € R com parametro w € R™

{x’(t) = f(z(t),w) (4.25)

7



onde, w é um vetor de coeficientes.
Como vimos na Subsegao (4.5.1) a mudanga de varidvel y(t) = (z(t), w(t)) da origem ao problema:
(

a'(t),w'(t)) = (f(z(t),w),0)
{ (z(to),w(to)) = (x0, w). (4.26)
Seja
LtIRnXRm —_— R"™ x R™

(x()aw) — Lt(x()aw) = y(tvx()vw)

o operador soluc¢ao do problema (4.26).

Agora vamos supor que z( e w sejam incertos e modelados respectivamente pelos conjuntos fuzzy
nao interativos Xy € F(R™) e W € F(R™). Ou seja, a distribuigao de possibilidade conjunta de X
e W é o conjunto fuzzy Xy x1,, W (produto cartesiano fuzzy via t-norma 7). Com estas hipdteses,
formulamos o problema de valor inicial fuzzy

(@ (t),w'(t) = (f(z(t),w),0)
{(x(to),w(to)) € Xox, W (4.27)

Aplicando o principio de extensao via Th; no operador L;, teremos

(L)p, © FR?) x F(R™) —  F(R" x R™)
(Xo, W) — (L), (X0, W),

cuja fungdo de pertinéncia é dada por
:UJ(Lt)TM (XO,W)(Z) = sup{ T, (/uxo (xO),MW (w)) | Li(xo,w) = z}

Definigao 4.5.2 O operador (Lt)TM é definido para todo t € [tg, To] como a solugao obtida a partir
do principio de extensdo via Tpr para o problema (4.27).

Descrigao do Conjunto [(L;), (X, W)]*:

T

Com o intuito de obtermos informacoes a respeito da solugao obtida pelo principio de extensao
via Ty para o problema (4.27), passamos agora a descrever o conjunto [(L¢),, (Xo, W)]|*. Este con-
junto é o a-nivel da solucao obtida pelo principio de extensao via Thy; do problema (4.27).

[(Lt),, (X0, W)]* = Li([Xo]* x [W]*)
= {Lt(xg,w) : (mo,w) € [Xo]* x [W]O‘}
= {Lt(xg,w) :omg € [Xo]*ew € [W]o‘}
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Exemplo 4.5.3 Considere o problema

{ Pt) = w—=x

z(0) = x,

com xg,w € R.
Fazendo a mudanga y(t) = (x(t), (t)) podemos considerar o problema

) = (w—=,0)
©0) = (w0, w),

A solugao do problema (4.29) € o operador

—
==
==
—
g g

L;: R? — R?

dado por
Li(zo,w) = (zoe” " +w(l —e™h),w).

(4.28)

(4.29)

Supondo que xo e w sdo fuzzy e modelados respectivamente por Xog e W, onde Xg € o numero fuzzy
triangular simétrico com suporte [—1,1] e W € o nidmero fuzzy triangular simétrico com suporte

[—2,2]. Ou seja,
[(Xo]* = (1 —a)[-1,1] e [W]* = (1 - a)[-2,2],
podemos considerar o sequinte problema de valor inicial fuzzy

{ @'(@),N(®) = (w-10)
(1‘(0),)\(0)) € Xo XTMW

O a-nivel da solugao de (4.30) pelo principio de extensao via Ty € dada por:

[(Lt)7,, (Xo, W)I* = Li([Xo]* x [W]?)
= {Li(wo, w) = (w0, w) € ([Xo]* x [W]%)}

= {Li(zo,w) : zp € (1 —)[-1,1] ew € (1 —a)[-2,2])}

={(zoe " +w(l —e M) w):z0 € (1 —a)[-1,1], w € (1 —a)[—2,2]}.

(4.30)

Vamos agora apresentar o teorema devido a Mizukoshi et al [47], nele a solucao do problema (4.7)

via inclusao diferencial e a solugao obtida pelo principio de extensao via Th; sao comparadas.
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Teorema 4.5.4 Suponha que f seja uma fungdo continua que satisfaz, para cada (xg,w), as condig¢oes
para que o problema (4.18),

(f (z(t), w), 0)

(an w)

w
w

{ (z'(t), w'(t))
(z(to),w(to))

possua uma unica solugao. Seja Xo x1,, W o produto cartesiano fuzzy via Ty dos conjuntos Xg e
W . Entdo, existem os conjuntos Ay(Xo X, W) e (L), (Xo, W) do problema (4.19)

{ (@'(t),w'(t)) = (f(x(t),w),0)
(z(to), w(to)) €  Xoxmy, W

e para cada t € [tg, To] temos a seguinte igualdade

w
w

(Le)s,, (Xo, W) = A(Xo %, W),

Em outras palavras, os conjuntos atingiveis para o problema (4.19) podem ser obtidos através da
imagem do par de conjuntos fuzzy (Xo, W) por meio da extensao via t-norma Tys da solugao deter-
ministica do problema (4.18).

Prova: Notemos que basta mostrar para cada t € [tg, Tp] a seguinte igualdade
[(Lt) g, (Xo, W)]* = A([Xo x5, WI]Y), Va € [0,1].

A continuidade da fungdo f e o fato de que para cada par (xg,w) € R™ x R™ existe uma tnica
solucao para o problema (4.18) , garantem que o operador solugao

L; : R" x R™ — R™ x R™,

definido por L;(zg,w) = y(t,zg,w) é continuo, onde y(t,zg, w) é a solu¢ao do problema (4.18) no
ponto (zg,w).
Aplicando o principio de extensao ao operador L; obtemos

(L¢) F(R™) x F(R™) —  F(R"™ x R™).

(XO’W) — (Lt)TM (XOvW)

Tn

O operador (Lt)TM é a solugao do problema (4.19) obtida pelo principio de extensao via t-norma

Ty e pelo Teorema 2.4.2 (Teorema de Nguyen ) vale a igualdade
(L), (X0, W) = Lu([X0]? x [W]2).

Portanto, fixado ¢ € [tg, Ty temos,
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A([Xo %, WI*) = {y(t,xo,w) :y(., o, w) é solugdo do problema (4.19) }

y(t, zo, w) : y(., zo, w) € solucdo de (4.19), (zo, w) € [Xo %, W]O‘}
y(t, zo,w) : y(.,x0,w) é solucao de (4.19), (zg, w) € [Xo]* x [W]a}

\
{
_ {y(t,xo,w) : (., 20, w) é solugio de (4.19), 2o € [Xo]® e w € [W]O‘}
{Lt(xo,w) . 20 € [Xo® e w e [W]a}
{Lanw) = (o) e 1ol 17}

L

~ (L), (X0 W
para todo « € [0, 1] O

Exemplo 4.5.5 Este exemplo foi estudado por Mizukoshi et al [47]. Nele aparece um modelo Malthu-
siano com incertezas na condi¢ao inicial e no coeficiente de interacao. Usaremos para modelar o
coeficiente de interag¢do um outro modelo que foi estudado por Barros e Bassanezi [7], [10], onde eles
atribuem a pobreza como um fator decisivo na esperanca de vida de um determinado grupo de pessoas.

Modelo de Barros e Bassanezi: Suponha que o conjunto dos pobres de uma determinada regido
seja expresso pelo conjunto fuzzy W com func¢ao de pertinéncia

[1— (i), se 0<w < wg

() = { 11760

se w > wo,
e w é um parametro proporcional a renda;

e wy € um valor limite a partir do qual os individuos ndo sao mais diferenciados quanto a pobreza;

e k fornece uma caracteristica especifica do grupo.
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k=1/2

\Wo oy

Figura 4.2: p,, para varios valores de k

O a-nivel do conjunto fuzzy W é

==

W)™ = [0, wo\/1 — ak].

Neste exemplo vamos também utilizar o conjunto fuzzy Xo com fung¢do de pertinéncia x,

R* — [0,1] dada por
1=z, se x9€][0,1]
i, (¥0) = { 0, se xz0¢][0,1].
O a-nivel de Xq €
[Xo]* =[0,1—af.
Suponha que a dinamica do nimero de individuos de um certo grupo de pessoas seja modelada
Malthusianamente por
2Z({t) = —(\ +wl2)x(t)
4.31
{ 56(0) = Zo, ( s )
onde \1 € a taxa de mortalidade natural e wAy € o coeficiente que representa a influéncia da pobreza
na taxa de mortalidade do grupo.
Tomando y(t)=(z(t),w(t)), obtemos o sequinte problema

(1)) (=M1 + wA2)x(t), 0)
0) = (o, w),

(4.32)

—
=5
==
ivad
g g

cuja solugao €

Ly(wo, w) = (woe~ M2 ).
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Agora vamos supor que xo e w sao fuzzy e modelados respectivamente por Xo e W o0s quais sdo
considerados nao interativos, isto é, o par (xg,w) € modelado por X Xr., W. Com isto passamos a
considerar o sequinte problema de valor inicial fuzzy

(t))
((0), w(0))

Seguindo a proposta de Hillermeier a solugao do problema (4.83) € obtida a partir da solugdo do

problema auxiliar
{(fv’(t)aw’(t)) = (=(M +wh)x(t),0)
0) €  [Xox, W]

(—(A\1 +wA2)x(t),0)

4.33
Xo XTM w. ( )

—
—
8\
—
~
\.v
g

m |l

(4.34)
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8

—
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—
g

para o € [0, 1].
Notemos que

[Xo %7, W% = [Xo]* x [W]* = [0,1 = a] x [0,wp\/1 — a],

O conjunto atingivel do problema (4.54) é
A([X0 g, WI) = {lts20,0) e 0.10) € sotuao de (434, com

(20, w) € [Xo Xr W]a}

= {y(t,xo,w) s y(e, 20, w) € solugao de (4.34), com

o €[0,1—a] ewe€ [O,wm/l—a}c]}

Fizando xg € [0,1 —a] e w € [0,wpy\/1 — a%] a solugao y(t, g, w) do problema (4.34) coincide
com Li(xg, w) = (zge=MHT22W ) - dai podemos escrever

Ai([Xo x5 W) = {(moe()‘ﬁ)‘?w)t,w) txp € 10,1 —a], we [0,wy\/1— oﬂlc]}.

Por outro lado, aplicando o principio de extensao via t-norma T, na solugcdo deterministica do
problema (4.32), vamos obter

[(Le)7,, (Xo, W)™ = Ly([Xo]* x [W]%)
= {Ly(t, 20, w) : (z0,w) € [0,1 — a] x [0, wo\/1 — a¥]}
= {(zoe= M+ ) 1 3y € (0,1 — a],w € [0, wo\/1 — aF]}.

(L), (X0, W))® = Ad([Xo x, W]%).

Vemos que
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Assim a solug¢do do problema (4.33) obtida pelo principio de extensdo via t-norma T,, coincide
com a solu¢ao obtida via inclusao diferencial.

4.6 Conclusao

Neste capitulo fizemos uma revisao das equacoes diferenciais fuzzy. Foram estudados dois tipos
de equacoes diferenciais fuzzy: as que apresentam incertezas na condigao inicial e as que possuem
incertezas nos coeficientes e na condicao inicial. Todas as incertezas foram modeladas por conjuntos
fuzzy e no caso especifico das equagoes diferenciais com coeficientes e condi¢ao inicial incertos, os
conjuntos fuzzy usados nas modelagens das incertezas sao considerados nao interativos.

As equacoes que abordamos foram estudadas sob dois pontos de vistas. O primeiro trata da
solucao das EDF via inclusao diferencial fuzzy, aqui usamos o modelo de solugao exposto por Hiiller-
meier em [34]. O segundo utiliza o principio de extensao como ferramenta para a obtengao da solugao
da EDF. Os principais resultados sao o Teorema 4.4.5 e o Teorema 4.5.4, ambos devidos a Mizukoshi
et al [47, 48].
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Capitulo 5

Equacao diferencial fuzzy com
parametros interativos via t-normas

5.1 Introducao

Neste capitulo estudamos as equacoes diferenciais fuzzy geradas por equagoes deterministicas em
os parametros da equagao sao modelados por conjuntos fuzzy interativos segundo uma t-norma 7T
semicontinua superiormente.

O caso em que a t-norma utilizada é a do minimo T, (caso em que os parametros sdo nao
interativos) foi o objeto de estudo do capitulo anterior. L4 foi apresentado o Teorema 4.5.4 devido a
Mizukoshi et al [47, 48]. Como serd visto, no Teorema 5.3.2 generalizamos esse resultado para uma
t-norma 7' semicontinua superiormente. Além disso, interpretamos este resultado para o caso em
que a t-norma utilizada é uma das quatro t-normas bésicas (Tp, Tr, Tp e Thr).

Outro resultado obtido é o Teorema 5.3.5. Nele apresentamos uma importante relagéo (relagao de
inclusédo entre as solugdes) entre a solugao das equagoes diferenciais fuzzy com pardmetros interativos
segundo as t-normas Tp, Ty, Tp e Ty

Na Secao 5.2 usamos a teoria das inclusdes diferenciais fuzzy [23, 34] para estudar as equagoes
diferenciais fuzzy com parametros interativos segundo 7', além disso, foi feito um estudo para os
casos em que T' é substituido pelas 4 t-normas bésicas.

Na Secao 5.3 estudamos as mesmas equagoes usando o principio de extensdo como ferramenta
para a obtencgao de solucdo do modelo. Aqui apresentamos o Teorema 5.3.2 que generaliza o Teorema
4.5.4. Finalmente, obtivemos o Teorema 5.3.5 que trata da solugao da equagao diferencial fuzzy com
parametros interativos segundo as t-normas Tp, Ty, Tp e Tyy.
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5.2 Estudo das equacoes diferenciais fuzzy com para-
metros interativos segundo t-normas via Inclusao
diferencial

Nesta secao tratamos das equacoes diferenciais fuzzy com parametros interativos segundo uma
t-norma T semicontinua superiormente. Isto significa que a distribuicao de possibilidade conjunta
dos conjuntos fuzzy, que formam os parametros da equacao, tém fungao de pertinéncia definida com o
auxilio de uma t-norma. Com estas hipéteses construiremos um novo sistema de equacoes diferenciais
fuzzy.

Iniciamos tomando o problema (4.18), isto é

{ (@'(t), w' () = (f(x(t),w),0)
(z(to),w(to)) = (20, w),

Supondo que os vetores xy e w sao incertos e modelados por conjuntos fuzzy Xy e W, os quais
sao interativos segundo uma t-norma 7' semicontinua superiormente. Isto significa que a distribuicao
de possibilidade conjunta C' de Xy e W possui a seguinte funcao de pertinéncia

to (@, y) = T(palx), pp(Y)),
ou seja,
C= XO Xop w.

Com isto o problema (4.18) d& origem ao seguinte problema

(@'(t),w'(t)) = (f(z(t),w),0)
{(x(to),w(to)) € Xox, W (5.1)

A solugao do problema (5.1) via inclusao diferencial fuzzy é obtida a partir da solucao do seguinte
problema auxiliar

(2'(t),w'(t)) = (f(x(t),w),0)
{(w(to),w(to)) € [Xox, W]~ (5.2)

Para o problema (5.2), temos que a funcao x : [to, To] — R™ x R™ é uma solucdo de (5.2) se z é
absolutamente continua e satisfaz o problema (5.2) para quase todo t € [tg, Tp].
Os conjuntos atingiveis do problema (5.2) sdo da forma:

Ai([Xo X2 W]*) = {y(t, zg,w) : y(., 20, w) é solugao de (5.2) com (xg,w) € [Xo x,. W]*}.

Descrigao do Conjunto A:([Xo x, W]%)

86



Se u é um elemento de A¢([Xo %, W]%), entdo u = y(t, xp, w) com y(., zg,w) solugao do problema
(5.2) e (zg,w) € [Xo x, W]
Isto sugere que

Y (t) = (f(x(t), w),0) e y(to) = (x(to), w(to)) = (zo, w) € [Xo xz W]

Pela Proposigao 3.3.5,
[Xox, WI*=|J [Xo” x [W].
T(By)ze

Vamos entao escrever

u = y(t,zo,w) com (g, w) € U [Xo]? x W],
T(B)za

da condicao (zg,w) € U [X0]? x [W]” temos que existem Sy e o tais que
T(By)2a

u = y(t,xp,w) com (xg,w) € [X()]BO x [W] e T (5o, v) > «
ou seja ,
u = y(t,xp,w) com xy € [X0]607 w € [W] e T (6o, v) > .

Portanto,
A ([Xo %, W) = {y(t, 20, w) : y(., 0, w) é solugao de (5.2) com

($0,w) € [XO X W]a}
= {y(t, zo,w) : y(., z9,w) é solugdo de (5.2), com

(xo,w) e |J [Xo? x W]}
T(By)za
Vamos agora considerar os casos em que 1" é substituida pelas t-normas basicas Ty, Tp, T, €

Tp.

O problema (5.1) interpretado pela t-norma do minimo

Se a t-norma T é a t-norma do minimo T), o problema (5.1) é o mesmo problema tratado na
Subsecao 4.5.1 do Capitulo 4, isto é,

= (f(z(t),w),0)
(to)) € Xo Xras w. (5-3)



A solugao via inclusao diferencial do problema é obtida pelo problema auxiliar

(;L”(t),w’(t)) = (f(x'(t)’w)’())
{(m@o),w(to)) € [Xoxp, W™ (5.4)

De acordo com o exposto na Segao 4.5 do Capitulo 4 o conjunto atingivel do problema (5.4) é
Au([Xo %, W)= {y(t, z0, w) : y(., 20, w) ¢é solucdo de 5.4, com
(l‘mw) € [X(]}a X [W]a}.
O problema (5.1) interpretado pela t-norma do produto

Se T é a t-norma do produto Tp entdo o problema (5.1) tera a seguinte forma

{ (' (1), w' (1)) (f(z(t), w),0)

(e(to) wite) € Ko Xy, W. (5.5)

A solugao do problema (5.5) via inclusao diferencial serd obtida segundo Hiillermeier [34] pelas
solucoes de

(@), 0/(0) = (falt),w),0) 56
(z(to),w(ty)) € [Xo Xy wie. '
O conjunto atingivel do problema (5.6) é
A([Xo x,, WI%) = {y(t, zo, w) : y(., 29, w) é solucao de (5.6) com
(l‘o,w) € [XO Xrp W]a}
= {y(t, zo,w) : y(., g, w) é solugdo de (5.6), com
(wo,w) e |J [Xo]” x W]5 1.
Y€l 1]
A ultima igualdade decorre do item (b) do Exemplo 3.3.6.
O problema (5.1) interpretado pela t-norma Lukasiewicz
Se T é a t-norma de Lukasiewicz T, entao o problema (5.1) tera a seguinte forma
(@0 w(1) = (F(t),w),0) 5
(z(to),w(to)) €  Xox, W '
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A solucao do problema (5.7) via inclusao diferencial sera obtida segundo a abordagem de Hiiller-
meier pelas solugoes do problema abaixo

{ (' (1), w' (1)) (f (z(t),w), 0)

WWWW)EBWQMW (5.8)

O conjunto atingivel do problema (5.8) é
Ae([Xo xp, W) = {y(t, 20, w) : y(., 20, w) ¢ solugdo de (5.8) com
(zo, w) € [Xo x,,, W]}
= {y(t, zo,w) : y(., 29, w) é solugao de (5.8), com

(wo,w) e | [Xo]? x W],
Y€ [, 1]

A dltima igualdade decorre do item (c) do Exemplo 3.3.6.
O problema (5.1) interpretado pela t-norma produto dréstico

Se T é a t-norma produto dréstico Tp, o problema (5.1) assume a seguinte forma

{wwww = (f(a(t), w),0)
(x(to).w(to)) €  Xoxgp W.

A solugao do problema (5.9) via inclusao diferencial é obtida pela solugdo do problema

{ (@'(t), w'(t)) (f(z(t), w),0)

(z(to), w(to)) c [Xo %, W™ (5.10)

O conjunto atingivel do problema (5.10) é
Au([Xo %) W) = {y(t, 20, w) : y(., zo, w) é solugao de (5.10) com
(z0, w) € [Xo x5, W]}
= {y(t, zo,w) : y(., 9, w) é solugao de (5.6), com
(w0, w) € ([Xo]* x [W]") U([Xo]' x [W]*)}.

A dltima igualdade decorre do item (d) do Exemplo 3.3.6.
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Exemplo 5.2.1 Considere o modelo de populacao deterministico normalizado de Verhulst
() = wr(l—1x)
{ 2(0) = 0. (5.11)

onde f(x,w) =wz(l —x) e w é a taza de crescimento intrinseco da populagao.
O operador solugao do problema (5.11) ¢ : U — R € dado por

Lo

th(x()?w) = T — (-TO _ 1)67wt’

onde U € o aberto de R x R limitado por 0 <z <1 ew > 0.
O problema aumentado relacionado ao problema (5.11) é

(@'(t),w'(t) = (wz(l—=x),0)
{(x(0>,w(0)) = (z0,w). (5.12)

O operador solucio do problema (5.12) é Ly : U — R? € dado por

Li(wo,w) = (@t(m()vw)’w) = <x0 - (xf(i Dot w>.

Supondo que xg e w sao incertos e dados por conjuntos fuzzy Xo e W interativos sequndo a
t-norma T, obtemos

(@'(t),w'(t)) = (wz(l—=),0)
{ (z(0),w(0)) €  Xoxp W. (5.13)

A solugao do problema (5.13) vem da solugdo de
(o) = -0 _—
(z(0),w(0)) € [Xoxp W]~
Os conjuntos atingiveis do problema (5.14) sao dados por
Ai([Xo xp W) = {y(t,xo,w) 2 y(., o, w) € solugdo de (5.14) com
(2o, w) € [Xo X, W]a}

= {y(t,xo,w) cy(., o, w) € solugao de (5.14), com

(zo,w) € [Xo]ﬁx[ww}.

T(By)>a
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= {(m_mfc_ol)e—m7w) t(zo,w) € U [Xo]? x [W]V}

T(By)>a

O modelo de Verhulst fuzzy (5.13) interpretado pelas 4 t-normas bésicas

Quando Xy e W sao nao interativos, isto €, quando a distribuicdo de possibilidade conjunta C
de Xg e W possui a sequinte funcao de pertinéncia

He (zo, w) =T, (IU’XO (o), Foyy (w)),
o conjunto atingivel do modelo de Verhulst fuzzy (5.13) é dado por

To

Ao <, W) = { o) ¢ () € DXl x [V,

No caso em que Xo e W sao interativos sequndo a t-norma produto, a distribuicao de possibilidade
conjunta C de Xog e W tem como func¢ao de pertinéncia

(Eo—(.’L’o—l

He (zo, w) =T, (:uxo (o), Foyy (w)),

e o conjunto atingivel do modelo de verhuslt fuzzy (5.13) é expresso por

) w
xo — (zo — 1)e—wt’

A([Xo x7, W]*) = {( > H(zo,w) € | [Xo]? x [Wﬁ}.

v€E[en1]

Se Xg e W sao interativos sequndo a t-norma Lukasiewicz, a distribuicao de possibilidade conjunta
C de Xg e W tem como fung¢ao de pertinéncia

Mo (SL’(), w) =T, (:uxo ("L'O)’ Hoyy (U)))

Para este caso o conjunto atingivel do modelo de verhuslt fuzzy (5.13) €

o

Ao xr, w1 = { ( ) sy e U 10 e

— (20— 1
%o~ (20 €[]

Quando Xo e W sdo interativos sequndo a t-norma produto drastico, a distribuicao de possibili-
dade conjunta C' de Xy e W possui a sequinte func¢do de pertinéncia

He (zo, w) =T}, (:uxo (o), Foyy (w)).

Com isto, o conjunto atingivel do modelo de verhuslt fuzzy (5.13) é

Lo
xro — (1‘0 — 1)

A([Xo x7,, W) = {( —w) : (w0,w) € ([Xo* x W) (X" x W]
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5.3 Estudo das equacoes diferenciais fuzzy com parame-
tros interativos segundo t-normas via principio de
extensao

Nesta secao estudaremos novamente as EDF’s com parametros interativos segundo uma t-norma
semicontinua superiormente. Porém, as solugoes serao apresentadas a partir do principio de extensao.
Vamos obter a solu¢ao da EDF (5.1), isto é

{ (@'(t),w'(t)) = (f(=(t),w),0)
(z(to),w(to)) €  Xox,W.

utilizando como ferramenta o principio de extensao.
A solucao do problema (5.1) é obtido a partir da aplicagao do principio de extensao no operador

L; : R" xR™ —» R™ x R™,
(ZL’(),'UJ) — Lt(x()aw) = y(tax()aw)

Com isto, obtemos como solugéo do problema (5.1) o operador

(Lt), + FR") x FR™) —  F(R" xR™)
(XOvW) — (Lt)T(X()vW)v

cuja fungdo de pertinéncia é dada por
Figyy cxg (2) = supl Ty, (20), iy (w)) | Le(wo, w) = 2}
Descrigao do Conjunto [(L;),(Xo, W)~ :
Lembremos que pelo Teorema 2.4.3 vale a igualdade

[(Lo)r (X0, W)= | Le([X0]” x [W]),

T(By)>a
pOdemOS escrever
(L0, Ko W)" = | LX< V)
T(Byy)2a
= U {utww) s @we ol < o]
T(Byy)2a
- U {ntw el ewemr)
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Olharemos os casos em que a t-norma 7' é uma das t-normas basicas.
O problema (5.1) interpretado pela t-norma do minimo

Se a t-norma T for a t-norma do minimo Tjs o problema (5.1) assumird a seguinte forma

{ (@'(t), w'(t)) (f(z(t), w), 0)

WWW%»Z Xo %, W. (5.15)

Do Exemplo 2.4.4 temos a igualdade

[(Lt)r,, (Xo, W)I* = Li([Xo]* x [W]?).

Os a-niveis da solugao obtida a partir do principio de extensdo via Ty; para o problema (5.15)
serao

(L), (Xo, W)™ = Le([Xo]* x [W])
= {Lt(xo,w) : (.%'o,w) S [Xo}a X [W]a}

:{Mmmw :xmjmwewemw}

Note que neste caso os conjuntos fuzzy Xy e W sdo nao interativos. A solucao aqui obtida coin-
cide a obtida por Mizukoshi et al [47, 48].

O problema (5.1) interpretado pela t-norma do produto

Se a t-norma T for a t-norma do produto Tp o problema (5.1) assumird a seguinte forma

(@'(t),w' () = (f(x(t),w),0)
{mmwm»e Xo %, W. (5.16)
Do Exemplo 2.4.5 temos a igualdade

(Lo, (X0, W) = | Le([Xo]” x [W]7).
~v€[a,1]

Os a-niveis da solucao obtida a partir do principio de extensao via Tp para o problema (5.16) serao

[(Lo)r, (X0, W) = | Li([Xo]? x [W]7)
vE[a,1]
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= U {Lt(l‘o,w) : (ZL'Q,’LU) € [Xo]’y X [W]:}
v€E€[a,1]

= U {Lt(xo,w) : x0€[Xo]Tewe [W]:}
y€[a,1]

O problema (5.1) interpretado pela t-norma Lukasiewicz

Se a t-norma T for a t-norma Lukasiewicz 77, o problema (5.1) assumira a seguinte forma

(5.17)

Do Exemplo 2.4.6 temos

[(Le)g, (Xo,W)]* = | La([Xo]” x W] 7).
vE[a,1]

Os a-niveis da solugao obtida a partir do principio de extensao via T, para o problema (5.17) serao

(Lo, (Xo.W)* = | Le([Xo]” x W]H77)

v€[a,1]
= U {Lt(mg,w) o (wo,w) € [Xo]" x [W]Ha'y}
vE[a,1]
= U {Lt(wﬂyw) toxo € [Xo]Tew e [W]1+a7}~
vE[a,1]

O problema (5.1) interpretado pela t-norma produto dréstico

Se a t-norma T for a t-norma produto drastico Tp o problema (5.1) assumird a seguinte forma

{ (' (1), w' (1)) (f(z(t), w),0)

(z(to), w(to)) Z Xo %z, W. (5.18)

Do Exemplo 2.4.7 temos

[(Le),, (Xo, W))* = Le([Xo]* x [W]) U Li([Xo]" > [W]*).

Os a-niveis da solugdo obtida a partir do principio de extenséo via Tp para o problema (5.18) seréo

[(Lt), (Xo, W)™ = Le([Xo]* x [W]') U Le([Xo]" x [W]*)

_ {Lt($07w) : (20,w) € ([Xol® x [W]Y) U ([Xo]! [W]ﬂ)}.
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Exemplo 5.3.1 Consideremos novamente o modelo de populag¢do deterministico normalizado de

verhuslt

{x'(t) = wx(l—1z)
z(0) = xo,

onde f(x,w) =wz(l —x) e w € a taxa de crescimento intrinseco da populagao.

O problema aumentado relacionado ao problema (5.19) é

{(m’(t),u/(t)) = (wz(l-2),0)
(2(0),w(0)) = (o, w).

O operador solucio do problema (5.20) é Ly : U — R? ¢é dado por

]
L = .
t(x07w) (370 — (xO — 1)6_wt7 w)

(5.19)

(5.20)

Supondo que xy e w sao incertos e dados por conjuntos fuzzy Xog e W ndo interativos sequndo a

t-norma T', chegamos no sequinte problema

A solugao do problema (5.21) via principio de extensdo é o operador

(L), « FR™) x FR™) — F(R"xR™)
(XO’W) — (Lt)T(X()?W)?

cuja funcao de pertinéncia € dada por
’U'(Lt)T(XovW)(Z) = sup{T(,uXO (.CL'()), oy (w)) : Lt(x()»w) = Z}'

Os a-niveis de (L), (Xo, W) sdo dados por

(Lo, (X0 W) = U Lel[Xo)” x W])

T(By)>a

— U {Banw): ow € pxa? <y
T(By)>a

= U {Lt(x(]aw) tag € [Xo)’ ew e [W]W}'
T(By)>a
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- U {( = w)1$0€[Xo]ﬂew€[W]V}.

2o — (g — 1)e—wt’
T(By)>a 0~ (o )

O modelo de verhuslt fuzzy (5.21) interpretado pelas 4 t-normas bésicas

Quando Xg e W sao ndo interativos, a distribuicao de possibilidade conjunta C de Xg e W tem
a sequinte funcao de pertinéncia

He (xo, w) =T, (IU'XO (o), Foyy (w)).
Pelo Exemplo 2.4.4 temos
[(Lt)r,, (Xo, W)™ = Li([Xo]* x [W]?).

Portanto, os a-niveis da solucao, obtida pelo principio de extensao via Ths, do modelo de verhuslt
fuzzy (5.21) sao dado por

o

(Lo)r,, (X0, W))) = {( )e_wt,w> : (20, w) € [Xo]® x [W]“}.

No caso em que Xo e W sao interativos sequndo a t-norma produto, a distribuicao de possibilidade
conjunta C de Xg e W tem como func¢ao de pertinéncia

xo—(xo—l

fre (zo,w) =T}, (/“on (@0), poy (w)).
Pelo Exemplo 2.4.5 temos a igualdade

[(Le)r, (Xo, W= | Li([Xo]? x [W]5).
vE[a,1]

Com isto, 0s a-niveis da solugao, obtida a partir do principio de extensao via Tp, do modelo de
verhuslt fuzzy (5.21) sao dado por

(L), (X0, W)* = {( 0 w> (0, w) € [Xo]? X [Wﬁ}.

_ _ —wt’
ey A0 (@0~ e

Se Xg e W sao interativos sequndo a t-norma Lukasiewicz, a distribuicao de possibilidade conjunta
C de Xg e W tem como fung¢ao de pertinéncia

Mo (0, w) = T, (IU‘XO (0), oy (w))-

Usando o Exemplo 2.4.6 obtemos a sequinte igualdade

[(Lo)p, (X0, W) = | Le([Xo]" x W) He77).
y€[e,1]
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Neste caso, os a-niveis da solucdo, obtida a partir do principio de extensao via 17, do modelo de
verhuslt fuzzy (5.21) assumem a sequinte forma

(20, o = U { () ) e 0 < (w7

v€E[a,1]

Quando Xg e W sdo interativos sequndo a t-norma produto drdstico, a distribuicao de possibili-
dade conjunta C' de Xo e W possui a sequinte funcao de pertinéncia

fre (zo,w) =T}, (:uxo (@0), by (w)).
Pelo Exemplo 2.4.7 temos

[(Le)7,, (Xo, W)™ = Le([Xo]" x [W]*) U Le([Xo]* x [W]1).

Com isto, 0os a-niveis da solucdo, obtida a partir do principio de extensdo via Tp, do modelo de
verhuslt fuzzy (5.21) sao dados pela expressao abaizo:

(B0 (o, W = { (s ) (anvw) € Xl x W]} U
U{(Wol)em,w) : (w0, w) € [Xo]* x [W]l}o

A seguir apresentaremos o resultado que relaciona a solu¢do do problema (5.1) obtida por meio
da teoria de inclusao diferencial fuzzy com a solucao obtida através do principio de extensao. Este
resultado pode ser visto como uma generalizagao do Teorema 4.5.4 obtido por Mizukoshi [47] e [48].

Teorema 5.3.2 Suponha que para cada (xg,w) € R" xR™ exista uma Unica solugdo para o problema
(4.18) no intervalo [to,To]. Entdo para o problema (5.1) existem os conjuntos Ay(Xo x7 W) e
(Lt) (X0, W) e vale a igualdade.

A(Xo x7 W) = (L) (Xo, W),
para todo tg <t <Tj.
Prova: De acordo com o Teorema 1.6.2 basta mostrar que vale a igualdade
Ai([Xo x7 W]*) = [(Lt) (X0, W)]*, Va € (0, 1].

Por hipétese a funcao f é continua e existe, para cada (xg,w) € R™ x R™, uma tnica solugio
para o problema (4.18). Entdo o operador

L; : R*" x R — R" x R™,
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definido por L;(xg,w) = y(t, zo,w) é continuo em (zg,w), onde y(¢, zg, w) é a solu¢ao do problema
(4.18).
Aplicando o principio de extensao ao operador L; obtemos

(Lt), + FR") x FR™) —  F(R" xR™)
(Xo, W) — (Ly), (Xo, W).

O operador (L), ¢ a solugao do problema (5.1) obtida pelo principio de extensao via t-norma T
e, pelo Teorema 2.4.3, temos as seguintes igualdades

[(Lo)p(XoW)* = | Le([X0]” x [W]7)

T(B)za
= U {Lt(mo,w) - (z0,w) € [Xo)? x [WP}
T(By)za
= U {y(t,xo,w) :y(., zp, w) é solugao de (5.2), com
T(Bm)ze

(z0,w) € [Xo)® x [W}V}
Por outro lado, o conjunto atingivel do problema (5.2) para cada « € (0, 1] é dado por
Ai([Xo x W) = {y(t, zo,w) : y(., zo,w) € solugao de (5.2), (zo,w) € [Xo x, W]}
Vamos agora mostrar que os conjuntos A¢([Xo x, W]%) e [(L¢),(Xo, W)]* sao idénticos.
Seja u € [(Lt), (Xo, W)]*. Existem S, v € [0,1] tais que
T(Bo,v0) > a e (zo,w) € [Xo]P x [W]e.
Como (g, w) € [Xo]? x [W]° e T(Bo,Y0) > «, entdo em particular

(@o,w)e |J (X x [W]).
T(By)>a

Isto significa que u é um elemento do conjunto

{y(t,xo,w) : y’(t,xo,w) - (f(x(t),w),O), (LE(),UJ) € U ([XOW X [W]’Y)} Logo,

T(B,7)>
u(t,xo,w) S At([XO X W]a)

Reciprocamente seja v € Ay([Xo %, W]%), isto é,
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U/(t,l‘o,’w) = (f(x(t),w),()) e (zo,w) € [XO X W]a = U ([XO]B x [W]’Y)
T(By)zex
Porém, (zg,w) € U ([Xo)? x [W]), significa que para algum B; € [0,1] e para algum

T(B)za
1 € [0,1] teremos

T(B1,71) > a e (v, w) € [Xo]?t x [W].
Com isto,
T(B1,71) > a, V' (t, 20, w) = (f(z(t),w),0) e (zg,w) € [Xo]? x [W].

Ou seja,
v € {y(t, w0, w) : y(., 20, w) & solugao de (5.2), (xo, w) € [Xo]™ x W]}

C U {y(t, z0,w) : y(., 20, w) é sol. de (5.2), (zo,w) € [Xo]? x [W]7}
T(By)za
= [(Lt)T(X07 W)}a'

Assim, os conjuntos A:([Xo x, W]*) e [(L¢),(Xo, W)]* sdo idénticos.
Isto conclui a prova do teorema.

Exemplo 5.3.3 Consideremos o modelo Malthusiano

{ 3;((3 _ wfo(f ) (5:22)

comzxzg €R ew € R.
O problema aumentado associado ao problema (5.22) é

(@'(t),w'(t)) = (wa(t),0)
{(x(ﬂ)vw(o)) = (zo,w) (5.23)

A solugao do problema (5.23) € dada pelo operador
L; : R? — R?
para o qual

Li(zo,w) = (x(t, 20),w) = (xoe™, w). (5.24)

Se xg e w sao incertos e modelados respectivamente pelos niumeros fuzzy Xo e W, entao podemos
considerar o sequinte problema
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(5.25)
onde,
Xo=1(2;3;4), W =(-5;-3;-1), [Xo]*=[a+2,4—qa] e [W]* =[2a — 5, —2a — 1].

A solugdo do problema (5.25) via principio de extensao é obtida pela aplicagdo do principio de

extensao no operador (5.24).
O a-nivel do conjunto fuzzy (L), (Xo, W) € dado por

[(Lo)p (X0, W)= | Le([X0]? x [W]7)

T(By)za

= U {Lt(xo,w) - (z0, w) € [Xo)? x [W]'Y}
T(By) >

= U {(xoewt,w):moe[ﬂ+2,4—ﬁ]ew€[27—5,—27—1]},
T(By)>o

Por outro lado, a solugdo do problema (5.25) via inclusao diferencial € obtida através da solugao
do problema auxiliar

{ (2/(t),w'(t)) (wz(t),0) (5.26)

;W =
(#(0),w(0)) € [Xox, W]
O conjunto atingivel do problema (5.26) é
A ([Xo xp WY) = {y(t, zo,w) : y(., o, w) € solugao de (5.26) com
(0, w) € [Xo >, W]}
={y(t, o, w) : y(., z0,w) € solugdo de (5.26), com

(wo,w) € | [Xo)” x W]}
T(Bv)za
= U {L(zo,w) : y(.,z0,w) € solugcdo de (5.26), com
T(By)>a
(.Z‘(),w) S [X(]}ﬁ X [W]'Y}

= U (@™ w): (20,0) € [Xo)* x W]}
T(Bm)za

100



= U {(moeWt,w):xo€[5+2,4—B]ew€[27—5,—27—1]}.

T(By)>a

Portanto, vale a igualdade
Ae([Xo x W) = [(Lt) (X0, W)]*

Exemplo 5.3.4 Tomemos novamente populacional de verhuslt

Z(t) = wx(l—1)
o 2 (5.27)
onde f(x,w) =wx(l —x) e w € a taxa de crescimento intrinseco da populagao.
O problema aumentado relacionado ao problema (5.27) é
(@'(t),w'(t)) = (wz(l-=),0)
5.28
L) = 5:2%)

O operador solucio do problema (5.28) é Ly : U — R? € dado por

Zo
L = .
t(l‘o,’lﬂ) <ZL'0 — (xO — 1)e_wt7 ’LU)

Supondo que xy e w sao incertos e dados por conjuntos fuzzy Xog e W ndao interativos sequndo a
t-norma T', chegamos no sequinte problema

(5.29)

De acordo com o Exemplo (5.2.1) o conjunto atingivel do problema (5.29) é dado por

Lo

Ai([Xo x7 W) = w ) (zo,w) € U [Xo)? x [W]7 ¢.
{ ) }

T(By)>a

Por outro lado, o Exemplo 5.3.1 diz que 0s a-niveis da solu¢ao, obtida pelo principio de extensdo
via T, do problema (5.29) sao

zo — (xo — 1)e~wt’

@)t = U {(Gm e w) o0 Xl cwe ),

_ —wt’
T(By)>a zo — L)e
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Vamos verificar que Ay([Xo x7 W) = [(L¢) (X0, W)

Seja u € [(Lt) . (Xo, W), existem Bo,vo € [0,1] tais que

T(Bo,70) = @, u = (5o—ieigye=ars w) € (w0, w) € [Xo]™ x [W]e.

zo—(xo—1)e~wt?

Agora, (ro,w) € [Xo) x [W]0 C U ([Xo)? x [W]Y), dai
T(Bv)za
u e Ay([Xo x, W]

De forma reciproca tomemos v € Ay([Xo %, W]%), entio

= (o= w) com (wo,w) € | ([Xo? x [W]).
T(B7)ze
Como (xg,w) € U ([Xo)? x [W]Y), entdo existem Bo,vo € [0,1] tais que

T(By)>a
T(Bo,70) > a e (z0,w) € [Xo]% x [W]r.

Portanto,

v= —at, W) € (T, w) € [Xo]Po x [W]o,

(=@-D
Consequentemente,
CAS [(Lt)T (X07 W)]a'

No Teorema a seguir comparamos as solugoes do problema (5.1) quando utilizamos as t-normas
bésicas para modelar os pardametros. Concluimos que a solucao obtida segunda t-norma do minimo
Ty possui diametro maior que a solucao segundo t-norma T'p, a solucao segundo Tp possui diametro
maior que a solugao segundo T, e o didmetro da solugao segundo 77, é maior que a solucao segundo
Tp.

Teorema 5.3.5 Suponha que para cada (xg,w) € R™ x R™ eziste uma tunica solugdo para o pro-
blema (4.18) no intervalo [to, Ty). Entao com rela¢ao as solugées do problema (5.1) via principio de
extensao quando T € respectivamente Tyr, Tp, Ty, e Tp valem as inclusoes

(Le)r, (X0, W) € (L)1, (X0, W) € (L)1, (X0, W) C (Lt)1,, (X0, W).

Prova:
Em fungdo do Teorema 1.6.2 vamos mostrar que valem as inclusoes
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[(Le)1,, (X0, W)I* € [(Le)r, (Xo, W)I* € [(Lt)7,, (X0, W)]* C [(Lt)T,, (X0, W)]*.
1) Para todo a € [0,1] e v € [a, 1], temos

Lo([Xo]* x W) € | Le([Xo]" x W]'F077)

Y€l1]
e
L([Xol" x W) € | La([Xo]” x (W] o).
Y€l1]
Portanto,

[(Le)z,, (Xo, W)]* = Ly([Xo]* x [W]H) U Le([Xo]" x [W]*)

c U Lu[xo x o)
vE€[a,1]

= [(Le)T, (Xo, W)]*.

2) seja z € [(Le)r, (Xo, W)™ = U Li([Xo]” x [W]HF77), isto significa que existe algum vy € [a, 1]
7€[a,1]
tal que

2 € Li([Xo]® x [W]iTe—0),
Mas, TP(")/(),%) =ae <1+a-—1,dal

2 € Ly([Xo]™ x [W]70)

Logo,

o4 o

z€ L[Xo]™ x [W]w) € | Le([Xo]” x [W]0) = [(Le),, (Xo, W)]
~vEla,1]

3) Recordemos que se,
Bi2PB e 2= L([Xo]" x [W]") C Ly([Xo]” x [W]?).

Com isto, para todo a € [0,1] e todo g € [, 1], temos 75 = @ e consequentemente

Le([Xo]" x [W]*/7) € Le([Xo]* x [W]*)

Portanto,

[(Le)r, (X0, W)™ = | Lu([Xo]” x [W]*/7)

vE[a,1]
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C Li([Xo]™ x [W]%)

= [(Lo)r,, (Xo, W),

O
Exemplo 5.3.6 Retomemos o modelo de populacional de verhuslt
() = wr(l-—1)
{ 2(0) = o, (5.30)

onde f(x,w) =wx(l —x) e w € a taxa de crescimento intrinseco da populagao.
O problema aumentado relacionado ao problema (5.80) é

(@'(t),w'(t)) = (wx(l-2x),0)
{ (z(0),w(0)) = (20, w). (5.31)

A EDF com pardametros interativos sequndo a t-norma T associada ao problema (5.31) é

(@'(t),w'(t)) = (wz(l—1),0)
{ (x(0),w(0)) €  XoxrW. (5.32)

De acordo com o Exemplo 5.3.4 os conjuntos

Ar([Xo x7 W) e [(Lt) (Xo, W)I*

$G0 1gUais.
Vamos agora verificar que as inclusées do Teorema 5.8.5 sdo vdlidas.
No problema (5.32) vamos considerar que a t-norma T € substituida pelas 4 t-normas bdsicas.

Assim, o conjunto

(L) (X, W) = T(ﬁgj)za{ (s o) s e Il cwe T,

serd substituido pelos respectivos conjuntos

(20, 0 W = { (mttsn0) 20 € Ll e we e,

xo—1

(L), (X0, W) WEL[{H{ (5o gy w) o € 6l e weWF),
(L), (Ko, W) = WGL[_J’H{ () o0 e Dl ew e W],
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(E2)y 0 WL = { (symiiemer ) s € ) e e 9 U

U{(Ww) txo € [Xo]* ew € [W}l}.

Vamos verificar que valem as inclusoes
[(Lt)7,, (Xo, W)™ € [(Lt) 7, (Xo, W)]* € [(Lt) 7, (Xo, W)I* € [(Li),, (Xo, W)™
1) Inicialmente vamos mostrar que [(L¢)y, (Xo, W)|* C [(Lt) 5, (Xo, W)].

Um elemento y € [(L¢), (Xo, W)]* € tal que

Tp

Y = (g gye=wr w) com (zo, w) € [Xo] x [W]* ou (zo,w) € [Xo]' x [W]2.

zo—1)e~wt?

Como

[Xo]a X [W]l C U [XO]’Y ~ [W}lJra*W e [Xo]l « [W]a C U [XO]’Y % [W]l“raf’y’

vEla,1] vE[e1]
seque que,

Y = (o Sye=wr> w) com (w0, w) € U o] x W]t
vE[a,1]

Portanto, y € [(Lt), (Xo, W)].
2) Vamos agora verificar que vale a inclusao [(Lt),, (Xo, W)|* C [(Lt), (Xo, W)]*.

Seja y € [(Lt) 7, (Xo, W)]*, para algum v € [a, 1], temos

Yy = (W,w) com (xo,w) e [XO]’Y % [W]l-‘ra—'y'

Mas, & < 1+a—7, dai [Xo]7 x [W]'H=7 C [Xo]7 x [W]5.

Portanto,

Yy = (—F"x—u,w) com (xg,w) € [Xo]” X [W]%

zo—(zo—1)e~wt?

Como consequéncia, y € [(Lt), (Xo, W)]*.

3) Verificaremos que [(Lt),,, (Xo, W)]* C [(Lt),, (Xo, W)]*.

Tne

Sejay € [(Lt)r, (Xo, W)]*, para algum vy € [a, 1], temos
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Y = (g, w) com (w0, w) € [Xo]7 x [W]7,

Como [Xo|" x [W]7 C [Xo]® x [W]%, seque que

y = (W—Ol)e*w“w) com (zg,w) € [Xo]* x [W]“.

Consequentemente, y € [(Ly),, (Xo, W)].

Portanto, como era esperado, as solugoes do modelo de verhuslt fuzzy (5.32) satisfazem o Teorema
5.5.5, ou seja, [(Ly)p, (Xo, W)]" possui diaqmetro maior que o didmetro do conjunto [(Ly),, (Xo, W)]*;
[(Lt) 7, (X0, W)]* possui didmetro maior que o didmetro do conjunto
[(Lt) 7, (Xo, W)]* € o diametro do conjunto [(Lt),, (Xo, W)|* € maior que o didmetro do conjunto
[(Lt)7,, (X0, W)

Exemplo 5.3.7 Consideremos novamente o modelo Malthusiano

{ 3;((3 _ wfo(f ! (5:33)

comxzg €R ew € R.
O problema aumentado associado ao problema (5.33) é

(2'(t),w'(t)) = (wx(t),0)
{(w(O),w(O)) = (w0, w) (5.34)

Quando xy e w sao incertos e modelados respectivamente pelos niumeros fuzzy Xo e W temos o
sequinte problema

(5.35)

onde,
Xo=1(2;3;4), W =(-5;-3;-1), [Xo]*=[a+2,4—«a] e [W]* =[2a — 5, —2a — 1].

Vimos no Exemplo 5.3.3 que vale a igualdade

[(Lt) 7 (Xo, W)™ = As([Xo x WI?).

Agora vamos considerar os casos em que a t-norma T € respectivamente Ty, Tp, Ty, e Tp.
Quando os conjuntos fuzzy Xo e W sdo nao interativos, isto €, T = Ty, temos

[(Lt),, (Xo, W)]* = {(woewt,w) cx0 € [Xo]* ew € [W]a}
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t=0.1

L L L
2 25 3 35

Figura 5.1: Solugao do problema (5.26) para Xy e W nao interativos

Na figura (5.1) apresentamos o nivel a = 0,3 do conjunto [(Lt)TM (X0, W)]®, para diferentes

valores do tempo. Para t = 0.1, t = 0.5 e t = 1 aparecem as curvas (o, w) — (zoe”t, w) com
zp € [X0)%? e w € [W]3.

Quando os conjuntos fuzzy Xo e W sao interativos sequndo a t-norma Tp temos

[(Lt), (Xo, W))* = U {(woewt,w) : (w0, w) € [Xo]7 x [W]‘i}.

vE[a,1]
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Figura 5.2: Comparagao das solugoes do problema (5.26) para T =Ty e T =Tp

Na figura (5.2) aparecem os conjuntos [(Lt)r,, (X0, W23 e [(Lt)r,, (X0, W)]%3. A parte verde
do grdfico corresponde ao conjunto [(Ly),,, (Xo, W)%3. Como vemos na figura [(Lt) 7, (Xo, W)%3 C
[(Lt),, (Xo, W))%3, com isto, dizemos que o conjunto [(Lt)r,, (Xo, W)]* € mais fuzzy que o conjunto
[(Lt) 7, (X0, W)]?, isto €, o didmetro da solugio do problema (5.35) sequndo a t-norma Tyy € maior
que a solugcao sequndo a t-norma Tp.

Quando os conjuntos fuzzy Xo e W sao interativos sequndo a t-norma Ty, temos

[(Le)y, (X0, W)]* = | 3 (zoe™,w) : (w0, w) € [Xo] x [W]Ha—w}
Y€[a1]
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0t5 '; 1?5 é 2t5 3
Figura 5.3: Comparagao das solugoes do problema (5.26) para T =Tp e T =T},

Na figura (5.3) aparecem os conjuntos [(Ly),,, (Xo, W)%3 e [(Lt), (Xo, W))%3. A parte vermelha
do grdfico corresponde ao conjunto [(Lt)TL (X0, W)]%3. Como vemos na figura
[(Lt), (Xo, W03 C [(Lt), (Xo, W93, com isto, como no caso anterior, o conjunto
L Xo, W)H]* € mais fuzzy que o conjunto [(L; Xo, W)H]®, isto €, o diametro da solugcao do
Tp Tr
problema (5.35) sequndo a t-norma Tp € maior que a solugcdo sequndo a t-norma T7,.

Quando os conjuntos fuzzy Xo e W sdo interativos sequndo a t-norma Tp temos

(L), (Xo, W) = {<xoewt,w> (20, w) € [Xo]* x [W]l} U{<xoewaw> :
(z0,w) € [Xol! x [W}a}

Neste exemplo vemos que as solugoes do problema (5.35) sequndo as t-normas Ty, Tp, T1, ¢ Tp
satisfazem o Teorema 5.3.5, isto é, valem as inclusdes

[(Lt) g, (Xo, W)™ € [(Lt) 7, (Xo, W)I* € [(Lt)4,, (Xo, W)I* € (L), (Xo, W)]*.

5.4 Conclusao

O foco principal deste capitulo é a generalizagdo do Teorema 4.5.4 devido a Mizukoshi et al
[47, 48]. Esta generalizagdo aparece no Teorema 5.3.2 no qual comparamos duas abordagens para
a obtencao da solucdo da equacao diferencial fuzzy com condicoes iniciais e coeficientes dados por
conjuntos fuzzy interativos segundo uma t-norma 7" semicontinua superiormente.
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Outro resultado, por nés obtido, é o Teorema 5.3.5. Nele aparece a relacao entre os diametros
das solugoes da equacao diferencial fuzzy com condicoes iniciais e coeficientes dados por conjuntos
fuzzy interativos segundo as t-norma Tp, T, Tp e Tys. A solucdo que possui maior didmetro ocorre
quando os parametros sao nao interativos, isto é, sao dados via t-norma T}y, seguida do didmetro da
solugao via Tp, depois vem o diametro da solucao via Ty, e finalmente o didmetro da solucao via Tp.

Se confrontarmos o Teorema 5.3.2 e o Teorema 5.3.5 podemos dizer que o conjunto atingivel da
equacao diferencial fuzzy com parametros nao interativos contém o conjunto atingivel da solucao
da EDF com parametros interativos segundo Tp. J4 o conjunto atingivel da EDF com parametros
interativos segundo Tp contém o conjunto atingivel da EDF quando a interatividade é dada por T},
e, este ultimo, contém o conjunto atingivel da EDF com parametros interativos segundo T'p.
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Capitulo 6

Equacao diferencial fuzzy com
parametros completamente
correlacionados

6.1 Introducao

Neste capitulo a interatividade é dada pelo conceito de ntimeros fuzzy completamente correla-
cionados como visto no Capitulo 3. A exemplo do capitulo anterior, consideramos o problema por
dois caminhos diferentes: o primeiro usa uma familia de inclusoes diferenciais e o segundo usa o
principio de extensdo para solucionar a equacao diferencial fuzzy. Concluimos, no Teorema 6.3.3,
que as solugoes obtidas pelos dois caminhos sdo idénticas. Além disso, apresentamos o modelo SI
com parametros completamente correlacionados e um modelo para a dinamica do HIV com retardo
e taxa de mortalidade do virus completamente correlacionados.

Na Secao 6.2 apresentamos a solucao das equacoes diferenciais fuzzy com parametros comple-
tamente correlacionados via inclusao diferencial. A obtencao da solucao faz uso da abordagem de
Hiillermeier [34] e exemplificamos o método utilizando o modelo Malthusiano.

Na Secao 6.3 obtemos a solucao das equagdes diferenciais fuzzy com parametros completamente
correlacionados utilizando o principio de extensao e apresentamos o Teorema 6.3.3 no qual a solucao
da equacao diferencial fuzzy via inclusao diferencial é comparada com a solugdo via principio de
extensao.

Na Secao 6.4 apresentamos o modelo SI com parametros fuzzy completamente correlacionados.
Esta secao é subdividida em duas subsegbes: A Subsecdo 6.4.1 contém o modelo SI com condigoes
iniciais dadas por nimeros fuzzy completamente correlacionados e a Subsecao 6.4.2 com taxa de
contato e condi¢ao inicial dadas por ntumeros fuzzy completamente correlacionados. Finalizamos
o capitulo com a Sec¢ao 6.5, na qual apresentamos um modelo para HIV com retardo e taxa de
mortalidade do virus dados por nimeros fuzzy completamente correlacionados.
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6.2 Equacoes diferenciais fuzzy com parametros com-
pletamente correlacionados via Inclusao diferencial

Nesta segao estudaremos as equacoes diferenciais fuzzy com coeficientes e condigao inicial dadas
por conjuntos fuzzy completamente correlacionados. As equagdes diferenciais fuzzy sao obtidas a
partir de uma equacao deterministica pela introducao de incertezas nos coeficientes e na condicao
inicial. Usaremos a abordagem de Hiillermeier [34] como modelo para obter a solugao dessa equagoes
diferenciais fuzzy.

Como no Capitulo 5, consideraremos o problema de valor inicial

{x’(t) = fla(t),w) (6.1)

]
—

~
S
N2

)
S

com zg,w € R e f uma funcao continua.
O problema de valor inicial aumentado é dado por:

{ frowm = .o 62

x(to), w(ty)) = (20, w).

Supondo xg e w incertos e modelados por ntimeros fuzzy completamente correlacionados X e
W, podemos considerar a distribui¢ao de possibilidade conjunta C' de Xy e W. Com isto temos o
seguinte problema de valor inicial fuzzy

@ (®),w(t) = (f(z(),w),0)
{(m(to)’w(to)) € C. (6.3)

A solugao da equagao diferencial fuzzy (6.3) via inclusao diferencial é obtida a partir da solugao
da seguinte familia de inclusoes diferenciais [23, 34]:

y(@'(t),wt) = (f(z(t),w),0)
{(x(to),w(to)) € [c)e, (6.4)

com [C]* o a-nivel do subconjunto fuzzy C.

Para cada a € [0, 1], dizemos que x,, : [to, To] — R? é uma a-solucdo de (6.3) se é uma solucao
de (6.4).

Como definido anteriormente, o conjunto atingivel de (6.4)
A ([C)%) = {z(t, zo,w) : z(., zg, w) é solugao de (6.4)}.

O subconjunto fuzzy A;(C) cujos a-niveis é A;([C]*) dito o conjunto atingivel do problema (6.3).
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Exemplo 6.2.1 Considere o modelo Malthusiano
{ () = wx(t) (6.5)

onde w € a taxa intrinseca de crescimento.
O problema (6.5) pode ser reescrito como

(1)) (wz(t),0)
0) = (zo,w).

A solugao deterministica da equagao (6.6) € dada por

—
"R
==
g &

t

Li(xo,w) = (z0e, w).

Suponha que xg e w sejam incertos e modelados pelos nimeros fuzzy completamente correlacio-
nados

Xo=(2:3:4) e W = (=5;-3;—1)
cuja distribuicao de possibilidade conjunta C' €
fe (@, w) = piy, (). X(—opi3=w} (2, W) (6.7)
= py (0)- X2y 3=y (2, 0).
Temos que,
[(Xo|*=[a+2,4—q],
[W]* =20 —5,—2a—1] ¢
[C]* ={(z,-22+3)eR?:x=(1-s)(a+2)+s4—a), sc]0,1]}.
O problema (6.6) é substituido por

{(az/(t),()) = (wz(t),0) (6.8)

(ro,w) € C.
O problema (6.8) sequndo a proposta de Hillermeier € interpretado por

(@(6).0) = (wa(t).0)
{<xo,w> e [CP (6.9)



e o conjunto atingivel de (6.9) é
A ([CY) = {z(t, zo, w) : (., o, w) € solugdo de (6.9)}
= {(x(t, 0, w) : &' (t, 20, w) = (wx(t),0), (xg,w) € [C]* }
= {(z(t, xg,w) : ' (¢, x0, w) = (wz(t),0),w = =229+ 3 ¢
zo=(1—-s)(a+2)+s(4—a),se[0,1]}.
= {(zpe("220t)t 230 +3) t g = (1 —s)(a+2) +5(4—a),s €[0,1]}.
A titulo de ilustragdo, vamos ver quem é At([C]%) para alguns valores de t.
O congunto Ao([Cﬁ) é obtido fazendo-set =0 e a = 1.

Neste caso,
z0=(1-8)2+3)+s(4-3)=(1-8)3+s2=s+3, dat

A(C]?) = {(;vo,—2x0+3):x0:s+g,s€[0,1]}
= {(z0,—2m0+3) w0 € 2, 1))

O conjunto A1([C]2) € obtido fazendo-set =1 e o = 1.
Novamente,
z0=1-8)2+3)+s(4-3)=(1-8)3+s2=s+3, dat

Al([C]%) = {(zoe ™3 2004+ 3) 1z =5+ g, s €0,1]}

5 7
= {(x0€—2z0+37 —25130 + 3) 1x € [5’ 5]}

6.3 Equacoes diferenciais fuzzy com parametros com-
pletamente correlacionados via principio de exten-
sao

Nesta se¢ao a solucao é obtida segundo o principio de extensao via C.
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A solugao da EDF (6.3) segundo o principio de extensao via C, é obtida pela aplicagao do principio
de extensao via C' na solugao deterministica do problema (6.2). Com isto, obtemos o operador

(Lt), : FR)x F(R) — Fe(R?)
(XOvW) — (Lt)C(X()vW)v

cuja fungao de pertinéncia é dada por

sup e (zo,w), se Ly (u,v) #0
(wo,w)€L; " (u0)
FLy) e (xo.w) (u,v) =

0 . se L7 Yu,v) =0,
onde L; ' (u,v) = {(z,y) : Li(xo, w) = (u,v)}.

Vamos calcular os a-niveis da solugao obtida via principio de extensao do problema (6.3), isto é,
descreveremos os conjuntos [(L¢), (Xo, W)]* para cada o € [0, 1].
Usando o Teorema 3.4.4, obtemos a igualdade

[(Lt)e (Xo, W)I* = Li([C]%) = {Lt(2o, w) : (w0, w) € [C]"}.

Exemplo 6.3.1 A solucao, obtida a partir do principio de extensdo via C, do modelo Malthu-
stano fuzzy visto no Exemplo (6.2.1) é aplicando-se o principio de extensio via C' no operador
Li(xp,w) = (woe®t, w).

Neste caso, temos:
[(Lt) o (Xo, W)]™ = Le([C]7)

= {(oe"", w) : (w0, w) € [C]*}
= {(ze"220t)t 230 +3) t o= (1 — s)(a+2) +5(4 —a),s €[0,1]}.

Observemos que o conjunto (L) (Xo, W)]* coincide com o conjunto Ai([C]Y) do Exzemplo 6.2.1.

Na Figura (6.1) abaizo, temos o grifico de [(Lt).(Xo, W)]*. O fato dos conjuntos fuzzy Xo e W
serem completamente correlacionados faz com que [(Lt) . (Xo, W)|* seja unidimensional para cada
a € [0,1]. Se, por exemplo, Xo e W fossem interativos sequndo uma t-norma T (confira no Ezemplo
5.3.7) tertamos uma figura bidimensional.

Observemos ainda que quanto mais escuros sao os pontos da curvas, maior é a pertinéncia desses
pontos no conjunto [(Ly¢),(Xo, W)]*.
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t=2

25 t=0.5

t=0.2
t=0.1
t=0

Figura 6.1: (L), (Xo, W) para diferentes valores do tempo.

No Exemplo 5.3.7 vimos que as solu¢oes do modelo malthusiano fuzzy com parametros interativos
segundo as 4 t-normas bésicas (ver equagio (5.35)) estéo relacionados da seguinte forma

[(Lt)TD (X07 W)}a - [(Lt)TL (X07 W)]a - [(Lt)TP (XOv W)]a - [(Lt)TM (X07 W)}a‘

No entanto, mesmo [(L¢), (Xo, W)]* sendo unidimensional, a relagao

[(Le) e (Xo, W)I* C [(Lt) - (Xo, W),

nao ¢é sempre verdadeira para todo t-norma 7' semicontinua superiormente.

De fato, usando o Exemplo (5.3.7) e o Exemplo (6.3.1) vemos que [(L;) (X0, W)]* nao esté con-
tido em [(Ly), (Xo, W)]*.

Tomamos s = % em zg = (1 —s)(a+2)+ s(4 — «), dai

zo=31(8+a)e -2z +3=3(-T—20).

Fazendo o = %,
To = % e —2xp+3= —153.
Com isto 14 13, 14 s, 13 2
L —2) = (e - 2) € (Lo (Xo, W],
Mas,
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Ly, -13) ¢ [(Lt),, (Xo, W)]* para todo a € [0, 1].

Pois,

[(Lt) 7, (Xo, W)™ =
= {(zoe"",w) : xo € [Xo]* e w € [W]'} U{(zoe”", w) : xo € [Xo]" e w € [W]*}.
= {(zoe™,—3) 1m0 € [a + 2,4 — o]} U{(3e"",w) : w € [2a — 5, —2a — 1]}.
Entretanto, para a t-norma do minimo 7', temos

[(Lt) e (Xo, W)I* € [(Lt).,, (Xo, W)

Tnm

Esta ultima inclusao é sempre verdadeira, isto é, temos o seguinte resultado:
Proposicao 6.3.2 Suponha que para cada (z,,w) € RXR exista uma inica solu¢do para o problema
(6.2) no intervalo [to, To]. Entao, as solu¢des do problema (6.3) via principio de extensio quando X
e W sao nao interativos e quando Xog e W sao completamente correlacionados satisfazem a sequinte
relacao

[(Le) o (Xo, W)I* € [(Li) 1y, (Xo, W)

Prova: Quando X e W sado nao interativos a solu¢ao do problema (6.3) é dada por
(L) (X0, W)I* = { Lt (20, w) : o € [Xo]" e w € [W]*}

= {L(zo,w) : g € [Xo]* = [a],a§] e w € W]* = ¢[X0]* + r}.

Por outro lado, quando Xy e W sdo completamente correlacionados a solugdo do problema (6.3)
é dada por

[(Lt)e(Xo, W)]* = {Li(x0, w) : (z0, w) € [C]7}
={Li(zo,w):w=wz0q+71, x0=(1-5)af+sa§, secl0,1]}.
Notemos que para cada « € [0,1] e para cada s € [0, 1] temos

xo = (1 — s)af + sa§ € [Xo]?,
dai
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w = qxo + 1 € q[Xo]* + 7 = [W]~.

Portanto,

(L) o (Xo, W)I* € [(Li)7y, (Xo, W)
(]

O resultado a seguir relaciona a solugao do problema (6.3) obtida via inclusao diferencial com a
solucao obtida a partir da aplicacao do principio de extensao.

Teorema 6.3.3 Seja U wm subconjunto aberto em R? e C a distribui¢io de possibilidade conjunta
dos nimeros fuzzy completamente correlacionados Xo e W. Suponha que f seja continua, que para
cada (xg,w) € R? existe uma tnica solucio x(.,zg,w) do problema (6.2) no intervalo t € [to, Tp] e
que para cada t, x(t,.,.) seja continua em R%. Entdo, para o problema (6.3) vale a igualdade

(Lt)o (X0, W) = A(C).

Em outras palavras, a solug¢ao via inclusao diferencial de (6.3) e a solugdo via principio de extensdo
cotncidem.

Prova: Para provar o resultado desejado, devemos mostrar que
[(Lt)C(XO» W)]a = At([c]a)’ Va € [Ov 1}'
Como por hipétese f é continua e para cada (zg,w) € R? existe uma tnica solucio para o
problema (6.2) no intervalo [tg, Tp]. Entdo, para cada t € [to, Tp], o operador L; : R x R — R?
definido por L;(zg,w) = x(¢t, g, w) é a unica solu¢do do problema (6.2) e é continuo com relacao a

(0, w). Dal, o operador (L¢), é a tnica solu¢ao do problema (6.3), via principio de extensao e pelo
Teorema 3.4.4, temos a igualdade

[(Le) o (Xo, W)]* = Li([C]?),Va € [0, 1].
Por outro lado, dado a € [0, 1], podemos escrever
A([C1) = {(2(t, z0, w) : x(., 0, w) é solucio de (6.3) }
= {a(t, o, w) : 2'(t, 20, w) = (f(x(t)w),0) com (zo, w) € [C]*}
={Li(zo,w) : (zo,w) € [C]*}
= Ly([C]%).
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Exemplo 6.3.4 Voltemos ao modelo Malthusiano apresentado no Exemplo 6.3.1. Nele supomos que
os numeros fuzzy Xo e W eram completamente correlacionados. Com isto, o modelo Malthusiano

Juzzy dado pela equagao: / /
{ (z E?O’fz})(t)) Z (walcgf)7 0) (6.10)

Para este problema de valor inicial fuzzy temos as igualdades
A([C)%) = {z(t, zo,w) : x(., 20, w) é solucdo de (6.10)}
= {(z(t, z0, w) : ' (t, 20, w) = (wx(t),0), (zo,w) € [C]* }
= {(2(t, 20, w) : 2/ (t, 20, w) = (wx(t),0),w = —2x0 + 3 e
rg = (1—-s)(a+2)+s(4—a),secl0,1]}.
= {(zoe220t)t 950 +3) t o= (1 —s)(a+2)+s(4—a),s € [0,1]}
= L([C]%)

= [(L¢), (X0, W)]*. Portanto o problema (6.10) satisfaz, como era esperado, as condigoes
do Teorema 6.3.3.

6.4 Modelo S/

O modelo matemético mais simples que descreve a dinadmica de doengas transmitidas pelo contato
direto entre individuos suscetiveis e infectados é denominado ST [9, 28, 51]. Nesse modelo, uma vez
infectado, o individuo néo se recupera da doenga. Um exemplo tipico é a AIDS: uma vez infectado
pelo virus, o individuo permanecera com ele para o resto de sua vida.

No estudo consideraremos parametros incertos, modelados por nimeros fuzzy completamente
correlacionados [21]. Abordaremos o modelo a partir das duas técnicas ja apresentadas: via inclusao
diferencial e via principio de extensao.

Classicamente, o modelo ST é descrito pelo sistema de equacoes diferenciais

d
ch — _mSI; S(0)= Sy >0
(6.11)
dl
E = ms 10) =1,
dt msS ) (0) 0>0,

em que S(t) e I(t) sdo, respectivamente, as fragdes do nimero de individuos suscetiveis e infectados
no instante t. O parametro m é uma constante positiva que representa a taxa de contato da doenca.
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Supondo que nao existe variagao no nimero total da populacao, temos
S +It)=1, Vt=>0. (6.12)
Fazendo S(t) =1 — I(t) e substituindo no sistema (6.11), obtemos

dI

— = m(l-1)I,
dt (6.13)
I1(0) = Ip>0,
cuja solucao é dada por
I(t) = Lmt (6.14)
- Iy + Spe™t’ '
De (6.12) vem
Sty =1-I(t) = — 10 (6.15)
N N Iy + Soemt7 '
assim (6.14) e (6.15) formam a solugao do problema (6.11).
Portanto, para cada t > 0 a solu¢ao deterministica de (6.11) é dada por
I(] S()emt
L(So, Ip) = . 6.16
(S0, Jo) <IO + Spemt’ Iy + Spem™t ( )

6.4.1 O modelo SI com condigoes iniciais completamente correla-
cionados

No sistema (6.11) vamos considerar que as condigdes iniciais sejam incertas e modeladas por

nimeros fuzzy. Uma vez que Sy + Iy = 1, estamos diante de ntimeros fuzzy completamente correla-

cionados com r = 1 e ¢ = —1 (como visto na Defini¢ao 3.3.7). Isto significa que a distribuicao de
possibilidade conjunta C de Sy e Iy é tal que

tie (50, 70) = p5,(50) Xpso+ig=1} (50, i0) (6.17)

= Ky (iO)X{So—‘rio:l}(SO) Z.O))
onde
1 se sop+ipg=1

X{so-‘rio:l}(sO? 7’0) =
0 se sg+ig#1

é a funcdo caracteristica da reta {(so,ig) € R? : 9 + i = 1}.
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Neste caso, para cada « € [0, 1] temos

Iy, (50) = pg (1 —s0), Vso €R,
[So]® = [af, a3],
[lo]* = (=1)[So]* + 1
[C]* = {(s0,1 = s0) € R* : 59 = (1 — ¥)af + vas,v € [0,1]}, (6.18)

Levando-se em conta (6.17), a equagao (6.11) passa ter a forma

ds dI

(So,[o) € C

(6.19)

Solucao do modelo ST fuzzy via inclusao diferencial

A solugao do problema (6.19) via inclusao diferencial é obtida da solu¢do do problema auxiliar
(%, %) = (—mSI,mSI)

(6.20)
(S0, lo) € [C]%,

onde [C]* é dado pela equagao (6.18).
Os conjuntos atingiveis do problema (6.20) sao dados por
A ([C]Y) = {m(t, So, o) = x(., S0, Iy) é solucao de (6.20)}
= {x(t, So, Io) : '(t, So, In) = (—mSI,mSI), (So,Iy) € [C’]a}
—{ (e e ) < G50 € €17}
= { <(1S$>‘f206mu <1§0°>ﬂtoemt) tso = (1—7)af +7a3,7 € [0,1] }

Solucao do modelo SI fuzzy via principio de extensao

Vamos estudar o modelo ST fuzzy dado pela equagao (6.19) usando como ferramenta o principio
de extensdo via C. Neste caso a solugdo é obtida pela aplicagdo do principio extensao via C na
solucao deterministica (equagao (6.16)).
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De acordo com o Teorema 6.3.3 os a-niveis da solucao obtida pelo principio de extensao via C'

do problema (6.19) sao obtidos pela expressao

[(Lt)e (S0, Lo)]™ = L ([C]%).

Portanto, os a-niveis da solugdo do problema (6.19) séo
[(Z4) (S0, To)1* = Le([C]7)

- {Lt(so,io) : (s0,70) € [C]a}

= {Lt(so, 1—s0):s0=(1—")af +~ag,v €0, 1]}

— mt
- {<(1—s(1))-i(s)oem“ (1—3800)64-5067”’5) $50 = (1 - 7)0'(11 + 7ag77 € [03 1]}

Observemos que os conjuntos atingiveis do problema (6.19) podem ser obtidos através da fuzzi-
ficacdo da solugao deterministica da equagao (6.16) pelo principio de extensao via C. Isto é, para
cada t > 0, os conjuntos (L), (So, Io) e A¢(C) sao idénticos, como previa o Teorema 6.3.3.

As figuras a seguir representam o a-nivel 1 da solugado do problema (6.19) quando tomamos os
nimeros fuzzy triangulares Iy = (0.2;0.3;0.4) e Sp = (0.6;0.7;0.8) e taxa de contato m = 0.6, e os

planos de fase do problema (6.19) com os mesmo dados anteriores e a = 0.7

1-
5< ~
& > 0.95F N

4 09

0.85F

0.75

D2 036 090 o o7}

12
. Suscefiveis
Iafectados 065k

t=0.1

Figura 6.2: O nivel 1 da solugao do pro-
blema (6.19) obtida via principio de ex- Figura 6.3: [(Lt).(S0,10)]* do problema
tensao . (6.19) para diferentes valores do tempo.
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Na figura (6.2) apresentamos o nivel 1 do problema (6.19), o qual coincide com a solugao deter-
ministica do problema (6.11) e na figura (6.3) aparece o plano de fase do problema (6.19). Cabe
observar que quanto maior for o grau de pertinéncia de um ponto sy mais escura é sua cor.

6.4.2 O modelo SI com taxa de contato e condigao inicial comple-
tamente correlacionados
Vamos novamente considerar o sistema de equagoes diferenciais (6.11). Como sabemos, a substi-
tui¢do S(t) =1 — I(t) conduz ao seguinte problema
dI
(6.21)
I(O) = Iy > 0.

O problema aumentado associado ao problema (6.21) é

(1(0),m(0)) = (lo,m)
A solugao deterministica do problema (6.22) para cada t > 0, é
I()emt
L(I = . 2
o) = (e ™) (6.23

Supondo que Iy e m sdo incertos e modelados por nimeros fuzzy completamente correlacionados,
denotados respectivamente por Iy e M, entdo existem ¢, € R com ¢ # 0 tais que distribuigdo de
possibilidade conjunta C' de Iy e M é dada por

He (ig,m) = M, (io)'X{qio+r:m} (i0,m) (6.24)
= Har (m)'X{qio-i-r:m} (iOv m)’
onde,
[Lo]* = [af, 5],
[M]* = g[Io]* +r,
[C]* = { (i, q.ip + ) € R? 1 ig = (1 — 7y)af + va$,v € [0,1]},

:uM(io) = U[O(m%)a Vi € [0, 1].
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Usando (6.24) no problema (6.22), obtemos a equagao diferencial fuzzy abaixo

(&%) = (na-nro) (6.25)

(Io,m) S C

Solugao do problema (6.25) via inclusao diferencial

Iniciamos considerando o problema (6.25). Sua solugao via incluséo é obtida a partir do problema
auxiliar
dl d
(dt, ;) = (m(l — NI, o)
(6.26)
(Io,m) € (o

O conjunto atingivel do problema (6.26) é dado por
A ([C%) = {m(t, So, 1o) = x(., S0, Iy) é solucao de (6.20)}

{m(t,[o,m) 22/ (t, Io,m) = (—m(1 — D)I,0), (Ip,m) € [C’]O‘}

; omt .
- {(W,m) : (ig,m) € [C]O‘}
i o(g.ig+r)t . .
= {(M{in;)w,q.zo + 7“) tig = (1 —v)af +va3,7 € [0, 1]}
Solucao do problema (6.25) via principio de extensao
Por outro lado, a solugdo do problema (6.25) via principio de extensdo é obtido a partir do
Teorema 3.4.4.

Os a-niveis do conjunto fuzzy (L) (Io, M) sao dados por

[(Le) e (Lo, M)]* = Li([C]%)

~{Ltiom): o) € 17}

{ (i0,q.i0 + 1) 1 ip = (1—7)0?4‘7@3,76[0,1]}
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inela-ig+r)t . .
_{<7,0-‘r(110—6:))06(‘“w7 qZO+T>ZO_(1—’7)a?+'7a%,'Y€ [0,1]}

Notemos que os conjuntos A.([C]*) e [(Lt), (Io, M)]* sdo, conforme previa o Teorema 6.3.3, para
cada t > 0 e para cada « € [0, 1] coincidentes.

6.5 Modelo para HIV com retardo e taxa de mortali-
dade do virus completamente correlacionados

Nesta secao estudamos um modelo para a dindmica do virus HIV, no qual dois parametros sao
considerados fuzzy: o retardo intracelular entre infecgao de uma nova célula e a producao de uma
nova particula de virus e a taxa de mortalidade do virus. Estes parametros, segundo Herz et al [32],
podem ser modelados por nimeros fuzzy completamente correlacionados. Jafelice et al [36] estudou
este modelo supondo que os parametros sao nao interativos e obteve uma solucao fuzzy.

Em nosso estudo também propomos uma solucao fuzzy e a comparamos com a solucao obtida
por Jafelice et al [36]

6.5.1 Modelo classico

Utilizaremos dois modelos que aparecem em [32, 36] para modelar a dindmica do HIV. O primeiro
é dado pelo sistema de equacoes diferenciais abaixo

O~ x—ca(t) - BE(E)(?)

uo= BBt — ay(t) (6:27)
o= ROy (),

onde,
e 1(t) é a populacao de células ndo infectadas;
e y(t) é a populagao de células infectadas que produzem virus;

e u(t) é a populagao de virus;

A é a influxo sanguineo (corrente sanguinea);

¢ é a taxa de mortalidade de células nao infectadas;

e S(t)x(t)v(t) é a taxa de produgao de células infectadas;
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e 1 é a taxa de declinio da concentracao de virus;
e ¢ é a taxa de mortalidade de células infectadas;
e k() é a taxa de produgao de particulas de virus;

Este modelo tem sido usado para quantificar a dindmica do virus em individuos que fazem tera-
pias antiretrovirais [33, 49, 50, 67]. No nosso estudo é necessario consideramos o retardo intracelular
entre a infecgdo de uma nova célula e a produgao de uma nova particula de virus [36].

Comentarios sobre o retardo

e 7 é 0 tempo entre a infeccao de uma célula por um virus e a produgao de uma nova particula de
virus. Isto significa que o recrutamento de células produzindo virus, no tempo t, é dada pela densi-
dade das células que sdo novamente infectadas no tempo t — 7 e que permanecem vivas no tempo t;

e O retardo intracelular é de crucial importancia se o modelo pretende determinar o ciclo de vida
(vida média) dos virus livres.

e Quando uma célula é infectada, esta demora um tempo 7, , para que sejam produzidas particulas
de virus.

e Apés a aplicacao de qualquer droga anti-viral existe um retardo 7, no efeito farmacolégico de-
vido ao tempo necessario para a absorcgao, distribuicao e penetracao nas células alvo.

e Na fase inicial, a carga viral no plasma permanece constante (comportamento quase estacionario).
Esta fase tem duracao dado pela soma dos dois retardos

T=7T,,+tT

int arm

e Numa segunda fase ocorre a transicao para um declinio de carga viral. Este declinio é dado de forma
aproximadamente exponencial o que reflete principalmente o decaimento de produtividade de células
infectadas. Aqui ocorre a reducao da carga viral, a qual se dd pelo decaimento da produtividade de
particulas de virus por células infectadas e pela liberacao de particulas de virus. Posteriormente, o
declinio entra em um nivel estabilizado e o nivel de virus pode até mesmo voltar a aumentar (ver
figura 6.4).
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Figura 6.4: Tlustragao esquematica das diferentes fases do declinio dos virus no plasma seguindo
o tratamento antiviral [32]

Incorporando o retardo 7, o sistema (6.27) passa a ser dado pelo seguinte sistema de equagoes
diferenciais

o = A—c(t) = pO(b(r) (6.28)
d%t) = Bt — 1)zt —T)(t —7)e T — ay(t) (6.29)
d%it) — k() — uv(t), (6.30)

onde,

e a ¢ a taxa de mortalidade de células infectadas, mas que ainda nao produzem virus;

e ¢ 97 é a probabilidade de sobrevivéncia das células infectadas do tempo t —7 até o tempo ¢. De

forma geral, a probabilidade de sobrevivéncia é dada por uma funcao f(7) com 0 < f(7) < 1.

A equagdo (6.29) possui retardo, as solugdes analiticas para este tipo de equagdo em geral sdo
dificeis de serem obtidas. Entretanto, para este caso especifico a populacao de células nao infectadas,
células infectadas produzindo virus e os virus livres estao em um nivel de estado estacionédrio antes do
tratamento [32]. Estes fatos facilitam a andlise matemdtica e permitem que sejam deduzidas solugoes
analiticas simples. A solucao nao trivial para o estado estacionario é
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rog = @QGT (631)
Az uc
— Zear _ 7 .32
Yo € B (6.32)
kyo
= X 6.33
Vo u ) ( )

onde [ e k sdo taxas constantes de pré-tratamento.
Tratamento com inibidores de protease

Nos trabalhos de Herz et al [32] e Jafelice et al [36] sdo incluidos o tratamento do HIV pelo uso
de inibidores de protease. Este tipo de tratamento bloqueia a producao de novos virus infecciosos
v, de células ja infectadas, permitindo que sejam produzidos apenas virus nao infecciosos. Os virus
infecciosos decaem, porém, continuam infectando as células, ver [58, 68].

Segundo Herz et al [32] a equagdo (6.30) também descreve a dindmica total de virus livres.
Contudo, os virus infecciosos nao sao produzidos no tempo ¢ > 0 e declinam de acordo com a
equagao

dv, (1)
dt

= —uv,(t), (6.34)

e as equagoes (6.28) e (6.29) continuam sendo vélidas.

De acordo com [32] na escala de tempo considerada, a populagéo de células nao infectadas per-
manece constante x(t) = xg.

Quando z(t) = x¢ e v,(t) declinando exponencialmente temos

y(t) = Yo [ae_“(t_T)—ue_“(t_T)] para t > T. (6.35)

a—u
Da equagao (6.30) o tempo de evolugdo dos virus livres é dado por

v(t) =vy para 0<t<Te

’U(t) = er—u(t—r) + %(ﬁ[e—a(t—r) _ e—u(t—r)])

uv(

+ [a(t —7)e =] para t > 1. (6.36)

a—u
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6.5.2 Solucao fuzzy para a populagao de virus livre com retardo e
taxa de mortalidade do virus sao completamente correlacio-
nados

Jafelice et al [36] propde um processo para estudar o declinio da carga viral v(t) apds o inicio do
tratamento usando inibidores de protease. Para isto, eles consideram que o retardo T =7, , +7 ea

int farm

taxa de mortalidade do virus u sao dados por niimeros fuzzy triangulares nao interativos. Os autores
obtém, usando o principio de extensao de Zadeh, uma solucao fuzzy para o processo por eles proposto.

Pretendemos também estudar o declinio da carga viral. No entanto, nosso processo difere do
proposto em [36]. A diferenga se dé no fato que adotaremos o retardo e a taxa de declinio da
concentragdo do virus como nimeros fuzzy completamente (positivamente) correlacionados. Essa é
uma hipdtese observada empiricamente conforme afirma Herz et al [32].

Vamos adotar o retardo fuzzy por I' e a taxa de declinio fuzzy por U. Suponhamos que I' seja
dado pelo o nimero fuzzy

I'=(r—e;7m;7+¢)ouainda [[* = [ + (o — Ve, 7 + (a + 1)e].

Como I' e U sdo completamente correlacionados, existem nimeros reais ¢ > 0 e r de tal modo
que
U=qr +71

e com isto

V)" = q[T]* +7 = g7 + (@ = Ve, 7+ (@ + 1)e] + 1.

A distribuigao de possibilidade conjunta C' de I' e U possui a seguinte fungao de pertinéncia

He (7—7 u) = M (T>X{q~r+r:u} (7’, U')’

e temos

[C]*={(0,g0+7):0=(1—9)[T+ (a—1)e] + s[t+ (a+ 1)e], s€][0,1]}.

A solugao fuzzy para a carga viral serd obtida pela aplicagdo do Teorema 3.4.4 na equagio (6.36).
Portanto, os a-niveis da solucao fuzzy para t > 7 sdo dados por

[(v)e(T, U))* = (v)([C]7)

= {v(r,u) : (1,u) € [C]*}
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= {vge 77 4 28 (Lu[ealt=T) — emult=T)])

+20 (a(t —w)e TTW) = gr 4+ r e T € 7).

a—1u

Utilizando dados obtidos em laboratério Jafelice et al [36] modelaram o retardo fuzzy pelo nimero
fuzzy triangular

I'=(0,08; 0,5; 1),
dai

[T]* = [0,08 + 0,421 — 0, 5a].

Ainda utilizando dados laboratoriais Jafelice et al [36] assumem que a taxa de declinio pode ser
dada por

up = 2,387 + 1,8 ou ug = 127 — 3.
Solugao para u; = 2,387+ 1,8
Quando tomamos u; = 2,387 + 1,8 teremos
U=1(1,99; 2,99; 4,18) e [U]* =10,69+0,99;4,18 — 1,19].
O a-nivel da distribuigao de possibilidade conjunta C' dos conjuntos I' e U é dado por

[C)* = {(0, 2,380 +1,8):0=(1—s)(0,08+0,42a) + s(1 — 0,5a)]}.

Tomando

0(t, ) = vpe M) (e fome(T) M) ()0,

a—u ~a—T a—u

o a-nivel da solucao fuzzy é dado por

[(v)e(T,U)]" = {v(r,u) :u=2,387+1,8 com 7 €[0,08+0,42;1 — 0,5a]}. (6.37)

Solugao para us = 127 — 3
Agora vamos considerar o caso em que u = ug = 127 — 3, dai

U=(-2,04 3; 9)e U] =[-2,04+5,04a; 9—6al.
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Com isto o a-nivel da distribuicao de possibilidade conjunta C' dos conjuntos I' e U é dado por

[C]" = {(6, 120—3):0=(1—5)(0,08+0,42a) + s(1 — 0,5a)]}.

Tomando novamente

u(t,T) = voe wt=7) 4 (e

[efa(th) _ efu(th)]) + %(a(t _ u)efr(tfu))’
o a-nivel da solugao fuzzy é dado por

[(v) (T, U] ={v(r,u) :u=127—3 com 7 €[0,08+40,42a; 1—0,5q]}. (6.38)

Solucgao fuzzy para a populagao de virus livre com retardo e taxa de mortalidade do
virus nao interativos

Solucao para u; = 2,387+ 1,8
O a-nivel da solugdo fuzzy obtido por Jafelice et al [36] é dado por
[(ve)7,, (T, 0)]* = {ve(1,u) : w € 0,69+ 0,99«; 4,18 —1,19q] e

7€[0,0840,420; 1—0,5a]}. (6.39)

Observe que para todo a € [0, 1], a imagem da reta 7 — 2,387 + 1,8 estd contida no intervalo
[0,69 +0,99¢; 4,18 —1,19«]. Com isto,

[(ve)e (T, U)]* € [(vr), (T, U)]"

Isto significa que a solugao obtida por Jafelice et al [36] é mais larga (ou mais fuzzy) que a solugéo
fuzzy obtida quando o retardo I' e a taxa de mortalidade do virus U sao completamente correlacio-
nados.

Solugao para uy = 127 — 3
Neste caso o a-nivel da solucao fuzzy obtido por Jafelice et al [36] é:

[(ve) 1, (T, U)]* = {vg(7,u) : uw € [-2,04 + 5,04, 9 —6a] e

7€[0,08 40,420, 1—0,50]}. (6.40)
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Como no caso anterior, notamos que para todo « € [0, 1], a imagem da reta 7 — 127 — 3 estd
contida no intervalo [—2,04 + 5,04a, 9 — 6a]. Assim temos,

[(ve)e (T, U)]* € [(0r) 1, (T, U)]"

Novamente a solugao obtida por Jafelice et al [36] é mais larga (ou mais fuzzy) que a solucao fuzzy
obtida quando o retardo I' e a taxa de mortalidade do virus U sao completamente correlacionados.

6.6 Conclusao

Neste capitulo usamos o conceito de numeros fuzzy completamente correlacionados, apresentado
na subsecao 3.3.2, para estudar as equagoes diferenciais fuzzy que possuem parametros dados por
esses numeros fuzzy. As equagdes foram interpretadas de duas formas distintas. A primeira usa a
metodologia desenvolvida por Hiillermeier [34] como caminho para chegar na solugao das equagoes di-
ferenciais. Isto significa que as equacoes sao resolvidas sob o ponto de vista das inclusoes diferenciais
fuzzy. A segunda forma é semelhante ao método utilizado por Mizukoshi et al [47, 48] no qual a
solugao das equagoes diferenciais sao obtidas pela fuzzificacao da solugao do problema deterministico
que esta associado ao problema fuzzy. Neste contexto, nds obtivemos o Teorema 6.3.3 no qual as
solugoes das equacoes diferenciais obtidas pelos dois métodos citados acima coincidem. Além disso, na
Proposicao 6.3.2 mostramos que a solucao da EDF com parametros completamente correlacionados
esta contida na solucao da EDF com parametros nao interativos.

Apresentamos o modelo SI com condig¢des iniciais modeladas por nimeros fuzzy completamente
correlacionados e estudamos o mesmo modelo supondo que a taxa de contato e a condicao inicial sao
também modeladas por ntimeros fuzzy completamente correlacionados. Em seguida, apresentamos
um modelo para o HIV com retardo e taxa de mortalidade do virus completamente correlacionados.
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Consideracoes finais

Neste trabalho estudamos as equacoes diferenciais fuzzy com parametros interativos. As formas
de interatividade consideradas nos parametros sao via t-normas e via nimeros fuzzy completamente
correlacionados.

As solugoes das equagoes diferenciais fuzzy sdo obtidas via inclusdo diferencial e via principio de
extensao das solugoes deterministicas.

No Capitulo 2, estudamos as propriedades do principio de Zadeh e definimos o produto cartesiano
de conjuntos fuzzy. Mostramos pelo Teorema 2.3.3, que o produto cartesiano fuzzy é um elemento do
conjunto F(R™xR™) e no Corolario 2.3.4 verificamos que o Teorema de Nguyen [54] ainda permanece
valido.

No Capitulo 3, apresentamos a teoria dos conjuntos fuzzy interativos. Tratamos da interati-
vidade dada via t-normas e também interatividade através dos numeros fuzzy completamente cor-
relacionados. Mostramos no Teorema 3.4.4 que, no ambiente dos ntimeros fuzzy completamente
correlacionados, o Teorema de Nguyen ainda permanece valido.

No Capitulo 5, estudamos as equagoes diferenciais fuzzy com parametros interativos via t-normas.
Neste Capitulo apresentamos o Teorema 5.3.2 que diz, para cada t > 0, os conjuntos atingiveis da
EDF com parametros interativos via t-normas coincidem com a solucao obtida pela fuzzificacao da
solugao deterministica via principio de extensao segundo t-normas.

Mostramos com o Teorema 5.3.5 que, com relacao as solugoes das EDF com parametros interativos
via t-normas, quando tomamos as 4 t-normas basicas, o didmetro da solucao da equagao diferencial
fuzzy com parametros nao interativos contém o didmetro da solu¢ao da EDF com parametros intera-
tivos segundo Tp. Ja o diametro da EDF com parametros interativos segundo Tp contém o diametro
da EDF quando a interatividade é dada por 1. E este ultimo contém o diametro da EDF com
parametros interativos segundo T'p.

No Capitulo 6 estudamos as equacoes diferenciais fuzzy com parametros completamente corre-
lacionados. Aqui obtemos o Teorema 6.3.3 e estudamos o modelo SI com condi¢oes iniciais com-
pletamente correlacionados e o modelo SI com taxa de contato e condigdo inicial completamente
correlacionados. Por fim, apresentamos um modelo para HIV com retardo e taxa de transferéncia do
virus completamente correlacionados. Para este modelo, propomos uma solucao fuzzy e a compara-
mos com solugoes ja conhecidas na literatura.

Como trabalhos futuros propomos o estudo de estabilidade das EDF com parametros interativos.
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Este estudo pode ser feito utilizando as ferramentas desenvolvidas por Mizukoshi et al [47] e por
Cecconello [18] para sistemas dindmicos em espagos metricos fuzzy.
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