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Resumo

No trabalho precursor de Brezis, Marcus e Ponce [15], estudou-se problemas
semilineares elipticos com uma nao linearidade nao decrescente, continua e dependendo
apenas da variavel dependente e com medidas como dados. Os autores estavam
particularmente interessados no caso em que a equacao nao possuia solucao. Numa
das técnicas estudadas, eles aproximaram a medida por funcoes suaves através da
convolucao e, sob a condicao adicional de convexidade da nao linearidade, mostraram
que as solugoes correspondentes convergiam para a solu¢ao do mesmo problema com a

maior medida menor do que ou igual a medida inicial tal que o problema tinha solugao.

O nosso objetivo é explorar profundamente este método. Ao invés de lidar
com a convolucao, consideramos sequéncias de medidas de Radon que convergem
na topologia fraca-estrela e tais que o problema tem solucao para cada termo. A
pergunta que se poe é: as solugoes convergem? Se sim, temos que o limite satisfaz a
mesma equacao com uma medida, em geral, distinta do limite-fraco, logo desejamos
também determinar esta medida. Quando temos uma nao linearidade, como descrita
no paragrafo acima, as respostas tém um alto grau de variagao, conforme os exemplos
dados nos trabalhos de Ponce, e sao inconclusivas. A proposta da tese é estudar a
convergéncia dessas solugoes para equacoes e sistemas semilineares elipticos com a nao
linearidade sendo do tipo exponencial. No caso em que temos a equacao semilinear

no plano, as solugoes ¢ onvergem para a solugao do mesmo problema com uma medida
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Resumo

que depende apenas do limite-fraco da sequéncia. Também, vemos que em dimensoes
superiores essas assercoes nao se verificam mais.Por fim, o sistema que aplicamos a
técnica acima é o Sistema de Chern-Simons, surgido na fisica tedrica e que representa
o modelo de Chern-Simons Abeliano relativistico envolvendo duas particulas Higgs e

dois campos calibrados.
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Abstract

In the pioneering work of Brezis, Marcus and Ponce [15], the authors
studied elliptic semilinear problems with a continuous nondecreasing nonlinearity which
vanishes at origin and depends only on dependent variable, and with measures as inicial
data. They were particularly interested in the case which the equation does not have a
solution. One of the techniques discussed was the approach of the measure by smooth
functions via convolution. Under the additional condition of convexity, they showed
that the corresponding solutions converge to the solution for the same problem with

the largest measure less than inicial datum such that the problem admits a solution.

Our aim is to explore deeply this method. Instead of dealing with the
convolution, we consider sequences of Radon measures which converge in weak-star
topology and such that the problem has solution for each term. The question posted is:
the solutions converge? If yes, the limit solves the same problem with, in general distinct
from the weak limit, another measure, thus, we also wish to determine this measure.
The purpose of the thesis is to study the convergence of solutions for equations and
systems with exponential nonlinearity. If we have the equation semilinear on the plane,
the solutions converge to a solution for the same problem with a measure which depends
only on weak limit of the sequence. We also see that in upper dimensions the results

are no longer assured. In the end, the system concerned is the Chern-Simons System
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Abstract

that comes from theoretical physics and it represents a relativistic Abelian Chern-

Simons model with two Higgs particles and two gauge fields.
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CAPITULO 1

Introducao

Em um eterno trabalho de construgao e transformacao, as ciéncias elucidam
o universo, o mundo e ndés mesmos. Nesse infindavel processo, a matematica age
vigorosamente como suas linguagem e base. Muitos a veem como um amontoado
de teoremas e férmulas, enquanto outros como um edificio de ideias e inspiragoes,
cujos alicerces foram fincados ha quase dois mil anos. Na sua edificacao, deparamo-
nos com um encadeamento no qual um autor dda um passo além de um antecessor.
Fato expressado no aforismo do filésofo alemao Schopenhauer: “Todo inteiro natural
pressupoe os precedentes como causa de sua existéncia’. Se este texto é possivel, foi
porque os trabalhos de Brezis, Ponce, Marcus o precederam, e estes foram antecedidos

pelos de Véron, Vazquez e outros; e assim segue um longo rol genealdgico.

Nosso ponto de partida é o teorema 1 de Brezis e Strauss presente em [20],
onde dados um domfnio limitado Q@ C RY, f € L(Q2) e uma fungao g : R — R continua,

nao decrescente tal que g(0) = 0, os autores provaram que

—Au+g(u)=f emQ
u =0 sobre 0f



tem solugao u € L' () com g(u) € L*(Q).

Munidos deste fato e adicionando a hipdtese de convexidade na nao
linearidade, Brezis, Marcus e Ponce em [15] mostraram que dada uma sequéncia

regularizante (p,), as solugoes de

—Au, + g(uy) = ppxp em €
U, =0 sobre 0f2

(1.2)

convergem em L'(§2) para a solugao de

—Au+g(u) =p* emQ

, (1.3)
u=0 sobre 0f)

onde p* é a maior medida menor do que ou igual a y para a qual o problema acima
tem solugao. Nossa principal contribuicao neste trabalho é trocar a convexidade por
g(t) = e' — 1, restringir-se a dominios no plano e assegurar o mesmo resultado para
qualquer sequéncia (u,) de medidas de Radon positivas, no lugar de (p, * i), tal que
fhn — pem M() e (1.2) tem solucdo para todo n € N. A maioria das propriedades
estabelecidas ¢ exclusiva dessa equacao e da bidimensionalidade. Por exemplo, se
consideramos a mesma equagdo com ¢(t) = e’ — 1 em dimensdo superior a dois,
elaboramos um exemplo de uma sequéncia de medidas de Radon positivas tais que
as solugoes associadas convergem para uma fungao que resolve (1.3) com uma medida

distinta de p*.

O mesmo método de aproximacao é empregado num sistema acoplado com
medidas como dados. Ele é chamado por extensao de Sistema de Chern-Simons,
—Au+e’(e"—1)=pu
em ()
—Av+et(e’—1)=v : (1.4)

u=v=0 sobre 02

Este sistema provém do modelo de Chern-Simons Abeliano relativistico
envolvendo duas particulas Higgs e dois campos calibrados. Nesse modelo, as medidas
1 e v sdo somas negativas de medidas de Dirac com massa 4w, — > 47d,,, Q = RV e
as solugoes se anulam no infinito. A equivaléncia entre as equagoes de Chern-Simons e

o sistema (1.4) é demonstrada em [29].



Cap. 1: Introducao

No caminho percorrido facilmente abrem-se novos horizontes. Por exemplo,

usar a técnica de aproximagao do dado inicial em
—Au+g(u) =0 em

| (15)
u =1 sobre 0f2

onde v € M(09). Possibilidade auferida pela paridade entre as assergoes para (1.1)
com f = p e para (1.5) estabelecida por Brezis e Ponce em [18]. Mas um dos grandes
impedimentos em transportar as proposicoes reside na falta de caracterizagao das
medidas que (1.5) tem solu¢do. Ainda mais, desconhece-se um resultado equivalente
ao de Brezis, Marcus e Ponce quando convolui-se a medida. Logo revela-se um longo

trajeto para o estudo de (1.5).

Outro ermo percurso a debravar é o Problema de Neumann, ou mais
geralmente o problema mixto, com dados iniciais sendo medidas de Radon,

—Au+g(u)=p emQ

onde 7 é a normal exterior. Por [19] se ¢ = 0, sabemos que (1.5) tem solugao se, e
somente se,

() + v(Q) = 0.

Portanto, uma condigao a priori a fim de que u seja solugao de (1.5) é que

Q) — /Q g(u)dz = v(99). (1.7)

Um importante passo na andlise de (1.1) com f = p é truncar a nao linearidade g
tornando-a limitada e obter uma sequéncia de solugoes que converge para a solugao
de (1.3). A medida em (1.3) é especialmente denominada de medida reduzida. Dessa
forma, (1.7) é um nitido obstaculo para obter tal medida do dado inicial; eclipsa a
descricao das medidas que (1.6) tem solugdo, pois (1.6) nao é solivel mesmo para
muitos pares de fungoes L'(€2); e, a menos que g seja convexa, podemos comegar com
p e v admissiveis, isto é, tais que (1.6) tem solugdo com p e v, mas suas convolugoes

nao necessariamente sejam.

Um planeamento dos problemas (1.5) e (1.6) dentro da nossa ética nao é
realizado aqui. Intencionamos apenas levantar as dificuldades que surgem na aplicagao

das nossas técnicas nestes casos.



A partir daqui, expomos sucintamente os principais topicos de cada capitulo.
No capitulo inicial, apresentamos as ferramentas imprescindiveis ao baseamento da
teoria. Comecamos com as generalizagoes de resultados de [15], onde se estudou o

mesmo problema abaixo com g dependendo apenas de u, para solugoes do problema

—Au+ g(x,u) =p em
u=0 sobredQ

A incorparacdao da variavel independente na nao linearidade é importante na
abordagem do Sistema de Chern-Simons. Além disso, dois teoremas fundamentais sao
estabelecidos. O primeiro sendo o famoso Teorema de Brezis e Merle, que se § € (0,4m)

temos a estimativa a priori

2

(47—6) u 47T
/ ellf”Ll(Q) dx S T(dlam Q)2
Q

para as solugoes de

—Au=f em¢)
w=0 sobredQ’
com f € LY(Q). E o segundo, nao menos famoso, o Teorema de Vazquez, do qual segue

que
—Au+e"—1=p em¢
u=0 sobre 02
tem solugao se, e somente se, u({x}) < 47 para todo z € Q. Ainda no final do capitulo,
provamos que para 1 < p < N/(N — 1) o subespaco das funcoes de W, () tais que o
laplaciano ¢ uma medida de Radon finita em €2 munido da norma obtida pela variagao

total do laplaciano esta incluido compactamente em VVO1 P(€)) com sua norma usual.

As ideias da demonstracao de Ponce para o Teorema de Vazquez sao
transportadas ao capitulo seguinte e ligeiramente alteradas para obter condicoes

necessarias e suficientes para p a fim de que

—Au+|z| %" —=1)=p emQ
w=0 sobredQ

onde 0 < a < 2, tenha solucao. Também, abordamos incipientemente o caso a > 2.

4



Cap. 1: Introducao

A partir do capitulo 4, concentra-se a originalidade da teste. Neste, os
teoremas de Brezis e Merle e de Vézquez e as técnicas do artigo [15], além de outras
introduzidas aqui, se unem harmoniosamente para produzir resultados explicitados

acima de convergéncia para a equagao semilinear eliptica

—Au+e"—1=p em¢

, (1.8)
u =0 sobre 0f2

quando ©Q C R2. No capitulo seguinte, vemos que a mundanca da bidimensionalidade
para dimensoes maiores acarreta uma grande mudanca de panorama. Destaca-se que
para N > 3, construimos exemplos de sequencias de medidas de Radon positivas tais que
o limite das solugoes de (1.8) com p trocado pelos elementos desta sequéncia, satisfaz
ainda (1.8) com uma medida que ndo tem uma relagdo direta com o limite-fraco da

sequencia de medidas, mas sim, uma dependéncia mais estreita da sequéncia.

No ultimo capitulo, dedicamo-nos ao Sistema de Chern-Simons. O
acoplamento do sistema leva-nos a uma técnica diferente da usada para a equacao.
Duas provas sao abordadas, na primeira sao exploradas propriedades geométricas das
solugoes. Na outra, os resultados para equagoes aliam-se com outros especificos para o

sistema.

Pautados por dois dogmas de George Orwell: eliminar todas as palavras
desnecessarias ao texto e nao o obscurecer através de uma linguagem rebuscada,
concebemos a tese. Embora direcionadas a politica, tais ensinamentos podem ser
facilmente empregados na matematica, onde a simbologia e a falta de coesao tisnam
a compreensao do leitor. Objetivamos uma leitura asséptica, fluida, autocompleta e
agradavel. Assim, anseiamos por que lhe permita um profundo mergulho nos meandros
das demonstracoes e a visualizacao de suas visceras. Para a clareza do texto, em alguns
resultados conhecidos previamente preferimos evitar demonstracoes longas, sempre
citando a referéncia da qual foi extraida e sua numeracao original. Em outros, em
que as exibimos, apenas remetemos a fonte da qual as obtemos. Creditamos pelos
principais resultados na introducao do capitulo em que os contém e, pelos auxiliares,

antes de suas inser¢oes no corpo do texto.

Os problemas propostos foram satisfatoriamente solucionados. Para a

equacao, elaboramos uma teoria completa dentro da abordagem descrita. O sistema



respondemos parcialmente, ainda faltando atacar a limitacao dos valores dos dados
iniciais em conjuntos unitarios. A tese também pode resultar em distintas ramificagoes
e na utilizacao de suas técnicas em outras situagoes. Destaco que o entrelacamento
de equagoes diferenciais e medidas pertence a pesquisa contemporanea e atrai grande
atencao da comunidade matematica internacional. Enfim, estamos crentes que a tese

se enquadra dentro do programado e esperancosos que frutificara.

Notacoes e Convencoes

Algumas notagoes sao usadas indescritivelmente ao longo do texto. A letra
grega ) representa um dominio limitado, isto é um aberto limitado e conexo, em RY,
N > 2, com a fronteira suave. Dados um dominio Q2 e § > 0, {25 é o conjunto os pontos

de Q que dista mais do que 9 de sua fronteira, precisamente,
Qs = {z € Q; dist(x,00) > d}.

As palavras medidas e medidas com sinal tém uma nomeacao distinta da usual,
renomeadas como medidas positivas e simplesmente medidas, respectivamente. A
medida de um conjunto mensurdvel a Lebesgue F', é dada por |F|. Denotamos por
po :  — R a funcao de distancia a fronteira, py(z) = dist (x,02). O espaco de Banach
LY($Y; podzx) é formado pelas funcoes podz-mensurdveis tais que [, |f|podz < oo e é

munido da norma
I F Il 21 00 da) :/ | flpodz.
Q

Duas classes de funcoes que se anulam na fronteira tém especificas nomenclaturas:

Co(Q) = {u €C(); u=0so0bre 30} e C3(Q)={ucC*(Q); u=0sobre IN}.



CAPITULO 2

Preliminares

Devotamos nossas primeiras linhas ao estudo da equacao semilinear

—Au+ g(x,u) =p em

, (2.1)
u = h sobre 0f2

sendo g : @ x R — R uma funcao de Carathéodory, h € L'(09Q) e u uma medida
de Radon. Entendemos como solugao de (2.1) uma funcio u € L'(Q) tal que
g(-,u) € LY(Q, podx) e

%3
_ A&d do = dp — h—d
/QUSH/QQ(I,U)SSC /qu L

para toda £ € C2(Q), onde n é a normal exterior e o a medida de superficie. Ademais,

u é uma subsolugao de (2.1) se u é como acima e

9¢
—/QuAfd:v—l—/Qg(x,u)ﬁdatg/ﬂfd,u— o, ha—nda (2.2)

para toda & € C3(Q) tal que £ > 0. Analogamente, apés inverter a desigualdade em

(2.2) definimos supersolugao.



Neste texto, uma medida de Radon é um funcional linear continuo em Cy(2),

ou equivalentemente, conforme a proposigao 4.C.1 de [15], um funcional linear continuo

em C(f)) com a seguinte propriedade: dado € > 0 existe 0 > 0 tal que se £ € Cy(f2),
€] < 1em Qesupté C Q\ Q5 entdo

(1, E) < e

Através do Teorema de Representacao de Riesz, também a concebemos como uma
medida de Radon em Q no sentido usual satisfazendo |u|(092) = 0. Denotamos o

conjunto de medidas de Radon em  por M(€2).

O problema de Poisson, isto é, (2.1) com g, h = 0 mesmo com medida como
dado, sempre tem solucao. Chamamos usualmente este resultado como regularidade

eliptica. Ele é o corpo do teorema 8.1 de [36].

Teorema 2.1. Seja p € M(2). O problema de Dirichlet

(2.3)

—Au=pu em¢f)
u=0 sobredf

tem uma unica solugao. Além disso, u € Wol’p(Q) para todo 1 < p < % e satisfaz

lull 1o* @) < ClIVullrr) < Cllullm),

1L 1
onde = -

1
p

Via regularidade eliptica, estabelecemos estimativas interiores em W1P(£2)

para todo 1 < p < % para funcoes cujos laplacianos sao medidas de Radon.

Proposigao 2.2. Seja u € LY(Q) tal que Au € M(Q), entdo para cada w € Q e
1 <p< N/(N —1) temos que u € W'P(w) e existe uma constante C' = C(p, N) > 0

tal que

lullwirew) < Clullze) + [[Aullpe)-

Para (2.1), o principal resultado de existéncia de solugao utilizado é o método

de sub e supersolugoes para (2.1) de Montenegro e Ponce extraido de [33], teorema 1.1.

8



Cap. 2: Preliminares

Teorema 2.3. Sejam ui,us € LY(Q) sub e supersolucoes de (2.1), respectivamente,

tais que uy < ug qtp em €2 e
g(-,v)po € L*(Q)  para todo v € L'(Q) tal que uy < v < uy qtp em Q.
Entao (2.1) tem uma solugdo u satisfazendo

U <u<uy qtp em Q.

Também nao nos detemos na demonstracao do préximo lema, para tal,
enderecamos ao lema 1.5 de [32], onde foi provado o caso em que g = 0, mas cujas

técnicas permitem prova-lo na forma enunciada.

Lema 2.4. Sejam u € L*(Q), f € L'(; podzx), p € M(Q) e h € L' (9Q) tais que

—/QuAfdx—i—/Qfﬁdx:/ﬂﬁdu— mhg—ida

para toda & € C2(Q). Entdo se &€ € C2(Q) € tal que &€ > 0 em € temos que

—/u*Aﬁdaz—i— ffdxg/fd/ﬁ—/ h+%da,
Q [u>0] Q o0 On

bem como

_ A _ —_> .
/ |u|Adx + / fsign (u)édx < / &d|pl /a |h| ==do

Do lema acima deduzimos duas importantes proposi¢oes que sao invocadas

constantemente ao longo do texto.

Proposicao 2.5. Sejam g1,92 : 2 x R = R funcoes de Caratheodory satisfazendo

i) g(z,-) € ndo decrescente para quase todo x € §);
ii) g(x,0) = 0 para quase todo x € ).
Suponha que u; seja solugao de (2.1) associada a g; e (p;, h;) parai=1,2. Se

g1 > G2, < pa e hy<h

entdo uy < us qtp em €.



Da proposi¢ao acima segue a unicidade de solugoes para (2.1) quando g

satisfaz as condigoes i) e ii) da proposi¢ao acima.

Proposicao 2.6. Sejam g : 2 x R — R uma funcao de Caratheodory que satisfaz os

itens i) e i1) da proposi¢ao 2.5 e u uma solu¢ao de (2.1) com h =0, entdo
[ lotewlde < il e 18] < 20l s (24)

Na maior parte, estamos particulamente interessados no problema (2.1) com

condicao de Dirichlet, isto é, com h = 0,

—Au+g(x,u) =p em

. (2.5)
u =0 sobre 0f2

Os resultados obtidos a seguir sdo similares aos de Brezis, Ponce e Marcus em [15],
onde os autores estudaram (2.5) com g dependendo apenas de u, mais precisamente, os

autores lidaram com uma fungdo g : R — R continua nao decrescente tal que g(0) = 0.

O problema (2.5), em geral, nao tem solugao. Por exemplo, se g(t) = |¢|P~'¢,
Q= B; e u = ady com a > 0, Brezis observou em [10] que (2.5) nao tem solugao. Dessa
forma, percebemos o comportamento dicotomico do problema cléssico
—Au+|uPtu=p emQ

, (2.6)
u =0 sobre 0f2

pois se p < N/(N — 2) com imersdes compactas vemos que para toda p € M(), (2.6)
tem solugao; e se p > N/(N — 2) nem sempre tem solucdo. Em [18], Barras e Pierre

caracterizaram de duas formas distintas as medidas que (2.6) possui solugao,
p=f+Av, com fe€ L' (Q)eve LP(Q)

ou
|11|(A) = 0 para todo boleriano A C € tal que cap, ,(A) =0,

z . . /
onde cap, ,, é a capacidade associada a W (£2).

A nocao de capacidade acima e definida abaixo, estd relacionada com a

condicao de existéncia, como acabamos de ver.

10



Cap. 2: Preliminares

Defini¢ao 2.7. Dados k € N e p > 1, a capacidade associada a W*P(Q) de um
compacto K, denotada por Capk,yp(K), ¢ definida por

capy,,(K) = inf{ngH%,k,p(Q); © € CX(Q), ¢ =1 numa vizinhanga aberta de K}.
Também definimos a capacidade associada a W*P(Q) de um aberto U C Q,
capy,,(U) = sup {cap, ,(K); K C U, K ¢ compacto},
e de borelianos E quaisquer contido em (2,
capy,, () = inf {cap,, ,(U); £ C U, U ¢ aberto e U C §2}.
Quando £ = 1 e p = 2, suprimos os indices nas notagoes acima e dizemos
apenas capacidade (Newtoniana) ou capacidade H' em relacao a Q. Além disso,

preferimos uma expressdo equivalente e mais simples para a capacidade H' de um

compacto I,
cap(K) = inf {/ IVp|dr; p € C°(Q) e p = 1 numa vizinhanga aberta de K}.
Q
Discernimos as medidas para as quais (2.5) admite uma solu¢ao. A defini¢ao
de boa-medida foi introduzida em [15].

Definicao 2.8. Dizemos que pn é uma boa-medida se (2.5) admite solu¢ao. Denotamos
por G(g) o espago das boas-medidas de (2.5). Quando nao houver perigo de confusdo

sintetizamos a notagao e escrevemos apenas G.

Apesar do problema (2.5), em geral, nao possuir uma solugao, Lin, Ponce e
Yang mostraram em [29], teorema 9.1, que sempre existe uma, com g em (2.5) trocada

por uma medida comparavelmente menor.

Teorema 2.9. Suponhamos que g : QxR — R, além de ser de Carathéodory, satisfaca:

1. g(z,-) € nao descrescente para quase todo x € §);
2. g(z,t) =0 para quase todo x € §, para todo t < 0;
3. g(-,t) € quase continua para todo t € R.

11



Entao dada p € M(Q) existe uma boa-medida p* para o problema (2.5) tal que p* < p e
¢ a maior medida menor do que ou igual a p tal que o problema (2.5) tem uma solugao,

em outras palavras, se v < pu € uma boa-medida para (2.5) entdo v < p*.

A solugao de (2.5) associada a medida p*, ou seja, a solucao de

*

—Au+g(x,u) =p* em

u=0 sobre 02
é obtida via aproximagao por u, em L*(f2), onde u,, satisfaz

_Aun + gn(fE, un) = cm Q

(2.7)
u, =0 sobre 02

com g, (z,t) = min{g(z,t),n}.

Doravante, supomos que g é uma funcao de Carathéodory que satisfaz as trés
condicoes do teorema acima. Também, chamamos usualmente p* de medida reduzida

de p. A seguir, introduzimos o conceito de quase continuo, usado acima.

Definicao 2.10. Uma fun¢ao mensuravel G : 2 — R € quase continua se dado € > 0,

existe um aberto w C Q tal que cap(w) < € e G|g,, € continua.

Seu € LY(Q) e Au € M(Q) entao por [2] sabemos que existe @ : @ — R

quase continua e u = @ qtp em 2. Neste caso, implicitamente identificamos © com .

Ao usar o terema 2.9 ao invés de um resultado simétrico presente em [15],
alguns resultados de [15] sao facilmente generalizados para o problema (2.5). Entre

eles, destacam-se os dois proximos corolarios.
Corolario 2.11. Sejam p € M(Q) e p* a medida reduzida de p. Entao,
0<p—p <p" =sup{y0}. (2.8)

Em particular,

] < .

12
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Como g, < gny1 qtp em Q x R, pela proposi¢ao 2.5 vemos que (u,) é uma

sequéncia nao crescente. Logo dado ¢ > 0 em C3 (Q), aplicando Lema de Fatou em

—/QunAﬁdx—l—/an(SC,un)fdx:/Qfd%

/Q cdyt = /Q uAéds + /Q 9(w, u)édz < /Q cdn

ou seja, p* < p. Contudo, menos trivial é a conclusao de que medida reduzida é positiva

obtemos que

quando a medida original o for.

Corolario 2.12. Sejam p € M(Q) e p* a medida reduzida de p. Se p > 0 entdo
w* > 0.

Dois outros resultados reformulados para o caso de uma nao linearidade
dependendo também de z, sao obtidos através das mesmas técnicas contidas em [15].

Estes, também sao usados em intimeros ensejos.

Teorema 2.13. Sejam py e ps € M(RQ) tais que py < ps. Se pg for uma boa-medida

entao py também o é.

Teorema 2.14. O Subespago G ¢é fechado em M(X).

Neste ponto, vale a pena fazer uma observacao relevante. Nos resultados
acima, desde o teorema 2.9, utilizamos que para todo t € R, ¢g(-,t) = 0 para quase
todo x € ). Contudo, é necessario eliminar esta condicao e definir medida reduzida

associadas a fungoes de Carathéodory ¢ : {2 x R — R que satisfazem apenas:

1. g(z,-) é ndo descrescente para quase todo = € ;
2. g(x,0) = 0 para quase todo = € ;

3. g(+,t) é quase continua para todo t € R.

Se p € M(Q) é positiva, as solugdes de (2.7) sdo nao negativas, entdo naturalmente

tomamos a medida reduzida de p associada a g sendo a associada a g*. Agora se

13



p € M(Q) é tal que p < 0, notamos que se w, = —u,, onde u, é solu¢ao de (2.7),
entao
—Aw, + g, (z,—w,) = —p~  em

w, =0 sobre 9Q

Pelo teorema 2.9 sabemos que w,, converge em L'(Q) para a solucao de

Aw+ gy (@, —w) = (—p)* em ©
w =10 sobre 0f2 ’

onde (—p)* é amedida reduzida de —p associada a g~ (-, —t). Assim, definimos a medida
reduzida de g como Aw — g~ (x, —w). Enfim, se p € M(Q) é uma medida com sinal,

consideramos a solucao de

—Auy, + go(z,up) = p, em

. (2.9)
U, =0 sobre OS2

Através das mesmas ideias da demonstracao do teorema 4.5 de [15], obtemos que

Teorema 2.15. Seja u,, a solugio de (2.9). Entdo u, — u em L*(), onde u € tinica
solucao de
—Au+g(z,u) = (@) +(-p7)" emQ
u=20 sobre 9Q

Além disso,

g (- ) —\ g (u) +pt = (u) om M(Q).
Gy (un) = g7 (u) +p7 + (—p )

Assim, deparamo-nos com o conceito de [15] para medida reduzida com g

mudando de sinal.

Defini¢ao 2.16. Seja p € M(R2). A medida reduzida de p associada a g € dada por

Se g~ ¢ limitada,
g;('v un) — g_('7 U) em Ll(Q, pod!)ﬁ).

14
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Logo, dada u € M(), temos que

*

pt=(ut)

N _
R—— M .
Nesse caso, preservamos a propriedade de que a medida reduzida é a maior boa-medida

menor do que ou igual a u e as subsequentes ao teorema 2.9.

Nas secoes subsequentes, apresentamos os famosos: Teorema de Brezis e
Merle contido em [14], e o Teorema de Vazquez, presente em [37], que sdo chaves na
obtengao de existéncia e unicidade de solugoes quando lidamos com nao linearidade

exponencial.

No Teorema de Brezis e Merle, através da Desigualdade de Jensen, os autores
obtiveram estimativas para exponenciais de func¢oes com traco nulo cujo laplaciano é

uma funcgao integravel, isto é, para exponenciais de solugoes de
—Au=pu em§

, (2.10)
u =0 sobre 0f2

sendo p € L'(Q). Devido & imersao continua e isométrica de L'(Q) em M(Q),
estendemos o resultado para u € M(Q). Fato que é facilmente obtido quando
aproximamos u em L'(Q) pelas solugoes de (2.10) com a medida p, * g no lugar de

i, onde (p,) é uma sequéncia regularizante.

Teorema 2.17 (Teorema de Brezis e Merle). Sejam Q C R?, u € M(Q) e u a solugdo
de (2.10). Entdo para todo § € (0,4m) temos que

T—0 2
/ €m|u|dx < 4%(diamﬂ)z.
Q

Anos mais tarde, Bartolucci, Leoni, Orsina e Ponce, teorema 2 de [4],
generalizaram a versao do teorema acima para dimensoes superiores. Nela, no lugar de
funcdes integraveis como dado admite-se funcoes do Espaco de Morrey M™Y/2(Q), onde N
¢ a dimensao do espaco. Redefinindo os espagos de Morrey como abaixo, pelo mesmo
método aproximativo da segunda parte do Teorema de Brezis e Merle, ampliamos a

conclusao para este subespacgo das medidas de Radon.

Definigao 2.18. Sejam p € M(QQ) e p > 1 um nimero real. Dizemos que p pertence
ao espago de Morrey MP(Q) se

|| (B (z) N Q)
[eellare @) = ;u(% N(_1/p)
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Teorema 2.19. Sejam Q C RN, N >3, u € M¥2(Q) e u a solugio de

—Au=pu em¢)
u=20 sobreé?Q.

Entao para todo 0 < a« < 2Nwy temos que

2
/ @V Iy rzgo)til gy « NN o\
Q a
Enquanto que no Teorema de Vazquez, em dimensao 2, caracterizamos de
forma elegante as medidas de de Radon tais que o problema de Dirichlet

—Au+e"—1=p em¢
u =0 sobre 0f2

(2.11)

admite solucao. Precisamente,

Teorema 2.20 (Teorema de Vazquez). Dado 2 C R?. O Problema de Dirichlet (2.11)

tem uma solugdo se, e somente, se p({x}) < 4w para todo x € Q.

No “se” do teorema, devido a simplicidade e a dependéncia de apenas do
que é realizado aqui, preterimos a demonstragao dada por Vazquez em [37] pela, com
ligeiras modificagoes, de Ponce contida em [34]. No “somente” do teorema, utilizamos
a demonstragao original de Vazquez. Nesta parte, se p({zo}) > 4 para algum xy €
e (2.11) tem uma solugao, entao, denotando a = u({xo}), pelo teorema 2.13 temos que
(2.11), com ad,, no lugar de p, tem uma solugao v. Mas, com o resultados desenvolvidos

a seguir, provarmos que

1
v(x) ~ 2o

27 g|:1c—x0|7

(2.12)

como média angular.

Definigao 2.21. Dado Q C R%. A média “angular” de uma funcio w € L*(2) numa

circunferéncia centrada em x contida em 2 € dada por

1

w(x,r) = ][ wdo = — wdo.
OB, (z) 27r JoB, ()
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Como a segunda parte da expressao em (2.12) nao é integravel em nenhuma vizinhanga

de xg obtemos uma contradicgao.

Também provamos a imersdo compacta de Wy ”(€2) com a norma dada pela
variacdo total do laplaciano em W, ?(Q) com a norma usual, para 1 < p < N/(N — 1).
O resultado provém do artigo de Boccardo e Gallouét, [7]. Nele, os autores trataram
com um operador na forma divergente A mais geral no lugar do laplaciano com dados
em L'(€). Nosso objetivo, é adaptar, ampliar a fungdes que o laplaciano é uma medida

e nao apenas integraveis e esmiugar a demonstragao.

Teorema 2.22. Seja (u,) C Wy'(Q) tal que u, — u em L'(Q), Au, € M(Q)
para cada n € N e (Auy,) € limitada em M(Q). Entio u, — u em Wy'(Q), para
1<p< N/(N-1).

Ainda no final deste capitulo, decompomos uma medida de Radon como
soma de duas medidas mutuamente singulares. O resultado é bem conhecido e foi

obtido do artigo [15].

Em suma, esse capitulo é dedicado a formulacao e as demonstracoes dos
alicerces para a construcao da teoria. Em alguns deles, preterimos as demonstracoes

originais por outras mais modernas.

2.1 Equacao Semilinear com Medida

Primordial nas equacoes elipticas para assegurar desigualdades, o Principio

do Méximo é estabelecido na versao dada pela proposi¢ao 4.B.1 em [15].

Teorema 2.23. Seja u € W' (Q) satisfazendo

—/uAnpg()
Q

para toda ¢ € C(Q) tal que ¢ > 0 em Q). Entdo

—/U,AQOSO
Q

para toda ¢ € C3(Q). Em particular,

u<0 gtp emS.
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Sec. 2.1: Equacao Semilinear com Medida

Demonstracao da proposicao 2.2. Seja v a solugao de

Av=Au em )
v=020 sobre GQ‘

Pelo teorema 2.1 temos que
[vllwir) < CpllAuflme (2.13)
para todo 1 < p < N/(N — 1). Por outro lado, sendo u — v uma fungao harménica,
lu = vller@) < Cullu = vl < Colllullrg) + lvllLie)- (2.14)

Portanto, das tltimas das desigualdades (2.13) e (2.14) obtemos o resultado. [

Demonstracao da proposi¢ao 2.5. Aplicando o lema 2.4 a u; — ug, obtemos

N /Q(ul B u2)+A£ < Afd(ﬂl — ,U2)+ - /BQ(hl — h2)+§—§dl

—Aﬁ (o) ~ gl )6 <0

para toda £ € C°(Q) tal que £ > 0. Pelo teorema 2.23 temos que (u; — uz)t < 0 qtp

em {2, ou seja, u; < up qtp em 2. |

Proposicao 2.24. Sejam g : 2 x R — R uma fun¢do de Carathéodory que satisfaz as

condigoes 1) e ii) da proposi¢ao 2.5 e u uma solugdo de (2.1), entao

_ _ 9%
[ riagie+ [ ot ein < [ e~ [ wiGa )

para todo & € C2(Q) tal que & > 0 em Q. Seja u; uma solugdo de (2.1) associada a
(i, hi) para it =1,2. Entao

lur — gl 1) + 90 wa) = g5 u2) | Lr(@upoar) < C ([l — p2llam) + [0 = hallLion)) -

Demonstragao. Para a primeira parte basta aplicar o lema 2.4 com g(+,u) no lugar de
f. Pelo lema 2.4, se £ € C3(Q) é solugao de

—Af=1 em(
& =0 sobre 02

18



Cap. 2: Preliminares

temos que
%3
|u1—u2|dx+ |g x,uy) —g(x, us)|édr < §d|p1—u2|— |h1—h2|a do, (2.16)
o que nos fornece que

¢, / g, u1) — g, uz)|pode < C / dlpis — | — / s — s
Q Q o0

Reunindo as equagoes (2.16) e (2.17) obtemos o resultado. [

25 do. (2.17)

Demonstracao da proposicao 2.6. Dada uma sequéncia de funcoes superharmonicas
(£,) C C2(92), temos por (2.15) que

[ latewluds < [ €.

(Q) e0<¢, <1 paratodon € N, fazendo n

tender ao infinito na desigualdade acima, obtemos que

/Q 9z, w)ldx < il mcey

para todo n € N. Logo se &, — 1 em L%

loc

A desigualdade restante segue diretamente da equacao. [ ]

A prova abaixo de néo existéncia de solugao para um problema do tipo (2.5)

foi obtido de [34].
Proposicao 2.25. Sejam N >3, p> N/(N —2) e a # 0. Entao

—Au+ [ufP'u = ady  em By

(2.18)
uw=0 sobre 0B,

nao tem solucao.

Demonstra¢ao. Suponhamos que existam p > N/(N — 2) e a > 0 tais que (2.18)
tenha uma solu¢do u. Sejam ¢ € C°(By) tal que ¢(0) = 1 e ¢,(z) = p(nz). Pela
Desigualdade de Holder,

1/p 1/p
/ |[ulA, |dx = nQ/ luAp(nz)|de < n? (/ updx) (/ |Agp(nm)|p/dx>
Q Bl/n Bl/n Bl/n
1/p 1/p'
= p2 NP / uPdx (/ |Ag0(x)|p/dx> :
By B
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Como 2—N/p'=2— N+ N/p <0,

lim [ uAp,dx =0. (2.19)

n—oo Q

Por outro lado, usando o Teorema da Convergéncia Dominada temos que

lim [ |u|Pp,dz=0. (2.20)
Q

n—oo

Portanto, por (2.18) - (2.20),

a= / pnd(ady) = —/UASOndSJH-/ |u|P up,dr — 0,
O Q 0

quando n tende ao infinito, o que é uma contradicao. (]

Seja u, a solugao de (2.7). Como (gn(-,u,)) é limitada pela proposigao 2.6,
existe uma subsequéncia que converge na topologia fraca-estrela em M(Q). Contudo,
facilmente obtemos que toda a sequéncia converge e ainda determinamos o seu limite

fraco-estrela.

Proposigao 2.26. Se u,, € solugdo de (2.7) entao
gn(yun) = g(u) +p— p* em M(S).
Demonstracao. Seja & € C2°(£2). Como u,, é solugao de (2.7),

—/QunAfdx—l—/an(x,un)gdx:/gédu.

Do Teorema da Convergéncia Dominada segue que

lim [ gn(z,u,)édr = lim unAﬁdx+/§du:/uA§dx+/§d,u
0 Q 0 Q

n—oo 0 n—00

:/Qg(:v,u)fdx—/gfdﬂ*—l-/ngdﬂ

para toda £ € C°(12). [
Corolario 2.27. Seja u € G. Se u, € a solugdo de (2.7) entdo
Gn(un) = g(-u)  em M(Q).
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Notemos que pela hipdtese 2 do teorema 2.9, existe um subconjunto N C §2
tal que |[N| = 0 e g(x,t) = 0 para todo (z,t) € (Q\N) x (—o00,0]. De fato, dada
uma sequéncia (t,) densa em (—o0,0], por 2) temos que para cada n € N existe
N, tal que |N,| = 0 e g(x,t,) = 0 para todo z € Q\N,. Além disso, g é uma
funcao de Carathéodory, logo existe M C Q tal que |M| = 0 e g(z,-) é continua
para todo z € Q\M. Portanto, se N = M |JUpenNn, [N| = 0 e g(z,t) = 0 se
(x,t) € (Q\N) x (—00,0].

Agora, obtemos duas consequéncias notaveis do teorema 2.9, a primeira que

a variacao total da medida reduzida é menor do que a da medida original.

Demonstracao do coroldrio 2.11. Vejamos que toda medida nao positiva é uma boa-

medida. De fato, se v < 0, pelo teorema 2.23, a solucao de

—Au=v emf)
u =0 sobre 02

é nao positiva. Pela observagao acima, u resolve (2.5). Portanto, —p~ é uma boa-

medida menor do que ou igual a u. Do teorema 2.9 segue que —p~ < p*, logo

e assim temos uma desigualdade em (2.8), a outra ¢é trivial. [

Enquanto que a segunda, nos diz que medidas de Radon positivas produzem

medidas reduzidas positivas.

Demonstracgao do coroldrio 2.12. Basta ver que pela equagao (2.8) temos que
—pm <t n

Um passo fundamental no principal teorema da se¢ao sao as convergéncias
abaixo. Para afirmé-las, observamos que o teorema 2.1 e a proposicao 2.24 podem ser

reformulados quando a medida p é apenas tal que

/podlul < 00,
Q
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nos quais trocamos, a menos de novas constantes, a medida p pela v = podu. No
teorema utiliza-se essencialmente mesma demonstragao. Na proposicao, basta usar que

a funcao distancia e a solucao de

—Af =1 em)
& =0 sobre 02

sao equivalentes, isto é, existem constantes C', Cy > 0 tais que para todo = € €2,
Cipo(z) < §(x) < Capo(w).

Lema 2.28. Sejam p uma boa-medida, 1 < p < N/(N —1) e u, e u as solugdes de
(2.7) e (2.5), respectivamente. Entao

Un = u em WyP(Q) e gulx,un) — glx,u) em LY podz).

Demonstracdo. Note que u,, e u satisfazem
— Aty + gn(T,u,) =p e — Au+ go(z,u) = g+ go(r,u) — glx,u) em (C5(Q))*,
respectivamente. Usando a proposigao 2.24,

/ |, — u|dx +/ |gn (2, un) — gn(x,uw)|podr < C’/ \gn(z,u) — g(x,u)|podz. (2.21)
0 Q Q

Como gn(-,u) é um sequéncia nao negativa, nao descrecente e g,(z,u) — g(z,u)
qtp em 2, pelo Teorema da Convergéncia Monétona temos que g, (-, u) — g(-,u) em

LY(Q; podz). O que em conjunto com (2.21) nos fornece que

/Q 9, ) — 9(@, ) poder < /Q (g0 (s 1) — g, 0) oz + /Q (g, 0) — g(z, w)|poda — 0.

quando n tende ao infinito, ou seja, gn(-,u,) — ¢g(-,u) em L'(;podz). Dado
1 <p< N/(N—1), pelo teorema 2.1, u, u,, € Wy*(Q) e

[un = ullwro@) < C (1925 un) = ga(s W)l (@poar) + 190 (1) = (- w) || L20sp0d)) -
Como j4 temos que g,(-,u) — g(-,u) e gu(-,un) — gu(-,u) — 0 em LY(; podx), segue

que u, — u em W, 7(Q). [

Os dois proximos resultados sao o cerne desta secao e sao usados repetidas

vezes.
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Demonstracao do teorema 2.153. Sejam uy,, € us, solugdes de (2.7) com gy e pg no
lugar de p, respectivamente. Pela proposicao 2.5 temos que u1, < ug, qtp em {2, logo
0 < gn(su10) < gnl(-, us,) qtp em 2. Mas pelo teorema precedente g, (-, u2,,) — (-, ug)
em L'(Q; podr). Usando o Teorema da Convergéncia Dominada, g, (-, u1,) — g(-, u1)
em L'(Q; podz), uma vez que uy, — u; em L'(Q), onde u; resolve (2.5) com p} no

lugar de p. Por fim, dada ¢ € C3(Q), da definigao de u, ,, segue que

—/Ul,nAfdx‘f‘/gn(%ul,n)fdw:/fdﬂl-
Q Q Q

Portanto, fazendo n tender ao infinito,

_ /Q wAbdr 1 /Q g(,ur)edz = /Q Edpn,

ou seja, u; é solugao de (2.5) com py no lugar de p. n
Demonstracao do teorema 2.14. Sejam p € M(Q2) e uma sequéncia (u,) C G tal que
fn — 1 em M(Q) e u, a solugao de

—Aup + g(x,uy) =, em Q
u=0 sobre Jf). .

Pela proposigao 2.24 temos que (u,) é de Cauchy em L'(Q). Logo existe uma
subsequéncia (u,,) tal que w, — u em L'(Q). Ainda pela mesma proposi¢ao,
a sequéncia (g(z,u,,)) também é de Cauchy em L(€;podr), consequentemente,

g(z,up,,) = g(z,u) em L*(; podz). Portanto, fazendo k tender ao infinito em

—/QunkAgd:c—Ir/Qg(:U,unk)ﬁdiU:/Qfdﬂm

com & € CE(Q), vemos que u é solugao de (2.5). N

Dada um medida g com sinal num espago mensuréavel (X, M), definimos

sup {, 0}(E) = p™(E) = sup {u(F) + 0(X\F); F e M, F C E}
inf {p, 0}(E) = —p (E) = inf {u(F) + 0(X\F); Fe M, F C E}

para todo E € M. Guiados pelas expressoes acima, estabelecemos
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Defini¢ao 2.29. Dadas medidas com sinal 1 e v num espago mensurdvel (X, M),

definimos
sup {, v}(E) = sup {u(F) + v(X\F); F e M, F C E}
inf {y1, v}(E) = inf {u(F) + v(X\F); Fe M, F C B}
Indutivamente, se fiq,. .., i, sao medidas com sinal em (X, M),

sup {f1, fia; - -+, o} = sup {sup {1, . .., 1}, pn }

inf {pg, po, .., i} = inf {inf {pq, .0 1}y pin}

A proposi¢ao a seguir, cuja demonstracao é direta, expressa sup {u, v} e
inf {i, v} como somas de medidas com sinal, o que acarreta que sdo medidas com sinal

e de Radon.

Proposicao 2.30. Sejam p e v medidas com sinal num espago mensurdavel (X, M).

Entao
sup {11, v} = (5 — v)* +v
inf {10} = v — (u—v)"

Corolario 2.31. Sejam i e po boas-medidas para o problema (2.5). FEntdao p =

sup {p1, o} também o é.
Demonstracao. Como pi; e po sao boas-medidas e p; < p para i = 1,2, pelo teorema 2.9
temos que pu; < p* < p. Portanto,

= sup {p, po} < pi*

e, consequentemente, p = pu*. [ |

Uma consequéncia do ultimo corolério é a convexidade do conjunto das boas-

medidas.

Proposicao 2.32. O Subespaco G é convexo.
Demonstracao. Basta ver que (1 —t)u + tv < sup {u, v}. n

No préximo resultado transladamos para o espaco de Medidas de Radon
(com o convexo fechado sendo o espago das boas-medidas), uma propriedade bem
conhecida dos espacos com produto interno: a projecao tinica sobre conjuntos convexos

fechados.
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Corolario 2.33. Se u € M(Q) entdio

| — || am) = ;Ielg [ — v mee)- (2.22)

Além disso, p* € a unica boa-medida que atinge o infimo.

Demonstracao. Dada v € G, pela proposigao 2.30 temos que

w—vl=p—v)"+(p-v)" 2 @p—-v)" =p—inf{uv} (2.23)

Pelo teorema 2.13, inf {y, v} é uma boa-medida. Mas inf {p, v} < p, logo inf {u, v} <
w*. Portanto,

e = vl = lp=v[(Q) = (p —inf {1, v})(Q) = (= ") (Q) = |l = 1"l M (2.24)

e assim obtemos (2.22). Agora, seja v € G tal que |[u — v||m@) = || — 1] me)- Pela

equagao (2.24), (p —inf{p,v})(Q) = (n — p*)(Q) e por (2.23), (u —v)~ = 0. Logo
v = inf {y, v}, pois sendo existiria A C 2 boreliano tal que v(A) > inf {p, v} (A) e

e = 1) = (o= inf {p, v})(QNA) + (= inf {p, v})(A) > (1= v)(Q) = [ —v[(Q).

Por outro lado inf {u,v} = p*. De fato, se existisse A C  boreliano tal que
inf {y, v}(A) < pu*(A), terfamos que

I = ey = [ = v[(\A) + | — v|(A) > (p — inf {u, v})(Q\A) + (u — inf {u, v})(A)
> (= ) (NA) + (p— ") (A) = (u = ) Q) = [|p = | me)

o que é uma contradi¢ao. Portanto, concluimos que v = inf {u, v} = p*. ]

Ainda antes do fim desta secdo, vemos que em muitas assercoes basta nos

preocupar apenas com medidas positivas.
Corolério 2.34. Seja p € M(Q). Entao p € uma boa-medida se, e somente se, o

é.

Demonstragao. Se p é uma boa medida entdo pelo coroldrio 2.11 u™ = sup{u,0}
também o é. Reciprocamente, se pu+ é uma boa-medida entdao, como pu < p*, pelo

teorema 2.13, p o é. [ ]
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Dada u € M(Q), através do Teorema de Decomposicao de Medidas,

teorema 2.55 dado no fim do capitulo, escrevemos

=+ pa,

onde p1(A) = 0 para todo boreliano A C 2 tal que cap (A) = 0 e us se anula fora
de um conjunto de capacidade nula. Doravante, chamamos p; e uo de partes difusa e

concentrada de p e as denotamos por pg e p., respectivamente.

Corolario 2.35. Seja p € M(Q2). Se u € uma boa-medida entao . também o é.

Demonstra¢ao. Ao notar que

(" = pe)a= (n")a >0
(W = pie)e = pd — pre > 0,

concluimos que p. < p*. Portanto, pelos corolario 2.34 e teorema 2.13, u. é uma

boa-medida. B

2.1.1 Nao Linearidades que Mudam de Sinal

O nosso objetivo aqui é reproduzir as assercoes sobre medida reduzida para
nao linearidades ¢’s que se anulam quando ¢ < 0 no caso em que g apenas muda de
sinal e g~ é limitada. Enfatizamos que nesta secao, g : 2 x R — R é uma funcao de

Carathéodory que satisfaz

e g(z,-) é ndo descrescente para quase todo = € €2;
e g(x,0) =0 para quase todo = € ;
e ¢g(-,t) é quase continua para todo t € R.
e ¢ ¢ limitada.
Corolario 2.11°. Sejam p € M(QQ) e p* a medida reduzida de p. Entao,
0<p—p" <p" =sup{p0} (2.25)

Em particular,

] < .
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Demonstra¢ao. A demonstragdo segue diretamente de que p* = (pt)* — pu~ e do

corolério 2.11 para (u*)*. [

Corolario 2.12°. Sejam pu € M(Q) e u* a medida reduzida de p. Se p > 0 entdo
w* > 0.

Demonstragao. Se p > 0 entao pelo corolario 2.12 temos que p* = (p)* > 0, uma vez

que (u)* é a medida reduzida de (2.5) com g™ e u™ no lugar de g e p. N

A seguir, trazemos o lema 8.1 de [29], sem alteragoes relevantes em sua

demonstracao, para um contexto mais geral.
Lema 2.36. Sejam pn€ M(Q2) e f € L'(2). Se

—Au+g(z,u) =p em¢
u=f sobredf)

(2.26)

tem solugao entao (2.26) também o tem com g*, u™, f+ no lugar de g, p, f.

Demonstragao. Aplicando o teorema 2.9 com g* e (u*, fT), obtemos que

vt gt = (i) emO
v=f* sobre 0

tem solucao. Agora, notemos que u ¢é supersolugao de

—Aw+ gt (z,w)=p emQ

. (2.27)
w = f sobre 02

Além disso, se ug é a solugao de (2.27) com (—u~, —f7), uy é subsolucao de (2.27) e
pela proposi¢io 2.5, ug < u qtp em Q. Pelo teorema 2.3, (2.27) tem solucao w € L*(Q).
*

Sendo p < pt, pelo teorema 2.9 temos que p < (u)*. Mas pelo coroldrio 2.12’,

(ut)* >0, logo (u™)* > pt, consequentemente, (u*)* = pt. [

Teorema 2.9°. Dada p € M(QQ) existe uma boa-medida p* para o problema (2.5) tal
que * < p e é a maior medida menor do que ou igual a p tal que o problema (2.5) tem

solugdo, em outras palavras, se v < pu € uma boa-medida para (2.5) entdo v < p*.
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Demonstragao. Pelo teorema 2.15 temos que existe p* tal que (2.5) tem solugao com

@* no lugar de . Ainda mais,
Y- <pt - =

Por fim, dada uma boa-medida v para (2.5), pelo lema 2.36 temos que (2.5) com g+, v
também tem solugao. Pelos teorema 2.9 e lema 2.36 temos que v* < (u*)*. Como
VT > uo, segue que

v=v—v < (W) - =k ]

Teorema 2.13. Sejam py e ps € M(Q) tais que py < ps. Se pg for uma boa-medida

entao py também o é.

Demonstragdo. Sejam u, a solugao de (2.9) e u dada pelo teorema 2.15. Como pf < pg,

pelo teorema 2.13 temos que pj = pq, logo pelo teorema 2.15,
G (yun) = g7 (u)  em M(Q).
Por outro lado, sendo ¢~ limitada,
9o () = g7 (u)  em M(Q).
Portanto, u é solugao de (2.5) com p; no lugar de p. N

Teorema 2.14. O Subespago G € fechado em M(S2).
Demonstracao. A demonstracao é idéntica. (]

Além disso, a proposicao 2.32 e os corolarios 2.31 e 2.33 também sao
transladados para equacoes com nao linearidades que mudam sinal sem alteracao nas

provas, uma vez que esta s6 depende dos resultados estendidos acima.

2.1.2 Comportamento Local e Regularidade

Nesta se¢ao, exploramos o comportamento local e a regularidade das solucoes
de (2.5). Em suma, temos que se u € LP(2) e u é a solucdo de (2.5) entdo

u € W2P(Q) N L=(Q). Abaixo, iniciamos um resultado conhecido da Teoria LP.
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Definigao 2.37. Seja u € M(2). Uma fungdo u € L _(Q) satisfaz

Au=p emD'(Q)

/uAg0:/gpdu.
Q Q

Au<p emD(Q)

se para toda ¢ € C°(£2),

Também definimos

se para toda ¢ € CX(Q) tal que p > 0,

/ ulAp < / edp.
Q Q

Analogamente, temos (>) na sequnda desigualdade se o mesmo ocorre na ultima.
Proposicao 2.38. Sejam u e WH(Q) e f € LP(Q2) comp > 1. Se
—Alu| < f emD(Q) (2.28)

entdao u € LP(£2).

Demonstracao. Com pequenas alteracoes na prova do teorema 2.23, obtemos que

—/QlurAss/fo,

para toda £ € C2(Q) com ¢ > 0. Dada v € C=(Q) tal que v > 0, seja & € C3(Q) a
solucao de
—Af=v em()

& =0 sobre 0. .

Usando a Teoria L” temos que

Hf”wz,p’(g) < C(IU/)HUHLP’(Q)'

Portanto, através da desigualdade de Holder segue que

/Q fuo = — / |AE < / 1€ < Il lEll i < CONllflm.  (229)

Segue por dualidade que u € LP(Q) e ainda que |[u||zeo) < CO)|| ]l o ()- [
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Corolario 2.39. Seja (f,) uma sequéncia limitada em LP(SY) para algum p > 1. Se u,
satisfaz

—Alun| < f, emD'(Q)

para todo n € N, entdo (u,) € limitada em LP(2).

Demonstragdo. Pela equacao (2.29) obtemos que |uy||zr@) < C||fallr(o) para cada

n € N. Como (f,) é limitada em LP(Q2) o resultado segue. [

Nas assercoes a seguir, fazemos uso de duas versoes da Desiguladade de
Kato. As demonstracoes constituem-se de apropriadas modificacoes em sua prova. A

classica versao pode ser encontrada em [38], teorema 21.19.

Proposigao 2.40. Seja u € L () tal que Au € L (Q), entdo

loc loc
Alu| > signuAu  em D'(Q). (2.30)

Proposicao 2.41. Seja p: R — R uwma func¢ao limitada, nao decrescente e continua,
exceto numa quantidade finita de descontinuidades de primeiro tipo. Sejam P(r) =

Jo p(s)ds e uw e Li, () com Au € L (Q). Entao

loc loc
AP(u) > (Au)p(u) em D'(Q).
Proposigao 2.42. Sejam Q C R?, f € LP(Q) com p > 1 e u solugdo de
—Au+g(z,u) = f emQ
u=0 sobred)

onde g : Q2 xR — R é uma fungao de Carathéodory tal que g(x,t)signt > 0 gtp em €
e todo t € R. Entdo u € L>(9Q).

Demonstracao. Pela proposicao 2.40 temos que
—Alu| < (f — g(z,u)signu < fsignu < [f|  em D'(Q).

Seja v o potencial Newtoniano de |f|. Pela Desigualdade de Calderén-Zygmund,
v € W2P(Q) e —Av = |f|. Logo pela Desigualdade de Morrey temos que v € C(Q).
Além disso, se x € 012,

ole) = [ L= lft)ldy =5 [ logle =yl w)ldy

lo

od (2.31)
> 58 [ 15y 2 Cl o) =
T Ja
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onde d = diam ). Portanto, a funcao w = v — ¢ satisfaz

em

sobre 0f) .

~Aw=|f]

w >0

Usando o teorema 2.23 obtemos que |u| < w qtp em . Como w € C°(€2), concluimos

que u é limitada (]

Se apenas supormos que g(x,t)signtt > 0 qtp em Q e todo t € R, a
mesma demonstracdo acima nos garante que u™ é limitada. Contudo tal hipétese
nao é suficiente para garantir que u~ também o seja. De fato, a funcdo u(x) =

—3log (log ﬁ) € Whl(B) satisfaz Au € L*(By),

—Au+ve* =0 em B
u=0 sobre 9B, ’

e lim u(z) = —o0, isto é, u ¢ L>°(By). Mas, sendo v > 0,

2 —-3/2
onde v(x) = |$T <10g ﬁ) Jim

é imediato que g(x,t) = v(z)e' sign” ¢ > 0 para todo z #0 e t € R.
Por fim, generalizamos o teorema 3 do artigo [11] de Brezis. O autor o obteve
para g que depende apenas de u, ou seja, quando £ = 1. Embora ampliamos o teorema

para uma classe de nao linearidade g significativamente maior, nossa demonstracao nao

contém elementos novos. A priori introduzimos a fungao truncamento.

Definigao 2.43. Dado s > 0, a funcao de truncamento no nivel s é definida por

k, seu>k
Ts(t) = t, selt| <k .
—k, seu< —k

Lema 2.44. Sejam u € L

loc

de Carathéodory satisfazendo

i) g(z,u) = k(z)h(u);

ii) h € nao decrescente e h(0) = 0;

(Q) tal que g(-,u) € L]

(Q) eg: QxR — R uma fungao

loc

iii) k€ L2(Q) e k > m gtp em Q para algum m > 0.

loc

31



Sec. 2.1: Equacao Semilinear com Medida

Se u € uma solucdao de

—Au+g(,u)=f emD(Q)

com f € LP (Q) com 1< p< oo, entdo u € W2P(Q).

loc loc

Demonstragao. Basta provar que g(-,u) € L} (€). Como na demonstracio da

proposicao 2.42 temos que

—Afu <[f] em D(Q).

Portanto pela proposicao 2.38, u € L{ (). Definamos h,(r) = h(T,(r)), onde T,, é a

fungao truncamento em n, p,(s) = sign s|h,(s)[P~! e
P,(r) = /Tpn(s)ds = signr/r R (5)|P ds.
0 0
Logo |P(r)| < |r||hn(r)[P~t. Aplicando a proposigao 2.41 a P obtemos que
AP, (u) > (g(x,u) — f)signulh, (w)[P~ > k()| hn (@) [P = [ fl[Ra ()P~ em D'(Q).
Seja & € C(Q2) tal que 0 < ¢ < 1. Dado a > 2, temos que
m [ nrede < | Kalba(@Pede < C [ Pl 2o+ [ [flha(u)petds
<C [ pullbnr e 2o + [ | (P~

onde C depende apenas de . Pela Desigualdade de Holder,

p—1

=1 1/p 1/p
ho, (w)|PE%dz < C ho, (w)[PEYd p”‘2”d> ( po‘d) .
/Q| (w)Pede (/£| (wPe w) [(/Sumgw o)+ /Supt£|f|f . ]

Agora, a constante C passa a depender de p e de m também. Logo

1/p 1/p 1/p
hp(w)|PE%d <C pa_zpd) —i—( pad) ]
[ atoreeas] [(/Suptgm o) e ([ ppenas

Assim, como k é localmente limitada existe M > 0 tal que k < M em supt &. Se a > 2p,

1/p 1/p
(/ |u|pdx) + (/ |f|pdx)
supt & supt §

onde C independe de n. Pelo Lema de Fatou concluimos que |g(z,u)[Pé* € LY(Q) e

1/p 1/p 1/p
su)|PEd <C Pd + ( Pq ) : 2.32
[ late et ([ wae) ([ g ] 232

Portanto, g(z,u) € L} (). [

Y

[ / |k<x>hn<u>|psadx} ey
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Corolario 2.45. Sejam g : 2 x R — R e u como na proposi¢ao acima. Entdao dado

V' ewe, eriste C =C(g,Q,w,Q) tal que

lg(z,w)||Lr) < C (Jull oy + 1| 2re)) - (2.33)

Demonstragao. E imediato pela desigualdade (2.32) do lema acima.

2.2 Prova do Teorema de Brezis e Merle

Demonstracao do teorema 2.17. Dividamos a prova em dois casos:

1. Seja p uma funcdo f € C>(Q). Nesse caso, a funcdo w : 2 — R dada por
1 / d
w(r) = - [ log——|f(y)|dy,
(@) = 5= [ lo =110

onde d = diam €, satisfaz: —Aw = |f| em Q e w € C?(2) N C*(Q). Como

S
dm —§ /47r—6 d  |fw) / ( d )‘ f(y)]
—w(x) = log dy = | log ———dy
oo "= fo o 2 eyl Tl ™ = o8 o=y e

e dv = |f|/|Ifll1@@dy é uma medida de probabilidade, pela Desigualdade de

Jensen,

s g 2— 677 Q_A
\|fﬁLlfQ) w(z) :6191%(‘,35“) : nflufg)(‘g))dy </ (| d |) - —”%'(yﬂ dy.
r—=y LY(Q)

Logo

= |f(y)] W) d \*%
/Q e d$<//<|x—y|> oy V% = /Q|f||L1(sz)/Q(|w—y|> dady.

Fixado y € €1, calculando separadamente,

2— 3 2_7 2— 2
LGS e, G e, ) e
o \|z—yl Ba(y) \|T — Y aB.(y) \|T — Y|

d
= 27rd2_27r/ s3nLds = 4T(diamﬂ)z.
0

Assim,

w4
Q )

’ A | 2
——(diam ©)? /Q HfHLl(Q)dy_ 5 (diam €2)°.
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Por fim, se x € Q temos que |x —y| < d para y € Q, consequentemente, w > 0

em 0F. Pelo teorema 2.23, |u| < w e, portanto,
4m—4 47—4 2
/ i dy < / "y — 2T (diam Q)2
Q Q 0

2. Agora, seja u € M(Q). Estendamos p & R?, como identicamente nula fora de €,
e denotemo-a por fi. Seja &, € C°(Q) tal que 0 <&, <1lef =1em ), Ainda,
consideremos ji, = &,(pn * 7). Notemos que g, — p em M(Q). Além disso,

/ tald = / 6 (pn * )ldz < / o * Tilda < / / ol — ) dfi(y)|da
Q Q Q 0 JR2
- / dff / pu(@ — y)lde = / a7 = -
R2 R2 R2

Se wu, é a solugao de (2.10) com p, no lugar de p, aplicando o resultado do item

(2.34)

anterior a u,, obtemos que se ¢ € (0,4r) entao
) 2
7‘U'n| 47T .
/ e i) dy < T(dlam 0)%
Q

Por outro lado, pelo teorema 2.1, u,, — u em L'(Q). Passando a uma subsequéncia
se necessario, podemos supor que Up = U qtp em 2. Portanto, usando o Lema
de Fatou e (2.34) concluimos que Tl ¢ integravel e

4r—§

AT=8 |y o W'u
eWlam@ W dy < liminf [ e"""'tt@
0 n—oo 0

nl

2
dx < 4%(diam 0)2. [

Também visamos ter estimativas interiores LP com p > 1 para exponencial
de solugoes do problema de Poisson sem condigoes de fronteiras. A formulagao do

préximo corolario é tomado de [29].

Coroldrio 2.46. Sejam Q C R?, p € M(Q) e u € L (Q) solugio de
—Au=p emD'(Q).

Sejam também r > 0 e € > 0 satisfazendo

lp|(Br(x)NQ) <dm—e Vel

Entao, dados p € |1, 4;‘;7:6) e Y € Q existe C = C(||ul| 1), €, p, 7, ¥, Q) tal que

e Q) e [ < C.
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Demonstragao. Sejam B,,(z;), 1 < i < k, tais que By, (z;) € Q, ' C U¥_ B, n(z;) e

r; < r. Para cada 1 <1 < k, consideremos as solugoes v e w de

—Av=pu em B, (x;) —Aw =0 em B, (x;)
€ )
v=0 sobredB,,(z;) w=wu sobre dB,,(z;)

respectivamente. Notemos que devido & proposigao 2.2, u € WH(B,.(z;)), logo
u € L'(0B,,(x;)). Além disso, w pode ser obtida diretamente da Férmula de Poisson.
Por unicidade de solugao, u = v + w qtp em B, (x;). Enquanto que o teorema 8.17 de

[26], dado ¢ > 1, nos fornece C' = C(q,r;) tal que

[w][Loe(B,, a(z0)) < CllwlLo(By,, ()
Fixando 1 < ¢ < 2, com os auxilios da proposicao 2.2 e do teorema 2.1 obtemos que

[wllzeo(s,, p@) < CllwllLas,,, ju@n < Cllullass,, a@) + 10lLesy,, ju@) (2.35)
< C(llullLrs,, @) + el mes., @)

para C = C(r;). Dado 1 < p < 4n/(4m — ¢€), usando o teorema 2.17 com
d=4m — (47 — €)p e (2.35),

4 —§
v U]
/ ePlldy < / e!lde < C / e Mm@ gy < O,
B, j2(@i) Br, () By, (zi)

onde C' = C(||ul| 1), €, p, ;). Portanto,
k
/ el da < Z el dy <C,
194 i=1 Bri/2($i)

onde, finalmente, C' ¢ uma constante que depende de ||u|| 1), €, p, 7, Q' e €. ]

2.3 Prova do Teorema de Vazquez

Inicialmente, introduzimos alguns lemas de [4] que sdo crucias para mostrar

a reciproca do teorema 2.20. Eles sao usados para estabelecer que

a
v(x) ~ %log P
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numa vizinhanga de xy, onde v é solucao de

—Av+e’'"—1=ad,, em(
v=20 sobre 0f)

com xg € (). Fato subjacente, conforme vimos na introducao do capitulo, da nao
existéncia de solu¢ao quando pu({zo}) > 4m para algum xy € 2. Durante toda a segao,
2 é um dominio suave no plano. O primeiro resultado é apenas uma reformulacao de

uma das desigualdades de Green.

Lema 2.47. Sejam pp € M(R2) ew € L*(Q) tais que —Aw = p em D'(Q). Dado x € Q,

temos que

w(z,r) —w(z,s) = % /s 'M(B+fx))dp (2.36)

para todo 0 <1 < s < po(x).

Demonstragio. Provemos (2.36) para o caso em que w € C*(Q). Dado p < po(z), pelos

Teorema de Green e de Mudanga de Variaveis temos que

/ Awdy = [ Aw(x+ py)p°dy = p/ Vuw(z + py) - ydo
B,(z) B OB

d d (1
=p— w(z + py)do = p— / wdo |,
dp Jo, dp \ p JoB,(z)

Logo
1

27Tp By(z)
Integrando a igualdade de 7 a s obtemos (2.36). Por fim, consideremos u € M(2). Seja

w'(z,p) = — 1(y)dy. (2.37)

Wy, = py *w. Sabemos que w, € C*(£/,). Dado s < sy < po(x), pela proposigao 2.53,
dada na préxima secdo, existe ng € N tal que —Aw,, = p, * p em D'(B,,(x)) se n > ny.

Portanto, se n > ng, pela parte anterior temos que

(o) = Wales) =5 [ (% / ( )unw)dy) dp, (2.39)

onde p, = p, * . Agora por um lado, como Vw, = p, * Vw em Qy/,, w, — w em
Wh1(B,(z)). Pela continuidade do traco,

1 1
Wy (z, p) = —/ wpdo — —/ wdo = w(z, p)
2mp JoB,(x) 2mp JoB,(z)
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para todo p € (0, s]. Por outro lado, como p é uma medida de Radon, pu(9B,(z)) =0

para quase todo p € [r, s|, do teorema 1 de [24, Secao 1.9] segue que
lim (pn * p)dy = p(B,(2))
n—oo BP(I)

para quase todo p € [r,s]. Além disso, ||pn * |18, @) < ||t m() para todo n € N.
Portanto, fazendo n tender ao infinito em (2.38) e usando o Teorema da Convergéncia

Dominada concluimos (2.36). N

Corolério 2.48. Sejam p € M(Q) e w € L'(Q) tais que —Aw = p em D'(Q). Dado

x € (), temos que

L. . . w(x,r) . w(z,r) 1 .
—1 f (B, <l f——~ <1 — < —1 B,(x)).
o g S B oy = B Tog (1) = 2 Mg

Demonstracao. Por (2.36), dado 0 < s < po(z), obtemos

L inf pu(B,(x))log (;) <w(z,r) —w(z,s) < L sup u(B,(x))log (;) (2.39)

2T 0<p<s T 0<p<s

Dividindo (2.39) por log(1/r) e fazendo r — 0T,

1. .. w(x,r) , w(x,r) 1

— inf (B <1 f———— <1 —_— < — B .

o o2pc B0 S T 7y S TSP fog 177y = 2 o2k, M)
Por fim, fazendo s — 0T, segue a conlusao desejada. [ ]

Se Aw € L'(Q) temos que Aw é absolutamente continua em relagao a

Medida de Lebesgue. Logo obtemos o seguinte resultado.

Coroldrio 2.49. Seja w € LY(Q) tal que Aw € L'(Q). Dado x € 2, temos que

. w(z,T)
lim ————~ =0.

r0k log (1/7)
Observemos que a solucao u do problema

—Au+e"—1=ady em B
u=0 sobre 0B; ’
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por unicidade de solugoes, é radial. Pelo corolario 2.48 temos que dado € > 0, existe

r > 0 tal que se |z| < r entao

a—e€ 1 a-+e 1
log — < u(z) < 0 Clog —
or loepy Sule) s 5= log o

ou seja, proxima da origem, u comporta-se como 5= log ﬁ Provido dos lemas e corolario

acima demonstramos o ponto central desta secgao.

Demonstracao do teorema 2.20. Para melhor organizar as ideias separemos a

demonstracao em quatro passos:

i) Visto que p é uma boa-medida se, e somente se, ut é uma boa-medida e
p({z}) < 47 para todo = € Q se, e somente se, u({x}) < 47 para todo = € Q,

basta provar o resultado somente para medidas nao negativas.

ii)  Suponhamos que exista € > 0 tal que u({z}) < 47 — e para todo x € ). Seja para
cadan € N, &, € C®(9) satisfazendo 0 < &, < 1e &, =1 em Q,. Seja, ainda,
U, a solucao de
—Au, =y, em )
{ u, =0 sobre dQ’

onde u, = &,u. Pelo corolario do Teorema de Brezis e Merle temos que
e'n € L (Q). Por outro lado, préxima da fronteira u,, é harmonica, logo, existe
§ > 0 tal que u,, ¢ limitada em Q\§;. Portanto, e"» € L'(Q) e, consequentemente,
[y +e** —1 é uma boa-medida. Como pu,, < u, +e"* —1, pelo teorema 2.13 segue
que i, € G. Por fim, pela convergéncia p, — u em M(Q) e pelo teorema 2.14

concluimos que p € G.

iii) Agora, geralmemente, suponhamos que p({z}) < 4 para todo x € . Sejam
T, ..., o, € Q tais que p({z;}) > 2m. Notemos que temos uma quantidade
finita de x;, pois p é uma medida de Radon. Dado o < 1, existe € > 0 tal que
ap({zr}) < 4w —e para todo x € Q. De fato, au({x;}) < 47 —4nr(1 —«) para todo
1 <i<keau{r}) <2r para todo z € Q\{zy,...,x,}. Pela parte anterior
temos que ap € G. Por fim, como pelo teorema 2.14, G ¢é fechado; e ot — 1 em

M(Q) se @« — 17, obtemos que i € G.
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iv) Reciprocamente, seja p tal que u({xo}) > 47 para algum zo € Q e (2.11) tenha
solugdo. Seja 41 < a < p({zo}). Como ad,, < p temos pelo teorema 2.13 que

ad,, € uma boa-medida. Sejam v a solucao de

—Av+e"—1=ad,, em¢)
v=0>0 sobre 0f2

(2.40)

e w solucao de

—Aw = ad,, em S}
w =10 sobre 9Q
Pelo corolario 2.49 temos que

(o, ) — W(x0,T)

li =0.
vt log (1/7)
Por outro lado, pelo corolario 2.48,
. w(xg,T) 1 . a
lim ————~ = — 1 Oz ( By =—>2.
0 og (1) ~ 2m A e (Brlwo)) = 5
Logo
i 2@0r) @y

r—o+ log (1/7) 27
Portanto, dado 2 < b < - existe 1o > 0 tal que

(zo,7) -
log (1/7) =
para todo r < rg. Tomando § < ry e usando a desigualdade de Jensen obtemos
que
5 5
/ e'dx :/ / e'dodp = 27?/ p][ e'dodp
B(g(xo) 0 aBP(:L'Q) 0 aBp((JCo)
s s 2-b |0
vaxr _ 2
2 27T/ pefaBp(zo) d dp 2 27T/ pl bdp _ vy = o0,
0 0 (2 - b) 0
o que é uma contradicao, pois sendo v solucao de (2.40), e € L*(9). [

De modo geral, os calculos acima nos permitem inferir que dado A > 0,

—Au+eM—1=p emQ
u=0 sobre 02

tem uma solugao se, e somente se, u({z}) < 4w/ para todo = € Q.
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2.4 Compacidade em W'*(Q)

Antes da assercao sobre compacidade, apresentamos uma proposicao de
Brezis e Ponce dado em [19], proposicao 1.2, que permite considerar o laplaciano de
funcoes estendidas identicamente nula a todo espago e também comparar a sua norma
com a do laplaciano da funcao original. No decorrer desta secao a dimensao do espaco

¢ maior do que ou igual a dois.
Definicao 2.50. A extensdo identicamente nula fora de Q C RN de f : Q — R,
denotada por f, é dada por

(2.41)

Proposicao 2.51. Seja pp € M(QQ). Se u € a solugio de

—Au=pu emQ
u=0 sobreof)

entio Au € M(RY) e

| At pqny < 2[|Aul| pe).-

O lema a seguir é amplamente conhecido dentro da literatura matematica
e a demonstracao dada é obtida sem alteracoes de [16]. Através dele, “aproximamos”
funcgoes cujo o laplaciano é uma medida de Radon por fungoes que possuem derivadas

fracas L*-integraveis no interior de €.

Lema 2.52. Seja u € L'(Q) tal que Au € M(Q). Entdo, para todo k > 0
Tio(u) € Hypo()
e, dado € € ), existe C' > 0, independente de k e u, satisfazendo

[ IVhwlde <k (/Q Au| + O/Q |u|dx) | (2.42)

Demonstragdo. Dado w € 2, se 0 < € < dist(w,0Q) e ue = p1/e * u temos que
Ti(ue) € HY(w) e

VTi(ue) = VuexX(u<k) = (P1/e * VU)X [juc|<q]
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em D'(w). Portanto, se ¢ € C°(2) étalque 0 < p <lem Qe p=1em ', tomando
0 < e < dist(supt ¢, 92) e integrando por partes temos que

—/g0|VTk(u6)|2dx:/g0VTk(ue)-Vugdx
“ @ (2.43)

= —/ OTk(ue) Aucdr — / Ty(ue)Vue - Vodz.
0 0

Como

/ Ti(ue)Vue - Vipdr = — / uVTi(ue) - Vipdr — / Ty (ue) Apdz
Q Q Q

= —/Tk(ue)VTk(ue)-Vgodx—/ueTk(ue)Agodx
Q Q
1
= ——/V[|Tk(ue)|2] -Vgpdx—/uETk(uE)Agodx
2 Ja Q
1
= —/ |Tk(ue)|2Agpdzx—/uETk(uE)Agod:v
2 Ja Q

— / T (ue) (u6 — %Tk(ue)) Apdr > —k/ lue||Ap|dz,
Q Q

por (2.43) obtemos que

VT (ue)|Pdr < / VT (ue)|Ppdr < k (/ |Au,|dz + ||A(p||Loo(Q)/ |u6|dx) :
Qf Q supt ¢ supt ¢

Sendo Au. = py/c * Au em supt ¢, pela Desigualdade de Young,

VT (ue)|?dr < k (/ |Au|dz + ||A<pHLoo(Q)/ \u|d:v) :
194 supt ¢ supt ¢

Portanto, fazendo € tender a zero na equacao acima, pelo Lema de Fatou obtemos a
desigualdade (2.42). N

1
loc

Proposicao 2.53. Sejam u € L; () tal que Au € M(Q), e (p,) uma sequéncia

reqularizante radial. Dado w € (), existe ng € N tal que se n > ngy entdo p, x Au €

MIOC(Q) €

A(pp *u) = pp* Au em D'(w).
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Demonstracao. Sejam ¢ € C2°(w) e ng > 1/d(w,02). Se n > ng temos que

/ng(pn*Au)dx—/cp()/pn(x— ) Au(y d:v—// (y — 2)dzAu(y)

= / u(y)Ay o(x)pn(y — v)dxdy = / u(y)Ay oy — ) pn(x)dady
Q Bl/n(y) Q Bl/"
- / uo) [ Bl op(oidsdy = [ ut) [ Ap(w)puly - a)dody
Bl/n Q Bl/n(y)
/ Ap(x / Y)pn(z — y)dydr = / (pn * u)Apdz,
Q
ou seja, A(p, *xu) = p, * Au em D' (w). N

Por fim, exibimos o resultado de compacidade em WP((Q).

Demonstracao do Teorema 2.22. Sem perda de generalidade podemos supor que 1 <

p < N/(N —1). Como u, resolve

tn = Hn €I , (2.44)
u, = 0 sobre 02
onde ji,, = —Au,, pelo teorema 2.1 temos que a sequéncia (u,) C Wy(Q) é limitada

nesse espaco. Mas Wy () é reflexivo, logo existe uma subsequéncia (u,, ) C W,(Q)
tal que u,, — u em W,?(Q). Dada a extensio @, de u,, temos que @, € WHP(RN),

pois u, € Wy*(Q). Pela proposicao 2.51,
| AT, || peny < 2|ty o) < C-

Sejam wy; = pp * U, ¢ B > 0 tal que 2 € Br. Pela proposicao 2.53 existe kg € N,
independente de j, tal que

{ —Aww = Pi * Aﬂnj em BR (2 45)

wy; =0 sobre 0Bgr 7

se k > ko. Fixemos € > 0. Como A(wy; — wy;) € M(RY), pelo lema 2.52 temos que
T.(wy; — wy;) € Hy(Bg). Assim, podemos usar a equagao (2.45) com wy;, wg; € a
funcao teste T, (wy,; — wy ;) obtendo

/ Te’(wm—wk7j)|Vwk,i—Vwk7j|2dx = / Te(wa—wk’j)d(,Ok*(Aﬂm—Aﬂnj)). (246)
Br

Br
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Em um primeiro passo, demonstramos que dado ¢ > 0, existe k&1 € N tal que se

i,J,k > ki entao [|[Vwy; — Vwyj||01(s,) < €. Para tal, escrevamos

/ \Vwk,i — Vwk7j|dx = /
Bgr D

onde D; ;e = {x € Bpr; |wgp; — wy,;| < €}. Por um lado, usando a Desigualdade de
Hoélder, (2.46) e a limitacao de (Auy,),

J

Por outro lado,

vak’,i — Vwk,j]dw + / \Vwk,i — Vwk7j|dx,

i,k BRr\D; j,k,e

1/2
\Vwy.; — Vwy,j|de < |Bg|*? (/ |Vwy,; — Vwk,j|2> = CeV? (247)
D

4,J,k,€ 4,4,k,€

p—1
/ Vi — Vg jlde < [[Vwg; — Vgl Le(sg)l® € Brs [wi —wi;| > ¢ 7. (2.48)
Br\D;,j ke

Vejamos que existe k; € N tal que se j,k > ky entao |Jwyj — Uy, |15, < €. De fato,

como
Wi = Usller(Bry = ok * Uny — UnyllLiBr) S SUP (|TyTn, — Wn, |22 (B),
ly|<1/k
onde 7,u,,(z) = Upn, (v — y), pela continuidade da translacao, veja, por exemplo,

lema 15.8 de [38], existe ko € N tal que se |y| < 1/ky entdo ||7,@ — @[, < €/3.
Além disso, pela convergéncia u,;, — u em L'(Bg) existe k3 € N tal que se j > k3 entao
[T, — |1, < €/3. Tomando ky = max{ko, k2, k3} temos que
[wk,j = Tn, [l 218y < Sup, (I7yttn, — 7y@ill i) + 178 = Tll gy + [0, —Tllzr(8r))
yl<

S QHEnJ _HHLI(BR) + sup HTyﬂ_ﬂHLI(BR) S 62,
ly|<1/k

e, consquentemente, ||wy; — Wkl (s, < De?/3, desde que 4,7,k > ki. Logo usando a

Desigualdade de Chebyshev obtemos que

1 5
|z € Bp; |k — wy ] > € < —/ [y j — wi sl dz < =
€ /By 3
Assim, pelas desigualdades (2.47) e (2.48),
/ |\Vwy; — Vg j|de = / \Vwy,; — Vwy, j|dx +/ |\Vwg; — Vg jldx
Br Di ke BR\D; j ke

< Cel/? + 2K 31-p)/p (5€>(p—1)/p ’
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se 1,5,k > ki, onde K = sup {||Vwy|lLr(sg), k,7 € N}. Observando que i,j > ki,
Vwyi = pr * Vu,, vemos que existe k tal que se k > k;, entdo
||VIUE7Z- — VﬂniHLl(BR) <e e ||ng7j — vanjHLl(BR) < e.

Portanto, também segue que

/ |V, — Vi, |dr < / |V, — VwE7i\dx+/ \Vwg ; — Vwg ;|dx +/ Vi, — Vg ;|de
Br Br Br B

R

=% + Cel/? 4 2K 301-P)/p (56)(17—1)/11 :

para i,j > ki, ou seja, (V,,) é uma sequéncia de Cauchy em L'(Bg). Além disso,
Vu,, = Vu em L'(Q), consequentemente, Vu,, — Vu em L'(Q). Para concluir que
Vu,, — Vu em LP(2), usamos interpola¢do. Dado p < ¢ < N/(N — 1), como acima,

(un, ) € limitada em Wh(2). Portanto, por interpolagao
1-)
[Vt — Tty < IVt — Vs | Vi, — V),

onde % =+ %, logo Vu,, — Vu em LP(Q2). Por fim, notemos que se comegamos
com subsequéncia qualquer de (u,) obtemos uma subsequéncia dessa que converge em
WyP(Q) para u. Assim, u, — u em Wy (). N

Pelo método da diagonal de Cantor conseguimos uma sequéncia que converge
em W,7(Q) para todo 1 < p < N/(N —1).

Corolario 2.54. Seja (u,) € Wy (Q) tal que Au,, € M(Q) para todo n € N e (Auy,)
é limitada em M(Q). Entdo existem uma subsequéncia (uy,,) e u € Wy (Q) tais que
Up, — u em Wy(Q) para todo 1 < p < N/(N —1).

2.5 Decomposicao de Medidas

Teorema 2.55. Sejam p uma medida de Radon finita num espago mensurdvel X e Z

uma colecao de subconjuntos mensurdveis de X satisfazendo

1. Z ¢ fechado por intersegoes e unioes contdveis;
2. Se AAC Acom Ae Z e A" mensurdvel entao A’ € Z.
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Entao existe uma unica decomposicao em medidas de Radon

=+ pa,

tal que py(A) =0 para todo A € Z e uy se anula fora de um conjunto de Z.

Demonstracao. Suponhamos que u seja positiva. Note que
s=sup{u(A); Aec Z} <p(X) < oo.

Sejam A,, uma colegao de elementos de Z tal que pu(4,) - se A =U;2, A,. Definamos
pr = p X\A € [lg = p]a. Como py e pug sdo restrigoes de medidas de Radon em conjuntos
mensuraveis de medida finita, segue que também as sdao. Se 1 (B) = u(BN(X\A)) >0

para algum elemento de Z entao
p(BUA) = u(BN(X\A))+pu(A) > p(A) = s,

o que é uma contradi¢ao. E, evidentemente, us se anula fora de um conjunto de 7.
No caso em que g é uma medida de Radon com sinal, via decomposi¢ao de Jordan
escrevamos p como a diferenca v —w de duas medidas positivas. Em seguida, usamos a
parte anterior para fazer a decomposicao de cada uma delas p; = vy —wy € g = Vo —ws.
Logo p = py 4o, pq se anula em conjuntos de Z, pois tanto vy quanto w; se anula. Além
disso, existem A; e Ay em Z tais que 15 e wy se anulam fora destes, respectivamente.

Assim, ps se anula fora de A = A; U Ay € Z. Por fim, suponhamos que
M= i+ 2 = V1t L,

onde 1, 2, 7 € vy satisfazem as condigoes do teorema sendo A e B os conjuntos de
7 tais que g € vy se anulam fora, respectivamente . E claro que w1 (E) = v (F) para

todo E € Z. Se E é um conjunto mensuravel qualquer de X, temos que
i (E) = (BN (X \ A)) + 1 (BN A) = (B (X A))
=m(EN(X\A)NX\B)+m(EN(X\A)NB)
=m(EN(X\NA)NX\B)=wENn(X\A)N(X\B)),
pois pelo item (2) do enunciado do teorema temos que ENAe EN(X\A)NB € Z. De

modo anélogo, v1(F) = u(EN(X\A)N(X\B)). Portanto, p; = v e, consequentemente,
M2 = V2. [ |
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CAPITULO 3

Uma Equacdo Semilinear Singular com Medida

Visamos, agora, formular uma variante do Teorema de Vazquez para a

equacao semilinear eliptica singular

—Au+|z| ™" —=1)=p emQ

, (3.1)
u =0 sobre 0f2

onde a > 0 e 2 C R? ¢ um dominio limitado com fronteira suave que contém a origem.

Notamos que se a = 0 recaimos na equacao abordada no capitulo precedente.
Jasea <0, |7 é limitada em Q, logo com minimas alteragoes recuperamos a mesma

conclusao do teorema 2.20.

Dado 0 < e < 2, suponhamos que (3.1) tenha uma solu¢do u com 2 = By e
[ = cdg, onde ¢ > 0 e dy é a medida de Dirac no ponto 0. Formalmente, esperamos que
numa vizinhanga da origem a solucdo de (3.1) comporte-se como a solugao fundamental

multiplicada pela constante c. Portanto, se para algum € > 0,

/ |x|_aeilogﬁda: = / |z| =% 3 dx < oo,
Be(0) Be(0)
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temos que ¢ < 27(2 — «). Por este precedimento inferimos um teorema de existéncia

de solucao para (3.1).

Teorema 3.1. Sejam p € M(Q) e 0 < a < 2. Entao o problema (3.1) possui uma
unica solugdo se, e somente se, 1({0}) < 2m(2 — «a) e u({x}) < 47w para todo x € Q) tal
que = # 0.

Nesta direcao, reescrevemos o corolario do Teorema de Brezis e Merle.
Corolario 3.2. Sejam p € M(Q2) e u € LY(Q) solugio de
—Au=pu emD(Q).
Sejam também r >0, 0 < a <2 e0 < e < 2m(2 — ) satisfazendo
lu|(Br(z)NQ) <27(2—a)—€¢ Vel
Entao, dados p € |1, %) e ¥ € Q eziste C = C(|Jul| 1), o, €, p, 7, ¥, Q) tal que

eu -~ LP(Q/) e ||€u||Lp(Q/) S O

No caso em que « > 2, a situagao é bem mais delicada, pois |z|™® ¢ L'(Q).

Contudo, ainda asseguramos uma das assergoes do teorema 3.1.

Teorema 3.3. Sejam € M(Q) e a > 2. Se (3.1) tem solugdo entao u({0}) =0 e
p({z}) < 4rm para todo x € 2 tal que x # 0.

Embora apresentamos novos resultados relacionados ao problema (3.1), as
técnicas sao as mesmas empregadas na se¢ao anterior e apenas as adaptamos a atual

situacao.

3.1 Casol0<a<?2

Demonstracao do teorema 3.1. As linhas gerais da prova seguem as do Teorema de

Vazquez, detalhamos as nuances apenas nos itens ii) e iv).
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ii) Sejam p € M(Q2) e 0 < € < €, onde €y ¢ determinado a seguir, tais que u({0}) <
27(2 — a) — e e u({r}) < 47 — € para todo x # 0. Cubramos 2 por uma familia
finita de bolas (B,,(x;))¥_; que satisfaca 1 = 0 e u(B,, (21)NQ) < 27(2—a) —€/2;
0¢ B, (x;) e u(B,,(z;) N Q) < 4r — /2 para i # 1. Sejam p; = pu | (B, (x;) N Q)
e u; a solugao de

—Au; = p; em €
u; =0  sobre 02 .

Pela Desigualdade de Holder, |z|~%¢* € L*(Q), uma vez que

2 2(2-a)—¢/2

1
I} 47

para € < 2 (%” — 27ra). Tomemos, entao, ¢y = 2 (%’r — 27ra), o qual é positivo,
pois a < 2. Como py < pq + |z|~*(e* — 1), segue pelo teorema 2.13 que u1 é uma
boa-medida. Por outro lado, para ¢ # 1, |z|~* é limitada em B,,(z;). Aplicando
o teorema 2.17 obtemos que |z|"“e* € L'(Q), assim, p; € G para i # 1. Mas
p < sup{u;; 1 <i<k}. Portanto, pelos corolario 2.31 e teorema 2.13 concluimos

que p ¢ uma boa-medida.

iv) Reciprocamente, seja u tal que u({0}) > 27 (2—a) e (3.1) tenha solu¢do. Tomemos
27(2 — a) < a < p({0}). Como ady < u, pelo teorema 2.13 temos que ady é uma

boa-medida. Sejam v e w as solugoes de

—Av+ |z|7%(’ — 1) =ady em

(3.2)
v=0>0 sobre 0f)

—Aw = ady em )
w=0 sobre 0f2 ’

respectivamente. Pelo corolario 2.49,

v(0,7) —w(0,r)

li =0.
r0+ log (1/7)
Por outro lado, pelo corolario 2.48,
. w(0,r) 1 . a 22— a)
lim ————— = —1 00(Br(0) = — > ————.
r0+ log (1/r) 2w rsor o(5,(0)) 27 27
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Sec.3.1: Caso 0 < a<?2

Logo
v(0,7) a 27m(2—a)

lim —2 = LS FE T g
r0+ log (1/r) 2w 27 “

Assim, dado 2 — o < b < a/27 existe ry > 0 tal que

o(0,7)
log (1/r) ="

para todo 0 < r < ry. Portanto, se § < rg pela Desigualdade de Jensen temos que

5 5
/ |z|~e’dx > / / p e’dodp = / 27rp1_0‘][ e"dodp
Bs(0) 0 JoB,(0) 0 2B,(0)

0 X 0
> 27T/ pl_o‘efaBp@) Udadp > 27r/ Pl %dp = o0,
0 0

pois, 1—b—a < 1—(2—a)—a < —1, o que contradiz o fato de que |z|~%e” € L*(f).
Por fim, se u({x}) > 47 para algum =z # 0 e u é a solugao de (3.1), como
acima, segue que e* ¢ L'(B,(z)), para r > 0 suficientemente pequeno. Mas ||~

¢ limitada em B,(z) se 0 ¢ B,(z), consequentemente, |z|~*(e* — 1) ¢ L'(Q),

obtendo novamente uma contradicao. [}

Se0<a<2ewve L¥Q) - fraco entdo v € LP(Q) para todo 1 < p < 2/a.

Logo se v € L “(£2) - fraco, com os mesmos argumentos acima,

—Au+uv(e*—1)=pu em(
u=0 sobre 0f2

tem solucao se p({z}) < 2m(2 — @) para todo = € €. Além disso, facilmente vemos que
o resultado é somente de suficiéncia, pois se v = 0 o problema acima tem solucao para

qualquer medida de Radon.

Corolério 3.4. Sejam € M(Q2) e 0 < a < 2. Entao a medida reduzida de p para
(3.1) ¢ dada por

p* =T+ min{ag, 27(2 — @) }0o + Y _ min {a;, 47}5,,,

i=1

onde =T+ aglp + > _;0q @i0p, € fi({x}) =0 para todo x € .
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3.2 Casoa>2

Proposicao 3.5. Sejam pu € M(2) e a > 2. Se (3.1) tem uma solugdo entao
pr({0}) =0 e p({x}) < 4w para todo x € Q) tal que x # 0.

Demonstragao. Suponhamos que p({0}) > 0 e que (3.1) tenha solu¢do. Se 0 < f <
1({0}), pelo teorema 2.13,

—Av + |z| (e’ = 1) = Bdy em Q
v=20 sobre 0f2

também tem uma solugao v. Dado B,(0) € €2, seja

g lo T
w = —log —.
or 8 ||
Como v > 0 em Q2 ew = 0 em 9B,(0), pelo teorema 2.23 temos que v > w qtp em

B,(0). Portanto, existe 1o < r tal que ¢ > e“ > 2 qtp em B,,(0), logo

o que é uma contradigdo. Se z # 0 e pu({z}) > 47 procedemos como na parte iv) do

teorema acima para extrair uma contradicao. [
Corolario 3.6. Sejam p € Q ev € WH(Q) tais que

—Av <0, em(}

v <0 sobre 0F) .

Se ¢ < 4m entao

—Au+e’(e" —1) =, emf
u=>0 sobre OS2

tem solucdo se co < 41 — ¢y

Demonstragao. Definamos w = - log Iw;ip\’ onde d = diam €2. Logo

—A(v—w) <0 em¢
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Sec. 3.2: Caso a > 2

e v —w < 0 sobre 0f). Pelo teorema 2.23, v < w qtp em (2, assim,

dcl/27T
e’ <e :m qtp em (2.

Portanto, e’ € L1(Q) se ¢ < 47 /c;. Da observagao posterior ao teorema 3.1, segue que

(3.3) é soluvel se ¢ < 41 — ¢y. [
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CAPITULO 4

Solucdes Limites para uma Equacdo Semilinear com Nao

Linearidade Exponencial

O cerne deste capitulo encontra-se no estudo do Problema de Dirichlet

—Au+e"—1=p em¢

, (4.1)
uw =0 sobre 002

onde © é um dominio limitado e suave de R?. No préximo, dedicamo-nos a dimensoes
superiores. Convém explicitar o que entendemos como uma solugao de (4.1). De forma
geral, se g : R — R é uma fungdo continua, nao decrescente tal que g(0) = 0, u é
solugao de

—Au+g(u)=p emQ

| (42)
u =0 sobre 9f

se u € LY(Q), diferentemente do primeiro capitulo, g(u) € L'(Q2) e

—/QuAfdsch/Qg(u)fd:c—/ﬂfdﬂ

para toda & € C? (). Dada uma nao linearidade é ttil discernir as medidas para qual

(4.2) tem solugao.
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Definicao 4.1. Uma medida de Radon p é uma boa-medida se (4.2) tem solugao. O

conjunto de boas-medidas é denotado por G(g).

Observamos que o conjunto de boas-medidas depende da nao linearidade.
Se g(t) = €' — 1, simplesmente escrevemos G no lugar de G(g) e pelo Teorema de
Véazquez temos que G possui uma pequena quantidade de medidas que é bem descrito
pelo teorema. Além disso, Brezis e Strauss em [20], teorema 1, provaram que toda

funcao em L'(Q) ¢ uma boa-medida.
Teorema 4.2 (Teorema de Brezis e Strauss). Dada f € L'(Q), a equagdo
—Au+g(u) =f em§
u=0 sobre S}

tem uma unica solucao.

Sejam (p,) uma sequéncia regularizante, u € M(Q) positiva e g também
convexa. Em [15], Brezis, Marcus e Ponce mostraram que as solugoes de
—Aup, + g(uy) = pp* p - em €
Uy, =0 sobre 0f2

convergem em L'(§)) para a solucao de

—Au+ g(u) = p* emQ
u=0 sobre 0f) 7

onde p* é a medida reduzida de p, isto é, a maior boa-medida de (4.2) menor do que
ou igual a p. Como p, * 4 — p em M(Q), naturalmente, perguntamo-nos sobre a
possibilidade de substituir a sequéncia (p, * ) por uma sequéncia qualquer de fungoes

suaves (ou até mesmo de medidas), (u,) C G, tal que
o — - em M(Q).

Em geral, a resposta é negativa. No exemplo 4.1 de [15], com N > 3, ¢ > e

N
N-2
g(t) = (t7)%, os autores construiram uma sequéncia de fungoes (f,) C C(€2) néo
negativas tal que f, — 1 em M(Q) e as solucdes de
—Au, + g(u,) = fr, em
u, =0  sobre 92
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Cap. 4: Solucgoes Limites para uma Equagao Semilinear

convergem em L'() para a funcdo nula. Por outro lado, pelo teorema de Brezis
e Strauss a medida reduzida de uma funcao integravel é ela mesma. Contudo,
supreendentemente, a conclusao ¢ verdadeira em dimensao 2 quando g é exponencial.

Esta é a nossa maior contribuicao dentro deste texto.
Teorema 4.3. Seja (u,) C G positiva tal que ji, — p em M(S). Se u, € solugio de

—Au, +e"" —1=p, em§l
u, =0  sobre OS2

(4.3)

entao (u,) converge em LY(Q) para a solugdio de

—Au+e"—1=pu" em )

) (4.4)
u=0 sobre OS2

Devido ao Teorema de Vazquez, a medida reduzida de p é distinta de pu
apenas nos conjuntos unitarios em que esta é maior do que 47. Como os conjuntos
unitarios tém massa unitaria pelo conteudo de Hausdorff de dimensao zero, obtemos o

seguinte coroldrio.

Corolério 4.4. Seja (u,) C G positiva tal que p, — p em M(Q) com pu < 47H° . Se
u, € solugao de (4.3) entdo (u,) converge em L*()) para a solugdo de
—Au+e*—1=p em
wu=0 sobredQ

Se a sequéncia (f,) possui sinal, o teorema 4.3 ndo é mais assegurado.
Embora, restabelecemo-o com a condicao ut = p* em M(Q) adicionada, que é
relativamente geral. Por exemplo, uma importante classe de sequéncias de medidas
de Radon enquadra-se nesta condigao. Dadas u € M(Q) e uma sequéncia regularizante

(Pn) po* pp = i em M(Q) e, como
¥ < (pn % )t < pxop”
também temos que (py, * )T = pt em M(Q).

Teorema 4.5. Seja (1,) C G tal que p, — p e pt = pt em M(Q). Se u, € solugdo
de (4.3), entdo (u,) converge em L'(Q) para a solucio de (4.4).
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Em geral, se (u,) tem sinal, a sequéncia (u,) nao converge em L'(Q) e
em caso de convergéncia nao é possivel relacionar o limite fraco-estrela de (p,,) com a

medida que aparece em (4.4).

Proposicio 4.6. Eriste uma sequéncia (p,) C C(By) tal que p, =0 em M(Q) e a

sequéncia (uy,) de solugoes de (4.3) converge para a solugdo de
—Au+e" —1=—4rwdy em By
u=~0 sobre 0B, .

Inspirados pelo exemplo acima, procuramos determinar todas medidas que
podem aparecer em (4.4) no caso de uma sequéncia de medidas de Radon com sinal,

facanha realizada via duas proposigoes simétricas.

Teorema 4.7. Sejam (1) C G tal que p, — 1 em M(Q) e u, solucio de (4.3). Se (u,,)
converge em L'(Q) para u entio existem cy, ..., ¢ € R come; > 0 parai € {1,...,m}

€Tly...,Tm € ) tais que

—Au+e“—1:,u*—Zc,~5ri em )

i=1
u=20 sobre OS2

Teorema 4.8. Sejam u € M(Q), ¢1,...,¢, € R com ¢; > 0 para i € {1,...,m} e

1y .. Tm € S0 Entdo existe uma sequéncia (j1,) C C(Q) tal que p, — p em M(Q) e

as solugoes de (4.3) convergem em L'(Q) para a solugdo de

—Au—i—e“—l:,u*—Zcién em

i=1

u=0 sobre OS2

Por fim, notamos que o mesmo procedimento nos conduz a respostas
analogas para a Equacao Escalar de Chern-Simons
—Au+e“(e" —1)=pu em
{ u=0 sobred

O presente capitulo constitui o coracao da tese, no qual expressamos a sua
maior originalidade, e é composto basicamente de resultados inéditos. Além disso, a
teoria desenvolvida para o estudo da (4.1) através de aproximacao do dado inicial é

satisfatoriamente completa.
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4.1 Limite Reduzido

Dada p € M(S2), usamos o teorema 2.55 para decompor p numa soma de
medidas em que a primeira nao se concentra em pontos e a segunda é parte puramente

atomica de pu, isto €, escrevemos

= ﬁ + Z aiépm
1=1

onde p; € Q para todoi € N, g({z}) = 0 paracadaz € Qe > .-, |a;| < co. Doravante,
salvo mengao ao contrario, usamos esta decomposicao para p. Por essa férmula e pelo

teorema de Véazquez fazemos uma releitura da medida reduzida de p,
we=p+ Z min {a;, 47}9,,.
i=1

Servimos dessa expressao para p* para demonstrar o teorema 4.3.

Antes de avancar na direcao deste objetivo, introduzimos uma outra medida
que esta intimamente relacionada com a medida reduzida. Sejam ¢ como na introdugao
deste capitulo, (,) C G com sinal (ou positiva) tal que p, — p em M(Q) e u, a
solugao de

—Auy, + g(uy) =, em Q

) (4.5)
u, =0  sobre 092

Se (u,) converge em L'(Q) para u, pelo teorema 1.1 de Marcus e Ponce [30] temos que
existe uma medida p#* € M(Q) satisfazendo
—Au+ g(u) = p* em Q

: (4.6)
u=0  sobre 0f2
Munidos desse resultado os autores fizeram a seguinte definigao.

Definicao 4.9. Sejam (u,) C G tal que p, — p em M(Q) e u, solucio de (4.5). Se
existe u € LY(Q) tal que (u,) converge em L'(Q) para u e u resolve (4.6), dizemos que

p* € o limite reduzido de (u,) associada a g.

Se g(t) = e! — 1, simplesmente, dizemos que p# é o limite reduzido de (u,,),

isto é, sem explicitar a dependéncia da nao linearidade. Ainda, dada uma sequéncia
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(1tn) C G positiva tal que g, — p em M(Q), do teorema 4.3 provém alguns coroldrios

imediatos.

1. (pn) tem limite reduzido, e este é dado por p# =@+ > :°, min {a;, 47 }d,,.
2. A medida reduzida de p e o limite reduzido de (p,) coincidem;

3. O limite reduzido depende apenas do limite fraco-estrela da sequéncia e nao da

sequencia.

Proposicao 4.10. Seja (i,) C G tal que p, — p em M(Q). Entio existe uma

subsequéncia (fin, ) de (pn) que tem limite reduzido.

Demonstracao. Pela proposicao 2.6,

| At me) < 2l e,

ou seja, (Au,) é limitada em M(Q). Pelo teorema 2.1, (u,) é limitada em W1(Q),
consequentemente, por compacidade existe uma subsequéncia (u,, ) que converge em

LY(Q). |

Em dimensao 2, se a nao linearidade é uma poténcia, o tinico limite reduzido
de uma sequéncia (p,) é o seu limite fraco-estrela, conforme vemos a seguir. Em
particular, com g(t) = [¢[°~'¢, o limite reduzido de qualquer sequéncia (u,,) associada
a ¢ positiva depende apenas do seu limite fraco-estrela. De fato, u# = u. Entretanto,
no caso da exponencial, se o limite reduzido de uma sequéncia existe, ele nem sempre

¢ igual ao seu limite-fraco.

Proposicao 4.11. Sejam 1 < p < oo e (i) C M(Q) positiva tal que p, — pu em

M(Q). Seja também wu,, a tinica solugdo nao negativa de

— Aty + [Py =, em Q

) (4.7)
u, =0  sobre 0f2

Entio existe u € L*(Q) tal que (u,) converge em L'(Q) para u e u resolve (4.7) com p

no lugar de fi,.
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Demonstragdo. Pelos teorema 2.1 e proposicao 2.6, (u,) é limitada em W14(Q) para
todo 1 < ¢ < 2. Como W4(Q) estd compactamente contido em L*(Q2) para todo
1 < s < g% e ¢* tende ao infinito, quando ¢ — 27, existem uma subsequéncia (u,, )
e u € L'Y(Q) tais que u,, converge em LF(Q) para u. Logo |u,, [P~ u,, — |u[P~ u em

LY(2). Portanto, u é solucao de

~Au+ luflu=p emQ

. (4.8)
uw =0 sobre 0f2

Tomando uma subsequéncia qualquer de (u,), pelo argumento aplicado acima existe
uma subsequéncia desta que converge para a solugao de (4.8), como a solugao de (4.8)

é unica, concluimos que toda a sequéncia (u,) converge em L'({2) para u. [}

Quando a nao linearidade é exponencial e a sequéncia (i, ), mesmo possuindo
sinal, tem limite reduzido, este é dado por ; menos uma soma finita de medidas de Dirac.

Antes lembramos o conceito de suporte de uma medida.

Definicao 4.12. O suporte de uma medida pn € M(2) € Q\ N, onde N € a unido de

todos os abertos de ) que tém medida nula.

Proposicao 4.13. Sejam (u,) C G tal que pi, — p e it = v em M(Q) e u, a solugdo
de (4.3). Entdo existem uma subsequéncia (uy,) de (u,), by,...,.00 EReq,...,q € Q

tais que (uy,) converge em L'(Q) para a solucao de

I
—Au+e'"—1=p— bid, em )
20 , (19)

u =0 sobre OS2

onde qi,...,q € {z € Q; v({z}) > 4r}.

Demonstracao. Observamos que pela proposigao 4.10 existem uma subsequeéncia (u,,, )
e u € L'(Q) tais que (u,,) converge em L'(2) para u. Além disso, pela proposigao 2.6
a sequéncia (" — 1) é limitada. Passando a uma subsequéncia, denotada da mesma

forma, podemos supor ainda que
elme —1 e —14+7 em M(Q) e w,, — uqtp em Q. (4.10)
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Assim, u satisfaz
—Au+e"—1=p—7 em¢

u=0 sobre 0f) .

Portanto resta provar que by,...,bp € Re q,...,q € § tais que 7 = 22:1 b;dg,. Para

tal provemos que 7 é concentrada em A, onde
A={z e v({z}) = 4r}.

Dadoy € Q\A, v({y}) < 47 —e para algum € > 0. Pela regularidade externa da medida
de Radon v, existe um aberto U C  tal que y € U e v(U) < 47 —¢/2. Sejar > 0
de modo que B,(y) C U, logo v(B,(y)) < v(U) < 4w —€/2. Se ¢ € C(B,(y)) ¢ tal
que 0 < ¢ <1lep=1em B,;(y), pela convergéncia fraca-estrela ;" 5y em M(Q),

existe kg € N tal que

/ gpd,u;[kg/ godu+£§47r—£,
B (y) B 4 4

r(y)

se k > kg, assim, para tais k temos que

/ dpty, < / pdp, < 4m— <.
By/>(y) By (y) 4

Como u,, € W'P(B,)s(y)) pela proposicao 2.2, temos que u,, € L'(9B,/(y)).
Novamente pelo teorema 2.1 e pela Formula de Poisson para o disco existe solugao
Up,, de

_AUnk = Mzk €m Br/2<y)

Un, = Un, sobre 0B, 2(y) .

Além disso, pelo teorema 2.17, eV € L'(B,2(y)) e pela proposicao 2.5 temos que

Upn, = Un,, logo U,, é uma supersolugao de

—AT,, + " —1=pt  em B,

Up,, = Up, sobre 0B, /(y) '

Por (4.11) uy,, é uma subsolugao. Portanto, pelo teorema 2.3, existe solugao @,, de
(4.11). Pelo Coroldrio 2.46, e ¢ uniformemente limitada em LP(B,/3(y)) para algum
p > 1, mas

Up, < Uy, < Uy, em B,3(y),
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Cap. 4: Solucgoes Limites para uma Equagao Semilinear

logo e+ também o é. Por (4.10) e pelo Teorema de Egorov,
e —1—e"—1 em L'(B,3(y)).

Portanto, 7 tem suporte em A. Por fim, sendo v uma medida de Radon temos

que A é finito e, consequentemente, existem bq,...,0 € R e qi,...,q € € tais que
!
T = i1 bidy,. n

Corolério 4.14. Sejam (u,) C G tal que j, — p e pr = pt em M(Q) e u, a
solugio de (4.5). Entdo existem uma subsequéncia (u,,) e bj,...,b; € R tais que

(un,) converge em L*(Q) para a solugdo de

—Au+e'—1=m—Y a’s, emQ
2.0 , (4.12)

u=0 sobre 02

#

— # _ o~
onde aj = aj, —b; sek €{l,...,l} ea] =a; caso contrdrio.

Demonstragao. Basta lembrar que a medida 7 € M() da proposicao 4.13 esta
concentrada no conjunto em que ut > 4w e este, estd contido naquele em que p > 4,

logo {q1,...,q} é um subconjunto de {p;; n € N}. n

Ainda se g(t) = €' — 1 também podemos elidir a hipétese de positividade da

sequéncia (u,) do teorema 7.1 de Marcus e Ponce em [30] enunciado a seguir.

Teorema 4.15. Seja (i1,) C G(g) positiva tal que i, — pu em M(Q). Se u# ¢ o limite

reduzido de (p1,,) associado a g entao

pt < pr < p.

Proposigao 4.16. Seja (1) C G tal que p, — o em M(Q). Se p# € o limite reduzido
de () entao
ut < p.

Demonstragao. Seja u, a solugao de (4.3). Como (u,) é limitada, pelos teorema 2.1 e
proposic¢ao 2.6 existem u € L'(€) e uma subsequéncia (u,, ) tais que (u,,) converge em
LY(Q) para u e

e'me —1 e — 147 em M(Q). (4.13)
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Sec. 4.1: Limite Reduzido

Passando a uma outra subsequéncia, se necessario, podemos supor também que (uy, )

converge para u qtp em §2. Como (u,, ) é¢ uma subsequéncia de (u,) temos que u satisfaz

—Au+e*—1=p" emQ
u=0 Sobreﬁﬁ'

Logo u” = p — 7. Assim, resta provar que 7 > 0. Pela proposicdo 4.13, existem

bi,....bp e Req,...,q € tais que

l
T = Z bzéqz
i=1

Fixado i € {1,...,(}, sejam ¢, € C°(B1/m(q:)) tal que 0 < ¢, <1 e pp(g;) =1. Por
(4.13),

b; = lim [ pp(e"* —1)dx — / Om(e” —1). (4.14)
Q

k—o0 Q

Por outro lado, como e*** —1 > —1 em () segue que

/‘Pm(eu”’“ — )dx > —/ pmdr > —[supt |,
0 0

e por (4.14) obtemos que

b; > —|supt p,| + / om(e* —1)dz.
Q

Fazendo m tender ao infinito segue que b; > 0. Sendo ¢ = 1,...,[ arbitrario, 7 > 0.

Portanto, u# < p. [

Observamos que a motriz da prova ¢é a limitacao inferior da nao linearidade.
Além disso, como p* é a maior boa-medida menor do que ou igual a p também

concluimos uma desigualdade mais forte.

Corolédrio 4.17. Seja (11,) C G tal que p, — p em M(Q). Se p# ¢ o limite reduzido
de (p,) entao
pt <t

Ao reunir o coroldrio 4.17 com a proposicao 4.13 também garantimos que
o limite reduzido de uma sequéncia (y,) tal que g, — g em M(Q) é p* menos um

decréscimo nao negativo de medidas de Dirac.
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Demonstracao do teorema 4.7. Pela proposicao 4.13, existem ¢,...,qq €

satisfazendo l
wr = - Zbiéqi.
i=1

Como i é uma medida de Radon, existe k£ € N tal que a; < 47 para ¢« > k. Logo
l m
:u# = :u* + Z(al - 47T)+5Pi - Z bléqz = :U’* - Z Ci(s?"u
i=1 i=1 i=1

onde para os k primeiros ¢;’s temos que ¢; = b;, — (47 — a;)* se p; = ¢;, para algum

¢, €{q1,...,q} e c; = —(4m — a;)" caso contrério e r; = p;; ji para os m — k indices
restantes consideramos os pontos gj,,,, ..., que nao aparecem em {p; n € N}
e definimos ¢; = b;, e r; = gj,. Por fim, pelo coroldrio 4.17 obtemos que todos os
coeficientes ¢;’s sao nao negativos. ]

Notemos que como ¢; > 0 para todo i € {1,... m}, para ¢ € {1,...,k}
temos que a; < 47 se nenhum elemento de {q1,...,q} é igual a p;; e b;, > (a; — 4m)*

quando g;, = p;.
Em termos de limite reduzido rescrevemos o teorema anterior.
Corolério 4.18. Seja (11,) € M(Q) tal que p, = p em M(Q). Se p# € limite reduzido

de (pn) entao existem cy,...,¢p € R com¢; > 0 parai € {1,...,m} ery,...,rpm € 8

tais que
m

/~L# =W - Z Cir, -

4.2 Prova do Teorema Principal

Um elemento fundamental empregado em diferentes ocasioes é o Principio
do Méximo Inverso obtido por Dupaigne e Ponce em [22], teorema 3. Por meio deste,

minoramos os valores do limite reduzido em determinados conjuntos unitarios.

Proposigao 4.19 (Principio do Méximo Inverso). Seja u € L () tal que Au €
M(Q). Seu >0 gtp em ), entdo

(—Au). > 0.
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Sec. 4.2: Prova do Teorema Principal

A seguir, exibimos a demonstracao do principal resultado do texto.

Demonstracao do Teorema 4.3. Pelo coroldrio 4.14 existem uma subsequéncia (u,, ),
bjr,...,b;, ERepj,...,pj, € {xe€Q; u({a}) > 4r} tais que (u,,) converge em L*(Q)

para a solucao de

—Au+e"—1:ﬁ—2a?&6pi em §)

=1 3

u=20 sobre 0f)
onde a}t =aj, —bj, parak € {l,...,l} e az# =a;sei ¢ {j1,...,5}. Logo, a fim de
calcular {al#; n € N}, basta focarmo-nos em j;...,7. Para cada i € {1,... 1}, seja

Uy, a solugao de

—Av,, +e" —1=oap,, emQ

, (4.15)
Uy, =0 sobre 0f)

onde 0 < a < 4m/aj. A existéncia de v, provém do teorema 2.3, pois u,, ¢é
uma supersolugao de (4.15) e 0 uma subsolucao. Pela proposigao 4.13, existe uma

subsequéncia (vnkj) convergindo em L'()) para a solucao de

—Av+e'—1=v, emf
v=20 sobre@Q7

onde v, = ap—7 e 7 é uma medida de Radon concentrada em {z € Q; au({z}) > 47}.
Como ap({p;}) < 4m, 7({p:}) = 0 e, entao, v,({p;,}) = an({p;}) = aa;,. Mas pela
proposicao 2.5,

Uny, < Un,, qtp em £,

k

de onde v < u qtp em €2. Logo pela proposicao 4.19,

aa;, = (—Av)({p;}) < (~Au)e({ps}) = af.

Sendo 0 < « < 4m/a;, arbitrario, concluimos que a}f > 4rm. Por outro lado, pelo
teorema 2.20 também temos que a;f < 4, consequentemente, a}f = 4m. Por fim,
observamos que se iniciamos com uma subsequéncia qualquer de (u,) obtemos uma
subsequéncia desta que converge para a soluc¢ao de (4.4), por unicidade de solucao de

(4.1) concluimos que (u,) converge em L'(Q) para u, onde u é solucio de (4.4). [
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4.3 Medidas de Radon com Sinal

O bom comportamento apresentado com sequéncias de medidas positivas
nao é mais verificado se as permitimos possuir sinal. Contudo no teorema 4.5, reavemos

o teorema 4.3 via um acréscimo de hipdtese. A priori, melhoramos o lema 2.36.
Lema 4.20. Sejam pp€ M(Q) e f € L'(2). Entao

—Au+e"—1=pu em§
u=f sobredf)

(4.16)

tem solu¢ao se, e somente se, (4.16) tem solugao com dados iniciais (u*, f*) e

(_:u_7 _f_)
Demonstragao. Sejam g(t) = (¢! — 1)T. Pelo lema 2.36 temos que

—Av+g(v) =pt emQ
v=f" sobredf)

tem solucao. Como pela proposicao 2.5 v > 0 qtp em {2, segue que v é solucao de
(4.16) com (u't, f*) como dado inicial. Para exibir a solugao associado a (—p~, —f7),

procedamos analogamente. Consideremos a solugao de

—Av+(1—e )t =(u )" emQ
v=f" sobre 9

Notemos que —u é supersolucao de

—Aw+(1—e ™) =—p emQ
w= —f sobre 02

e a solugao do problema acima com (—u®,—f") é uma subsolugdo. Assim com os
mesmos argumentos acima, (p~)* = p~. Sendo v > 0 qtp em {2, obtemos que
—v é solucdo de (4.16) com (—p~,—f~) como dado inicial. Finalmente, se (4.16)
com (ut, f*) e (—pu~,—f7), tém solugdes u e v, respectivamente; entdo u e v sao
supersolugao e subsolucao de (4.16), respectivamente. Como pela proposigao 2.5, v < u

qtp em €, pelo teorema 2.3 concluimos que (4.16) tem solugao. ]
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Sec. 4.3: Medidas de Radon com Sinal

Demonstragao do teorema 4.5. Seja u, a solugao de (4.3). Pelo corolario 4.14, existem
biry ..., 05, €ER, pji,...,pj, € {xr € Q; p"({z}) > 4w} e uma subsequéncia (u,, ) tal que

(un, ) converge em L'(2) para a solugao de

o0
—Au+e"—1zﬁ—2az#5pi em (2
i=1

9

u =0 sobre 0f)

#_

# Juye
onde aj = aj;, —b;, para k € {1,...,l} e a] = q; caso contrdrio; e

I
el — 1 et — 14 ijiépji em M(Q).
i=1

Devido a caracterizagao

pt({z}) = sup {u(F); F C {z}}

temos que se ut({x}) > 47 entdo u({z}) = pt({z}) e u({x}) < 47 se, e somente

se, ut({z}) < 47w. Logo, para i ¢ {j1,...,ji}, a' = a; < 47 e, consequentemente,
# _

i =

a min {a;,47}. Também, pu({p;,}) = p*({p;}) = a;, parai € {1,...,[}. Seja u} a

solugao de

—AuT et — 1= ut em Q
ng Nk

(4.17)

uy =0 sobre Of)

dada pelo lema 4.20. Pelo teorema 4.3, (u;} ) converge em LY(Q) para a solugao de
1=(u")*" emQ
ut =0 sobre 00
Ainda, seja T € M(Q) tal que
ehr —1 et 147 em M(2).

Como pela proposi¢ao 2.5 temos que u,, < u' qtp em , e* — 1+ 25:1 b;,op;, <

k

e — 147 em M(Q). Portanto, para i € {1,...,1},

af = p({p;}) = by = 1" ({pi}) — 7({pi}) = (W) ({ps}) = 4,

pois 1 ({p;,}) = u({p;;}) > 4n. Por outro lado, pelo teorema 2.20, a}f < 4m. Logo

aqé_ﬁ:éhrea;iE

7 = min {a;,,47}. Por fim, como na argumentagao final do teorema 4.3

conclufmos que toda a sequéncia (u, ) converge em L*(§2) para a solugao de (4.4). N
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Novamente, na linguagem de limite reduzido reescrevemos o teorema acima.

Corolério 4.21. Seja (u,) C G tal que p, — p e i = pt em M(Q). Entdo (p,) tem

limite reduzido e

=T+ Zmin {a;,47}d,,.
i=1

Em seguida, produzimos um interessante exemplo de uma sequéncia (u,) de

medidas com sinal tal que g, — pu em M(Q), g > 0 e tem limite reduzido p#, mas
pt # .

Demonstracao da proposi¢ao 4.6. Para cadan € N e € > 0, seja

/“Ln,e - 871-)01/6(3:) - 87Tpn(x - (1/n7 O))7

onde p é um regularizador. Fixado n, ao fazer € tender a 0 obtemos que f, . N
810y — 8mpp(z — (1/n,0)) em M(Q). Pelo teorema 4.5, (u,) converge em L'(2) para
a solugao de

—Au, +e" —1=v, emf)
u, =0  sobre 02 7
onde v, = 4mdy — 8mpp(x — (1/n,0)). Assim, para cada n € N escolhamos ¢, > 0
satisfazendo

tn,e, — tnllLi) < 1/n.

Por outro lado, pelo lema logo a seguir, (u,) converge em L'(§) para a solucao de

—Au+e" —1=—4nwd, em )

. (4.18)
u=0 sobre 0f)

Portanto, (uy,,) converge em L'(Q2) para u. Assim, basta tomar , = i, - [

Os dois proximos lemas, sendo o primeiro ja utilizado acima, sao
essencialmente a demonstracao do teorema 4.8. Em suma, em ambos determimanos
o limite reduzido de uma sequéncia de medidas em que cada elemento é uma diferenca
de outras duas. No primeiro, o fator aditivo da diferenca é uma medida fixa, enquanto

no segundo fixamos o subtraendo.
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Sec. 4.3: Medidas de Radon com Sinal

Lema 4.22. Seja (u,) C M(Q), onde p, = 7 — v, com v, > 0 para todo n € N e
Uy = v em M(Q). Se 7({z}) < 4 para todo x € Q entdo (p,) tem limite reduzido e

(r—v)=17—-v.

Demonstra¢ao. Seja wu, a solugao de

—Au, +e""—1=7—v, emf

U, =0 sobre 0f2 '

Como ((7—v,)") é limitada, existe uma subsequéncia ((7—v,, ) ") tal que (71—, )" = &
em M (). Pela proposigao 4.13, existe uma subsequéncia de (u,, ), denotada da mesma

forma, que converge em L'(§)) para a solucao de

—Aute*—1=7—v—X em(
u =0 sobre@Q’

onde \ = 2221 bigi e ¢; € {x € Q;k({x}) > 4r}. Seja v, a solugao de

—Av, +em—1=7"—v, emQ

. (4.19)
v, =0 sobre 0f2

Note que 77 — v, < 77 e 77 ({x}) < 47, logo pelos teoremas 2.13 e 2.20, existe v,,.
Similarmente & demonstragao do teorema 4.3, obtemos que v,, converge em L'(Q) para
a solugao de

—Av+e’—1=7"—v em

v=>0 sobre 0f) '

Como e —1 e’ — 1 em M(Q) e u,, < v,, qtp em €,
!
e =1+ ijiéqji <e’—1.
i=1

Em particular, b, < 0 para todo i € {1,...,l}, isto é, A < 0. Por outro lado, pela
proposi¢ao 4.16 também temos que A > 0, logo A = 0. Portanto, (u,) converge em

LY(Q) para u e p# =7 — v. |
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No préximo, usamos o teorema 4.8 de [15], do qual temos a propriedade
aditiva na operacao de tomar medidas reduzida quando as medidas sao mutuamente

singulares.

Teorema 4.23. Se iy, 2 € M(Q) sao mutuamente singulares entao

(H + p2)" = pi + pa.

Lema 4.24. Seja (p,) C G, onde p, = v, —7 com 7 >0, 7({x}) = 0 para todo x €

ev, > vevh vt em M(Q). Entdo (u,) tem limite reduzido e

(v—1)F=v*—1.

Demonstracao. Seja u, a solucao de

—Au, +e"—1=v,—7 em¢)

U, =0 sobre 99

Como ((v, — 7)) é limitada, existem x € M(2) e uma subsequéncia ((v,, —7)") tal
que (v, — )" = Kk em M(Q). Pela proposicio 4.13, existe uma subsequéncia de (u,,)

tal que (uy, ) converge em L*(2) para a solugao de

—Au+e*—1=v—7—X emf)
u=0 sobreaQ’

onde A = S0 b6, e g € {x € Q, k({z}) > 4r}. Notemos que sendo (v, — 7)" < v,
segue que k < vt. Se p € Q é tal que v ({p}) < 47 entdo A\({p}) = 0 e,
consequentemente, (v* — 7)({p}) < (v — 7 — A)({p}). Como na decomposigao para

[, escrevamos
[e.9]
v="7+ E a;0p,,
i=1

com 7({xz}) = 0 paratodoz € Qe Y 2, |a;| <oo. Se v ({z}) > 4n para algum z € Q,
temos que x = p; para algum i € N e v™({p;}) = v({pi}) = a;. Fixemos um tal i.

Sejam « < 47/a; e a solugdo v, de

—Av,+em"—1=av, —7 emf)

v, =0 sobre 0f) '
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Sec. 4.3: Medidas de Radon com Sinal

Novamente pela proposi¢ao 4.13, existem uma subsequéncia (v,, ) e x € M(Q) tais
J

que (vnkj) converge em L'(§2) para a solugao de

—Av+e'—1l=av—7—x em¢(]
v=20 sobre@Q’

onde x é uma medida concentrada num subconjunto de {x € Q; avt({z}) > 47}. Pela
proposicao 2.5, v,, < u,, qtp em 2 e, consequemente, v < u, qtp em (2. Portanto,
J J

pela proposigao 4.19,

aa; = (=Av).({pi}) < (=Au)({pi}) = (v = ) ({pi}),

pois x({pi}) = 0. Como a < 4rm/a; é arbitrario, segue (v* — 7)({p;}) = 47 <
(v—7—=XN({pi}). Logo v* —7 <v—7—Xem . Por outro lado, usando a hipétese
7({z}) = 0 para todo z € 2, pelos teoremas 2.20 e 4.23 obtemos que

(v—1) = ((E—T) +Zai(5pi> :ﬁ—T—l—Zmin{ai,éM}é = =T
i=1

i=1
Pelo corolario 4.17 segue que v —7— X\ < v*—T e, consequentemente, v —7 —\ = v* —17.

Portanto, (u,) tem v* — 7 como limite reduzido. [

. o~ .. . ., *

A proposicao 4.6 explicita-nos a necessidade ds hipdtese v — v no

lema acima. Em posse dos dois tdltimos lemas, extraimos uma espécie de reciproca
do teorema 4.7. De fato, trata-se de uma generalizacao do exemplo contido na

proposicao 4.6.

Demonstracao do teorema 4.8. Lembremos a nossa decomposicao usual para pu, pu =
T+ > 2 aidp,. Acrescentando coeficientes nulos e reordenando-os podemos escrever

o0 m oo

i aiépi = Z a;5ql. € Z Cia?"i = Z C;(qu‘v
=1

i=1 i=1 i=1
onde os k primeiros ¢;’s s2o os 1;’s que aparecem em {p;; n € N}, os m—k ¢;’s seguintes
sdo os 1;’s que nao pertencem a {p;; n € N} e, por fim, reordenamos de forma natural

0s p;’s que nao estao em {ry,...,r,}. Definamos

Pne = P1/e * [+ Z biprje(x — qi) — Z dipan(x — qi + (1/n)e1),
=1

i=1

70



Cap. 4: Solucgoes Limites para uma Equagao Semilinear

onde
a;+ ¢ a;>4w ¢ a; > 4m
bi - € dz = )
A+ al < Adw 4 —a;+ ¢, a < Amw
para i = 1...,m, e b; = a} se i > m. Notemos que sendo p,({z}) = 0 para todo

x €€, pin € G para todos n € N e e > 0. Seja, entao, u,,. a solucao de

—Aup+e"—1=p,. em¢)
Upe =0 sobre 0f2 '

Como d; > 0 para i € {1,...,m}, dada uma sequéncia () que converge para 0%, ao
aplicar o lema 4.24, obtemos que, quando k tender ao infinito, (u,.,) convergird em

LY(Q) para a solugao de

—Au, +e" —1=pn+ Zmin {b;, 47 }o,, — Z dipon(z — q; + (1/n)e;) em Q
i=1 i=1

U, =0 sobre 0f)

Para cada n € N, seja uy,, de forma que
||un,ekn — Uy || < 1/n.

Usando o lema 4.22, (u,) converge em L'()) para a solucao de

—Au+e'—1=7+ Zmin {bi,4m}o,, — Zdiéqi em ()
i=1

i=1

u=0 sobre 0f2
Mas pelas definicoes de b; e de d;, temos que min{b;,4r} = 4w e 47 — d; =

min {47, a}} — ¢}, para todo i € {1,...,m}. Como p* =+ > .~ min{aj, 47},

I+ Z(47T — d;)o, + Z min {b;, 4w }d,, = p* — Z Cibg = " — Z ¢i0y,.
i=1 i=1 i=1

1=m+1

Portanto, tomando pi, = pn, , 0 resultado segue. [

Ainda continuamos na nossa tarefa de codificar as assercoes usando o

conceito de limite reduzido.
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Corolario 4.25. Sejam p € M(Q), ¢1,...,¢m € R com ¢; > 0 parai € {1,...,m} e
1., Tm € Q. Entdo existe uma sequéncia (ju,) C C(Q) tal que pu, = u em M(S),

(i) tem limite reduzido e

pt = — i Ci0r,
=1

As proposicoes 4.6 e 4.8 nos permitem, dada p € M(2), obter todos limites

reduzidos de sequéncias de boas-medidas que convergem fraco-estrela para pu.

Definicao 4.26. Dizemos que v é um limite reduzido associado a | se existe uma

sequéncia (j1,) C G tal que pu, — pu em M(Q) e (i) tem v como limite reduzido.

Corolario 4.27. Seja pp € M(QY). Entio v € um limite reduzido associado a p se, e
somente se, eziste ¢y, ...,Cyn € R com ¢; > 0 para todoi € {1,...,m}, ery,...,rm € Q

satisfazendo

A nao concentracao de p em conjuntos unitarios e a nao negatividade de u

implicam que o limite reduzido é necessariamente igual ao limite-fraco da sequéncia.

Corolario 4.28. Sejam (p,) C G tal que pu, — p em M(Q) e u, a solugio de (4.3).
Suponhamos ainda que (u,) tem limite reduzido e que (u,) converge em L'(Q) para u.

Se ({z}) = 0 para todo x € Q e u >0 gtp em Q entao u#* = p.

Demonstracao. Pelo corolario 4.27 temos que existem ¢y, ..., ¢, € R com ¢; > 0 para

ie{l,...,m}ery,...,rym € Q tais que

,u# = ,U* - iczﬁri = K= iciér“
i=1 =1

pois 1 = p*. Como u > 0, pela proposi¢ao 4.19 segue que —¢; = (—Au).({p;}) > 0.
Portanto, ¢; = 0 para todo i € {1,...,m}, ou seja, u# = p. (]

Encerramos a segao, construindo um exemplo de uma sequéncia (u,) C G

que nao admite limite reduzido.
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Exemplo 4.29. Seja (u,) a sequéncia definida por

Hne,, SET é par
Mn = L, s
0, sen € impar

onde [, vem da proposi¢ao 4.6. E imediato que p, — 0 em M(Q). Contudo, se u,
¢ solugao de (4.3) temos que (ugy,) € (uz,—1) convergem para as solugoes de (4.1), com

= —4mdy e = 0, respectivamente.

4.4 Equacao Escalar de Chern-Simons
A plenitude dos resultados para a equacao semilinear com nao linearidade
exponencial é transladada para a Equacao Escalar de Chern-Simons

—Au+e'(e"—1)=p emQ

) (4.20)
u =0 sobre 0f)

As demonstracoes sao basicamente as mesmas, nas quais substituimos o Teorema de

Véazquez pela sua versao para (4.20) dada por Lin, Ponce e Yang em [29], proposicao B.1.

Teorema 4.30. Seja pp € M(QY). Entdo (4.20) tem solucao se, e somente se,

pw({x}) <27 para todo x € Q.

Do teorema acima segue que a medida reduzida de p associada a (4.20) é
pe=T+ Z min {a;, 27},
i=1

Nesta secao, a palavra boa-medida e o conjunto G sao reservados para as
medidas de Radon tais que o problema (4.20) tem solu¢ao e para o conjunto destas

medidas, respectivamente.
Teorema 4.31. Sejam (u,) C G positiva tal que i, — 1 em M(Q) e u, a solugcdo de

—Au, + e (e —1) =p, em§)

. (4.21)
U, =0  sobre 0}
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Sec. 4.4: Equacao Escalar de Chern-Simons

Entdo (u,) converge em LY(Q) para a solucio de

—Au+e'(e" —1)=p* emQ

) (4.22)
u=0  sobredf

Teorema 4.32. Sejam (1) C G tal que ju, — p e b = pt em M(Q), e u, a solucdo
de (4.21). Entdo (u,) converge em L'(Q) para a solucao de (4.22).

Teorema 4.33. Sejam (p,) C G tal que pu, — p em M(Q), e uy, a solucdo de (4.21).
Se (uy) converge em L'(Q) para u, entdo existem ci,...,c, € R tais que ¢; > 0 para

ie{l,....m}ery,...,rm €8 tais que

—Au+e'(e" —1)=p* — Z ci0p, em§)
i=1
u=20 sobre OS2

Teorema 4.34. Sejam p € M(Q), ¢1,...,¢m com ¢; > 0 para i € {1,...,m}, e
1y, Tm € Q. Entdo existe uma sequéncia (ju,) C C(Q) tal que pu, — p em M(S),

e as solugoes de (4.21) convergem em L'(Q)) para a solugdo de

—Au+e'(e" —1)=p*" — Z ci0p, em§)
i=1

u =0 sobre OS2

74



CAPITULO b

Solucdes Limites para uma Equacdo Semilinear com nao

Linearidade Exponencial em dimensao > 3

No atual estagio, somos levados a nos questionar se as conclusoes do capitulo
anterior sao peculiares ou nao a bidimensionalidade do espago. Usando a medida de
Hausdorff, escrevemos a equivaléncia estabelecida no Teorema de Vazquez de outra
forma, p < 47H®. Assim, uma possivel extensio deste teorema para dimensoes
superiores é: p € M(f) é uma boa-medida se, e somente se, u(A) < 4rHN72(A)
para todo boreliano A C €2, reforcada pelo teorema 1 de Bartolucci, Leoni, Orsina e

Ponce dado em [4].

Teorema 5.1. Sejam € M(Q) e Q CRY com N > 3. Se u(A) < 4nHN"2(A) para
todo boreliano A C Q entdo p € uma boa-medida para
—Au+e"—1=p em

) (5.1)
u=0 sobre o)

Mas Ponce em [35] encontrou conjuntos nao retificdveis F' tais que 0 <

HN2(F) < 0o e v = aHN"2 | F é uma boa-medida para todo a > 0, o que mostra
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a dificuldade de determinar as boas-medidas para N > 3. A mesma ressurge na

caracterizacao de limites reduzidos. Por exemplo, as solugoes de

—Au, +e" —1=p,*pu em§

, (5.2)
U, =0 sobre 0f)

onde = aHN2 | F, converge em L'(Q) para a solucio de (5.1). Em outras palavras,
o limite reduzido de (p, * p) é igual ao seu limite-fraco e p# = aHN2| F, para
todo a > 0. Isso reflete na impossibilidade de generalizagao da proposicao 4.13 para

dimensoes superiores, da qual presumimos a forma do limite reduzido.

Dissuadidos de calcular o limite reduzido de forma geral, em dimensoes
superiores ou igual a trés, passamos a procurar condicoes a fim de que o limite reduzido

de uma sequéncia de boas-medidas seja igual ao seu limite-fraco.

Ainda no plano, ao fortalecer a exigéncia de que u < 47H2 por u({x}) =0

para todo x € {2, temos que existe ng € N satisfazendo

pin(By(7)) <€,

para todos n > ng e r suficientemente pequeno. Entao se o diametro fosse uma medida
exterior terfamos que (u,) seria equidifusa em relagdo ao didmetro. Em dimensao
superior, a alteracao do diametro por HY ~2 mostrou-se apropriada. No restante deste

capitulo, Q@ C RY, com N > 3, e u € M(Q) é positiva.

Definicao 5.2. Dada uma sequéncia (u,) C M(2), dizemos que (u,,) € equidifusa em

relacao a uma medida exterior T se para todo € > 0, existe § > 0 satisfazendo
pn(E) < €

para todos boreliano E C Q tal que T(E) < en € N.

A equidifusidade é suficiente para guarantir que (,,) possui limite reduzido

igual a u, quando a sequéncia é nao crescente.

Teorema 5.3. Seja (1,) C G ndo crescente tal que j, — pu em M(Q). Se (i) ¢

equidifusa em relagdo a HY =2 e u < AnHY =2 entdo (u,) tem limite reduzido e pu* = p.
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Cap. 5: Solucgoes Limites para a Equacao com N > 3

Em um primeiro esforco de extensao do corolario 4.4, esperavamos que
somente a alteracao da medida H? por HY 2, bastasse para recupera-lo. Contudo

com um exemplo, elucidamos a sua insuficiéncia.

Teorema 5.4. Erviste (11,) C C(Q) positiva tal que p, — p em M(Q) com p # 0,
(pn) tem limite reduzido u#* = 0 e u(E) = 0 para todo boreliano E tal que H*(E) = 0
para algum s < N.

Pelo teorema 5.1, p é uma boa-medida, assim neste exemplo, a medida
reduzida de p é distinta do limite reduzido de (p,). Também se consideramos a
sequéncia (p,, * 1), pelo teorema 4.11 de [15] temos que o limite reduzido desta sequéncia

é p, logo os limites reduzidos de (u,,) e de (p, * p) s@o diferentes.

Inferimos que a mudanga da bidimesionalidade para dimensoes superiores
nos acarreta uma grande alteracao do estado da arte. Ganhamos um enriquecemnto do
quadro e, consequentemente, um aumento do nivel de dificuldade. Reunindo o exposto
nesta introducao, obtemos que nenhum dos itens 1. a 3. apds a definicao 4.9 da secao 4.1

mantém-se valido para N > 3, isto ¢,

1. Podem existir conjuntos borelianos F' C € e sequéncias (u,,) C M(€2) de boas-
medidas tais que (p,,) tem limite reduzido p# = aHN=2| F, para todo a > 0;

2. A medida reduzida e o limite reduzido nem sempre coincidem:;

3. O limite reduzido também depende da sequéncia em questao.

Entretanto, duas questoes fundamentais permanecem-se abertas: a condicao de
monotocidade é essencial no teorema 5.37 A segunda é ainda mais delicada: qual é
a forma do limite reduzido de uma sequéncia em geral que o possui? A dependéncia
intrinseca do limite reduzido pela sequéncia e nao apenas do limite-fraco engrandece a

resposta e aumenta consideravelmente sua complexidade.

5.1 Prova do Teorema Principal

A prova do teorema 5.3 é dividido em etapas, o que permite focalizar os

detalhes e obter resultados em si mesmos interessantes.
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Sec. 5.1: Prova do Teorema Principal

Lema 5.5. Seja (p,) C G tal que jy, = Uy + Tn, fln — p e 7 — 0 em M(RQ).
Suponhamos, ainda, que a solucao v, de
—Av, +em—1=v, em$
v, =0  sobre 0}

convirja em L*(Q)) para a solugdo de (5.1). Entdo u, também converge em L'(S)) para

a solugdo de (5.1).

Demonstracao. Pela proposicao 2.24 existe C' independente de n tal que

[on = unllzr@) < CliTallm@
para todo n € N. Como (v,) converge em L'(§) para u, onde u resolve (5.1), e
7]l m() — O concluimos que (u,,) converge em L'(€2) para u. [

Lema 5.6. Sejam (j1,) C G tal que p, = p em M(Q) e u, a solugio de
—Au, + e —1=pu, em§l
u, =0  sobre OS2 ’

onde existe € > 0 tal que j1,(Q N B.(x)) < 2Nwn (1 — €)r¥=2 para todo B,(x) C RY.

Entdo (u,) converge em L'(Q) para a solu¢io de (5.1).

Demonstragao. Como (1,,) ¢ limitada, pelo teorema 2.1 existem uma subsequéncia (u,, )
e u € LY(Q) tais que (u,,) converge em L'(Q) e qtp em Q para u. Seja v, € L'(Q) a
solucao de
—Avg = fn, em
v =0 sobre 0f2 '

Como ||, ||n/2 < 2Nwn (1 — €), usando o teorema 2.19 com o < 2Nwye < 2Nwy —

|| ttny || v/2 Obtemos que, para algum p > 1, e* € LP(2) e

/ e < (5.3)
Q

para todo k € N. Por outro lado, pela proposicao 2.5, u,, < v qtp em 2. Logo de
(5.3) segue que

le“ | o) < Cp.
Como (uy,) converge qtp em €2 para u, pelo Teorema de Egorov temos que (e" )

converge em L'(Q)) para e*. Portanto, u é solugao de (5.1). [
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Cap. 5: Solucgoes Limites para a Equacao com N > 3

Com a jungao dos dois lemas acima produzimos a situagao que estabelecemos

no teorema 5.3.

Corolério 5.7. Sejam (u,) C G tal que i, = Vy + T € ptn — pu em M(Q), onde
vn(Q N Bo(x)) < 2Nwyr™ =2 para todo B.(x) C RY e 1, = 0 em M(Q). Seja, ainda,
U, a solucao de

—Au, +e“ —1=pu, em§

) (5.4)
u, =0  sobre df2

Entdo (u,) convege em L'(Q) para a solugao de (5.1).

Demonstragcao. Sejam o < 1 e viy a solucao de

—Av; + e’ —1=av, +ar, em-)
vy =0 sobre 90

Notemos que v; existe devido ao teorema 2.13, pois apu, < u,. Pelos lemas 5.5 e 5.6,

(v¥) converge em L'(Q) para a solugao de

—Av*+e” —1=au em
v =0 sobre Q)

Pelo teorema 2.14 p é uma boa-medida. Seja u a solugao de (5.1). Da proposigao 2.24

segue que
[0 = ull o) < (1= a)llullme),
isto é, v® converge a u em L'(2) quando @ — 17. Por outro lado, também pela
proposicao 2.24,
it =2 3y < (1 = @)l + (1 = @)y < (1= @)C,

Portanto, (u,) converge em L'(2) para u. [

Lema 5.8. Seja (1,) C M(Q) tal que p, = pu em M(Q). Entdo para todo fechado
F C Q temos que

lim sup i (F) < p(F).

n—o0
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Demonstracao. Lembremos que p € M(2) se p é uma medida de Radon no sentido
usual em Q tal que p(9Q) = 0. Como F C F U R, temos que v(F) = v(F) para toda
v e M(Q). Logo

lim sup g, (F) = limsup p, (F) < u(F) = p(F). [

n—00 n—oo

Um passo crucial na demonstracao do teorema 5.3 que permite cair no
coroldrio 5.7 é a extensao do Lema 2 de [4]. Elaborada por Ponce exclusivamente

para o uso neste texto.

Lema 5.9. Sejam p € M(Q2) e s € Ry. Dados B € Ry e d € (0,00]|, existe um aberto
A CRY tal que
pLA<BH} ¢ FHIRY\ A) < u(BY\ A)

Demonstragdo. Se a desigualdade p < BH3 nao é assegurada entao existe By C RY

satisfazendo

BH5(Bo) < p(Bo)-
Suponhamos por indugao que tenhamos construido conjuntos borelianos disjuntos
By, ..., B,. Se a desigualdade

o lrvon_ B, < BH;

é assegurada entdo tomamos B, = (), caso contrario, existe B,;; C RV \ Up_o By tal
que

PH5(Boi1) < p(Bnia)-

Como Hj é uma medida exterior e os conjuntos By sao disjuntos,

BH; (U Bk> <BY H(B) <) p(Bi) = (U Bk> .

A conclusao do lema segue com A = RN \ U2, By se temos

3o B, < BH;.

A fim de ter esta propriedade, refinemos a escolha dos conjuntos Bj. Para tal, para

todo n € N, sejam
en =sup {u(E); E C RY \ U}_yBy, é um boreliano e SH(E) < u(E)}
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Cap. 5: Solucgoes Limites para a Equacao com N > 3

e Bny1 C RN\ Ur_, By, satisfazendo

N(Bn+1) > En

e como p ¢ uma medida de Radon, podemos tomar B,,; sendo um compacto.

Suponhamos por contradi¢ao que

e B, < BH;

nao é verificada, logo existe C' C RY \ U By, tal que

PH(C) < u(C).

Em particular, u(C) > 0 e C' é um conjunto admissivel na definigdo dos niimeros ¢,

consequentemente, para todo n € N temos que €, > u(C). Por outro lado,

ZEk 2 Z,u Bk—i—l = 2,u(Uk OBk—H) < QM(RN) < Q0.
k=0 k=0

Portanto, (€,) converge para zero, o que é uma contradi¢do, pois esta é limitada

inferiormente por p(C'). [

Demonstracao do teorema 5.3. Inicialmente, suponhamos que exista ¢ > 0 tal que
p< (4r — e )HY 2

Definamos uma sequéncia (A;) de abertos de Q. Seja A; dado pelo lema anterior tal
que

pra, < ATHYT2 e AnHYTEHRY\ AY) < u (RV\ A)).

Definidos (A4;) para 1 < i < n, obtemos A, aplicando o lema anterior para

finy1 RV \un 4, Logo Anq satisfaz
fni1 Ao A, < ATHET? e ArHITARY N\ Angr) < g (RY \ U A).

Sendo (p,) nao crescente, fi,11 Luﬁjll 4. < 4rHN =2 Ainda notemos que se m < n temos
que
ATHTHRY \ UL A) < (R \ U A)) < i (RY \ UL A,
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Sec. 5.2: Um interessante exemplo

Logo pelo lema 5.8, para todo m € N, temos que

4m lim sup %£_2(RN \ UL 4;) < limsup Nn(RN \ UL A < N(RN \ UL Ai)

n—00 n—00
< (4m — HITA(RY\ U, Ay).

Portanto,

4 limsup HY 2RV \ U, 4;) < (47 — €) limsup HY 2 (RN \ U, A))

n—0o0 n—oo

e, consequentemente,
lim HY2(RY \ U, A4;) = 0.

n—oo
Assim, como (u,,) é equidifusa em relacio a HY "2, temos que pu, (RN \ UL, 4;) — 0.
Escrevendo p, = pu, LU?:l A, LRN\U?ZI 4,» pelo coroldrio 5.7 concluimos o resultado.
Por fim, se apenas u < 47HY~2 procedemos de forma andloga & demonstragao do

corolario 5.7. m

5.2 Um interessante exemplo

Para produzir o propalado exemplo em que p# # p* fazemos uso do

coroldrio 3 de [4], dado a seguiro, e dos dois lemas subsequentes.

Corolario 5.10. Sejam p = a(x)HN"2| E, onde E C Q é um subconjunto (N — 2)-

retificdvel e o uma funcao HY =2 | E integrdvel. Entdo
p* = min {a, 47 YH 2 | E.

Lema 5.11. Sejam (p,) € M(Q) tal que p, = p em M(Q) e (p,) uma sequéncia

reqularizante radial. Se (ny) € uma subsequéncia dos nimeros naturais entdo

Py * i — - em M(Q).

Demonstracao. Seja ¢ € C°(R2), utilizando o Teorema de Fubini segue que

’/de(pnk *,Uk>_/990dﬂ' = /Qso(x) (/Qpnk(x—y)duk(y)> dw—/gsodu‘
Ry

< 1oy 0 — ollncey il accen + \ [ ot~ | sodu‘ |
[9] Q

Como (pn, * ) converge uniformemente a ¢ e () ¢ limitada, o resultado segue. ]
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Cap. 5: Solucgoes Limites para a Equacao com N > 3

Em um primeiro instante para obter o teorema central da secao, construimos
uma sequéncia (7,,) de medidas de Radon tal que 7,, = 1 em M(Q). Dados n € N e
um multi-indice o = (v, ..., an), sejam C,, = [ag/n, (a1 +1)/n)x, ..., X[ay/n, (any +
1)/n) e |a| = #{a; C, € Q}. Notemos que R" = U,eyvC,. Para cada C,, tomemos o
seu centro: x, e
={zeRY; |z —24]=7r e xy=0},

onde r = 1/4nW+DNV=2)  Com tais notagao, definimos

TR p—cY )

aeNV wN_l‘aerLQ
Ca€Q

Lema 5.12. Dada a sequéncia (1,,) acima, temos que 7, — 1 em M(L).

Demonstra¢ao. Dados n € N e ¢ € C*(Q), sejam P, = {C,; C, € Q} e a soma de

Riemann de ¢ em relagao a P,

Se= Y plaavollCa) = 3 lea) = 19 S AT v g

N—2
Wn_1la|r
Co€Py, Ca€Py, Ca€Py, N 1| ’

Dado € > 0, pela continuidade uniforme de ¢, existe ng € N tal que se n > ng entao
lo(z) —p(y)| <€, sex,y € C, para algum C, € P, e n > ng. Além disso, sendo |a|/n™
a soma de Riemann de 1 em relagao a particao P, também podemos tomar ny de forma
que ||Q] — |a|/nN| < e sen > ng. Logo

|a| / N-2 / |<P ¢(za)l N—2
dr, — S| < |12 —Aa) g N=2| gr 4|0 W2 | 5"
[« o~ 2 [ o)W |5+ 3 o s
a 0 — o(za)| 2
< el 12— S| 101 5= [ E=eedbam s1)
CoEP,

< e(lloll o) + 192)),

se n > ng. Como lim S, = / pdz segue que
Q

n—oo
/ odT, — / pdx.
Q Q

Portanto, 7, — 1 em M(Q). [

Demonstracao do teorema 5.4. Seja (v) C C°(£2), dada por vy = pi * 7, onde (p)

¢ uma sequéncia regularizante e (7,,) é a sequéncia acima definida. Seja, ainda, u,  a
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Sec. 5.2: Um interessante exemplo

solugao de

—Aupp +e"* —1=v, em()
) (5.5)
Unr =0  sobre 00

Pelo teorema 4.11 de [15] temos que, quando k tende ao infinito, (u, ) converge em

L*(Q) para a solugao de

—Au, +e" —1=7" em

n

u, =0 sobre 0f2 .

Para n € N, tomemos k, suficientemente grande de forma que supt (pg, * 7,) C Q e

Por outro lado, pelo coroléario 5.10, existe ng tal que

T = Z Ard(HN 72| S7)

Ca€Py
para n > ng. Logo

B la] Twn—1

||T:7j||./\/l(ﬂ) S 47T Z HN_Q LS;(CQ) = 47T|Oz|wN_1TN_2 = n—Nm

Ca€Pp

Mas, como j& vimos na demonstracao do lema 5.12 que |a|/n™ — [, ||73||m@) — 0.
Portanto, pela proposi¢ao 2.24, (u,) converge a 0 em L'(Q). Assim, se p, = vy, , pelo

lema 5.11 temos que g, — 1 em M(Q) e (uy,,) converge em L'(Q) para 0. [
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CAPITULO 6

Solucdes Limites para o Sistema de Chern-Simons

No artigo [29], Lin, Ponce e Yang estudaram e desenvolveram importantes

resultados concernentes ao sistema nao linear eliptico
—Au+e(e"=1)=pu
—Av+e'(e’—1)=v

em R? |

sendo p e v medidas de Radon. Se p = —4w > " 0, e v = —4mw Y " J,,, o sistema
ganha o signifcado fisico descrito na introdugao. As solugoes com tais medidas sao

obtidas da passagem ao limite das solucoes em conjuntos limitados de R2,

—Au+e’(e"—=1)=p
em §)
—Av+tet(e’—1)=v ; (6.1)
u=uv=0 sobre 0f)

onde  é um dominio limitado com fronteira suave de R?. Assim, constituindo-se um
importante passo, o estudo de (6.1). O principal resultado de existéncia para (6.1)

provém do teorema 7.1 de [29].

Teorema 6.1. Sejam p,v € M(QQ). Entao (6.1) tem uma solucao se, e somente se,
p{z}) +v({z}) < 4.
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Dentro do espirito do capitulo 4, estamos interessados quando (6.1) nao tem
solugdo. Aproximamos p e v por sequéncias de medidas (u,) e (v,), respectivamente,
na topologia fraca-estrela em M(2), tais que (6.1) tem solugao com (p,,, v,,) como dado,
e as solugoes convergem em L'(Q) x L'(©2). O cerne do atual capitulo é mostrar que o
limite também satisfaz o sistema (6.1) com medidas pu# e v#, as quais determinamos
completamente. Ao longo deste, 2 C R? e medida de Radon, salvo mencao ao contrério,

restringe-se aquelas que sao positivas.

Teorema 6.2. Sejam p,v € M(Q) tais que u({z}),v({zx}) < 4w para todo x € Q.
Sejam também (i), (v,) C M(Q) tais que pu, — e v, — v em M(Q) e
—Au, + e (e — 1) = py,
—Av, + €' (e — 1) = v, (6.2)
Uy =V, =0  sobre Of)
tem solu¢ao (u,,v,) € LY(Q) x LY(Q) para todo n € N. Se ((un.v,)) converge para
(u,v) em L*(Q) x LY(Q) entdo (u,v) resolve
—Au+e(e"—=1)=pu

—Av+e'(e’ —1) = ; (6.3)

onde u#* e v* sao medidas de Radon tais que p—p* e v—uv# tém suporte num conjunto

finito S tal que para todo x € S,

u#({z}) = min {m{m}), o 4 1Y) — v({r)) }

2
v({z}) — u({x})}

v#({z}) = min {V({x}), 21 + 5

Apresentamos duas demonstracoes. Na primeira, vemos que u,,, v, explodem
nas vizinhancas de pontos em que as medidas p e v tem massa estritamente positiva.
Mais precisamente, provamos que se 0 < p({z}) < 4w entdo dado M > 0 existem r > 0
e ng € N tais que

u, > M em B,(x),

se n > ng. Este fendmeno nos conduz ao resultado. Mas ser estritamente menor do

que 4w é necessario. Para contornar tal dificuldade langcamos mao de uma segunda
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Cap. 6: Solucoes Limites para o Sistema de Chern-Simons

demonstracao. Contudo devido a geometria da sequéncia de solugoes obtida na
anterior, preferimos expor as duas abordagens. Além disso, esperamos reproduzir o
comportamento de explosao em alguns casos em que os valores das medidas 1 e v em

conjuntos unitarios ultrapassam 4.

Destaquemos alguns pontos relevantes.

Observagao 6.3. Dada uma sequéncia de solugdes de (6.2), sem a hipdtese de que
convergem, pela proposicao 2.6 e pelo teorema 2.1 extraimos uma subsequéncia que
converge em LY(Q) x LY(Q). Mas devido a falta de conhecimento de unicidade do

sistema (6.1), ndao concluimos que toda a sequéncia converge.

O préximo corolario recupera o teorema 6.1.

Corolario 6.4. Sejam p,v € M(Q) tais que p({x}) + v({zx}) < 4n para todo x € Q.
Dadas sequéncias (fun), (vn) C M(Q), (un,v,) € (u,v) como no teorema 6.2, temos que

(u,v) satisfaz o Sistema de Chern-Simons com (u,v) como dado.

O valor 47 tem um papel de destaque em nossas técnicas. Para assegurar
que a solucao limite satisfaz o sistema de Chern-Simons (6.3) com medidas que diferem
de p e de v em conjuntos finitos, nao precisamos da hipdtese sobre valores de u e v
em conjuntos unitarios. Mas sem essa restricao, nao somos mais capazes de explicitar
p#, v#. Contudo alguns fatos nos levam a conjecturar a mesma expressao para u# ({z})
e v ({z}) quando |u({r}) —v({z})| < 47. Entre eles, a forma linear no caso conhecido

e a igualdade

p*({a}) +v*({2}) = 4n
quando p({z}) +v({z}) > 4m, obtida sem nenhuma limitagao superior para pu({z}) e
v({z}).

A fim de facilitar a linguaguem, conforme feito na equacao semilinear do

capitulo 4, distinguimos as medidas que (6.1) admite uma solucao.

Definigao 6.5. Dizemos que um par de medidas (u,v) de Radon é um bom-par se (6.1)
admite solu¢ao. Reservamos a notacao G para o conjunto dos bons-pares de medidas
para (6.1).
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Também, desejamos ter uma designacido para o par de medidas (u#,v%).

Para este propésito, adotamos a definigao dada por Marcus e Ponce em [30].

Definicao 6.6. Sejam (pn,vy) € G € ((un,vy)) a sequéncia de solugoes de (6.2). Se
existe (u,v) € L*(Q) x LY(Q) tal que u, — u e v, — v em L' (), e (u,v) satisfaz (6.1)
com (u#,v%), dizemos que (u,v%) € o limite reduzido de ((fin, Vn)).

Por fim, vejamos que a admissao de sinal nas medidas afeta substancialmente
nossas conclusées. Por exemplo, seja ((un,v,)) C G uma sequéncia de medidas de

Radon com sinal tal que v, = 0, para todo n € N. Por unicidade de solucoes de

—Av, +e" (e —1)=0 emQ
v, = 0 sobre 0f2

temos que v, = 0, para todo n € N. Assim, recaimos na equagao semilinear,

—Au, +e" —1=p, em)
u, =0  sobre 0f) ’

do capitulo 4. Portanto, se permitimos medidas com sinal, pelo teorema 4.8 nao temos

uma formula fechada para o limite reduzido dependendo apenas de u e v.

Vale ressaltar que as técnicas empregadas para o sistema diferem
essencialmente das utliizadas no artigo [15], onde o teorema de convergéncia em L',

que nos guarante que as solugoes de

—Aup, + g(uy) = pp* p - em €
U, =0 sobre Of2

convergem para a solugao do problema acima com p* como dado, é baseado fortemente
na convexidade de g. Além disso, é usado em sua demonstragao que as medidas na
equacao acima sao as convolugoes de p com uma sequéncia regularizante, nao sendo

possivel transpo-la para sequéncias gerais que aproximam p na topologia fraca-estrela

em M(Q).
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6.1 Limite Reduzido

Decompomos p e ¥ como no teorema 2.55,

,u:ﬁ%—ZaZ(sz (S l/:ﬁ—FZbi(Sp“
i=1 i=1
com fi({z}) = 7({z}) = 0, para todo z € Qe > .=, a;, Y .0y bi < co. Notemos que
adicionando termos nulos podemos supor que os p;’s em ambas somas sao 0s mesmos.

Ainda inspirados pelo caso escalar, provamos que se ((un,v,)) C G tem
limite reduzido, este difere do limite fraco apenas por somas finitas de medidas de

Dirac. Relembramos o conceito de suporte de medidas.

Definigao 6.7. Dada p € M(Y), seja N a unido de todos os abertos U C ) tais que
w(U) =0. Entao Q\N € chamado de suporte de fi.

Proposigao 6.8. Seja ((itn,vn)) C G tal que p, — p e v, — v em M(Q) e que (6.2)
tenha solu¢ao (u,,v,) para cada n € N. Entao existem (u,v) € L*(Q) x L'(Q) e uma

subsequéncia ((un, ,vn,)) tais que u,, — u e v, — v em L'(Q) e (u,v) satisfaz

—Au+te’(e"—1)=pu—mn
—Av+e'e’=1)=v—m : (6.4)
u=v=0 sobredf)

onde T, e Ty sao medidas cujos suportes estao contidos em

{x € O p({x}) + v({z}) > 4r}

Em particular, existem k € N, ¢; e d; parai € {1 <i,..., k}, tais que
k k
7'12201'(5%. € TZZZdléz
i=1 i=1

Demonstracio. Como 1, — 1 em M(R), temos que (j,) é limitada em M(Q). Pela
proposicao 2.6,
[l = D1 < ey < €,

onde C ¢é independente de n. Pelo teorema 2.1 temos que wu,, € VVO1 P(Q) e
IVtnllzr@) < C (lnllae + €™ (e = D) < C.
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para 1 < p < 2e C = C(p,sup ||u.],2). Fixado 1 < p < 2, devido a reflexidade de
Wy P (Q), existe uma subsequéncia (u,, ) tal que u,, — u em W, (). Pelo Teorema de
Compacidade de Rellich-Kondrachov, u,, — u em L'(Q). De modo andlogo, obtemos
v € Wy'(Q) e uma subsequéncia (v,,) que converge a v em L'(€2). Passando a
subsequéncias, que, por simplicidade, denotamo-as da mesma forma, podemos supor

também que

Up, = U € Up, —V qtp em €, (6.5)

ek (et —1) Doy e e'mk(e — 1) 2 oy em M(Q). (6.6)

Provemos que 01 = e’(e* —1)+7 e 09 = e*(e” — 1)+ 7, com suportes de 7, e 75 contidos
em

{z € O p({=z}) +v({z}) = 4r}.
Como os dois casos s@o similares lidemos apenas com ;. Seja x € 2\ A, entdo existem

e >0er >0 que satisfazem B,.(x) CQ\ Ae
/ d(p +v) < 4m — 2e.
By (x)

Como f, — p em M(R), pelo teorema 1 da Secio 1.9 de [24], existe ky € N tal que

/ d(,unk + Vnk> S 4 — €,
BT‘/Q(m)

se k > ko. Sejam U, e V,, as solugoes de

—AUp, = ptn, em B, js(x)
Un, = Up, sobre 0B, ()

—AV,, = Uy,
Ve = Un,  sobre 0B, s(x) 7

em B, /s(x)

respectivamente. Notemos que a existéncia de U,, e V,, advém do teorema 2.1 e da

formula de Poisson. Pela proposigao 2.5,
Up, < Uy, € vy, < Vo, qtpem B, (x).

Logo
0 < ek(etme —1) < eVmetUni, (6.7)
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Por outro lado, usando o coroldrio 2.46 temos que existe p > 1 tal que e Un €
LP(B,3(x)) e
| €V + U (B, 5 < C, (6.8)

onde C' = C(e,r). Por (6.7) e (6.8), e’ (e* — 1) é limitada em LP(B,3(x)). E por
(6.5) " (e — 1) converge qtp em B,/3(x) a e’(e* — 1). Pelo Teorema de Egorov
concluimos que

ek (e"e — 1) — e”(e" — 1) em L'(B,/3(x)). (6.9)

Portanto, 7 := 0y —e”(e" — 1) =0 em B, 3(x). [

Pela tltima proposi¢ao concluimos que (u,v) satisfaz o Sistema de Chern-

Simons com medidas de Radon dadas por

k 00
W= =) ad, =n+) afs,
=1 =1

k 00
vt =y — Zdﬂpi =7+ sz%pi,
i=1 i=1

ondeafyé :ai—c,-ebz#zbi—diparal gigk;eaf :aiebfé = b; para i > k.
Portanto, a fim de obter u# e v#, basta calcular a’ e b parai € {1,...,k}. Doravante,

usamos as notagoes recém introduzidas.

6.2 Comportamento Uniforme

Um dos elementos chave para uma das demonstracoes do teorema 6.2 é o
comportamento explosivo das solugoes u,, em vizinhancas dos pontos em que o limite
fraco-estrela de (j1,,) tem concentragao, que é estabelecido na se¢ao posterior. Nesta, nos

dedicamos a dois lemas bases, no primeiro temos uma estimativa inferior para solugao

de
—Au=p emf

: (6.10)
u =0 sobre 0f2

onde p é uma medida de Radon. Enquanto que no segundo, via a desigualdade LP

(2.33) para g(z,u) com g nas hip6teses do lema 2.44 e u solugao de
—Au+g(z,u) = f em D' (Q),
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obtemos a limitacao local uniforme para (u,,) em LP(2) quando u,, é solugdo da equagao

acima com f, no lugar de f e (f,) é limitada em LP(£2).
Lema 6.9. Sejam p € M(Q) e u solugio de (6.10). Dado Q' € (, existe C =
C(||mllmeey, &, Q) satisfazendo

1
u(x) > Qi/ Mdr +C  gtp em Q). (6.11)
m r

Demonstracao. Dividamos a prova em duas partes:

i) Suponhamos que g = f € C®(Q) com f > 0 qtp em . Seja w o potencial
Newtoniano de g = £f, onde £ € C*(Q2) étalque { =1 em ' e 0 < ¢ < 1, isto é,

1 1
w(@) = 5 /Q log T y’g(y)dy,

Pela Teoria de Schauder, w € C*(Q) N C}(R?). Seja, ainda, § = dist (supt &, 99Q),

o qual podemos tomar estritamente menor do que 1. Se z € 9€) temos que

1 1 1 1
1o dy = — log ———g(y)d
w(z) = 27r/ o8 19 9(y)dy = 5 /Supt£ og ,x_ylg(y) Y

1 1 11 (6.12)
= or log <g(y)dy = 5—1log <|lgllz1) = Lo, Q).
27 Joupte o8 5g(y) Yy=5.708 5”9HL @ = cllgllzr), ', Q)
Usando o Principio do Maximo,
w—c<u emf{d (6.13)

Além disso, pela Formula da Coarea temos que

w(x)—i/d/ (y")do | lo dr L di/ (y)dy | lo ldr
—27'(' 0 aBT(I)gy 7 g —271' 0 dT BT(x)gy y gT

1 [td 1 (44 1

- = dy ) log tar+ = [ 4 dy ) log =d
o | (/Br(x)g(y) y) og —dr + o (/BT(w)g(y) y) og —dr,
(6.14)

onde d = diam {2 e estendemos ¢ identicamente nula fora de 2. Ao minorar os

termos através de Integracao por Partes, obtemos que

td 1 1 Lo
/ o / g(y)do | log —dr = log — / g(y)dy +/ - / g(y)dy | dr
o ar By () r r r(x) o T By (x)

0

= /Oli (/Br(x)g(y)dy> dr,

92

(6.15)
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pois

. 1 o, 1\.. (1
lim log;/&(x)g(y)dy = lim <T log ;) lim (; /Br(x)g(y)dy) = 0.mg(x) = 0;

bem como
4 q 1 1 d dq
o g(y)dy ) log —dr = log - gydy || + [ = g(y)dy | dr
1 4r \JB,(z) r T \JB.(x) 1 1 T B(z)

1 1
> log—/ 9(y)dy > log =gl 1 (@)
d Bg(x) d

= C(Ifllcr @, ', Q).
(6.16)

Portanto, por (6.12)-(6.16) obtém-se (6.11) para todo x € €.

ii)  Passamos ao caso em que p € M(Q2). Sejam (f,,) C C*(Q2) dada por f, = p, * u
e u, a solugdo de (6.10) com f, no lugar de pu. Pela parte anterior, existe
C =C | fullr, &, 2) satisfazendo

1 [t 1
uawzggl(lgwmn@MQ;W+c (6.17)

para todo x € €. Seja § = dist(€?,09). Pela convergéncia f,, — u em M(Q),
dado x € @/, para quase todo r € [0, ) temos que
lim fay)dy = W(B,(z)). (6.18)
=0 | B ()
Pelo teorema 2.1, u,, — u em L'(Q), onde u é solugao de (6.10), logo passando
a uma subsequeéncia, se necessario, supomos que u, — u qtp em €)'. Entao para

tais pontos em ' pelas equagoes (6.17) e (6.18) e pelo Lema de Fatou segue que

1! 1
uw(z) = lim u,(x) > liminf — (/ fn(y)dy) —dr +C
0 B(z)NQ r

n—o0 n—oo 2T

1 /[° 1
> liminf — (/ fn(y)dy> —dr +C
n—oo 27 J Br(x)NQ r

>1/mwmmw+c>i/wwwwmmw+a

= or r 27 T
Como f, = pp * pu > 0 em € é justificavel a aplicacao do Lema de Fatou. Além

disso, lembramos que
lon * pllzr) < llonllv@llellme) < llellrme),

a constante pode ser tomada dependendo apenas de ||z p(q), €2 e €2 [}
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Lema 6.10. Sejam g : 2 x R = R uma funcdo de Caratheodory satisfazendo

i) g(z,u) = k(z)h(u);
ii) h € ndo decrescente e h(0) = 0;

ii) ke L2 () ek >m gqtp em Q para algum m > 0.

loc

e u, uma solucao de
—Au, + g(z,u,) = f, emD'(Q)

onde a sequéncia (f,) € limitada em LP(QY) para algum p > 1. Entao (u,) € limitada
em L2 (€2).

Demonstracdo. Seja Q' € Q. Pelo lema 2.44, u, € W>P(Q). Pelo corolario 2.45,

loc

g(x,uy,) € LP(Y) e existe C' > 0 independente de n tal que

lg(a, wn)l[ oy < ClllunllLri) + [ fallLr)- (6.19)

Agora, dado w € ¥, ao aplicar o teorema 8.17 de [26] e usar (6.19) obtemos
C=C(w,,Q) tal que

[tnll @) < Clllunlle@) + 9(z; un)l[zo@ry + | fallo)

(6.20)
< Cllunllze@) + I fallze@)-
Por outro lado, pelo corolario 2.39 existe C' > 0 independente de n satisfazendo
[tn|[Lr) < C. (6.21)
Portanto, reunindo (6.20) e (6.21) obtemos que
HunHLoo(w) < Ca
onde C' independente de n. (]

6.3 Prova do Teorema Principal

6.3.1 Caso u({z}),v({z}) < 47 para todo z € Q.

A fim de facilitar a visualizagao das etapas que nos conduz a demonstragao,
particionamo-a. Conforme mencionado na introducao, a hipétese p({z}),v({z}) < 4n

¢ vital no lema a seguir.
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Lema 6.11. Se a;,b; < 47 com a; > 0 para algum i € N. Entdo, dado M > 0 existem
s> 0 eng €N tais que u,(x) > M qtp em By(p;) para todo n > ny.

Demonstracao. Provemos, incialmente, que se w,, é solucao de

—Aw, = u, em )
w, =0 sobre 0f)

(6.22)

entao (wy,) no lugar de (u,) satisfaz as conclusdes do lema. Sejam B,.(p;) € Qe M > 0.

Pelo lema 6.9 obtemos C' = C(B,(p;), || ttn]| M), 2) < 0 satisfazendo

wa(z) > — /1 n(Br(@) 0 0) ) (6.23)

- 27 T

para quase todo x € B,(p;). Como (u,) é limitada em M () podemos supor que a
constante independe de n. Pela divergéncia da integral de 1/r no intervalo [0, po(p;)],

existe > 0 tal que
po(pi) | 4
/ Zdr> (M - C). (6.24)
5

r a;

Seja s < min {r,§/2}. Da convergéncia p, — p em M(), segue, ao usar o teorema 1

da Secao 1.9 de [24], que existe ng € N satisfazendo

inf pin(Ba(pi)) = p(Ba(pi)) — = = B(Ba(pi) + Y _ a;0,,(Ba(pi)) —

n>ng 2

a;
> — 6.25
>3 (6.25)

para n > ng. Como Bs(p;) C Be¢(x) para todo x € By(p;) e & > 0 temos por (6.23) -
(6.25) que

1 1 (B, noQ 1 po(pi) (B (p;
w2 o [ B0 o L B0,
n 5 T T 5 T
a.  [ro®i) (6.26)
> ~dr+C>M
At Js r

para qtp em Bg(p;) e todo n > ng. Por fim, dado o < min {1, (47 — b;)/a;}, seja u, a
solugao de
— A, + e (" — 1) = ap, em
U, =0 sobre 0f) '
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Pela escolha de a, (ap + v)(p;) < 4w, como au + v é uma medida de Radon existe
r > 0 tal que (ap + v)(B.(p;)) < 4m. Além disso, como a, + v, — ap -+ v em M(S),

existem n; € N e € > 0 satisfazendo

sup (i + vn)(Br(pi)) < 4m — €.

n>ni

Portanto pelo corolario 2.46, e""(e" — 1) € LP(B,2(p;)) para algum p > 1 e existe
C > 0 independente de n tal que

le (€™ = Dllze(s, 20) < C-
Assim, se w,, é solugao de

— AW, =" (e" —1) em

w, =0 sobre 0f) ’

do lema 6.10 segue que (W, )n>n, € limitada em B, 3(p;) por uma constante, digamos,
c. Dada a solucao w, de (6.22), com apu, no lugar de pu,, temos que existe ny € N e

s> 0 tais que se ng > ny, s <r/3e
w, > M +c¢ qtp em By(p;).

Pela unicidade do teorema 2.1, u, = w, — W, e pela proposi¢ao 2.5, u, < u, qtp em 2

para todo n € N. Portanto,
se n > nog. [ ]

Lema 6.12. Se 0 < a; e a;,b; < 47 para algum i € N entao ¢; > d;.

Demonstracao. Dado € > 0, sejam s > 0 e ng € N como no lema 6.11 a fim de que

un(x) > log1/e para quase todo = € By(p;) e n > ng. Logo 0 < e < ee“n TP e, entdo,
(1 —€)etnTim < etntvn —en <"t qtp em B,(p;). (6.27)
Além disso, diminuimos s de forma que se p < s entao

/ e’(e" — 1)dx < e, (6.28)
Bp(pz‘)
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pelo teorema 1 da Segao 1.9 de [24] temos que

d; <d; —I—/ e*(e’ = 1)dzr < lim inf/ €' (e’ — 1)dz < lim inf/ e tindy.  (6.29)
B, (pi) B, (pi) B, (pi)

Por outro lado, por (6.27), (6.28) e novamente pelo teorema que acabamos de citar,

1 i
lim sup / eV tindy < ] lim sup / e’ (" — 1)dx < A 1 ‘

n—o00 B,(p:) — € n—ooco B,(p:) 1—e¢ — €

(6.30)

Finalmente, ao reunir (6.29) e (6.30) segue que

C; 4 €
n—00 Ep(pi) T 1—c¢ 1— 6.

d; < liminf / e TUndy < limsup / evntun dr <
Bp(Pz‘)

n—oo
Sendo € > 0 é arbitrario, concluimos que d; < ¢;. (]
Corolario 6.13. Se 0 < a;,b; < 4w para algum © € N, entdo ¢; = d;.
Mais uma vez enfatizamos a independéncia do resultado a seguir em relagao
a quaisquer limitagoes superiores de a; e b;.

Lema 6.14. Se a; + b; > 47 para algum i € N entdo al” + b7 = 4.

Demonstragio. Pelo teorema 6.1, af +b7 < 4x. Fixadon € N temos que ¢ (e*» —1) <

elntin g et (et — 1) < e"ntUn. Logo

—Auy, + et > —Au, + e (e — 1) = pp

Portanto, somando as equacoes acima segue que

Aty +v,) + 2T — 1) > pyy + v, —2 em
Uy + U, =0 sobre Of2 .

Por outro lado, tomando o < 47/(a; + b;) existem r > 0, ¢ > 0 e ny € N tais que
la(ptn + vn) = 2||Mm(B, )y < 4™ — € para todo n > ny. Sabemos pelo teorema 2.17 que

as solucgoes de

—Aw, +2(e" —1) = a(py + 1) —2  em B,(p;)
w, =0 sobre 9B, (p;)
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convergem em L'(B,(p;)) para a solucao de

—Aw+2e”—-1)=a(lp+v)—2 em B.(p;)

w =0 sobre 0B, (p;)

Pela proposic¢ao 2.5, w, < u, + v, qtp em B,(p;). Portanto, w < u + v qtp em B,(p;)

e, aplicando a proposi¢ao 4.19, obtemos que
ala; +b;) = (—Aw)({pi}) < (Au+v)({p:}) = af +bf.
Sendo « < 47 /(a; + b;) arbitrario, concluimos que afﬁ + bfé > 4. ]

Lema 6.15. Sejam a;,b; < 4w para algum i € {1,... k} tais que a; + b; > 4w, entdo

bi — a;
(& bZ#ZQ’]T—FTa

ai—bi

# =9
a; T+ 5

Demonstracao. Se tivéssemos a; = 0 para algum ¢ € N terfamos que a; + b; < 47, o
contradiz uma das hipoteses. Portanto, a;, b; > 0. Logo pelo corolario 6.13, ¢; = d; = d.

Assim, pela proposicao 6.14 obtemos que
a; 4+ b; — 2d = o + b7 = 4,

consequentemente, d = (a; + b;)/2 — 2. N

Final da demonstracao do teorema 6.2. Se a;+b; < 47 para algum i € {1,...,k} entdo

a; < 2m+ (a; — b;)/2 e b; < 2w+ (b; — a;)/2, logo

af:ai:min{aiﬂﬂ—ka 5 } e b?:bl:mln{b,ﬂﬁ—l— QCL}

Se a; + b; > 4w temos que a; > 27w + (a; — b;)/2 e b; > 27 + (b; — a;)/2. Assim, basta
aplicar o lema 6.15 para obter a expressdo da pelo teorema 6.2 para afﬁ = u?({pi}) e
b = A} -

6.3.2 Caso Geral

Na segunda demonstragao do teorema 6.2, por uma fonte distinta concluimos
que ¢; = d;. Ao contrario da primeira prova, aqui permitimos que as medidas u e v
assumam o valor 47 em conjuntos unitarios. A partir dessa igualdade, repete-se o

argumento final da subsecao anterior para obter as expressoes para u e v7.
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Proposicao 6.16. Se a;,b; < 47 para algum i € {1.... k} entdo ¢; = d;.

Demonstracao. Sejam 11 e 75 como na proposicao 6.8, ou seja,

evme (et — 1) Doev(e" — 1) + 7
eu%ievnk } 1; R eUEev } 1§ ) T; em M(9). (6.31)
Pelo teorema 2.23, v,, > 0 qtp em 2, logo
—Auy,, + e (e — 1) > —Auy,, + e —1 in D'(Q).
Usando a proposicao 2.5, temos que as solugoes de
—Au,, + e —1=p, emq)
Uy, = 0 sobre 0f)

satisfazem u,, < u,, qtp em €. Pelo teorema 4.3 temos que %,, converge em L'(()
para a solucao de
~AU+e"—1=p" emQ

=0 sobre 0f2 .

Com um célculo similar ao da demonstragao da proposigao 2.26, obtemos que
e —1 5 e — 14 p—p* em M(Q).

Por outro lado, sendo u,, < , qtp em e a sequéncia (e") limitada pela

proposigao 2.6, a menos de subsequéncia, existe o; € M(Q) tal que

e'me e +op em M(Q). (6.32)
Mas 0 < e < €% qtp em 2, entao

0<e"—1+o0,<e"—1+pu—p*.

Como p({pi}) = a; < 4m, u({p:}) = p*({pi}). Logo o1({p:}) = 0. Analogamente,

e e’ + oy em M(Q), (6.33)
com oy({p;}) = 0. Subtraindo as equagoes em (6.31),

e

U — et et — e’ o — 1y em M(Q). (6.34)

Portanto, por (6.32) - (6.33), (11 — 72)({pi}) = (01 — o2)({pi}). Como o1({p:}) =
o2({pi}) = 0, segue que ¢; — d; = 1({pi}) — =2({pi}) = 0. n
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