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INTRODUÇÃO 

Determinar condições que assegurem a isotropia de fo~ 

mas quadráticas é f em geral f um problema não mui to fácil. Relaci~ 

nado com essa questão surge f de modo natural, em corpos formalmen 

te reais um outro aspecto: a isotropia fraca de formas quadráti­

cas. Se p é uma forma quadrática sobre um corpo F pode-se per­

guntar se existe um numero natural m tal que mo seja isotróp~ 

ca. Conforme exista ou nao tal m fp e dita fracamente isotrópi­

ca ou fortemente anisotrópica. A noção de isotropia fraca de for­

mas quadráticas foi introduzida por Prestel ( [ P l '~973) e [? l (1975)) • 

Mais tarde foi estendida por Becker a formas de grau 2n. O prese~ 

te trabalho trata desse tipo de isotropia. A maioria dos resulta­

dos apresentados são baseados nos trabalhos de Prestei. 

No Capitulo I são caracterizados os corpos formalmente 

reais nos quais uma forma quadrática é fracamente isotrópica se eSQ 

mente se ela é isotrópica em todos os fechos reais. Trata-se de uma 

propriedade de natureza "local-global" denominada Lei de Syl ves­

ter Fraca e denotada por L.S.F .. A caracterizaçiio é obtida(Teorema 

1. 32) através do estudo das formas quadráticas em conexão com uma g~ 

neralização de cones positivos e ordens de um corpo: os q-cones e as 

q-ordens. O capitulo inclui noções e resultados básicos da teoria 

de Artin-Schreier sobre corpos formalmente reais que são usados 

com certa regularidade. Um estudo e demonstrações ;nais detalhadas 

sobre corpos formalmente reais podem ser encontrados em [ P] ( 19 75) , 

[ J ] ou [R ] . 

A classe dos corpos que satisfazem a L.S.F. e exata-
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mente a classe dos corpos nos quais t,')da q-ordem é uma ordem e 

coincide portanto (conforme [P] (1973) Teorema 9.1) com a ela~ 

se dos corpos cujo espaço das ordens satisfaz a "Propriedade de 

Aproximação Forte" ("Strong Approxirnation Property"). 

No Capitulo II os corpos que satisfazem a L.S.F. sao 

caracterizados através de suas valorizações reais (valorizações 

com corpo de residuos formalmente real). Os principais resulta-

dos são: o Teorema 2.24 que mostra um processo de construção de 

urna q-ordern do corpo a partir de urna q-ordern no corpo de ~ resJ.-

duos; o Teorema 2.27 que dá a caracterização citada; e o Teore-

ma 2.33 sobre a Hereditariedade da L.S.F. (que é urna contribui-

ção original do trabalho) . Os dois primeiros são resultados de 

Prestel e o terceiro surge ao analisar o "going up" e o "going 

down" da L.S.F .. No §2 desse capitulo o resultado mais irnportan 

te é o Teorema 2.45 que caracteriza os corpos henselianos com 

aproximação forte. No §3 são apresentados exemplos de corposque 

satisfazem a L.S.F. e com q-ordern própria. 

De maneira semelhante ao clássico Principio Local Gl~ 

bal de Hasse-Minkowski que permite reduzir a questão da isotro-

pia à respectiva questão nos cornpletarnentos relativos às topol~ 

gias induzidas por valorizações, os Teoremas 3.2 e 3.8 do capi­

tulo III mostram que a isotropia fraca de urna forma quadrática 

pode ser analisada estudando a correspondente questão nos com-

pletarnentos relativos à valorizações reais e ordens arquimedia-

nas ou à correspondente questão nas henselizações relativas as 

valorizações reais e nos fechos reais relativos às ordens arqui-
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medianas. são teoremas devidos a Prestel. O Teorema 3.8 também 

foi provado independentemente por Brocker ([Br]). 

Finalrnente,no Capítulo IV é analisada a isotropia fra 

ca em corpos de funções algébricas. 

~ sabido que a questão da isotropia de formas quadrá-

ticas pode ser analisada estudando o anel de Witt do corpo. Al-

gurnas vezes são feitas referencias a esse anel. A teoria à res-

peito pode ser encontrada em [L] , assim corno toda a teoria so-

bre formas quadráticas da qual é feito uso e sobre a qual são in-

-traduzidas apenas noçoes essenciais. 

Deve-se sali.'::.'ntar que todos os corpos considerados FO~ 

suem característica di~erente de 2. E que, corno pelo Teore-

ma 1. 27 o estudo de isotropia fraca so faz sentido em corpos foE_ 

rnalrnente reais, está se supondo, nos teoremas referentes à essa 

noção, que os corpos são formalmente reais. 



CAPÍTULO I 

LEI DE SYLVESTER FRACA 

O primeiro parágrafo desse capitulo apresenta 

e resultados básicos da teoria de Artin-Schreier sobre 

noçoes 

COrfOS 

formalmente reais; no §2 é introduzido o conceito de q-ordens ; 

no §3 é introduzido o conceito de isotropia fraca de formas 

·quadráticas e, por Último, no §4 é estabelecida a conexao de 

q-ordens com formas quadráticas. 

§l - CORPOS FORMALMENTE REAIS 

Seja F um corpo. Uma ordem de F e um 

P C F que satisfaz: 

(1.1) i) P+P CP ii) p . p c p iii) P U-P =F 

subconjunto 

iv) -1 Ej: P. 

Toda ordem satisfaz, além disso, P r1 -P = {O}. 

Os elementos de P- {O} são chamados eteme11toó po:,', c 

vo0 de F e P é chamado c.one_ po-6-l.Uvo de F. 

Urna ordem P define em F urna relação binária < da 

da por: 

a < b +-+ b - a E P 

e que satisfaz: 

(1.2) (i) < e urna relação de ordem total em F, isto e,para quai:;_ 

quer a,b,c E F vale: 
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1) a < a 

2) a < b e b < a => a = b 

3) a < b e b < c => a < c 

4) a < b ou b < a 

(ii) a< b => a+c < b+c, para todo a,b,c E F. 

(iii) O < a, O < b = O < ab, para todo a, b E F. 

Reciprocamente, uma relação binária < que satisfaz as 

condições de (1. 2) determina em F o conjunto P = {x E F; x > O} 

que satisfaz as condições de (1.1). Nesse caso, P e chamado 

Desde que a correspondência citada é biunivoca as or-

dens de F são denotadas indistintamente por < ou P. 

Um corpo com uma ordem é um ~o~po ondenado. Em geral, 

um corpo F pode admitir diferentes ordens. Ind±caremos por 

(F, P) ou (F,~) o corpo F com a sua estrutura de corpo orde-

nado induzida pela ordem P ou < 

Denotaremos por L:F 2 o conjunto dos elementos de F que 

_ - " 2 _ { 2 2. E } sao somas de quadrados, isto e, .:.F - x
1

+ ... +x , x. F . 
n l 

? 2 
Se -1 E [F~ então L:F = F, pois, para todo a E F 

temos 
a- 1 2 

2 ) Corpos nos quais -1 nao e soma 

de quadrados sao chamados 6onmafmente neai~. 

No Teorema 1.4 mostraremos que os corpos formalmente 

reais são exatamente os corpos ordenáveis, isto é, os corpos para 
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os quais o conjunto dos cones posi ti V•::Js não e vazio. Para isso, 

vamos estabelecer, na linguagem de cones, o conceito de pr~-or-

dem. 

1.3 - DEFINIÇÃO: Seja F um corpo. Uma )'J'z.l-O!tde.m (ou p:te.- cone. 

po-6 i :ti v o) de F 
~ 

e um conjunto p c F tal que: 

P + P CP p . p c p F2 c p -1 $ P. 

~ imediato que: i) L:F2 c p para todo pre-cone positi-

vo P de F; ii) L:F
2 ~ fechado aditivaEente e e um 

subgrupo multiplicativo de ~. 

1.4- TEOREMA: Seja. F u.m c.o!tpo. Fê .n(L';Lâ.ve.t !le. e. .6ome.nt('_ :,e 

F ê 6o!tma.!men:te !tea.t. 

DEMONSTRAÇÃO: Se P e uma ordem de ~ então F = P U-P impl~ 

ca que F 2 C P e, como 1 E P e P li-P = {O } , 

Reciprocamente, se considerarmos que 

2 
temos que -l!f ;F . 

A- 2 --1 ~ L:F entao o 

. 2 - - . conJunto L:F e uma pre-ordem de F. Pelo Lema de Zorn, o conJu~ 

to das pr~-ordens de F que estendem L:F
2 

possui um elemento 

maximal P. Suponhamos que PU -P ~ F e seja a E F\(P u -P J • 8_!2 

tão, P + Pa ~ uma pré-ordem de F tal que P ~ P + Pa, 

riando a maximalidade de P. Logo, P U -P = F e P e uma o~dem 

de F. • 

Usando racioclnio semelhante 3 demonstração do Teor~na 

1.4 mostra-se que os elementos totalmente positivos de F(= o0si 

tivos em todas as ordens) são as somas de quadrados de F, isto 
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e, L:F
2 = np, onde P pen::orc:: o conjunto de todos os cones de 

F. 

1. 5 - TEOREMA (Artin-Schreier) : S e,j a F um c.o!tpo e, a E F. E n-

t~o, a E F ~ totaime,nte pos~t~vo 6e e ~omente ~e a EL:F
2

• 

DEMONSTRAÇÃO: Corno L:F 2 c p para todo cone positivo P, basta 

mostrar que se a En p então a E L: F2. Se a $ 

Ef L:F2 então L:F2 
? 

pré-ordem de -a L: F- e uma F e, portanto, se 

estende a urna ordem P0 de F. Corno e P n -P = o o 
= {O}, ternos urna contradição com a escolha de a. • 

Utilizando esse resultado caracteriza-se facilmente 

corpos com urna Única ordem. 

1. 6 - PROPOSIÇÃO: Seja F um c.oJtpo. L:F
2 ~ uma oJtdem de F ó 

~omente ~e F po~~ui uma ~nic.a oJtdem. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja P 

tal que x Ef L:F
2 ternos 

Logo P = L:F
2

• 

a Única ordem de F. Se existe X E P 

-x E L:F
2 c P, o que é urna contradição. 

Reciprocamente, se 2 2 
X Ef L:F e -x Ef L:F existem o.nL:ns 

P1 e P 2 de F tais que x Ef P1 e -x ~ P 2 . Mas, então, -x E P1 

e x E P 2 , isto é, P1 f P 2 , o que e uma contradição. • 

Exemplos de corpos com uma Única ordem são: o corpo R 

dos nurneros reais e o corpo Q dos números racionais. A Única 

ordem de R 2 e a única ordem de Q é 
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O seguinte teorema estabelece mais caracterizações de 

corpos formalmente reais, facilmente demonstráveis. 

-1.7- TEOREMA: Se.ja F um co~po jao equivalente.~: 

(i) F e. o~de.nâve..t. 

(ii) -1 $ L:F2 

n 2 (iii) L: a. = o '* a. = o paJta :todo l < i < n. 
i=l l l 

(i v) F f L:F2 

Por (iii) a característica de um corpo formalmente real 

e zero. Assim, se F e um corpo formalmente real então, o cor-

po dos números racionais é canonicamente isomorfo a um subcorpo 

de F e podemos considerar Q C F. 

Dado um corpo ordenado (F,P) e uma extensão F
1 

de F 

uma questão importante e saber se existe em F
1 

uma ordem P1 

tal que P1 n F = P. Se isso ocorre, então dizemos que P po­

de. .õe.~ e..õ:te.ndJ .. da a F e que P
1 

e_,!J:te.nde. P. (F
1

,P
1

) é chamada 

(F I p) • 

Um corpo F com uma ordem P é chamado o~de.nado max~ 

mal se para toda extensão ordenada 

bricamente fechado em F
1

. 

Na teoria dos corpos ordenad~0 os corpos ordenados ma-

ximais são particularmente interessantes. Na Proposição a se-

guir, damos suas possíveis caracteriz~ções: 

1.8- PROPOSIÇÃO: Se_ja (F,P) um co!r..pc u'lde.nado.Sã.o e.qu~vale.n:te.-6: 

.. 
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l) (F,P) é o~d~nado maximat. 

2) P = F
2 ~:todo po.tútômio d~ g'lau. lmpa!t c.cm C.O<'-~Üiz•d~~ 

~m F iJL'J~U.i ~aiz ~m F. 

3) F(FT) -~ a.tg ~b~ic.am~n:te. ó ~c.:~3.do. 

DE~10NSTRAÇÃO: 

l) = 2) Seja f E F[x] um polinômio de grau impar ou f = 

2 
= x -a com a E P. Seja b uma raiz de f. Contrói-se de ma-

neira natural uma ordem P' de F(b) que estende P. Logo F(b)=F. 

2) = 3) Com o auxilio da teoria de Galois derronstra-se aue os 

únicos POlinômios, irredutiveis com coeficiente~'-> em F de grau maior c~Je 1_ 

do tipo ax
2 

+ bx +c com b
2

- 4ac $ P -Todos esses polinôrrios 

-sao 

pos 

suem suasraizesern F(H). Logo F(l-1) é algebricamente fechado. 

3) = l) 1!: imediato. • 

Outra noçao importante da teoria de Artin-Schreier é a 

noçao de corpo real fechado e a de fecho real. 1!: a idéia análo­

ga à de corpo algebricamente fechado e de fecho algébrico. 

Um corpo se diz ~e.a.t 6~c.hadc se é formalmente real mas 

nao possui extensão algébrica própria que seja formalme~te real. 

Se P for urna ordem de um ccrpo real fechado F e a E 

E P ·, então P se estende a F (/a) . ~1as então, F (/a) F, pois, 

F (/a) é urna extensão algébrica de F. Assim, a E F
2 

e F
2 

e a Única 

ordem de F. Do mesmo modo, por 1.8(2), se (F,P) e ordenado ma-

ximal então, F possui uma Única ordem. 

1.9- PROPOSIÇÃO: Se.ja F u.m c.o~po 6o,'tma-eme.nte 'Leaf. F 
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Sec.ha.do se e somen.te 5e F ê_ olr.derrado till', :.u,·._. 

DEMONSTRAÇÃO: => ) f: imediato 

( ~) Desde que F possui uma Única ordem ?, toda ordem P
1 

de qualquer extensão F 1 de F, formalmen~e real, estende a or 

dem P de F e, portanto, se F1 é extensão algébr1ca de F , 

então F1 = F. • 

Para todo corpo R real fechado vale o seguinte: 

(1.10) i) Se f E R [ x] então f se decompõe em fatores irre-

dutlveis do tipo 
? 2 

x -a ou .(x-a)-+b para a,b E R. 

i i) Se f E R [ x ] e existem a, b E R tais que a < b e 

f(a) <O< f(b) então existe c E R tal que a < c< b 

e f(c) =0. 

n n-1 
iii) Se f = x + an-l x + ... +a 0 E R [ x] então, para todo 

a E R tal que f(a) = O, la I< ll =máx {1, la
0

1+ ... +1an_11} 

iv) Se F e um subcorpo de R então o fecho algébrico de 

F em R e um corpo real fechado. 

v) I R/R 2 
I= 2. 

A todo coroo ordenado (F,P) pode ser associada uma 

extensão R com as propriedades: 

(1.11) i) R & uma extensão algébrica de F. 

ii) R e um corpo real fechado cuja Única ordem estende P. 

A exiJtência de um corpo R com as propriedades de 

(1.11) e garantida pela aplicação do Lema de Zorn e a unicidade, 
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a menos de F-isornorfisrnos, ~cde ser demonstrada utilizando o 

teorema de zeros de Sturrn que dá os zeros de urna função polino­

mial em um intervalo de R com base na observação da troca de 

sinais de urna família de polinômios. 

Devido a unicidade, salvo F-isornorfisrnos, o corpo R 

com as propriedades i) e ii) de (1.11) ~chamado o 6echo ~eal 

de (F,P). 

1.12 - TEOREMZ\: Todo c.o~po o~dc wdo 

F-,{..6omo~6-Lómo.s, um ú.n.,.tc.o 6ec.hc :'_:(C. 

§2 - q-ORDENS 

de 

O conceito de q-ordem ~ uma generalização do conceito 

de ordem. 

1.13 - DEFINIÇÃO: Seja F um corpo. Urna q-oJtdem de F e um 

subconjunto p c F tal que: 

i) P+P c p ii) F 2
P C p 9 1 E p iii) P n -P = {o} 

i v) PU -P = F. 

Se P e urna q-ordern de F diremos que (r , P ) e um c. o Jt 

po q-oJtden.adc: e P e um q-c.o;u:>_ de F. 

De maneira análoga ao que ocorre com as ordens de um 

corpo F, uma q-ordem P de F define em F urna relação biná­

ria < dada por: 
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a < b •- ·· b - ·.'t - P 

que satisfaz 

1) < e urna relacão de ordem total em F. 

2) a < b => a + c < b + c, para quaisquer a,b,c E F. 

3) O < a => O < ab 2 
para quaisquer a,b E F. 

Reciprocamente, uma relação binária que satisfaz as 

condições 1), 2) e 3) determina em F o conjunto P={x EF;O < x} 

que satisfaz as condições i) a iv). Nesse caso P e chamado 

q-c.one. de < • 

Desde que essa correspondência, assim como nas ordens, 

e biunívoca, podemos nos referir indistintamente a < e P co 

mo q-ordens de F e a (F,P} e (F,<} como c.o~po q-otdenado. 

Substituindo 3) por (O< a e O< b)=> O< ab a rela-

ção < passa a ser urna ordem de F. Do mesmo modo, se em ii} 

tivermos P • PC P então P -e um cone positivo de F. 

~ fácil perceber que todo q-cone contém LF
2 

e que to 

da ordem é um q-ordem. 

Uma q-ordern que nao é ordem é dita q-o~de.•i: i·''up'r.Ja. 

Exemplos de corpos que possuem q-ordens próprias sao 

Q(x} e R(x,y}, conforme ficará claro no Capítulo II. 

Na proposição 1.14 demonstraremos propriedades sobre 

q-ordens que são usadas com frequência e que tornam claras as se.rnelhan 

ças e diferenças entre ordens e q-ordens. Serão utilizados os 
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f t 
0

- o d d F 2 - do o f h d L. a os Ja menc1ona os e que ~ e a 1t1vamente ec a o 2 ~F -

- {O} e um subgrupo multiplicativo de F". 

1.14- PROPOSIÇÃO: Seja< [VIla a-o!Ldem de um c.o!Lpo F.EiLtZic•, ;J:t 

!La quai~que!L x,y E F vale: 

i) o o 
l 

< X => < 
X 

ii) o 
2 2 

< X < y => yx < xy 

iii) o 
l l 

< X < y =>- < -
y X 

i v) o í:F2 2 2 
< X < y, X E => X < y 

v) o E í:F2 2 2 
< X < y, y => X < y 

v i I o l 
2 

< X < => X < X 

vii) l 
2 

< y =>y < y 

DEMONSTRi\ÇÃO: 

i) o => o x(__l_)2 l 
< X < = 

X X 

i i) o => o o => o l + l 
< X < y < X e < y-x < -- => 

y -x X 

o l 2 2 2 2 2 
=> < y = xy -x y => X y < xy l + l 

y-x X 

iii) ii) o '2 2 
implica De ternos <-X y +xy I o que em 

o 1 (-x 2 2 l l l l 
< y + xy ) = Logo < 2 X y y X (xy) 

2 2 
=> o 2 2 2 2 l 

i v) o < X < y => yx < :~y < xy - yx => o < (xy - yx ) 
X 

2 ? 2 = y - yx => yx < y o. • Da mesma forma x < y => x < xy. 

2 2 
Logo x < y . 

v) A prova é análoga a iv). 



ll 

vi) Basta faz:,:;.r- y = l em (ii). 

vi i) Bast2. faz(-::r x = l em (ii). • 

Conv~m nctar que: 

l) Numa q-ordem < 1 se O < a e O < b -na o necessaria-

mente O < ab. 

2) Uma q-ordem e uma ordem se e somente se O < a < b ~ 

2 2 
a < b . 

3) De vi) e vii) e usando demonstração por indução ob-

tem-se: 

0 < X 
n+l 

<l<y~O<X < < y 

para quaisquer x 1 y E F e m1 n E N - {O}. 

4) Se P e uma q-ordem de F e lxl ~definido por !xl=x 

quando x E P e lxl =-x quando x E-P entao, labJ=IIaJJbl!, 

mas não podemos afirmar que labl= lallbl. Se '1. E 2:F
2 

então, 

-As ordens sao classificadas em arquimcdi3nas e nao ar-

quimedianas. Uma ordem < ~ chamada arquimedian :1 =:e para todo 

a> O existe n EN tal que n >a. 

Conforme o teorema de Ostrowski ([E ] Te :ema 2 .lO) sa-

bemos que 1 se F tem ordem arquimediana então, _::':<~ste um iso-

morfismo ordenado de F em JR. Definindo, de maneira análoga, 

q-ordem arquimediana 1 constataremos, pela Proposição 1.16 que 

para q-ordens vale um teorema análogo ao mencionado. 
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l.l3- DEFINIÇÃO: L~na q-o'r.de.m .; ê a-'LQLLÚne_di.a;ta S<' ' ' ... ,:_'·._tO 

a E~ existe_ n EN .ta€ qLLC. a< n. 

1 .16 - PROPOSIÇÃO: Te da q-o:td~.:"m l'ULQU .. ÚilC'.CÜavra .::_ de_ wn c_o:;-;)c F - 'li ; ·riem. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam a,b E F com O < a < b. Então, O < 2a 

pois 2 2 
1.14(i), 

-1 
arquirr.2diana, E 2:F • Por o < ( 2a) . Como < e 

existe tal 
-1 

l.l4(iii), o 1 
< 2a. n EN que ( 2a) < n. Por < -

n 

Seja m E:N o menor numero natural tal que m > n(b -a) .:=ntão, 

m < n(b+a) pois, se ocorresse o contrário teriamos n (:O ta) -

- n (b - a) = 2an < 1 e, como 
-1 2 1 

n E 2:F , 2a < ---. De 
n 

::1(b- a)< 

< : n(b + a) temos então, novamente porque que 

b - a rn 
< --- < b + a. Por 

n 
1.14 

2 rn 2 
(iv) e (v), O < (b - a) < (-) < 

n 
2 

( b + a) , pois 
n 
m 

< 

ou seja, O < ab, pois 

E Q implica que 

_1_ E 2:F2 • 4 . 

m 
n 

Logo O < 4ab, 

Assim, só há interesse em estudar q-ordens não arquim~ 

dianas. 

Com a Proposição 1.16 é fácil constatar que um corpo 

de números não possui q-ordens próprias. 

De fato: 

Seja F um corno de números algébricos. Basta mostrar 

que toda q-ordem de F ~ arquimediana. Sejam a E F,< uma q-

ordc:m de F e 1 < a. Ent:io, 

) 2 
? a··. Multiplicando por a 

pela Proposição 1.14 (vii) , 1 <a< 

temos a
2 

< a 3 < a 4 . Continuando, 

sucessivamente, a multiplicar por a
2 

obtemos 
2 m 

l<a<a< ... <a< 

m+1 . 
<a .... Assim qualqu~r que seJa 1 m E JN, 

1 am + 
< 1. Corno a 



é algébrico sobre 

n-1 
+ rn-la + ... + ro 

n-1 
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Q, existem r 1 , ... , r.J E Q tais que n- . 
rn-2 

= O. Mas então, a = -(r 1 + -- + .. · + n- a 

n-1 
a. 

n a 
r o 
n-1 

-t-

a < L 
m=O 

e I rn-1-m 
1 I < L I rm I E Q e, portanto, existe 

m=O 

k EN tal que a< k. Logo, a q-ordem e arquimediana. 

Analogamente a pre-cone define-se pre-q-cone: 

1.17 - DEFINIÇÃO: Um conjunto P C F e um p!r.e.-q-conc. se satis-

faz: 

1) p +P c p 

2) F2 • p c p 

3) p n -P = {O} 

Convém notar que na Definição 1.1/ ~ada e afirmado a 

respeito da unidade "l" de F. 

Na Proposição 1.19 provaremos que dado um pre-q-cone 

P existe um q-cone P' tal que P CP' ou -P CP'. Com esse 

objetivo enunciamos o seguinte lema que também será Útil no §4 

desse Capítulo. 

1.18- LEMA: Se.jam F LU/1 C.O!LpO no!Lmafmc.!lU_ ~-Cctt, P um p!Lr_:_-q-c~~ 

F tal que. PC P' e. -x ~ P'. 

PROVA: Seja P' = P - x I:F2 
• P' satisfaz :1 e 2) de l.l7.Fal-

ta, então, mostrar que p•n -P' = {O}. Se "'= ?'n -P então y= 

= p - xs e E p e l\s-



- - ío ... xs
1

· 
- 1 ;; ' s 

1
' ~ . Se s • 

l 

\p ... 91\ ( s + .• i L:-

+ s 1 ·- O. í·las então, p+ '\ ~ '· :> () - p 

i? = ''l = O . Com:J E" é frn.7 r~ l :..,~ r 1 . 7 • .11 i ) , s=:; -= O . . ~)Ç · 

e P ' é um pré- q - cone corn ? ' e - x E P' . • 

l . 19 - PROPOS IÇÃO : Sejam F "' .: (' .:, ,u ~ on.matme 11-te 1r.ea.e. e Po UI;' 

- de. e - q-..:c.-~~t- F. Ex.ü te um .:.a .!}'t.L,. p c F ta.f. que Po c p l 

... ·a -P e. (Ui! q - cone de F. 

JE~!ON STRACÀO: Pel o Lema de Zorn, o conjunt o dos pré-q-cones tab 

P 
0 

c P possui element o ; ~ axi:c~ al . Seja P esse pré- q - o:onr: 

11.:t.:.i.mal. Se x f P, pelo Lema anterior,existeumpré"']-cone P ' tal que 

P c P' e -x E P' . Pela maxi mal idade de P t emos,então, - x E P. 

Portanto, PU - P =F e P ou - P é um q - cone. • 

l. 2 O - COROLÁRIO : Seja. F um C.O!tpO n O!tma.tmen.te. Jte.af. . 

• •ndc P peitcO!tlt.e o conjtm.to doó q- c.one..6 de. F . 

f'1!:.)10NSTRZ\ÇÃO : Seja a E qp. Suponhamos que 
2 

a ~ EF . Ent ão, CC 

TO 'f'
2 éumpré~ - cone, peloLema 1.18 e Proposição 1.19, existeum q-co~e P 

-.:;l que e - a E P. Como P n - P = {O},temos que a Ei' P, 

'Jntrariando a e s colha de a. Por outro lado, para todo q-cone 

de· F, EF
2 

CP, isto é, EF
2
C nP. • 

21 - COROLÂRIO: Seja F um c.on.po. F e 6on.ma.lmen.te. !t eat ~ ~ • 

··•l<.: :tte. 61 F a.dm.U:e. uma. q-cJtdem. 

: ~t:JN STRAÇÃO: ( o>) Desde q•1e toda ordem e uma q-ordem, se F •· 
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~or8almente real 2nt~o F admite uma q-ordem. 

( =) Suponhamos que F nao ~ formalmente real. Ent~o -lE 

E [F
2 = np onde P percorre o conjunto dos q-cones de F.Ma~ 

c~tâo, 1 E P e -1 E P para todo q-cone P e, portanto, 1 E 

E P n -P = {O}, o que ~ uma contradiç~o . .:J 

§3 - ISOTROPIA FRACA DE FORMAS QUADRÁTICAS 

Seja F um corpo de caracteristica diferente de 2. 

Uma 6o~ma quad~~~ica p sobre F, de dimensâo n, e um 

c2lin6mio de n v2~ijveis com coeficientes ?m F, homogªneo e 

de grau 2, isto e: 

o L 
1 <i,j.:::_n 

• .J .. X.X. 
lJ l J 

onde b .. E F, X. 
lJ l 

e X . 
J 

sao inde-

terminadas sobre F. 

O estudo das formas quadráticas sobre um corpo podeser 
n 2 

reduzido às formas quadráticas do tino .) (x
1

, .•• ,X ) = L a. X. 
· n . 1 l l 

l= 

com ai -f O. Para estas, usaremos a notaqâ.o p = <a1 , ••• ,an> 

A ,_soma o~togonaf. de duas formas quadráticas p= <a
1

, ••• ,an> 

e '' 1 = <b 1 , ... , bm > que representamos por p ffi p 1 
corresponde 

-, forma < a
1

, ... ,a, ,b
1

, ... ,b > de dim "l':;ão 
" m 

n + m. 

Se m ~ um numero natural, rep~esentamos a forma 

p EB ••• EB p (m vezes) por mp. 

O p~oduto t~nso~iaf. das formas ~ e P1 indicado por 

corresnonde à forma <a
1

b
1

, ... ,2-
1
b , ... ,a b

1
, ... ,a b > _ m n n m 
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-
l,;·, .los principais problemas na teoria de forma~-= 

ticas é sai:;r,::r quando existe em F uma solução não trivi2l .::1 
; 

equaçao 
' 2 

.. a.X. = O. Se existir uma solução não trivial 3 ~cr~a 
• 1 l l 
l-=.l 

quadr~tica <a
1

, ... ,an> i dita i~otn~pica em F. Se a 

solução da equação for a trivial a forma <a
1

, ... ,an> e 

ani~ct~~pica em F. 

o estudo da isotropia em alguns corpos i bastanL: 

ples. 0 or exemplo, nos corpos finitos toda forma quadr~ti-

Única 

dita 

.3ilt-

!. 

tal que dim p > 3 é isotrópica. Mais geralmente, confor' · 1 

resultado devido a Kneser, dado um corpo ?, não formalmer 

se !F"/F2 ! < oo então toda forma quadrática p com dimÇ i_::) r 

que IF/F2
1 e isotrÓpica. 

A existência dessa cota justifica que se defina _;:;ara 

um corpo F uma cota chamada u-irtvaniante; 

< 

u(F) = mâ.x {dim p;p ê. uma 6onma qc~.ad'l([t{ca ~sobne F, 'i.­

~otnôpica em F}. 

Então, para todo corpo F nao for~almente real c'?)~ 

• . 2 
IF/F I. ~ imediato, que se F 

~ 

e quadratic~rnente fechado 

tão u (F) = 1 e reciprocamente. 

Dois resultados importantes sobr2 u(F), que seria ~3a-

dos mais adiante nesse trabalho, e cujas demonstrações f oS'--'·· J:; 

nosso objetivo, são dados em 1.22 e 1.23. 

Pelo primeiro concluímos que mesmo cara corpos co:r1 .. :::1 
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nur:1ero infinito de classes quadráticas e ocs :3 ·,-.~ ]_ .. e:r u(F)< :.o. 

1.22 -TEOREMA (Tsen-Lang): Se F e um corpo car ~2u de trans 

cendência n - n sobre um corpo algebricamente fechêtc·~ ~ntao u(F)=2. 

1.23 -TEOREMA (Springer): Se K e urna extensão ,_,.=_~2brica de F 

de grau irnpar então u(F) < u(K). 

Os fatos mencionados sao relativos a for~as quadráticas 

sobre corpos não formalmente reais e referências sobre eles po-

dem ser encontradas em [L] Capitulo VII. 

Em corpos formalmente reais a situação se modifica devi 

do a existência de ordens. 

Seja (F,P) um corpo ordenado e a
1

, ... ,an E P. ~ fácil 

perceber que a forma p = < a 1 , ... , an> 

rn p também é anisotrópica para todo 

e anisotrópica em F.E mais, 

é formalmente, a. E P implica que 
l 

rn E N, pois, desde 
n 2 
L: a. x 1 = O se e 

i=l l 

que F 

somente 

x. = O para todo i = 1, ..• , n. Do mesmo modo rn < 1 > é anisotró­
l 

pica, para todo m EN. Logo, não existe, para corpos forrnalmen-

te reais, um rn E~ tal que toda forma quadrática de dimensão 

maior que ~ seja isotrópica. 

Contud·'J, pelo Principio de Hasse-Minkowski, num corpo 

de números algéb~: L c os uma forma quadrática p = < a
1

, ••• , an > com 

n > 5 e totalmente indefinida (isto é, tal que existam i e j, 

com 1 < i f j < n para os quais 

ca. 

a.a. 
l J 

é negativo) é isotrópi-

A hipótese dirn p > 5 -e essencial pois, a forma p = <-3 ,1>, 
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por exemplo, e totalmente indefini~l (t.i.) e a~isotr6~ica e~ 

Q. 

Essa situação, que ocorre nos corpos de numeras algé­

bricos, sugere que se defina, de maneira geral, um u-invariante 

(também chamado, na literatura, de número de Hasse) do seguinte 

modo: 

(1.24) u (F) = -max {d-i.m p; p ê. t.i. c. an{_6ot!tÕp-tc.a em F}. 

Observa-se, facilmente, que nara coroos nao form~ 1 ~en-

te reais essa definição coincide cc~ ~ anterior e que 

para todo corpo de números algébrico.~. 

O exemplo ctcima mostra, ta.,;. ,, um c:=;utro aspe·.::cc ~:o 

problema de isotropia de formas quad':J.ticas. Embora n = <-.1, l> 

seja anisotrópica, 3p =p $ p $ p 2 isotrópica.Exemplos seme 

lhantes a esse são frequentes (no conjunto dos números r:;cio-

nais existem muitos) e não ocorrem so em corpos de números ~tlg~ 

bricos e em corpos F tais que u (?) < co 

EXEMPLO: Seja o c.o~po Q(x) .L({ 

X. c·1 Q(x), a noJtmr~ ~. = <l,x,-2x > c_ ·.C 

De fato: 

i) p e totalmente indefinida pois o produto x(-2x) .3g~ 

tivo em todas as ordens de Q(x). 

i i) Suponhamos que p seja isotrópica. Então existem em 

Q (x) , 
fl f2 f3 

:/:. o i l -- I com CJ, para = J__ , .::. ' 

gl g2 g3 J. 
I e 
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L ; 
fi i O para ü.L;um L:l i < 3), tais que X 1----) - + 

' g 1 ' 

1 

- 2x(f
3

g
1

g
2

) 2 =O. ~·las então, x(f
1

g
2

g
3

) 2+ (f
2

g
1

g
3

)
2 

2 
2x(f

3
g

1
g

2
) = O. Sejam f 1 g 2g 3 =fi, f 2g 1g 3 = f2 e 

2 máx {a (f i) , a (f 3) } . Se 

a(fi
2 

- 2f3
2

) = 2n, pois, 

a(fi) = a(f)) = n, 

se a(f' 2 - 2f' 2 ) 
1 3 

f'2 
2 

< 2n 

+ 

e 

n n-1 • n 
fi= anx +an_ 1 x + ... + a 0 e f 3 = bnx + ... +b 0 cor a 1 , 

b. E Q então, a 2 - 2b 2 =O, isto é, ( abn ) 2 = 2 
1 n n 

_:om 
n 

an,bn E Q, o que é uma contradição. Assim, a(fi
2

- 2~) 2 ) 

e par e f'
2 

1 

go a [ x (f i 2 
-

- 2f'
2 = o 

3 
implica que f' = 

1 f 3 = O. Lo-

2f I 2)] 
3 

... e 1mpar e,como 

implica que 

a (f 2 2 ) é par, 

f' =f' =f'= O.~I:s 2n 
2 1 3 

tão, f 
1 

= f 
2 

= f 
3 

= O, contrariando a suposição ini _: _ 

Portanto, p é anisotrópica. 

iii) A sextupla (2,0,1,0,0,1) ~ solução não trivial r2 

2p = o .• 

No Capítulo II ficará claro que u (Q (x)) = oo. 

1.25 -DEFINIÇÃO: Seja p uma forma quadrática sobre F.Se exis 

te m E N tal que m o é isotrópica então dizemos que p e :í 'L~ 
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·::.cune.n.te. i_~,·· ~:p<..c.~1. Caso contrário, o e ci::J.r:1ada )cltte.rnl' .. :u "' 

~ fácil perceber que se o= <a 1 , ... ,an> então mo ser 

isotrópica 9.!:':1 F significa que 
": m 2 
~.., a . Z x . . = O tem solução 

. 1 l . 1 l.J 
-· na:.; 

l= J= 

trivial em F. 

1. 26 - PROPOSIÇÃO: S e.j am F u.m c. o~ ;Jo S onma.tm e.n..te. /te. a[ e p 

= <a
1

, ... ,a> uma Sonma qu.adn~tic.a 6obne F. 
n 

p e. some.n.te. óe. e.x.(jte:; 
n 

não todo .6 n. u.l'. o-~ t cti s q u. e. L: a.s. = O. 
. 1 l l 

DEMONSTRAÇÃO: ( ~) 

tão, existem slementos 

nao todos nulos tais 

S. = 
l 

m 2 
Z v .. , algum 

j=l lJ 

mente real. 

( <= ) Como 

S. 
l 

l= 

Se mp é isotrópica para algum m > 1 en 

v .. 
n lJ 
L: a. 

i=l l 

E F, com 

m 2 
L: v .. 

j=l lJ 

i= l, ... ,n e j =1, ... , m 

O. Tomando, para cada i, 

e diferente de zero, pois F e formal-

S. == 
l 

m. 2 
~v .. 

-i=l l] 
com v .. E F. Seja 

l] 
m= 

= max { m.} 
l 

e considerando v .. -~O rara m > j > m., p:x:ierros escrever 
l] - l 

1 < i<n 
m 

2 
S. = L: V. 

l lj . Supondo que S . .../. 
l r ·1ara i= i

0
,obtemos v . . f o 

loJ j=l 

para algum j . 

te isotrópica. ~ 

Se cadêt 

Como 
n m 

2 
I ai L v. . -·-

i=l j=l l'l 

n 
I: a.s. = O, p 

. 1 l l l= 

.. 

e fracamen-

s. da Pronosição for 
l 

na o somente soma 
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-~·Jc. _lL .~cos mas um quadrado em F ,.:;nt2o ) _:._ '- :::ssa 

::; i t : ::_·i o ocorre, por exemplo, se F e um corpo EJi:: ·. - . 
C)-:~__;_:) 

~orrJ quadrâtica sobre F que seja fracamente isot_0~i~~ ~ iso 

trópica em F. 

A seguir, mostraremos que o estudo das forcas quadrât! 

cas fracamente isotr6picas s6 ~ interessante para cc~no~ formal 

menr:-e reais. 

l. 27 PROPOSIÇÃO: Seja F um coroo. F -
Yiao 

-F ~' 

z-6ctJtÔpic.a. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja p = <a
1

, ... ,an> uma forma quadl_<::.:_c,?. 30bre 

F. 

tal que 

Se F não é formalmente ~eal, então existe mE N -{0} 

m 2 
~ x. = o 

j=l J 
com os x. E F 

J 
e não todos nulos. Então 

n m , 
p e fracamente isotr6pica, desct2 2:3. L::~ 

i=l l j=l i 

o. 

Por outro lado, se <1,1 > e fracamente iso_r5pica en-

tão m < 1,1 > é universal e m < 1_ l > representa --1, isto é, 
m 

existem x. E F tais que L: x~ = -~. Loac, 
J j=l J ~ 

F n;_• ,: for:nal-

mente real. • 

Determinar condiç6es que assegurem a isotr8~ia de for-

mas quadrâticas sobre um corpo ~, em geral, um proL;~ma bastan-

te dificil. Veremos que mesmo para a isotropia. fraca ::1 ,li f icul-



22 

dade ainda ~ grande. O prõximo parãgrQ o 03~~~elece condições 

dessa natureza. 

§4 - LEI 02 SYLVESTER FRACA 

Vamos definir assinatura de um corpo F com o objeti-

vo de melhor formalizar o conceito de ~orm2s quadráticas total-

mente indefinidas. No Capítulo IV esso. def_ ::ição também ser a 

Útil. 

1.28 - DEFINIÇÃO: Dado um corpo q-ordenado (F,P), chama-se a~-

sinatu4a d~ F, relativa a q-ordem P, ã função AP definida da 

seguinte maneira: 

PG.ra toda forma quadrá ti c a p = < a
1

, .•. , an > sobre F com 

r= #{i; a.E P} 
l 

e s=#{j,a.EfP}, 
J 

AP(p) =r - s 

Sstã claro, pela definição, que o valor da assinatura 

em p ccrc~sponde ao número de coeficientes positivos menos o 

numero de soeficientes negativos de p e que AP(p) = 2r - n. 

: '"::1 estudo mais detalhado de assinaturas pode-se pro-

var que .~lar da assinatura é um invariante da classe de ani-

sotropia c-. forma quadrática e que " "assinatura" e um homomor-

fismo de zm~.Ls definido no anel de Witt do corpo. 

1. 29 - DEF:::rçÃO: Seja P uma forma quadrática sobre um corpo F. 

Dizemos que: 
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a) é de & i_n-i_da r ela ti '!arr:en te a uma q-:Jr:-:1er, n de se 

dim p. 

b) p é ürd e 6-<-n.-<.da r ela ti vamente a uma q-orden P de F se 

c) pé totatme.n.-te.-<.ndeSür<.da (t.i) se [Ap(p):<dimp 

toda ordem P de F. 

para 

d) ç e totatmen.-te. (positivo ou negativo) de<'~ft-tdase !Ap(P)I= 

dim p para toda ordem P de F. 

Observamos que p é totalmente indefinida se p é inde-

finida par~ todas as ordens 2 que a definiç~o de ~-~·dada aqui 

coincide com o conceito dado anteriormente. 

S2jam os elementos a 1 , ... ,an de um corpo F. Se para 

alguma q-ordem de F todos os a. (1 < i 
l -

< n) sã-:J positivos e~ 

tão, a equaçao x2 x2 o a 1 '1 + · · · +an n = so ad:nite solução 

trivial em F, visto que, se < é uma q-ordem de F então O < x 

implica crue 2 O < xy , para todo y E F. ... 1,::;sma razao, 
n m 

? 
2: a. ~- v 

i=l l j:l ij 
O só possui solução trivial . 2n .. !~c-. ';~_o, toda for 

ma quadr5c~ca definida relativamente a urna q-ord~~. de F e for 

temente , ::i ~otrópica. A re(~ Iuroca também vale: 

1.30 - PEOPOSIÇÃO: Seja o = <a
1

, ... ,an> r_::na ~~ 

.õobJte F . EHtão, p 2 6'u1C.WIIl'nte t6ot!tÔpü.cc 6C ç 

q u ad:tâ:t.<-c_a 

p 

DEMONSTRAÇÃO: ( ~ ) ~ imediata, pelos coment~ri~s anteriores 
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a Proposição. 

( <= ) su~onh3mos que nao existem to-

dos nulos tais que~ 

te isotrópica. Sej:1 

n 
que L: a.s. E Po () 

i=l 1 1 

r a S. 
1 

E LF 2. Mas 

n 
Z: a.s. 

i:=l 1 1 

Po = 

= O, isto é, que p ~::o é fracamen-
n 

{L: a.s.; s. E LFl. Clcr:_c_-:;ente, 
. 1 1 1 1 1= 

{o} 

n n 

p + o 

desde 

-P o L a.s. = - L a.s~ pa-
i=l 1 1 i=l 1 1 

implica que 

então, 
n 
L: a . ( s. + s ~ ) = O e 

. 1 1 1 1 
1= 

+ s ~ = O .Do 
-~i ~ 

que resulta que s. = s! =O. Portanto P e um ,J ·3-q-cone de 
l 1 o -

F e pela Proposição 1.19, existe um q-cone p G -:' tal que -

Po c :? ou -P c P. Como al, ... ,an E Po, fJ e c: .lida relati o 
vamente a P, o que e uma contradição. • 

Conforme jã observamos, pelo Principio L .. ~1 Global de 

Hasse-Minkowski, num corpo F de números algébri·>:,, toda for-

ma quadrãtica, totalmente indefinida, de dimens~c F·aior ou 

igual a 5, é isotrópica. Assim, podemos concluir r•:; toda forma 

quadrática sobre F, totalmente indefinida, é fL• ·:c: ::.:nte i:::ot:.ró 

pica. 

Esse mesmo resultado pode ser obtido di~· .. ;:·~nte da 

Proposição 1.30. 

1.31- COROLÂRIO: Toda fioJtma. qua.dJtâ:tic.a oobJte. c~.- ,, 

Jto).) a.lgé.bJtic.o-~, :to.ta.lme.vt:te. in.de.ôúüda. ~ SILa.ca.me.n t' · s c t·~, 1 f • 

DEMONSTRAÇÃO: Basta considerar que se F e um corpo de nu~eros 

algébricos toda q-ordem de F é uma ordem e aplicar a pro~o3i-

ção anterior. 11 
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'J Corolário .~. 3: j' ,s ti f i c a o interesse pelo 

Tcda So~ma quadt~tica Job~e F, totaúnente -'-''1. ·(r, 

Seja F um corpo real fechado. Como a Única orde:n de F 

e F
2

, para urna forma quadrática p sobre F, de dimensão n , 

ocorre exatamente urna das três possibilidades. 

i) P ~ positivo definida e nesse caso p = n < l > e e ani 

sotrópica. 

~-l ) ~ negativo definida e nesse caso p n < -1 > e e ani 

sotrópica. 

iii) P é indefinida e nesse caso p = <1,-l> 6) p 1 com dimp 1 = 

n - 2 e portanto, p e isotrópica. 

Logo, dado um corpo ordenado (F,P) urna forma quadrá-

tica sobre F é indefinida relativamente a P se e somente 

se ela é isotrópica no fecho real Fp de F relativamente a P. 

Mais ainda, u~a forma quadrática p sobre F é t.i.se 

e so~2nte se ela é isotr6pica em todos os fechos reais de F. 

Seja { F P } a f c1:-:- ~lia dos fechos reais de F. Diremos 

que :.:.:~3 .:=arma quadrá ti c a sobre F é localmente 

se c .; isotrópica (logo, -;.;-,definida) em todos os FP. 

Obtemos, assim, para o principio enunciado a seguinte 

formulaç::lo: 
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E o chamaremos de L<G.i de. Sylve.s:~2_: r~,zut (L.S.F.). 

Pelo Corolário 1.31 um exemplo de ~or~os nos quais va-

le a L.S.F. são os corpos de numeras algébricos. !'Jo Capitulo II 

apresentaremos mais exemplos. 

A L.S.F. é um principio análogo ao Principio Local Gl~ 

bal de Pfister que caracteriza os elementos de:- torção do anel de ~ütt 

de F. Mas, enquanto, o Principio de Pfister vJ.le para todos os 

corpos formalmente reais, a L.S.F. é válid~. conforme mostrare-

mos no Teorema 1.32, numa classe restrita t 

Para facilitar o nosso trabalho daqui em diante, deno-

taremos por: 

YF o conjunto das q-ordens de F. 

XF o conjunto das ordens de F. 

Convém notar que XF c YF, qualqueL aue seja F. 

1) Toda q-pndem rlc ~ ~ uma andem, '.J-
' i 

2) A L.S.F. vale.,,, r ;o 

bne. F loc.alme.n.te Lso.tnôpiccr. ê ~'LacCi ;:c.wtc' ·' 1 c)pic.a em I'. 

-e. 6/;_,l(.O.-

mente -<...tJo.tJtÕp-<..c.a pana algum s > 1 ;; {J.1wc, .·~; tl' -<...so.tnÕp..i_c_,_r. C'i/1 

F. 
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4) Toda So4ma quad4~tica do ~·0o -< 1 , a , b , - ab > e 5 ·'L a c a •n ;~ ; : · 

OBSERVAÇÃO: ps denota a forma :J 0 . . . 0 p ( s vezes) . 

DEMONSTRAÇÃO: 

1) => 2) Seja p uma forma quadrática sobre F localmente 

isotr5pica. Por 1) p ~ indefinida 2m relaç~o a todas as q-or-

dens de F, e ent~o, pela Proposiç~o 1.30, p ~ fracamente iso-

tr5pica. 

2) => 3) Se m s 
p ~ isotr5pica para algum m > 1 entao 

p e totalmente indefinida e, por 2), p ~ fracamente isotr5p~ 

C3.. 

3) => 4) f Seja p= <l,a,b,-ab>. A forma 
2 

p = <l,a,b,-ab , 

2 2 2 2 
a,a ,ab,-ab, ... ,a b > ~ isotr5pica. Ent~o, por 3), p ~fraca 

mente isotr5pica. 

4) => 1) Suponhamos que P ~ uma q-ordem própria de F.En 

tio, existem x,y E P tais que xy E -P, isto ~,<l,x,y,-xy> e 

~~tinida relativamente a P e e portanto, por 1.30, fortemente 

:::.1i:=;otr6pica, contrariando 4). • 

O Teorema 1.32 nos permite concluir que para o u-inva-

c~~nte (conforme definido em 1.24) de Q(x) vale u(Q(x)J = co 

p:,~,;, como Q(x) possui q-ordem pr5pria (isso ficará claro no 

C> c) l tu lo I I ) existem formas quadráticas sobre Q(x), totalme~ 

te indefinidas, que n~o s~o fracamente isotr5picas. Portanto, 

n~l:o ':;;<iste m E :N tal que toda forma quadrática sobre Q (x) ,de 

di~ens~o maior que m e t.i., seja isotr5pica. 
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De modo semelhante podemos concluir que ~(R(x,y)J = oo 

(no Capitulo II daremos um exemplo de q-ordem pr6pria de R(x,y». 

O Corolário 1.33, a seguir, é a versão do Teorema 1.32 

para corpos pitagóricos. Usando o teorema mostraremos que pode-

mos assegurar a isotropia em F, de urna forma quadrática sobre 

F sabendo que ela é localmente isotrópica somente quando F e 

pitagórico e não possui q-ordens próprias. 

1.33 - COROLÁ.RIO: S(Jja F um c.o!tpo joJtma()ncnte Jr_ea.t. São equ-<..-

2 I ) 

3 I ) Toda óoJtma qu.adJtâtic.a 

DEMONSTRAÇÃO: 

p 

F toc.almente i~ot!t~pi-

s -tal qu.e p e 

1 1
) ~ 2 1

) Decorre do Teorema 1.32, J?sde que num corpo P! 

t~JÓrico os conceitos de forma quadrátic~ ~3otrópica e fracarnen 

te Lsotrópica coincidem. 

~' ) ~ 3 1 
) Se e isotrópica ent~l,) (,e t.i. e, portanto, 

~Jr 2'), pé isotr6oica. 

3 1 
) =* 1' ) Basta provar que F é pi _,:_ .;Õr i co pois XF = YF 

d d P · - S · a,b,c E F" · a 2 + b 2 =c ecorre a ropos1çao. eJarn t2Ls que 

e a forma quadrática o-= <1,-c >.Em F, (G. ~,~,~)e solução 



-nao tri,_·ial 

e portc..:;to 
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2 
<1,-c,-c,c >. Então, 

• 2 
c E F • • 

j) , o 

No Corolãrio 1.33 não pode ser incluido 4': Toda forma 

quadr~tica do tipo <l,a,b,-ab > sobre F ~ isotrópica.Ern 2(x) 

toda forma quadrãtica desse tipo é isotrópicu (ver capitulo IV) 

e R(x) não é pitagórico, pois 
2 

1 + X 
-na o e quadrado em 

R(x). Por outro lado, a hipótese de F ser pitagórico e essen-

cial, pois para F= Q, XF = YF e não vale 1.33 (2'). 

O Teorema 1.32 e o Corolârio 1.33 mostram que se e 

localr:n.ente isotrópica podemos garantir que mp seja isotr;~ -'"'-

somente se impusermos a condição XF = YF .;obre o corpo e, c:::~l­

ra garantir a isotropia de p precisamos restringir mais a; nja 

os corpos. 

No entanto, veremos agora, que, se p e localmente 

isotrópica então pn = p 3 p 0 ... 0 p (n vezes) sempre é frac~ 

mente isotrópica. Esse resultado é obtido como Corolário da se-

guinte proposição: 

1. 34 - PROPOSIÇÃO: S e_j a F um c.o!tpo :J = 

ó oJtma quadJtâtic.a .õobJtc Se. 
n - e c:· c:. ·· < al' ... , a > uma p .., . :r L n 

.te. {,!:J o tJtÔ pie. a e.ntão Pn -e. óJtac.a.mc.nte. {__.'J c ~ : cc: \.. __ ,;. F. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que pn seja for·': .. :::nent2 a:üsot:.r )c ir: a 

t n 2 
PO = { l: Tf (b .. ) X. ; t E N 1 

i=l j=l 1 J 1 
e seja x. E F 

1 

Corno para todo e anisotrópica, 

2 b .. E{a
1

, ... ,.:1 }. 
1J :1 

" l . ...., 
i.- ~ .i ~ ~ \, ' 
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disso P0 

F 2 C p o 

possui as propriedades: P
0 

+ P
0 

c P
0

,P
0

. P
0 

c P0 e 

(basta supor, sem perda de generalidade a
1
=l,escolher 

t = 1 e tomar para todo j=l, ... ,n) Logo -1 $ P0 

e P
0 

e um pré-cone de F. Como, P
0 

se estende a uma cone P 

de F temos em F uma ordem relativa a qual pn e definida. 

- n Mas entao, p nao é isotrópica no fecho real FP de (F, P),co~ 

trariando a hipótese. Logo 
n 

p é fracamente isotrópica. • 

1.35- COROLÁRIO: Seja F wn c.otr.po 6otunafme.nte. tr.c.at. Se. a 6otr.-

ma quadtr.â.t-tc.a p = <a1 , ... ,an> sob!Le. F é_ foc.abne.nte. -<-6ot!LÔp-<-c.a 

então pn é_ 61Lac.ame.nte. -<--6ot:c.ôp-<-c.a CJil F. 

DEMONSTRACÃO: Como p e t. i., 

é fracamente isotrópica. • 

n 
p também e t.i. e, por 1.34,pn 

O Teorema 1.32 justifica o estudo das q-ordens de um 

corpo, mas não dá um critério prático para determinar corpos que 

satisfazem a L.S.F., porque, em geral, não são conhecidas expl! 

citamente todas as q-ordens de um corpo. No Capitulo II daremos 

um critério, para determinar os corpos que não possuem q-ordens 

próprias, ~~ando valorizações reais. 



CAPÍTULO II 

CARACTERIZACÃO DE CORPOS QUE SATISFAZEM A LEI DE 

SYLVESTER FRACA 

No primeiro parágrafo desse Capítulo são caracterizados, 

através de valorizações reais, os ·corpos que não oossuem q-ordem 

própria (Teorema 2.25); no segundo parágrafo, e dada uma caracte 

rização de corpos henselianos que não possuem q-ordem própria 

(Teorema 2.45); e no §3 são analisados exemolos. 

§1 - VALORIZAÇÕES E q-ORDENS 

Na definição de valorização é usado o conceito de grupo 

ordenado. 

Seja G um grupo aditivo. Dizemos que G e um gnupo 

ondenado se existe S c G tal que S + S c G, S u (-S) = G e 

s n -s = {o}. 

O conjunto S define em G uma relação binária < da 

da por: 

g 1 < g 2 +-+ g 1 - g 2 E S 

e que satisfaz: 

(i) < é uma relação de ordem total, isto é: 

a) g < g para todo g E G 
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b) gl ~ g2 e g2 ~ gl ==? gl = g2' para gl,g2 E G 

c) gl ~ g2 e g2 ~ g3 ==? gl < g3, para gl,g2,g3 
,- G. c 

-

d) gl 1 g2 ==? g2 < g 1 f para gl,g2 E G. 

(ii) < e compativel com a operaçao de G, isto e, se gl,g2 E G 

e gl < g2 então, gl + g < g2 + g, para todo g E G. 

Reciprocamente, toda relação binária que satisfaz (i) e 

(i i) determina em G o conjunto S = {g E G; g > O} com as pro-

priedades S + S CS, S U (-S) = G e S n -S ={O}. 

Como a correspondência acima e biunivoca chamaremos in-

distintamente < e S de o!Lde.m de G, e denotaremos o grupo ord~. 

nado por ( G, S) ou (G,~) quando quisermos por em evidência a 

ordem que está sendo considerada. 

Exemplos de grupos ordenados sao o grupo aditivo e o 

grupo multiplicativo de um corpo ordenado. Outro exemplo e (~,+). 

Um grupo (G,·) é arquimediano se dados g E G e O< h E G,exi~ 

te n E :N tal que nh > g . 

Os grupos (Z,I-),(Q,+) e (Q",.) -sao arquimedianos. o 

grupo (Z x Z,+), com a ordem lexicográfica: (a,b) <(c,d)+-+-a <c 

ou a = c e b < d, ê nQO arquimediano. 

2.1 - DEFINIÇÃO: Se.ja F ~Jil co!Lpo. Uma. a.plic..a.ç.ã.o .6ob!Le.je.:to!La. v : F + G 

de_6 LI c i_da 110 c.onjunto dM ei.C'J11í'llto6 nã.o nul-0.6 de. F e. M.6umindo val.o!Le.-6 num 

gJtupo a~uvo a.be.lia.no o!Lde.vtadu G, .6 e. diz uma. val.o!Úza.ç.ã.o de. F .6 e.: 

(i) v é_ um homomo '1..6L51!lO do g!Lupo muLtip.tic..a.tivo F no g!tupo 



33 

ad.<..:t.<..vo G, .<...6:to ~. v(ab) = v(a) + v(b) pa'ta :todo0 a,b E F. 

(ii) v(a + b) > m.<..n{v(a),v(b)}pa'la a,bEF :ta(s qu.e a+ bE F. 

O grupo G é chamado g!tu.po de vaio'u>.s de. v. O par (F,v)-

ou a tripla (F,v,G) conforme queiramos ou não realçar o grupo de 

valores - se diz ~m co!tpo va.to!t.<..zado. 

Convencionando v(O) = ro e definindo em G U {oo} as re-

gras usuais J=lélra o sÍI!ll:olo ro ,ou seja g < 00 e g+oo=oo+g= oo+ 

+ oo = oo para todo g E G, podemos estender a aplicação v a 

todo F. 

Algumas consequências imediatas da definição, frequente-

mente usadas ao se tratar com valorizações, -sao: 

v(l) = O, v(-x) = v(x), 
-1 

v(x ) = -v(x) e 

v(x) < v(y) ~ v(x + y) = v(x) para x,y E F. 

Para toda valorização v F + G existe um anel local a 

ela associado. ~ o anel 

A = {x E F, v(x) > O}U{O} 
v 

jo ideal maximal e 

= anel da valorização v, cu-

M = {x E F; v(z) > O} U {O}: = ideal maximal da valoriza­
v 

çao v. 

o anel quociente !\. /M v v 

maximal de A) chamado c.o:po 
v 

.6 .<.. d u. a-<...6 de v e ser a denotado 

por a o elemento a + M E 
v 

F 
v 

e um corpo (pois 

de. Jtes,to,) ou c_ CfljJ O 

por F . Se a E 
v 

Notemos que A 
v 

e um subanel unitirlo de 

M e um ideal 
v 

da,) c.ta~d c. s /r (J -

A ' denotamos 
v 

F cujo corpo 



de frações e F e que A e U:". l'~~' J 

v ie valo~izaç~o de F,isto e, 

A e um 
v subanel de F que 

A , para todo 
v 

con t.:.2m 

a E F. 

'J "l" e satisfaz: a$ A ~ 
v 

O inverso também e verdadeiro, isto e, dado um anel de 

valorização A de F podemos definir em F uma valorização v 

tal que A seja o anel a ela associado. De fato: 

Seja A um anel de valorização de F e U = {x E A ; 
. 

o grupo das unidades de A. O grupo G = F/U e um gru-

po totalmente ordenado, pela relação xu < yu -1 E X y M on-

de M = {x E A; x-l ~A} e o conjunto das nao unidades de A. 

Escrevendo G adi ti vamente o homomorfismo canônico v : F +F /U 

e uma valorização de F cujo anel e A. 

A valorização associada a A e unica, a menos de equiv~ 

lência, pois, se A e um anel de valorização de F, A é um anel 

local cujo Único ideal maximal e { X
-1 à: 

M = X E A; 't A}. Para ve-

rificar isso basta lembrar a definição de valorizações equivale~ 

tes. 

Dizemos que duas valo~izaçÕe.J.J v F +G e v':F +G' 

sio Lqu~valente.J.J se existe um isomorfismo ~ de grupos ordenados 

tal que v' = ~ o v, isto é, tal que o seguint2 

diagrama é comutativo. 

F 

v v 

Seja, agora, w : F + G uma valorização de F tal que 

A A. O núcleo do homomorfismo sobrejetor w e o conjunto 



u 
w 

-1 
= {x E A; X E 

35 

A} das unidades de 

F/U e, portanto, w e equivalente a v. 

A 
w = A. Logo G F/U w = 

Com isso concluimos que duas valorizações que correspon-

dem ao mesmo anel de valorização são equivalentes e que existe uma 

correspondência um a um entre as valorizações, a menos de equiva-

lência, e os anéis de valorização de um corpo. Assim, salvo men-

çao em contrário, trabalharemos sempre com classes de equivalên-

cia de valorizações. 

Algumas informações sobre valorizações podem ser obti-

das estudando seu grupo de valores. Com esse objetivo damos a de-

finição 2.2 e os resultados 2.3 e 2.4. 

2.2 - DEFINIÇÃO: Seja G um g11..upo ab ef;.cU1o o!!..denado. !.in .6ubg11..upo 

.J ., - .6 ubg11..upo H c( L. G e um convexo (ou ;..6 ofad o) de G .6e. g E G,h E H 

c. o tli o < g < - h ;.mpf;.c.a que g E H, ou ,5 ej a, {g E G; o < g < h}CH 

pa'l.a todo h E H. 

Em particular {o} e G -sao subgrupos convexos de G. 

2.3 - PROPOSIÇÃO: Si!_J:~ G um g11..upo abct(c;_,:~-' ~·'Ld2.vrado. A 

cLs 'LLbg!!..upo-6 c.ovrvexos de G e_ .totalmente O'Ldevrada em 11..efaç.ão -a 

' -
..t 11 c. 0c L~ .) a o o 

DE2-IO;\"STRAÇÃO: Sejam G
1 

e G
2 

dois subgrq;;os convexos de G com 

Para todo 

Na teoria dos qruoos abelianos ord nados os subgrupos 
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convexos te~ ~m papel semelhante ao dos subgrupos normais na teo-

ria de grupos arbitrários. 

2.4 - PROPOSIÇÃO: Seja (G,P) um g~upo abe~[ano o~denado e H um 

.6ubg~upo c.oHvc.x.o de G. O g~upo quoc...i.ente G/H pode .6e~ mun-édo de. 

uma e.6t~ututa de g~upo o~denado de modo ou2 a p~ojeç~o ~ ' c. a r LO yu__ c. a 

n : G + G/H .6eja um ep..i.mon6..i..6mo de g~upu~ o~denado-6. 

DEMONSTRAÇÃO: Basta verificar que o conjunto P = {rr(p); p E P} = 

= {p + H; p E P} define em G/H uma estrutura de grupo or::lenado 

preenchendo as condiçBés do teorema.• 

-
Observemos que P define em G/H a relação bináriu da-

-
Observemos, também, que pela definição de P temos que 

p·c {p E G; p E P"1 -Mas, desde que P é uma ordem, vale a igual 

dade P • = {p E G; p E P } . De f a to: 
- -

Assumamos que p E P. Se 

p ~ P então -p E P e --p E P, o que contradiz -p ser uma ordem. 

Logo, se p E P então p E H ou p E l?. 

Nosso objetivo (que será alcançado 2m 2.27) é estabele-

cer uma relação entre q-ordens próprias e ~rdens através de valo 

rizações. 

2.5 - DEFINIÇÃO: Sejam v : F + G uma V ((I~ 
-·'c.ézaç,:w c p Wll.:l ({-c -l 

dem de F. V..i.zemo-6 - c.ompatZve.t que p e (ou -
C QUI ~Ja f 7_-c. o 11; v v e .• j 

ve.t c.om P) .6e b-a E p• ..i.mp.t..i.c.a em v(a) > v (b) • Ou, (conforme 

usaremos nuitas vezes), .6e a E p· e 
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a - b E P. 

Na proposiçao abaixo estaremos usando o fato de que o 

corpo q-ordenado (F,P) em relação à sua estrutura aditiva é um 

grupo ordenado. 

2.6 - PROPOSIÇÃO: Sejam (F,v,P) um eohpo valo~izado q-ohdenado 

(i) A q-ohdem P ~ eompatZvel eom v. 

(ii) O 6ubghupo 

(iii) O ~ubghupo 

Então: 

(A '+) v 

( N , +) 
v 

-e um ~ubghupo convexo de 

-e um ~ubghupo eonvexc de 

(F, +). 

(A ' +) • v 

a) Se P 6o~ uma q-ohdem phÕph..ta de F então (i) => (ii) ~ 

~(iii). 

b) Se P 6oJL u..ma ohdem de F então (i), (ii) e (iii) .6ao 

equ..tvalert.te6. 

A.demonstração e imediata e pode ser encontrada em [P] 

(1975) Teorema 7.2 . 

Convém notar que se P e uma q-ordem própria de F, a 

implicação (ii) => (i) pode nao ocorrer (ver exemplo 2.48). 

Em 2.8, í.?::1os mostrar que sob eeJt~ta~ .lre/5th..tç.Õe.6 so-

bre o grupo de val, ~2s G de v as afirmaç6es (i), (ii) e (iii) 

também são equivalentes se P for uma q-ordem própria. Para is-

so, demonstraremos a Proposição 2.7. 

OBSERVAÇÃO: Passarc::.:ncs a usar a expressao "A e convexo em relação 
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a q-ordem P de F" para significar que o subgrupo (A,+) e um 

subgrupo convexo do grupo aditivo (F,+). 

2.7- PROPOSIÇÃO: Se_ja (F,v,G,P) w11 c.o!1.po va..tofLiza.do q-o'Lde.na-

do ta...t que. A 
v 

P. Va.do-~ a,b E F com 

a E P e. v(a) f- v(b), -6e. e.xi-6te. g EG ta.f. que. v(a) < 2g<v(b) 

então a - b E P. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam b E P e c E F tal que v(c) = g. Logo 

v (a) 
2 < v(c ) < v(b). Temos, então , 2g = v(c

2
) e por hipótese 

v(ac- 2 ) < O < v(bc- 2 ). Como v(a) t- v(b) a igualdade não vale si-

multaneamente nos dois lados: 

19 CASO: v (ac - 2 ) < O < 

Temos bc - 2 E A 
v 

v (bc - 2 ) 

-2 
e ac E A . De 

v 
a E P • e da conve 

xidade de A obtemos 
v 

2 -? 
ac- - bc - E P e, portanto, a - b E P. 

29 CASO: 
-2 -2 

v(ac ) < O < v(bc ) . 

Temos -2 -bc '-= M , mas 
v 

-2 
ac = M Desde que a co0~~xida 

v 

de de A relativamente a P implica na convexidade de 
v 

1 t · t P t a c- 2 - bc- ? E P t t a 1vamen e a em0s que e, por an o,a - b :C:: P.• 

2.8- COROLÂRIO: S,'jc~ (F,v,G,P) um c.o!Lpo va.-tofLiza.do q-c ~d "..nado 

ta. f. - -'L e. e ação Se. todo,s E G que. A e. COilV(:'_X.O em a P. pa.ha. gl,CJ2 v 

ta.L~ que. gl < g2 ext!:de. g E G c. em gl < 2g < g2 I 
e.ntêio p 

- -
- c.ompa.tZve...t e. c.om v. 
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DEHONSTRAÇÃO: Decorre imedL1 t.:1mente da proposição 2. 7. 

Particularmente, esse resultado mostra que se a (G/2Q=L 

isto§, se G e 2-divisivel então,a valorização v e compati-

vel com a q-ordem P. o mesmo ocorre se G = X. 

2. 9 - DEFINIÇÃO: S e..j a v : F -+ G uma valoJt{zação n.ão ;t_tr_}__v <-af de. 

F. V-<.ze.mo.& ou e. v ê_ wna valoJr,).zaç.ã.o· Jte.a.t .6 e. o c..o!tpo Jte..&.[ 

dual F 
v 

-e. 6oJtmalme..n.te.. Jte..al. 

Mostraremos agora que, independente de P ser q-ordem 

própria ou ordem, se for válida qualquer uma das três condições 

da Proposição 2.6, então o corpo de residuos de v e form3imente 

real. 

2.10 - PROPOSIÇÃO: Se..ja (F,v,P) um c..o!tpo valo!t{zado 

- -tal que. A 
v e. c..on.ve..xo Jte..lat{vame.n.te. a P. O c..o!tpo Jte...6}__dual F 

v 
e. 

6oJtmalme..n.te. Jte.al. 

DEMONSTRAÇÃO: Desde que o grupo aditivo (A ,+) é totalment~ arde­
v 

nado com a ordem A n P induzida pela q-ordem de F e 
v 

como 

por 2.6, (M ,+) § um subgrupo convexo de v A temos, por 2.~. que 

F v = Av/Mv e ordenado, como grupo aditivo, por P=Avn P/I\\. ~~esta 

então 2 - - n A" provar que F p c P. Observemos primeiro que ? == v v 
p.} - - então E P. = {p E A . p E isto e, se a E p a E M ou a v' f v 

-Sejam a = a + M E F e b = b + M E P. Se b = M e imediato 
v v v v 

-2 E -
então E nA· E que a . b P. Se b f. M b p e como a A 

v v v 

a 2b E ·2 -2 E -temos p n A . Assim a b = a . b p e p e uma q-ordem v 
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de F . Logo, pelo Corolário 1. 21, F é formalmente real. • v v 

Por outro lado, só corpos formalmente reais possuem VJ-

lorizações reais. 

2.11 - PROPOSIÇÃO: Se.ja. F u.m c_o!tpo. Se_ e.x-<...óte_ u.ma. va.lo!tiza.ção 

Jte.a..t v de_ F c.ntão F ê_ 6oJtma.lme_nte_ fl.C.ctf.. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja A o anel da valorização v e M o ideal ma 

xirnal de A. Suponhamos que F nao e f.r .. Então existe urna rela 

ção da forma 

para qualquer 

n 
I 

i=l 

i . 

2 a. =O coma. E F. Seja 
l l 

Ternos 
n 

at ~ O e dividindo L 
i=l 

2 a. =O 
l 

por 

obtemos - 1 = L b.
2 

i t t l 

onde b. = 
l 

Assim, v(b.) = v(a.)-
1 l 

- v( at) 2_ O e b i E A 

- 2 = Lb. , contradizendo 
l 

para 

F 
v 

todo i ~ t . Logo, b . 2 
E A 

l 

ser formalmente real. • 

-
e - 1 = 

2.12 - PROPOSIÇÃO: Se.ja (F,P) u.m c.onpo -q-oJtde_na.do • Se_ P e_ c.omp~ 

t:Zve.l c.om a(gu..'lct va.toJt-<..zação itc.at v de. F e.n.tão P ê_ não aitqu.-<..-

mc.d-<..ana. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que P ~ cornpativel com a valorização 

v : F -l--G. Sejam g E G tal que 'J :O e a E p· tal que v(a)=g. 

Corno,para qualquer que seja n > l, rule v(n) > O,ternos que v(a)< 

< v(n) e, portanto, pela cornpatibil~~ade de v em relação a P, 

n < a par a todo n E N. • 

Vamos mostrar agora que, d~~a urna q-ordern nao arquirnedi~ 

na P de F, sempre é possivel as3ociar a P urna valorização 



41 

real F -+ G de F. O que vamos fazer, na verdade, é estabel~ 

cer um processo de construçâo de anéis de valorizaçâo real. Mais 

adiante veremos que todos os anéis de valorizaçâo real podem ser 

obtidos dessa maneira. 

Lembramos que o valor absoluto relativo a uma q-ordem P 

e definido corno usualmente: I aJ = a se a E P e I a I = -a se a Ef P, 

ou seja, Jal = máx. {a,-a} . 

2.13 -PROPOSIÇÃO: Se.jam (F,~) um c.oJtpo q-oJtde.rwdo e k. wn !>ubc.oft­

~JO d,:_ F. O c.ovtjuvt;to A(~,k) = {x E F; Jxl ~a paJta é1\:gum a E k} 

ê: um avte.f de. vatoJtizaç.ão de. F, C.OI'V:.'xo e.m Jte.taç.ão a < 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam x,y E A(:_,k). Temos: JxJ ~a para algum 

a E k e JyJ ~ b para algum b E k. Entâo, Jx + yJ < Jxl+ i yJ ~ 

b E k - E ( ) 1- d. I x. y I --I ( x+2y )2 -< a + , isto e, x + y A <,k . A em 1sso, 

( x;y) 2 J2. (x; Y) 2 + (x;y) 2 E A(<,k) pois, se a E A( 2_, k) 

entâo a 2 E A(2_,k). De fato: Se a E A(2_,k), existe b E k (pode­

mos supor b > l) tal que la I ~ b. Por 1.14 (vii).lr(l < b
2 

e,por­

tanto, por l.l4(v), Ja 2
1 =lal 2 < b

1 
E k, isto é, a

2 
E A.(~,k). 

Se xEF e x$:1\(:<,k) então,' ix:,para todo a E'~. Donde, por 

l.l4(iii),Jx-
1

J<Ja[,para.todo aEk,e p::::ct-3rltD, x-
1 E A(P,k). 

Se O < a < b E A(2_,k) en~áo existe o. E k tal que 

I b I < a • Consequentemente I a I < c~ com .J. E k e, portanto , 

a E A(~,k). 

Logo, A(2_,k) e um anel de valorização de F, convexo em 

relaçâo a < . • 
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Claramente, o ideal maximal de A' ~ ) e o conjunto 

M(~_,k) = {x E F; lxl < lal para todo a:::. k pois x E A(<,k) 

e x-l ~ A(~,k) implica que lx-li>Jaj p~ra tcdo a E k e, porta~ 

to, I x I < I a j, para todo a E k. 

Na literatura ([La]) ,se < for u~a ordem, os elernen-

tos de M(~,k) sâo chamados in6initame~t~ ~~~ueno~ sobre k(nota-

çâo: x <<k) e os elementos de A(.::_,k) -sao os elementos de F que 

nâo sâo ú1 ji;1Ltamente gJtande.~ sobre k (notar;:ão: x >b k). Os ele-

. mentos do grupo das unidades de A(~,k), isto é, de U(~,k) = 

= A(~,k)\M(~,k) sao os elementos x de ? para os quais existem 

a,b E k tais que O < I ai ~ x < Jbl. U(~,k) é, portanto, o conju~ 

to dos elementos de F que nao são infinitamente grandes e nem 

infinitamente pequenos sobre k. 

Observemos que, desde que F e formalmente real, Q S k s_ F 

e, portanto, Q S A(P,k). 

Se P for urna q-ordern arquirnediana (portanto, urna or-

dern) então A(P,k) = F,e a valorização v:F + G associada a A(P,k) 

é dada por v(x) = O para todo x E F. Quando isso ocorre dize-

mos que k e ~o6inal em F em relaçâo a P(ou F i arquirnediano 

sobre k, [La]). Isto e, um c.oJtpo k é cot)inal e.m F Jte.lativamente 

a uma q-o'l.'!_':ll P ,6e paJta todo x E F, ex.üte a E k ta.t quel xl~a . 

. '3:3 F fortrrnaq-ordern nâo arquirnediana entâo A(P,k)l F e, 

pela Propo~içâo 2.10, a valorização associada i urna valorização 

real. 

Desde que A(P,k) e convexo em relação a P, pela Prop~ 

sição 2.10, podemos concluir que dada uma ordem P nao arquime-
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diana de F sempre é possível obter uma valorização real de F 

que, pela Proposição 2.6, é compatível com P. De modo que, pela 

Proposição 2.12, vale para ordens o seguinte teorema. 

2.14 - TEOREMA: Seja ( F , P ) wn c. o Jr. p o o Jr. d e n. a d o . P -c. uma oJr.dem -n.ao 

aJtquimedian.a ó e e .ó omen.te -~c. c.x.ü te uma va.toJr.ização Jr.ea.t de F c.om-

patlve.t c.cm P. 

Se P for uma q-ordem própria não arquimediana então a 

valorização associada ao anel A(P,k) nem sempre é compatível com 

P (Exemplo 2.48). Porém, conforme constatamos em 2.8, colocando 

hipóteses sobre o grupo de v:lores é possível obter também, para 

q-ordens a compatibilidade Il\sncionada. Na Proposição 2.15 mostra-

remos que, se o grupo de valores da valorização associada ao anel 

A(P,Q) é tal que o (G/2G) ~ 2, então é possível obter uma valori 

zação real de F compatível com P. 

2.15- PROPOSIÇÃO: Sejam P uma q-o!tdem n.ão aJtquimc.di.an.a de F e 

DEMONSTRAÇU : Seja o (G/2G) = l. Como A(P,Q) e convexo em rela-

çao a p e pl.ra todo g E G existe go E G tal CJ:l.' 2 g = 2go, pe-

lo Corolário 2. 8 f p e compatível com v. 

Seja o(G/2G)=2 e go E G/2G com go ' f) • Definimos 

G' = {g E G para os quais na o :~xis te gl E G ta L que o < go + -
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+ 2gl < 2 I g 

(i) G 1 é um subgrupo de G. 

Sejam g',9"E G 1 com 19 1 1 ~ 19"1· Suponhamos que g 1
-

- g" f G'. Então existe g
1 

E G tal que O < g 0 + 2g
1 

< 2Jg-g" I· 

Corno g" E G' ternos go + 2gl ~ 2lg" I e, portanto~O _.:: g0+2(g1-Jg"l ). 

Por outro lado, so + 2gl< 2 I gl - g" I implica em so + 2 g 1 < 21 g' I+ 
+ 2Jg"J e então so + 2gl < 2lg" I + 21 s" I, isto é, 9o + 2(gl-lg"j) 

< 21 g" I. Mas o < so + 2(gl - ls"l> < 2lg"l contradiz g" E G. Lo-

go g 1 
- g" E G ' . 

(ii) G 1 é convexo em G relativamente a ordem < de G. 

Sejam 9 1 E G e g E G 1 com O < g 1 
~ g. Então, para 

qualquer g
1 

E G tal que O < g 0 + 2g1 vale g 0 + 2g1 ~ 2lgl=2g 

e, portanto, para qualquer g
1 

E G tal que O ~ g 0 + 2g1 vale g 0+ 

+ 2g1 ~ 2g 1 = 2lg
1 I. Logo g 1 E G 1

• 

Assim, por 2.4, o grupo quociente G =G/G' pode ser muni 
1 

do de urna estrutura de grupo ordenado, pela relação g
1 

+ G 1 < g 2+ 

+ G'++ g1 - g 2 ~ G' e g
1 

< g 2 , de modo a tornar 3 projeção canª 

nica G + G
1

, g + g = g + G 1
, um epimorfisrno d2 g~upos ordenados. 

A aplicação w : F + G
1 

= G/G', x + v (x) + G 1 , é ~':~·-'· valorização de 

F. 

Mostremos, agora, que w e compatível co,, P. 

Sejam x E F, y E F com x > O e w(x) < '..;(y). Então 

v(x) < v(y) e v(x) - v(y) fi G'. Se v(x) E 2G ou v(y) E 2G te-

mos v(x) ~ 2g ~ 2(y) para algum g E G e, então, corno A(P,Q) e 

convexo,pela Proposição 2.7, y < x. Suponhamos que v(x) ~ 2G e 
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v(y) ~ 2G. Como o(G/2G) = 2 e temos e 

v(y)Ef G' 

e, portanto, g 1 - g 2 $ G'. Logo, existe g
3 

E G tal que O< g
0 

+ 

+ 2g 2 =v(y) e, pelaProposição2.7, y < x. Logo, w é compativel com P 

e, portanto, pela Proposição 2.6 e Proposição 2.10, o corpo de re 

siduos Fw = A~w é formalmente real, isto é, w é uma valoriza-

-çao real. 

De o (G/2G) = 2 temos G' c 2G pois para todo g E G \.2G 

e s >O, existe h E G tal que g = g
0 

+ 2h e, portanto,O < g 0 + 

+ ')c, 2/g!, isto e, g ~ G'. (O grupo G' e, na verdade, o sub-

gr~oo de G convexo maximal contido em 2G.)E, de G' C 2G resul 

ta o(G
1

/2G
1

) = 2. De fato: Se g E G
1 

então g = g + G' com g EG 

e assim, g = go + 2h + G' com h E G,e portanto g E g O + 2G1 ou g = 

= 2}1 + G'. No Último caso g E 2G1 . Desde que go E 2G
1 

implica 

-que go E 2G (pois go E 2Gl => go = 2(g + G') =>g + 
o 

G' = 2g + G'=> 

=>g - 2g E G' c 2G => g E 2G) temos que Gl = 2G
1 

u g
0 + 2G1 . • o o 

Examinemos mais -. A(P,k) intuito um pouco os ane1s com o 

de nelhor esclarecer o leitor não familiarizado com esses anéis. 

Como um anel de valorização convexo em relação a uma q-

ordem é um subgrupo conv?xo do grupo aditivo (F,+), obtemos por 

2.3, que o conjunto de todos os anéis convexos em relação a uma 

q-ordem formam uma cadei~ em relação a inclusão. Essa cadeia pos-

sui um "menor" elemento. 

2.16 - PROPOSIÇÃO: Szjal!l il',P) um c..o!tpo q-oftde_nado ·~A um an.e..t de. 
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DEMONSTRAÇ.i\0: Suponhamos que existe um anel de valorização A de 

F, convexo relativamente a P tal que A~ A(P,Q). Seja x EA(P,Q) 

tal que x ~ A. Corno A e convexo em relaç~o a P, X > :J. p~ 

ra todo a E A e desde que Q C A, x > q para todo q E Q,o que 

é urna contradição. Logo, A(P,Q) C A. • 

2.17 - PROPOSIÇÃO: Sejam v e w valo~izaç~c ~eai~ de um 

q-o~denado (F,P). 

-Se A c A e v e eompatZvel eom 
v w 

p e..ntão w e c_ or;,,J _-:_-

tZvel:'_. com P. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam a E P, e w(a) < w(b). 3ntão w(ab-l) < O 

-1 
ab f A . Logo, w 

ab-l ~A e portanto v(a) < v(b). Como v e 
v 

compatível com P, a - b E P. • 

Vejamos, agora, algumas observações básicas sobre exten-

sões de valorizações necessárias ao contexto. Uma teoria mais com 

pleta pode ser encontrada em [E]. 

Seja (F,v) um corpo valorizado e K uma extensão de 

Dizemos que urna valorização w de K e UE' 3 
1 

;' ILó ~U de v ,_)U 

w e~ tende_ v) se v = w,IF ou ainda, se o c i t~ • • 1 o r ~ -~ :1 c :::; -
-~ -· ~i 1.-,- -'-.:....c :. _r._; 

de K associado a w e urna extensão do anel ~':_::=! valorização l\ 

de F associado a v, isto é, se A = B n F. Nesse caso, 

que (K,w) é urna extensão de (F,v) . Por um resultado mostr.:1do 

por Krull, sempre é possível estender v (não necessariamente de 

modo Único) a urna valorização w de -K. Por outro lado, ~ 1~~ 
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diato que toda valorização ·w d9 r<: estende exatamente uma valo-

rização de F, precisamente w C' e que se w estende v então 

o grupo de valores G de w contém o grupo de valores G w v 
de 

v, isto e, G C G . v w 

Se (K,w) for uma extensão de (F,v) pode-se mostrar que 

para todo O~ a E K,algébrico sobre F, existe n E z• tal que 

n w(a) E G . Logo, se 
v for uma extensão algébrica G /G w v 

e 

um grupo de torção. Assim, sempre que (K,w) I (F,v) for uma exten-

são algébrica G C G (fecho divisivel de G ) . 
w v v 

Observemos ainda, que se (K,w) for uma extensão de(F,v) 

então a aplicação que a X + M E F v v associa x + M E K w w 
~ 

e um 

monomorfismo. Por isso, é natural identificar F com sua imagem 
v 

em K e considerar F C K . Com essa identificação, se a 
w v w 

exten 

sao (K,w) I (F,w) for algébrica então K está contido no fecho 
w 

algébrico de F ' v isto e, K 
w 

e uma extensão algébrica de F . 
v 

Lembramos ainda que se KIF é uma extensão algébrica de 

corpos e A1 , A
2 

são anéis de valorização que estendem 

anel de F, então A1 c A2 implica em A1 = A2 . 

o mesmo 

2.18 - PROPOSIÇÃO: Se.jam KIF u.ma e.x.te.n.-6ão a.tg"é.bJt..i.c.a de. c.o!tpo-6 e. 

P wna q-oJtde.m de. K. En.tão F é. c.o6..i.n.a.t e.m K e.m Jte..taç.ão a P. 

D~:~:-lONSTRAÇÃO: Temos F C A(P,F) C K. Além disso, K -e A(P,F) sao 

a~2is de valorização de K que estendem o mesmo anel de valoriza 

ção de F(precisamente F). Logo, como A(P,F) C K, A(P,F) = K 

isto é, F é cofinal em K. ~ 
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O Lema a seguir sera usado na demonstração da Proposição 

2.20. 

2.19- LEMA: Sejam F um c.o!tpo,A um ane.t de_ vaf.oJt.üação de F 

c.om lde.af. M , k .um ~ubc.o!tpo de_ F maximal em Jte.f.ação a inc.lu6ão 

em e a aplicação 
~ . 

canon.{.c.a rr : A -+ A/M. 

Tr (k) -que_ e uma imagem l6omc~t6a de k. 

DEHONSTRAÇÃO: Seja tE k . rr (t) = t + M E M se e somente se 

t E ~·I e, portanto, s~ -.:: somente se t = O pois k n M = { O } (urna 

vez que k ~corpo). Logo rrlk e injetor e rr(k) - k. 

Seja a E A tal que a Ef: k. Corno k ~ maximal em rela-

çao a inclusão em A, k(ix) <f: A. Logo, existe B E k(a) tal que 

8 o e 8 E M. Sejam 
n · n-1 

f= x +a 1x + ... +a
0

E k[x]C A [x] n- v e 

m rn-1 g = x + b 1x + ... +b 0E k[x]C A [x] 
rn- v 

-1 
taisque 8=f(a).g{a) 

Com o v ( 8) = v (f (a) . g ( o.) -l) > O , v (f (a) ) > v ( g ( (, ) ) ~ o • Assim rr(a.)= 

= ~ + M = a ê raiz do polin6mio n - n-1 -
f= X+ a~-lX + ... + a 0 E 

·(;)jx] = k[x] e portanto A/M e extensão algêbrica de 

TT ( k) . U 

Identificando rr (k) com k podemos considerar A/M urna 

exten3ão algêbrica de k. 

2.20 - PROPOSIÇÃO: Se.jam (F,P) um c.o!r..po q-c!tde.nado c.om P -na o 

aJr.. q u -Ún c. di a na e. k um j u b c. o !t p o de. F • E H t êi o : 

(i) k ~ um subc.u'Lpo cll' F maximat em t:',.tção ã inc.fu~ão em 
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A(P,k). 

(ii) O coiLpc de_ iLe.-6Zduo-6 de. A(P,k) ê_ uma c.x-te.n.,5ão a.tgê_b!t(ca de. 

1T (k), L,;?d.e. rr ê a pnoje.ç.ão c.an.Ôrúc.a rr : A(P,k)+A(P,k)/~1(P,k) 

(iii) Com a otde.m quociente. -rr(k) e c.o6ina.t no c.onpo de. 

de. A(P,k). 

DEMONSTRAÇÃO: 

(i) Suponhamos que existe um corpo K tal que k ~ K c A(P,~). 

Seja x E K tal que x Ef k. Como k e convexo em reLac;ao 

a P, x- a E P' para todo a E k, contrariando x EA(..:.',k). 

(ii) Como k e um subcorpo de F maximal em relação a inclusão 

em A(P,k), o resultado decorre do Lema 2.19. 

(iii) Decorre de (ii) e da Proposição 2.18.• 

Mostraremos, na proposição a seguir, que todo anel convexo 

em relação a uma q-ordem P e do tipo A(P,k) para algum subcor-

po k de F. Em 2.29 mostraremos que, se A o uEt anel de valor·iza-

çao real de F, então existem uma q-ordem d2 F e um subcorpo k 

de F tal que A = A(P,k). Com isso, obte~os, em 2.30, um tcore-

ma demonstrado originalmente por Lang ([ Lal i usando o "Teorema Ja 

Extensão de Places Reais''. A demonstração q~2 daremos ~ devida a 

Prestel. 

2.21- PROPOSIÇÃO: Sejam P uma q-onde.m de. F e A U:ii :uref ,~:' ·1 
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é. c' t ;__ : a ç ã o d e. F, COIIV2.XO 2.111 'le.fação a P. f,?t,; ·, \.'i ~ti.!- um -6Ub-

co~po k de. F tal que. A = A(P,k). 

DEMONSTRAÇÃO: A existência de subcorpos maxim:üs de k e garan-

tida pelo Lema de Zorn, pois Q C A uma vez que A e convexo em 

relação a P. Seja então k um subcorpo maximal de F em rela-

çao a inclusão. Pelo Lema 2.19, A/MA e extensão alqébrica de 

T (k) onde TT e a ~rojeção canônica TT :A-+ A/M., . Assim, pela Pro 
h 

posição 2.18, ;T ( k) e co final em A/MA em relação a ordem p = 

= (A n P)/MA. Seja X E A. Então X + MA E A/MA e, portanto, existe 

b E k tal que b + MA -(x + MA) = (b - x) + f-.1A E P. Logo xE A(P,k) 

e, A _sA(k,P). Seja X E A(k,P). Então,existe a E k CA tal 

que a- lxl E P e,portanto, x E A, pois A e convexo em rela-

-çao a P. Logo A A(k,P). 11 

Vamos estabelecer a seguir uma relação mais profunda en-

tre q-ordens e valorizações reais. O resultado que veremos apro-

funda a Proposição 2.10 ao mesmo tempo que estabelece uma recípr~ 

ca de 2.11. E será um instrumento decisivo tanto na construção de 

exemplos de q-ordens próprias como na demonstração dos principais 

resultados que caracterizam os corpos que satisfazem a Lei de 

Sylvester Fraca. Mo.3traremos, em particular, que se v e uma va-

lorização real de ?, pode-se obter uma q-ordem de F 
I compat1vel 

com v, a partir de '':na q-ordem de F . Mas o resultado que apre­
v 

sentamos é mais gera:. A demonstração é essencialmente técnica 

com o grupo de valores de v desempenhando papel importante. 

Vejamos pri~eiro alguns conceitos auxiliares. 
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2.22 -DEFINIÇÃO: Se.jc1 v : F +G lbla \::U .. o!t-<..zaç.ão de_ F. Uma q-

.6 e. c. ç. a o d e. v i um a a p f-<.. c. a ç. ã o s : G -+ F q LL e _., a U--.H a z : 

a) v(s(g))=g /](l.)écd:odo g E G, -<_ .. _c, to é., s 6az c.o!t!te.-.'Jponde'L a 

c.ada g E G um e.fe.me.nto de. F c.ujo vafoJt ~ g. 

b) s (o) = 1 

.2 
F . 

Pode-se verificar,facilmente,que para uma q-secçao valem 

as propriedades: 

• 2 
s(2g) E F 

·2 
s(g

0 
+ 2g) E s(g

0
)F 

"2 
s(g

1
) ~ s(g2 ) mod F se e somente se 

Existência de q-secçao: 

2.23 - PROPOSIÇÃO: Pa!ta toda vafo~t-<..zaç.ão v 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos a aplicação s 

guinte maneira: 

Para todo :; ;::: G, colocamos s ( 2g) 

mod 2G. 

uma 

G + F definida da se 

2 = a onde 'SCO-

lhido em X = {a E F tais que v(a) = g}. Em particular, '~ja g 

s(O) = 1. 

Consideremos agora o ~/2Z-espaço vetorial G/2G. ô~ja B 

um subconjunto de G tal que {g + 2G; g E B} seja uma bas0 de 
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G/2G. Para g E B coloca~os ~ g) = a, onde a ~ escolhido no 

conjunto X . Corno para todo g 0 E G, existem elementos g 1 , ... , gn 

-
em B tais que g = g 1+ ... + gn' ou seja, tais que g = g 1+ ... + 

+ gn + 2g' para algum g' E G, podemos definir s globalmente 

Mostremos que s e uma q-secçao de v: 

a) s está bem definida pois g E G/2G se escreve de ma-

neira Única corno combinação linear dos elementos da base. 

b) s(O) = l por definição 

c) v(s(g)) = v(s(g
1

))+ ... +v(s(gn))+ v(s(2g')) 

= gl+ ... + gn + 2g' 

d) Sejam g,h E G. Ternos: 

g = gl+ + gn + 2g' com g. E B e g' 
l 

h = hl+ ... + h + 2h' com h. E B e h' rn l 

Suponhamos que g. = h. para 1 < i < r = 
l l 

E G, e 

E G. 

rnin {n,m}. En 

tão g + h = gr+l+ ... + gn + h 1 + ... + h + 2(g'+h'+gl+ ... + gr)e r+ rn 

s(g+h) = s(gr+l) ..... s(gn) .s(hr+l) .... s(h ) .s(2g") onde 
rn 

' 
g" = g' +h' + g

1 
+ ... + gr. Logo s(g+h) (s(h) . s(g)) 

- !_ 

= [ s (gr+l) ..... s (gn) . s (hr+l) ..... s (hrn) . s (2g")] [(s (g 1 ) 

2 
.•.. s(gr)) ....• g(gr+l) ..... s(gn) . s(hr+l) ..... s(hm). s(2;') 

. s(2h')]-l = [s(2g")] [s(g
1

) ..... s(gr)] 2 . s(2g'). s(2h')J-l::: 

E F2
. Logo, s(g +h) = s(g) . s(h) rnod 

"2 
F • • 

Urna q-secção s : G -+F para a qual vale a igualdade 
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de v. Observemos que se G Z e v : F ~ G e uma valorização 

então podemos obter sempre uma secção de v. De fato: Seja x E F 

tal que v (x) 1. Definimos s : G ~F, n ~ xn. Assim definida, s 

i uma secção de v 

a) s(O) = x
0 = 1 

b) v(s(n)) = v(xn) = n v(x) = n 

c) s(n + m) = n+m n 
X = X 

m 
X s (n) • s (m) • 

Para facilitar a linguagem, analogamente a terminologia 

usada por Prestel em [ P] (1973) pas:3aremos a usar o termo 

oJtdem de um corpo P para designa~, '::.:Jdo S'.lbconjunto S '1.0 F tal 

que s + S c S, s n- s ={O} e su- s =F. Se além disso, s F
2 c s, 

diremos que S e uma ~emi-oJtdem qutd~~tica. 

Observemos que uma semi-orde~ de um corpo F e ema or-

dem do grupo aditivo (F,+) e que se F possui uma semi-ordem S 

compativel com a multiplicação (S.S c S) então s e uma ordem de 

F. Uma semi-ordem quadrática s tal que 1 E s e uma q-nrdem de 

contém 
. 2 

Ef entiio 
? 

F e sempre F • Se 1 s -1 E s e assim -r- c s. 

Um fato que usaremos mais adiante, que i fáciL · ~ ver , 

e que um corpo F com uma finica ordem s6 pode ter duas ~~mi-or-

dens quadráticas: e 

Visando si~plificar a notaç~o passaremos a rep .0ntar: 

a/b para indicar 

e 

[ a] para indicar 

-1 ab 

a + M 
v 

com a E F 2 

com a E A . 
v 

b E F 
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. -· 
2.24 -TEOREMA: Se_ja.m F L(.; ·2GJtpo, v : F-+ G uma v":-c·"_é.zJ.ç.ao 

'LC.étZ de F, s uma q ':J.?c:;_=~r.· e_ }' uma 6un.ç.ã.o de G •'L.' ·-L.',IjLwtc 

da~ -6emi-oJtden.-6 de Fv (isto e, pa.Jta. c.a.da. g E G,Y(g) ~ wrl(L ~em-<..-

oJr.dc.m de. F ) • P .ú:duz ic'.rn F uma. -6emi-oJtdem P de6i.n.i_d.t: po!t: 
v 

x E P +-+ x = O ou [ x/s (v (x)] EJ' (v (x)) 

c.om a-6 pJtopJtJ.eda.de.-6 : 

a) Se x E P e v(x) < v(y) então x - y E P. 

b) 1 E P se e somente se 1 EJJ(O) 

c) P ê. uma. -~emi.._-o!tde.m qua.dJtâ..:t-<-c.a. -6e e -6omen..:te -6e 'L~tci todo 

g E G va.tem: 

(i) ~(g) ê. uma. -6e.m-<--oJtde.m qua.dJtâ..:t-<-c.a.. 

(i i) i' ( g) = :J>· ( g + 2h) pa.Jta. .:todo h E G. 

OBSERVAÇÕES: 

1) Escolhendo-se a função P de modo que 1 E ~(O) e que se 

jam válidos (i) e (ii) P é uma q-ordem. 

2) Se P e uma q-ordem a propriedade a) estabelece a comp~ 

tibilidade de P com v. 

3) A condição c) (ii) significa que a função ~ 

te nas classes laterais de G módulo 2G. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA: Vamos mostrar primeiro que P e uma se-

mi-ordem de F. a) P + P c P. De fato: Sejam x,y E P. oaemos 
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assumir :: 1- O e y =f O e aplicar a definição de P a x + ··.C c-: 

sideremos dois casos. 

19 Caso: v(x) =f v(y) e v(x)< v(y). Então v(x + y) =v(;{) ' 

x + y/s(v(x + y)) = x/s(v(x)) + y/s(v(x)). Assim [x+y/s(v(x+y))] 

= [x/s(v(x))] + [y/s(v(x))]. Como v(y/s(v(x)))= v(y) -v(s(v(::))) 

v(y)- v(x) >0, temos que [y/s(v(x))] =O. Logo [x+y/s(v(x + y))j E: 

E f(v(x)) = f(v(x + y)), pois x E P e portanto x + y E P. 

29 Caso: v(x) = v(y). Assumindo v(x + y) = v(x) = v(x) t::::mos 

x/s(v(x + y)' = x/s(v(x)), y/s(v(x + y)) = y/s(v(y)) e, assim, co­

mo .f (v ( x) ) = Y (v ( y) ) = :P (v ( x + y) ) , [ x + y I s (v ( x + y) ) ) E .f (v ( x + y) ) . 

A situação v(x + y) > v(x) = v(y) nao ocorre. De fato: 

Como por hipótese, [x/s(v(x))] E?(v(x)) e [y/s(v(x))] =[y/s(v(y))]E 

E J(v(y)) c:: ~ 9 (v(x)) temos que [x + y/s(v(x))] = [ x/s(v(x))] + 

+ [y/s(v(x))] E?(v(x)) e, portanto, [x + y/s(v(x))] =f O. Mas, en 

tão, v(x + y/s(v(x))) =O e v(x + y) = v(s(v(x))) = v(x). 

e 

b) P n - P = {O} • De f a to : 

-x E P. Logo se x =f O então 

x E P n- P implica em x E P 

x/s(v(x))]Ef(v(x)) e [-x/s(v(x))]E 

E -}'(v (x)) ( v (x) v (x) ! ) , o que é uma contradição. 

c) P'-'-P=F.Defato: ::~ :~EF e x=fO então[x/s(v(x))]E 

E :P(v(x)) ou [ -x/s(v(x))) E::P(v,::)) = :P(v(-x)) e portanto x E P 

ou -x E P. 

Vamos provar agora, que P satisfaz as propriedades a) 

b) e c) ct0 T2orema. 
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a) Se v(x) < v(y) então v(x - y) = v(x) ~· .: - J/s(v(x -y))= 

-- :.:;'s(v(x))- y/s(v(x)). Assim, [x- yls(v(x- 'J)J;=[>:/s(v(x))j-

- [yls(v(x))]. Corno v(y/s(v(x)) >O ternos que [y/s(v(x))] =O. 

Logo, [x- y/s(v(x- y))] E~(v(x- y)) pois x E P e, portanto 

X - y E P. 

b) 1 E P +-+ 1 = ( 1/ s (v ( 1) ) ] E ..:f {v ( 1) ) = 3' (O ) . 

Para provar a propriedade c) vamos antes: 

1) Provar que: Se O 1- [ x] Ej'(g) então s (gJ.x E P. 

Corno v ( s ( g) . x) = v ( s ( g) ) = g ternos s ( s) . :/ s (v ( s ( g) . x) ) = 

s(g)x/s(g) = x. Logo [s(g)xls(v(s(g) .x))] = [x] ~ 'J) ,resultando 

s(g) .x E P. 

2) Observar que: s(g
1 

+ g
2

) = s(g
1

) .s(g2 ) rr-:::d 

s(gl + g 2 ) = s(g1 ) .s(g
2
)t2 com v(t) = O, pois se 

. ? 
F- significa 

s(gl + g2) = 
2 == s ( g 

1
) . s ( g 

2 
) . t então 2 

v ( s ( g 1 1- g 2 ) ) = v ( s ( g 1 ) ) + ,_r ( s ( g 2 ) ) + v ( t ) e 

assim, g
1 

+ g
2 

= g 1 + g
2 

+ 2v(t) e v(t) = O. 

c) Suponhamos válidos (i) e (ii). Seja .• E p. Temos 
'") 

[x/s(v(x))] Ejl(v(x)) = J'(v(x) + 2·/(y)) =:F (v(xy'--1). Além disso,p~ 

ra todo y E F vale [y 21s(v(y
2 ) )] E~~ e assim por (i) , 

[x/sv(x)] . [y2/s(v(y 2 ))] = [xy
2 /,"'3(v(x).s(v(y 2 ))]'=;'('.,-(xy

2
)). Mas, 

então, novamente por (i), para 

s(v(x) + v(y2)). t 2 , vale 

= [ xy 
2 I s (v ( xy 

2 
) ) ] E :P (v ( xy 2 ) ) . 

uma semi-ordem quadrática. 

t c:: u 
v tal que 

_') 2 ) 2 
[ t -] [ xy I s (v ( x) +- '· ( ~--) ) • t 1 = 

2 
E, portanto, xy ~ P, isto é, P e 

E, por Último, é preciso provar q:•c. s,::' P c~ ;Jmél semi-or 
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dem quadrática então valem (i) e (i i_) • 

Sejam :f ( g) urna semi -o r der~~ ~12 [ x] E:/'(g)", [ y l E ,-,• 

IJ I 
~ 

v 

e z E F" tal s(g) 
2 Como -.~.s(g)x) v(s(g))=g te-que z = xy . = 

mos s(g) .x/s(v(s(g) .x)) = s(g) .x/s::.;l ·:. Logo [ s (g) .x/s (v(s (g) .x)) )= 

[ x ) E J'( g) , resultando s (g) x E P. Como P é uma semi-ordem qua-

2 
drática, z = s(g) .xy E P e, portanto, l z/v(z)] E:J'(v(z)). Final-

mente, como v(z) = v(s(g)xy
2

) = g e [xy 2 l= [z/s(g)] temos[x][y
2

l= 

? 
= [xy-] ::=J'(g), ficando provada a condição (i). 

Para provar (ii) sejam g,!:-1 c G e [ x] Ej>(g) •• Temos 

x.s(g) ~ P e s(2h) E ;
2

. Corno P c.; quadrática s(g) .x.s(2h) EP. 

Assim, d8sde que v(s(g).x.s(2h)) = g + 2h e s(g + 2h)- =s(g).s(2h). 

2 
u com u E U 

v 
temos [ s (g) .x.s (2h) /s (g + 2h)]=[s{g) .x.s(2h)/s(g). 

') 

s (2h). u ~ l [x/u
2

] E:P(g + 2h). Como já provamos que 

quadrática e u E U , ternos [ u -
21 • [ x/u

2
] = [ x] E:J' (g 

v 

:P(g + 2h) é 

+ 2h) f isto 

é, :P (g) c :f (g + 2h). Suponhamos que existe [ x] E .:f(g + 2h)' j'(g) . 

Então [ -x] E j)(g) C -f (g + 2h), o que é urna contradição .Logo .P(g) = 

=-]> ( g + 2h) . 11 

Com as hipóteses e a notação do Teorema 2.24 temos: 

2.25 - P ~~ma o~dem ~e e ~omente ~e: 

' I }' (o) e uma ordem 

c~: ) Para todo g E G, ::?( g) = :f(O) ou -:f'( o) 

.) ) ?ara todo g E G, 3'( g + 2h) =9'(g), qualquer que seja 

h E G. 

P(g + g2) { 1'(0) se P(gl) = -1' (g2) 
'""' ) ~' 1 

- -:P (o) se :P(gl) :f .J'(g2) 
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De fato: 

Suponhamos válidos 1) a 4) e sejam x,y c p· 2 z E U 
v 

tal que 
2 

s(v(x) + v(y)) = s(v(x).s(v(y)).z. Se :f(v(x))=J'(v(y)) = 

:J'(O), ternos [x/s(v(x))], [y/s(v(y))] E-:f(v(x)) =-:P(O) e, porta~ 

2 
to, [xy/s(v(xy))] = [1/z]. [x/s(v(x)]. [y/s(v(y))]E.:f(O)=.:P(v(x) + 

+ v(y)) = ~(v~xy)). Logo xy E P. 

Se ~(v(x)) = ~(v(y)) =- :P(O) também temos, desde que 

:P(O) e uma ordem, que fxy/s(v(xy))l E:f(O) =.:P(v(xy)) e, portanto, 

xy E P. 

Se ~(v(x) = P(O) e ~(v(y) = -~(0) (ou o contrário) te-

·~ 

mos [xy/:;(v(xy))] = [1/z~.]. x/s(v(x))]. [y/s(v(y))] c- .:f'(O) = 

~(v(x)+v(y)) = :J'(v(xy)). E, portanto, xy E P. 

~~straremos agora que se P é uma ordem entâo valem l) 

a 4) • 

l) Y(O) é uma ordem. 

1 E P implica em [1/s(v(l))] = lE:P(v(l)) =:P(O). 

Sejam [x ]Ej>(O) e [y] E;}'(O). Entâo x.s(O) = x E P e 

y.s(O) = y E P. Mas entâo xy E P e, portar+:o.;-:-.-:1 = [xy/s(v(xy))] E 

E P (v (;.: }- ·, ) = jJ ( O) ( v ( xy) =O! ) • 

·; · ::;uponhamos que t:::x is te g E G tal q'_>; _, ( g) f .:P (O) e 

:f(g) r- () . Sejam X E (.J 
v 

e v E U - v tai5 [ X ] E:P ( g) 

[x] E f( 1 _~), [ y] Ef(g) e ( y] E -J(O). Então xsi,/ E P, x E P 

e 

y.s(g) E P e -y E P, o que e uma contradiç~o pois ter i amos 

s(g) E P e s(g) E -P, isto é, s(g) =O. 

3) Já foi provado em 2.24. 
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4) Sup~nh3~.os que existam g
1

,g
2 

E G tais ~ue J(g 1 )=f(0 2 J~ 

:P (O) e que ;.:- r g 
1 

' g 
2

) = :.P (O) • Então, por 2, P r:::-
1 

+ 'J 
2

) . - f (O) • 

Sejam x 'é:: P tal que v(x)=g
1 

e y E P tal que v(y)=g;. 

Então [x/s(v(x))] E.:P(v(x)) = .:f(g
1

) = ::}'(0) e [ y/::.:,v(y))]E:P(v(y)) = 

.P ( g 
2 

) = -:P ( O ) . Mas , então , [ xy I s (v ( x) ) • s (v ( y) ) ] E Y ( g 
1 

) = :P ( g 
2

) =Y ( O l 

2 
e [xy/s(v(x)+v(y)) .z ]E :f'(O), com z EU tal que s(v(x).s(v(y)) 

v 

s( v(x) + v(y))z
2

. Assim, [z
2
][xy/s(v(x))+v(y))z

2
]=[xy/s(v(xy))] E 

E ~(O) e, portanto, [xy/s(v(xy))]~-~(0) = ~(g 1 + g 2 )=~(v(xy)). 

Logo xy Ef P, o que é uma contradição. Se .:P(g
1

i = :f(g
2

)= -J'{O) , 

temos, ainda assim, [ xy/s (v(x) .s(v(y))] E :P(O) t:O analogamente,cl!.:'_ 

gamos a contradição xy f P. 

Suponhamos, agora, que existam g
1

, g E G tais que ::P(g
1

) r· 

:P ( g 
2

) e :P ( g 
1 

+ g 
2

) t- --j) (O) • Então :P ( g 
1

) = :P (O) e ::P ( g 
2

) = - :P ( O) 

(ou o contrário) e .f(g
1 

+ g
2

) =.P(O). Sejam Y ' 7 E P tais que 

v(x) = g
1

, v(y) = g
2 

e z E Uv tal que s(v(x)+v(y)) = s(v(x)) . 

• s(v(y)).z
2

• Então [x/s(v(x))] E:P(O) e [y/s(v(y))] E-.f(O) e de~ 

de que :P(O) e uma ordem [xy/s(v(xy)] =[l/z
2
] [x/sv(x)] [y/s(v(x)]E 

E -J'(O). Portanto, [xy/s(v(xy))] ~:P(O) = :P(v(:·::+v(y))=f(v(xy)) 

isto é, xy EF P. • 

--
De 2. 2 5 obtemos que um corpo F ad::~.: i/CU' 

ta observar que se F admite uma q-ordem P ~~ ~rq~im~dia~a ~~ 

tão A(P,Q) é um anel convexo em relação a P e, ~ortanto, 3 valo 

rização associada a A(P,Q) e uma valorização rc3l. Por 2.25,exi~ 

te, então, urna ordem de F compatlvel com v, a q~al, por 2.12 , 

é não arquimediana. Logo, como por 1.16, toda q-orclem arqui:ncdia-
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;1a é "J.ma ordem, ,.) e. F -
,.)o po!du;. o'Lde.TL.) aJtquL':zd{a,·, -F nao 

Sejam, agora, P uma q-ordem de F, v : F • valo-

rizaç~o de F compativel com P e -s uma q-secçao de P in-

duz uma aplicaç~o -]> P de G no conjunto das semi-ordec3 de F v 

onde para cada g E G, ;Pp(g) é caracterizado por 

.._._ ys (g) E P, para todo y E U . v 

(y] EJ[)(g) ++ 

Mostremos que a relação está bem definida, isto é, que 

ela independe da escolha dos representantes da classe re3idual: 

- -1 
Temos: [ x ] = [ y ] +-+ x + Mv = y + t'\, +-r- :..:+y c i·t.,t-· ( -x+y) y E 

-1 -1 -1 
·l,J (pois y E Av\ Mv = y E Av) +-+ ( -x+y) y s ( g) . s ( 0) C: Mv ++ 

v((-x + y)y-l.s(g) s(g-1 )) >0+-+v((-x + y) .s(g)) -v(ys(g)) > 

> ~~ +-+v(-x + y) s(g)) > v(ys(g)). Logo, se ys(g) E P, pela comp~ 

ti~ilidade de v, ys(g) - (-x + y)s(g) = xs(g) E P. Da mesma 

maneira mostra-se que se x s(g) E P então y s(g)E P. Por outro 

com g E G e uma semi-ordem de F 
v 

Além disso, para todo x E F temos x E P-++ [x/s (v(x))] E 

Assim, existe urna correspond~ncia bijetora entre o con-

ju~to das q-ordens de F compativeis com uma valorizaç~o v e o 

c;~. j'v1to das funções 2aracterizadas no Teorema 2.24. Isto -e, 

ac~ban~s de obter para -ordens a reciproca do Teorema 2.24. 

Observemos que u:na ordem p de F e compativel com uma 

valorizaç~o real v : F ·G se e somente se a aplicaç~o .yp sa-

tisfaz as condições 1) a 4) de 2.25. 

Na verdade pod~-se mostrar que: 
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2.26 A C. O JtJt e. ._s p O 11 d ~ Yl C :: C~ ::P - f ~· 

t - -;. p e. uma J i ç é( c) (~ .. ·ttL J ~ jild 

da~ 6 unç.Õ e.~ -]J c. aJt a c t c_ ú = ct da s e.m 2.24 .!. ( '~~ ·~· ' : f r_\,. I. ..f-., 
L c. das q- [' ~d ,?_i'~ 

" 

de. F c.om pa-t1v e.;.~ com v; e. .t 11 d u z um a f -

O<..j 12Ç~l0 

c.ompa-t1ve.;.~ c.om v. 

Estamos agora em condições de mostrar o resultado que ca 

racteriza os corpos que satisfazem a Lei de Sylvester Fraca, como 

nos propusemos. ~ um resultado que nos permite, em muitos casos, 

concluir de maneira mais fácil a existênci~, ou não, de q-ordcns 

próprias. 

2. 27 - TEOREMA: S e.j a F um c.oJtpo 6 oJtmafrii :é e. /L c'. é.' c. 

a) o(G/2G) < 2 

b) Se. o(G/2G) = 2 e.n-t~o \XF \= l. 
v 

DEMONSTRAÇÃO: Consider'lr·:>mos primeiro ·1m-:1 ·valorização 

v : 'F -+ G para a qual (a) ou (b) é falso e construiremos 

q-ordem própria de F. 

Se (a) e falsc :xis tem tais que a -- . -'-, -, 

Ef 2G. Sejam P uma o~dem de Fv' ? a aplicação de G no C< 

junto das semi-ordens de F dada por: 
v 

:f ( g) =< 
f -P 

I P 
l 

caso contrário 
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-e s G - F uma q-secçao de v. 

Pelo teorema 2.24, 3 aplicaçâo ~ induz em F urna q-or-

dern P'. Por 2.23, P' é uma q-orde~ própria de F pois ~(g 1 )=f(g 2 J= 

= P e f(g 1 + g 2 ) = -P I f(O!, contradizendo XF = YF. (nâo é dl-

' flcil mostrar que s(g
1

) E P', s(g2 ) E P' e s(g
1

) .s(g
2

) ~ P , es~ 

colhendo s convenientemente, de maneira que s ( g
1 

+ g
2

) = s (g1) .s (g} ). 

Se (b) e falso, G = (go + 2G) u 2G com go E±: 
I 

2G e F 
v 

possui pelo menos duas ordens distintas, p e P*. Sejam s : G -r F 

u:na q-secçao de v e a aplicaçâo :P de G no conjunto das se-

mi-ordens de F tal que: v 

ÍP se g E 2G 
j' ( g) = < 

lP* se g E go + 2G. 

De modo análogo ao anterior ~· induz uma q-ordem P' ~m 

F, que por 2.23, é própria, pois para g E g
0 

+ 2G temos :? (g) .,t;P(i)) 

e P(g) I- .j(O). (Pode-se mostrar que s(g
0

) E P', x EP', onde 

xEUv etalque [x]EP e [x] EP*e,noentanto,xs(g0)EF'.) 

Suponhamos, agora, por hipótese, válidos a) e b). Seja 

p uma q-ordem nâo arquirnediana de F. Vamos mostrar que P e 

o~dem. Seja v a valorizaçâo real associada ao anel A(P,Q). 

Li~JÓtese, o grupo de valores G de v satisfaz: o(G/2G) < 2. 

; ; Caso: Se o (G/2G) = 1 entâo, por 2.8, v é compatível com i:', 

~J90, por 2.24 P é obtida através de uma funçâo ~. Corno G = 2G, 

?(J) = f(O) para todo g E G e por 2.23, P é uma ordem, uma vez 

.p (o) é a ordem quociente . 
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:2? Caso: Se o(G/2G) = 2, pela Proposição 2.15, :::Jodemos conside-

car v compativel com P. Então, por 2.24, P ~obtida atrav~s 

de uma 

Assim 

função 

l:F2 
v 

e 

.?. Por hipÕtese, F possui uma Gnica ordem 
v 

~F2 1 . v 

l:F
2 

sao as Únicas semi-ordens quadráticas de 
v 

F . Como v o(G/2G)= 2 temos: 

kF2 se 
.f ( g) = < v 

ll:F~ ou 

g E 2G 

l:F~ se g Ef 2G. 

P satisfaz as condições 1) a 4) de 2.23. Os itens 1) a 3) -sao 

-

":::::.cilmente veriflc:ados.Hostremos o item 4): Sejam g
1

,g
2 

E G. Sup~ 

-c amos gl - g2 

!-'(0) . Se gl - g2 

i"Tl r '• '1 ,_,,j,,_.{_ 

r::od 

2 
2G. Então :P (g 1 ) = P(g 2 ) e:P (g1 + g 2 )= l:Fv = 

2G temos gl r 2G e g2 E 2G (ou o contrá-

Lio) e, portanto 2 :P ( g 2) = l:F v e ..p ( g 1) =:f(gl + g 2) = l:F2 =:P(O) 
v 

e ~(gl) = f(gl + g2)= l:F2 = - f (O) • Logo, p 
v 

e uma ordem. • 

Esse teorema nos dá uma boa caracterização dos corpos que 

satisfazem XF = YF, pois em muitos casos (a) e (b) são facilmen­

te verificados. E será um instrumento decisivo no parágrafo de 

e;:emplos. 

Para toda valorização v F -+ G introduzimos a notação: 

v· v {P E .. p e compativcl v} .:\..r1 .,.., , 
t' .r 

Yv {P E v p e compativel co::\ v} 
F 

....~_.....,, 

.r 

Com raciocinio análogo a demonstração do Teorema 2.27 p~ 

demos provar o seguinte: 
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J.>e. e. J.>ome.nte. J.>e. o(G/2Gl < 2 c. 

a) ~ o (G/2G) = 2 e.ntão \XF i- l 1-
v 

b) se_ o (G/2G) = 1 e.ntão XF = YF 
v v 

DEMONSTRAÇÃO: Se o(G/2G) > 2 ou o (G/2G)=2 e \XF \rf 1, como na de-
v 

rnonstração de 2.27 obtemos urna q-ordern prÓpria de F cujJ. campa-

tibilidade com v pode ser verificada por 2.24. 

pria 

que 

Se o(G/2G) = 1 e Y-,. . existe urna q-c - <'1 pro-
.c· 

v 

P de F . 
v v 

Seja ~ a aplicação constante ~ 

?(g) = .P(O) = p 
v para todo g E G. Por 2.24 obtemc3 uma q-

ordem de p de F compatível com v, a qual, por 2.25, pro-

pria, pois ]' (o) = p 
v nao é uma ordem. 

= 

Vamos mostrar agora que tanto a.) quanto b) irnplicJ.m que 

v 
YF. 

Seja P E Y~ e P a função as~3,:=Jciada a P. Se o (('12G) = l 

P(g) = ~(O) para todo g E G. Por 2.2L, ~(O) é urna q-ord~m e c~ 

mo = y ' j'(O) 
F v 

é uma ordem. Logo, ::Jr 2.23, p é · . .:rr:J. ordem. 

Se o(G/2G) = 2 e L:F 2 e a única orck, ·· 
v 

demonstração anterior, que p - -e urna o.c:.:.:d. E, porta.nto, 

O Teorema 2.27 nos permite tamb~m analisar com :2lJ.tiva 

facilidade o "going up" e o "going down" da Lei de Sylvest::c;r Fra-

ca. 

No § 3 desse capitulo apresentamos exemplos que ;:eu::tram 
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que a propriedade hereditária e o "going dovn:. ' 1::1 3.F. nem sem-

pre são válidos. O corpo Q((x)), por exemplo, éJ ___ = .::L L.S.F. e 

Q(/2)((x)) -nao satisfaz (Exemplo 2.52). Por o~t~~ lado,qualquer 

fecho real de K = Q(/2) ((x)) satisfaz a L.S.F. ~~rem, resulta-

dos que mostraremos a seguir estabelecem que, sob certas circuns-

tâncias, a L.S.F. satisfaz o principio de "going up" e de "going 

down". 

Vamos mostrar, antes, usando 2.24, dois teoremas referen 

tes a valorizações reais, os quais se farão necessários mais adian 

te, nesse trabalho. 

2. 2 9 - TEOREiviA - Sejam F wn c.o!Lpo e A wn ane.t. de. va1.o!Úzaç.ão !Leal.. de. F. 

Então, e.xJ...J.Jte. wna q-oJtde.m P de. F e um J.Jubc.o!Lpo k de. F taM que. A = A (k, P) • 

DEMONSTRAÇÃO:. Pelo Teorema 2.24, existe P E Y;. Por 2.6, A é cog 

vexo em relação a P e, pela Proposição 2.21, existe um subcorpo 

k de F tal que A = A(k,P) .a 

Observemos que, por 2.26, podemos garantir que existe 

v 
P E XF que satlsf:az o Teorema. 

O resultado a seguir responde a questão da extensão de 

valorizações cea~s de um corpo a extensões algébricas formalmente 

reais desse corr-i. 

2. 3 O - TEOREiviA: S2ja v uma valofLJ...zaç.ão 11.e.al de. um c.o!Lpo o11.de.na 

do (F,P). Então, v 5e e.J.Jte.nde. a uma valofLizaç.ão !Leal do Se.c.ho 

(F, P) 



66 

- - . e untca e o ~eu cohpo d~ I! 

(F ,A n P/M ) = (F ,P ) . 
v v v v v 

DEPIONSTRAÇÃO: ( => ) Seja (F,P) o fecho real de ( F , P ) co ·.r uma 

valorização real de F. Então, como 
-
F tem ·ordem Única s, ~:Jr 2. 25, 

X~ f ,0 - v ~ 

temos que p E X Logo, A- e convexo r ela ti "::-t:nen te a 
F F v 

-
relação p e, portanto, A = A- n F e convexo em a P. " por ~, 

v v 

2. 6 f P E X~ • Para mostrar que, caso v se estenda a (F,P) e~ 

tão essa extensão ~ Única, suponhamos que v
1 

seja :Jutr~ valori-

-z2çao real de F tal que 

co~ a única ordem de - -F, isto é, P E 

xo relativamente a ordem P. Assim, 

A • v 
vl 

X_ • 
F 

A C 
vl 

Então v
1 

·2 cr~_npativel 

Mas,então, A é conve­
vl 

A- ou A- C A e, c~ 
v v v 1 

mo A 
vl 

e A­
v 

estendem o mesmo anel de valorização de F e F I F 

é uma extensão algébrica, A 
vl 

eq'Jivalentes. 

= A­
v 

e, portanto, v
1 

e v sao 

( <=) Suponhamos que v 
P E XF. Então, A e convexo em rela 

v 
--çao a P e, por 2.21, existe um subcorpo k de F tal que A = v 

~(k,P). O anel A(k,Pl C F estende o anel A . Assim, se v e 
'l 

a v~lorização associada~ A(k,~), então v e uma valorização 

-real de F que estcnd? v. 

Agora, se j z-.:. ,) n k) o fecho real de (k,P n k) conti-

do c:-m F. Então, k e r -L fechado e k é cofinal em k(pois kik 

e ~~a extensão alg~brica\. Logo, k C A-.Sejam P-=A- n P/M- e v f v v v 
Tf 

a aplicação canônica ~ : A- + A-/M- = F-. 
v v v v Logo, n(k) = k e 

é um -:::ubcorpo real fechado de (F-,P-) 
v v 

Por 2 .19, 

F 
v ~ silla extensão algªbc~~a de rr (k). Além disso, -.; 

-e exten-
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-sao algébrica de F . Ass Ln F-
v v 

e extensão al9ébrica de ~ (k) .Co-

mo k c k e n estende 

são algébrica ordenada de 

fecho real de (F 'p ) . "' v v 

concluímos q\.:e 

(-;;(k), p-n; (~. 
v 

~~- D-) ~ uma excPn-\. \/I~ V ___. • ._, 

Logo, (F-,P-) é o v v 

No Teorema 2.33 tem importância os corpos hereditariame~ 

te euclideanos. Daremos agora, apenas as noções necessárias à de-

monstração da proposição. No Capitulo IV serão dados mais resultQ 

dos sobre essa classe de corpos. 

2.31 - DEFINIÇÃO: 

a) Lm c.o!tpo F ê. e.uc C Lde.avto -6 e. e. 6 o!Lrr;, ,;,'_,,.te_ 'Lc.:ct e. pa'L:c 

x E F, x E F 2 ou -x E F 2 . L~to ê., F ê. e,uc:'.Ldc_avto .)e_ e. -60me_nte 

F 2 -e. um c.ovte. po-6itivo de F. 

b) ~ c.o!tpo F ê. he~Le,ditaJtiame.vtte. e.ucfidcano (notação: h.e) 

-6e. F e. 

c.lide.a.vt0-6. 

Os corpos euclideanos são precisamente os corpos pitagó-

ricos com uma única ordem. Como exemplo de ~Jrpos h. e. temos os 

corpos reais fechados, cc8 os quais os corpo~ h. e. possuem ~u~-

tas propriedades em comum. :-=::; tes não são, n::: (c;n c::_an to, os ÚniC'' :~ 

exemplos. 

E imediato que F é h.e. se e so~~nte se F e toda ex 

tensão algébrica f.r. de F admitem uma •1:,Lc::a ordem. Num senti 

do, a afirmação e trivial. Para prová-la no c.:tro sentido basta 

considerar que, se K é uma extensão algébc ·~ f.r de F ~ 



nâo ~ euclideano, ent~o exist2 u~a ordem P de K e um elemenco 

tal que 

menos duas ordens. Como K ( v'ã) é u:rr.a extensão algébrica de F te 

~os uma contradição. 

Para demonstrar o Teorema 2.33 necessitamos tamb~m do se 

guinte lema: 

2.32 -LEMA: Se.Ja H um g!Lupo ._·,)c.f~an.o onde.n.ado e. G um .õubg~~:~ 

pode. H tal que. o(H/G) < XJ .E,•tão: 

(i) o(G/2G) = 1 => o(H/2H) = 1 

(ii) o(G/2G) = 2 => o(H/2H) = 2 

DEMONSTRAÇÃO: 

(i) Sejam h E H, m E N e g E G tais que o (h + G) = m e mh -= 

= 2g. Suponhamos que m e par. Então m = 2n para algLm 

n E N e 2(nh- g) =O. Como H é livre de torção (H~ o~ 

denado~) nh- g = O e, portanto, nh = g, contrariando o(h+C'~:c. 

Logo, m = 2k- 1 com k EN". Mas, então, (2k-l)h = 2g e os-

sim h= 2(kh·- g) E 2H. 

'i i) Seja G = 2G u g
0 

+ 2G. Podemos ter: g
0 

Ef 2H ou g 0 E 2:·. 

Suponhamos, primeiro, que go 'E!= 2H e seja h E H. ' . 

oíh + G)= 2k então 2kh = go + 2g com g E G pois 2kh = 2g impl ic.-:1 

. ~:n kh = g, o que contraria o(h + g) = 2k. Logo g =2 (kh- g) E 2H. 
o 

':.1s isso contradiz a -sufúsiçao g0 ~ 2H e J:X)rtanto o (h+ G) = 2k + l. Entáo 
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(2k + l)h = 2g e, nesse caso, h E 2H ou (2k+l)h=g
0 

+ 2g e nes 

se caso h E g 0 +2H. Assim, H=2H u g
0

+2H, isto é, o(H/2H) =2. 

Suponhamos, agora, que go E 2H e seja A={nEN; pa-

r a todo o < i < n existe h. E H com 2ih. E go + 2G}. A I ~ l l 

pois o E A o E g
0 

+ 2G. E A h.+ G f urna vez que 2 go Se n temos l 

f h. +G para todo o < i, j < n tais que i f j (pois h. =h. +g 
J - l J 

com g E G e 1 < j =? 2jh. = 2jh. + 2jg =? 2j-i (2ih.) = 2jh.+2jg =? 

l J l J 
=> existem gi, g. E G tais que 2j-i ( + 2g.) = go + 2g. + 2jg ==> 

J go l J 
=> so E 2G - o que e urna contradição) . Logo, qualquer que seja 

n E A,n ~ o(H/G). Para todo 
n n E A, o (h + G) = 2 

n 
· d 2nh r= pOlS e c: 

n 

obtemos '-Fle 

com m < n. Se rn < n então existe 

e, portanto, o(h + G) = 2m 
n 

g E G tal que 2mh = g 
n 

e 

2n-mg--2n-m 2rnh 2nh 2 . t -n= ·n=go+ gn,lsoe, g
0 

E 2G - o que e uma 

contradição. Logo m = n, isto e, o(hn + G) = 2n.Seja n = mãx.A. 

Então h Et 2H 
n ' 

pois, se de obtemos 

2n+lh = g
0 

+ 2g, contrariando a rnaxirnalidade de n. 

Seja I= {r EN·; ~h E H com o(h + G) = 2r e h+G Ef 

E [h + G 
n 

C H/G . Suponhamos que I I 0, isto é, que existem 

tais que 
r 

o(h+G) =2 e h +-G 'E [h +G] , n Seja r = 

- r .:'U1 I. Entao, 2 h=g
0

+2g com g E C -:;./ ?Ortanto, r< n. Temos 

·· n - r-1 n-1 
2-h-2g=g

0
=2 h .-2g com g E G, isto-.::, 2 h-g= 2 hn- gn 

n n n 
--1 n-r n r 1 

e C:· (h- 2 hn) =g- gn. Logo, o(h- 2· -·· 'n\ i 2 - e, portanto, 

n-r s n-r 
o(h-2 h)=2 corns<r-l.Mas,ent.:;r:J, s$Ie(h-2 hn)+GE 

n -

E [h +G] ,isto é, existe t EN tal que (h- 2n-rl1 ) + G =t (h + G) e, conse-
n n n 

quentemente, h+ G = (t + 2n-r)h + G E f h + G] , o que e uma 
n n 



:tradição. Logo I = 0. 

Temos que O(H/2H) r; o i s s e H == 2 E ::'::::o nara todo 

o existe h
1 

E H tal que J ,, 
') 

Seja h E H. 

a) Se o(h + G) = 2k + l então (2k + l)h = 2g com g E G ~ 

portanto, h = 2g - 2kh E 2H ou (2k + l)h = g
0 

~ 23 com g E G 

c, portanto, h = g + 2g - 2kh E 2H. o 

r 
b) Se o(h + G) = 2 então r < n e, portan':o, existe sE N 

tal que h+ G = s(hn + G). Logo, h = Shn + 2g G:.J i:= s~n + g
0

+ 

+ 2g. Se s = 2t, então h = 2 ( tl + g) E 2H ou 
:L 

ou h = hn + g 0 + 2(thn + g) E " + 2H. n 

c) Se o(h + G) = 2rm co~ (2,m) = l entáo ~xistem,a,b E Z 

tais que e h = 2rah + mbh. Como ... , c' bh · G) c G 
~ \ffi 7 r 

O(mbh + G) I 2r t t e, por an o, 

mbh E 2H 
r 

e, portanto, h = 2 ah 

portanto, h = 2rah + mbh E h 
n 

Logo, H = 2H U h + _ 
n 

Voltemos aos corpos n 

1 (::-,bh + G) = 2 5 
com s < r. Então, 

E 2H ou + 2H e, 
n 

l. 

o(II/2H) = 2. 

Pelo Lem::t, é :::e~: :.a to que um 

corpo euclideano e todas as su.-c; : :: censões aLgébi· :_c as f in i tas (e, 

em consequência, também as inf: .. ·;_r..::s - vej.~ a 

2.33) não possuem q-ordens proprLas, isto ~, s3.~i~f3.lcm a L.S.F .. 

Pois, para todo x E F temos ou l\SS im, se 

v: F -+G e uma valorização real dr· F, -· t=ir) ·r:.:) (y
2
)=2v(g), 



para algum y ~ F e, portanto, )r:; ~) = 1. 

Logo, os corpos h.e. orimeiro exemplo onde a 

L.S.F.é hereditária. 

No Teorema 2. 33 vemos que c:;d:~Js os corpos que satisfazem 

a L. S. F. tem relação com os corpos :1. e. 

2.33- TEOREMA (He_~te_di.:taJtie.dadc~ dct L.S.F.): Se_ja F u.m c..o'lpo. To-

~ati~~~: a L.S.F. ~e_ e_ ~omente_ ~e p~ 

'1a t,·da vato·'l~.tzaç.ão tteat v F -+G, o\G/2G)~ 2 e_~e_ o(G/2G) = 2 en 

t~o F ~ he_~te_ditaJtiamente euctid~J.rc. 
v 

DEi·lO:'JSTRAÇÃO: Sejam K urna extensão algébrica infinita de F tal 

que XK f YK, e P urna q-ordem própria de K. Existem a,b E K 

tais que a,b e -ab E P. P n F(a,b) é, então, uma q-ordern pro-

pria de F(a,b) que é extensão finita de F. Portanto,podemos nos 

restringir ao caso em que K e uma extensão finita de F. 

Se F não possui valorizações reais então F so possui 

oc(~e~s arquirnedianas e, portanto, F e toda extensão algébrica de 

1:' 'l"''.J possuem q-ordem própria. E, o resultado vale. 

Admitamos então a existência de valorizações reais e su-

p:: .-mos que a L.S.F. é válida para toda extensão algébrica fini-

c~ F. Por absurdo, vamos supor que v : F ~ G é urna valori-

znc'_ real com o(G/2G) = 2 que L\F v 
é urna extensão algébri-

ca ~ que L possui mais de urna ordem. Existe urna extensão (E,v', 

G) (F,v,G), algébrica, cujo corpo de residuos é L ([E], Teo-

rem~ 27.1). Corno L é f.r., E é f.r. e v' é urna valorização real. 
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Por hip6tese, E satisfaz ~.S.F., o que, pelo T~orema 2.27, e 

uma contr3dição pois E , = L (que ~ssui mais de.? :.1;-c.a .Jrdern) e o(G/2G)=2. 
v 

Reciprocamente, sejam K uma extensão finita de F, 

w:K" + Gw uma valorização real e v= wiF" Então, lKw : Fvj < oo 

e o(Gw/Gv) < oo (ver [E] Corolário 13 .lO). Como }~ =YF , o (Gv/2Gv) .:_ 

< 2. Logo, pelo Lema 2.32, O(G /2G) 2_ 2. Desde que [K :F]< oo 
W W "vl V 

e w e uma valorização real, K IF e uma extensão algébrica f.r. w v 

e, portanto, como Fv e h.e., IXKwl l. Assim, pelo Teorema 

2.27, 

2.34 - COROLÂRIO: 

a) Seja KIF uma e.xtc.1dCW a..:'gê.bJt-éc.a de ('..O'Lpos.Se. ra,'La.:toda 

valo!tizaç~c ~e.al v : F+ G, o(G/2G) 

b) SL'- F é: um c.o!tpo co1n uma Ú.n.ic.a o!tde.m c~llt:io toda e.x.:te.n.-

K 

c) S(:'. F é: um c.o!tpo q~Lc. admite. ape.n.as o'l.de:') ctttquime.dian.a.ó 

e.n.:tão te• 1 :..xte.nsão algê.bi;_(:::t K de F lJa.ti_~; 1 ~ ··v= YK. 
'' 

a) C0nsequªncia imediata do Teorema. 

b) Se a ordem é arq:Ji~ediana o resultado i _mediato. 

Suponhamos, então, que a ordem é não arq·Ji:nediana. Vamos 

mostrar que o grupo de valores de toda valoriza~~0 real v : F + G 

de F é 2-divislvel: Sejam ·;E= r; e x E F" tu.i:: :e v (x) · g. 
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Corno v(-x) =' 

2 

,-=demos supor x 
2 

positivo. ?or 1.6, x = x 1+ 

+ ... + x com 
n _.:

1
, :::2, ••• ,xn E F. Suponhamos que v ,x) ,, {min v (xf;, 

' . . . ' 

E 

+ 

M 
v 

n 
L 

i=l 

2 
v(x )} = 

n 

e corno 

v (xj; para 

X 
1 + 

X. 2 
= 

J 

j E {1, ... ,n} . Então 

n 
( xi)2 L teríamos o [~) [ = = 

i=i x. x.2 
J J 

ifj 
X. 2 

[---
1
-] , o que e urna contradição com a condição de F x. v 

J 

1 ] + 

ser 

2 2 
formalmente real. Logo, g = v(x) = rnin {v(x

1
) , ... , v(x )}=2v(x.)E 

n J 

E 2G e O(G/2G) = 1. E pela letra a) o resultado segue . 

c) Basta observar que F nao possui valorização real e 

aplicar o Teorema 2. 33. Se F possuísse valorização real v exis 

tiria em F urna ordem compatível com v, que por 2.12 seria -na o 

arquirnediana.• 

Na letra c) do Corolário provamos novamente que todo cor 

pode números algébricos satisfaz a L.S.F .. 

2.35- PROPOSIÇÃO (going down): Seja KjF uma e< sao de_ cotr_pos. 

Se toda q-otr_de_m de_ F .6e e.6tevtde a K e_ XK = Y __ 

DEMONSTRAÇÃO: Seja P urna q-ordern de F. Por hi~)c•t:ese, P se cs-

tende a urna q-ordern PK de K. Corno XK = YK' PK ti uma ordem e , 

portanto, PK n F= Pé urna ordem.• 

Usando o Lema 2.36, vamos obter em 2.37 u:;-: Corolário 

dessa proposiçao. 



d.· F .'>e e..'>tende a WIIJ .. 

nEN e.. a.E p· 
l 

74 

i=i_ 

p 

2 
'.X o =O 

l l 

.'>o:ne.nte.. /.'>e .. toda. 6oJLma qu.ctdtécU.c.a < a 1
, ••• ,an > c.om a. E F" de..ó~­

l 

n~da e..m !Le..fa.ç.ão a. P ~ an~-6 ot!LÕp~c.a e..m K ). 

DEt·lONSTRAÇÃO: :f: imediato que se P se estende a K a Única solu 

ção de 
n 2 
L a.x. = O 

o l l l l= 
em K e a trivial. 

Para mostrar a reciproca seja 
n 2 

P
0 

= {L a.x., 
i=l l l 

2 

a. E p' 
l 

e 

t= "1 ~ fácil verificar Po Po c Po c Po X. 1\. ) • .._, que + e Y Po para 
l 

toe:. o y E K. Seja z E Po n -P tal que z f o isto e , 
o 

n 
2 z L ai ai com a. E p· a. E K e a. f o para algum i E 

l 
f 

l l i=l 
n 2 E {1, ... ,n} e z = L b.p. com b. E p·,s. E K e s. f o p~ 

j = l J J J J J 

ra algum j E{l,2, ... ,n}. Então 
n 2 n 2 
L a.a. + L b.S. =O 

i=l l l j=l l J 
possui 

solução não trivial, o aue contraria a hipótese. Logo, P
0 

n -P
0 

= 

= lQ} e,portanto, P
0 

e U@ pr~-q-cone de K, que, corno 1 E P0 p~ 

de ser estendido a um q-cone P' de K. P' ~ uma q-ordern de K 

que ~stende P. • 

Observemos que -~ P for uma ordem, então P
0

.P
0 

C P
0 

e 

a exter:são de P a K ;·. · .. 1rna ordem. 

2.37 - COROLÁRIO: 

- ' a) Se..ja. F Lww ·, t:2f1,HW )úr~ta de.. F, f.r. " de.. g!La.u -<..m-



b) Se.ja K = F(/â) onde. 

c) Se.ja FP 

qu~ cont~m F) .de. F. Se. XF 
p 

OBSERVAÇÃO: O fecho pitagórico de um corpo F e a intersecção da 

familia {F.} de todos os corpos pitagóricos contidos no fecho al-
1 

ge'crico de F e pode ser obtido p2la "composição" :-~e todos os 

corpos K para os quais existe Uffi3. cadeia de corpo.:; F = K I KlC o-
c . . . CK = K com Ki+l = K. (h-+~ 2 ) e ex . E K .. m 1 I 1 1 

DEMONSTRAÇÃO: 

-a) Seja P uma q-ordem de F. Suponhamos que a equaçao 

n 2 
~ a.x. = 

i=l 1 1 
O com a E p· 

i 
possua 3olução não trivial em K.Então, 

como o grau da extensão é impar pelo Teorema de Springer ([L] Ca-

pitulo VII- Teorema 2.3), 
n ? 
L a.x':" 

i=l 1 1. 
O possui solução não trivial 

em F, contrariando a. E P". Portanto, a equaçao 
l 

.. 2 '-- a.x
1 ' , l 

1 cc::.:.. 

o so 

possui solução trivial em K e, 2;sim, pelo Lema 2.33, P se es-

tende a uma q-ordem PK de K. CJ -~ XK = YK, pel3. ~roposição , 

b) Seja p uma q-ordem de F -e a equaçao 

a. E p·. Suponhamos que 
1 

n 
r.:- 2 L a . ( b . + c . v a ) " 8 com i.J , , 

. l 1 l l 
1= 

Ocan 

c, E F. En-
' 



tu. o 
n 2 
I a. \ b 1 + 2b. c. la + a. c ·; 

i=l ~ l l 

2 2 
(! í:;b. + ac. = o . Como aP 

l l 

b~ 
") 

l. i Portanto 
<. 

<.: < n. = ac. 
l ~ 

temos b~ + 2 
E p to lo ac. para 

l l n 
e b. = c. = o. Logo, L 

.. 2 
a.·"-· = () 30 possui solução trivial 

~ ~ l ; 

i=l 

e P se estende a uma q-ordem ?K de K. Como XK = YK, 

proposição, XF = YF. 

(- p 

= o 

em K 

pela 

c) Basta observar que, conforme mostramos em b), toda q­

ordem de um corpo K se estende a K(~) com a E K. • 

Com o Lema 2.36, podemos também mostrar facilmente um re 

sultado bem conhecido da teoria de corpos formalmente reais. 

2.38- PROPOSIÇÃO: Se.ja KIF uma e.x.:te.n.-6ão 6.-i.n..-i.:ta de. c.o!Lpo-6. S,· 

IXK! = l e.n.:tão IXFI = 1. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam P a Única ordem de K, (K,P) o fecho 

de (K, P), K =F (a) e· f E F [ x ] o polinômio minimal de a sobre 

-
F. Como o número de raizes de f em K coincide com o numero 

,~ordens de K ([R] Capitulo IX Teorema lO),f possui uma Ún;~J 

-
raiz em K. Então, por 1.10 (i) f se decompõe em K em um -se 

:=ator lineareem fatores quadráticos e, portanto, ()f = [ K : F] ~c: 

Seja, agora, uma ordem P
1 

de F 

o com ai E Pi· Pelo Lema de Springer 

-e a equaçao 

n 2 
2: a.x. = O 

i=l l l 

n 
L a.::.= 

. 1 l J. 
~= 

so possu~ 

solução trivial em K e, por 2.36, P1 se estende a uma ordem de 

UN1CAMP 

-'~lli!Tf(A CFN1R' 
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K. Logo, toda ordem CG F se estende a K e, portan~c, P n F e 

a única ordem de F'. ..t 

2. 39 - COROLÂRIO: Se ~::I F ê. uma e.xte.n-6 ão 6in,i. ta d ~- r c' 'l[JCI ~ e. K 

ê. e.uc_lide.ano e.~Itãc F i e.uc_!ide.ano. 

. 2 
DEMONSTRAÇÃO: Basta observar que se o(K/K) = 2 e [K:F] e im-

par então o (F/F2 ) 2.• 

Dentro do estudo do "going up" e "going down" a Lei de 

Sylvester Fraca relaciona fortemente um corpo com o seu fecho pi-

tagórico, conforme mostramos na proposição abaixo. ~essa proposi-

çao, usaremos a expressão "extensão admissivel de F" l?ara nos re 

ferirmos a um corpo K de F para o qual existe uma cadeia de 

corpos F = K
0 

C K
1 

c ... c Km = K tais que, para todr.) O < i < m, 

2 
Ki+l = Ki (h com a E L:Ki. 

2.40 -PROPOSIÇÃO: Seja F um corpo-são equivalentes: 

( 1) Fp .6 aLL~ 6 az L.S.F. 

( 2) Pa!r..a toda va.toJr..izaç.ão Jr..e.at v F -?- G 

a) o(G/2G) < 2 e -

b) se o(G/2G) = 2 então F e euclidc~El::: v 

(3) F(/E) -~aLi...66az a L.S.F. pa!r..a todo z E .F', 

po.6.itivo. 

(4) Toda ~xte.n..6ão admi..6..6Zve.t K de. F .6at.ij~a: a L.S.F .. 
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DE:.lOUSTRi'I.ÇÃO: 

(1) ~ (3) Para todo t E F, totalmente positivo, f"\ I ~' ,-
,· \. ~' ~ F 

P" 

Logo por 2.37 (c), F(/t) satisfaz a L.S.F .. 

(3) ~ (2) Seja v : F -+ G urna valorização real de •. Co-

rno,por 2.37 (c), F satisfaz L.S.F., temos que o(G/2G) ~ 2 e 

se o(G/2G) = 2 então JxFvf= 1. Logo, basta provar que .3e o(G/2G)=2 

então F e v euclideano. Seja a E u tal que v a e um elemento 

F2. 
n -2 positivo em F-. .~.Jíonhamos que a ~ Como a = l: a. com ã.E v. v i=l l l 

n 
E F 

v e podemos assumir a = 2: a. 
' 1 l 

com a. E F. Sejam K = F(/ã)e 
l 

w:K·+-G 
ld 

l= 

uma valorização real que estende v. Então K :J F (/ã) 
ld v 

e, portanto, [Kw : FJ > 2. Como [K : F]= 2, por [E] Corolário 

17.5 , G = G , w é a Única extensão de v 
w a K e K 

ld 
= F (~).Co 

v -

tem duas ordens e o(G /2G ) = 2, por 2.27, K = F(/a) w w 

na o satisfaz a L.S.F. o que e uma contradição com ( 2) . Logo a E 

E F2 e v F e euclideano. 
v 

( 2) ~ ( 4) Basta mostrar que se um corpo F satisfaz ( 2) 

então F ( /t) também satist2z para todo t totalmente positivo. 

Dada l.c~.a valorização real v de F (/E), sejam v' = v/F, G e G' 

os grupos de valores de v o v', respectivamente. Pelo Lema 2.3~ 

o (C/2G) ·.· 2 e o (G' /2G') -· 2 se e somente se o(G/2G) = 2. Su 

ponh3nos que o(G/2G) = 2. :~1tão; o(G'/2G') = 2 e, corno F satis 

faz ( 2) , 1:' 

"-v• é euclideano. :::3e G' = G então [F F '] = 2. Mas, 
v 

como ~ e euclideano 
v 

pr6pri3 d~ F , . Assim, 
v 

v 

F ( /-1) é a Única extensão 
v' 

quadrática 

F "' :~ , ( /=1.) , o que é impossivel pois v v v 



e uma valorização real. Lego, 

temos o ( G/G 1 
) = [ F ( !t ) : F]= 2 

clideano. 
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G 1 
~ G e, :_y~ [-:=: 

e F = F' 
v v' 

(Corolário 17.5; 

F 
'.' 

e eu-

(4) ~ (1) Se nãc satisfaz aL.S.F. então existem P E YF 
p 

e a,b E FP tais que a,b e -ab E P. Então F(a,b) e uma ex-

tensão admissivel de F(pois toda extensão contida em FP e ad-

missivel) com q-ordem própria, contrariando (4) -~ 

A proposição 2.40 generaliza o Teorewa 2.33 pois estabe-

lece condições para a hereditariedade da L.S.F. em relação a e v-•• 

tensões admissíveis. 

Uma classe de corpos importante no ~scudo das formas qu~ 

dráticas e a classe dos corpos henselianos, especialmente porque 

neles as questões de isotropia e isotropia fraca se reduzem as 

correspondentes questões no corpo de resíduos. Além disso, confor 

me mostraremos no Capitulo III, o comportamento em relação à iso-

tropia fraca de uma forma quadrática sobre um corpo F é determi 

nado pelo seu comportamento nos fechos henselianos (de valoriza-

çoes reais) e nos fechos reais (relativos às ordens arquimedianas 

de F). 

No próximo parágrafo ~elacionaremos q-~rdens de F (com-

pativeis com v) com as q-or0cns do fecho henseliano. 

§2. CORPOS HENSELIANOS FORMl\L::sNTE REAIS 

2.41- DEFINIÇÃO: Um c.o!tpo vatu'li:ado (r,v) ''li, !.'_l!!tpo 2-heJUd't'cc~ 

no ~e pa!ta todo polin3mio mSnieu f(x) '--::cr-1 ; f = 2 ta ( 



a E A 
v 

c.om f(a) E 

ta f_ que f ( b) = O e b - a E :, 1 

: 1 
·.; 

Se a definiçâo for v~lida o~ra polin6mios 

grau, (F 1 v) e chamado h evr.s ef,(,u}. 

b E 

de qualquer 

Salvo menção em contr~rio sempre que falarmos em corpos 

henselianos nos referiremos a corpos formalmente reais. 

Uma extensão (K 1 w 1 H) 1 (F,v,,,_;) de corpos valorizados e 

(media~a se H = G e K = F . 
w v 

2.·12 - PROPOSIÇÃO: Seja (K,W,H) I (F,V,G) uma ex~enJ.>ão imediata 

de LO!L)'JO() vatoJLizadoJ.>. A c.ofLJLespondi_nc.ia Y~ + Y; 1 PK + PK n F ê_ 

b(jetofla. 

DE~lONSTRAÇÃO: 
-Desde que G = H podemos escolher uma q-secçao de 

v que é também uma q-secção de w e como K = F 1 pela Proposi w v -

ção 2.24 1 a correspondência é bijetora. • 

Analogamente, a correspondência tal que 

PK ~ PK n F é bijetora. 

Listamos agora alguns resultados bem conhecidos da teo-

r;~ de corpos henselianos das quais faremos uso nesse par~graf:J 

Capitulo III. A demonstração desses fatos (que foge do obje-

t ;, n -- '-'' desse trabalho) pode ser encontrada em [E]. 

2.13- PROPOSIÇÃO: Seja (F,v) um c.o!Lpo vatoflizado. 

(a) (F 1 v) 

F ~étende de modo ~nic.o a toda extenJ.>ão atgêbflic.a de F. 



(b) 

(c) 
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Se a ca~~ct~ti~tica de F 
v 

(F,v). 

Paha todo co~po valohizado 

-c = c.,"[ o ' ~ ,r t êt o (F,v) ê he.!.!:_ 

(F, v) exi~te., a me.no~ de. 

(F,v) uma &nica e.xte.n-

Se (K,w) for a Única extensão algébrica imediata hen-

seliana de (F, v) então (K,w) 

(F,v). 

2.4~ - PROPOSIÇÃO: Se (F, v) 

a) 

b) 

é chamado (Jecho he.n~e.liano 

ê um c o 11. p o 2 - :i e. n 5 e.l i ano e n t ã. o 

F v 

-

de 

c) F -e. 6 o h ma f m e. n te. 11. e. a l .ó e. e. .ó o m e 11 .t :'. 5 e. F 
v 

e. 6ohma.lme.n-

te. te.a.t. 

d) 

DE::c::.3TRAÇÃO: 

::1.) Sejam < ur:ta q-ordem de F, o ' ( J. 

2 
X 

-1 
ba = x(x + l) mod 

d c: T7 t . 2 > -1 
C, - ~· .éLl.S que X + X + ')a = 

M e pelo I_J2~-d 
v 

(x + c) (x + r') 

-na. o 

ba 
-1 

E M Então e . v 

de Hensel existem 

com c + d = 1 e 

-1 
ba = cd. Mas então, conforme [ p 1 (1975) Teorema 8.3,b 

e, portanto < e compativel com v. 

.• 
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b) SuDonharnos que F seja pitagórico. 

Sejam 

2 Logo, [ a ] + [ b 

[a], [b]EF ,. Existe c E F tal que 
v 

2 . 2 2 
3. +o =c . 

]
2 

= ~ 2 + b
2

] = [c
2

] =[c] 
2 

e, portanto, F e ., 
pitagórico. 

Suponhamos que F 
v 

seja pitagórico. Seja~ a,b E F". Se 

(b/a)
2 

E A então, como v e uma valorização real, v(l +(b/a)~ 
v 

= rnin{v(l), 2v(b/a)} =O, pois 2 v(l+(b/a) ) >O implica em - 1 = 

= [b/a] 
2 

+ [b/a] 
2 

em F • 
v 

existe 

Desde que F é pitagórico [1 + (b/a) 2 ]= [ 1] + 
v 

c E F" tal que 
2 2 

[ 1 + b/al = [c] , isto é, pa-

r a f(x) = x 2 - (1 + (b/a) 2 E A [x], f(c) EM . Corno v v 

e (F, v) é 2-henseliano existe d E F tal que 

e, portanto, a
2 + b 2 = (ad)

2 
E F

2 . Se (b/a) 
2 Ef A , então (a;'b) ~E 

v 

E A 
v 

e a situação e análoga a anterior. 

c) Se F e formalmente real, então, por 1.21, F possui 

urna q-ordern P. Por (a) 
v 

P E XF e então, por 2.10, F e 
v 

for-

rnalrnente real. Se F é formalmente real, v e urna valorização 
v 

real e, por 2.11, F e formalmente real. 

d) Seja P urna q-ordern de F. Por (a) p e compatível 

com v e, portanto, pela proposição 2.12, ~) é -nao arquirnediana.~ 

Com 2. 44 (a) obtemos do Teorerne. 2. 2 6, para corpos : · c:::1se 

lianos a seguinte caracterização: 

2.45 - TEOREMA: Seja (F , v , G) u. m c. o Jt p o 2 - h v 1 L6 e. .t i a 1 t c e. v : r -r 

-r G u.ma valoJtizaç~o Jteal. C. .) Orli (' ll' 
\ ., 
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o(G/2G) < 2 e 

a) Se. o(G/2G) = 2 então 

b) se. o(G/2G) = 1 

A proposição 2.45 nos dá informações sobre o fecho hense 

liano de um corpo valorizado. 

2.45 - PROPOSIÇÃO: Sejam (F,v) um co~po valo~izado qualque~ e. 

(K, w) (F,v). 

(i) Se. v - - ' 
W e. a UIU.Ca vafo~iza-

ção ~e.al de. K que. e.~~e.nde v. 

(ii) v ~ uma valo~ização ~eal ~e. e. ~ome.n~e. ~e. K -e. 6o~mafmen~e. 

Jteal. 

DEMONSTRAÇÃO: 

(i) Corno por definição (K, w) e uma extensão imediata de (F,v), 

w é uma valorização real de K que estende v. Seja 

urna valorização real arbitrária de K que estende v. 

wl w 
2.24, existe P E YK C YK = YK. Então, por 2.6 

sao convexos relação a P. Logo, A 
w 

ou 

e A 
w 

Corno A n F = A n F e K/F e urna extensão algébrica w 'tll 
A A ista - equivalentes. = e, w e wl sao w wl 



(ii) Pela proposiçao 2.44 (c) 
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K e f. r. se e somente se K = F w v 

e f.r., logo, se e somente se v e uma valorizaç~o real.• 

Com as considerações feitas e os resultados enun~iados , 

podem ainda ser obtidas as seguintes caracterizações de corpos 2-

henselianos e henselianos. 

2.46 - PROPOSIÇÃO: Seja (F, v) Wil co'Lpo val!..o!t-tzado e F SoJtma_:f 

mente Jz;eai!... 

- C F
2

. 

Então -(F,v) e l+M C 
v 

DEMONSTRAÇÃO: Como F - I XV e formalmen · · real e, por 2. 4 4 ( .J. 1 , F = 
. 

= XF' v e uma valorização e car Fv 

= x 2 - (1 +a) E A [x ]. Temos f= v 

f' (1) Ef M • Assim, desde que v 
(F, v) 

2 
X 

o. Sejam 

1 mod 

a E M e f (x) = 
v 

M, f(l) ~ !v1 e 
v v 

e 2-henseliano, existe b E F 

tal que b 2 - (1 +a) =O, isto é, l +a= b 2 E F 2 . Portanto, l + 

+ M C F
2

• 
v Se 1 + M C F 2 , é imediato, pela definição, que (F,v) 

v 

e 2-henseliano.• 

2.47- PROPOSIÇÃO: ((P] (1975) Teore!~1a 8.7): Seja v wna ~_·:_.:.L''Ltza-

ção !Leal de F. E ":'lo 

DEMONSTRAÇÃO: Se (F, v) 

são algébrica (K, w) de 

(F, v) 

(K,w) de. (F, 

X = 
K 

é henseliano, por 2.43 (a) todu ~xten-

(F I v) é henseliana e, portanto, .)ti 
·"'K = 

para toda extensão finita (K,'tJ) d:ô ~~·,v) 
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então toda extensão <:llgébr ica (K,w) de (F, v) satisfaz 

P E X e 
F 

(F, P) . Então { P 
-

Seja 

= xY 
F 

para toda extensão q de v a F. Logo, toda extensão de 

-
v a F e urna valorização r~al. Mas, por 2.30, essa extensão é Úni 

ca. Corno F e real fechado e v é valorização real -na o 

possui extensão algébrica imediata própria e portanto, por 2.43 

(b), (F,v) é henseliano. Assim, por 2.43 (a), v se estende de mo 

do Único a F(/-1). Logo, v se estende de modo Único a F(l-1) 

que e o fecho algébrico de F, e, por 2.43 (a), (F,v) e henselia-

no. • 

§3 - EXEMPLOS 

O exemplo 2.48 mostra que dada urna q-ordern P de um cor 

po F, a valorização associada ao anel A(P,Q) nem sempre e corn­

pativel com P. 

2.48 - EXEMPLO: Seja o corpo das séries 

( um elemento de Q((Q)) é da forma L: 
s E 

formais 

onde p E Q 
s 

Q ( (Q)) 

e 

{s E Q; ~ f O } é vazio ou bem ordenado). Consideremos o >.:-:_~~o F (x) 
s 

onde F é o c.otLpo de ntLaç.Õe-6 do anel da-6 J.JefLie,5 de potê.,iu:, ~{.-

nita-6 de Q((Q)) e x é uma indete.fLminada -6obfLe F. 

vamos considerar em F duas ordens: P1 definidet por 

sl 
f-11 Y + · · · + fJ ny 

sn e sl<···>sn em Q; P de 2 -

finida através do Q-isornorfisrno 'P: F ~ JR tal que 'P (Y)n = e con 



86 

siderando a ordem induzida de R. 

SeJam a valorizaç~o v : F(x) ~ Z dada por v(xn) = -n, 

cujo corpo de resíduos é F e a secçao s : ~ ~ F(x) ,n ~ x 

A aplicação f : ~ ~ XF dada por 

se 2 I z 
J' ( z) induz em F(x) pelo T~orerna 2.24 

se 2 X Z 

uma q-ordern P de F(x) compatlvel com a valorização v. 

Mostremos que P nao é cornpativel com a valorização 

w F(x) ~ G associada ao anel A(P,Q). 

Suponhamos que w(Y) < w(l). Então Y Ef M (pois w(l)=O) 
v 

e, consequenternente, existe a E p· n Q tal que Y - a E P".Mas 

então, 
-1 

[ ( Y - a) s (v ( Y - a) ) J E ? (v ( Y - a) ) . Como v ( Y - a) = O 

(pois Y - a E F) ternos que Y - a E P1 e, portanto, -a E p·n Q, 

o que é urna contradição. Logo, w(l) < w(Y) e assim w ( x) = w(l)+ 

+ w (x) < w ( Y) + w ( x) = w ( xy) . 

Mas x - xy Ef P. De fato: Como v(x(l - Y) ={rnin v(x) 

v(l - Y)} = -l e f(v(x - xy) = P2 temos que [X ( l - Y) • 

-l -1 
S (V (X - xy) ) ] = ( X ( l - Y) X ~] 1 - Y Ef P 

2 
. Logo , [ x ( l - Y) . 

-l 
sv(x- xY) ]Ef ~(v(x- xy)) e isso implica que se x - xy ~ P. 

Logo, w n~o é cornpativel com P. • 

Em 2.19 damos exemplc r2 um corpo com q-ordern própria 

obtida a través da aplicaç~o do c_ crJrema 2. 2 4 e que mostra que to-

do corpo de funçbes em duas var~ ~~eis, formalmente real, nao sa-

tisfaz a L.S.F. 
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2 • 4 9 - EXE:-~i=l LO : S <!. J ctnl (F, P) LUII C O L {J O O •L d >!.H a dO e. F (X 1 y) O C c· 't_ 

X e. y. 

Consideremos em z x ~ a ordem lexicográfica. Seja a 

valorização v : F(x,y) ~ ~ x ~ dada por n m 
v(a x y ) = (-n,-m) e 

n 
i j v (f) = min {v (a .. x y } 

lJ 

Então: A v 

~-1 v 

e a aplicação 

= 

= 

{_L 
g 

{__!_ 
g 

A 
v 

se 

E 

E 

f E F (x, y I e f = I: 
l < i < n 

F(x,y) v(f) > v(g)}U {O} 

F(x,y) v(f) > v(g)}U {O} 

i j 
a .. x y . 
lJ 

-+ F definida por 'P ( f I g) = a /b nm nm 
se 

v(g) = (-n,-m) e v(g) = v(f) e 'P (f/g) = O se v(g) = (-n,-m)e 

v(g) > v(f) 

A /M = F. v v 

e um homomorfismo sobrejetor com núcleo M. 
v 

Logo, 

faz: 

A aplicação s ~X~~ F(x,y), 

) ( . ) ( -n -m) , . a v s ( n , m = v x y = \ n , 1:~ i 

-n -m (n,m) ~ x y satis-

. -(n +n ) -(m +m ) 
b) s((n

1
,m

1
)+(n

2
,m

2
)) = s((n1 -t-n 2 ,m1 +m 2))=x 1 2 y l 2 

c) s( (0,0)) = x 0
y

0 = 1 

-n -m 2 · 
d) s(21n,m)) = (x y ) E F'· 

-n -m -nl -ml 2 ·2 
e) s((n,m) + 2(n

1
,m

1
))= x y - (x y ) E s((n,m)). F 

Logo § uma secção do ~orpo valorizado (F(x,y), v 

;;?, ) • 
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Sejam P* a semi-ordem qu~dr~tica defini~1 QOr b - a 

- P* ,-.a- b E P (observe que 1 E: p~<) e de 

:P 

no conjunto das semi-ordens de F(x,y) =F d~da por: 
v 

p se 2 In ou 2j m 

( (n,m)) = < 
2)n 2 )' m. l P* se e 

Pelo Teorema 2.24 obtemos em F(x,y) uma q-ordern P1 (~) 

cornpativel com a valorização v, para a qual: 

a) x E P
1 

pois 
-1 -1 -1 

[x.s(v(x)) l=[x.s((-1,0) -l=[x.x ]= 

=1 EP=~((-1,0)) = :f(v(x)). 

b ) y E P 
1 

pois [ y . s (v ( y ) ) - 1
] == [ y . s ( ( O f -1 ) ) -

1 i = [y . y- 1 
] = 

c) 

=lEP=:f((0,-1) = .f(v(y)). 

-xy E P
1 

pois [ -xy 

= [-xy (xy)-l] = -1 E 

s(v(xy))-1 ]= [-xy. s((-1,-1))-l] 

P * = :f ( ( -1 f -1) ) = :f (v (-xy) ) . 

Logo, P
1 

e uma q-ordem própria de F(x,y). • 

Usando o Teorema 2.27 podemos concluir de illaneira mais 

conceptual que se F ~ forrnalment2 real então X ( )t Yv( )" F x,y ... x,y 

Basta observar que o polin5rnio x - l E F(y) (x] determina urna 

valorização real com grupo de vale -:::3 ~ e corpo de reslduos 

F(y) que possui infinitas ordens. 

Generalizando o exemplo 2. ·~ '0 pode-se mostr2.::::- q1.:::;, se F 

e formalmente real e K = F(x
1

,x2 , ... ) e urna extensão puramente 

transcendente com pelo menos duas variiiveis então T' 
i\ oossui urna 

valorização real com grupo de valores G tal que o~·~/=:·;)·. 2 e, 
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portanto, XK f YK. 

Nos exemplos 2.50 e 2.51 fica cla.r.'J 'Fie, se K e um 

corpo de funções racionais em urna indeterminada, podemos ter X = 
K 

, 
No Capitulo IV mostraremos que e preciso e~ 

tabelecer restrições sobre o corpo de coeficientes· F para que 

toda q-ordern de F(x) seja urna ordem. 

2.50- EXEMPLO: Seja v: JR(x)-+ G urna valorizaçãorealde JR(x). 

Então a restrição de v a JR ou e a valorização trivial de JR 

(isto é, v(a) = O para todo a E JR) ou urna valorização real de 

JR. Mas, desde que a Única ordem de JR é arquirnediana, JR nao po~ 

sui valorização real e, portanto, v e trivial sobre JR. Logo v 

e a valorização p(x)-ádica com p(x) =x-a e a EJR (para p(x)= 

2 
= ax + bx + c irredutivel sobre JR, o corpo de restos de v (x) 

p 

e t ) ou a valorização dada pelo grau. Nos dois casos G - Z e 

JR(x)v = JR. Logo, por 2.27, JR(x) satisfaz ~(x) = lJR(x). •• 

2.51 - EXEJ'.lPLO: Seja o corpo Q(x). O polinômio x
2 

- 2 deter-

mina urna valorização real de Q(x) trivial sobre Q com grupo 

de valores :.Z e corpo de restos isomorfo a ~ [x] 
X - 2 

admite duas ordens. Logo, Q(x} nao satisfaz XQ(x} 

- Q(/2) que 

YQ (x} • • 

2.52- EXEMPLO: Seja o corpo das séries formais F((x)). 

A a.pl i cação v : F ( (x) ) -+ F definida por 
00 

v( L: a.x.)=rn 
. l l 1=rn 

se a f O ~uma valorização de F((x)) com anel de valorização 
rn 
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= F [ [x]] ideal maximal M = (x) e, portanto, corpo de restos 
v 

?I (x)) =A /M =F. Conforme [E 1 (5.8), (F(Ix)) ,v,Z) ~o co_rn 
v v v 

pletarnento do corpo valorizado (F(x) ,v ,:Z), onde 
X 

'f 
X 

é a valori 

z2ção x-ádica. E, por [E 1 (16. 7) , (F ( (x)) ,v) satisfaz o Lema 

de Hensel. Logo, se F for formalmente real, v e a única valo-

rização real de F((x)). E, portanto, pelo Teorema 2.27, XF((x)( 

= YF((x)) se e somente se IXFI = 1. Assim, JR((x)) e Q((x)) 

satisfazem a L.S.F. e Q({2) ( (x)) não satisfaz. Em JR( (x)) a 

L.S.F. é hereditária (pelo Teorema 2.33). • 

2. 53 - EXEMPLO: Seja k um corpo euclideano mas :~,o.o bereditaria 

mente euclideano. O corpo k ( (x)) satisfaz a L.S.F. :-:1as não satis-

fazaL.S.F. hereditariamente. Corno k((x)) = k((x))p(= fecho pi­

tagórico de k((x))), k((x)) satisfaz a hereditariedade da L.S.F. 

em relação a extensões adrnisslveis. • 

2. 54 - EXEMPLO: Sejam F um corpo formalmente real e K=F ( (x)) ( (y)). 

I XF ( (x)) ! > 1 ,visto que para toda ordem < de 

F existem duas ordens de K que a estendem urna Ga qual x e 

positivo e outra na qual x e negativo ([L 1 Capitulo VIII Pro-

posição 5.9). • 

2.55 - EXEMPLO: Sejam R
1 

e ~ 2 dois fechos reais de Q que 

induzem ordens diferentes em Q ( /2) e R = R n 
1 

P 
2

. O corpo R 

e pitagórico e possui duas ordens. Por 2.44 (b), o corpo R((x)) 

é pitagórico. Pelo exemplo 2.52 R( (x)) não sat1sE:1z a L.S.F. • 
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2.56 -EXEMPLO: Sejam R o fecho algébri:::o dC> Q em JR, x
1

, ... , 

x E JR elementos algebricamente irrlependEc1t.rc:s s,.JrJre JR e 
n 

X E JR 

um elemento transcendente sobre R e positivo. 

a) não satisfaz a L.S.F. pois, 

desde que x
1 e x 2 são algebricamente independentes sobre R, 

a forma <l,x
1

,x2 ,-x
1

x
2

> que é totalmente indefinida, não é fra­

camente isotrópica sobre R. 

b) O corpo F(x) também nao satisfaz a L.S.F .. O polinômio 

x- l determina uma valorização real de F(x) cujo grupo de valo-

res e ~ e cujo corpo de restos e F, que possui mais de uma or-

-dem (pois nao satisfazaL.S.F.). 

c) O corpo 
m 

K = F (x) ( ~ X ) com m E JN" nao satisfaz a 

L.S.F .. K 
m 

F ( ~,....--X-

possui uma valorização real cujo corpo de resíduos e 

) , que possui mais de uma ordem, pois JxF( ~m m ) J= l 

implica que L• 



CAPÍTULO III 

PRINCÍPIOS DE NATUREZA LOCAL-GLOBAL 

REFERENTES A ISOTROPIA FRACA 

No Capitulo I mostramos que a isotropia fraca de uma 

forma quadrática P sobre um corpo ordenado F pode ser anali­

sada pela isotropia de P nos fechos reais de F se e somente 

se XF = YF. A caracterização duda no Capitulo II mostra oc~anto 

e restrita essa classe de corpos. 

Nesse Capitulo apresentamos resultados que dão condi­

çoes necessárias e suficientes à isotropia fraca de uma forma 

quadrática sobre um corpo ordenado qualquer. 

O Principio Local Global de Hasse-Minkowski reduz a 

questão da isotropia num corpo global F à respectiva questão 

nos completamentos relativos às topologias induzidas pelas val~ 

rizações de F. Os Teoremas 3.2 e 3.8 desse Capitulo mostram 

que a questão da isotropia fraca em F pode ser reduzida à res 

pectiva questão nos completamentos relativos às ordens de F 

ou à respecti v.:1 questão nos fechos reais de F relativos às 0Y"dens ar­

quimedianas e henselizações relativas as valorizações ~eais de 

F. 
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§1 - RELATIVO A CO:lPLETJ'._:·IENTOS 

Se F e um corpo formalmente real e P 
~ 

e uma q-or-

dern de F então P define em F a topologia intervalo aberto 

Tp1 compatível com a estrutura de corno de F. 

Uma base de vizinhanças abertas da origem em TP é da 

da pela família de intervalos (-E 1 E) com E E P • e 1 - E E P • • 

Se (F,P) e um corpo ordenado o completamente de F 

relativo a TP e urna extensão ordenada de (F,P). Denotaremos 

esse completamente por (F 1 P). Se a ordem P e arquimediana 

(F,P) é isomorfo a ~. A proposição 3.1 mostra que se P nao e 

arquirnediana então (F,P) coincide com os cornpletamentos (F 1 v) 

de F relativos as topologias T definidas em F pelas valo v 

rizações reais v de F compatíveis com P. 

Lembramos que em T 
v um sistema fundamental de vizi-

nhanças da origem e dado pelos conjuntos v(0 1g) ={y E F;v(y) > g} 

para g E G e g > O • 

3.1 - PROPOSIÇÃO: Se (F I P) -e um eo~po q-o~denado e v :F + G 

ê: uma valo~ização de F .:tal que. A v 
a 

p en.:tão 

DEMONSTRAÇÃO: (Nota: O símbolo < será usado para a ordem de 

G e também com o significado de a < b se e somente se a-b E P, 

quando a, b E F). 

Seja v(O,g) um aberto básico do sistema fundamental 

de vizinhanças da origem em Tv e o E F tal que v ( 0) = g. 
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2 
Tomando E: = õ temos, para todo a E F tal que a E (- c , s 

a E v (O, g) . Basta ver que i a / < E = õ 2 
=> I a õ- 2 I < 1 => a c5- 2

E 

A v 
(pois 

2 
> v(õ ) = 

é convexo relativamente a 

2v(õ) = 2g > g. 

Por outro lado, seja (-E,E:) um aberto básico qualquer 

do sistema fundamental de vizinhanças da origem na topologia TP 

2 -? 
e g = v(E ) . Para todo a E F tal que a E v(O,g) vale:+ at: ~E 

EM , pois, a E v(O,g) => v 
-2 = v (a E: ) > O. Se 1 < 

v(a) > g => v(a) 

então 

-g = v(a) + V(E-
2 ) 

la-1 21 1 1 E: < e, pe a con 

vexidade de A relativamente a 
v 

-1 2 
P 1 ~ a E: E Av' contrariando 

+ -2 ,. 
a E: c: M • Logo 

v 
-2 2 I a E I < 1 e a i < E < E: 1 i s to é , a E ( - E:, E:) . • 

Observamos que se (F ,P) é nao arqu.irrediano então, pelo Teo 

rema 2.14, F possui um anel de valorização real, convexo rel~ 

tivarnente a P. E mais, corno o anel A(P,Q) é convexo relativa-

mente a P, pela Proposição 3.1, todas as topologias definidas 

em F por anéis de valorização convexos relativamente a P coin 

cidern com a topologia de Hahn corno é usualmente denominada a to 

pologia das classes arquirnedianas associada ao anel A(Q,P}. 

Reciprocamente, se v :F + G é uma valorização real 

de F então existe uma ordem niio arquirnediana P de F tal que 

3.2- TEOREMA: Se.ja F um co"pu. Una 6oJtma quadnâ.:t-<.ca p -6abne. 

F ê 6:wc_ame.n:te. ,,üo:t!tÔp-Lca em F se. e_ -6ome.nte. -se. p e. 6Jtac.ame.n:te. 

Ou equivalentemente: 
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3.2' -TEOREMA: Seja F um corpo. Una So!tma 1_uac{/:_át.ü.a p ~o-

camente l~otJt5pi~a em (F' p) pa!ta toda o!tdem aJtquimedlana e em 

(F ,v) pa!ta toda vafo!tlzação Jteaf de F. 

Na demonstração do Teorema é usado o seguinte lema: 

3. 3 - LEMA: Vada uma q- o!tdem P de um ~o!tpo F e x.i~ te uma o!t-

dem P' de F tal que a~ topologia~ TP e Tp, c.o.inc.ldem. 

PROVA: Seja P uma q-ordem de F. Podemos assumir -P nao ar-

quimediana pois, por 1.16, toda q-ordem arquimediana e uma or-

dem. Então, por 2.14, existe uma valorização real w de F com 

pativel com P. Por 2.6, A e convexo relativamente a P 
w 

e, 

portanto, pela Proposição 3.1, Tw = Tp· Como w e uma valoriza 

çao real, por 2.24 e 2.25, existe uma ordem P' de F compatl 

vel com w. Logo A 
w 

é convexo relativamente a 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 3.2: =>) Se p é fracamente isotró-

pica F - imediato fracamente isotrópica CF, P) em e que p e em 

para todo p E XF. 

( *i=) Suponhamos que " -r~ - <al, ... ,an> seja uma forma qua-

dritica fracamente isotrópica e~ (F, p) para todo P E X 
F 

e 

-que p na o e fracamente isotrópica em F. Pela Proposição 1.30, 

existe uma q-ordem p de v tal que a. E p Dar a todo l < .L 

q l q 

< i < n ou -a. E p para todo l < i < n. Pelo Lema 3.3 exis 
l q 

te p E XF tal que Tp =T p Seja (F I p) o completamente 
q 
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- -de F relativo a Tp· o conjunto p {a. E F· 'tJ u c Tp' u n q I a a 

n p I ,0} e um q-cone positivo de '7' que estende p Basta - . q q 
-observar que p c p e que p satisfaz as propriedades p + q q q q 

- 2- - -+ p c p 
q' 

p u -P = F, a P c p oara todo a E F e p n-P = q q q q q q 

={0}. Assim, pé definida relativamente a uma q-ordem. Por 1.30, 

P é então, fortemente anisotrópica em (F,P), e isso é uma con 

tradição. !11 

Porém, de modo geral, dado um corpo F nada se pode 

concluir a respeito da isotropia de uma forma quadrática p so-

bre P sabendo que p é isotrópica nos completamentos (F I P) 

de F. A forma p = <1,-3> sobre Q e claramente isotrópica 

em JR, 
~ 

que e o completamento de Q relativo à sua Única ordem, 

mas não é isotrópica em Q. 

O Teorema 3.2 lembra, no entanto, dois resUltados clãs 

sicos referentes à questão da isotropia. 

O primeiro, é o Corolário do Princípio Local-Global de 

Hasse-Minkowski, já citado no Capítulo II: 

Se Fê u..m c.o!tpo de. vtu..me.Jto-6 a.fgêbJtic.o-6 e -p e u..m a. 6 o 1t-

tna qcud!Lâtic.a. .õob!te F de dime.vt.õã.o ma.io!t ou. igu..a.f a. 5 e.vttã.o p 

é <--~,· c'éÕp.<__c.a. em F .õe e .õome.vtte. .õe. p ê i.õot!tÔpic.a. e.m (F,P) p~ 

Observamos que nesse caso F 
~ 

so possui ordens arquim~ 

dianas e portanto não existe valorização real de F. 

o segundo é um teorema de Witt e é de um corpo em que 
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- -todas as ordens sao nao arquirnedianas: 

Se. F ê. uma e.x.te.n':.ão a.tgê.bJtic.a do c.o!Lpo de. 1unçÕe..6 !ta-

c.ion.a..{.<, JR (x) e. p ê. uma S o-'tma quadJtâtic.a ':.obJte F ta.t que 

dirn p > 3 então p 
-F ,<, e e .':. o m e. 11 t e .6 e p e 

tJLÕ;oic.a em (F,v), paJta toda va.toJtizaçêio Jtea.t de F. 

No Capitulo IV ficará claro que esse resultado e mais 

geral. Ele continua válido se F for urna extensão finita de 

F
0

(x) com F
0 

hereditariamente euclideano. 

§2 - RELATIVO A HENSELIZACÕSS 

Nosso objetivo, agora, é relacionar a isotropia fraca 

num corpo formalmente real F com a isotropia fraca nos fechos 

henselianos de F relativos às valorizações reais de F. 

Sejam v : F + G urna valorização de F, s : G + F urna 

q-secçao de v e p = <a1 , ... ,an> urna forma quadrática sobre 

F. Desde que estamos interessados apenas na questão da isotro-

pia e isotropia fraca podemos escrever p 

onde 
( l) 

p = 

tais que os 

<a. 1 , ... ,a. > 
l ln. 

l 

e os a .. 
lJ 

são todos os a. 
l 

de p 

v (a.) pertencem a urna mesma classe residual de G/2G. 
l 

Desde que para todo a E F a/s v(a) EU P c>=,fine em F 
v v 

as 

formas 
( j_ ) 

o ::;: 
·v <[a.

1
/s(v(a.

1
))] , ... ,[a.n./sv(a~. )]>que charna-

l l l l .t.D. 
l 

(l) (rn) 
o em F . Tenus então p = p ffi ••• ED P. • v v v v remos de d~a-6.6 e-6 Jte.óiduai..-6 de_ 

3.4 - TEORE.r.lA: Sejam F um ~oJt;oo, v F + G 'i ií éé va.toltizaçêio 
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de F ta[ ouc ::1tr. F f 2, p= p(l).L ••• .Lp(m) rc·iia &o!Lma quadJtâ-
v 

ti c. a 6 o b h c F :; (l), .•. ,p (m) a.6 c.la!l~,e_5 ':.c.5.{dua.ü de p c; 

F . 
v 

i) 

i i) 

v v 

p ~ z.6 o-t!LÓ pie. a e.m F 

Se. algttma 6oJtma e i.õo-tiLÓpic.a em F e. v 

um c.o!Lpo hen.õe.-tiano en-tão P e i.õotiLÚp-ü.a em 

-(F, v) c 

F. 

DEMONSTRAÇÃO: 

i) Seja p = <a1 , ... ,an>. Como P é isotrópica em F, exis-

tem b. 
l 

E F (i = l, .•• , n) não todos nulos tais que 

n 2 
L a.b. = 

. l l l l= 
O. Sejam j {l~j < n) tal que v( a .b~)= min {v(a.b~)} 

J J 1 <i< n 1 1 

( . ) 
p J = < a . 1 a . 2 1 ••• 1 a . >. 

J J Jnj 
Vamos mostrar que a elas e 

( J'"} 
se residual p v é isotrópica em F . 

v 

Sem perda de generalidade podemos assumir j = 1 e p(jl 

e portanto 

com r < n. Como 

r 2 2 
L a.b./s(v(a

1
))b

1 
= 

. 1 l l l= 

n 2 n 2 2 
L a.b.=O, Za.b./s(v(a1 )b 1 =o 

i=l l l i=ll l 

n 
b 2 1 ,- ( , ( ) ) b 2 L a . . 1 .-,,I a

1 1
. Assim 

. +1 l l l=r 

r 2 2 
v( L a.b./s(v(a

1
))b

1
) 

i=l l l 

n 2 2 
=v( r a.b./s(v(a

1
))b

1
l 

. +l l l 1=r 

2 2 
> - v(a1 ) - v(b

1
) + v(a

1
b 1 ) = O. Como v(a

1
) = v(ak) mod 2G pa 

ra 1 < k < r implica em s(v(a
1

)) = s(v(ak)) .c~ para l< k <r 
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F t ( b 2/ ( ( ))b2 b2 2/ ( ( r)).,
1
2) e ck E , emos: v a 1 1 s v a 1 1+ ... +ar rcr s v a ~ o 

2 2 
e v (a1/s (v (a1 ) +a 2/s (v (a 2 )). (b 2c 2/b1 ) + ... + a/s(c(ar). (brc/o1 J 1 ·O 

isto é, [ a1/s (v(a1 ))] + [ ajs (v(a2) )] [ b 2cfb1 ] 
2
+ ... + [a/s (v(ar))] .[ bra/n1l 2 

= O e portanto P(j) é isotropia em F . 
v v 

ii) S . p (.Q, ) - < > bf d eJa - c 1 , ... ,cr uma su orma e p tal que a 

classe residual p~~) é isotrópica em Fv. 

bl I ••• I b E A r v não todos pertencentes a 

Lc.b?/s(v(c.)) EM . 
l l . l v 

M v 

Existem 

tais que 

Sem perda de generalidade, podemos supor que b 1 $ Mv. 

Então, para 
2 r 2 

f(x) = c
1
/s(v(c

1
)x + L c.b./s(v(c.) E A [x] 

. 2 1 1 l v 
1= 

f(b
1

) E Mv e f' (b
1

) $ Mv. Logo, pelo Lema de Hensel existem 
r 2 

d. E F nao todos nulos tais que l: c. d. /s (v (c.) ) =O .Desde que 
l i=l 1 1 1 

'2 
s(v(c1 ) :: s(v(cj) mod F para todo 1 < j <r pois v(c 1 ):;v(cj) 

mod 2G, temos que p (~) é isotrópica em F e portanto p é iso-

trópica em F. • 

3.5 -OBSERVAÇÃO: Se em ii) nao assumirmos (F,v) henseliano 

de 
r 2 

v( L c.b./s(v(c.))> 
i=l l 1 l 

nas que existem 

r 2 
<v( L a.d.). 

i=l l l 

d. E F 
1 

min {v (c. b? /s (v (c.))}= O obtemos ape-
1 1 1 

todos nulos tais que min {v(a.d~)}< 
1 

. 1 1 
<1<r 

o Teorema 3.4 mostra, em particular, que para corpos 
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henselianos (F,v) a questão da isotropia se reduz a coE~espon 

dente questão no corpo de residuos F . O que leva a pensar que 
v 

a questão da isotropia num corpo arbitrário F pode ser reduzi 

da às henselizações de (F,v) onde v percorre um conjunto 

conveniente de valorizações de F. Um exemplo bem conhecido des 

se processo e o já citado Principio Local Global de Hasse- Min-

kowski onde sao considerados os completamentos relativos as va-

lorizações. Mas esses completamentos são henselianos. 

No caso da isotropia fraca apenas os fechos henselia-

nos relativos às valorizaç6es reais são rel·~ ·~ntes e em cone-

xao com as valorizações reais as q-ordens do corpo, como mos-

traremos em 3.6 e 3.7. 

Para a demonstração de 3.6 necessitamos um lema técni-

co. 

3.6- LEMA: Sejam G u.m gtw.po aditivo oJtdc.nado, x E G, y E G 

c.om x < y. Se exi.õtem mE :N e g 1 E G ta{_!J qu.e O < x + 2g1 < 

< m (y -X) então exi.ó.te g E G .tal. qu.e_ X < 2g < y. 

PROVA: Seja m o menor nurr,ero natural com a propriedade cita-

da na hipótese. Então (m - L) (x- y) ~ x + 2g1 < m(y- x). 

Se m = 2n+l, com n E.N temos: 2n(x-y)< x + 2g1 < 

< (2n+l) (y-x) é portanto O< x +2g1 -2n(x-y)< y -x. 

Se m = 2n, com n E JN temos: (2n- l) \y -x)-(2n-2) (y-x)< 

< x + 2g
1 

-(2n-2) (y-x)< 2n(y-x)-(2n-2) (y-x) e portanto y-x< 

< x + 2g
1 

- 2 (n- l) (y- x) < 2 (y- x) . Loqo basta ::.nalisar as si­

tuações: 



a) 0 < X + 2g
1 

< y - X 

Nesse caso g = x + g" sat.isfaz x < 2g :::_ y, pois O < 

x + 2g 1 :5_ y - x implica que x 

b) y - X 2_ X + 2g l < 2 ( y - X) • 

Nesse caso g = 2 ( y - x - g ) satisfaz 
1 X < 2 g :5_ Y 1 p0 i S 1 

y- X :5_ X + 2g
1 

< 2 (y -X) imo1ica que -y .::_ 2x + 2g 1 - 2y < - x e 

portanto x < 2 (y - x - g 
1

) < Y. lJ 

3.7 - TEOREMA: Seja F um coroa formalmente real e p uma for-

ma quadrática sobre F. 

i) p ~ i~ot~Õpi~a no~ 6e~ho~ ~eai~ de F e 

ii) p ~ 6~a~amente i~ot~Õpi~a no~ 6e~ho~ hen~eliano~ de F 

~elativo~ à~ valo~izaçõe~ ~om g~upo de valo~e~ não 2-

divi~Zvel. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja p = < a 1 , ... , an >. Suponhamos que p nao e 

fracamente isotrópica. Então p é definida relativamente a a1g~ 

m.l. q-ordem P de F (ver l. 30). Por i) P é uma q-ordem própria 

d-2 F e portanto é não-arquimediana. Assumamos a. E P para to 
1 

do 1 < i < n e seja v : F + G a valorização real de F as-

sc2iada ao anel A(P,Q). 

Co:7~o 

Assumamos primeiro que v (a.) E 2G 
1 

v(a.) = 2g implica que existe c E F 
1 

t t V(a.c- 2 ) -- o, d . e nor an o po emos assum1r que 
1 

para todo 1 < i < n. 

2 tal que v(a.)=v(c ) 
1 

a. EU para to-
1 v 

de l < i < n. Como A e convexo relativamente a P, A nP/M 
v v v 
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e um q-ordem de F que por ser arquimediana e uma ordem. Por v 

2.24 e 2.25 existe uma ordem P' de F tal que 1',. n P'/M = v v 

= p nA /M . Logo a. E P' para todo l < i < n e, portanto, v v ~ 
f 

fJ e definida em relação a P' contrariando a hipótese de p 

ser isotrópica em todos os fechos reais de F. 

Suponhamos agora que para algum a. ,v(a.) $ 2G.Para to 
l l 

do l < i < n definimos: 

G. = {g 
l 

E G para os quais na o existem nEN e h E G 

tais que o < g. + 2h < n lg I f onde g. = v (a.) . 
l l l 

Cada G. e um subgrupo convexo 
l 

de G pois: se g E G, 

g' .;::: G, o < g' < g '"> g E G. então, para qualquer h EG tal 
l 

que o < gi + 2h, cr. + 2h > n lg I para todo n EN e portanto, - ~' l 

para qualquer h E G tal que o < g. + 2h, g. + 2h > n 1 g 'I , i~ 
- l l 

to é, g' E G .• 
l 

Desde que G é um grupo ordenado a familia dos subgr~ 

pos convexos de G e totalmente ordenada em relação à inclusão 
n 

e portanto G' = U G. 
i=l ~ 

é um subgrupo convexo de G. Logo, por 

2.4, o grupo quociente G* = G/G' pode ser ordenado pela rela-

-.;ao: 

Como a projeção can6nica p : ~ ~-G/G' -e um epimorfi~ 

mo de grupos ordenados a aplicação w : F ~ G/G' com w(a)=v(a)+ 

+ G' e uma valorização de F. 

Mostremos que por construção G* = G/G' nao é 2-divis1 

vel: Temos que G' = G. para algum l 
~ 

n. Se g. E 2G 
~ 
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então g; = 2h para algum h E G e O < g i -2h < 1 g 1 para todo 

g E G .. Logo g. E 2G implica que 
~ 

G. ={O} e portanto G' -= G. 
l l 

para algum i tal que g. $ 2G. Suponhamos que 
l 

g. + G I E 2G* 
l 

isto e, gi + G' = 2h + G' com h E G. Mas então g
1

- 2h E G' 

o que é uma contradição pois: 

de F 

a) 

b) 

Logo 

g. - 2h > o => o < g. - 2h < 21 g. - 2hl => g. - 2h ~ G. = G I 
l l l l 't l 

g. - 2h < o => o < g. + 2 < -g. +h) < 2 ( -g. + 2h) = 21 s. - 2h I=> 
l l l l l 

g. Ef 2G* 
l 

=> g . - 2h $ G . = G • 
l l 

e G* nao é 2-divisivel. 

Como v e uma valorização real, existe uma ordem ~ I 

compativel· com v. Mas então A w e compativel com T) I 
.L • 

• 
Logo w uma valorização real com grupo de valores não 2-divisí 

vel. Assim, para algum m E :N, mp é isotropira no fecho hense-

liano de (F,w), com o que, pelo Teorema 3.4(i) alguma classe r~ 

sidual de mp 

tem a. E F 
l 

em F é isotrópica em F . 
w ~' 

não todos nulos tais que min { 
l~j ~mn 

Assim, por 3.5,exi~ 
2 mn 2 

w(c.a.)}<w( L w(c.cx.) 
J J j=l J J 

onde c .. E{a
1

, .•. ,a} 
lJ n 

para todo j,l ~ j ~ mn. Seja 
2 

w (c o. ) = 

= min 
2 {w(c.a.)}. Então, 

J J 
w(c)< 

E{l, ... ,n} e p E p tal que 

mn r1. ? 
J -w( L c.(--) . Logo existe 

j=l J a 
i E 

w(a.) < w(a. + p). f.las então v(a.} 
l 1.. l 

< v(ai +p) e existem mE :N e g
1 

E G tLüs que O< (ai)+ /.g 1 < 

< m(v(a. + p)- v(a.)). Pelo Lema 3.6 existe, então, g E G tal 
l l 

que v (ai) ~ 2g .::_ v (ai+ p) . Assim, pela Proposição 2. 7, ternos 
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a. - (a. + p) = -p E P, o que e uma contradição. E, cor tanto p 
l l 

e fracamente isotrópica. 

Desde que a implicação no outro sentido e imediata, o 

teorema fica demonstrado. • 

De 3.7 obtemos em 3.8 um Princípio Local Global que v~ 

le não só para formas quadráticas mas para toda forma de grau 

par. Nosso interesse é pelo caso das formas quadráticas. O caso 

geral pode ser encontrado em [ B] (1980). 

3.8- TEOREMA: Seja F um c.o!tpo noJtmalme.nte. Jte.al e. Puma noJtma 

,1LWdJtât;__c.a -óOb!te_ F. 

P é fracamente isotrópica em F se e somente se 

i) p é fracamente isotrópica nos fechos henselianos da va 

lorizações reais de F e 

ii) p é isotrópica nos fechos reais de F relativos às or 

dens arquimedianas de F. 

DErvlONSTRAÇÃO: Seja ~= <a1 , ... ,an>. Pelo Teorema 3.7 é sufi-

ciente mostrar que p é indefinida relativamente às ordens nao 

arquimedianas de F. Seja P uma ordem não arquimediana de F. 

Por 2 .14, P E x; par:1 alguma valorização real de F. Seja (F 1 , v 1 ) 

o fecho henseliano de (F,v). Então, por 2.42,existe 

tal que Pl n F = P. D•:::sde que P é fracamente isotrópica em 

(F1 ,v1 ), p é indefinida relativamente a ordem P, isto é, p e 

isotrópica no fecho real de (F I p) • • 

Observamos que para os corpos nos quais toda forma 
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quadrãtica fracamente isotr6pica ~ isotr6pica, como, por ~xe~­

plo, os corpos pitag6ricos, esse resultado vale também para a 

questão da isotropia. Mas, de modo geral não existe um teore~a 

de natureza local global semelhante a esse para isotropia. 



C i\.? ÍTULO IV 

ISOTROPIA FRACA EM CO.?.POS DE FUNÇÕES ALG:t;BRICAS 

Pelo Teorema 2. 2 7 urna condição necessária para que num 

corpo F seja válida a L. S. F. é que o grupo de valores G de qua_l 

quer valorização real de F satisfaça o (G/2G) _:: 2. No CoroLí.rio 

2.34 mostramos que se as valorizações reais de um corpo F po~ 

suem grupo de valores 2-divisivel então F e suas extensões al 

gébricas satisfazem a Lei de Sylvester Fraca. Neste Capituloan~ 

lisarernos essa Lei na classe dos corpos de funções racionais em 

urna variável. Tais corpos adrni tem grupo de valores G com o (G/2G) =2. 

No §1 mostraremos que num corpo de funções racionais 

F(x) a existência ou não existência de q-ordens próprias, ou s~ 

ja, a validade da L.S.F., é determinada pelo corpo de coeficie~ 

tes F. Mostraremos, também, que para extensões algébricas fin! 

tas de F(x) vale o "going down" e a hereditariedade da L.S.F. 

No §2 daremos dois princípios de natureza locnl-çlo­

bal para F(x) e suas extensões finitas. O primeiro é, par~ co~ 

pos de funções algébricas, o Principio de Hasse-Minkowski -~fe­

rente a isotropia fraca. Nesse principio são considerados os 

completarnentos relativos a um conjunto especifico de ordcr , dP 

F. O segundo e o Principio de Hasse-Minkowski para corpos de funç~es 

algébricas e e obtido analisando a Lei de Sylvester: "Toda for­

ma quadrática localmente isotrópica é isotrópica". 
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§1 - A LEI DE SYLVESTER FRACA EM F(x) 

Na análise da L.S.F. em corpos de funções algébricas 

tem importância fundamental os corpos hereditariamente euclidea 

nos, já citados no Capitulo II. 

Na literatura podem ser encontradas caracterizações 

desses corpos. Condições equivalentes da definição e uma carac­

terização, através da teoria de valorizações, que permite obter 

exemplos de corpos h.e. que não são reais fechados, -sao encon-

tradas num trabalho de Prestel e ZiP.gler ([pz]). 

Os corpos euclideanos t3~b~m foram estudados e carac-

terizados por Becker ( [B 1 (1978)), Ele estabelece para fechos 

euclideanos resultados correspondentes a teoria dos fechos reais 

e mostra que o Princípio Local Global de Pfister é válido para 

fechos euclideanos. 

Mencionaremos, sem demonstração, alguns dos resulta-

dos que usaremos no desenvolver deste capitulo. 

4.1- TEORE:M-A([rz j Satz 1.2): Sejan F um c.o!tpo 

e.quiva.te.n.te.-6: 

(1) F ~ kcteditaJtiamen.te eu.c.lidean.o. 

( 2) [F Fl = 2.n on.de n - -c um nu.me.Jto -6u.pe!t na-tu'éc?i: 
... 
-<..m-

pa!t. 

(3) Toda e_xten.J.>ão a.tg~bJtic.a ;)0-'L:;;a.tme.n.te Jte.at de F éem gJtau 

I -<..mpa!t. 
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( 4) Todo po.t..tnôm..to -t!t!tedatti)Cc F [ x] 

uma Jtaiz num 6echo !t~al d~ ~ 

(5) Toda exten,5ão a.tgê.b~t.éca d.:. F( r-I) 

6echada. 

po~.6u..t no mâx..tmo 

-e quadJtat..tcamente 

( 6) Cada do..t~ 6 ec.ho~ Jtea.ü de F ..tnduz em ~o b!te .6 ua ..tnt e!t-

~ec.ção a me~ma o!tdem (isto é, são isomorfos sobre sua 

intersecção) . 

Decorre desse teorema que, se F e h.e. então, ~ 

pertence a toda extensão não formalmente real de F. Não vale, 

porem, a recíproca. O corpo das séries formais E((x)) e um con 

tra-exemplo. De fato: Seja K uma extensão finita não formal-

mente real de E ( (x) ) . 
00 

v ( 2: 
i=m 

i a.x )=m 
l 

se a ":f O m 

A valorização de E ( (x)) dada por 

se estende a uma valorização de 

K. Como K nao é formalmente real, K nao é formalmente real e 
VK 

portanto isomorfo a c I pois e uma extensão algébrica de E. 

Assim, 2 + 1 E A [ x] existe a E A tal que a 2 +1 E M para z . 
v v v 

Desde (E((x)),v) ~ henseliano, (K I VK) também henselia-que e e 

no. Logo, existe S E A tal v que s2 + 1 =o, isto e, /=TE K. 

Por outro lado, E((x)) possui duas ordens ( [L ] Capítulo VII 

Proposição 5.9) e, portanto, não é euclideano. 

O seguinte teorema dá urna caracterização dos corpos 

h.~. através de valorizações: 

4. 2 - TEOREHA([ PZ ] Satz 2 .1) : Sejam F um co!tpo e v : F + G 

uma ''c1toJt..tzação Jtea.t. O co!tpo F é. he!ted..ttaJt..tamente eucf..tdeano 
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~e c_ ~omente -6e: 

-(1) (F,v) e 2-he_1Hefiano. 

(2) O g4upo de valo4e-6 de v ~ 2-divi-6Zvel. 

(3) O co4po de ~e-6to-6 de v ~ hehedita4iamente euclidea-

HO. 

~ interessante comparar 4.2. com o seguinte teorema 

de Prestel sobre corpos reais fechados. 

4.3 - TEOREMA ([ P] (1975) Teorema 8.6): Seja v : F -+ G uma va 

lo'L<-:aç.ão heal de F. -
F e heal 6echado ~~! e somente -6e: 

(a) G ~ divi-6lvel. 

-e 4eal 1echado. 

(c) (F ,v) ~ her16eliano. 

Com os Teoremas 4.2 e 4.3 e fácil obter um exemplo de 

corpo h.e. que não é real fechado. 

Lembramos que um corpo valorizado (F , v) com c ar F = O 
v 

e 2-henseliano se não oossui extensão algébrica imediata de grau par. 

EX.2ILJ?LO: Seja F = R( (G)) o corpo das s~ri~s formais com ex-

poe~tes em G e coeficientes em R, onde (_-; e um grupo abeli~ 

no, ordenado, não divisível mas 2-divisív:='"! '"' R e um corpo real 

fechado. Em F temos a valorização v dada por v ( 
y 

a xg) =min{g E G; 
c:: G g 

ag "I O}. O corpo de resíduos de v é isomorfo a R e, portanto, 

é hereditariamente euclideano. O grupo de valores é G e,porta~ 

to, é 2-divislvel. O corpo (F,v) é henseliano e, portanto, como 



110 

car Fv =O, (?,v) e 2-henseliano (Proposição 2.43(b)). Assim, 

R((G)) e hereditariamente euclideano.R((G)) não~ real fechado 

pois, G não é divisível. 

As proposições 4.4 e 4.5 fornecem exemplos de corpos 

de números alg~bricos que são h.e. e que não são reais fechados. 

4.4 -PROPOSIÇÃO (Geyer, [PZ) Satz 3.4): Seja Q o 6e.eho aig~-

b~ieo do eo~po do~ núme.~o~ ~aeionai~ Um co~po F tal que. 
-

F C Q e he.~e.d.Zta~.Zame.nte. e.ueLi.de.ano ~e e. -6 ome.vtte. -6 e F= R
1 

n R
2 

-
onde R1 ,R2 c Q ~~o ~e.ai~ 6e.ehado-6 e iJ.Jomo~6oJ.J J.Job~e. ~ua inte~ 

J.Je.eçao. 

-
4.5 -PROPOSIÇÃO ([PZ) Satz 3.5): Sejam F wn eo~po f.r. e F 

um 6e.eho ~e.al de. F. Se f E F [X) e um pot.Zn6mio de. g~au 

pa~, eom núme.~o de. ~alze.~ em 

te um eo~po h.e.. K :tal que. 

-
F me.no~ que 

F C K C F. 
=f 

' -Uil-

A importância dos corpos h.e. no estudo das formas quadr~ 

ticas sobre corpos de funções algébricas torna-se clara no Teo-

rema 4.8. Esse teorema caracteriza os corpo0 de funções alg~bri 

c as que satisfazem a L. S. F. e ao mesmo te;c1po ;nostra que valem em 

F(x) princípios de "going up" e "going down". Na sua demonst:::-a-

ção serão usados o Lema 4.6 e o Lema 4.7. 

4.6 - LEMA: Sejam (F,P) um eo~po o~de.nadr e (F I p) 

-eho ~e.aC Se. e.xi~:te. y E F tal que. F(y) po'dtl( ma.Zó qu_e. uma c:-2 

de.m e.ntão, o eonjunto {n_: n E F e. F(n) poóStt-i. 11Ja(6 qru:. wr1a c·-:.-
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-
a E F, U(a,E:) ET­p urna vizinhança arbitrá-

ria de a e o E i? tal que F(a,y) =F(õ). Seja S E: L1 + ~ . 1! 0 
-

com n > 1} e vamos denotar por > a relação determinada em F 

- - -por P. Corno F e urna extensão algébrica de F, dado a E F 

existe u E P tal que jaj 2 u (por l.lO(iii)). Logo, para to­

do a > O existe b E P - {O} tal que b < a pois, se b > a 

para todo bEP-{0} então, 1 > l:_ 
a b 

para todo b E P- {O}, 

contrariando a existência de um u E P tal que I ! J < u. Assim, 

podemos assumir E E F e, portanto, F C F(B) C F(cS). Desde 

que há apenas um numero finito de corpos intermediários entre F 

e F(cS), existem B. = 
l 

1 E: 
0'. + -- . l+cS 

ni 
e 

1 E 
B.=a +- .-1 cS J n. + 

com n. f n. 
l J 

=F(cS), };X)iS 

(n.-n.)E 
= J l 

n.n.(l+cS) 
l J 

J 
tais que F(S.) = F(S.). 

l J 
Mas então F(S.) =F(S.)= 

l J 
1 E 1 E 

i..rrplica que a + n. 1 +o -(a + n. · 1 +õ) = F(S.) = F(S.) 
l J 

E F(i3.) 
l 

F ( B. ) 
l 

l J 

e consequenternente l + õ (e, portanto õ) E 

possui mais que urna ordem pois,pela Pr~ 

posição 2. 3 8, F ( ;S) possui mais que urna ordem. Corro a< Bi <a + E, 

o resultado segue. • 

No Lema 4.7 vamos considerar valorizações reais de 

F (x) , triviais sot re F, que se estendem a extensões finitas for 

malmente reais de F(x). Da teoria de valorizações e da defini-

cao de valorização real sabemos que a cada polinômio irredutí-

vel f EF[x] tal que 
F [X) 

(f) 

~ 

e f.r. corresponde urna valori-

zação real de F(x), trivial sobre F. Assim, se P éurnaordern 
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-de F e (F 1 P) é o fecho real de (F,P) 1 todo a E F determina 

urna valorização real de F(x) trivial sobre F. Basta considerar 

o polinômio minimal de a sobre F e observar que o corpo de re 

síduos da valorização a ele associada é isomorfo a F(a). Denota 

remos por v a tais valorizações de F (x) • 

4.7- LEMA: Sejam x u.rn elemento .t~'Lan/sc.e.nde.n.te. J.Jobne. u.m c.orcpo 

F, (K 1 P) u.rna. e.x.te.nJ.J~o 6lni.ta. ondenada d2 F(x) e (~,P n F) 

c.ho Jt..ea.t de. (F,P n E'). En.t~o, e.xLsL'-''1 

q u. e , p a.Jt.. a. .to do B E u ( a I E ) E T P n F 

.tende a. u.ma va.tonlzaç~o ne.a.t de K. 

-a E F E E P n F ta.lf.J 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam K = F(x) (p), 
h h 

f
0 

=_1!_ yn+ ... +-0-EF(x)[y] 
gn go 

tal que fo = Irr(p 1 y,F(x)) e m = M.M.C. (g0 , ... ,gn). Então f= 

= mf0 E F[x,y] . Podemos supor, por 1.10 (iv) e 1.12,que (F,PnF) 

está contido no fecho real (K 1 P) de (K,P) .Então, existem a E F 

e E E P n F tais que f(S,y) possui um Único zero simples em 

F para todo B E U(cc,E) (por [ P] Teorema 5.13). Logo,desc:e> que 

F é real fechado e f(S,y) E F [ y] , f(S,y) se decompõe em um 

fator do tipo y - a e fatores do tipo (y - a) 2 + b 2 com a, b E 

E F. Assim, f(S,yl muda de sinal em F, isto é, existem , 1 e 

y 2 E F tais que f(i~,y 1 ) . f(S,y 2 ) Ç P n F 

Seja v
8 

: F(x) ~ ~ a valorização real trivial sobre 

-F determinada em F (x) pelo polinômio x- S. A restrição de 

v
6 

a F(x) coincide com a valorização vQ de F(x). Sejam P' 
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uma ordem de F(x) compatível com v. (P' existe por 2. 25) e 

(F(x) ,P') o fecho real de (F(x), P'i. Então,pelo Teorema 2.30, 

vS se estende a urna valorização real v
6 

de F(x) e seu corpo 

de resíduos e F. Observando que a imagem de x em F e 8 e 

tais que suas imagens em F sejam re.§_ 

pectivarnente y
1 

e y 2 ternos que f(x,z
1

) Mas 

então, por l.lO(i), f(x,y) possui um zero em F(x) e portanto 

K pode ser imerso em F(x). O que mostra que v 8 pode ser es-

tendido a urna valorização real de K. • 

4.8 -TEOREMA: Sejam F wn c.o'tpo f.r. e. x wn e.teme.nA:o .tJLan~c.ende!!:_ 

te. sobJLe. F. A~ ~eguin.te~ a6iJLmaç~e~ ~~o equiva.ten.te~: 

(1) F ê heJLedi.taJLiamen.te euc..tideano. 

( 2) F ( x) -6 a.tL6 Ó a z a L • S . F •• 

(3) Pa!La .toda ex.ten~~o a.tgêbJLic.a 6oJLma.tmen.te JLea.t de F(x) 

va.te a L.S.F .. 

(4) Exi-6.te ex.ten~~o 6ini.ta óoJLma.tmen.te !Lea.t de F(x) que 

~a.ti~6az a L.S.F .. 

m::r.rONSTRAÇÃO: (1) => ( 2) Sejam v: F(x) -+ H urna valorização 

reçd, w:F -+ G a restrição de v a F e 11 o fecho divisí-

V::êl de G em H. Para todo y E 11 existe n E N" (n mínimo) 

ta2. ny E G. Corno F e h. e. , ny = 2g, com g E G. Se n = 2k f 

com k E N, então 2ky = 2g e, corno H é livre de torção, ky= 

= g, o que contradiz n 
... . ser rnlnlrno. Logo , rn = 2k + 1 , com k E JN". 

Assim, (2k + 1) y = 2g e, portanto, y = 2 (g- ky) E 211, isto é, 6. é 
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2-divisível. 

(i) Se H/G é um grupo de torção então 6 =H e,portanto, 

o(H/2H) = 1. 

(ii) Se H/G não é grupo de torção então existe z E F(x) 

tal que v(z) f 6. Como .z = f 
p 

com f,pEF[x]e 

v(z) = v(f) - v(p) temos que 

Suponhamos que v(f) $ 6 e que 

v(f) $ 6 ou 

df < 8f. 
l 

v(p) ~ 6. 

para todo 

f. E F [ x l tal que v (f. ) f !':::. • Temos que f e irre 
l l 

dutivel, af > o e qualquer que seja q E F [ x] , 

r 
q = L: 

i=O 

i 
::l~f com a. E F[ x] , 

l 
?!a. 

l 

-:f v(a.fj) 
J 

se k "f j. Pois, como v(a.) 
l 

dos os a. 
l 

se v(akfk) = v(ajfj) e 

E 6 para to-

k f j então, 

(j -k)v(f) =v(ak) -v(aj) E 6, isto e, v(f) E 6. Lo-

go v(q) = min {v(a. fi)}= min {v(a.) + iv(f) }.As 
O<i<r 1 

sim 

O<i<r 1 

v(q) = 6 + i v(f) com q q 
o E /::, 

q 
e i E N. 

q 

Seja, agora, T E F ( x) . Como q E F [ x] e Q, E F[ x l 

temos que v(.3...) = v(q) - v(,O.) = (6 +i v(f))-(69, +iQ,v(f)) = 
;~ q q 

= ( ó - c5 ) + (i - i ) v (f) E 6 til v ( f) 2Z . Assim, H ::: 6 EB ~, 
q 9J q Q, 

2H ::: 6 ED 2 :z e portanto, o (H/~H) = 2. Como H/G não 

é de torção a dimens~o r(H/G) do Q-espaço vetorial 

H/G e>~Q (= ao número máximo de elementos de H/G li 

nearmente independentes sobre ~) é diferente de ze-

ro. Logo, desde que 
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gna.u tJta.n.6c.. F(x) F + r(H/G) < g!ta.u t':_ln!lc.. v w 

F (x) I F (ver [ B
0 

] §lO, n93, Corolário l) 

e grau transe. F (x) I F = l ternos que 

extensão algébrica. Assim, corno F 
w 

F(x) I F é ll!1'a v T.v 

é h.e. (pelo Te~ 

rema 4.2) e v é urna valorização real, concluímos 

que F(x) possui urna única ordem. v 

Portanto, pelo Teorema 2.27, F(x) satisfaz a L.S.F. 

(2) => (l) Sejam K =F (a) uma extensão finita f.r. dG F 

e f E F [x] o polinômio minirnal de a sobre F. Então L de 

termina uma valorização real de F(x) com grupo de valores :. e 

corpo de resíduos K. Corno XF (x) = YF (x) temos, pelo Teo~2-

ma 2.27, que I XK I = l. Se K e urna extensão algébrica inf in i-

ta de F com duas ordens < e 2.1 , então F (a) com a E K 

tal que a < O e a >
1 

O , é urna extensão finita de F com duas 

ordens, o que contraria o que já mostramos. Logo, F e toda ex 

tensão algébrica f. r. de F possuem uma única ordem e portanto, 

F e hereditariamente euclideano. 

(l) ~ (3) Sejam v:F(x) -+H urna valorização real ::.al 

que o (H/2H) = 2 e w : F -+ G a restrição de v a F. Então 

r (H/G) f O , pois r (G/H) =O implica em o í '~/2H) = l, urna vez ::_r.:2, 

pelo Teorema 4. 2., o (G/2G) = l. Logo, grau t~ransc. (F (x) v i F,) =0 

isto é, F(x)v I Fw e urna extensão algébrica. E, portanto, como 

v e uma valorização real e Fw é h.e. (pelo Teorema 4.2), F(>:) v 

e h.e .. Pela·Proposição 2.33 obtemos, então, que toda extensão 

algébrica f.r. de F(x) satisfaz a L.S.F .. 
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(3) ~ (4) Imediata. 

(4) ~ (1) Sejam K a extens~o finita f.r.~2 F(x) que 

satisfaz L.S.F., P urna ordem de K e (F,P n F) o fecho real 

-de (F,P n F). Pelo Lema 4.7 existem a E F e ~E P ~F tais 

que, para todo B E U(a,E) E TP n F , v
8 

se estende a urna valo 

rizaç~o real de K. 

- -
Suponhamos que F n~o é h.e. e seja y E F tal que 

F(y) possui mais que urna ordem. Ent~o pelo Lema 4.6, existe 

w a extens~o de 

possui mais que urna ordem. Consideremos 

a K. O corpo de resíduos K de w 
w 

e 

urna extens~o finita f.r. de F(81 ). Portanto, por 2.38, Kw po~ 

sui mais que urna ordem, e isso, por 2. 27, é urna contradiç~o,pois 

o grupo de valores G de w é isomorfo a ::;z. Logo, F é h.e.• 
w 

Observamos que pelo teorema, o principio de ''going up" 

vale para toda extensão algébrica de F(x). E o "going down",c~ 

mo era de se esperar, vale para extensões algébricas finitas. Se 

K e urna extensão infinita de F(x) é possivel que XK = YK sem 

que XF (x) = YF (x) . Basta considerar K corno sendo o fecho real 

relativo a uma ordem P de F(x) e F n~o hereditariamenteeu 

clideano. 

t inter0ssante, notar ainda, que se F 
~ 

e um corpo 

f. r. e K =F (x1 , ... , xn) é uma extens~o puramente transcendente 

de F, corno pelo rne~os duas indeterminadas independentes, ent~o 

pode ocorrer XK ~ YK ainda que F seja h.e .. Um exemplo dis­

so, e corpo R(x,y), conforme mostramos no Capítulo II. 
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§2 - PRINCÍPIOS DE ~ATUREZA LOCAL-GLOBAL EH F(x) 

Seja (K,P) uma extensão ordenada de um corpo F. Lem 

bramas que F é cofinal em K relativamente a P se, para to 

do a E K existe b E F tal que 
I a: < b. 

4.9- PROPOSIÇÃO: Sejam F um c.o~po h.e., (K,P) uma exten~ão 

6-i.n.Lta e oJc.denada de F (x) :tal que F não ê.. c.o 0-<.nat e_m K Jte-

la.:t-i.vamen:te a P,vF a valoJc.-i.zaç.ão :ceai de K a~~oc.iada ao anel 

A(F,P) e (K,T-) u c.omp.te:tamen:to d,:_ 
VF 

que i=l, ... ,n 

(K,T ) . 
VF 

:te a P ~e e ~omente ~e p ê.. {6Jc.ac.amen:te) i~o:t~c.5pic.a em K. 

DEMONSTRAÇÃO: Observamos que v F é trivial sobre F pois F C 

CA(F,P) '\.M(F,P). Logo vF e uma extensao de uma valorização 

real de F (x) trivial sobre F e, como [K:F(x)] < co K e 
I V 

F 
uma extensão finita de F. Assim, desde que F é h. e., Kv po~ 

F -
sui exatamente uma ordem P . Para todo a E K tal gue "F (a) =O 

-
temos, então, a E P ~ [a 1 E P. Logo p e indefinida r2lati-

vamente a P se e somente se p 

-
é indefinida em K ~0lativa 

v 

mente a P e, portanto, se e soment2 se P e indefinid~ em 

K- relativamente a P , uma vez oue 
VF 

e extensão imediata de Como K possui uma única or 
VF 

-dem, e portanto, -p é indefinida em (K- , P) se 
VF 
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-e somente se p e frac~~ente isotrõpica em K- , e rrais pre-
vF 

cisamente, se e somente p é isotrópica em K- pois 
VF 

pitagórico, uma vez que é euclideano. Mas, isso ocorre, 

e 

como 

é henseliano, se e somente se, p e (fracamente)isotr~ 

pica em K. • 

Com essa proposição obtemos, em 4.11, para extensões 

finitas de corpos de funções racionais em uma indeterminada, um 

princípio local-global, relativo à isotropia fraca, análogo ao 

de Hasse-Minkowski para isotropia. Na sua demonstração será usa 

do o seguinte lema: 

4.10 - LEMA: Sejam F um ~o~po, x um elemento t~an.6~endente 

.6ob~e F, K uma ex.ten.6ão 6o~ma.trnente ~e.a..t de F ~orn [K: F(x)l < oo 

-Se p e inde6inida ~e..tativarnente a qua.6e toda~ (i.6to 

-e., a rneno.6 de. um nume.~o 6inito) a.6 okden.6 P de K ~e.ta~ivoM 

quai.6 F não ê ~o6ina.t em K, então p ê .to~a.trne.nte i~ot~ôpi 

~a em K • 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que existe uma ordem P(<) 

que p e definida relativamente a P e seja (F ,P) o fecho real 

de (F,P n F). Podemos supor o < a 1 , ... , an. Então p se es-

tende a K'= K(!a]_, ... ,~). Seja P={n E n·; existem n 

ordens de K com F não cofinal em K e p definida em rela 

çao a elas}. Pelo Lema 8.7. existe uma valorização real v 0 de 

F(x), com ô E F, que se estende a uma valorização real de K'. 
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Por 2.24 e 2.25 existe uma ordem P' de K' compatível cem,,-,. 

Como F nao e cofinal em K relativamente a P' n K e a . .._ 
I 

E P' n K para todo l <i< n, pois a 1 , ... ,an sao quadrados 

em K' temos que l E P. Suponhamos que m E P. Então exis-

-tem ordens P1 ,P 2 , ... ,Pm tais que F nao e cofinal em K r e-

lativamente a P. (l < i < m) . J1. cada P. , com 1 < i < m cor 
l - l 

responde uma valorização real v a. 
~ 

de K . Sejam 

as raízes dos polinômios irredutíveis correspondentes às valori 

zaçoes v f ••• f v n ex Pelo Lema 4.7, podemos escolher S E F, 
n n 

com B t- ·r i para todo 1 < i _::_ s, tal que v B se estenda a uma 

valorização r2al v' de K'. Seja P' a ordem de K' compa-

tível com v'. J1. valorização v' e trivial sobre F e a or-

dem P' n K e diferente de P1 , ... ,Pn, pois A(F,P' n K)f. 

f. A(F,Pi). Além disso, a 1 , ... ,an sao quadrados em K'. Logo 

m + 1 E P. Assim P = N" , o que contraria a hipótese. E,porta~ 

to P é localmente isotrópica em K. • 

4 .11 - TEOREMA (Princípio de Hasse--Minkowski relativo a isotro-

pia fraca em F (x)): Se.jam F c~rl co!Lpo h.e., K 

6in.ita, 6o~Lmalmen.te !Leal de F(~) 

quad!L~tica Job!Le K. 

u.ma exten..õão 

Se p ~ ( SJLacamevtte) · JotJtÔpica em qu.a.óe todo.ó o.ó com 

pletamentoJ de K !Lelativo a tu~cfogia.ó in.tefLvalo-abefLto indu.-

K , evttão p ~ ~!Lacamen.te i6otfL~c.ica em K. 



120 

1 <i< n, v(F,P)(a.) ;to 
- - l 

;;ara 

apenas un número finito de ordens triviais sobre F , nela Pro-

. - 1 9 poslçao '~. , p é indefinida em K realtivamente a quase to-

das as ordens de K triviais sobre F . Assim, pelo Lema 4 .lO, p 

e t.i. em K e, como, pelo Teorema 4.8, K satisfaz a L.S.F., 

p ~ frucamente isotr6pica em K. • 

O Teorema 4.5 e o Teorema 4.11 nos levam a analisar , 

agora, a questão do v-invariante (conforme definido em 1.24) de 

F(x) (com F h.e.) e de suas extensões finitas que sejam for-

malmente reais. Com essa finalidade vamos considerar o ssguinte 

princípio: "H :Toda forma quadrática localmente n 

(= t.i.) de dimensão n e isotr6pica." 

Lembrando que definimos u(K) = máx{dim p, p e t.i. 

e anisotr6pica em F}, podemos observar que para um corpo K qual 
quer u (K) = min { n E N; K satisfaz H para todo m > n + 1}. 

m 

Se K não satisfaz H para nenhum n EN então u(K) = oo n 

Para mostrar resultados referentes ao 

a definição de formas quadráticas equivalentes: 

H 
n 

Vu.a6 

lembramos 

,)o'Lmcc6 qu.~ 

u.m co~po F ~~o di~a~ equ.ivalen~e6 h:: 'X.[6~c uma ma~~iz [nve~-

6Zvel A do ~ipo n x n, com coe6ici,;r,rru) e.m F ta.f'. qwz_ J 1(A X)= 

= p (X) 
o 

isto ~, 

onde X denota a ;t~an6po6ta dé<. lilaL'Liz ü.nha (X
1

, ••• ,Xn); 

o2 é obtida de p 1 por uma transformação linear nao 

singular das indeterminadas x1 , ... , Xn . Denotamos por 

essa equivalência. 

Alguns resultados elementares relativos a formas qua-
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-dráticas sobre um corpo F e dos c1uais uso sao: 

(i) Se f - g então f e i::Jtror)L::a se e somente g e 

isotrópica. 

(ii) e g = <b,, ••• fb > 
-'- n 

e f - g 

então 

(iii) Se F é f.r. então f - g = AP(f) = AP(g) para to 

do P E XF • 

(iv) <a1 , ... ,an> é isotrópica se~ somente se para todo 

b E F" a forma <b> 0 <a
1

, •.. ,an> é isotrópica. 

(v) p = <a1 f···fan> e dita hiperbÓlica se p- m<l,-1> 

para algum m E N. 

( . ) Se X. E F• 2 (1 < ~ < n) t- f < > Vl l _ ~ en ao as ormas a 1 , ... ,an 

-e <a1 x1 f•••fanxn> sao equivalentes. 

(vii) p = <a1 f•••fan> representa um elemento b E F se 

e somente se <a1 f···fanf-b> é isotrópica. 

(viii) Se <a1 f • •• f an> representa b E F· então existem 

I I E F a 2, ..• f an tais que 

Os dois primeiros resultados (4.12 e 4.13) sobre H 
n 

que apr~':3.::r..taremos mostram que se um corpo F satisfaz H2 en 

tão F é ?itagórico e satisfaz H3 . 

4.12 -PROPOSIÇÃO: Seja F um c.o!r.po. F .6aLi..66az 

mc.Hte_ ~e F ê pj_tagÔJr.ic.o. 
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com a. E F , uma forma qua­
l 

drática binária sobre F total indefinida. p e isotrópica se e 

somente se <a
1

> 0 <a1 ,a 2> - <l,a1 ,a2> é isotrópica. Assim bas 

ta considerar as formas do tipo <l,b> com b percorrendo os 

elementos totalmente negativos de F. Logo - b nercorre todas 

as somas de quadrados de elementos de F e como <l,b> e iso-

trópica se e somente se existem 

o resultado segue. • 

tais que 
2 = -bx 
2 

A proposição 4.13 estabelece que todo corpo pitagóri-

co satisfaz H
3 

• 

4.13- PROPOSIÇÃO: Se.ja.m F u.m c.o!Lpo pLta.gÕ!L..i..c.o e_ p uma. óoJt-

ma. qua.dJt~~.ic.a. JobJte. F de. d-ime.nJão ..:::_ 3. EVl.:tão, 0 ê -Üo.:tJtÕp..i..-

c.a. Je e Jomen.:te p ~ loc.a.lme.n.:te. ..i..6o.:tJtÕp..i..c.a.. 

DEMONSTRAÇÃO: ~ ~ imediato por 1.30. 

quer que seja P E XF 

Seja p = <a 1 ,a2 > com a 1 a 2 $ P, 

Então, -a a E n p = ;: F 
2 = F 

2 
1 2 PEX 

F 

sim, -t2
, isto e, t 2 a = -a (-) co:'.1 t: E F. 

2 l a 1 

qual-

e, as 

Lo-

go, <a
1

, - a
1 

( !
1 

) 2 > - <a
1

, -a
1

> e, ro:ctanto p e 

isotrópicz-,. 

Como <a,b,c> é isotrópica se e somente -::c abc <a,b,c> 

- <bc,ac,ab> - <ab,bc,ab,bc> é isotrópica, basta considerar as 

formas ternárias do tipo ~a,b,ab> Seja, ;Jois, ., = <a,b,ab> 

uma forma sobre F, localmen b:o isotrópica. Então, l,a,b,ab> é 
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localmente isotrópica e, portanto hiperbólica nos fechos reais 

Fp de (F,P) para todo P E XF ([L], Capítulo X , Corolãrio 

1.9). Assim, pelo Princípio Local Global de Pfister para cor-

pos pitagóricos ([L] Capítulo VII,Teorema 4.1), <l,a,b,ab>-

- <1,-1,1,-1> em F. Como <l> ffi <a,b,ab> - <l,a,b,ab> -

- <1,-1,1,-1> - <1> ffi <-1,1,1> pelo Teorema de cancelamen-

to de witt [L ] Capítulo I, Teorema 4. 2) , terros que <a,b,ab> -

- <-1,1,-l> em F. E, portanto, p é isotrópica em F. • 

A proposição 4.14, além de fornecer um resultado inte 

ressante por si só, serã usado na demonstração da Proposição 

4.16, a qual por sua vez sera Útil na demonstração do Teorema 

4.17 onde mostramos que se F é h.e., então, 

toda extensão finita f.r. de F(x). 

4.14 - PROPOSIÇÃO: Seja n 

H 
n 

-um numeno na~unal 

u(K) < 2, para 

~ai que 

DEMONSTRAÇÃO: Seja p = <-l,a,b,ab> urna forma quadrãtica so-

bre F e p 1 = <a,b,ab> 8 (n - 3) <-1> . Cowo 'l e t.i. e F 

satisfaz Hn , p 1 é isotrópica em F. Logo (n - J)p é isotró-

pica em e, portanto, p § fracamente isotr6~i~a. Assim, toda 

forma do tipo <l,a,b,-ab: é fracamente isotc~~lca e, pelo Teo 

rema 1. 3 :Z, XF = Y F. ~ 

Assumindo que F é pitagÓrico temos ;J 'lo Corolãrio 

1.33, a seguinte recíproca forte da Proposição 4.14:Se XF = YF 

en~ão F satLs6az Hn ;Jiuratodo n>2.Porém, se F nãoép.!. 
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tag6rico a reci~~~ca em geral e falsa. 

4-15 - EXE:·IPLO: Seja K = F ( (x)) onde F é f. r. O corpo 

(F( (x)) ,v), onde v é definida por 
00 

v ( L: 
i=rn 

i a.x ) =rn 
l 

se a 
m 

1- o, 

e um corpo henseliano com corpo de resíduos F e grupo de valo 

res ~. Logo, pelo Teorema 2. 45, XK = YK se e somente se F po~ 

sui urna única ordem. Suponhamos que F possui urna única ordem. 

Então, K satisfaz algum H 
n 

para n > 2 se e somente se F 

é euclideano. De fato: Se F é euclideano, então F e pitag~ 

rico e corno XK = YK, F satisfaz H para todo n > 2. Assuma 
n 

mos, agora, que K satisfaz H para algum n > 2 fixo e su-
n 

ponhamos que F na o e euclideano. Então, corno F possui urna 

Única ordem, F na o e pitag6rico. Seja w E L:F2 tal que 

w $ F2. Consideremos a forma p = (n - 2) <1> 8 <x> <1,-w> so-

-bre K. Corno v(x) = 1 e as formas (n - 2) <l> e <1-w> sao 

anisotr6picas em F, p é anisotr6pica em K ( [ .G J Capitulo VI -

Corolário 1. 9) . Corno dim p = n e p é t. i. chegamos a urna con-

tradição e portanto F i euclideano. Se escolhe~mos F = Q e 

K = Q((x)), ternos que XK = YK mas, -K nao s~~isfaz Hn para 

nenhum n > 2 , pois Q não é euclideano. 

4.16 - PROPOSIÇÃO: H =?H ~ 
2 3 

DEMONSTRAÇÃO: Pela Proposição 4.12, se F satisfu~ H2 então 

F e pitag6rico e assim pela Proposição 4.13, F satisfaz H3 . 
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Seja agora nEJN com n > 4 vamc3 nrc~ 1r que 

sente indefinida. Desde que, pela Proposição 4.14, 

é fracamente isotrÓ?ica. 

n+l 
2.: 

i=l 
a.w. 

1 1 
= o onde 2 w. E L: F 

1 

Podemos assumir que w1 = 1. 

Portanto, existe uma 

e w. 
1 

1- o para algum 

p 

l<i<n+l. 

P E X F , a 

forma <a1 , ... ,an> e t.i. e, portanto, isotrópica. Assim p e 

isotrópica e Hn ~ Hn+l" 

c'. ::·,:;nsao e n , ela é isotrópica. Então a forma 

com a~ E F para todo 4 < i < n+l. Assim, 
1 

/a 3 ' · · · : an + 1 > 

- <a1 ,a2 ,-a1 -w2 a 2 ,a4, ... ,a~> . Corno essa Última forma é t.i.,a 

forma n-dirnensional <a1 ,a2 , ... ,an> é t.i. e, portanto,por ser 

válido H , ela é isotrópica. Corno p contém urna sub-forma 
n 

n-dirnensional isotrópica p e isotrópica. E assim Hn ~ Hn+l" 

Para observar que H
3 
~ H

4
, consideremos o corpo f.r. 

F= m((t1 )) ((t2 )). Desde que F é pitagórico, F satisfaz H2 

e H 3 . Como XF 1- YF (Exemplo 2. 54) F não satisfaz Hn , qua_! 

quer que seja n > 4. As formas <l,t
1
,t

2
,-t

1
t

2
> e <n- 3><1> $ 

(para ~ado n > 4), por exemplo, são t.i. e ani 

sotrÓDicas em F. 

4.17- TEOREMA: S~ja uma e_ x.t en-6 ão f.r. de_ F(x) c.om 
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(1) F ~ heheditahiamente eucl[deano. 

(3) 

( 4) 

H 
n 

paha todo n > 3. 

Toda 60hma quadhâtica P = <a
1

, ••• ,a > cem n > 3 
E 

de6inida em qua~e toda~ a~ ohden~ de K ~~lativamen 

te a~ quai~ F não ~ co 6inal em K , ~ í__,s othÔ pica em 

K. 

DEMONSTRAÇÃO: (1) ~ (2) ~imediato, pelo Teorema 4.5 e o Teore 

ma 1.32. 

(3) <===> (4) 

( 3) => ( 1) 

( 1) => (3) 

brico de 

F (i)] 

~ imediato, pelo Lema 4.10. 

~ imediato, pelo Teorema 

Sejam F (i) I K (i) onde 

F (i) . 

KF 
K (i) ------K--- I 

I F 
F (i)---­

F__-

4. 5. 

.2 
l = -1 e F o fecho alg~ 

Como F é h.e. obtemos, nelo Teor-ema .1. l (2) , que 

e um número super-natural impar. Subst1tuindo F(i) 

por F(i) n K(i) se necessário, nodemos assumi.c "?(i) a1gebr!_ 
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-
camente fechado em K(i). Assim, ccrno (:l~r F(i) =O, K(i) e F 

- -
sâo linearmente disjuntos sobre Fli). ~oao 1 [ KF: F] ~ Impar. 

Desde que KF e um corpo de funções alc<~bricas em uma variável 

sobre um corpo algebricamente fechado t2mos, pelo Teorema 1.22, 

que u ( KF ) < 2 . E, pelo Teorema l. 2 3, concluliros que u ( K (i)) < 2. 

Mas então, toda forma quadrática p sobre K tal que dim p > 3 

e mp é hiperbólica para algum m é isotrópica em K (por [EL] 

(1973) Teorema 4.11(2) se p e um elemento de torção no anel 

de witt e dim p ~ 3 então p ~ isotrópica.). 

Seja p = <a,b,c> uma forma quadrática ternária so-

bre K totalmente indefinida. EntãQ. o0 = <a,b,abc> - <a> ® 

2 ® <l,ab,ac,a bc> e totalmente indefinidà. Mas então 

PÜ = <l,ab,ac,a
2

bc> ~ t.i. e portanto AP(p 0) = o qualquer 

que seja P E XK . L 2n ' ogo o0 é hiperbólica para algum n E N 

(ver [ P (1975) Teorema 10.15) e portanto p I o ~ isotrópica. 

Como p 0 = <l,ab> ® <l,ac> temos que o0 - <1,-1,1,-1> (ver 

[L] Capitulo X, Corolário 1.9). Assim, o0 - <a> ® <1,-1,1,-1> 

e pelo Teorema de Cancelamento de Witt, p - <a> ® <1,-1,1> ou 

p - -- o <l,-1,-1> . Assim, concluimos que p e isotrópica, 

isto e, K satisfaz H3 . 

Seja p uma forma quadrática sobre K tal que p e 

t.i. ~ cEm p = 4. Podemos assumir p = <l,a,b,c> Como XK = YK 

· t E F t 1 2n(<l,a> "" <l,b> ) - 2n ( <1,1> "" <l,c>) exls_c c a que o v 

para algum n E N (por [ P] (1975) Teorema 9.1 e [EL] (1972)TeQ 

rema 3.5(4)). Então, AP(<l,a> ® <l,a>) = AP(<l,l> ® <l,c> ) p~ 

ra todo P EYK. Assim as formas s1 = <1,-ab,c> e s2 = <a,b,c> 
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sao t.i. e portanto e s2 - <l,-l,x 2 --

x
1

,x
2 

E K. Como <l,a,b,-ab> @ ~1,-1> - <l,a,b,-ab> ffi (c,-c> 

- <1,-ab,c> ffi <a,b,c> - <l,-l,x
1

> ffi <l,-l,x
2
>= 2 <1,-1> -B :x

1
,x

2
>, 

concluímos, pelo Teorema de Cancelamento de Witt, que <l,a,b,-ab> -

<l,a,b,-ab> é isotrópica e a forma 

<l,a,b> representa ab em K. Assim,como <l,a,b> - <ab,x,y> 

com x,y E F e 
• 2 

xy E F , <l,a,b,c>- <ab,x,y,c>- <ab,x,x,c>. 

Mas então, <ab,x,c> é t.i. e, pelo que jâ mostramos isotrópi-

ca. Consequentemente <ab,x,y,c> e, ~ortanto, <l,a,b,c> éiso 

trópica. Logo, 

ra todo n > 4 . :1 

K satisfaz H4 e, pela Proposição 4. Hi, rr p~ n 
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