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INTRODUGAO

Determinar condi¢oes que assegurem a isotropia de for
mas quadraticas &, emgeral, um problema nao muito facil. Relacio
nado com essa questao surge, de modo natural, em corpros formalmen
te reais um outro aspecto: a isotropia fraca de formas quadrati-
cas. Se p & uma forma quadratica sobre um corpo F pode-se per-
guntar se existe um nimero natural m tal gque mpo seja isotropi
ca. Conforme exista ou n3ao tal m,p & dita fracamente isotrOpi-
ca ou fortemente anisotrdpica. A nogao de isotropia fraca de for-
mas quadraticas foi introduzida por Prestel ([ P]71373)e [2] (1975)).
Mais tarde foi estendida por Becker a formas de grau 2n. O presen
te trabalho trata desse tipo de isotropia. A maioria dos resulta-
dos apresentados sao baseados nos trabalhos de Prestel.

No Capitulo I sao caracterizados os corpos formalmente
reais nos quais uma forma quadratica é fracamente isotrdpica se e so
mente se ela & isotropica em todos os fechos reais. Trata-se de uma
propriedade de natureza "local-global" denominada Lei de Sylves-
ter Fraca e denotada por L.S.F.. A caracterizacao éobtida(Teorema
1.32)através do estudo das formas quadraticas em conexao comuma ge
neralizagao de cones positivos e ordens de um corpo: 0s g-cones e as
g-ordens. O capitulo inclui noc¢oOes e resultados basicos dateoria
de Artin-Schreier sobre corpos formalmente reais que sao usados
com certa regularidade. Um estudo e demonstragoes mais detalhadas
sobre corpos formalmente reais podem ser encontrados em [P ](1975),
[T]ou [R].

A classe dos corpos que satisfazem a L.S.F. & exata-
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mente a classe dos corpos nos quais tnda g-ordem & uma ordem e
coincide portanto (conforme [P ] (1973) Teorema 9.1) com a clas
se dos corpos cujo espago das ordens satisfaz a "Propriedade de
Aproximagao Forte" ("Strong Approximation Property").

No Capitulo II os corpos que satisfazem a L.S.F. sao
caracterizados atfavés de suas valorizacdes reais (valorizacdes
com corpo de residuos formalmente real). Os principais resulta-
dos sao: o Teorema 2.24 que mostra um processo de construcao de
uma g-ordem do corpo a partir de uma g-ordem no corpo de resi-
duos; o Teorema 2.27 que da a caracterizagao citada; e o Teore-
ma 2.33 sobre a Hereditariedade da L.S.F.(que & uma contribui-
cdo original do trabalho). Os dois primeiros sao resultados de
Prestel e o terceiro surge ao analisar o "going up" e o ‘"going
down" da L.S.F.. No §2 desse capitulo o resultado mais importan
te € o Teorema 2.45 que caracteriza os corpos henselianos com
aproximacao forte. No §3 sdao apresentados exemplos de corpos que
satisfazem a L.S.F. e com g-ordem proOpria.

De maneira semelhante ao classico Principio Local Glo
bal de Hasse-Minkowski que permite reduzir a questao da isotro-
pia a respectiva questao nos completamentos relativos as topolo
gias induzidas por valorizagdes, os Teoremas 3.2 e 3.8 do capi-
tulc ITI mostram que a isotropia fraca de uma forma quadratica
pode ser analisada estudando a correspondente questao nos com-
pletamentos relativos & valorizacgoes reais e ordens arquimedia-
nas ou a correspondente questao nas henselizacgoes relativas as

valorizagoes reais e nos fechos reais relativos as ordens arqui-
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medianas. Sao teoremas devidos a Prestel. O Teorema 3.8 também
foi provado independentemente por Brocker ([Br]).

Finalmente,no Capitulo IV & analisada a isotropia fra
ca em corpos de funcoes algébricas.

E sabido que a questdao da isotropia de formas quadra-
ticas pode ser analisada estudando o anel de Witt do corpo. Al-
gumas vezes sao feitas referencias a esse anel. A teoria a res-
peito pode ser encontrada em [L] , assim como toda a teoria so-
bre formas quadraticas da qual & feito uso e sobre a qual sao in-
troduzidas apenas nogoes essenciais.

Deve-se salientar que todos os corpos considerados pos
suem caracteristica diferente de 2. E que, como pelo Teore-
ma 1.27 o estudo de isotropia fraca so faz sentido em corpos for
malmente reais, estd se supondo, nos teoremas referentes a essa

nogao, gue os corpos sao formalmente reais.



CAPITULO I

LETI DE SYLVESTER FRACA

O primeiro paragrafo desse capltulo apresenta nogoes
e resultados basicos da teoria de Artin-Schreier sobre cCorpos
formalmente reais; no §2 & introduzido o conceito de g-ordens ;
no §3 & introduzido o conceito de isotropia fraca de formas
"quadraticas e, por ultimo, no §4 & estabelecida a conexao de

g-ordens com formas quadraticas.

§1 - CORPOS FORMALMENTE REAIS

Seja F um corpo. Uma ordem de F & um subconjunto

P CF que satisfaz:
(L.1) i) P+P CP ii) p.P CP iii) PpU-~-FP =F iv) -1 $ P.
Toda ordem satisfaz, alem disso, P N -P= {0].

Os elementos de P - {0} sdo chamados elementos pos: ¢

vos de F e P & chamado cone positivo de F,

Uma ordem P define em F wuma relacao binaria < da

da por:

a <b**b-a€P
e que satisfaz:

(1.2) (i) < éuma relacao de ordem total em F, isto &,para quais

quer a,b,c € F vale:
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4) a <b ou b < a
(ii) a < b = a+c < b+c, para todo a,b,c €F.

(iii) 0 < a, O f.b = 0 i_ab, para todo a,be& F.

Reciprocamente, uma relagao binaria < que satisfaz as
condigbes de (1.2) determina em F o conjunto P={x€ F; x >0}
que satisfaz as condigoes de (1.1). Nesse caso, P & chamado

cuie posdtive de <.

Desde que a correspondéncia citada & biunivoca as or-

dens de F sao denotadas indistintamente por < ou P.

Um corpo com uma ordem € um coapo ondenado. Em geral,
um corpo F pode admitir diferentes ordens. Indicaremos por
(F,P) ou (F,<) o corpo F com a sua estrutura de corpo orde-

nado induzida pela ordem P ou <.

Denotaremos por ZFZ o conjunto dos elementos de F que

sao somas de quadrados, isto e, ZFZ = {xi+...+xi;>%‘€ F}.

5 _
Se -1 € IF” entao ZFZ = F, pois, para todo a €F

temos a = (éfglﬁz ~ (a'EJ')Z. Corpos nos quais -1 nao & soma

de quadrados sao chamados f{oamalmente heals.

No Teorema 1.4 mostraremos que OS cCoOrpos formalmente

reals sao exatamente ©s corpos ordenaveis, isto &, os oorpos para



0s quais o conjunto dos cones positivos nao & vazio. Para isso,
vamos estabelecer, na linguagem de ccnes, o conceito de pre-or-

demn.

1.3 - DEFINIGCAO: Seja F um corpo. Uma pi2-cadem (ou pre-cone
positivo) de F & um conjunto P C F tal que:

P+PCP P.PCP rlc p -1 € P.

E imediato que: 1) ZFZ C P para todo pré-cone positi-

-

"vo P de F; ii) ZFZ é fechado aditivamente e 1iii) zFZ e um

subgrupo multiplicativo de F.

1.4 - TEOREMA: Sefa F um coipo. F ¢ c:denaved se e somente se

F e formalmente neal.

DEMONSTRACAO: Se P & uma ordem de 7 entao F = P U-P impli
ca que F2 CPe, com 1 €P e PN-P =1{0}, temos que —l$?F2.

Reciprocamente, se considerarmos que -1 & ZF2 entao o
conjunto ZF2 @ uma pré-ordem de F. Pelo Lema de Zorn, O conjun

- 2 .
to das pre-ordens de F que estendem IF  possui um elemento

maximal P. Suponhamos que PU-P # F e seja a € F\(PU-P). En

tao, P+ Pa & uma pré-ordem de F tal gque P ; P + Pa, cortra-
riando a maximalidads de ©P. Logo, P U -P = F e P & uma crdem
de F. ®

Usando raciocinio semelhante & demonstragdao do Teorena
1.4 mostra-se que os elementos totalmente positivos de F (= wnnsi

tivos em todas as ordens) sao as somas de guadrados de F, isto



- 2 . :
e, F" =NP, onde P percorr: o conjunto de todos os cones de

F.

1.5 - TEOREMA (Artin-Schreier): Seja F um corpo ¢ a €F. En-

tao, a € F e totalmente positive se e somente se a EZFz.
DEMONSTRAGCAO: Como ZFZ C P para todo cone positivo P, basta
mostrar que se a ENnp entao a €z F2. Se a 4

~ 2 . -
¢ ZF2 entao ZF2 -a IF e uma pre-ordem de F e, portanto, se
estende a uma ordem PO de F. Como =—-a € PO e POF‘_PO:

= {0}, temos uma contradigéo com a escolha de a. =

Utilizando esse resultado caracteriza-se facilmente

corpos com uma uUnica ordem.

1.6 - PROPOSICAQ: Sefa F um coapo. ZFZ e uma ordem de F 10 ¢

somente se F  possul uma andica onrdem.

—

DEMONSTRACAO: Seja P a Gnica ordem de F. Se existe x € P

tal que x & £F?  temos -x € ZFZ C P, o que & uma contradicgao.

Logo P = ZFZ.

Reciprocamente, se x & ZFZ e -x € ZF2 existem ordans

. _ g - P
P, e P, de F tais que x € P, e x € P,. Mas, entao, -x € P,

e X EP isto &, Pl # P,, O que & uma contradicao. ®

2’
Exemplos de corpos com uma Unica ordem sao: o corpo R
dos nimeros reais e o corpo Q dos nimeros racionais. A Unica

ordem de R.é'iRz € a Gnica ordem de Q e ZQZ =IR2 n Q.



O seguinte teorema estabelece mais caracterizagoes de

corpos formalmente reais, facilmente demonstraveis.

1.7 - TEOREMA: Seja F um coapo sSac 2quivalentes:

(i) F e ondenave?
. . 2
(ii) -1 ¢ 3F

n

(iii) = a? =0 =a, =0 para todo 1 < i < n.
i=1 * . -

(iv) F # ZF2

Por (iii) a caracteristica de um corpo formalmente real
& zero. Assim, se F & um corpo formalmente real entao, o cor-
po dos numeros racionais & canonicamente isomorfo a um subcorpo

de F e podemos considerar Q C F.

Dado um corpo ordenadc (F,P) e uma extensao F, de F

1
uma questdao importante & saber se existe em F, wuma ordem P,
tal que P; NF = P. Se isso ocorre, entao dizemos que P po-
de sen estendida a F e que P, estende P .(Fl,Pl) e chamada

extensao orndenada de (F,P).

Um corpo F com uma ordem P & chamado ordenado max4
maf se para toda extensao ordenada {Fl,Pl) de (F,P), F e alge-

bricamente fechado em Fl'

Na teoria dos corpos ordenados os corpos ordenados ma-
ximais sdo particularmente interessantes. Na Proposigao a se-

guir, damos suas possiveis caracterizagoes:

1.8 - PROPOSICAO: Sejfa (F,P) um ccape videnado. Sao equivalentes:



1) (F,P) @& ordenado maximal.
2 . A, . .
2) P =F e todo polinomio de gtau Lmparn com colilcdlentes
em F  pussud nadz em F.

3) F(/~T) e afgebricamente feci.ado.

DEMONSTRACAO :
1) = 2) Seja f € F[x] um polindmio de grau impar ou £ =
S -a com a € P. Seja b uma raiz de f. Contrdi-se de ma-

neira natural uma ordem P' de F(b) gque estende P. Logo F (b)=F.

2) = 3) Com o auxilio da teoria de Galois demonstra-se que Os
Gnicos polindmios irredutiveis com coeficientssem F de graumaior ciie 1 sdo
, 2 2 L.
do tipo ax” +bx+c com b" -4ac € P.Todos esses polindérios pos

suem suas raizesem F (V-1). Logo F(V-1) & algebricamente rfechado.

3) = 1) £ imediato. ®

Outra nogao importante da teoria de Artin-Schreier € a
nocao de corpo real fechado e a de fecho real. £ a idéia anilo-

ga a de corpo ‘algebricamente fechado e de fecho algébrico.

Um corpo se diz #eal fechadc se e formalmente rcal mas

nao possui extensao algébrica prdpria que seja formalmente real.

Se P for uma ordem de um ccrpo real fechado F e a €
, entdo P se estende a F(ya). Mas entdao, F(/a) = F, pois,

2

e p’
F(/a) & uma extensdo algébrica de F. Assim, a € F* e F2 & a unica

ordem de F. Do mesmo modo, por 1.8(2), se (F,P) & ordenado ma-

ximal entao, F possui uma Unica ordem.

1.9 - PROPOSICAO: Seja F um corpo 4ormalmente weal. F ¢ wral



fechado se e somente se F ¢ oadenade mas ma. .

DEMONSTRACAO: ( = ) £ imediato
( ) Desde que F possui uma unica ordem 2, toda ordem Pl
de qualquer extensao Fl de F, formalmente real, estende a or

dem P de F e, portanto, se Fy é extensao algébrica de F ,

entaO Fl = p,6 2

Para todo corpo R real fechado vale o seguinte:

(1.10) i) Se f € R[x] entao f se decompoe em fatores irre-

2
dutiveis do tipo x =-a ou _(x-a)“-+b2 para a,b € R.

ii) Se f € R{x] e existem a,b € R tais que a < b e

f(a) < 0 < £(b) entao existe ¢ € R tal que a<c«< b

e f(c) =0.

s n n-1 ~

iii) se £ = x +a ;X “+...+a; € R[x] entao, para  todo
@ € R tal que f(a) =0, |a|< p=mix {l,laof+“:#an_ﬂ}

iv) Se F & um subcorpo de R entao o fecho algébrico de
F =2m R & um corpo real fechado.
v) [R/R?|= 2.
A todo corpo ordenado (F,P) pode ser associada uma
extensido R com as propriedades:
(1.11) i) R & uma extensao algébrica de F.

ii) R & um corpo real fechado cuja unica ordem estende P.

A existéncia de um corpo R com as propriedades de

(1.11) é garantida pela aplicacao do Lema de Zorn e a unicidade,



a menos de F-isomorfismos, pcde ser demonstrada utilizando o
teorema de zeros de Sturm que da os zeros de uma fungao polino-
mial em um intervalo de R com base na observagao da troca de

sinais de uma familia de polindmios.

Devido a unicidade, salvo F-isomorfismos, O CcOrpo R
com as propriedades i) e ii) de (1.11) & chamado ¢ jecho “4real

de (F,P).

1.12 - TEOREMA: Todo coapo oadeaade (F,P) possudl, a wmencs de

F-{somongismes, um andco feche ral.

§2 - g-ORDENS

O conceito de g-ordem & uma generalizagao do conceito

de ordem.

1.13 - DEFINICAO: Seja F um corpo. Uma g-ordem de F & um

subconjunto P C F tal que:

i) P+P C P ii) FPC P =1 € P  iii) PN-P =(0}

iv) PU-P = F.

Se P & uma g-ordem de F diremos que (F,P) eum coi

-

po g-ordenade e P & um g-cone de F.

De maneira analoga ao gque ocorre com as ordens de um
corpo F, uma g~-ordem P de F define em F uma relacdao bina-

ria < dada por:



que satisfaz

1) < & uma relacao de ordem total em F.

2) a<b = a+c<b+c, para quaisquer a,b,c € F.

3) 0 <ca = 0« ab2 , para quaisquer a,b € F.

Reciprocamente, uma relag¢ao binaria que satisfaz as
condigdes 1), 2) e 3) determina em F o oconjunto P={x € F;0 < x}
que satisfaz as condicoes i) a iv). Nesse caso P e chamado

g-cone de < .

Desde gue essa correspondéncia, assim como nas ordens,

€ biunivoca, podemos nos referir indistintamente a < e P coO

mo g-ordens de F e a (F,P) e (F,<) como conpo g-ocrdenado.

Substituindo 3) por (0 <a e 0 < b= 0 < ab a rela-
cao < passa a ser uma ordem de F. Do mesmo modco, se em ii)

tivermos P . PC P entao P & um cone positivo de F.

E facil perceber que todo g-cone contém IFS e que to
da ordem & um g-ordem.
Uma g-ordem que ndo & ordem & dita g-oxaden propiada.

Exemplos de corpos que possuem g-ordens proprias sao

Q(x) e R(x,y), conforme ficara claro no Capitulo II.

Na proposig¢ao 1.14 demonstraremos propriedades sobre
g-ordens que sdao usadas com frequéncia e que tornam claras as semelhan

gas e diferengas entre ordens e g-ordens. Serao utilizados 0s
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7

. - . 2 . L el
fatos ja mencionados de que 75F~ e aditivamente fechado ¢ “F~ -

- {0} & um subgrupo multiplicativo de F".

1.14 - PROPOSICAO: Seja < uma ga-ordem de um corpo F.Enfac, pa

ra quaisquer x,y € F vale:

i)O<x=>O<—l—
X

;. 2
ii) 0 < x <y = yx~ < xy

iii) 0 < x <y =>— <-—l——-
¥ X
iv)O<x<y,x€ZF2$x2<y2
v)O<x<y,y€}jF2=>x2<y2
vivy 0 < x < 1 =>x2<x
vii) 1 <y =y < y2
DEMONSTRACAO :
i) 0 < x :0<x(_i_)2:._l_
X X
ii) 0 < x<y=20<x e 0<y-x=0 < TR SN
Yy —X X
= O<———L—— yz=xyz—x2y=>x2y<xy2
1 . L1
y-X X
. L. 2 2 . .
iii) De ii) temos 0 «<-xy +Xy , O que implica em
2 2y _ 1 _ 1 1 1
0 < (xy*—xy)—x Y.Logo —y<——x.

(xy)
2
iv) 0 <« x <y = yx2<xy2=>0<xy2—yx2=>0<(xy2—yx))]—;-
2 2 2
= y =-yXx =yx <y . Da mesma forma x <y = x~ < Xy.
Logo x2 < y2.

v) A prova e analoga a 1iv).
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vi) Basta fazer vy l em (ii).

i
i

vii) Basta fazer x lem (ii). ®

y

Convam notar que:

1) Numa g-ordem < se 0 <a e 0 < b nao necessaria-
g <y <

mente 0 < ab.

2) Uma g-ordem & uma ordem se e somente se 0 < a < b =
= a2 < b2.

3) De vi) e vii) e usando demonstracao por indugao ob-
tem-se:

0 <cx <1l <«<y=0 < xn+l < X7 <1 < ym < y:*l

para quaisquer x,y € F e m,n € N - {0}.

4) Se P & uma g-ordem de F e [x| & definido por |x|=x

quando x € P e |x| = -x quando x €-P entdo, lab|=|lal|b}},
mas nao podemos afirmar que lab|= |allb]. se 2 € ZFZ entao,
lab] = albl

As ordens sao classificadas em arquimedianas e nao ar-
quimedianas. Uma ordem < @ chamada arquimediana se para todo
a >0 existe n €N tal que n > a.

Conforme o teorema de Ostrowski ([E] T¢ -cma 2.10) sa-
bemos que, se F tem ordem arquimediana entao, »xiste um 1iso-
morfismo ordenado de F em R. Definindo, de mansira analoga,
g-ordem arquimediana, constataremos, pela Proposicao 1.16 que

para g-ordens vale um teorema andlogo ao mencionadoc.
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[,
<

5 DEFINICAO: lma qg-ordem < ¢ arquimediana $v :°u o

et
bt
)
|

m
nj

ex{ste n €EN taf gue a < n.
1.16 - PROPOSIGAO: Tcda g-cadem arquimediana < de wncospe F o i ~don.,

DEMONSTRACAO: Sejam a,b € F com 0 < a < b. Entdo, 0 < 2a

pois 2 € ZFZ. Por 1.14(i), 0 < (2a)—l. Como <« e arguimadiana,
-1 1

existe n €N tal que (2a) < n. Por 1.14(iii), 0 =« - < 2a.

Seja m € N o menor numero natural tal que m > n(b -a).Zntao,

m < n(b+a) pois, se ocorresse o contrario teriamos n(b +a)

- n(b-a) = 2an < 1 e, como n_le ZFZ, 2a < —%—. De (b - a)c«

< ~ :n(b + a) temos entao, novamente porqgue n_le Ty, que

b - a < < b+ a. Por 1.14 (iv) e (v), 0 <« (b - a) "<«(

o’

< (b + a)?, pois L €0 implica que -2~ € ;F®. Logo 0 <4ab,
ou seja, 0 < ab, pois —%—GEZFZ. =

Assim, sb ha interesse em estudar g-ordens nao arquime

dianas.

Com a Proposigao 1.16 & facil constatar que um  corpo
de numeros nao possui g-ordens proOprias.

De fato:

Seja F um corpo de nimeros algébricos. Basta mostrar
que toda g-ordem de F = arquimediana. Sejam a € F,< uma g-

ordem de F e 1 < a. Ent3o, pela Proposigcao 1.14 (vii), 1 <ac<

>
< a . Multiplicando por a2 temos a2 < a3 < a4. Continuando,
. ca m
sucessivamente, a multiplicar por a2 obtemos 1 <a <a2<.u <a <
m+1 . . 1
a .+«.. Assim gqualgquur gue seja m € N, a1 1. Como a

a
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& algébrico sobre (@, existem r _qr--+r Ty €02  tais que 2l o
r r
n-1 . n-2 0
+ +...+ = . N = - {1 —_— +., ..
ro-12 I, 0 las entao, a (rn_l+ 2 + + an"l)
n-1 1 n-1
0O v Ry
e a < mEO Irn—l-m - R | < mEO |r | €2 e, portanto, existe

k €N tal que a < k. Logo, a g-ordem - & arquimediana.
Analogamente a pré-cone define-se pré-g-cone:

1.17 - DEFINICAO: Um conjunto P CF & um pi1e¢-g-cone se satis-
faz:

1) p+P CP

2)F2.PCP
3) PN -p = {0}
Convém notar que na Definigao 1.17 nada & afirmado a

respeito da unidade "1" de F.

Na Proposigao 1.19 provaremos que dado um  pré-g-cone
P existe um g-cone P' tal que P CP' ou -P C P', Com esse
objetivo enunciamos o seguinte lema que também sera Util no §4

desse Capitulo.

1.18 - LEMA: Sejfam F um coapo formalmente teal, P um pre-g-co

ne de F e x €F tal gue x & P. Ex{$Td a1 pri-g-cone P' dv

F fal que P C P' ¢ -x = P'.

PROVA: Seja P' = P - x IF™ . P' satisfaz 1) e 2) de 1.17.Fal-

ta, entao, mostrar que P'N -P' = {0}. Se < € P'N -P entao y=

=p-Xs e y = —(pl - xsl) para p,py € P e s,sl<EZF2. hg-—



= =i, =8 ! S +s5.1=, e &

1 1 i Sy
tag x (p + plﬁfa Fusy Tt = - uma contradicac: Log
+ 5, = iﬁhseméh,p+ulra Ty % Yy p=-p; = P M ==F =
=, B = =0.Com F & formalmerits « gor 1.7 [iE%); s=8, =0 3
¥ =0 & P' 8 um pré-g-cone coml P P’ € -x €. ™
[.19 - PROPOSICAC: Sejam F uw cozpe jfoimalmente read ¢ Pﬂ it
ie-g-cone de P, Exdiste um coufuniec P CF tal que By C P @

cu-P @ wm g-cone de F.

OEMONSTRACEOD: Pelo- Lema de Zorn, o conjunto dos pré-g-cones tais

fid Pﬁ C P possui elemento maximal. Seja P esse pré- g-cone

maximal. Se x € P, pelo Lema anterior,existeumpré-g-cone P' tal gue
P CP' e =-%x E€P', Pela maximalidade de P temos,entao,-x € P.

Portanto, PU-P =F e P ou =P & um g-cone, ®

1.20 - COROLARIO: Sefa F um coipe formafmente real, EFE = NP

ciude P percorre o eonjunto dos g-cones de F.

NEMONSTRAGCAO: Seja a € NP. Suponhamos que a & EFE. Entdo, co
i 5p & um pré—g-cone, pelolema 1.18 e Proposigao 1.19, existeun g—cone P
-al que IF2 CP € -a€P. Como PN=P= {0},temos que a € &
antrariando a escolha de a. Por outro lado, para todg g-cons

2 ' -
de- F, IF C P, isto &, EFECrﬁP. u

’1 - COROLARIO: Seja F um coipo. F e formalmente real se e

wente e F oadmite uma g-ondem.

TMIONSTRACAO: ( =) Desde gque toda ordem & uma g-ordem, se F &
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_ormalmente real zntac F admite uma g-ordem.

( =) Suponhamos que F nao e formalmente real. Entao -1€

2 .
€ F~ =NP onde P percorre o conjunto dos g-cones de F.Mas,

entao, 1 € P e -1 &€ P para todo g-cone P e, portanto, 1 €

€ pN-p = {0}, o que & uma contradicdo. 3

§3 - ISOTROPIA FRACA DE FORMAS QUADRATICAS

Seja F um corpo de caracteristica diferente de 2.
Uma foiama quadratica p sobre F, de dimensdao n, & um

volindmio de n  variiveis com coeficientes =m F, homogéneo e

fa;

de grau 2, isto é:

5..X.X. onde b,. € F, X. e X. sao inde-
l<i,j<n¢jlj 13 1 J

terminadas sobre F.

O estudo das formas quadraticas sobre um corpo pode ser
n
reduzido as formas quadraticas do tipo Q(Xl,...,Xn)== ) aixi
i=1

com ai # 0. Para estas, usaremos a notagio 0= <al,...,an> .

A soma ortogonal de duas formas quadraticas p=<ayse..,a>

e 0y 7 <bl,...,bm:> que representamos por p @ P1 corresponde
42 forma <a,,;...,a ;Dy,...,b > de dim> »nzao n + m.
1 n’ 7L m
Se m e um numero natural, representamos a forma
o & ... ®p (m vezes) por mp.

O produto tenscadlal das formas » e p; indicado por

P&

corresponde a forma <a.b.,,...,2.b ,...,2a b.,...,a b >
= 171" it m! “n 1’ "“n"m

o1
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de diroasz. ~n.

Um los principals problemas na cteoria de formas
ticas & saber quando existe em F uma solucao ndo triviar
~ = 2 ¢ p s - ~ -
equagao i aixi = 0. Se existir uma solucao nao trivial =z

i=1

quadratica <a reeesa > & dita {sotrhopica em F. Se a

1
solugao da equagao for a trivial a forma <ayre..sa > é

andisctriopica em F.

O estudo da isotropia em alguns corpos & bastante
ples. Por exemplo, nos corpos finitos toda forma quadrati~ .
tal que dimp > 3 & isotropica. Mais geralmente, confor:
resultado devido a Kneser, dado um corpo 7, nao formalme:
se ]F'/F2| < ®» entdo toda forma guadritica p com dimf
que Iﬁ/le & isotrodpica.

A existéncia dessa cota justifica gque se defina

um corpo F uma cota chamada u-{invardiante:

u(F) = max {dim p;p ¢ uma forma quadratica scbre F

sotrnopica em Fl,

Entao, para todo corpo F nao formalmente real U
< IF/FZI. E imediato, que se F & quadraticamente fechado

tao u(F) =1 e reciprocamente.

Dois resultados importantes sobrz u(F), que serao
dos mais adiante nesse trabalho, e cujas demonstragdes roge
nosso objetivo, sao dados em 1.22 e 1.23.

Pelo primeiro concluimos que mesmo rara COrpos com

para

D
w3
!

nsa-

Z‘A: \A')
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numero infinito de classes quadraticas & poss 2l izr u(F)< =.
1.22 - TEOREMA (Tsen-Lang): Se F & um corpo cor :au de trans

-~ . . . ~ n
cendencia n sobre um corpo algebricamente fechad z2ntao ul(F)=2.

-

1.23 - TEOREMA (Springer): Se K & uma extensdao alyg>2brica de F

de grau impar entao u(F) < u(K).

Os fatos mencionados sao relativos a formas quadraticas
sobre corpos nao formalmente reais e referéncias sobre eles po-

dem ser encontradas em [L] Capitulo VII.

Em corpos formalmente reais a situacao se modifica devi

do a existéncia de ordens.

Seja (F,P) um corpo ordenado e a;,...,a_ € P. E facil
perceber que a forma p = <ajs...,a> @ anisotrdpica em F.E mais,
mp também & anisotrdpica para todo m € N, pois, desde que F
e formalmente, a., € P implica que X a.xl = 0 se e somente

i .

i=1

Xi = 0 para todo i = 1,...,n. Do mesmo modo m < 1> e anisotro-
pica, para todo m € N. Logo, nao existe, para corpos formalmen-
te reais, um m € N tal que toda forma quadridtica de dimensao

maior que m seja isotrdpica.

Contudn, pelo Principio de Hasse-Minkowski, num Ccorpo

de numeros algébricos uma forma quadratica p = <ay,...,a_ > com

n >5 e totalmente indefinida (isto &, tal que existam ie 3j,
com 1 < i # 3 < n para os quais aza, é negativo) & isotropi-
ca.

A hipotese dim p > 5 @& essencial pois,a forma p = <-3,1>,
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v

R
)
3

anisotropica

1
H.
®

por exemplo, e totalmente indefinid:

Q.

Essa situac¢do, que ocorre nos corpos de numeros algé-

bricos, sugere que se defina, de maneira geral, um u-invariante
(tambem chamado, na literatura, de nUmeroc de Hasse) do seguinte

modo:
(1.24) u(F) = max {dim p; p e t.i. ¢ andisctropica em F}.

Observa-se, facilmente, gue nara corpos nao formalmen-
te reais essa definicao coincide ccm 2 anterior e que uir) =4
para todo corpo de nimeros algébrico:.

0 exemplo acima mostra, tam: .1, um cutro aspeccc 10
problema de isotropia de formas quadriticas. Embora n= <-3,1>
seja anisotrdpica, 3p =p ® p @ p & isotrdpica.Exemplos seme
lhantes a esse sao frequentes (no conjunto dos numeros racio-
nais existem muitos) e nao ocorrem sO em corpos de nimeros algé

bricos e em corpos F tais que u(f) < o,

EXEMPLO: Sejfa ¢ ccipo Q(x) das 4funcoes racdonads scbee o aa

indeteaminada x . E1 0O(x), a foame -~ = <l,x,=-2x> 2 ¢ .7 220

te indefinida, anisoinopica ¢ 2p e (sctrepica.

De fato:

i) p & totalmente indefinida pois o produto x(-2x) -~ :2ga

-~

tivo em todas as ordens de O{x).

ii) Suponhamos gue p seja isotropica. Entdao existem em

f £ £
2 .
Q(x), 1 7 ’ > , com a, #0 para 1 = 1,z.3
91 92 93 .
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£,
£; # 0 para alcum 1:1 < i < 3), tais que X ( g; YT+
o - 1
£y 2 f3 2 1 2 2
+( )< - 2x( )T = 35 |x(f,9,95) "+ (£,9,95) -
9, 95 ( ) 1°273 2°1
919293
- 2x(£,9,9,)° = 0. as entdo, x(f )24 (£.9.9.1° -
x(f39,9, = 0. lMas entao, x(£;9,9, 59193)
_ 2 . oy _ ,
2x(f3glgz) = 0. Sejam flg2g3 = fl, f2g1g3 = f2 e
2 2 2 2
— ' m . ' [ - t = 1
f3glg2 = f3. Temos : x(fl) + (ﬁz) 2x(f3) f2 +
l2 |2 — 3 ‘2—'?'&:'2—
+ x(fl - 2f3 ) = 0. Se B(fi) # a(fé)enuxna(fl __3)—
- ' =g | ] — 1 — nrﬁ'”
2 max {B(fl), 8(L3)}. se 9(f]) = 3(£3) = n, art3o
12 2y . 2 . 2 “
a(fl 2f3 ) = 2n, pois, se B(f1 2f3 ) < 2n e
. n n-1 v n -
£1 = a x +a ;X t...ta, e f3 = b X'+...+b,y com ag,
. 2 2 _ %h |2
€ - = i — i
bi Q entao, ap an 0, isto e, ( 5 ) 2 som
n
an'bn € Q, o que & uma contradicgdo. Assim, a(fi2 - 2:%2)
& par e £!% - 2£'%2 = 0 implica que f£! = f! =0.Lo-
1 3 1 3 )
go a[x(fi2 - Zféz)] é impar e,como a(féz) é par, f;2+
+ x(£1% - 2£:%) = 0 implica que f!=f£!=f! = 0.Mc5 en
1 3 2 1 3 T T
tao, £, =f,=£f3; =0, contrariando a suposigdo ini::
Portanto, p & anisotropica.
iii) A sextupla (2,0,1,0,0,1) & solugdo ndo trivial = =@

2p =0, ®

No Capitulo II ficara claro que u(Q(x)) =w=.

1.25 - DEFINICAO: Seja p uma forma gquadritica sobre F.Se exis

te m EN tal que mp & isotrdpica entao dizemos que p & fiu
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camente Liyv-tipeca. Caso contrario, o e ciramada jfertemency o,

sctaopdea.

E facil perceber que se o= <a, coa> entao mo ser

2

isotropica em F significa que ij::o tem solucao naov
1

trivial em F.

1.26 = PROPOSICAO: Sefam F um co4wpo formalmente real ¢ o =

= <aj,...,a > una forma quadratica scbre F.

O ¢ 4racamente LAothopica Se e Asomente ke ex{sten
5 _ n
S,,...,89_ € rF nao todos nulos tals que Yy a.s, = 0.
1 n : . i7i
i=1
DEMONSTRACAO: ( = ) Se mp & isotrdopica para algum m > 1 en
tao, existem =lementos vij € F, com i=1,...,ne j=1,...,m
n m
nao todos nulos tais z ai z Viﬁ = 0. Tomando, para cada i,
i=1 * g=1 1
m
s; = I V.., algum s, & diferente de zero, pois F & formal-
j=1 *
mente real.
2 T2
(<) Como s,€ fF7, s, = v v,. com v,. €F. Seja m=
i i 421 13 ij

= max {mi} e considerando vij-fO para m>j >mi, podemos escrever

supondo gque s, # * nara i = io,obtemos 4 j# 0
0

n n
para algum Jj. Como I ay vi. = Y a.,s, =0, p & fracamen-

te isotrodopica. 7

Se cada s, da Provosicao for nao somente soma e

’
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“aad. wdos mas um quadrado em F  2ntao  © J& 2 isob ool Zssa
siti:c2o ocorre, por exemplo, se F & um corpo piz- 8-i:s (F 2
e, 2 2 2 - .= .
Deirieieco se FT+FT =F7). Isto e, se F e pitarSrico toda

Zforma quadratica sobre F gque seja fracamente isot.dpicz 2 iso

tropica em F.

A seguir, mostraremos que o estudo das formas guadrati
cas fracamente isotrdpicas sO & interessante para ccrpos formal

menre reais.

1.27 - PROPOSICAO: Seja F wum corpo. F  nao ¢ iwizo cote
real se e somente toda forma quadratica sobre F @ lrandmon e

{actrhopiea.

DEMONSTRACAO: Seja p-= <ajs...0a > uma forma quadr -t.ca scbre
F.

Se F nao e formalmente real, entao existe m € N - {0}

m
tal que I X
J=1

Ul DN

0 com Os xj € F e nao todos nulos. Entao

n m

0 é fracamente isotrdpica, desdes jue I a, T sl =0.
i=1 * §=1 ¢

Por outro lado, se <1,1 > & fracamente iso rdpica en-

tao m < 1,1> & universal e m < 1. 1> representa -1, 1isto e,
mo2
existem xj € F tais que z Xy = ~-L. Loge, F n& e formal-
. . j=l

mente real. W

Determinar condigoes que assegurem a isotroria de for-
mas quadraticas sobre um corpo &, em geral, um prob.cma bastan-

te dificil. Veremos que mesmo para a isotropia fraca a2 dificul-
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dade ainda e grande. O proximo paragra o -—siibelece condigoes

dessa natureza.

§4 - LEI DE SYLVESTER FRACA

Vamos definir assinatura de um corpo F com o objeti-
vo de melhor formalizar o conceito de Zormas quadraticas total-

mente indefinidas. No Capitulo IV essa definicao também  sera
util.
1.28 - DEFINICAO: Dado um corpo g-ordenado (F,P), chama-se as-

sinatura de F, relativa a g-ordem P, a fungéo AP definida da

seguinte maneira:

Para toda forma quadratica p= <aj;,...,a > sobre F com

r = #{i; a,€ P} e s=#{j,aj ¢ P},

AP(D) =r - s

¥sta claro, pela definigao, que o valor da assinatura
em o ccrrzsponde ao nimero de coeficientes positivos menos o
nimero de coeficientes negativos de p e que AP(D) = 2r - n.

o estudo mais detalhado de assinaturas pode-se pro-
var que - - .lor da assinatura @ um invariante da classe de ani-
sotropia <~ forma quadratica e que "assinatura" € um homomor-

fismo de ancis definido no anel de Witt do corpo.

1.29 - DEFINICAO: Seja p uma forma quadratica sobre um corpo F.

Dizemos que:
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a) o e dejfindda relativamente a uma g-ordem P de se

|AP(O)| = dim p.

b) p & {ndefinida relativamente a uma g-ordem P de F se
[AP(O)I <dim p.

c) p e totalmente indefinida (t.i) se |A_(p)! < dimp para

P
toda ordem P de F.

d) ¢ & totalmente (positivo ou negativo) deiinddase {AP(QH=

= dim p para toda ordem P de F.

Observamos que p & totalmente indefinida se p & inde-
finida para todas as ordens 2 gue a definigao de :.i. dada aqui

coincide cocm o conceito dado anteriormente.

S2jam os elementos Ayre--say de um corpo F. Se para

alguma g-ordem de F todos os ai(l < i < n) san positivos en
tao, a equagao alxi+...+anxi = 0 sb admite  solugao

trivial em F, visto que, se < & uma g-ordem de F entao 0<x

. . 2 ° ~
implica que 0 < xy~, para todo y &€ F. Pala e sma razao,
n m
ra, I Vij = 0 sd possui solugao trivial. 2o.tznto, toda for
i=1 j=1 -

ma quadricica definida relativamente a uma g-orden de F e for

temente nnisotrdpica. A reclvroca também vale:

1.30 - PROPOSICAO: Seja o = <a;,...,a > uaa §o o quadratica
sobre F . Eatac, p 2 4racamente {(sotnopica sc e - owente se 0

¢ indefinida xelativamente a tcdas as g-ordons de I,

DEMONSTRACAO: ( = ) E imediata, pelos comentirinss anteriores
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a Proposigao.

(=) Sursonhamos que nao existem sl,...,sﬂri*i nao to-
n 7
dos nulos tais que D aisi = 0, isto e, que o0 nao & fracamen-
i=1 n
te isotropica. Seia P_ = {5% a.,s,; s. € ZF%; Cleramente, P+
0 .4 11 i 0
i=1
2 -
+ C E . - = 1 de
Py P, e P, .F" CP,. Mas também P, N -P, 0} des
n n n
z S n - i i = - .s! -
que 2 a;s; PO PO implica que .E a;s; ‘E a;s: pa
i=1 i=1 i=1
2 _ n
ra s. € F°. Mas entao, Yy a.,{s,+s!) =0 e =,+s. = 0.Do
i . i'7i i i i
i=1
que resulta que S, = si = 0. Portanto P0 & um . :-g-cone de
F e pela Proposicao 1.19, existe um g-cone P d= T tal que
PO C > ou —PO C p. Como al,...,an<5 PO, p é&c aida relati

vamente & P, o gue & uma contradigao.

Conforme ja observamos, pelo Principio L....1 Global de

Hasse-Minkowski, num corpo F de nimeros algébri:~s, toda for-

ma quadratica, totalmente indefinida, de dimensa~ raior ou
iguai a 5, @ isotropica. Assim, podemos concluir -in:. toda forma
quadratica sobre F, totalmente indefinida, & fr: 2 cnte isctrd
pica.

Esse mesmo resultado pode ser obtido dir :: mante da

Proposicao 1.30.

1.31 - COROLARIO: Toda forma quadratica sobre .

rnos algebrnicos, totalmente indefinida & fracament> ~sctwcoro:

DEMONSTRACAO: Basta considerar que se F & um corpo de nUmeros
algebricos toda g-ordem de F & uma ordem e aplicar a proposi-

¢ao anterior. =
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2 Corolaric .31 iustifica o interesse pelo 507 aoT2
prinzcinio:

Toda forma quadwatica Scbre F, totalmente «od. 4o, Az,
¢ {tacamonte (scthopica.

Seja F um corpo real fechado. Como a Unica orden de F

- 2 -, . . ~
e  , para uma forma quadratica p sobre F, de dimensao n ,

ocorre exatamente uma das trés possibilidades.

i) 0 & positivo definida e nesse caso p =n <1> e & ani
sotropica.

+.) 5 @& negativo definida e nesse caso p = n <-1>e & ani
sotropica.

iii) o & indefinida e nesse caso p= <1,-1> ® p' com dimp'=

n - 2 e portanto, p & isotrdpica.

Logo, dado um corpo ordenado (F,P) uma forma quadré—
tica sobre F e indefinida relativamente a P se e somente
se ela & isotrOpica no fecho real FP de F relativamente a P.

Mais ainda, uma forma quadratica p sobre F & t.i.se

e somante se ela & isotropica em todos os fechos reais de F.

Seja {FP } a familia dos fechos reais de F. Diremos
que a2 forma quadratica sobre F @& Localmente  isothopica
se ° & isotropica (logo, indefinida) em todos os Fo-

Obtemos, assim, para o principio enunciado a seguinte

formulacao:

Toda foama quads-tica sobre F  Localmente <{Sotnopica
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¢ fracamente Aisotropica on  F.
E o chamaremos de Le.d de Sylvesic: Fraca (L.S.F.).

Pelo Corolario 1.31 um exemplo de zorvos nos quais va-
le a L.S.F. sao os corpos de nimeros algébricos., No Capitulo II
apresentaremos mais exemplos.

A L.S.F. & um principio andalogo aoc Principio Local Glo

bal de Pfister que caracteriza os elementos de torcao do anel de Witt

de F. Mas, enquanto, o Principio de Pfister vale para todos os
corpos formalmente reais, a L.S.F. & valid:, conforme mostrare-
mos no Teorema 1.32, numa classe restrita < .2rpos.

Para facilitar o nosso trabalho dagui em diante, deno-

taremos por:

Y o conjunto das g-ordens de F.

F
XF 0 conjunto das ordens de F.
Convém notar que Xg - Y., qualquer gue seja F.

1.32 - TEOREMA: Sejfa F um coapo formalmesn - =ocl. Sac equi -
Lentes:

1) Toda g-oidem de = @ uma ordem, /it 7, Xp = Yoo

2) A L.S.F. vafe vu T, Jste ¢, tode "Lwwa quadraticn So
bre F Localmente isotropica ¢ Kracaiente cioivapica em .

3) Toda forma quadratica p Sobre F izd gue 0% & graca-
mente {so0thopica para algum s > 1 0 frac.cente {sotraplca e

F.
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4) Toda forma quadratica do “-o <l,a,b,-ab> ¢ jracanci:-

te (sotnopica em F.

OBSERVACAO: ps denota a forma -~ - 0 ® ... ®p (s vezes).

DEMONSTRACAO::

1) = 2) Seja» p uma forma quadratica sobre F localmente
isotropica. Por 1) p & indefinida =m relagdo a todas as g-or-
dens de F, e entao, pela Proposicao 1.30, p & fracamente iso-
tropica.

= ~
2) = 3) Se m p e isotropica para algum m > 1 entao

o & totalmente indefinida e, por 2), p & fracamente isotrdpi

3y = 4), Seja p= <1l,a,b,-ab>. A forma p2 = <l,a,b,-ab ,
2 - - ~ -
a,a“,ab,—abz,...,a2b2> e isotropica. Entao, por 3), p & fraca

mente isotrOpica.

4) = 1) Suponhamos gque P & uma g-ordem propria de F.En
teo, existem x,y € P tais que xy € -P, isto &,<1l,x,y,-xy> &
d=tinida relativamente a P e & portanto, por 1.30, fortemente

a.1iszotrdopica, contrariando 4). @

O Teorema 1.32 nos permite concluir que para o u-inva-

viante (conforme definido em 1.24) de Q{(x) wvale u(Q(x))= = ,

pois, como Q(x) possui g-ordem prdpria (isso ficarad claro no
Capitulo II) existem formas quadraticas sobre Q(x), totalmen
te indefinidas, que nao sao fracamente isotrdpicas. Portanto,

nio =2xiste m E€ N tal que toda forma quadratica sobre Q(x),de

dimensao maior que m e t.i., seja isotroOpica.
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De modo semelhante podemos concluir que uG(R(x,y)) =

(no Caplitulo II daremos um exemplo de g-ordem prdpria de R(X,y).

O Corolario 1.33, a seguir, & a versao do Teorema 1.32
para corpos pitagdricos. Usando o teorema mostraremos que pode-
mos assegurar a isotropia em F, de uma forma guadratica sobre
F sabendo que ela & localmente isotrdpica somente quando F &

pitagdrico e nao possui g-ordens proprias.

'1.33 - COROLARIO: Svja F um corapo jormalmente rneal. Sao equd-

valentes:

' e pAtu o d X_ =
1'") F e patuiciico @ KF YF

2') Toda forma quadratica Aobre F localmente {is50Xn0op4-

c1 v Lsotnopica em F.

3') Toda forma quadratica p sobre F tal que ps e iso-

tiopica para algum s €N, ¢ {sothopica em F.

DEMONSTRACAO::

1') = 2') Deccrre do Teorema 1.32, l:2sde gue num corpo pi
tzgOrico os conceitos de forma quadratica izotrdpica e fracamen

te isotrdopica coincidem.

2') = 3') Se .7 & isotrdpica =ntin 5 & t.i. e, portanto,
nor 2'), o e isotropica.

-

3') ® 1') Basta provar que F & pi.sjorico pois Xp = Yg
decorre da Proposicac. Sejam a,b,c € F° tais que a? + b% = ¢

- -, . .. a b 1 - ~
e a forma quadratica p = <1,-c >. Em F, \U,TT,T;I—E) é solugao
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~ 2 2 ~ . P -
nio trivial parap = <1l,-c¢,-c,c >. Entao, wor 3), p e isotripica

"2
e portantc ¢ €F . ®

No Coroldrio 1.33 nao pode ser incluido 4': Toda forma
quadratica do tipo <1l,a,b,-ab > sobre F & isotroOpica.Em 2(x)
toda forma quadrdtica desse tipo & isotrdvica (ver capitulo IV)

e R(x) nao & pitagdrico, pois 1 + x2 nao e quadrado am

R(x). Por outro lado, a hipotese de F ser pitagbrico & essen-

cial, pois para F = Q, XF =Y, e nao vale 1.33 (2').

O Teorema 1.32 e o Corolario 1.33 mostram que se &
localmente isotrdpica podemos garantir que mp seja isotr®.: .z
somente se impusermos a condigao X, = Y sobre o corpo e, za-

F F
ra garantir a isotropia de p precisamos restringir mais a.inda
0S Corpos.

No entanto, veremos agora, que, se p e localmente

isotropica entao p’=p8 p ® ... 8 p (n vezes) sempre é fraca

|
D

mente isotrdpica. Esse resultado & obtido como Corolario da

guinte proposigao:

(@]

1.34 - PROPOSICAO: Sefa F um coipo 4o-nalmente  real

n

o)

(S

<ajs...,a > uma forma quadratica sobre ° Se o

~
-
1]
.

. -, - n - . )
te (sotrhopleca entao - p e fgracamente (s s

DEMONSTRACAO: Suponhamos que pn seja fortzments anisotrdvica
t n

e seja PO ={ T (b..)x?; t €N, x, €F 2 b,.€1f
i=1 §=1 ij’ i i ij

{J

n - . - b )
Como para todo m €N, m p € anisotropica, P r‘—PO ={01. Al n
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i i ie s - . -
disso PO possul as propriedades PO + PO PO’PO PO PO e

F2 C PO (basta supor, sem perda de generalidade al=l,escolher
t =1 e tomar bij = a; para todo j =1,...,n). Logo -1 & Py
e PO € um pré-cone de F. Como, PO se estende a uma cone P
de F temos em F uma ordem relativa a qual pn & definida.

Mas entao, o nio & isotrdpica no fecho real Fp de (F,P),con

. = n - . - .
trariando a hipdtese. Logo o e fracamente isotropica. ®

1.35 -~ COROLARIO: Seja F uwm coapo fjoamalmente real. Se a fon-
ma quadratica p= <ajs...sa > sobre F ¢ Localmente J{so0trnopica

- n - . - B
entaoc p ¢ pracamente Lbsctropica em  F.

DEMONSTRACAO: Como p € t.i., o também & t.i. e, por l.34,pn

é fracamente isotrdpica. ®

O Teorema 1.32 justifica o estudo das g-ordens de um
corpo, mas nao da um critério pratico para determinar corpos que
satisfazem a L.S.F., porque, em geral, nao sdo conhecidas expli
citamente todas as g-ordens de um corpo. No Capitulo II daremos
um critérin, para determinar os corpos gue nac possuem g-ordens

proprias, usando valorizagoes reais.



CAPITULO II

CARACTERIZACAO DE CORPOS QUE SATISFAZEM A LEI DE

SYLVESTER FRACA

No primeiro paragrafo desse Capitulo saoc caracterizados,
atraveés de valorizacoes reais, o0s corpos gue nao possuem g-ordem
propria (Teorema 2.25); no segundo paragrafo, & dada uma caracte
rizagdao de corpos henselianos que nao possuem  g-ordem propria

(Teorema 2.45); e no §3 sao analisados exemplos.

§1 - VALORIZACOES E g-ORDENS

Na definigdo de valorizagdo & usado o conceito de grupo

ordenado.

Seja G um grupo aditivo. Dizemos que G & um grupo
orndenado se existe S C G tal que S +S CG, SU (-8) =G e

S nNn-s = {0}.

O conjunto S define em G uma relagao binaria < da

da por:

9p 29 ¥ 9 - 9, €8

e que satisfaz:

(i) < & uma relagao de ordem total, isto é:

a) g <g para todo g €G



b) g9, <9, e 9, <9; = 9; = 9g,, para g;,9, €G

c) 9, <9, e 9, 9; = 97 < 93, para g;,9,,95 € G.

d) 9, ivgz = g9, <g,, para g,,9, €G.

(ii) < & compativel com a operagao de G, isto &, se 9195 € G

e g, <g, entdo, g, + g <g, + g, para todo g €G.

Reciprocamente, toda relacao bindria que satisfaz (i) e
(ii) determina em G o conjunto S ={g € G;g > 0} com as pro-

‘priedades S + S CS, SU(-S) =G e SN-S ={0L

Como a correspondéncia acima & biunivoca chamaremos in-
distintamente < e S de oidem de G, e denotaremos o grupo orde

nado por (G,S) ou (G,<) quando quisermos por em evidéncia a

ordem que esta sendo considerada.

Exemplos de grupos ordenados sao o grupo aditivo e o
grupo multiplicativo de um corpo ordenado. Outro exemplo & (Z,+).
Um grupo (G,.) €& arquimediano se dados g € G e 0 < h € G,exis
te n €N tal gque nh > g.

Os grupos (Z,+),(Q,+) e (Q°,.) saoc arquimedianos. 0
grupo (% x Z,+), com a ordem lexicografica: (a,b) i(c,d%—*a < c

ou a=c¢c e b <d, & nao arquimediano.

2.1 - DEFINIGAO: Seja F i conpo. Uma aplicagdo sobrefetora v : F + G
defindida no confunto dos elementos nao nulos de F e assumindo valores num

gaupo aditive abeliano ordenade G, se diz uma valorizacao de F  se:

(1) v e um homomorf{ismoe do ghupo multiplicative F  no ghupo
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aditive G, {sto 2, wvi(ab) = v(a) + v(b) para tedos a,b € F.

(ii) wv(a + b) > min{v(a),v(b)lpara a,bEIr:‘ tadls gue a + b€ E‘

O grupo G & chamado grupo de valeres de v. O par (F,v)-

ou a tripla (F,v,G) conforme queiramos ou nao real¢ar o grupo de

valores - se diz um coipc valordzado.
Convencionando v (0) = o e definindo em G U {=»} as re-
gras usuais para o sImbolo « ,ouseja g < ® e g + » = o + g = © +
+ =ﬁm para todo g € G, podemos estender a aplicacao v a
V todo F.

Algumas consequencias imediatas da definicao, frequente-

mente usadas ao se tratar com valorizagoes, sao:

v(l) =0, v(-x) =v(x), v(x 7) = -v(x) e
v(x) < viy) = vix + y) = v(x) para X,y € F.
Para toda valorizagcao v : F - G existe um anel local a
ela associado. E o anel

A = {x€F, v(x) > 0}U{0} anel da valorizagao v, cu-

I

jo ideal maximal &

Mv = {x €F; v(x) > 0}U{0}: = ideal maximal da valoriza-
gao v.
O anel quociente Z"«.V/MV e um corpo (pois M é um ideal

maximal de Av) chamado coipo de restos ou ceapo das classes re-

siduais de v e sera denotado por F,. Se a& A, denotamos
v

por a o elemento a + Mv € Fv

Notemos que A @ um subanel unitario de F cujo corpo
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de fragoes @€ F e que Av e un .0 de valordzagao de F,isto &,
AV & um subanel de F que cont2m 2 "1" e satisfaz: a € AV =
= a—l € AV, para todo a € E.
O inverso também é verdadeiro, isto &, dado um anel de

valorizagao A de F podemos definir em F uma valorizagao v

tal que A seja o anel a ela associado. De fato:

Seja A um anel de valorizacao de F e U= {x €A ;
X_le A} o grupo das unidades de A. O grupo G = F/U & um gru-
po totalmente ordenado, pela relacgao XU < yU ++'x_ly € M on-
de M = {x € A; x_l € A} é o conjunto das nao unidades de A.

Escrevendo G aditivamente o homomorfismo candnico v : é-+é/U
€ uma valorizagdo de F cujo anel & A.

A valorizacdo associada a A & unica, a menos de equiva
léncia, pois, se A & um anel de valorizagdao de F, A & um anel
local cujo tnico ideal maximal é M = {x € A; x—l $ A}. Para ve-
rificar isso basta lembrar a definicao de valorizagoes equivalen

tes.

Dizemos que duas valordlzagoes v : F -G e v': F » G'
sao equdivalentes se existe um isomorfismo ¢ de grupos ordenados
z2ntre G e @G tal que v' =¢ o v, isto e, tal que O seguinteo

diagrama & comutativo.

G , 3G’

Seja, agora, w : F » G uma valorizagao de F tal que

A = A. O nGcleo do homomorfismo sobrejetor w @& o conjunto
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u, = {x € A; x—lE A} das unidades de Aw = A. Logo G = f‘/Uw =
f/U e, portanto, w & equivalente a v.

Com isso concluimos que duas valorizagoes gue correspon-
dem ao mesmo anel de valorizagao sao equivalentes e que existe uma
correspondéncia um a um entre as valorizagoes, a menos de equiva-
léncia, e os anéis de valorizagao de um corpo. Assiﬁ, salvo men-
cao em contrario, trabalharemos sempre com classes de equivalén—
cia de valorizagoes.

Algumas informagoes sobre valorizagoes podem ser  obti-

das estudando seu grupo de valores. Com esse objetivo damos a de-

finicao 2.2 e os resultadeos 2.3 e 2.4.

2.2 - DEFINICAO: Seja G um grupo abeliano ordenado. Un subgrupo
H de G ¢ um subgrupo convexo (ou Lso0fado) de G se g € G,h € H
com 0 < g <h Amplica que g €H, ou seja, {g € G; 0 < g < h}CH
para todo h € H.

Em particular {0} e G sao subgrupos convexos de G.

2.2 - PROPOSICAO: Se(x G um grupo abelic: v crdenado. A familia
dos cubghupos convexcs de G e totalmente ordenada em nelagao a

Lncdisao.

DEMONSTRACAO: Sejam G, e G, dois subgrigcos convexos de G com

Gy ¢ G,. Entdo, existe g, € G; tal que =, € G,. Para todo
g, € G, temos que g, < g, e, portanto, g, = Gj. Assim, G,C G=

Na teoria dos grupos abelianos or<d-nados os  subgrupos
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'

convexos tem um papel semelhante ao dos subgrupos normais na teo-

ria de grupos arbitrarios.

2.4 - PROPOSICAO: Sejfa (G,P) um grupo abellano ordenado ¢ H um
subgrupo convexo de G. 0 grupo quociente G/H pode sen munido de
uma esthutura de grupo ordenado de modo que a projegao canondiea
T ¢ G > G/H seja um epimorgismo de grupcs ordenados.

. DEMONSTRAGAO: Basta verificar que o conjunto P = {m(p); p € P} =
= {p + H; p € P} define em G/H uma estrutura de grupo orienado
preenchendo as condigoes do teorema.®

Observemos que P define em G/H a relacao binaria da-
da por §l < 52 - §i # 52 e g, <9g,.

Observemos, também, que pela definicido de P temos que
P'C {p €G; p €PL Mas, desde que P & uma ordem, vale a igual
dade P° = {p € G; 5 € P} . De fato: Assumamos que 5 € p. Se
p € P entao -p €EP e —5 € P, o que contradiz P ser uma ordem.
Logo, se pE€ P entao p€ H ou p € PD.

Nosso objetivo (que sera alcangacc am 2.27) & estabele-
cer uma relagao entre g-ordens proprias = ordens através de valo
rizagoes.

2.5 - DEFINICAO: Sejam v : f +~ G uma valcowlzagac e P uma §-oht
dem de F. Dizemos que P e compativel com v (ou v e compat—

ve com P) se b-a € P° implica em v(a) > v(b). Ou, (confcrme

usaremos nuitas vezes), 4¢ a € P° e v(a) < vi(b) wnplicar Gl
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a-be&P.
Na proposigao abaixo estaremos usando o fato de que O
corpo g-ordenado (F,P) em relagdao a sua estrutura aditiva & um

grupo ordenado.

2.6 - PROPOSIGCAO: Sejfam (F,v,P) um corpo valorizado g-ordenado

e a$ afirmagoes abadixo:
(i) A g-ordem P ¢ compativel com V.

(ii) 0 subgrupo (A_,+) e um subghupo convexo de (F, +).

_
(iii) 0 subgrupo (M, +) ¢ um subgrupo convexc de (A, +).
Entao:
a) Se P 4on uma qg-ordem propria de F entao (i) = (ii) <
= (iii).
b) Se P 4ot uma ondem de F entac (i), (ii) e (iii) 5a0
equivalentes.
A demonstracao & imediata e pode ser encontrada em [P ]
(1975) Teorema 7.2
Convém notar que se P e uma g-ordem propria de F, a
implicagdo (ii) = (i) pode nao ocorrer (ver exemplo 2.48).
Em 2.8, vamos mostrar que sob certas resthicaes so-
bre o grupo de val.rzs G de v as afirmagoes (i), (ii) ev (iii)
também sao equivalentes se P for uma g-ordem prdpria. Para is-

so, demonstraremos a Proposigao 2.7.

OBSERVACAO: Passarcmcs a usar a expressao "A & convexo em relagao
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a g-ordem P de F" para significar que o subgrupo (A,+) & um

subgrupo convexo do grupo aditivo (F,+). .

2.7 - PROPOSICAO: Seja (F,v,G,P) um coapo valordzado g-cadena-
do tal que A, e convexo em nelagac a P. Dados a,b € F com
a€pP ev(a) # v(b), se existe g € G tal que v(a) < 29 < v(b)

entao a - b € p.

DEMONSTRACAO: Sejam b € P e c €F tal que v(c) =g. Logo ,
2g = V(cz) e por hipotese v(a) < v(cz) < v(b). Temos, entao ,
v(ac—z) <0 < v(bc_z). Como v(a) # v(b) a igualdade nao vale si-

multaneamente nos dois lados:

19 CASO: v(ac_2) <0 < v(bc_z)
Temos bc 2 € A, e ac™? € A,. De a€P" e daconve
- -2
xidade de A obtemos ac™® - pc™? e p e, portanto, a - b € P.
-2, . -2
2Q CASO: v(ac 7) = 0 < v(bc 7).

Temos bc~2 = M, mas ac—zi: M- Desde que a conav:wxida
de de AV relativamente a P implica na convexidade de I re
. - -2 —~
lativamente a P temos que ac 2—-bc " € P e, portanto,a - b =P.®
2.8 - COROLARIO: S:ia¢ (F,v,G,P) um coapo valornizado g-vidaonado

tal que A, ¢ convexo em relacac a P. Se para todos 91r95 € G

tais que 9, < g, exdiste g €G com gy 229 29, entao P

¢ compativel com V.
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DEMONSTRAGAO: Decorre imediatamente da proposigao 2.7.
Particularmente, esse resultado mostra que se 0 (G/2G)=1,
isto &, se G @& 2-divisivel entdo,a valorizagdo v & compati-

vel com a g-ordem P. O mesmo ocorre se G - Z.

2.9 - DEFINIGAO: Seja v : F »>G uma valordizagao nao thivial de

F. Ddizemos gque v ¢ uma valorizacdo real se o cohpo hesd
duat F, e formalmente real.

Mostraremos agora gue, independente de P ser g-ordem
propria ou ordem, se for valida qualquer uma das trés condigoes
da Proposigao 2.6, entdo o corpo de residuos de v & formalmente

real.

2.10 - PROPOSIGAO: Seja (F,v,P) um corpo valorizado g-videnado
tat que A e convexo nefativamente a P. 0 corpo residuad F, e

pormalmente real.

DEMONSTRAGAO: Desde que o grupo aditivo (AV,+) é totalment: orde-
nado com a ordem Av N P induzida pela g-ordem de F = COomo
por 2.6, (MV,+) € um subgrupo convexo de A temos, por 2.:, que

FV = AV/MV & ordenado, como grupo aditivo, por §=A¢WPAQ7, Resta

entao provar que fvz P C P. Observemos primeiro que P 0N A& =

={pE€EA; p € P}, isto &, se a € P entico a€ M_ou a €P.
vi P Y

14

Sejam a=a+M €F e b=b+M €P. Se b=M é imediato
v v v v

que 32 .5 €5. se b # M entao b €PN A’ e como a s A

temos a’b € p N A_. Assim a’b = 3°. BEP e P & uma q-ordem

v
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de FV. Logo, pelo Corolario l.Zl,FV & formalmente real.m
Por outro lado, s0 corpos formalmente reais possuem va-

lorizagoes reais.

2.11 - PROPOSICAO: Sejfa F um coapo. Se exdste uma valordzagao

neal v de F catdo F e formalmente xeal.

DEMONSTRACAO: Seja A o anel da valorizagdao v e M o ideal ma

ximal de A. Suponhamos que F nao @ f.r.. Entao existe uma rela
n .

cao da forma X a?:=0 coma, € F. Seja a tal que v(a ) < v(a,)
-1 1 i t £t - 1
i= 0 ,

para qualgquer 1. Temos ay # 0 e dividindo I ay =0 por a,

, a, i=1
obtemos - 1 = r b, onde bi = . Assim, v(bi) = v(ai)-

i £t *t ¢
2 —

\Kat) >0 e b, €& A para todo i # t. Logo, bi €A e -1 =
- 1

= Zbiz, contradizendo FV ser formalmente real. =

2.12 - PROPOSICAO: Seja (F,P) um corpo g-ordenado . Se P e compa
tivel com algunra valorizacaoc real v de F entdo P 2 ndoc arqui-

mediana.

DEMONSTRAGAO: Suponhamos que P & compativel com a valorizacao
v o é +G. Sejam g € G tal que ¢ <0 ea € P° tal que v(a)=g.
Como ,para qualquer que seja n > 1,vale v(n) > 0,temos que v(a)<
< v(n) e, portanto, pela compatibilidade de v em relagao a P,
n < a para todo n €N.s=

Vamos mostrar agora que, dada uma g-ordem n3ao arquimedia

na P de F, sempre & possivel associar a P uma valorizagao
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real v : é + G de F. O que vamos fazer, na verdade, & estabele
cer um processo de construcgao de anéis de valorizagao real. Mais
adiante veremos que todos os anéis de valorizagao real podem ser
obtidos dessa maneira.

Lembramos que o valor absoluto relativo a uma g-ordem P
& definido como usualmente: [a|]=a se a € P e |a] = -a se a€Pp,

ou seja, |a| = max.{a,-al} .

2.13 - PROPOSIGAO: Sejfam (F,<) um ccapo q-ohdenado ¢k um subcor-
po do F. 0 conjunto A(<,k) = {x € F; |x| < a para aigum a € k}

2 um anel de valordizagao de F, convoxo em relagaoc a <.

DEMONSTRAGAO: Sejam X,y € A(<,k). Temos: |x| < a para algum

a €k e ly| < b para algum b € k. Entao, |x + y| < |x[+|y]| <
- - +

<a+b€k, isto &, x + y € A(<,k). Além disso, |x.yl =|b§jz—02—

(i%gjL)2|§ (E—%—X)2 + (—}-{—%—Y—)2 € A(<,k) pois, sea © A( <, k)

entao asz A(i,k); De fato: Se a € A(<,k), existe b € k (pode-
mos supor b > 1) tal que |a| < b. Por 1.14(vii)la| < b2 e, por-
tanto, por l.l4(v),la2} =]a|2 < bl e, isto & a’ € A(<,X).

Se x € é e X€& A(<,k) entao, 2 - 'x,,para todo a € . Donde, por
1.14(ii1), |x T|<|aj,para todo a €k, e portanto, x L€ APk .

Se 0 < a < b € A(<,k) entao existe « € k  tal que

|b| < a . Consequentemente |a| < & com u € k e, portanto ,

a € A(«,k).

Logo, A(<,k) & um anel de valorizagao de F, convexo em

relacao a < . =
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Claramente, o ideal maximal de A :..:) e o conjunto

M(<,k) = {x € F; |x| < ]a] para todo a = ﬁ P, pois x € AQ@k)
e x ! & A(i,k) implica que |x‘l|>|a| para zcdo a € k e, portan
to, |x| < |a|,para todo a € k.

Na literatura ([Lal),se < for uma ordem, os elemen-
tos de M(<,k) sao chamados Anfinditamente priuencs éobre k (nota-
gao: x <<k) e os elementos de A(<,k) sac os elementos de F que
nao sao {infinditamente grandes sobre k (notazao: x >4 k). Os ele-
~mentos do grupo das unidades de A(<,k), isto e, de U(<,k) =
= A(<,k)\M(<,k) sdo os elementos x de F para os quais existem
a,b € k tais que 0 < |a] < x < |b|. U(<,k) &, portanto, o conjun
to dos elementos de F que nao sao infinitamente grandes e nem
infinitamente pequenos sobre k.

Observemos que, desde que F & formalmente real, Q CkCF
e, portanto, Q C A(P,k).

Se P for uma g-ordem arquimediana (portanto, uma or-
dem) entac A(P,k) = F,e a valorizacgao V:F > G associada a A(BKk)

€ dada por v(X) = 0 para todo x € F. Quando isso ocorre dize-

1

mos que k cofinal em F em relagao a P(ou F & arquimediano

[OX]

sobre k, [Lal). Isto &, um coapc k ¢ co4inal em F relativamente
a uma g-cxicm P ose para todo x € F, existe a € k tal quel x|<a.
532 P forumaqg-ordem nao arquimediana entao A(P,k); F e,

pela Proposicao 2.10, a valorizacdo associada & uma valorizagao

real.

Desde que A(P,k) & convexo em relagao a P, pela Propo

sicao 2.10, podemos concluir que dada uma ordem P nao arquime-
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diana de F sempre & possivel obter uma valorizacado real de F
que, pela Proposigao 2.6, & compativel com P. De modo que, pela

Proposicao 2.12, vale para ordens o seguinte teorema.

2.14 - TEOREMA: Seja (F,P) um coipo ohdenado .P ¢ uma ordem nao
arquimediana se exéomente se exdiste uma valordizagao neal de Fcom-
pativel ccm P.

Se P for uma g-ordem prdopria nao arquimediana entao a
valorizagao associada ao anel A(P,k) nem sempre & compativel com
P (Exemplo 2.48). Porem, conforme constatamos em 2.8, colocando
hipoteses sobre o grupo de valores & possivel obter também, para
g-ordens a compatibilidade mencionada. Na Proposicao 2.15 mostra-
remos que, se o grupo de valores da valorizagao associada ao anel
A(P,Q) é tal que o (G/2G) < 2, entao & possivel obter uma valori

zagao real de F compativel com P.

2.15 - PROPOSICAO: Sejfam P uma g-ordem nao arquimediana de F e

Vv :F > G a valorndizagao real associada ao anel e valohizagao
A(P,Q). S¢ o(G/2G) < 2 enteo exd(sSte uma valosizacte reak w
: F > Gy tal que P e compativel com w e o(GW/ZGl):=o(G/2G).

DEMONSTRAC:O: Seja o(G/2G) = 1. Como A(P,Q) & convexo em rela-
cao a P e para todo g € G existe 90 € G tal quz g = Zgo, pe-
lo Corolario 2.8, P & compativel com v.

Seja o(G/2G)=2 e 9y € G/2G com 9 > 0. Definimos

G' = {g €¢G para os guais nao existe 97 € G tal gue 0 < 99 7
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+ Zgl < 2]g9 -

(i) G' & um subgrupo de G.

. Suponhamos que g'-

~ Sejam g',g" € G' com |g'| < |g
- g" € G'. Entao existe g, € G tal que 0 < g, + 29 < 2|g-g"]|.
Como g" € G' temos 9y * 297 2 2|g"| e, portanto,O_fgdHNgrﬂgﬂ).
Por outro lado, g, + 2g9;< 2 | g' - g"| implica em gy + 29;< 2|q' |+
+ 2|g"| e entéq 9y * 297 < 2|g"| + 2|g"|, isto &, 9o * 2(gl-|gﬂ)

<2|g"|. Mas 0 < gy + 2(g; - lg"|) <2|g"| contradiz g" € G. Lo-

go gl — gll e Gl .

(ii) G' & convexo em G relativamente a ordem < de G.

Sejam g' € G e g€ G' com 0 < g' < g. Entao, para
qualquer g, € G tal que 0 < g, + 2g; vale g, *+ 2g9; > 2|gl=29
e, portanto, para qualquer 97 € G tal que 0 < go-fZgl vale Jo™

. Logo g' € Gg'.

+ 29, > 2g' = 2|g
Assim, por 2.4, o grupo quociente G1=G/G' pode ser muni
do deiuma estrutura de grupo ordenado, pela relacao 9 + G'< g2+

+ G'+> 9, - 9, Z G' e gy < 9y de modo a tornar i projegao cand

nica G -~ Gl’ g+ g = g + G', um epimorfismo dz g-upos ordenados.
A aplicacgao W é > Gy = G/G', x »~ v(X) + G', & ur: valorizagao de
P,

Mostremos,bagora, que w & compativel zcon P.

Sejam X € F, y € F com X > 0 e w(x) <w(y). Entao ,
v(x) < viy) e vi(x) - v(y) € G'. Se v(x) € 26 ou v(y) €2G te-
mos v(x) < 2g < 2(y) para algum g € G e, entao, como A(P,Q) e

convexo,pela Proposicao 2.7, y < x. Suponhamos que v(x) €26 e
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v(y) € 2G. Como 0o(G/2G) = 2 e gO€$2G temos v(x)=g, © 24, e
viy) = gy + 29, com 29, < 2g,. Mas, 2g) - 29, = v(x) - v(y)§ G'
e, portanto, 9; - 9, € G'. Logo, existe 93 € G tal gue Offgo +

+ 2g3 < 2(g2—gl). Assim, v(x) = 9o * 29; < 2(gO + 9, +93) “ gyt

+ 2g2:=v(y)e,gelaanxBig&32.7,y < x. Logo, w & compativel com P
e, portanto, pela Proposigao 2.6 e Proposigao 2.10, o corpo de re

siduos Fw = %/W% e formalmente real, isto &, w & uma valoriza-
cao real.

De 0(G/2G) = 2 temos G' C 2G pois para todo g €G\2G
e g >0, existe h € G tal que g = 99 + 2h e, portanto,0<:g0 +

+ 24 < 2|g!, isto &, g € G'. (0 grupo G' &, na verdade, o sub-

grupo de G convexo maximal contido em 2G.)E, de G' C 2G resul

l) = 2. De fato: Se g € G, entdo g =g + G' com g €EG

e assims g = gy + 2h + G' com }1€(LeporuHmo§‘5§O +2G; ou g =

ta O(Gl/ZG
= 2h + G'. No altimo caso g € 2Gy - Desde que 50 = 2Gl implica
que g, € 2G (pois 50 € 2Gl = 50 = 2(g + G')==g0+ G' = 29 + G'=
=9, - 2g € G' C 2G = 99 € 2G) temos que Gl = 2G1UgO + 2Gl' =
Examinemos um pouco mais os anéis A(P,k) com o intuito
de melhor esclarecer o leitor nao familiarizado com esses aneéis.
Como um anel de valorizagao convexo em relagcao a uma g-
ordem & um subgrupo conva2xo do grupo aditivo (F,+), obtemos por
2.3, que o conjunto de todos os anéis convexos em relagao a uma
g-ordem formam uma cadeia em relagao a inclusao. Essa cadeia pos-

sui um "menor" elemento.

2.16 - PROPOSIGAO: SejamiF,P) um coapo qg-oadenado ¢ A um anel de
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valoadlzag¢ao ccavexo em relagao a P. Entao A(P,Q) C A.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que existe um anel de valorizagao A de

F, convexo relativamente a P tal que A g A(P,Q). Seja x€A(P,Q)

|

tal que x & A. Como A & convexo em relaczo a P, X » ap
ra todo a €A e desde que Q CA, x >q para todo g € Q,0 gque

e uma contradic¢do. Logo, A(P,Q) CA. =

2.17 - PROPOSICAO: Sefam v e w valordzag¢ac reals de um ceipo
| g-ordenade (F,P).

Se A, CA_ e v @ compatived com P 2ntac W @ COmpi-
tivet com P.

DEMONSTRACAO: Sejam a € P, e w(a) < w(b). Zntao w(ab"l) < 0

[

[0}

ap™* ¢ A, . Logo, ab~t ¢ A, e portanto v(a] < v(b). Como v
compativel com P, a - b € P. =
Vejamos, agora, algumas observagoes basicas sobre exten-

soes de valorizagOes necessarias ao contexto. Uma teoria mais com

pleta pode ser encontrada em [E].

i}

Seja (F,v) um corpo valorizado e K uma extensao de F.

Dizemos gue uma valorizagao w de K & uma . /vinsac de v rou
w estende vVv) se v = wrF ou ainda, se o 2 ... .e valorizagac =2
de K associado a w & uma extensao do ane! <=2 valorizacao A
de T associado a v, isto @, se A = B N F. lesse caso, dirzmos
que (K,w) & uma extensao de (F,v). Por um resultado mostrado

por Krull, sempre & possivel estender v (nao necessariamente de

modo Gnico) a uma valorizacgao \ de K. Por outro lado, 2 ime
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diato que toda valorizagao w de X estende exatamente uma valo-

rizagcao de F, precisamente w'_ e que se w estende v entao

by

O grupo de valores Gw de w contém o grupo de valores GV de
v, isto e, G CG .
v 1%

Se (K,w) for uma extensao ds (F,v) pode-se mostrar que
para todo 0 # a € K,algébrico sobre F, existe n € Z° tal que
n wa) € G,. Logo, se K|F for uma extensao algébrica Gw/GV e
um grupo de torgao. Assim, sempre que (K,w)](F,v) for uma exten-
sao algébrica G, C év (fecho divisivel de GV).

Observemos ainda, que se (K,w) for uma extensao de(F,v)
ent3o a aplicagdo que a x + M_€ F_ associa x + M €K & um

v v W \%
monomorfismo. Por isso, & natural identificar FV com sua imagem
em K e considerar Fv C Kw. Com essa identificagéo, se a exten

W
sao (K,w) | (F,w) for algébrica entao K, esta contido no fecho
algébrico de F s isto e, K, € uma extensao algébrica de F -

Lembramos ainda que se K|F & uma extensao algébrica de
corpos e Ay, A, sdo anéis de valorizagao que estendem o mesmo

anel de F, entao Al - A2 implica em Al = A2.

2.18 - PROPOSIGCAO: Sejam K|F uma extensao algebrica de corpos e

P uma qg-ordem de K. Entao F ¢ cofinal em K em rnelagao a P.

DU{ONSTRAGRO: Temos F C A(P,F) C K. Além disso, K e A(P,F) sao
ar2is de valorizagao de K que estendem o mesmo anel de valoriza

cao de F(precisamente F). Logo, como A(P,F) C K, A(P,F) = K ,

isto &, F @& cofinal em K. a
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O Lema a segulr sera usado na demonstracdo da Proposigao

2.19 - LEMA: Sejam F um coapo,A um anel de valorizacao de F
com {deal M , k um subcorpo de F maxdimal em relacac a Anclusaoc
em A e a aplica¢aoc cancnica 1 : A - A/M.

0 corpo de nesiduos de A e uma extensao algebrica de

m(k) que e uma Aimagem L{somchfa de k.

DEMONSTRAGCAO: Seja tE€ k . w(t) =t + ME M se e somente se
t € M e, portanto, s2 & somente se t = 0 ©vois kNM= {0} {(uma
vez que k @& corpo). Logo n|, @& dinjetor e w(k) = k.

Seja o € A tal que o€ k. Como k & maximal em rela-

¢ac a inclusdao em A, k(a) € A. Logo, existe 8 € k(a) tal que

n-—l+

g £ 0 e B € M. Sejam f = xn+an_lx ...+ta € k[x]C Av[x] e

1

0

g = x" + b ¥ T4 4b € K[x]C A [x] tais que 8= f(a).g(a)
V(f(a)-g(a)—l)>0, v(f(a)) >vig(s)) > 0. Assim w(a)=

Como v (B)
_ - - . Lo~ = n, - n~-1 =
=n~n + M= e ralz do polinomio f = x+ a_y¥ t... + oa; €

€ (0] x] = k[x] e portanto A/M & extensao algébrica de

Identificando 7 (k) com k podemnos considerar A/M uma

extensao algébrica de k.

2.20 - PROPOSICAO: Sejam (F,P) um coapc qg-chdenado com P nao

arguimediana ¢ k um sSubcoapo de F. Eintao:

(i) k ¢ um subcorpe de F maxdimal em rolacao a Anclusao em
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A(P,k).

(i1) ¢ coape de nesiduos de A(P,k) ¢ uma extensdo afgebiica de

m(k), cide m e a profecac candonica m : A(P,k)-A(P,Kk)/M(P,K)

(1iii) Com a ctdem quocdiente w(k) ¢ coginal no corpo de “res{duos

de A(P,k).
DEMONSTRACAO :
(1) Suponhamos que existe um corpo K tal que k ; K C A(P,x).

Seja x € K tal que x § k. Como k & convexo em relacao

a P, x - a€&€P" para todo a € k, contrariando x€A(2,k).

(ii) Como k @& um subcorpo de F maximal em relagao a inclusao

em A(P,k), o resultado decorre do Lema 2.19.

(iii) Decorre de (ii) e da Proposicao 2.18.*®

Mostraremos, na proposicao a seguir, que todo anel convexo
em relagcao a uma g-ordem P & do tipo A(P,k) para algum subcor-
po k¥ de F. Em 2.29 mostraremos que, se A 2 un anel de valoriza-
cao real de F, entdo existem uma g-ordem de F e um subcorpoc k
de F tal que A = A(P,k). Com isso, obtemos, em 2.30, um teore-
ma demonstrado originalmente por Lang ([Lal jusando o "Teorema da

Extensao de Places Reais"”. A demonstracao que daremos é devida a

Prestel.

2.21 - PROPOSIGAO: Sejam P uma g-oadem de F e A wan anel do u
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leadzagao de F, convexo am xela¢ao a P. Eanta -, ¢+ :te um Aub-

conpo k de F tal que A = A(P,k).

DEMONSTRAGAO: A existéncia de subcorpos maximaisde k & garan-

tida pelo Lema de Zorn, pois Q C A uma vez que A & convexo em

relagao a P. Seja entdo k um subcorpo maximal de F em rela-
¢ao a inclusao. Pelo Lema 2.19, A/MA €& extensao algébrica de

7(k) onde m & a orojegao canbnica T :A >A/M, . Assim, pela Pro
posicao 2.18, 7 (k) & cofinal em A/M, em relacao a ordem P =
= (A nP)/MA. Seja x € A. Entao x + M, € A/MA e, portanto, existe
b €k tal que b + My -(x + MA) = (b - x) + M, € P.logo x€ A(P,k)
e, A CA(k,P). Seja x € A(k,P). Entao,existe a € k CA  tal
que a - |x| € P e,portanto, x € A, pois A & convexo em rela-
gao a P. Logo A = A(k,P).®

Vamos estabelecer a seguir uma relacao mais profunda en-
tre g-ordens e valorizagoes reais. O resultado que veremos apro-
funda a Proposicao 2.10 ao mesmo tempo‘que estabelece uma reciprg
ca de 2.11. E sera um instrumento decisivo tanto na construgao de
exemplos de g-ordens oroprias como na demonstracao dos principais
resultados que caracterizam o0s corpos que satisfazem a Lei de
Sylvester Fraca. Mostraremos, em particular, que se Vv & uma va-
lorizacgao real de +, pode-se obter uma g-ordem de F compatfvel
com Vv, a partir de nma g-ordem de FV. Mas o resultado que apre-
sentamos & mais geral.. A demonstragao €& essencialmente técnica ,
com o grupo de valores de v desempenhando papel importante.

Vejamos primeiro alguns conceitos auxiliares.
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2.22 - DEFINIGAO: Se¢ja v ¢+ F -G waa valoidzacao de F. Una g-

sec¢ao de v ¢ uma aplicacac s : G ~F que satisfaz:

a) v(s(g))=qg patatodo g € G, {5to ¢, s f4az cornesponden a

cada g € G um elemento de F cujo valorn e g.
b) s(0) =1

c) S(gl + 92) = S(gl) . s(g2) mod F2

Pode-se verificar,facilmente,que para uma g-secgao valem

as propriedades:

s(2g) € F2

-2
s(g0 + 2g) € s(gO)F

s(gl) = s(gz) nod F2 se e somente se gy = g, mod 2G.

Existéncia de g-secgao:

2.23 - PROPOSIGAO: Para toda valordlzacao v : F > G exdste uma

g-secgao de v.

DEMONSTRACAO: Consideremos a aplicagao s : G - F  definida da se
guinte maneira?

Para todo g = G, colocamos s(2g) = a2 onde a ¢ :scC0-
lhido em Xg = {a &€ f tais que v(a) = g}. Em particular, ieja
s(0) = 1.

Consideremos agora o Z/2Z-espag¢oc vetorial G/2G. 3:ja B

um subconjunto de G tal que {g + 2G; g € B} seja uma base de
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G/2G. Para g € B colocaros s/4) = a, onde a & escolhido no
conjunto Xg. Como para todo g &€ G, existem elementos gl,..., gn
em B tais que g = §l+ e én’ ou seja, tais que g = g;+...+
+ 9, + 2g' para algum g' € G, podemos definir s globalmente
por s(g) = s(gl) . s(gz)... s(gn).s(Zg').
Mostremos que s & uma g-secgao de v:
a) s esta bem definida pois g € G/2G se escreve de ma-
neira Unica como combinagao linear dos elementos da base.
b) s(0) = 1 por definicao
c) v(s(g)) = v(s(gy))+...+v(s(g ))+ v(s(2g9"))
= gl+...+ 9, + 2g'
d) Sejam g,h € G. Temos:
g =9t ... + g, * 2g' com 95 €B e g'€ G, e
— 1 '
h hl+ R hm + 2h com hi €ERB e h' € G.
Suponhamos que g; = hi para 1 < i < r = min {n,m}. En
tao g + h = Jo41T -0 9, F hr+l+...+ hm + 2(g'+h gyt .t gr)e
s(gth) = S(gr+1)' cee «oslg)esth ). ... . os(h ) .s(2g") onde

g" = g' + h' + gy * .- + g,.- Logo s(g+h) . (s(h) . s(g)) =

) s(gn) . s(h ) B s(hm) . s(2g")][(s(gl>. ..

r+1 r+l
.s(gr))z. ceees(@ e oS(g) 2 os(h ) .a. . os(ho) . s(257)
s(2h')]—l = [s(2g")] [s(gl). cee . s(gr)]z. s(2g'). s(2h‘)j’$L =
S fz. Logo, s(g + h) = s(g) . s(h) mod 52. ]
Uma g-secgao s : G -+ﬁ para a qual vale a 1igualdade

s(gy+ g,) = s(g,) . s(g,), para todo g;,9, €G , & chamada secqac
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de v. Observemos que se G - Z e v F » G & unma
entao podemos obter sempre uma secgao de v. De fa
tal que v(x) = 1. Definimos s : G - F, n - x". Ass
@ uma secgao de v :

a) s(0) = % =1

b) v(s(n)) = v(x™) = n v(x) = n

c) s(n + m) = ST L s(n) .s(m) .

Para facilitar a linguagem, analogamente a
usada por Prestel em

ordem de um corpo [ para designar

S

que S +SCS, SN- 8 ={0} e SU- = F. Se além

diremos que S & uma semdi-ordem quidiatdica.

Observemcs gque uma semi-ordem de um corpo

dem do grupo aditivo (F,+) e que se F possui uma

[P] (1973) passaremos a usar o termo

—~2do subconjunto

valorizagao
to: Seja x € F

im definida, s

terminologia

Semd-
S 2= F tal

. 2
disso, S F C S,
F & uma or-

seml—-ordem S

compativel com a multiplicagao (S.S C S) entao S & uma ordem de
F. Uma semi-ordem gquadratica S tal que 1 € S & uma g-ordem de
- 2 ~ . 2
F e sempre contém F°. Se 1 & S entao -1 € S e assim -7~ C S.
Um fato gue usaremos mails adiante, que & facil 42 ver ,
€ que um corpc F com uma anica ordem s& pode ter duas -zmi-or—
- . ) 2
dens quadraticas: =°F LFT.
Visando simplificar a notagio passaremos a rep. - entar:

a/b para indicar ab_l com a €F =& be&gTF
e
[al] para indicar a + M com a € A
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2.24 - TEOREMA: Sejam F wye 2chpo, Vv @ F > G uma  voocsizagaoc
reald de F, s uma g-32cgac e P oouma fung¢ao de G oac eajunte
das semi-ondens de F_ (isto &, para cada g € G,P(g) e uma semi-

ondem de F_). P induz em F ouma semi-ordem P definide non:

XEP <+>x =0 ou [x/s(v(x)] EF(v(x))
com as propriedades :
a) Se xE€P e v(x) < v(y) entao x - y € P.

b) 1 €EP se e somente se 1 € P(0)

c) P e uma semi-ondem quadratica se e somente se ~aia todo

g €G valem:
(i) P(g) e uma semi-ordem quadratica.

(ii) +P(g) =P (g + 2h) para todo h € G.

OBSERVACOES:
1) Escolhendo-se a fungao # de modo que 1 € P(0) e gue se

jam validos (i) e (ii) P & uma g-ordem.

2) Se P & uma g-ordem a propriedade a) estabelece a compa

tibilidade de P com v.

3) A condigao «c¢) (ii) significa que a fungao # = . ‘astan

te nas classes laterais de G mddulo 2G.

(O}

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA: Vamos mostrar primeiro que P uma se-

mi-ordem de F. a) P + P C P. De fato: Sejam x,y € P. ~odemocs
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assumir = # 0 e y # 0 e aplicar a definicdo de P a x + .Con

sideremos dois casos.

19 Caso: v(x) # v(y) e v(x)< v(y). Entao vix + y) = v(x) 5
X +y/s(vix + y)) = x/s(v(x)) + y/s(v(x)). Assim [ x+y/s(v(x+y))]
= [x/s(v(x)] + [y/s(v(x))]. Como v(y/s(v(x)))= v(y) -v(s(v(x))) =
v(y)- v(x) >0, temos que [y/s(v(x))] = 0. Logo [x+y/s(v(x + y))]<
€ P(v(x)) = P(v(x + y)), pois x € P e portanto x + y € P.
29 Caso: v(x) = v(y). Assumindo v(x + y) = v(x) = v(x) £omos
x/s(v(x + v)) = x/s(v(x), y/s(vix + y)) = y/s(v(y)) e, assim, co-
mo F(v(x)) = P(viy)) = Pvix + v)), [x + y/s(v(x + y))]ELVx+Y).
A situagao v(x + y)> vi(x) = v(y) nao ocorre. De fato:

Como por hipdtese, [x/s(v(x))] €2(v(x) e [y/s(v(x))] =[y/s(v(yNE
€ P(viy)) =L(v(x)) temos que [x + y/s(v(x))] = [ x/s(v(x)] +
+ [y/s(v(x))] €P(v(x)) e, portanto, [x + y/s(v(x))] # 0. Mas, en
tao, vi(x + y/s(v(x))) =0 e vi(x + y) =v(s(v(x))) = v(x).

b) PN -P = {0}. De fato: x € PN- P implica em x € P
e -x € P. Logo se x # 0 entao | x/s(v(x))EPvX)) e [-x/s(vx))E
€ Plv(x)) (v(x) = - v(x)!), o que & uma contradigao.

¢) P- P =F. De fato: > xE€F e x#0 entdo [ x/s(v(x)] €
€ P(vix)) ou [-x/s(v(x))] €EP(v.)) = P(v(-xX)) e portanto x € P
ou -x € P

Vamos provar agora, que P satisfaz as propriedades a)

b) e <« do Teaorema.
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a) Se v(xX)< v(y) entao vix - y) = vi(x) 2 1 - y/s5(vix -y)F
= x/3(v(x)) = y/s(v(x)). Assim, [x - y/s(v(x - v)1i=lw/s(v(x))] =
- [y/s(v(xf)]. Como v(y/s(v(x)) > 0 temos que [v/s(v(x))] = 0.

Logo, [x - y/s(v(x -~ y))] EP(v(x - y)) pois x € P e, portanto ,

X -y € P.

b) 1 €P «»> 1 =[1/s(v(1l))] €P{v(1l)) = P(0).

Para provar a propriedade «c¢) vamos antes:

1) Provar que: Se 0 # [x]E€pP(g) entdo sig

Como v(s(g).x) = vi(s(g)) = g temos s(g):
s{(g)x/s(g) = x. Logo [s(g)x/s(v(s(g).x))] =[x]¢%
s(g).x € P.

2) Observar que: s(gl + g2) = s(gl).s(gz) e

s(gl + g,) = S(gl).s(gz)tz com v (t) 0, pois se

= S(gl).s(gz).t2 entao v(s(gl F gz))= v(s(gl))+ 7

assim, gl + g, = 97 + 9, + 2v(t) e v(t) = 0.

2
c) Suponhamos validos (i) e (ii). Seja < P. Temos
-
[x/s(v(x))] €EP(v(x)) = P(v(x) + 2v(y)) =P (v(xy ;). Além disso,pa
ra todo y € F vale [yz/s(v(yz))le 52 e assim por (i)
2 5 2

[x/sv(x)] . [y2/S(V(y2))] =[xy /s (v(x) .s(v(y2>)J*EE.‘,,:%*-:(xy )) . Mas,

entao, novamente por (i), para t = G, tal que s(v(xw.s(v(y2)) =
2 -2 2 2 2,

s(v(x) + v(y2)). t° , vale [t 7] [ xy“/s(vix) + «<(v7)) . ] =

= [XY2/S(V(XY2)H € f(V(xyz)). E, portanto, xy2 < p
uma semi-ordem quadratica.

E, por Ultimo, & preciso provar que se P

X € P,
/s (visig).x))=

") ,resultando

2. e
d F~ significa

S(gl + gz) =
(s(gz))+v(t2) e

¢ uma semi-or
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\

dem quadratica entao valem (i) e (ii).

Sejam F(g) uma semi-orden de =, [x] €P(g)", [yl € F_
e z € F" tal que z = s(q9) xy2. Como wis(g)x) = v(s(g))=g te-
mos s(g).x/s(v(s(g).x)) = s(g).x/s’3) = .Logo [s(g).x/s(v(s(g).x)]=

[x]€P(g), resultando s(g)x € P. Como P & uma semi-ordem qua-
dratica, =z = s(qg) .xy2 € P e, portanto, [z/v(z)l €P(v(z)). Final-
2]

mente, como v(z) = v(s(g)xyz) =g e [xyv°l=12z/s(g)] temos [x][y2]=

= [xyz] =#(g), ficando provada a condicao (i).

Para provar (ii) sejam g,n © G e [x]€Pp(g)°. Temos
x.s(g) € P e s(2h) € 1;‘2. Como P 2 guadratica s(g).x.s(2h) €P.
Assim, desde gque v (s(g).x.s(2h)) = g + 2h e s(g + 2h) = s(g).s(2h).
.u? com u e u, temos [ s(g).x.s(2h)/s{(g + 2h)l=[s(g).x.5(2h)/s(g).
. S(Zh)-u2] = [x/uz] €P(g + 2h). Como ja provamos que F(g + 2h) &
quadratica e u € Uv’ temos [u—2] | x/u2]= [x] €EP(g + 2h), isto
&, #(g) € (g + 2h). Suponhamos que existe [x] € P(g + 2h) P(g)
Entao [-x] € P(g) C P(g + 2h), o que & uma contradigao.logo P(g) =
=P (g + 2h). ™

Com as hipOteses e a notagao do Teorema 2.24 temos:

2.25 - P ¢ uma ordem se e somente se:

1) P(0) @ uma ordem
2) Para todo g € G, F(g) = F(0) ou -¥(0)

5) Para todo g € G, P(g + 2h) = P(g), qualquer que seja

L Plgy gy =470 se Py =gy

-P(0) se P(gl) # -J’(gz)
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De fato:

Suponhamos validos 1) a 4) e sejam x,yE€P’ =2 2z € u,
tal que s(v(x) + v(y)) = s(v(x).s(v(y)).zz. Se Pvix))= Plviy)) =
P(0), temos [x/s(v(x))], [y/sv(y))] € P(v(x)) =P(0) e, portan
to, [xy/s(vixy))] = [1/2°]. [x/s(v(x)]. [y/s(v(y))] €P(0)=P (v (x) +
+ v(y)) = P(vixy)). Logo xy € P.

Se P(v(x)) =P(v(y)) = - P(0) tambénm temos, desde que
P(0) & uma ordem, que [xy/s(v(xy))] € P(0) =P (vixy)) e, portanto,
Xy € P.

Se P(v(x) = P(0) e P(v(y) = -P(0) (ou o contrario) te-
mos [xy/s(v(ixy))] = [1/27] .| x/s(v(x))] . [y/s{viy) e - P(0O) =
P(v(x)+viy)) = P(v(xy)). E, portanto, xy € P.

Mostraremos agora que se P & uma ordem entao valem 1)

a 4)
1) £(0) & uma orden.
1 € P implica em [1/s(v(l))] = 1€P(v(l)) =P(0).
Sejam [x]€P(0) e [y] €EP(0). Entac x.s(0) = x €P e
v.s(0) = v € P, Mas entaoc xy € P e, portarto. =] = [xy/svixy))] €
€ P(vi=zy') =P(0) ( v(xy)=0!).
2! Juponhamos que existe g € G tal gue 2{g) # P(0) e
Plg) # 7). Sejam x € U, e v € U, tais e [ x]1E€P(9) e
[x]le i), [y]€P(g) e [y ] € -P(0). Entac =xsi.;; € P, x €FP ,
y.s(g) € P e -y € P, o que & uma contradicac pois teriamos
s(g) €EP e s(g) € -P, isto &, s(g) = 0.

o

3) Ja foi provado em 2.2
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4) Suponhanos que existam 919, € G tais gue F(g,)=P(y, =

P(0) e que ?(gl T 9,) = #(0). Entao, por 2, P(;l + gz). - PLO).
Sejam x = P tal que v(x)=gl e y € P tal que v(y)=g,.

Entao [x/s(v(x))] €SP(v(x)) = f‘(gl) =P(0) e [y/siviyNeEP(viy)) =
9(92) = P(0). Mas, entao, [xy/s(v(x)).s(v(y))]E;P(ql) =;?@b)?POﬂ

e [xy/s(v(x)+v(y)).zz]E;P(O), com z € u, tal que s(v(x).s(v(y)) =

s( v(x) + v(y))zz. Assim, [22][xy/s(v(x))+v(y))22]=[xy/shﬂxy)ﬂ =
€ P(0) e, portanto, [xy/s(v(xy))]€§-P(0) = P(gy + g,)=P(vixy)).
Logo xy ¢ P, o gue & uma contradigao. Se f(gl} = Plg,)= ~P(0) ,

temos, ainda assim, [xy/s(v(x).s(v(y))] € P(0) e analogamente,ch.
gamos a contradicao xy € P.
Suponhamos, agora, que existam 9y 9 € G tais que Jng)%
P(g,) e Plgy + g,) # -P(0). Enﬁéo P(gy) = P(0) e Plg,)= - F(0)
(ou o contrario) e P(gl + g2) = P(0). Sejam x,v € P tais gque
v(ix) = gy v(y) = g, e z € u, tal que s(v(x)+v(y)) = s(v(x))
s(v(y)).zz. Entao [x/s(v(x))] € P(0) e [y/s(viy))] €-P(0) e des
de que S(0) & uma ordem [xy/s(v(xy)] =[l/22][x/sv(x)] [ y/s(v(x)i &€
€ -P(0). Portanto, [xy/s(v(xy))] §P(0) = P(v(: +v(y))=P(v(xy)) ,

isto &, xy ¢ p.m

De 2.25 obtemos que um corpo F adw‘ -~ q-oadens ac
arquimedianas se e somente se admite orndens na. - oiulmedicnas . Bas
ta observar que se F admite uma g-ordem P - arquimadiana 2:

tao A(P,Q) & um anel convexo em relagao a P e, portanto, a valc

rizagdo associada a A(P,Q) e uma valorizacgao recal. Por 2.25,exis

te, entao, uma ordem de F compativel com v, a gqual, por 2.12 ,

-

€ nao arquimediana. Logo, como por 1.16, toda g-ordem argquinmedia-
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na & uma ordem, 4¢ F 40 possul ordens arquimodia,. .. F nao
possul g-oirdend phopaias.

Sejam, agora, P uma g-ordem de F, v : F -G 2 valo-
rizacao de F compativel com P e s uma g-secgaoc de . P in-
duz uma aplicacgao ?P de G no conjunto das semi-ordenrs de F_
onde para cada g € G, PP(g) & caracterizado por [yl EJP g) <~
+vs(g) € P, para todo vy € UV.

Mostremos que a relacdo estd bem definida, isto 2, que

ela independe da escolha dos representantes da classe residuals:

Temos: [x] = [y ] «» x + M, =y +M «-- ziy Ei-lve-—(«x+y)y—16

’ . _l —l . "'l —
-« (pois y € AV\MV:Qy € Av)++(—x+y)y s{g) . s(qg) S M, e
Y-x + y)y-1.5(g) . s(g 1)) >0ev((-x + v).s(9)) - viys(g)) >

> 2 > v(-x +vy) s(g)) » v(ys(g)). Logo, se ys(g) € P, pela compa
tivilidade de v, ys(g) - (-x + y)s(g) = xs(g) € P. Da mesma
maneira mostra-se que se x s(g) € P entdao y s(g)€ P. Por outro
ladso, PP(g) com g € G & uma semi-ordem de F

Aléem disso, para todo x € é temos X € P« [x/s(v(x))]€E
E-?P(v(x)).

Assim, existe uma correspondéncia bijetora entre o con-
jurto das g-ordens de F compativeis com uma valorizagao Vv e O
coniunto das fungdes 7 caracterizadas no Teorema 2.24. Isto §,
acabamos de obter para ..-ordens a reclproca do Teorema 2.24.

Observemos que una ordem P de F & compativel com uma

-G se e somente se a aplicagao :?P sa-

b

valorizagao real v :
tisfaz as condigoes 1) a 4) de 2.25.

Na verdade pode-se mostrar que:
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2.26 - A connespondincia P - P ¢ uma b gAu ertee o ltofunto

o

das fungoes P caracterdizadas em 2.24 2 o cosiiote das  og-otdeins
de F compativeds com v; ¢ 4nduz uma bijecdo entre o conjuinto das
fungoes P caracterizadas em 2.25 ¢ ¢ coniunte das ocadens de F
compativeis com V.

Estamos agora em condi¢oes de mostrar o resultado que ca
racteriza os corpos que satisfazem a Lei de Sylvester Fraca, como
nos propusemos. E um resultado que nos permite, em muitos casos,

concluir de maneira mais facil a existénciz, ou nao, de g-ordens

proprias.

2.27 - TEOREMA: Seja F um coapo gormala ife redd.
Xp = Y, se ¢ scmente se para teda  valordzagao ol
v :Fa»G
a) o(G/2G) < 2
b) Se 0(G/2G) = 2 entao [Xp [=1
\
DEMONSTRACAO: Consideraromos primeiro am2 valorizacao ~enl
v:F-+>G para a qual (a) ou (b) & falso e construiremos oA
g-ordem propria de F.
Se (a) & falsc =xistem gy.9, © T3 tais que g, -

€ 2G. Sejam P uma ordem de E ¥ a aplicagcao de G no <o

junto das semi-ordens de FV dada por:

(—P se g = 94 + Iy mod 2G

| P caso contrario
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G - F uma g-secgao c= V.

®
0]

Pelo teorema 2.24, a aplicacao # induz em F uma g-cr-
dem P'., Por 2.23, P' & uma g-orden proOpria de F pois Pkﬁ)??@b):
=P e P(gl + gz) = -P # £(0), contradizendo Xp = Yg. (nao & di-
ficil mostrar que s(gl) ep', S(g2) € P' e S(gl)-s(gz) & P'r es~
colhendo s convenientemente,de maneira que s(gl+~g2%=s(gﬂ.s(qjk

Se (b) e falso, G = (qO + 2G) U 2G com 90 € 26 e ,
possui pelo menos duas ordens distintas, P e P*. Sejam s : G —’é
uma g-secgao de v e a aplicagao F de G no conjunto das se-
mi-ordens de FV tal que:

[P se g &€ 2G
P(g) =<
F* se g &€ 9, + 2G.

De modo anadlogo ao anterior ?’iinduz uma g-ordem P' =m
I, que por 2.23, & prdOpria, pois para g € 9y * 2G temos P (g)#PFO)
e P(g) # - P(0). (Pode-se mostrar que s(go) € P', XEP', onde
X € UV e tal que [x] €P e [x] € P* e, no entanto, xs(%ﬁ €L

Suponhamos, agora, por hipotese, validos a) e b). Seja
P  uma g-ordem ndo arquimediana de F. Vamos mostrar que P e umn
ordem. Seja v a valorizagéo real associada ao anel A(P,Q).

nindtese, o grupo de valores G de v satisfaz: o(G/2G) < 2.

7 Caso: Se o0(G/2G) =1 entao, por 2.8, v & compativel com ¢,
i>go, por 2.24 P & obtida através de uma fungao P. Como G = 2§,
7{7) = P(0) para todo g € G e por 2.23, P & uma ordem, uma vez

$(0) & a ordem quociente.
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2?2 Caso: Se 0o(G/2G) = 2, pela Proposigao 2.15, podemos conside-
rar v compativel com P. Entao, por 2.24, P 2 obtida atraves
~ .- . - w2
de uma funcao #. Por hipotese, Fv possuil uma unica ordem LFV
s 2 2 ~ - . . =
Assim ZFV e - ZFV sao as unicas semi-ordens quadraticas de

FV. Como o(G/2G)= 2 temos:

[}

lZFV se g € 2G
FPlg) =<
ZF2 - ZFZ 2G
v ou v se g & .
7 satisfaz as condigoes 1) a 4) de 2.23. Os itens 1) a 3) sao
facilmente verificados.Mostremos o Item 4): Sejam 91795 € G. Supo
- 2
~har = mod . ) = < = =
hamos gy = g, Mo 2G. Entao ;P(gl P(j2) e:P(gl + g2) LF
7 = n 5_
P2(0). Se 9, = 9, od 26 temos g, € 2G e g, € 2G (ou o contra
-~ —_ 2 = . - 2 =
rio) e, portanto ?(92) = IF e~?(gl) ﬂ'P(gl + g2) = LF $ (0)
2

ou Plg,) = TFL e Plg)) = Plg, + g )= - IF2 = - $(0). Logo, P

2 uma ordem. ®

Esse teorema nos da uma boa caracterizagao dos corpos que

satisfazem XF = YF’ pois em muitos casos (a) e (b) sao facilmen-
te verificados. E serd um instrumento decisivo no paragrafo de
exemplos.

Para toda valorizagao v : F - G introduzimos a notagao:

compativel -oon v}

D\

i

{p &€ ;P

SRS
13

compativel ccm v}

(0]}

{(pe vy,; P

g

Com raciocinio analogo a demonstragao do Teorema 2.27 po

demos provar o seguinte:
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2.28 - TUIREMA: Seja v : F > G uma vaccrlzagac reac <@ F.Entac
X; = Y; se e somente se o(G/2G) < 2 2
al 2 o(G/2G) = 2 entao [X |=1
v
b) se o0(G/2G) = 1 entdo Xo = Yo .
\ v

DEMONSTRACAO: Se 0(G/2G) >2 ou 0(G/2G)=2e |xF | # 1, como na de-
: v

monstracao de 2.27 obtemos uma g-ordem propria de F cuia compa-

tibilidade com v pode ser verificada por 2.24.

Se ofG/2G) =1 e X # Y. . existe uma g-¢ 1 pro-

r
v A

pria P de F_. Seja # a aplicagaoc constante # : G - Y_ tal

: Y
que P(g) =P(0) = P para todo g € G. Por 2.24 obtemcs uma g-
ordem de P de F compativel com v, a gual, por 2.25, 3 pro-
pria, pois P(0) = Pv nao € uma ordem.

Vamos mostrar agora que tanto a) quanto b) implicam que

v v

XF = YF.

Seja P € Yg e P a funcao associada a P. Se o(C/2G)=1
P(g) = P(0) para todo g € G. Por 2.22, #(0) & uma g-ord2m e co
mo Y, =Y, , #(0) & uma ordem. Logo, =or 2.23, P & ura ordem.

v v

Se 0o(G/2G) = 2 e »ZFg @ a Unica ord-sr = Fv, obtencs ST ra
demonstragao anterior, que P & uma or<:i. E, portanto, P € X;.’

O Teorema 2.27 nos permite tamb m aralisar ccm r:2.afiva
facilidade o "going up" e o "going down" da Lei de Sylvester Fra-
ca.

No § 3 desse capitulo apresentamos exemplos que aoztram
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que a propriedade hereditaria e o "going down"' da . 3.F. nem sem-
pre sao validos. O corpo Q((x)), por exemplo, :a:.: 2z L.S.F. e
Q(v2) ((x)) ndo satisfaz (Exemplo 2.52). Por out-. lado,qualquer
fecho real de K = Q(vV2)((x)) satisfaz a L.S.F. I>rém, resulta-

dos que mostraremos a segulr estabelecem que, sob certas circuns-
tancias, a L.S.F. satisfaz o principio de '"going up" e de "going
down". |

Vamos mostrar, antes, usando 2.24, dois teoremas referen
tes a valorizagoes reais, o0s quais se farao necessarios mais adian

te, nesse trabalho.

2.29 ~ TEOREMA - Sejam F um corpo e A un anel de valondizacao heal de F.

Entao, existe wna g-ondem P de F e um subcorpo k de F tais que A = A(k,P)

DEMONSTRACAO: Pelo Teorema 2.24, existe P € Y;. Por 2.6, A e con
vexo em relacao a P e, pela Proposigao 2.21, existe um subcorpo
k de F tal que A = A(k,P).=m

Observemos que, por 2.26, podemos garantir que existe
P € X; que satisiaz o Teorema.

O resultado a seguir responde a gquestao da extensao de

valorizagoes r2a:s de um corpo a extensoes algébricas formalmente

reais desse corr.

2.30 - TEOREMA: Sc¢ja v uma valordizagao real de um coapo ordena
do (F,P). Entac, v se estende a uma valorizacac real do gecho

weal de (F,P) <o ¢ somente se P € X;. Avowm disso, e Vv se es-
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teode ontao essa extenSde ¢ unica e 0 seuw corpo de o e 2 Aiso
mesic ac 4ech > de 3 N p/N¥ = .

AL ¢ yecho heatl de (IV,AV P/le) (FV’PV)
DEMONSTRACAO: (=) Seja (F,P) o fecho real de (F,P) < 7 uma
valorizagdo real de F. Entdo, como F tem ordem {nica ¢,.or 2.25
v = v p ' ,
X # @ temos que P € X_ .Logo, A7 @ convexo relativamente a

F F

P e, portanto, A=Az NF € convexo em relagao a P. &, por
2.6, P € X; . Para mostrar que, caso Vv se estenda a (F,P) en
tao essa extensao e Qnica, suponhamos que v, seja ontra valori-
zacio real de F tal que A, 0 F =2 Entao vy & coaepativel
1
- — - - \% ~ -
com a unica ordem de F, isto e, P € X_l, Mas,entao, Av & conve-
P 1
X0 relativamente a ordem P. Assim, A _ C A- ou A- CA e, Co
v v v v =
1 1
mo Av e A; estendem o mesmo anel de valorizacao de F e fIF
1
& uma extensao algébrica, A, =A; e, portanto, v; e v sao
1

equivalentes.

( =) Suponhamos que P € X;. Entao, A & convexo em rela

gao a P e, por 2.21, existe um subcorpo k de F tal que AV =

= > {k,P). O anel A(k,P) C F estende o anel A_. Assim, se Vv e

i

a vxlorizacao associada » A(k,P), entdo v & uma valorizagao

real de F que estend=> v,

Agora, seja .2 N k) o fecho real de (k,P N k) conti-

do em F. Entdo, k & r -1 fechado e k & cofinal em Kk(pois k|k

2 uma ex 3 ebrica’. L k C A-.Sej -=A- N P/M-

1 extensao algebrice ogo, k Av &ﬂam,PV Av P/MV e m
a aplicacdo candnica 7w : Az > A;/M; = f;. Logo, w(k) - k e
(r(x), Pz N w(k)) & um subcorpo real fechado de (F;,P7). Por 2.19,

F_ 2 uma extensao algéprica de (k). Além disso, Iz ¢ exten-
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sao algébrica de F,. Assim Fz e extensac alagébrica de 7 (k) .Co-

mo k Ck e m estende +~, concluimos gqus {r*,P;) 2 uma exten-

—t

sao algébrica ordenada de (r(k), P; N7 (). Logo,(F;,P—) e o
fecho real de (F_,P ). 0
vty
No Teorema 2.33 tem importancia os corpos hereditariamen
te euclideanos. Daremos agora, apenas as nocoes necessarias a de-
monstragio da proposicdo. No Capitulo IV serdo dados mais resulta

dos sobre essa classe de corpos.

2.31 - DEFINICAO:

a) Um conpo F e euctideano se e forna-wonte weal e D

x e F, x € 2 ou -x € F°. 1sto ¢, F e euctideano se e somente

2 - C
4e F7 e um cone positivo de  F.

b) Un corpo F e hewedi{tariamente eucf (deano (notagao: h.e)
s¢ F e  toda extensao algebrica formalmente rneal de F saoc eu-
clideanos.

Os corpos euclideanos sao precisamente os corpos pitago-
ricos com uma Unica ordem. Como exemplo de <orpos h. e. temos ©Os
corpos reais fechados, cem os quais os corpo: h. =. possuem mui-
tas propriedades em comum. Zstes ndo sao, nc entanto, ©0S Unicos
exemplos.

E imediato que F & h.e. se e somunte se F e toda ex
tensao algebrica f.r. de [ admitem uma "n:ica ordem. Num senti
do, a afirmagao & trivial. Para prova-la nc c:tro sentido basta

considerar que, se K & uma extensao algébr = f.r de F = i



nao & euclideano, entao existe uma ordem P de K e um elemen:to

— . 2 o S . .
ae P tal que a€& K'. E, portanto, por 1.8, K(Ya) admite pelo
menos duas ordens. Como K(,3a) & uma extensao algébrica de F te
no0s uma contradigao.

Para demonstrar o Teorema 2.33 necessitamos também do se

guinte lema:

2.32 - LEMA: Sejfa H um grupo ~deldlano ordenado ¢ G um subgru

po de H tal que o (H/G) < = .Eitao:

(1) o(GA2G) =1 = o(H/2H) = 1

(ii) o(G/2G) = 2 = o(H/2H) = 2

DEMONSTRACAO:

(1) Sejam h € H, m&e N e g &€ G tais que oOo(h + G) = m e mh =

= 2g. Suponhamos que m & par. Entao m = 2n para algum
n €N e 2(nh - g) =0. Como H @& livre de torgao (H é or
denado!) nh - g = 0 e, portanto, nh = g, contrariando oh+C! =m=.
Logo, m = 2k - 1 com k € N°. Mas, entao, (2k-1)h = 2g e as-

sim h = 2(kh-- g) € 2H.

'ii) Seja G = 2G U g, + 2G. Podemos ter: g, ¢ 2H ou 99 € 27

Suponhamos, primeiro, que go'$ 2H e seja h € H. 5
o(h + G)= 2k entao  2kh = gy * 29 com g € G pois 2kh = 2g implica
»m kh = g, o que contraria o(h + g) = 2k. Logo g0=2(kh-g)E 2H.

15 isso contradiz a suposigao 9 & 2H e portanto o(h +G)=2k + 1. Entao
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(2k + 1)h = 2g e, nesse caso, h € 2H ou (2k+l)h=:gO + 2g e nes
se caso h € g0-+2H. Assim, H=2H U qo-f2H, isto &, o(H/2H) =2.
Suponhamos, agora, que gy € 2H e seja A={n € N; pa-
ra todo 0 < i < n existe h, €H com Zihi € 9y * 2G}. AZEYJ
pois 0 € A uma vez que 20g0 S go-+2G. Se n € A temos hi+ G #

# hj-+G para todo 0 < i, j < n tais que 1 # j (pois hi==h.-+g

J
com gE€G e 1 <3 = 23hi =2th +23g = 237 2'n,) = 23hj+23g =
- , . . j-i B j

existem g gj € G tais que 2 (g0-+2gi) =9dy * Zgj + 2°g =
= g, € 26 - o que € uma contradigao) . Logo, qualquer gue seja

n € A,n < o(H/G). Para todo n € A, o(hn-*-G):=2n pois de 2nhn €

€ = + 2G obtemos gue o(hn-+G) ]2n e, portanto, o(hn + G) = 2T
com m < n. Se m < n entao existe g € G tal que thn =g e
n-m__.n-m ,m _ 4N _ . - _ -
2 g=2 2 hn = 2 hn = 9, + 2gn , isto e, 99 € 2G Cc que e uma
coentradigao. Logo m = n, isto &, o(h  + G) = 2n.Seja n = max.A.
“~ ] = n freand 3
Ertao h € 2H pois, se h 2h de 2'h =g, + 29 obtemo
n+ . .
2" lh = 99 + 2g, contrariando a maximalidade de n.
Seja I ={r €N'; Ih €H com o(h +G) = 2" e h+G &
€ [hn + G ] € H/G . Suponhamos que I # {, isto &, gque existem
s EXWeh€H tais que o(h+G) =2 eh+G E[h +G]. Sejar =

= rin I. Entao, 2rh::g0~+2g com g € G o, portanto, r < n. Temos
~r-1 n—lh

2 :} — = = n — ~ ] < 3 P - = -—

2°h - 29 94 2 hn Zgn com g € G, isto =, 2 h-g 2 n 9,
e J”-l(h-—Zn_rhn)=:g-—gn. Logo, o(h-—2nntin¥ ;2r“l e, portanto,
of(n-2""F hn)=:2S coms < r-1. Mas, entan, s € I e Q1—2n_ﬁ%9+ G €

< [hn+G] ,isto &, existe t €N tal que (h - 2n—rhpj + G =t(hn+ G) e, conse-

quentemente, h + G = (&t + 2n—r)hn + G € [hp + G}, o que é& uma



rtradigao. Logo I = #.
Temos que O(H/2H) - 2 pois se H = 28 ~-ntao para todo
0 -existe hi € H tal que Ty 7 2ihi, controriando n <o(H/G)
orra o n € A,
Seja h € H.

a) Se o(h + G) = 2k + 1 entao (2k + 1)h = 2g com g € G g
cortanto, h = 2g - 2kh € 2H ou (2k + 1)h = g, * 2g com g € G
z, portanto, h = 99 + 29 - 2kh € 2H.

b) Se oh + G) = 2° entdc r < n e, portanto, existe s &€ N
tal que h + G = s(hn + G). Logo, h = Sh, + 2g ou & = sh, + go+
+ 2g. Se s = 2t, entao h = 2(th, + g) € 2H ou 1 = g, +2(th +g)
IS 94 + 2H = 2H. Se s = 2t + 1, entao h = hn + 2!th +g)€£hn-+2H
ou h=hn+g0+2(thn+g) €‘1n+2H.

c) Se o(h + G) = 2'm  com (2,m) =1 entao :=xistem,a,b € Z
tais que 2fa + mb =1 e h = 2%ah + mbh. Como 2 "(mbh + G) C G,

o(mbh + G) |2r e, portanto, 2Mx=bh + G) = ZS com s < r. Entao,

mbh € 2H e, portanto, h = 2"ah + ~bh € 2H ou mpi € h_+ 2H e,
portanto, h = 2"ah + mbh € h_ © "L

Logo, H = 2H U h_ + o(il/2H) = 2.

Voltemos aos corpos . Pelo Lema, 2 'nxediato que um
corpo euclideano e todas as suz: :itensoes algébiricas finitas (e,
em consequéncia, também as infi-icas - vejo a d7onn- tragao de
2.33) nao possuem g-ordens proprias, isto &, sanisfizzzm a L.S.F
Pois, para todo x € f temos x € 2 ou -~ x € 32 Assim, se
v:F +G & uma valorizagao real de F, = tao i) - (Y )=2vig),



para algum vy = F e, portanto, ey = 1.

Logo, os corpos h.e. ;10 v primeiro exemplo onde a
L.S.F.é hereditaria.

No Teorema 2.33 vemos qua todos 0s corpos que satisfazem

a L.S.F. tem relagao com 0S COrpos 1.e.

2.33 - TEOREMA (Hernedd{tardiedade da L.S.F.): Seja F um coapo. To-
da extensao algebrica de F satisie- a L.S.F. se¢ ¢ somente se pa
ta teda valoadzagao neal Vv :F -G ,0(G/2G)< 2 ese o0(G/2G) =2 en

tdc F, ¢ heneditarlfamente ecuciidex.ic.

DEMONSTRAGCAO: Sejam K uma extensao algébrica infinita de F tal

que X, # Y , e P uma g-ordem propria de K. Existem a,b € K

K’
tais gue a,b e =-ab € P. P N F(a,b) &, entao, uma g-ordem pro-
pria de F(a,b) que & extensdo finita de F. Portanto,podemos nos
restringir ao caso em que K & uma extensao finita de F.

Se F nao possui valorizagoes reais entao F s possui
ordens arquimedianas e, portanto, F e toda extensao algébrica de

' nz2o possuem g-ordem propria. E, o resultado vale.

Admitamos entdo a existéncia de valorizagOes reais e su-

po. . mos que a L.S.F. & valida para toda extensao algébrica fini-
tz > F. Por absurdo, vamos supor que V : é -~ G & uma valori-
zac:. real com o0(G/2G) = 2 , gue L]FV & uma extensao algébri-
ca ¢ que L possui mais de uma ordem. Existe uma extensao (E,v',
G) d2 (F,v,G), algébrica, cujo corpo de residuos é L ([E], Teo-

remi 27.1). Como L & f.r., E & f.r. e v' & uma valorizacao real.
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.F'., o que, pelo Teoorema 2.27, @&

w0

Por hipdtese, E satisfaz L.
uma contradicao pois Ev' = L (que possul maisdaeura srdem) e o(G/2G)=2.
Reciprocamente, sejam K uma extensao finita de F,

w:i:K > Gw uma valorizagéo real e v = wIF. Entao, [Kw : Fv] <

e O(GW/GV)< » (ver [E] Corolario 13.10). Como XF:YF ,O(GV/ZGV)i

< 2. Logo, pelo Lema 2.32, O(Gw/ZGw) < 2. Desde que [KW:FV] <

e w @& uma valorizagao real, K |F_ & uma extensao algébrica f.r.

W

e, portanto, como F, é& h.e., lXKw} = 1. Assin, velo Teorema
2.27, XK YK'
2.34 - COROLARIO:

a) Seja KIF uma extensac algebrdlca de corpes.Se para toda
valorizagac neal v : F » G, o(G/2G) = 1 entao X, = Yo

b) Se F ¢ um coapo com uma andica ondem entao toda exten-

sa0 algebiica K de F satisfaz X, =Y

c) Se F ¢ um coapo gue admite apenas ordens arquimedLanas
entao tolo oxtensac algebriza X de F osafisiic N =Y
DEMONSTRALAQ:

a) (C(nonsequéncia imediata do Teorema.

b) Se a ordem & arquimediana o resultado > _mediato.

Suponhamos, entdao, que a ordem € nao argiimediana. Vamos

g .
¥
Q

mostrar que o grupo de valores de toda valorizacan real v :

de F & 2-divisivel: Sejam € G e X € F' tais e v (x)

Il
[te]
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Como v (-x) = ~{%) .zdemos supor X positivo. Por 1.6, x = xi+
t ...t x_ com Ly edaa e ey X € F. Suponhamos que vix)-{min v(xlh
2 ) : . X RS NN
reeer V(X)) = vi(x:, para 3j€{1,...,n} . Entao - , Lo (=)
n .2 7, X.
| 37 i=1 7]
1#3
X n *i.2 X
€ M, e como %= 1+ ¥ () teriamos 0 = [gfj] =[ 1]+
v =i 73 )
i73
S R
+ I [——1", o que & uma contradig¢ao com a condicao de F, ser
i=1 J
R 2 2
formalmente real. Logo, g = v{xX) = min {V(xl),..., v(xn)}=2v(xj)e
€ 2G e O0(G/2G) = 1. E pela letra a) o resultado segue .
c) Basta observar que F nao possuil valorizagao real e

aplicar o Teorema 2.33. Se F possuisse valorizacao real v exis
tiria em F uma ordem compativel com v, que por 2.l12 seria nao
arquimediana. =

Na letra c) do Corolario provamos novamente que todo cor

po de numeros algébricos satisfaz a L.S.F..

2.35 - PROPOSICAO (going down): Seja KI|F uma el sac de coapos.
Se toda g-ordem de F se estende a K ¢ Xe = Y. catao X =Y.

DEMONSTRAGCAO: Seja P uma g-ordem de F. Por hinitese, P se es-

tende a uma g-ordem PK de K. Como XK = YK' PK ¢ uma ordem e ,

portanto, PK N F = P & uma ordem. ™

Usando o Lema 2.36, vamos obter em 2.37 um Corolario

dessa proposicao.



2.26 - LEMA: Seja KiF ama extensac de cokpos. Ui g~ 0. P
I 2

dv F se estende a uma g-oadem d¢ K se @ somenidée - ’ aixi=0
i=1

cem n €N e a.€ P’ $0 possud sclugao trndlvial e K. ou,se e

somente se toda forma quadratica < ayre..a > com a, € T defd-

nida em nelagao a P ¢ andsotropica em K ).

DEMCNSTRAGAO: E imediato que se P se estende a K a Gnica solu

n
cao de z aixi =0 em K & a trivial.

i=1

n 5 )
Para mostrar a reciproca seja p.=4{ 5% a.x., a. €P e
0 . i i
i=1
_ - 2
P w E : . : -
X L. facil verificar que PO + PO - PO e y PO - PO para
todo y € K. Seja =z € Py N —PO tal que z # 0 isto ée ,
n
zZ = T a.az com a, € P, o, €EK e g, # 0 para algum i€
i;l ivi i . i
n 5 :
€ {1,...,n} e z =- 3 b.B. com b, €P ,83. € Ke . #0 pa
=133 3 y j =
n 5 n 5
ra algum 3 €{1,2,...,n}. Entao Z a.a, + I b.R. =0 possui
i=1 * Y g=1 b

solugao nao trivial, o cque contraria a hipdtese. Logo, Py N -P, =

i

}  e,portanto, PO e um pré-g-cone de K, que, como 1 € PO po

de ser estendido a um g-cone P' de K. P' & uma g-ordem de K

o

que =stende P. ®

Observemos que .= P for uma ordem, entao P,.Py C Py e

a extensao de P & K ¢ ama ordem.

2.37 - COROLARIO:

a) Sefa F wna oifensac findita de F, f.r. o de ghau Am-



Se X, =Y entao X, =Y

K K F F’
b) Sefa K = F(/a) onde aEE:F’Z. Se Xoo= Wy ool K=Y
c) Seja F, 0 fecho pitagosice (="menct” cocpe pitagondec
quv contem F) .de F. Se XFP = YFP entao X = Y.

OBSERVAGAO: O fecho pitagdrico de um corpo F & a interseccao da

familia {Fi} de todos o0s corpos pitagdricos contidos no fecho al-

gétrico de F e pode ser obtido pcla "composicdo" “e todos os
corpos K para os quais existe uma cadeia de corpos F = KOC ch
C...CK =K com K., =X (el e a €x..
m i+l i i i i
DEMONSTRACAO :
a) Seja P uma g-ordem de F. Suponhamos que a equagao
g 2
L a;x; =0com a € P° possua =olugao nao trivial em K.Entao,
i=1 1

como o grau da extensao &€ impar pelo Teorema de Springer ([L] Ca-

n
pitulo VII - Teorema 2.3), I a,x. = 0 possui solucao nao trivial
=1 + 1
) ) - - 2 .
em F, contrariando ai € P°. Portanto, a eguacgao - aixl = 0 so
1=1
possui solugéo trivial em K e, a:ss3im, pelo Lema 33, P se es-
tende a uma g-ordem PK de K. C>2 XK = YK, pela proposigao ,
X = .
P YF
b) Seja P uma g-ordem de [ e a esquacgao z 1ixi = 0 com
i=1
n 2
a; € P°. Suponhamos que 2 ai(bi + ci/53 =0cmp., ¢, € F. En-
i=1 ) '



- n 2 : 2 2
tao L a,iby + 2b,c.y/a + az) = . ¢ b, + ac, = 0. Como abP T P
T S ii g i i
i=1
2 2 . 2 2
temos bi + acy € P para tclo 1 < i < n. Portanto bi = ac, = o
n
2 - ~
e bi =c; = 0. Logo, 7 aixf = § 30 possui solucao trivial em K
i=1 -
e P se estende a uma g-ordem Py de K. Como Xp = Yo pela
proposicao, XF = YF'
c) Basta observar que, conforme mostramos em b), toda q-

ordem de um corpo K se estende a K(/l+a2) com g € K. =
Com o Lema 2.36, podemos também mostrar facilmente um re

sultado bem conhecido da teoria de corpos formalmente reais.

2.38 - PROPOSIGAO: Seja K|F uma extensao finita de corpos. Se

<

XKE =1 entao |XF| =1,

DEMONSTRACAO: Sejam P a Gnica ordem de K, (K,P) o fecho roal
de (X,P),K=F(a) e f &€ F [x] o polindmio minimal de o sobre

r Como o numero de raizes de £ em K coincide com o nimero

-

7> ordens de K ([R] Capitulo IX Teorema 10),f possui uma ani:a

raiz em K. Entdo, por 1.10 (i) £ se decompoe em K em um SC
fator lineareem fatores quadraticos e, portanto, 3f = [K : F] e oo
E\r,‘ir .

n
Seja, agora, uma ordem Pl de F e a equagéo roa,n. =

n
= 0 com a; € Pi. Pelo Lema de Springer r a,x; = 0 sO possui

solugao trivial em K e, por 2.36, Pl se estende a uma ordem de

UNICAMEF
S inTECA (EMTRY



77

K. Logo, toda ordem ¢z I se estende a K e, portants, P N F e

a Gnica ordem de . 2

2.39 - COROLARIO: Se¢ X|F ¢ uma extensao findita d« cowpos e K
¢ euclideano entac F ¢ euclideano.

2y =2 e [k:F] & im-

DEMONSTRAGAO: Basta observar que se O(K/k
par entao o(F/fz) = 2.8

Dentro do estudo do "going up" e "going down" a Lei de
Sylvester Fraca relaciona fortemente um corpo com o seu fecho pi-

tagorico, conforme mostramos na proposigao abaixo. Nessa proposi-

cao, usaremos a expressao "extensao admissivel de F" para nos re

ferirmos a um corpo K de F para o qual existe uma cadeia de
corpos F = KO C Kl cC...C Km = K tais que, para todo 0 < i < m,
2
K = e .
i+1 - K (Vo ) com o € IK

2.40 - PROPOSICAO: Seja F um corpo.Sao equivalentes:

(1) FP satispaz L.S.F.

(2) Panra toda valornizagao heal v : F > G

a) o(G/2G) < 2 e

'b) se o0(G/2G) = 2 entdo F_ & euclidcan:

(3) F(/E) satisfaz a L.S.F. para tcdo z € F, Cotadnieni te
PosLELVO.

(4) Toda cxtensao admissivel K de F satisias a L.5.T.
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DEMCNSTRACAO:

/ B 2

(1) = (3) Para todo t € F, totalmente positivo, F{.t}C Ep

Logo por 2.37 (c), F(Yt) satisfaz a L.S.F..

(3) = (2) Seja v : F > G uma valorizacdo real de . Co-
mo,por 2.37 (c), F satisfaz L.S.F., temos que 0(G/2G) < 2 e
se o(G/2G) = 2 entao |X_, != 1. Logo, basta provar que se O(3/2G)=2

Fv

entao F, & euclideano. Seja a € U, tal que a & um elcmento

n
s - 2 - =2 =
y - = €
positivo em Fv:‘§ggonhamos que a ¢ Fv. Como a 'Z a, com a,
: n i=1
€ FV e podemos assumir a = a; com a, € F. Sejam K = F(/a)e
i=1

w : K - Gw uma valorizagao real que estende v. Entao KwZDFVWE)

e, portanto, [Kw : FV] >2. Como [K : F] =2, por [E] Corolario

17.5, G = G, w & a Unica extensdo de v a Ke K, = Fv(/gs.CQ
mo Fv(/é) tem duas ordens e ©O(G_/2G ) = 2, por 2.27, K = F(/a)
ndo satisfaz a L.S.F. o que & uma contradicdo com (2). Logo a€

2 -
e F e F e euclideano.
v v

(2) = (4) Basta mostrar que se um corpo F satisfaz (2)
entao F(/t) também satisfaz para todo t totalmente positivo.
Dada uma valorizagao real v de F(/t), sejam v' = v/F, G e G
0s grupoes de valores de v = v', respectivamente. Pelo Lema 2.32

0(G/26) ~ 2 e o(G'/2G"'") = 2 se e somente se 0(G/2G) = 2. Su
ponhamos que o(G/2G) = 2. 4atao, o(G'/2G') = 2 e, como F satis
faz (2), Fo e euclideano. 3e G' = G entao [FV : FV‘] = 2. Mas,
como FV, e euclideano FV.(yci) & a anica extensao quadratica

propria de F,i . Assim, F_ = FV.(/:i), 0 que é impossivel pois v



& uma valorizagao real. cgo, G' G G e, oox {21 (Corolario 17.5)

' - s Fi= 2 = F' O Mio w = -
temos o(G/G') =[F(/t ) : F] e F, oy rSom o que F & eu
clideano.

(4) = (1) Se F nac satisfaz alL.S.F. entdo existem PEEYF

P P
e a,b € Fy tais que a,b e -ab € P. Entao F(a,b) & uma ex-
tensao admissivel de F(pois toda extensdo contida em Fy e ad-
missivel) com g-ordem prdpria, contrariando (4) .3

A proposicao 2.40 generaliza o Teorema 2.33 pois estabe-
lece condigoes para a hereditariedade da L.S.T. em relagao a ex-
tensoes admissiveis.

Uma classe de corpces importante no estudo das formas gqua
draticas & a classe dos corpos henselianos, especialmente porque
neles as questoOes de isotropia e isotropia fraca se reduzem as
correspondentes questoes no corpo de residuos. Além disso, confor
me mostraremos no Capitulo III, o comportamento em relagdao a iso-
tropia fraca de uma forma quadratica sobre um corpo F & determi
nado pelo seu comportamento nos fechos henselianos (de valoriza-
gaes reais) e nos fechos reais (relativos as ordens arquimedianas
de F).

No proximo paragratf« relacionaremos g-ordens de F (com-

pativeis com v) com as g-ordens do fecho henzeliano.

§2. CORPOS HENSELIANOS FORMAILIENTE REAIS

2.41 - DEFINICAO: Un corpo valotvizade (F,v) 2 wu corpo 2-hensetia

no se para todo polinomio monice £(x) € A Jujcon “f =2 e



a0 o F i = -
que exdsta a € Av com f(a) € S f'(a) & M, existe b € A
tal que f£(b) =0 e b - a € .

Se a definigao for valida para polindmios de qualquer

grau, (F,v) @& chamado henselia.io.

Salvo mengéo em contrario sempre que falarmos em cCoOrpos
henselianos nos referiremos a corpos formalmente réais.

Uma extensao (K,w,H) | (F,v,s) de corpos valorizados e
(mediata se H =G e Kw = F,-
2.12 - PROPOSICAO: Seja (K,W,H) | (F,V,G) uma extensac 4Limediata
de cornpos valorizados. A connespondancda YW o,y ¢ Py~ P, NF e

K F

bijetora.

EMONSTRACAO: Desde que G = H podemos escolher uma g-secgao de
v gue & também uma g-secgao de W e cComo K = F_, pela Proposi

cao 2.24, a correspondéncia é bijetora. ®

Analogamente, a correspondéncia X; -+ X; tal que
P, » P, N F & bijetora.

Listamos agora alguns resultados bem conhecidos da teo-
ria de corpos henselianos das guais faremos uso nesse paragrafo

e 1uo Capitulo III. A demonstracgao desses fatos (que foge do obje-

ti~ o desse trabalho) pode ser encontrada em [E .

2.43 - PROPOSIGAO: Seja (F,v) um coapo valordizado.

(a) (F,v) ¢ henselianc se e somente se¢ a valordizagao v de

T o estende de modo anico a toda extensao algebrnica de F.
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(b) Se a caracteristica de F, ¢ cewo, eatac (F,v) € hen
sefiano se e soment: Se ndo existe extensdac algibtica {mediata pro

prca de  (F,v).

(c) Para todo conpo valorizado (F,v) exdiste, a menos de
Lsomonfismo de corpos valorizados sobre (F,v) uma anica exten-

sac afgebnrica imediata henseliana.

Se (K,w) for a Gnica extensido algdbrica imediata hen-
seliana de (F,v) entao (K,w) & chamado 4echo henseliano de

(F,v).

2.44 - PROPOSICAO: 3¢ (F,v) ¢ um coapo 2-henseldianc entao

v oo v
F - YF (XF = XF)

b) F "¢ pitagorico se e somente F, ¢ pitagorico.

a) Yy

c) F ¢ formalmente neal se e somento se F, e formalmen-

te real.

d) Se Vv e nac trnivial, entao F 5C possud g-ordens nao

arqucnizdianas.

DENMCNSTRACAO:

a) Sejam < wuma g-ordem de F, 0 ¢ o e ba—-l € MV. Entao
X2 + % o+ ba“l = x{x + 1) mod Mv e pelo Lema de Hensel existem
c,d € I tais mkzx2+-x + ba-l = (x + ¢} (x+ ) com c +d=1 e
pba™t = cd. Mas entdo, conforme [P] (1975) Teorema 8.3,b < % < a

e, portanto <« & compativel com V.
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b) Suvponhamos que F seja pitagorico.
Sejam [a], [b] EFV,. Existe ¢ € F tal que 32+b2=c%
Logo, [a]2 + {b]2 = [a2 + b2] = [02] = [c]2 e, portanto, Fv e
pitagodrico.

Suponhamos que F_ seja pitagbrico. Sejam a,b € F'. Se

(b/a)2 IS AV entao, como v & uma valorizacao real, v (1l +(b/a)ZF
2

= min{v(l), 2v(b/a)} = 0, pois v(l+(b/a)”) >0 implica em - 1 =
= [b/a]2 em F_. Desde que FV é pitagorico [1 + (b/a)2]= 1]+
+ [b/a]2 existe ¢ € F° tal que [1 + b/al2 = [c]z, isto &, pa-
ra f(x) = x2 - (1 + (b/a)2 € Av{x] , £(c) € Mv' Como f'(c) = Mv
e (F,v) & 2-henseliano existe d € F tal gue a? = 1 + (b/a)2

e, portanto,. a2 + b2 = (ad)2 € F2. Se (b/a)2€$ Av,ent&o(a/bfze

€ A, e a situagdo é analoga & anterior.

c) Se F é& formalmente real, entao, por 1.21, F possuil

v - -
uma g-ordem P. Por (a) P € XF e entao, por 2.10, FV e for-

malmente real. Se FV é formalmente real, v é uma valorizacgao

real e, por 2.11, F & formalmente real.

d) Seja P uma g-ordem de F. Por (a) P & compativel
com VvV e, portanto, pela proposicao 2.12, 2 & nao arquimediana.?®
Com 2.44 (a) obtemos do Teorema .26, para COrpos .:2nse

lianos a seqguinte caracterizagao:

2.45 - TEOREMA: Seja (F,v,G) um corpo 2-henselianc ¢ v :F~>

> G uma valordizagao heal. Entao, Xp = Yo se o Somento v
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0(G/2G) < 2 e
a) Se o(G/2G) = 2 entao |X

b) Se 0{(G/2G) 1 entao X =Y

it

A proposicgao 2.45 nos da informagoes sobre o fecho hense

liano de um corpo valorizado.

2.45 - PROPOSICAO: Sejfam (F,v) um coapo valorlzado qualquen e

(K,w) 0 4echo henseliano de (F,v).

(i) Se v e uma valcrdizagao real entac w e a unica valordza-

cao neal de K que estende V.

(ii) v ¢ uma valordlzacao neal se e somente se¢ K ¢ formalmente

DEMONSTRAGAO :

(1) Como por definicdo (K,w) & uma extensao imediata de (F,v),
w € uma valorizagao real de K que estende v. Seja Wi

uma valorizagao real arbitraria de K gque estende v. Por

w
. 1 w -
2.24, exist=e P € YK C YK = YK' Entao, por 2.6 Awl e Aw

sao convexos om relagao a P. Logo, A _ C A ou A CA .
Wy W W Wy
Como A NF =A4A N F e K|F & uma extensao algébrica ,
1
A = A , isto &, w e w
w1

1 sao equivalentes.
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(ii) Pela proposigao 2.44 (c) K e f.r. se e somente se Kw:E‘V
e f.r., logo, se e somente s= v & uma valorizagéo real.s
Com as consideragoes feitas e os resultados enunciados ,

podem ainda ser obtidas as seguintes caracterizagoes de corpos 2-

henselianos e henselianos.

2.46 - PROPOSICAO: Sejfa (F,v) wum coapo valorlzado ¢ F formal

mente neal. Entao (F,v) ¢ 2-henscilano se e somente Se  14M C
2

- CF .

DEMONSTRACAO: Como F & formalmen:.: real e, por 2.44 (aj, X; =
= Xpr v é uma valorizacao e car F,o=0. Sejam a€ Moe £(x) =
= x2 - (1 + a) € A [x]. Temos f = x2 -1 mod M, £f(1) = M, e
£' (1) € Mv' Assim, desde que (F,v) & 2-henseliano, existe b € F
tal que b2 - (1 +a) =0, isto &, 1 + a = b2 € FZ. Portanto, 1 +

+ MV C F2. Se 1 + M, C F2, é imediato, pela definigao, que (F,V)

& 2-henseliano.®

2.47 - PROPOSIGAO: ([P] (1975) Teorema 8.7):Sefa v wna v:ilivediza-
¢ao real de F. £.:a0 (F,v) & heaseldance se e somant. Xy =
= Xg para toda oxcensac algebrica linita  (K,w) de (F, " .
DEMONSTRACAO: Se (F,v) & henseliano, por 2.43 (a) toda =xten-
sao algébrica (K,w) de (F,v) & henseliana e, portanto, Xy

e
Se X =X para toda extensao finita (K,w) d= 'i',v) ,
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entao toda extensdo algébrica (K,w) de (F,v) satisfaz X, = X

\

ol

Seja P € Xp e (F, o recho real de (F,P). Entdo {P = X_. =

3% ~ = -
= Xﬁ para toda extensao v de v a F. Logo, toda extensao de

v a F & uma valorizacdo r=al. Mas, por 2.30, essa extensdo & Gni
ca. Como F & real fechado e v & valorizacdo real (F,v) ndo
possul extensao algébrica imediata propria e portanto, por 2.43
(b), (F,v) & henseliano. Assim, por 2.43 (a), Vv se estende de mo
do inico a F(/Z1). Logo, v se estende de modo Gnico a F(/-1) ,
que & o fecho algébrico de F, e, por 2.43 (a), (F,v) e nenselia-

no."

§3 - EXEMPLOS

0 exemplo 2.48 mostra que dada uma g-ordem P de um cor
po F, a valorizagao associada ao anel A(P,Q) nem sempre & com-

pativel com P.

2.48 - EXEMPLO: Seja o corpo das séries formais Q((Q)
- s _
( um elemento de Q((Q)) & da forma T 1%Y onde u € Q e

s € Q
{s € Q;Li # 0} e vazio ou bem ordenado) . Consideremos o wo:pe Fx)
5

onde F ¢ o corpo de 4ragdes do anel das sendies de poto . ~ias fi-

nitas de Q((Q)) e x ¢ uma Lindeteaminada scbre F.

vamos considerar em F duas ordens: Pl definida por

sn . o)
Uly t ...+ Uy Pl +»-ul >0 e sy<c...> s, em Q; P, de

(B
Q
O
le]

finida atravées do Q-isomorfismo ¢: F > R tal que ¢ (Y)7=
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siderando a ordem induzida de R.

Sejam a valorizagéo v : F(x) - 2 dada por vi(x ) = -n,
cujo corpo de residuos € F e a secgao s : Z~» F(x),n - x .
A aplicagao ¥ : Z - X. dada por
{Pl se 2 l z
P(z) =< induz em F(x) pelo Teorema 2.24
P se 2 x z
P2
uma g-ordem P de F(x) compativel com a valorizagao V.

Mostremos que P nao & compativel com a valorizagao
w : F(x) -~ G associada ao anel A(P,Q).

Suponhamos que w(Y) < w(l). Entdo Y € M (pois w(1)=0)

e, consequentemente, existe a € PN Q tal que Y - a € P .Mas

entao, [ (Y - a)s(v(Y - a))_lje P(v(Y - a)). Como v(Y - a) =20
(pois Y - a € F) temos que Y - a € P, e, portanto, -a€P'N Q,
0 que e uma contradigcao. Logo, w(l) < w(Y) e assim w(x) =w(l)+

+ w(x) < w(Y) + w(x) = w(xy).

Mas x - xy € P. De fato: Como v(x(l - ¥) ={min v(x) ,

v(l - Y)} = -1 e P(vix - xy) = P, temos = que [x(1 - Y).
s(vi(x - xy))—l] = [x(1 - Y). xal] =1-Y€& P2’ Logo, [=(1 - Y).
sv(x - xY)-l]$ Pvix - xy)) e isso implica que se X - xy € P.

Logo, W nao & compativel com P. =

Fm 2.49 damos exemple 2 um COrpo com g-ordem propria
obtida atraves da aplicagao do veorema 2.24 e que mostra que to-
do corpo de fungées em duas var:’iveis, formalmente real, nao sa-

tisfaz a L.S.F.
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2.49 - EXEMPLO: Sejam (F,P) um cctipo ordenado ¢ F(x,y) o co

o das funcces racdonals sobre F onas variaveds X e Y.
Consideremos em gz x 7 a ordem lexicografica. Seja a
valorizagao v : F(x,y) - % x Z dada por V(aanym) = (-n,-m) e
v(f) = min {v(a..xlyj} se fE€Flx,v] e £ = b} a“xljx
ij ; ij
l<i<n
1<j<m
Entao: Av = {—g— € F(x,y) ; v(f) > v(g)}V {0}
bl
M, = {—q— € F(x,y) ; v{(f) > v(g)}U {0} ,
e a aplicagao v Av + F definida por v (f/g) = anm/bnm se

v(g) = (-n,-m) e v(g) = v(f) e ¢ (£/g) = 0 se ‘V(g) = (-n,-m)e

v(g) > v(f) 2 um homomorfismo sobrejetor com nucleo Mv' Logo,

AV/MV - F.
_ - -n_-m ,
A aplicacao s :%Z x%Z - F(x,y), (n,m) > x 'y satis-
faz:
a) vis(an,m) = v(x—ny_m)z(n,m}
- N __=(n.+n,) -(m,+m,)
b) S«nl,ml)+(n2,m2)) = s((nl‘nz,ml+m2))—x 1 2y 1 72
=siln,,m ). s((n2,m2))
c) s((0,0) = x%y% =1
d) s(2(n,m) = (x Ny ™2 ep
-n_-m, -nl_- "2
e) s((n,m) + 2(nl,ml))= pre ny Mg nly ml)2 € s((n,m)). F
Lego 3 € uma secgao do ~orpo valorizado (F(x,y), v ,

N
B



Sejam P* a semi-ordem quadratica definid:x oor b - a

i

P* «—+a - b € P (observe que 1 £ P*) e a aplicacao P de

Z <% no conjunto das semi-ordens de F(x,y), = F dada por:

{ P se 2|n ou 2lm

? ((nlm))=<tp* se 2*1"1 e 2/km-

Pelo Teorema 2.24 obtemos em F(x,y) uma g-ordem Pl(j)

compativel com a Vvalorizagao v, para a qual:

a) x € pois [x . s(v(x) Tl=I x.8((~1,0) 1= [x.x 1]=
=1 € P =2P((~-1,0)) = P(vx)).
. -1 -1 -1
b) y € P, pois [y.s(v(y)) I=[y.s((0,-1)) "I =ly.y 1=
=1€P=F((0,-1) = P(v(v)).
. -1 -1
c) =-xy € P, pois [-xy . s(vixy)) "1=1[l-xy.s((-1,-1)) 7]
= [-xy . (xy) Y] = -1 € p¥ = P((-1,-1))=P(v(-xy)).

Logo, P, € uma g-ordem propria de F(x,y). ®

Usando o Teorema 2.27 podemcs concluir de maneira mais
conceptual que se F e formalment> real entao XF(x,y)# YF(X,yV
Basta observar que o polindmio x - 1 € F(y) [x] determina uma
valorizagao real com grupo de valc zs Z e corpo de residuos
F(y) que possui infinitas ordens.

Generalizando o exemplo 2.:9 pcde-se mostrar quz, se F
e formalmente real e K = F(xl,xz,...) € uma extensao puramente
transcendente com pelo menos duas variaveis entao ¥ possul uma

valorizagao real com grupo de valores G tal gue o(3/313) > 2 e,
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portanto, XK # YK.
Nos exemplos 2.50 e 2.51 fica c¢laro gque, se K & um

corpo de fun¢oes racionais em uma indeterminada, podemos ter XK=

”

=Y ou XK # Y No Capitulo IV mostraremos que e preciso es

K K’
tabelecer restrigoes sobre o corpo de coceficientes:- F para que

toda g-ordem de F(x) seja uma ordem.

2.50 - EXEMPLO: Seja Vv : R(x) » G uma valorizagao real de R(x).
Entao a restricao de v a R ou é a valorizagdo trivial de R
(isto &, v(a) = 0 para todo a € R) ou uma valorizagao real de
R. Mas, desde quea Unica ordem de R & arquimediana, R nao pos
sui valorizagéo real e, portanto, v & trivial sobre R. Logo Vv
& a valorizacao p(x)-adica com p(x) = x - a e a €R (para p(x)=
= ax? + bx + c irredutivel sobre R, o corpo de restos de vp(x)
@ € ) ou a valorizagao dada pelo grau. Nos dois casos G - 2 e

R(x)vg: R. Logo, por 2.27, R(x) satisfaz %R(x) = %R(x)' bl

2.51 - EXEMPLO: Seja o corpo Q(x). O polindmio x2 - 2 deter-

mina uma valcrizagao real de Q(x) trivial sobre Q com grupo
de valores % e corpo de restos isomorfoea—%ﬂzl— 2 0(/2) que
x -2
admite duas ordens. Logo, Q(x) nao satisfaz XQ(x) = YQ(x)'.
2.52 - EXEMPLO: Seja o corpo das séries formais F((x)).
A aplicagao v : F((x)) » F definida por v( I aixi)=m
i=m
se a_ # 0 & uma valorizagao de F((x)) com anel de valorizagao



~ = F [[x]] ideal maximal MV = (xX) e, portanto, corvo de restos
F((x))v = AV/Mv - F. Conforme [E] (5.8), (F({x)),v,Z) & o com
pietamento do corpo valorizado (F(x),v_,Z), onde Vo e a valori
zagao x-adica. E, por [E] (16.7) , (F((x)),v) satisfaz o Lema

de Hensel. Logo, se F for formalmente real, v & a unica valo-

rizacao real de F((x)). E, portanto, pelo Teorema 2.27, Xp ((x))"
= Yo((x)) S€ e somente se |XF] = 1. Assim, R((x)) e Q((x))
satisfazem a L.S.F. e Q(V¥2) ((x)) nao satisfaz. Em R((x)) a

L.S.F. & hereditaria (pelo Teorema 2.33). =

2.53 - EXEMPLO: Seja k um corpo euclideano mas nao hereditaria
mente euclideano. O corpo k((x)) satisfaz a L.S.F. mas nao satis-
faza L.S.F. hereditariamente. Como k((x)) = k((x))P(= fecho pi-
tagorico de k((x))), k((x)) satisfaz a hereditariedade da L.S.F.

em relagcao a extensoes admissiveis. ®

2.54 - EXEMPLO: Sejam F um corpo formalmente reale K=F((x)) ((y)).

Temos Xy # Y, pois lXF((x))! > 1,visto que para toda ordem < de
F existem duas ordens de K ¢ue a estendem uma na qual x e
positivo e outra na qual x & negativo ([L] Capitulo VIII Pro-

posigao 5.9). =

2.55 - EXEMPLO: Sejam Rl e RZ dois fechos reais de Q que
induzem ordens diferentes em Q(v2) e R = Ry N F,. O corpo R

pitagdrico e possui duas ordens. Por 2.44 (b), o corpo R((x))

(D

(O}

pitagorico. Pelo exemplo 2.52 R{(x)) nao satisaz alL.S.F.
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2.56 - EXEMPLO: Sejam R o fecho algébrico d2 Q em R, Xyreew
X € R elementos algebricamente indeperdentessobre R e X € R
um elemento transcendente sobre R e positivo.

a) O corpo F = R(xl,...,xn) nao satisfaz a L.S.F. pois,
desde que Xy e X sao algebricamente independentes sobre R,

a forma <l,xl,X2,—xlx2> que & totalmente indefinida, nao & fra-

camente isotropica sobre R.

b) O corpo F(x) também nao satisfaz a L.S.F.. O polindmio
X -~ 1 determina uma valorizagao real de F (x) cujo grupo de valo-
res & % e cujo corpo de restos & F, que possui mais de uma or-

dem (pois nao satisfazaL.S.F.).

m
c) O corpo K = F(x)( 3 X ) com m € IN° nao satisfaz a
L.S.F.. K possui uma valorizagdo real cujo corpo de residuos &

m
T . . . > _
F ( X ), que possui mais de uma ordem, pois |XF( Vﬁ—ﬁr)' 1

implica que [x_.| = 1. "

rl



CAPITULO III

PRINCIPIOS DE NATUREZA LOCAL-GLOBAL

REFERENTES A ISOTROPIA FRACA

No Capitulo I mostramos que a isotropia fraca de uma
forma quadratica p sobre um corpo ordenado F pode ser anali-
sada pela isotropia de © nos fechos reais de F se e somente
se XF =Y. A caracterizagao dada no Capitulo II mostra oquanto
€ restrita essa classe de corpos.

Nesse Capltulo apresentamos resultados que dao condi-

¢oes necessarias e suficientes a isotropia fraca de uma forma

quadratica sobre um corpo ordenado qualquer.

O Principio Local Global de Hasse-Minkowski reduz a
questao da isotropia num corpo global F & respectiva questdo
nos completamentos relativos ds topologias induzidas pelas valo
rizagoes de [F. Os Teoremas 3.2 e 3.8 desse Capitulo mostram
que a questao da isotropia fraca em F pode ser reduzida a res
pectiva questao nos completamentos relativos as ordens de F
ou a respectiva questaonos fechos reais de F relativos as ordens ar-
quimedianas e henselizacoes relativas as valorizagoes resais de

F.
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§1 - RELATIVO A CO:PLETAMENTOS

Se F & um corpo formalmente real e P € uma g-or-
dem de F entao P define em F a topologia intervalo aberto

T compativel com a estrutura de corpo de F.

Pl
Uma base de vizinhangas abertas da origem em Tp é da

da pela familia de intervalos (-€,e) com € € P° e 1 -g € P".
Se (F,P) & um corpo ordenado o completamento de F

relativo a 35 € uma extensao ordenada de (F,P). Denotaremos

esse completamento por (F,P). Se a ordem P & arquimediana

~ -

(F,P) & isomorfo a R. A proposicdo 3.1 mostra que se P ndo &
arguimediana entao (f‘,f’) coincide com os completamentos (F,\?)
de F relativos as topologias Tv definidas em F pelas valo

rizagdes reais v de F compativeis com P.

Lembramos que em Tv um sistema fundamental de vizi-
nhancas da origem & dado pelos conjuntos v (0,g) =y € r;v(y) > g}

para g €G e g > 0.

3.1 - PROPOSICAO: Se (F,P) ¢ um coapo g-oidenado ¢ v :F -+ G
¢ uma valornizacao de F tal que A ¢ convexo helativamente a

P entao TV = Tp -

DEMONSTRAGAO: (Nota: O simbolo < serd usado para a ordem de
G e também com o significado de a < b se e somente se a-b€Pp,
quando a, b €F).

Seja v(0,g) um aberto basico do sistema fundamental

de vizinhangas da origemem T _e & E€F tal que V(<) =g,
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Tomando € = 62 temos, para todo a € F tal que a € (-¢

€

2 2 , - 2 -
A

v

Mm

a € v(0,g). Basta ver que : |a |[<e= §"=]a 5 <1 = aé

(pois A, € convexo relativamente a P) = v(a 6_2)1 0 = v(a)>
2
> v(s") = 2v(8§) = 29 > g.

Por outro lado, seja (-£,e) um aberto basico gualquer

do sistema fundamental de vizinhangas da origem na topologia TP

2

e = V(sz). Para todo a € F tal que a € v(0,g) vale: + aeg €

g
€ Mvr pois, a € v(0,g) = v(a) > g = v(a) -g = v(a) + v(s_z) =

-2 -2, y -
=v(ae ") > 0. Se 1< |ae 2, entao |a 1 52] <1l e, pela con
vexidade de A relativamente a P, + ale? e A, contrariando
+ ag—ZEE M. Logo ]as;zl <1l e [a]<g2 < g, isto é, a € (-¢g,¢) .2

Observamos que se (F,P) & nio arquimediano ent3o, pelo . Teo
rema 2.14, F possui um anel de valorizagéo real, convexo rela
tivamente a P. E mais, como o anel A(P,Q) & convexo relativa-
mente a P, pela Proposigéo 3.1, todas as topologias definidas
em F por anéis de valorizagdao convexos relativamente a P coin
cidem com a topologia de Hahn como & usualmente denominada a to

pologia das classes arquimedianas associada ao anel A(Q,P).

Reciprocamente, se v :F + G & uma valorizagao real

de F entao existe uma ordem nio arquimediana P de F tal que

3.2 - TEOREMA: Seja F um ccrpu. Una {orma quadratica p Acbre

F 2 fracamente dsotnopica em T se e somente s¢ p ¢ fracamente

-

(sothopica em (F,P) para tede P E XF'

Ou eguivalentemente:



95

3.2' - TEOREMA: Seja F um corpo. Una jorma juadtatica p Jdo-
the F e fracamente isoinopica em F  se e Scmente s¢ p & §nra

- -

camente {isotropica em (F,P) para toda ordem arquimediana e em

-~ -

(F,v) para toda valorizag¢ao real de F.
Na demonstragcdao do Teorema & usado O seguinte lema:

3.3 - LEMA: Dada uma g-oadem P de um corpo F exdste uma on-

dem P'de F tak que as Ztopologias Tp ¢ Tpu coineddem.

PROVA: Seja P uma g-ordem de F. Podemos assumir P nao ar-
quimediana pois, por 1.16, toda g-ordem arquimediana & uma or-
dem. Entao, por 2.14, existe uma Valorizagéo real w de F com
pativel com P. Por 2.6, A & convexo relativamente a P e,
portanto, pela Proposigao 3.1, 1, = Tp- Como w e uma valoriza
cao real, por 2.24 e 2.25, existe uma ordem ‘P' de F compatl

vel com w. Logo Aw & convexo relativamente a P' e Tw==TP..l

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2: ( =) Se p & fracamente isotro-

-~ -~

pica em F & imediato que o & fracamente isotrdpica em (F,P)

para todo P € X_.

F
( ¢ ) Suponhamos que ¢ = fay,...,a > seja uma forma qua-
driatica fracamente isotrdpica =m (F,P) para todo P € Xo e

que P nao & fracamente isotrdpica em F. Pela Proposicao 1.30,

-

existe uma g-ordem Pq de F tal que a; € Pq vara todo 1 <
<i<n ou -a;, €P para todo 1 < i < n. Pelo Lema 3.3 exis

te P € XF tal que T =Tp . Seja (F,P) o completamento
g
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O conj D { Fs -y
conjunto q (a2 € F; V¥ Ua C Tpr Y3 N

de F relativo a T

p*
n Pq # g} & um g-cone positivo de I Jue estende Pq. Basta
observar gque P_C ﬁq e que P satisfaz as propriedades ﬁq +
+P CP , PU-P_ =F, azﬁ C P vara todo a € F e P N-P =

q d g d g q q

={0}. Assim, p & definida relativamente a uma g-ordem. Por 1.30,

p & entao, fortemente anisotrdpica em (F,P), e isso & uma con

tradicao. ¥

Porém, de modo geral, dado um corpo F nada se pode
concluir a respeito da isotropia de uma forma quadratica p so-
bre F sabendo que p & isotrOpica nos completamentos (F,P)
de F. A forma p = <1,-3> sobre Q & claramente isotropica

em R, que & o completamento de Q relativo 3 sua iunica ordem,

mas nac e isotropica em Q.

O Teorema 3.2 lembra, no entanto, dois resultados clég

sicos referentes 3 questao da isotropia.

O primeiro, & o Corolario do Principio Local-Global de

Hasse-Minkowski, jad citado no Capitulo II:

Se F ¢ um corpo de niumeros algebricos e p e uma §on-

ma quadratica sobre F de dimensdo maion ou Ligual a 5 entdo p

- -~

¢ {.c’wopica em F se e somente se p ¢ Lsotropdica em (F,P) pa

ra .(L,"w!'v‘ P € .
( XF

Observamos que nesse caso F sO possui ordens arquime

dianas e portanto nao existe valorizagao real de F.

O segundo & um teorema de Witt e € de um corpo em que
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todas as ordens sao nao arquimedianas:

Se F e uma extensac algebrica do corpe de funcoes ra-
cionais R(x) e p e wuma jorma quadratica sobre F o tal que
dimp >3 entaoc p e Lsotropica em F se e somente se p ¢ Abo-

tnopica em (F,v), para toda valorizacdao real de F.

No Capitulo IV ficard claro que esse resultado & mais
geral. Ele continua valido se F for uma extensao finita de

Fo(x) com FO hereditariamente euclideano.

§2 - RELATIVO A HENSELIZACOES

Nosso objetivo, agora, & relacionar a isotropia fraca
num corpo formalmente real F com a isotropia fraca nos fechos

henselianos de F relativos as valorizagOes reais de F.

Sejam v : F -G uma valorizagao de F, s : G » F uma
g-secgao de v e p = <aj,...,a > uma forma quadratica sobre

F. Desde gue estamos interessados apenas na gquestao da 1isotro-

(m)

pia e isotropia fraca podemos escrever p Ccomo o —p(l)$.”®p

1 ~ ,
onde o( . €A.,44+..,2, > e 0O0s a,. Ssao todos os a, de p
: il ing ij i

tais que os v(ai) pertencem a uma mesma classe residual de G/2G.

Desde cue para todo a € F a/s v(a) € UV p d=fine em F. as
(i)

formas o, = <[ail/S(V(ail>)]""’[aini/sv(ain.)]> que chama-

1

(1)

remos de classes residuals de o em Rf Termos enui>ov=gb e...0

0 (m)

3.4 - TEOREMA: Sejam F um coapo, v : F > G iuic valordizagao
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(1)

de F tad gque can F, #2,p=p L...l45m) wia forma quadia-

tica sobre © o o ) as classes tesdduadls de po 2

F .
v

(S

. , -, ~ . (1)
i) Se o (sotropica em F entao exdste uma forma oo ¢

bue F, que e Lisotropica.em F,-

p(i)

ii) Se alguma forma . P,

¢ Lsotnopica em F, e (F,v) e

um corpo henseliano entdo 0 e {sothopica em F.

DEMONSTRACAO :

i) Seja o= <ays...,a,>. Como o & isotrdpica em F, exis-

tem bi €EF i1i=1,...,n) nao todos nulos tais que

n
Z a,by = 0. Sejam j{l<j <n) tal que v(a.b2.)= min {v(aibi)}
= J 1<i<n

e o = <a.,aj2,...,a. >. Vamos mostrar que a clas

n,
J )¢ J 3
(3) é isotrOpica em F -

se residual Py

Sem perda de generalidade podemos assumir j = 1 e p(ﬁ=
n n 5 5
.,2a_> com r < n. Como £ a.bi=0, Ta.b./s(v(a,)b;=0
r j=1 11 IS 1'71

=<ag,..

e portanto ))bi. Assim

b2/s( ( ))b2 = = ? bz’”/‘(
a;jPy/sivia )by ajPjssiviay

1 i=r+1

no~K

i

r 2 2 n 2 2. 2

v( % a.b/s(v(a,))b;) =v( T a.b./s(v(a,))b) e v(albl/
j=1 + 1 1 1 j=r+1 i 1 1

/s(v(a))bi+.. .+ a_b2/s(v(a]))bl) > ~v(a) - V(berinﬁi{X(aibi)b

2 2 _ _
> = V(al) - V(bl) + V(albl ) = 0. Como V(al) = v(ak) mod 2G pa

r implica em s(v(al)) = s(v(ak)) Aii para 1<k <r

ra 1 < k

| A
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y = 0

o

. 2 2 2 2 .
e Cy € F, temos: v(albl/s(v(al))bl+...+arbrcr/s(v(ar))J

e v(al/s(v(al)+a2/s(v(a2)).(b2c2/bl)2+..ﬂ-ar/skﬂar)bea/blf/-O

isto &, [al/s(v(al))]+[ az/s(v(az))][b2c2/bl]2+...+[ar/s(v(ar))].[brar/bl]2

= 0 e portanto péj) & isotropia em F,-

ii) Seja p(z) = <cl""’cr> uma subforma de p tal que a
classe residual pég) & isotroOpica em F - Existem
b,,...,b_€ A nao todos pertencentes a M tais que

1 r v v

zcibi/s (vic,)) € mM .

Sem perda de generalidade, podemos supor que bl‘g M .

v
N 2 L 2
Entao, para f(x) = cl/s(v(cl)x + iizcibi/s(v(ci) (S AV[><]
f(bl) M, e £ (bl) & Mv' Logo, pilo Lema de Hensel existem
diEE F nao todos nulos tais que D) cidi/s(v(ci))=O.Desde que
i=1
s(v(cl) = s(v(cj) mod F2 para todo 1 <j<r pois V(Cl)EV(Cj)

(2)
p

mod 2G, temos que é&isotrdopica em F e portanto p & iso-

tropica em F. ®

3.5 - OBSERVACAO: Se em ii) nao assumirmos (F,v) henseliano

r
de v( g% c.b?/s(v(c.))> min {v(c.b?/s(v(c.))}= 0 obtemos ape-
jop 14 i i7i i
nas que existem d, € F aao todos nulos tais que min {V&H§§”<
* l<i<r
r
<v( 1T a d?).
i=1 * ¢

O Teorema 3.4 mostra, em particular, que para corpos
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henselianos (F,v) a questao da isotropia se reduz a correspon
dente questao no corpo de residuos F . O que leva a pensar gue
a questao da isotropia num corpo arbitrario F pode ser reduzi
da as henselizagGes de (F,v) onde v percorre um conjunto
conveniente de valbrizag6es de F. Um exemplo bem conhecido des
se processo @ o ja citado Principio Local Global de Hasse=- Min-
kowski onde sao considerados os completamentos relativos as va-

lorizagoes. Mas esses completamentos sao henselianos.

No caso da isotropia fraca apenas ©s fechos henselia-
nos relativos as valorizacgoes reais sao rel=rantes e em  cone-
xao com as valorizagGes reais as g-ordens do COrpo, COmMO mos-

traremos em 3.6 e 3.7.

Para a demonstracao de 3.6 necessitamos um lema técni-

CoO.

3.6 = LEMA: Sefam G um grupo aditivo ordenado, x € G, vy € G
com X < y. Se exdistem mEWN e g, € G tacs que 0 < x +29, <

< m(y - x) entao existe g€ G fal que x < 2g < y.

PROVA: Seja m o menor numero natural com a propriedade cita-
da na hipdtese. Entao (m - 1) (x-y)< x + 29, < mly - x).

Se m=2n+1l, com n €N temos: 2n({x-yl< x + 2gl <

A

(2n+1) (y-x) e portanto 0 < X -F2gl-—2n(x-y)< Yy = X.

Se m = 2n, com n €N temos: (2n - 1)1y —x%%Zn-Z)th)i

| A

X + 2gl -(2n-2) (y =x)< 2n(y-x)-(2n - 2) (y - x) e portanto y - x<

I A

X + 291 - 2(n-1)(y-x)< 2(y -x). Logo basta 2inalisar as si-

tuacgoes:
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a) 0 < x + 2gl <y - x
Nesse caso g = x+g, satisfaz x < 2g <y, pois 0 <

x + 29, <y - x implica que x © 2(x + gl) <vy.

b) y-x <x + 2gl < 2(y - x).
Nesse caso g = 2(y-—x-—gl) satisfaz x < 2g <y, pois,
y-x <X + Zgl < 2(y-x) implica que -y < 2x-+2gl-2y <-x e

portanto x < 2(y-—x-—gl) < y.3

3.7 - TEOREMA: Seja F um corpo formalmente real e p uma for-
ma quadratica sobre F.

p ¢ 4racamente Lsoiroplca em F se e somente se:

¢ {isotnopica nos fechos reais de F e

l—l
o]
)

ii) p ¢ fracamente isotrnopica nos fechos henselianos de F
nelativos as valornizagoes com grupo de valonresd nao 2-

divisivel.

DEMONSTRACAO: Seja p-= <@y, e..,a >, Suponhamos gue p nao e
fracamente isotrdpica. Entiao p & definida relativamente a alqgu
ma g-ordem P de F (ver 1.30). Por i) P & uma g-ordem propria
d:2 F e portanto & nao-arquimediana. Assumamos a. € P para to
dc 1 <i<n e seja Vv : F+G a valorizagao real de F as-
scciada ao anel A(P,Q).

Assumamos primeiro que v(ai) € 2G para todo 1<i< n.
Como V(ai) = 2g implica que existe ¢ € F tal que v(ai%qﬂcz)

e portanto v(aic-z) = (0, podemos assumir que ai € UV para to-

dc 1 < i < n. Como Av & convexo relativamente a P, A ﬂP/Mv
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O

um g-ordem de FV que por ser arquimediana & uma ordem. Por

2.24 e 2.25 existe uma ordem P' de F tal que A, N P'/Mv

p N AV/MV. Logo a, € P', para todo 1 < i <n e, portanto,
p e definida em relagao a P' contrariando a hipotese de »p
ser isotroOpica em todos os fechos reais de F.

Suponhamos agora que para algum ai,v(ai) & 2G.Para to

do 1 < i < n definimos:

Gi = {g € G para os guails nao existem n € N e he G
»tais que 0 < g; * 2h <n lg| , onde g; = V(ai).

Cada Gi 2 um subgrupo convexo de G pois: se g € G,
g' € G, 0 <g'< g =2 g€ G, entao, para qualquer h € G tal
que 0 < g; + 2h, g; + 2h >n lg! para todo n €N e portanto,
para qualquer h € G tal que 0 < g, + 2h, g, + 2h> n |g'l ,is

ot 1)

to e, g € Gi'

Desde que G & um grupo ordenado a familia dos subgru

pos convexos de G & totalmente ordenada em relagao & inclusao

n
e portanto G' = UGgG € um subgrupo convexo de G. Logo, por

2.4, o grupo quociente G* = G/G' pode ser ordenado pela rela-

.'; ao:
g; * G' < g, * G'es> 9; <9, € 9, - gy ¢ G'.

Como a projecao candnica p : ¢ --G/G' & um epimorfis
mo de grupos ordenados a aplicacao w : I + G/G' com w(a)=v(a)t
+ G' & uma valorizacao de F.

Mostremos que vor construcao G* = G/G' nao é& 2-divisi

vel: Temos que G' = G, para algum 1 - i - n. Se g; € 2G
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entao g, = 2h para algum h €G e 0 < g, -2h< |g| para todo
g € G'. Logo 3, € 2G implica que G, = {0} e portanto G"=Gi
para algum 1 tal que 9; € 2G. Suponhamos gue g, * G' €2G* ,
isto e, g; + G' = 2h + G' com h € G. Mas entao g, - 2h € G' ,

O que & uma contradigao pois:

a) g;-2n>0=0<g;-2hc< 2|gi—2ht=>gi—2h¢c;i=c'

b) g;-2h <0 =0 < g, +2(-g, +h) <2(-g, +2h) =2|gi—2h\:>

#gi—2h¢Gi G.

~

Logo g, € 2G* e G* ndo & 2-divisivel.

1

Como v € uma valorizagdo real, existe uma ordem 2

de F compativel com v. Mas entdo A & compativel com DI'.
.

Logo w uma valorizagao real com grupo de valores nao 2-divisi

vel. Assim, para algum m € N, mp €& isotropica no fecho hense-

liano de (F,w), com o que, pelo Teorema 3.4(i) alguma classe re

sidual de mp em F_ €& isotrdpica em F . Assim, por 3.5,exis
mn

~ 2

tem o, € F ndo todos nulos tais que min { wic.a2N<u( T wic.ed)
1 1<4 < J =1

sJsmn J

. 2

onde ;5 E{al,...,an} para todo j,1 < j < mn. Seja w(c o )=

5 mn a.
= min {w(cjaj)}. Entao, w(c)< w( I cj( dl)“ Logo existe 1 €
j=1

€{1,...,nt e p € P tal que w(a;) < w(a, +p). Mas entdo v(a,)

-

< v(ai-+p) e existem meN e 9; € G tais que O 5_(ai)+ 2gl

< m(v(ai-+ p) - V(ai)L Pelo Lema 3.6 existe, entao, g € G tal

que v(a,) < 29 < v(a; +p). Assim, pela Proposicao 2.7, temos
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a, - (a; +p) = -p € P, 0 que & uma contradicao. E, vortanto p
e fracamente isotropica.
Desde que a implicag¢do no outro sentido & imediata, o

teorema fica demonstrado. =

De 3.7 obtemos em 3.8 um Principio Local Glcbal que va
le nao s para formas quadraticas mas para toda forma de grau
par. Nosso interesse & pelo caso das formas quadraticas. O caso

geral pode ser encontrado em [ B] (1980).

3.8 = TEOREMA: Seja F um coipo formalmente reaf ¢ p uma gforma

Juadratica sobre F .
p & fracamente isotrdpica em F se e somente se

i) p & fracamente isotrOpica nos fechos henselianos da va

lorizagoes reais de F. e

ii) p & isotrdpica nos fechos reais de F relativos as or

dens arquimedianas de F.

DEMONSTRAGCAO: Seja p= <aygse..sa>. Pelo Teorema 3.7 & sufi-
ciente mostrar que o & indefinida relativamente as ordens nao
arquimedianas de F. Seja P uma ordem nao arquimediana de F.
Por 2.14, P € X; para alguma valorizagao real de F. Seja (Fy ,vq)

o fecho henseliano de (F,v). Entao, por 2.42,existe P, € Xp

1
tal que Pl N F = P. Desde que p & fracamente isotrdpica emn
(Fl,vl), p & indefinida relativamente a ordem P, isto &, p é
isotrdopica no fecho real de (F,P). ®

Observamos gue para O0S cOrpos nos guais toda forma
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quadratica fracamente isotrdpica & isotropica, como, por exen-—
Plo, os corpos pitagdricos, esse resultado vale também para a
questao da isotropia. Mas, de modo geral nao existe um teorema

de natureza local global semelhante a esse para isotropia.



:APITULO IV

ISOTROPIA FRACA EM CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS

Pelo Teorema 2.27 uma condig¢ao necessadria para que num
corpo F seja valida a L.S.F. & que ogrupo de valores G de qual
quer valorizagao real de F satisfaca 0(G/2G) < 2. No Corolirio
2.34 mostramos que se as valorizagoes reais de um corpo F pos
suem grupo de valores 2-divisivel entao F e suas extensoes al
gébricas satisfazem a Lei de Sylvester Fraca. Neste Capituloang
lisaremos essa Lei na classe dos corpos de funcoes racionais em
uma variavel. Tais corpos admitem grupo de valores G com o (G/2G)=2.

No §1 mostraremos que num corpo de fungdes racionais
F(x) a existéncia ou nao existéncia de g-ordens proprias, ou se
ja, a validade da L.S.F., & determinada pelo corpo de coeficien
tes F. Mostraremos, também, que para extensOes algébricas fini
tas de F(x) vale o "going down" e a hereditariedade da L.S.F.

No §2 daremos dois principios de natureza local-glo-

bal para F(x) e suas extensoes finitas. O primeiro &, para cor

pos de fungdes algébricas, o Principio de Hasse-Minkowski ~cfe-
rente a isotropia fraca. Nesse principio sao considerados 0s
completamentos relativos a um conjunto especifico de ordens de

F. O segundo & o Principio de Hasse-Minkowski para corpos de funcoes
algeébricas e & obtido analisando a Lei de Sylvester: "Toda for-

ma quadratica localmente isotrdpica & isotrdpica”.
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§1 - A LEI DE SYLVESTER FRACA EM F(x)

Na analise da L.S.F. em corpos de funcoes algébricas
tem importancia fundamental os corpos hereditariamente euclidea
nos, ja citados no Capitulo II.

Na literatura podem ser encontradas caracterizacgoes
desses corpos. Condicoes equivalentes da definigao e uma carac-
terizacao, através da teoria de valorizagoes, que permite obter
exemplos de corpos h.e. gue nao sao reais fechados, sao encon-
tradas num trabalho de Prestel e Ziegler ([Pzl).

0s corpos euclideanos tanb>m foram estudados e carac-
terizados por Becker ([B](1978)). Ele estabelece para fechos
euclideanos resultados correspondentes a teoria dos fechos reais
e mostra que o Principio Local Global de Pfister & valido para
fechos euclideanos.

Mencionaremos, sem demonstragéo, alguns dos resulta-

dos que usaremos no desenvolver deste capitulo.

4.1 - TEOREMA ([ Pz | Satz 1.2): Sejam F um coirpo fowmatmente
neal ¢ F o seuw jocho algebrico. As seguintes afiwmagces — 44d0
equivalentes:
(1) F ¢ hereditaniamente euclideanoc.
(2) [F : Fl = 2.n onde n 2 um namero super natuial Im-
par.

(3) Toda extensao algebhrica howvialmente real de F  fom grau

dmpar .
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(4) Todo polinomio Lrredutivec do Fx] possud no maximo
uma radz num fecho aval do F.

(5) Toda extensdo algebrica de F(/-1) e quadraticamente
fechada.

(6) Cada dodis gechos neads de F dAnduzem sobre sua Anter-
seccao a mesma ordem (isto &, sdo isomorfos sobre sua

interseccao) .

Decorre desse teorema que, se F &€ h.e. entao, /:T
pertence a toda extensao nao formalmente real de F. Nao vale,
porém, a reciproca. O corpo das séries formais R((x)) & um con
tra-exemplo. De fato: Seja K uma extensao finita nao formal-
mente real de IR((x)S. A valorizacao de R((x)) dada por

oo

- i ] ~
v( Z aix }=m se am # 0 se estende a uma valorizacao vK de
i=m

K. Como K nao & formalmente real, K nao & formalmente real e

K
portanto isomorfo a €, pois & uma extensao algébrica de R.

Assim, para 22 + 1€ AV [x] existe o € A talque a’+1 € M.
Desde que (R((x)),v) & henseliano, (K,VK) também & henselia-
no. Logo, existe B € A, tal que 82 + 1=0, isto &, /-1 € K.
Por outro lado, R((x)) possui duas ordens ( [L] Capitulo VII
Proposigdo 5.9) e, portanto, nao & euclideano.

O seguinte teorema da uma caracterizacao dos corpos

h.e. através de valorizacgoes:

4.2 - TEOREMA(I PZ ] satz 2.1): Sefam F um corpo ¢ v : F + G

una valordizacao real. 0 coapo F e heneditariamente euclideano
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se ¢ somente se:

(1) (F,v) e 2-henseliano.
(2) 0 grupo de valores de v e 2-divisived.
(3) 0 corpo de nestos de v e hereditariamente euclidea-

no.

E interessante comparar 4.2. com o seguinte teorema

de Prestel sobre corpos reais fechados.

4.3 - TEOREMA ([P] (1975) Teorema 8.6): Seja v : F > G umava

Lorizagao neal de F. F ¢ neal fechado s¢ e Somente se:

(a) G e divisivel.
(b) F, e real fechado.

(c) (F,v) e henseliano.

Com os Teoremas 4.2 e 4.3 & facil obter um exemplo de

corpo h.e. que nao e real fechado.

Lembramos que um corpo valorizado (F,v) com car FV-O

€& 2-henseliano se nio possui extensaoalgébrica imediatadegrau par.

EXENPLO: Seja F = R((G)) o corpo das siri=s formais com ex-

poentes em G e coeficientes em R, ondc G & um grupo abelia

no, ordenado, nao divisivel mas 2-divisivs! > R & um corpo real

fechado. Em ¥ temosavalorizagao v dada por v( 2 a xg)=min{g € G;
g & G

ag # 0}. O corpo de residuos de v & isomorfo a R e, portanto,

€ hereditariamente euclideano. O grupo de valores & G e,portan

to, & 2-divisivel. O corpo (F,v) & henseliano e, portanto, como
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Il

car F 0, (7,v) & 2-henseliano (Proposicao 2.43(b)). Assim,
R((G)) & her=ditariamente euclideano.R((G)) nao é real fechado
pois, G nao & divisivel.

As proposicoes 4.4 e 4.5 fornecem exemplos de corpos

de nimeros algébricos que sdao h.e. e que nao sao reais fechados.

4.4 - PROPOSICAO (Geyer, [Pz] Satz 3.4): Sefa Q o fecho alga-
brico do corpe dos numenrnocs racionais . Um conpo F ftal que
F CQ ¢ hereditariamente euctideano se ¢ somente se F =Ry O R,
onde Ry,R, C Q 4do reais fechados e £somoifos sobre sua inter

secqao.

4.5 - PROPOSIGAO ([Pz] Satz 3.5): Sejam F um corpo £.r. ¢ F

um fecho neal de F. Se £ € F [x] e um polinomio de grau Limn-
2

- 1 - ,
par, com numeno de radlzes em F menokh que (3f) / , entao,ex.is

te um corpo h.e. K tal que F CK ; F.

A importancia dos corpos h.e. no estudo das formas quadra
ticas sobre corpos de fungoes algébricas torna-se clara no Teo-
rema 4.8. Esse teorema caracteriza os corpos de fungoes algébri
cas que satisfazem a L.S.F. e ao mesmo tempo mostra que valemem
F(x) principios de "going up" e "going down'". Na sua demonstra-
cao serao usados o Lema 4.6 e o Lema 4.7.

4.6 - LEMA: Sejam (F,P) um corpo ordenadc ¢ (F,P) o seu 4e-

cho neal. Se existe y € F tal que F(y) possul madls que uma o5

-

dem entdao, o confjunto {n:n € F e F(n) possul mals que waa -
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dem} ¢ denso em (?,rﬁ).

DEMONSTRACAO: Sejam o € F, U(a,s)‘ETE uma vizinhanca arbitra-

. - . = l €
& = { = ”~ — —

ria de a e § P tal que F(a,Y) =F(8). Seja B8 {2 + = - 1135
comn > 1} e vamos denotar por > a relagdo determinada em F
por P. Como F & uma extensdo algébrica de F, dado a €EF
existe u € P tal que |al < u (por 1.10(iii)). Logo, para to-

do a >0 existe b €P - {0} tal que b < a pois, se b > a

para todo b € P - {0} entao, %? > %? para todo b € P - {0},

contrariando a existéncia deum u € P tal que Eigf < u. Assim,

podemos assumir € € F e, portanto, FC F(B) C F(9§). Desde

gue ha apenas um nUmero finito de corpos intermediarios entre F

1 € 8 1 €

e F(3), existem Bi = o + _H; - 133 e j=¢ = T:E
com ny # nj tais que F(Bi) = F(Bj). Mas entao F(Bi) =F(Bj)=
_ . _ ; : 1 £ _ 1 € \_
=F(8), ©pois F(Bi) = F(Bj) implica que o + n - 153 (a + nj e )=
(n.-ni)e e
= ninj(l+6) € F(Bi) e consequentemente 1+ §(e, portanto §)
G.F(Bi). Assim, F(Bi) possui mais que uma ordem pois,pela Pro
posigao 2.38, F(¢) possui mais que uma ordem.Como a<B, <a + €,

o0 resultado segue.®

No Lema 4.7 vamos considerar valorizacoes reais de
F(x), triviais sobre F, que se estendem a extenséesfinitasfog
malmente reais de F(x). Da teoria de valorizagoes e da defini-

ao de valorizacao real sabemos que a cada polindmio irreduti-

c
F[x] - .
vel f €F [x] tal que ——— e f.r. corresponde uma valori-
(£)

zacao real de F(x), trivial sobre F. Assim, se P & umaordem
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de F e (F,P) & o fecho real de (F,P), todo o € F determina
uma valorizagao real de F(x) trivial sobre F. Basta considerar
o polindmio minimal de o sobre F e observar que o corpo de re
siduos da valorizacao a ele associada & isomorfo a F(a). Denota

remos por v tais valorizagoes de F(x).

4.7 - LEMA: Sejam x um elemento transcendente sobre um coapo

F, (K,P) uma extensac finita ordenada d2 F(x) e (F,P NF) o 4e
cho neal de (F,P N F). Entdo, existens o« €F ¢ € €D NF tais
que, para todo B € U(a,e) € TSR T valorizacao Vo o se es-
tende a uma valondizacao real de K.

% . hn n hO
DEMONSTRAGAO: Sejam K = F(x)(p), £, = g—n— % +...+-§5— € F(x)yl

tal que fo = Irr(p,y,F(x)) e m = M.M.C.(go,...,gn). Entao £ =

= mf, € rlx,y]l . Podemos supor, por 1.10 (iv) e 1.12,que (F,PNF)

estd contido no fecho real (K,P) de (X,P).Entd3o, existem a € F

e e EP NF tais que £(B,y) possui um Gnico zero simples em
F para todo B € U(a,e) (por { P] Teorema 5.13). Logo,desd= que
F & real fechado e f(B8,y) € Fly]l , £(8,y) se decompde em um

fator do tipo y-a e fatores do tipo (y - a)2 + b2 com a,bh €

€ F. Assim, f(B8,y) muda de sinal em F, isto &, existem i€

Yo € F tais que f(@,yl) .f(B,yz) € PN F

Seja 68 : F(x) »Z a valorizacdo real trivial sobre
F determinada em F(x) pelo polindmio x-6§. A restricdo de
v a F(x) colncide com a valorizagéo v, de F(x). Sejam D'

B
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uma ordem de F(x) compativel com 5; (P' existe por 2.25) e

(x),ET) o fecho real de (F(x), P'). Entdo,pelo Teorema 2.30,

it

(

v, se estende a uma valorizacao real v, de F(x) e seu corpo

3 B

de residuos & F. Observando que a imagem de x em F & B8 e

escolhendo z,,z, € F(x) tais que suas imagens em F sejam res

pectivamente Yl e y2 temos que f(x,zl) . f(x,zz) ¢ P’ ., Mas

entdo, por 1.10(i), f£(x,y) possui um zero em F(x) e portanto

K pode ser imerso em F(x). O que mostra que Vg pode ser es-

tendido a uma valorizagao real de XK. ™"

4.8 - TEOREMA: Sejam F wn coapo f.r. e x um elemento transcenden

te sabre F. As segudlntes afinmagoes sao equivalentes:

(1) P e hereditarniamente euclideano.

(2) F(x) satisdfaz a L.S.F..

(3) Para toda extensdo algebrica formalmente nreaf de F(x)
vafe a L.S.F..

(4) Exdiste extensdao finita formalmente neal de F(x) que

satisgaz a L.S.F..

DEMONSTRAGAO: (1) = (2) Sejam v :f(x) ~ H uma valorizagao
real, w:F > G a restriciode v a F e A o fecho divisi-
vzl de G em H. Péra todo Yy € A existe n € N° (n minimo)
tal ny € G. Como F & h.e., ny = 2g, com g € G. Se n = 2k,
com k € N, entao 2ky # 29 e, como H & livre de torgao, ky=

= g, o que contradiz n ser minimo. Logo, m=2k +1,com k € W.

Assim, (2k +1)y=2g e, portanto, y=2(g-ky) € 24, isto &, A &
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2-divisivel.

(1)

Se H/G & um grupo de torg¢ao entao A=H e,portanto,
o(H/2H) = 1.

Se H/G nao & grupo de torgao entao existe z € F(x)
tal que v(z) € A. Como .z = —g— com f,p € Flxle
v(z) = v(f) - v(p) temos que v (f) ¢ A ou v(p) € A.
Suponhamos que v(f) ¢ A e que 23f < Bfi para todo
£, € Flx] tal que vI(£,;) ¢ A . Temos que f & irre

dutivel, 23f > 0 e gqualquer que seja gq € Flxl,

I com a, € Fl x] ja, < 3f e v(a fk)#
i ! i k

# v(ajf]) se k#j. Pois, como v(ai) € A para to-

dos os a; , se v(akfk) = v(ajfj) e k#3 entao,

(3 —k)v(f)==v(ak)-v(aj) € A, isto é, v(f) € A. Lo-

go v(g) = min (v(a.f5)} = min {v(a.) + iv(f) }.As
0<i<r * O<i<r *

sim v(q)==6q + iq v(f) com 6q € A e %}E N.

Seja, agora, %% € F(x). Como g € F[x] e 2 €F[x]

temos que v(%i)==v(q)-v(z):(6q+iqytﬂ)—(62+i£vtﬂ) =

2)V(f)e A® v(f) Z. Assim,H=A & Z,

=(5q'-62)-+(iq -i
2H = A ® 24 e portanto, o(H/2H) =2. Como H/G nao
& de torgao a dimensao r(H/G) do Q-espago vetorial
H/G QZQ (= ao nimero maximo de elementos de H/G 1i

nearmente independentes sobre &) & diferente de ze-

ro. Logo, desde que
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grau transe. F(x) le + r(H/G) < grau toinsc.

F(x) | F (ver [B §10, n93, Corolario 1)

O]
e grau transc. F(x) |F=1 temos que F(x)V ]Fw 2 uma
extensao algébrica. Assim, como F & h.e.(pelo Teo
rema 4.2) e v @& uma valorizacao real, concluimos
que F(x)V possui uma Unica ordem. |

Portanto, pelo Teorema 2.27, F(x) satisfaz a L.S.F.

(2) = (1) Sejam K=F(oa) uma extensao finita f.r. de F
e fE€F[x] o polinbmio minimal de «a sobre F. Entdao £ de
termina uma valorizagao real de F(x) com grupo de valores 2 2
corpo de residuos K. Como XF(x)zzYF(x) , temos, pelo Teozz-
ma 2.27, que [XK|==1. Se K & uma extensdo algébrica infini-
ta de F com duas ordens < e 290 entao F(a) , com a € K
tal que a < 0 e. a >l 0, e uﬁa extensao finita de F com duas
ordens, o que contraria o que ja mostramos. Logo, F e toda ex
tensao algébrica f.r. de F possuem uma Unica ordem e portanto,

F & hereditariamente euclideano.

(1) = (3) Sejam v:F(x) > H uma valcrizacao real tal
que of(H/2H) =2 e w : F > G a restricao de v a F. Entao
r(H/G) # 0, pois r(G/H) =0 implica em o{iZ/2H) =1, uma vez T2,

poy

pelo Teorema 4.2., 0(G/2G) =1. Logo, grau transc. (F(x) iLw)=O

isto &, F(x),, [Fw € uma extensao algébrica. E, portanto, como
v & uma valorizacao real e Fo e h.e.(pelo Teorema 4.2), F(x)
& h.e. . Pela Proposicao 2.33 obtemos, entdo, que toda extensao

algébrica f.r. de F(x) satisfaz a L.S.F. .
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(3) = (4) Imediata.

(4) = (1) Sejam K a extensao finita £f.r.dz F(x) que

satisfaz L.§5.F., P uma ordem de K e (F,P (' F) o fecho real

de (F,P N F). Pelo Lema 4.7 existem o € F e £ & P NF tais
que, para todo B8 € U(a,e) € T F - vg se estende a uma valo
rizagcao real de K.

Suponhamos que F nao &€ h.e. e seja Yy € F tal que

F(y) possui mais que uma ordem. Entao pelo Lema 4.6 , existe

8, € U, tal que F(Bl) possui mais que uma ordem. Consideremos

w a extensao de Vg a K. O corpo de residuos K, de w é
1

uma extensao finita f.r. de F(B,). Portanto, por 2.38, K pos
1 4 -
sui mais que uma ordem, e isso, por 2.27, & uma contradigao,pois

o grupo de valores Gw de w & isomorfo a Z. Logo, F é&h.e®

Observamos que pelo teorema, o principio de "going up"
vale para toda extensao algébrica de F(x). E o "going down",co
mo era de se esperar, vale para extensoces algébricas finitas. Se
K & uma extensao infinita de F(x) & possivel que X, =Yy sem
que XF(x):zyF(x)' Basta considerar K como sendo o fecho real

relativo a uma ordem P de F(x) e F nao hereditariamenteeu

clideano.

E intercssante, notar ainda, que se F & um Corpo

,X_) & uma extensao puramente transcendente

f.r. e K=F(x
n

170
de F, como pelo menos duas indeterminadas independentes, entao
pode ocorrer XK # YK ainda que F seja h.e.. Um exemplo dis-

so, & corpo R(x,y), conforme mostramos no Capitulo II.
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§2 - PRINCIPIOS DE NATUREZA LOCAL-GLOBAL EM F(x)

Seja (K,P) uma extensao ordenada de um corpo F. Lem
bramos que F e cofinal em K relativamente a P se, para to

do a €K existe b €F tal que a. < b.

4.9 - PROPOSICAO: Sejam F um cokpo h.e., (K,P) uma extensao
finita e orndenada de F(x) tal que F ndo e cofinal em K ne-

Lativamente a P,v a valorizacao xcal de K assocdada ac anel

r
A(F,P) e (R,TG ) v completamento do (K,rv ).

F F
Uma forma quadratica o = Apgeeaa > sobre K tal
que  vg(a;) =0, para i=1,...,n , 2 indefinida relativamen

-

te a P se e somente e p e [fracamente) {sotrnopica em K.

DEMONSTRAGCAO: Observamos que Ve é trivial sobre F pois F C

CA(F,P) \M(F,P). Logo Ve & uma extensao de uma valorizacao

real de F(x) trivial sobre F e, como [ K:F(x)] < « ,Kv e

F
uma extensao finita de F. Assim, desde que F & h.e., X, pos
F
sul exatamente uma ordem P . Para todo a &€ K tal gque VEJ

.

a)=0

temos, entdo, a € P <« [a] € P. Logo p & indefinida rolati-

vamente a P se e somente se p e indefinida em KV selativa

mente a P e, portanto, se e somente se 0 & indefinida em

-~ —

K~ relativamente a P, uma vez gue K = K. ,pois, (¥,7,)
VF - VF V*? F
4

é extensao imediata de (K,vg). Como K possui uma Unica or
F
den, Xz = Y2 e portanto, p & indefinida em (kG , F) se
Vi Ve F
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e somente se p & fracamente isotrdpica em KG , € mais pre-
F
cisamente, se e somente s, p € isotrdpica em KG pois Ko é
- - F F
pitagorico, uma vez gque & euclideano. Mas, isso ocorre, como

(K,VF) é henseliano, se e somente se, p & (fracamente)isotrd
pica em i.-

Com essa proposicao obtemos, em 4.11, para extensoes
finitas de corpos de funcgoes racionais em uma indeterminada, um
principio local-global, relativo a isotropia fraca, andlogo ao

de Hasse~Minkowski para isotropia. Na sua demonstragao sera usa

do o seguinte lema:

4.10 - LEMA: Sefam F um coipo, X um elemento thranscendente
sobre F , K uma extensac formalmente neal de F com [K:F(x)] < =
e p= <ay,...,a > uma gorma quadratica sobre K.

Se p e indefinida nelativamente a quase todas (Lsto
e, a menos de um numero §inito) as ordens P de K relativoas
quais F nao e cofinal em K, entdo p e Localmente i$50tnopi

ca em K.

DEMONSTRAGAO: Suponhamos que existe uma ordem P(<) de X tal

que p & definida relativamente a P e seja (f,ﬁ) o fecho real

de (F,p NF). Podemos supor 0 < ayseeesap. Entao P se es-
tende a K'-= K(/Ei, ...,/3;). Seja P={n € N° ; existem n

ordens de K com F ndo cofinal em K e p definida em rela
cao a elas }. Pelo Lema 8.7. existe uma valorizacgao real Vs de’

F(x), com & €F, que se estende a uma valorizacao real de K'.
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Por 2.24 = 2.25 existe uma ordem P' de K' compativel ccm v .

Como F nao é cofinal em K relativamente a P' N K e a, =

€ P' N K para todo 1 < i < n, pois al,...,an sao quadradcs

em K', temos que 1 € P. Suponhamos que m € P. Entao exis-
tem ordens Pi/Pyyene P tais que F nao é& cofinal em K re-
lativamente a Pi(l <i<m. Acada P,, com 1 <i<m cor

responde uma valorizagao real v, de K. Sejam YyrY¥ore iy
i
as raizes dos polindmios irredutiveis correspondentes as valori

zagoes v, r-++sv, . Pelo Lema 4.7, podemos escolher 8 € F,
“n n

com B # ¥, para todo 1

| A

i < s, tal que vg se estenda a uma

valorizacao real v' de K'. Seja P' a ordem de K' compa-
tivel com v'. A valorizacao v' & trivial sobre F e a or-
dem P'N K & diferente de Py,.../P_ , pois A(F,P' N K)#
# A(F,Pi) . Além disso, ayree-say sao quadrados em K'. Logo

m+ 1 €P. Assim P =N", o que contraria a hipotese. E,portan

to P & localmente isotrOpica em K. ®

4.11 - TEOREMA (Principio de Hasse-Minkowski relativo a isotro-
pia fraca em F(x)): Sejam F wm coxapo h.e., K uma extensac
finita, fhowmalmente rheal de F () e p = <al,...,an> uma forma
quadratica sobke K.

Se p elgracamente) -sotropica em quase todos o4 com
pletamentos de K relativo a topclogdas Lintervalo-aberto indu-
zidas em K pch ondens em relacas as quais F  nao ¢ cofinal em

K , entac p ¢ 4racamente Ls0tropica em K.
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DEMCNST?..CAO: Como, para todo 1 < i < n, V(F,P)(ai) #0 nara
apenas un numero finito de ordens triviais sobre F, pela Pro-
posicao 4.3, p & indefinida em K realtivamente a quase to-

das as ordens de K triviais sobre F . Assim, pelo Lema 4.10, o
e t.i. em K e, como, pelo Teorema 4.8, K satisfaz a L.S.F.,

¢ & fracamente isotrdpica em K. ®

O Teorema 4.5 e o Teorema 4.11 nos levam a analisar ,
agora, a questao do u-invariante (conforme definido em 1.24) de
F(x) (com F h.e.) e de suas extensoes finitas que sejam for-
malmente reais. Com essa finalidade vamos considerar o sseguinte
principio: "Hn : Toda forma quadratica lccalmente ize :ropica
(= t.i.) de dimensao n & isotrdpica."”

Lembrando que definimos u(XK) = max{dim p, o0 & t.i.

e anisotropica em F}, podemos observar que para um corpo K qual

quer u(K) = min{n €N; K satisfaz H_ para todo m > n+1}.
Se K nao satisfaz H ~ para nenhum n €N entao u(k) = «
Para mostrar resultados referentes ao H lembramos

a definigao de formas quadraticas equivalentes: Duas foamas qua
draticas pl(xl;...,xn) e Py (Xyseni X)) de dimensao n sobhre
um corpo F  sac ditas equivalentes s »xiste uma matrdlz inveh-
sivel A do Zipo n x n, com coefdcivifes em F talque »(AX)=
= po(x) onde X denota a iﬁanépOAta da matrdz ELan(Xl,“.,Xn);
isto e, Py & obtida de 0, Ppor uma transformacao linear nao

singular das indeterminadas Xl""’Xn . Denotamos por D

essa equivaléncia.

Alguns resultados elementares relativos a formas qua-
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draticas sobre um corpo F e dos gquais a-emos uso sao:
(1) Se f ~ g entao £ & isotrdvicza se e somente g @&
isotropica.
(ii) Se f = <al,...,an> e g = <b"""bn> e f ~ g
t3 bib,...b_ 5°
entao a.a,...a_ = RN P
172 n 172 n

(iii) Sse F é f.r. entao f -~ g = A (f) = A,(9) para to

do P & XF'
(iv) <al,...,an> € isotropica se ¢ somente se para todo
b €F" a forma <b> ® <aj,...ea > & isotropica.
(v) o = <aj,...,a > e dita hiperbdlica se p ~ m<l,-1>

para algum m€ WN.

(vi) Se X, € F2(l < i < n) entao as formas <ajse..sap>
e <a;Xy,...,a x> sao equivalentes.

(vii) p = <al,...,an> representa um elemento b € F se
e somente se <al,...,an,-b> & isotrodpica.

(viii) Se <a;,...,a > representa b € F* entao existem
aé,...,aﬁ € F tais que <al,...,an>—~<b,aé,“.,aﬂ>.

Os dois primeiros resultados (4.12 e 4.13) sobre Hn
que aprosc:rntaremos mostram que se um corpo F satisfaz H2 en

tao F €& »nitagdrico e satisfaz Hy .

4.12 - PROPOSIGAO: Seja F um coape. F satisfaz H, se e 40

mente se T g pdtagonrdico.
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DEMONSTRACAO: Seja p = <al,az* ’

dratica binadria sobre F +total indefinida. ¢ & isotrOpica see

com aiff F , uma forma qua-

somente se <a,> 134 <ajray> - <l,al,a2> € isotropica. Assim bas
ta considerar as formas do tipo <1,b> com b percorrendo os
elementos totalmente negativos de F. Logo =-Db percorre todas
as somas de quadrados de elementos de F e como <1,b> & iso-

- . : € = ras 2
tropica se e somente se existem Xyr¥, F tals que x; = —bx2
0 resultado segue. ®

A proposicdo 4.13 estabelece que todo corpo pitagori-

co satisfaz H3.

4.13 - PROPOSICAO: Sejam F um corpo pdtagorico e o uma §0i-
ma quadratica sobre F de dimensac < 3. Entdao, o ¢ Ls0tropi-

ca se e somente p e Localmente L{sothopica.

DEMONSTRACAO: ( = ). E imediato por 1.30.

(=) Seja p = <ajsa,> com a,a, GF P, qual-

- ; 2
j P € X_. . Entao -a,a, € N p =3%r" = F e, as
quer que seja E , 135 pex , as
F
. 2 . - 2
sim, a,a., = -t°, isto &, a, = =-a./( £ ) com +* & F. Lo-
172 2 1 a
1
go, <a;,2,> = <a,, —a (—E—-)2> ~ <a,,—a,> e, portanto p =
17z 1 1 aq 1 1 f
isotropica.
Como <a,b,c> & isotrdpica se e somente e  abc <a,b,c>
~ <bc,ac,ab> ~ <ab,bc,ab,bc> & isotrdopica, basta considerar as
formas ternarias do tipo ~<a,b,ab> . Seja, »nois, . = <a,b,ab>

uma forma sobre F, localmente isotrépica. Entao, 1,a,b,ab> &
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localmente isotrdpica e, portanto hiperbdlica nos fechos reais
F, de (F,P) para todo P € X, ([L], Capitulc ¥ , Corolario
1.9). Assim, pelo Principio Local Global de Pfister para cor-
pos pitagdoricos ( [L] Capitulo VII,Teorema 4.1), <1l,a,b,ab> ~
~ <1,-1,1,-1> em F. Como <l> ® <a,b,ab> ~ <1,a,b,ab> ~
~<1,-1,1,-1> ~ <1> & <-1,1,1>, pelo Teorema de cancelamen-
to de witt ( [L] Capitulo I, Teorema 4.2), temos que <a,b,ab> ~
~ <-1,1,-1> em F. E, portanto, p & isotrdopica em F. ®

A proposigao 4.14, além de fornecer um resultado inte
ressante por si s0, serd usado na demonstracido da  Proposigao
4.16, a qual por sua vez sera Util na demonstracao do Teorema
4.17 onde mostramos que se F & h.e., entao, u(X) < 2, para

toda extensao finita f.r. de F(x).

4.14 - PROPOSICAO: Seja n um numero natural Aixo  tal  que
n>4. Se F satdisfaz H =~ entao Xp = Yp.
DEMONSTRACAO: Seja p = <-l,a,b,ab> uma forma quadratica so-

bre F e oy = <a,b,ab> & (n - 3) <-1> . Como /4 é& t.i. e F

satisfaz H_, pg & isotrdpica em F. Logo (n - 3)p & isotro-
pica em I e, portanto, o & fracamente isotrirnica. Assim, toda
forma do +ipo <1l,a,b,-ab> & fracamente isotvonica e, pelo Teo
rema 1.32 X, = Y_,. 12

! P r

Assumindo que F & pitagdrico kemos p:lo Corolario

1.33, a seguinte reciproca forte da Proposicao 4.14:Se Xo = Y

entaoc F satisgaz H_  para todo n > 2. Porém, se F naoeépi
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tagorico a recicv:ca em geral é falsa.

4-15 - EXEMPLO: Seja K = F((x)) onde F & f.r. 0O corpo

(F((x)),v), onde v & definida por v( & aixl) =m se a_ # 0,
i=m

€ um corpo henseliano com corpo de residuos F e grupo de valo

res Z%Z. Logo, pelo Teorema 2.45, XK = YK se e somentese F pos

sui uma Unica ordem. Suponhamos que F possui uma Unica ordem.

Entao, K satisfaz algum Hn para n > 2 se e somente se F

é euclideano. De fato: Se F & euclideano, entao F & pitago
rico e como X, = Y., F satisfaz Hn para todo n > 2. Assuma
mos, agora, que K satisfaz Hn para algum n > 2 fixo e su-

ponhamos que F nao & euclideano. Entao, como F possui uma

Gnica ordem, F naoc & pitagorico. Seja w PR tal que
w € F2. Consideremos a forma p = (n - 2) <1> @ <x> <1,-w> so-
bre K. Como v(x) =1 e as formas (n - 2) <1> e <l-w> sao

anisotrdpicas em F, p & anisotropica em XK([ L] Capitulo VI -
Corolario 1.9). Como dimp=n e p & t.i. chegamos a uma con-
tradicdo e portanto F & euclideano. Se escolhermos F = Q e
K =Q((x)), temos que X, =Y, mas, K nao sotisfaz H =~ para

nenhum n > 2, pois Q nao é euclideano.
- Ao = 4» = =
4.16 PROPOSICAO: H2 H3 H4 H5 ..

DEMONSTRAGAO: Pela Proposigdo 4.12, se F satistaz H, entao
F & pitagbérico e assim pela Proposicao 4.13, F satisfaz Hy.

=>
Logo H2 H3.
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Seja agora n €N com n > 4 vamos Dret ir  que

L = H . j = .o w 51\1 .‘ '\':‘k—l

qn n+l Seja o <@y r@,,,> uma forma quadirati total
mente indefinida. Desde gque, pela Proposigéo 4.14, X« = YF’ 0
é fracamente isotrodoica. Portanto, existe uma rquacgao
n+1 >

roaw, =0 onde w, & IF e w, # 0 para algum 1<i<n+l.
i=1 +
Podemos assumir que wy o= 1. Suponhamos que atwya, = 0. Como

<

. _ . , - _ c -
al-+u2a2 0 implica em al.a2 € -P para todo P AF ’ a

forma <ayse..sapg® & t.i. e, portanto, isotrdopica. Assim p €&
isotropi = H . +w o .
sotropica e H_ N+l Suponhamos, agora, que a;+*w,a, #
A form < + w,a . > & t.i. tanto, como sua
a ay 28p 723y ran e t.i. e porta /
d.r-ensao € n, ela & isotrdpica. Entdao a forma “Agpeesc@p >

) - — e — 1 !
representa o elemento a; ~ Wya, e <a3,...,an+l> < ay s w2a2,a4,...,an+l>

com ai € F para todo 4 < i < n+l. Assim, <ajsag,.e.sap> -

~ <a;,a4,-8, ~W,a,,a',...,a'> . Como essa ultima forma & t.i.,a
1730773 TWR85,8y rdp S8 ’

forma n-dimensional <«a,,a,,...,a_> € t.i. e, portanto,por ser
1772 n -

valido H ,ela é isotrdpica. Como p contém uma sub-forma

=5
n Hn+l

n-dimensional isotropica p & isotropica. E assim H

Para observar gue H3 #'H4, consideremos o corpo f.r.

F :iR((tl))((tz)). Desde que F & pitagdrico, F satisfaz H,

e H,. Como Xq # Yo (Exemplo 2.54) F nao satisfaz Hn , qual
quer que seja n > 4. ~As formas <l,tl,t2,—tlt2> e <n -~ 3><1> &
® <t,,t,-t;t,> (para .odo n > 4), por exemplo, sao t.i. e ani

sotropicas em F.

4.17 - TEOREMA: Seja K uma extensac f.r. de  F(x) com
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[ F(x)] < ». As segudntes ajiamagoes sac equivicentes:

heneditariamente euclideano.

>y

(1) F

(2) XK = YK

(3) K satdisfaz H  para todo n > 3.

(4) Toda forma quadratica p = <a;,...,a >conm n >3 4n
definida em quase todas as ordens de K aelatlvamen
te as quais F naoc ¢ cofinal em K, I (sotnopicaem

K.

DEMONSTRAGAO: (1) < (2) E imediato, pelo Teorema 4.5 e o Teore

ma 1.32.
(3) = (4) E imediato, pelo Lema 4.10.

(3) = (1) E imediato, pelo Teorecma 4.5.

(1) =(3) Sejam F(i), K(i) onde i2 =-1 e F o fecho alge
brico de F(i).
KF
K(:L)/i
K—" !
l T
F(i)—
F—
Como F é h.e. obtemos, pelo Teorema 1.1 (2) , que
[F : F(i)] & um nimero super-natural Impar. Substituindo F (i)

™

por F(i) N K(i) se necessario, podemos assumir T{i) algebri
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camente fechado em K(i). Assim, ccme car F(i) =0, K(i) e F
sao linsarmente disjuntos sobre F{i). Loco, [KF:F] & impar.
Desde que KF & um corpo de funcoes alcibricas em uma variavel
sobre um corpo algebricamente fechado tcmos, pelo Teorema 1.22,
que u(Kg) < 2. E, pelo Teorema 1.23, concluimosque u(K(i)) < 2.
Mas entao, toda forma quadratica o sobre K tal que dim p >3
e mp & hiperbdlica para algum m & isotrdpica em K (por [EL]

(1973) Teorema 4.11(2) se p & um elemento de torgao no anel

de witt e dimp< 3 entao p & isotrdpica.).

Seja o0 = <a,b,c> wuma forma guadratica ternaria so-
bre K totalmente indefinida. Entao. Pg = <a,b,abc> ~ <a> @
® <l,ab,ac,a2bc> é totalmente indefinida. Mas entao ,

pé = <l,ab,ac,a2bc> & t.i. e portanto AP(pé) =0, qualquer
que seja P € X, . Logo 2np6 & hiperbdlica para algum n € N
(ver [ P ] (1975) Teorema 10.15) e portanto o & isotropica.

Como = <l,ab> ® <l,ac> temos qgue pé ~ <1,-1,1,-1> (ver

g
[L] Capitulo X, Corolario 1.9). Assim, Py ~<a> ® <1,-1,1,-1>
e pelo Teorema de Cancelamento de Witt, p ~ <a> ® <1,-1,1> ou
p - ~a2» ©® <1,-1,-1> . Assim, concluimos que p & isotrodpica,

-

isto e, K satisfaz H3.

Seja p wuma forma quadratica sobre K tal que p &
t.i. z dimp= 4. Podemos assumir p = <l,a,b,c> . Como XK = YK
existc ¢ € F tal que 2"(<l,a> @ <1,b> ) ~ 2% (<1,1> & <1,c>)
para algum n €N (por [ P] (1975) Teorema 9.1 e [EL] (1972)Teo
rema 3.5(4)). Entao, AP(<l,a> ® <l,a>) = AP(<l,l> ® <1,c> ) pa

ra todo PEEYK . Assim as formas Bl = <1,-ab,c> e 62==<a,b,c>
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sao t.i. e portanto Bl ~ <l,—l,xl> e By ~ <l,—l,x2x comnm
Xq 1%, € K. Como <l,a,b,-ab> & <1,-1> ~ <1l,a,b,-ab>» & <c,~-c> -
~ <1,-ab,c> ® <a,b,c> ~ <l,—l,xl> @ <l,—l,x2>= 2 <L—L»%‘sﬁ/x2m

concluimos, pelo Teorema de Cancelamento de Witt, que <1,a,b,-ab> ~

~ <1,-1> @& <Xy,%,>. Logo, <l,a,b,-ab> & isotroOpica e a forma

<l,a,b> representa ab em K . Assim,como <l,a,b> ~ <ab,x,y>
L 02

com x,y €EF e xy €F°, <l,a,b,c> ~ <ab,x,y,c> ~ <ab,x,x,c>.

Mas entéo, <ab,x,c> é t.i. e, pelo que ja mostramos isotropi-
ca. Consequentemente <ab,x,y,c> e, portanto, <l,a,b,c> éisg
tropica. Logo, K satisfaz H, e, pela Proposicao 4.16, n_ pa

ra todo n > 4.7
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