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INTRODUCAO

A teoria geométrica do controle foi desenvolvida por, entre outros, H.
J. Sussmann (c.f. 13}, [14], [15]) e C. Lobry [5] que deram um tratamento
geométrico a conceitos classicos tais como o de controlabilidade, acessibi-
lidade e controlabilidade local. Esses conceitos desempenham um papel
central na teoria dos sistemas lineares, para os quais o critério de Kalman
da uma resposta simples para a sua ocorréncia ou nao. Segundo esse critério
certos sistemas lineares (por exemplo, aqueles em que os coeficientes sio in-
dependentes do tempo e os controles ilimitados), sdo a0 mesmo tempo con-
trolaveis, acessiveis e localmente controlaveis. O correspondente ao critério
de Kalman para sistemas ndo lineares gerais, é a condigdo do posto da
algebra de Lie. Dessa forma, é natural perguntar sob quais condigbes a
condic¢do do posto (ou a acessibilidade) é equivalente & controlabilidade ou
a controlabilidade local. Uma resposta a isso é dada em [14] para sistemas
de controle invariantes em grupos de Lie, onde se mostra que a controlabili-
dade global € equivalente & acessibilidade no caso de grupos compactos. Um
teorema de controlabilidade semelhante é apresentado em [5] para sistemas
de controle definidos por campos de vetores que deixam invariante uma me-
dida finita, e em particular para campos de vetores com divergéncia nula
numa variedade Riemanniana compacta. A questido da controlabilidade lo-
cal é tratada por exemplo em [16] onde se d4 uma condigao suficiente para
que um sistema seja localmente controlavel em tempo pequeno a partir de
um ponto dado. Essa condigido envolve necessariamente a acessibilidade do
sistema.

O objetivo dessa dissertacio é fazer uma exposi¢io desses trabalhos,
olhando condigbes nas quais se tem equivaléncia entre acessibilidade e con-
trolabilidade ou controlabilidade local. Como serd visto ao longo do de-
senvolvimento, a questdo no caso de sistemas invariantes num grupo de
Lie se reduz a saber sob que condigbes um certo subsemigrupo é um sub-
grupo de Lie. Para obter controlabilidade local em tempos pequenos, usa-se
a condi¢do de controlabilidade de Hermes, que é suficiente mas nao ne-
cessaria.



Esse trabalho é organizado como segue:

O capitulo 0 contém os resultados essenciais da teoria de integrabili-
dade de distribuigées que fundamentalmente dizem que as 6rbitas de uma
familia de campos de vetores sdo subvariedades imersas quase-regulares.
Esse resultado, devido a P. Stefan e H.J. Sussmann [9], [11], [15], permite
que se considere as orbitas como espago ambiente e assumir que o sistema
é transitivo.

O capitulo I trata da questdo da equivaléncia entre as propriedades
de acessibilidade e controlabilidade para sistemas invariantes num grupo
de Lie compacto. Além disso, se caracteriza a propriedade em termos de
colchetes de Lie, no caso analitico (condigao do posto da algebra de Lie). Ao
mesmo tempo se apresenta a relagao entre as orbitas positivas e o conjunto
dos pontos atingiveis assim como se introduz o conceito de controlabilidade
aproximada, que esta relacionado ao teorema de Lobry, que permite provar
de maneira alternativa a controlabilidade num grupo compacto.

No capitulo II o objetivo é desenvolver o formalismo das séries expo-
nenciais de Lie num conjunto finito de indeterminadas ¥ = {X,,..., X}
e fornecer uma representacio do semigrupo de controle no grupo de ditas
séries exponenciais. Por intermédio dessa representagio, as séries expo-
nenciais servem para descrever o comportamento assintotico, em tempos
pequenos, das trajetérias dos sistemas de controle. Em outras palavras,
as séries exponenciais fornecem “variagoes” dos controles. Essas variagoes
serao utilizadas posteriormente no teorema de controlabilidade local.

O capitulo III é a parte central dessa dissertagdo pois é onde se for-
mula a condigdo de controlabilidade local segundo Hermes, que envolve a
condigio do posto da algebra de Lie assim como subespagos gerados por su-
cessivos colchetes de Lie dos campos de vetores. Se os subespacos gerados
por colchetes que envolvem uma quantidade par de vezes o campo de vetores
em que aparece o controle sao neutralizados pelos subespacos gerados por
tais colchetes em que os campos aparecem uma quantidade impar de vezes,
entao se tem controlabilidade local. Na demonstracido desse fato se usa o
formalismo desenvolvido no capitulo II para familias do tipo ¥ = {X,, X }.
Concretamente, o que se faz é estudar acessibilidade no grupo “de Lie” das
séries exponenciais. Esse estudo é feito por aproximagao dos grupos de Lie
nilpotentes das séries formais truncadas. Acessibilidade nesses grupos de
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Lie permite mostrar que a condi¢gao de Hermes é suficiente para a contro-
labilidade local em tempo pequeno. Como mencionado anteriormente, essa
condicao nao é necessaria. Para mostrar isso, é apresentado um exemplo no
qual a condigido de Hermes nao é satisfeita e no entanto tem-se controlabili-
dade local. Se apresenta ainda como aplicagao uma demostracao alternativa
do teorema classico que garante que se o sistema linearizado é controlavel
entdo o sistema, propriamente dito, é localmente controlavel.

il
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CAPITULO 0

Neste capitulo apresentamos os resultados preliminares a anélise das propriedades de
acessibilidade e controlabilidade. Essencialmente o teorema de Sussman-Stefan que per-
mite olhar as variedades integrais de uma determinada distribuigao como as folhas de uma
folheacao com singularidades, e reciprocamente para uma folheagao com singularidades é
possivel encontrar uma distribui¢ao tal que as folhas sejam suas variedades integrais.

O desenvolvimento é feito de uma maneira resumida, isto é, s6 enunciamos os resul-
tados e definimos os conceitos necessarios como os de distribuigoes, érbitas de familias
de campos de vetores, érbitas positivas. Posteriormente, no capitulo I, os conceitos de
acessibilidade assim como controlabilidade serao introduzidos. A teoria das orbitas foi
desenvolvida em analogia & de um campo local ou global. Assiin, iniciamos com um co-

mentario sobre esse exemplo.

0.1. Distribuigoes: Integrabilidade e alguns resultados funda-
mentais.

Neste paragrafo se introduz uma generalizacdo de um campo vetorial, que é dada
pela nocao de distribuicao que pode ser olhada como um campo de subespagos do espago
tangente em cada um de seus pontos.

Como integrar um campo é encontrar suas curvas integrais, analogamente quando se
integra uma distribuicao é encontrar em cada um de seus pontos o que se chama uma
variedade integral.

Os objetos que formam parte deste conceito basicamente sao
M: uma variedade diferenciavel (Paracompacta).

X(M): uma familia de campos vetoriais.

T,M: o espago tangente em p € M.

Definigao 0.1.1. Uma distribuigao definida em M, é uma aplicacdo que faz corresponder

a cada ponto p € M, um subespago de T,M.

Se denotamos por A a distribuigao, entao:



A:M — o
p — Ap)

onde ¢ = {E, C T,M : p € M, E, subespaco} e A(p) C T, M.

Observagao. Nao existe restricio quanto a dim A(p). Ela pode variar de um a outro

ponto e nesse caso a distribuigao é dita singular.

Definigao 0.1.2. Uma distribuigao A se diz diferenciavel ou C* em p, se existem campos

locais Xy, ..., X definidos nas vizinhancas de p tal que

1) Alp) = (Xo(p), - Xi(p)
i) Os campos sdo tangentes a A (isto é X(m) € A(m), para cada m € dom X).

A é diferencidavel ou C* se o for em todos seus pontos.

Exemplo 0.1.3. (1) Seja X € X(M) globalmente definido e pomos ¢ = {{(X(m)) C
T, M :m € M}, entao A(p) = {AX(p): A€ R} CT,M define uma distribuigao C'>
(2) M = R?

{(u,v) € T(zy)R* : v =0} no I, III, IV quadrantes.

Tz IR?, mno II quadrante menos na fronteira.

Alz,y) = {
(3) Em IR® define-se

A((z,y, 2)) = {(u,v,w) € T(5,.)R® : w=0}.
r - ~ .. : 0 9 0
Na realidade ela define uma folheagdo como sera visto adiante. Os campos 90 Be
r’ Jy 0=

definem o referencial canénico em T, .)RR* ~ IR?

A(z,y,2)) = <(%(:t,y, z), 56—(55, Y, Z)> .

Y

Voltando ao exemplo 0.1.3 (1) para o campo X, existe o fluxo local ¢ : (—¢,e)xV — M,
que satisfaz:
i) ¢(0,p) = p, paracadape V



i) S-0(1,7) = X(6(L,p)).

Convencionamos em por ¢(t,-) = X; e a cada fluxo ¢, associamos a familia de difeomor-
fismos (X;);. Denotemos por Gx o grupo local a 1-parametro. Na realidade nao é grupo,
pois nem sempre é definido a composta de dois de seus elementos. Também pode-se obser-

var que M = U dom¢ pois X é global, isto induz a pensar numa relagao de equivaléncia

) ¢€G x
definida em M.

p ~ g se e somente se existe g € Gy tal que y = ¢(x)

Cada classe de equivaléncia é chamada orbita. Assim,

Gx(p) = {g(p) 1 g € Gx}

denota a orbita por p.

A distribuigao no exemplo 0.1.3 (1), geometricamente é definida como a reta tangente
a curva integral de X, que passa por p num tempo t = 0, assim obtém-se duas propriedades
1) A(p) = T,Gx(p)
1) G x(p) é uma subvariedade conexa de dimensao 1.

As propriedades 1) e ii) sao as que tomamos como um modelo para generalizar o con-

ceito de curva integral ao de variedade integral.

Definigao 0.1.4. Uma subvariedade N C M é dita variedade integral da distribuicao A
se
i) A(p) =T,N, paracadap € N
1) N é conexa
N é dito variedade integral maximal se satisfaz i) e i1) e além do mais é maxima no

sentido da inclusao.

Como uma motivagao para integrabilidade de distribuigdes temos na integrabilidade
de um campo, pois segundo teoremas de existéncia e unicidade em E.D.O., para cada p €
dom X, (global ou local) existe uma tinica curva integral maximal que passa por p. E

nesse sentido que dizemos que a distribuigao associada a X é integravel.

Definigao 0.1.5. Uma distribuigao A é dita integravel ou que tem a propriedade de

variedades integrais, se por cada p € M, passa uma variedade integral.
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As distribuigbes definidas nos items (1), (2) e (3) do exemplo 0.1.3 sdo integraveis.
Também convém definir uma propriedade que é satisfeita pela distribuicao definida no
exemplo em mencao, esta é
(p))

(p)) (tomar —t na inclusao acima)

(dXt)p(A(p)) C A(X,
e segue-se  (dX}),(A(p)) = A(X,

Com efeito, w € (dX}),(A(p)), entdo w = (dX;),(AX(p)) = AX(X;(p)). Por tanto

i

((]Xt)p(A(P)) C A(Xt('P))-

Pode-se dizer que X preserva a distribuicao de tal exemplo.

Definigao 0.1.6. (1) Um campo de vetores definido localmente em [ é dito que preserva
a distribuicao A se
(dX1),(A(p)) € A(X(p)). para cada p € U, cada t € IR tal que X,(p) € definida.

(2) Um campo X é dito caracteristico se preserva a distribuigdo e é tangente a ela no
dom X.
(3) Uma distribuicdo A é dita caracteristica em p ou invariante por difeomorfismos,
se existem campos caracteristicos X!,..., X* definidos nas vizinhangas de p, tal que
A(p) = (XYp),..., X*(p)). A é caracteristica se for em todo p € M.

Uma questao interessante é decidir quando que wma distribuigao € integravel ou dar
alguma caracterizagdao de integrabilidade, pois a integrabilidade assegura uma decom-

posi¢ao na variedade A, o qual como sera olhado forma uma folheagao.

Teorema 0.1.7. Uma distribuigao A é integravel se e somente se é caracteristica.
Prova. Veja [9], [11] e [15].

Observagao. Para olhar a integrabilidade da distribuigdo A, o teorema precedente sugere
que a distribuicao seja diferenciavel e essencialmente satisfaga (1) da definigao 0.1.6 para os
campos locais que garantem a diferenciabilidade da distribuigao. Isto reduz-se a integrar
campos o que nem sempre é possivel, pois em geral a existéncia e unicidade do fluxo é
assegurada, mas nao a forma como ele sao encontrados.

A idéia é caracterizar em termos de configuragdes de colchetes de Lie como por exemplo

no teorema de Frobenius.



Em analogia com as curvas integrais maximais de um campo de vetores, existe o se-

guinte teorema para distribuigdes.

Teorema 0.1.8. Seja A uma distribuicao caracteristica e p € M, entao existe uma tinica
variedade integral maximal N(p) de A que passa por p.
Prova. Veja (9], [11] e [15].

Observagao. O teorema precedente permite decompor a variedade M em variedades

integrais maximais. A relacido de equivaléncia correspondente, é »+ ~ y se e somente se
N(xr) = N(y).
No exemplo inicial, as curvas integrais maximais formam uma decomposicao de M

em Orbitas que servem de modelo para generalizar o conceito de 6rbita de uma familia de

campos de vetores.
0.2 Folheacoes.

Se introduz este conceito, pois no seguinte paragrafo se estudara as 6rbitas de familias
de campos de vetores, que generalizam o exemplo 0.1.3 (1). O estudo da diferenciabilidade

da relacdo de equivaléncia correspondente motiva a introducgao do conceito de folheagao.

Definicao 0.2.1. Um subconjunto L € M é dito uma k-folha de M, se existe uma

estrutura diferenciavel o sobre L tal que:

1) (L,o) é uma subvariedade conexa imersa k-dimensional de M.

ii) Se N é um espago topoldgico localmente conexo e f : N — A uma fungao continua
tal que f(N)C L, entao f : N — (L, 0) é continua.

Implicitamente a defini¢aio acima contém a definicado de subvariedade quasi-regular.

Definigao 0.2.2. Uma subvariedade imersa (L, o) de M é dita quasi-regular se satisfaz

a condicao (ii) na Definigao 0.2.1.

Observagao. Nem toda subvariedade conexa é quasi-regular



Exemplo 0.2.2. Seja ¢ : (—0o,—) — IR? a imersao definida por

(t+—;f,—1), —0 <t§-—g
o(t) = : 3

7
(cos t,sent), —3 <t< 5
O par (L, ¢) define uma subvariedade imersa, conexa que nao é quase regular (veja figura

T 4
(a)). De fato, para N = (—¢ — g,e — 5) definamos a aplicagao continua ¢ : N — IR? por

y(t) = (cost,sent).
Mas ¥ : N — (L,¢) nao é continua. Pois se tomamos o aberto V (na figura (b))
T
obtemos que ¥~ (V) = [——?2-, —5 +6) € N nao é aberto em N e portanto segue a

conclusao.

(a) (b)

Mas toda subvariedade mergulhada e quasi-regular

Definicao 0.2.3. Uma folheagio diferenciavel (com singularidades) é uma relagao de

equivaléncia “ ~” em M que satisfaz

1) As classes de equivaléncia siao subvariedades imersas conexas de M. Denotemos por

C'(p) a classe de p.

ii) Para cada p € M, existe um aberto U 3 p e uma carta coordenada ¢ : V x W — U
onde V e W sao abertos centrados na origem de IR* e IR"~* respectivamente, satisfa-

zendo as seguintes propriedades.

a) dimC(p) =k

b) ¢(0,0) = p

c) para cada (v,w) € V x W, o(v,w) ~ ¢(0,w)
d) A aplicagédo ¢o: V — C(p) definida por

v — ¢(v,0)
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¢ um difeomorfismo de V' sobre um aberto de C(p)

e) para cada w € W,p,, : V — (C(p) definida por
v — (v, w) € C(p(0, w))
é diferencidvel em relagido a estrutura intrinseca de C((0,w)).
Exemplo 0.2.4. (1) Em MM = IR? define-se folhas por
C(0,0,z20) = {(x,y,20) € R*: v,y € R}

(2) As drbitas no exemplo 0.1.3 (1)

(3) Uma folheagao com singularidades é dada no exemplo 2 se o campo X tiver singula-
ridades.

(4) As orbitas de uma familia de campos de vetores definem uma folheacdo como sera

visto no paragrafo seguinte.

Proposicao 0.2.5. Dada uma folheacao em M, entao as folhas sao subvariedades quasi-
regulares.

Prova. Veja [11] e [15].

Como caso particular tem-se que as orbitas de uma familia de campos de vetores sao
quasi-regulares como sera assinalado. Além do mais a cada distribuigao caracteristica se

associa uma folheagao.

Proposigao 0.2.6. Dado uma distribuicao A caracteristica, entdo as variedades integrais
maximais formam uma folheagao.

Prova. Veja [11] e [15].

Cada folha C'(p) é vista como um subconjunto de M. No entanto em alguns casos ¢
necessario considerar a diferenciabilidade em relagao a estrutura intrinseca de C(p), por
exemplo, no caso de érbitas definidas por campos invariantes num grupo de Lie GG, onde
Gs(1) é um subgrupo de Lie. O seguinte lema garante a diferenciabilidade em relagao a

estrutura intrinseca da subvariedade.

Lema 0.2.7. Seja L uma subvariedade quasi-regular de M. Se ¢ : N — M ¢ di-
ferenciavel com ¥(N) C L, N uma variedade, entao v : N — L é diferenciavel na

estrutura intrinseca de L.



Prova. Veja [11] e [15].

Também tem-se o problema reciproco, isto €, se fosse possivel folhear uma variedade,

quao longe estao as folhas de serem variedades integrais de alguma distribuigao?

Teorema 0.2.8. Dado uma folheagio “ ~ ", entao as folhas sao variedades integrais de

uma tnica distribuigdo caracteristica.
Prova. Veja [11] e [15].

Ressaltamos esses resultados, pois serao aplicados as orbitas de uma familia de cam-

pos de vetores.

Observagao. As 6rbitas de um campo de vetores formam uma folheagao, como decorre
da proposicao 0.2.6 aplicada as curvas integrais.

Se o campo tiver uma singularidade p. entao {p} é a variedade integral 0-dimensional.
e temos que a folheacao tem singularidade. onde por singularidade entende-se a nao ho-

mogeneidade nas dimensoes das folhas.
0.3 Orbitas de Familias de Campos Vetoriais.

Ao invés das orbitas de um inico campo vetorial X, consideramos aqui uma familia &

de campos vetoriais. A familia ¥ pode ser formada por campos locais ou globais. No caso

local assume-se a condigao U dom X = M, para assim poder gerar uma distribuigao ao
. XetT
longo de toda variedade .
Seja (X,...,X*) € ¥ uma sub-familia, denotemos £ = (X!,...X*) e T =
(t;....,tx), entdo é possivel definir um difeomorfismo local

fr=X oXlo...0X}, &(p) =X (XE(--XE(p)-+))

onde se assume que a composta dos XZ‘ faz sentido. Nesse caso {7(p) é definido para cada

(T, p) num aberto de IR* x M, ou seja pode-se olhar £ como uma aplicagao
E:UCR xM— M.

Denotando por Gx o grupo dos difeomorfismos locais gerado por Xy, X € ¥, tem-se

oo



Gy = < U Gx> ={X] o X} o...oXt";c : X' e %,t; € R).
Xexr
Na realidade G'g nao é em geral um grupo, pois “o” nem sempre é definida. Os elementos
de Gt sao da forma {7, para algum € = (X1,..., X*) C ¥, T € R*. Com essa notagio o
produto em Gy é dado da segninte maneira.
Sea=(ay,...,an),3 = (B,...,8,), entao a.f = (ay,...,a,,B3.....3,) denota o

produto dos multi-indice e & = (a,,,, ..., ;). Assim,

Erar = (En)rr e (€p)7 g_f

denota a operacao de Gs.
A partir de ¥ se define em M uma relagao de equivaléncia “~7. Para que ela esteja

bem definida deve-se supor U dom ¢ = M. o que decorre de supor U dom X = M. A
HEGY XeX
relacao é

p ~ ¢ se e somente se existe 0 € Gy tal que ¢ = ¢(p).

Assim, temos uma decomposicao de A em classes de equivaléncias chamadas érbitas da

familia ¥ de campos de vetores. A 4rbita por p é dada por
Ge(p) = {X (AL X5 (p)--): X' € Xt € R}

Para olhar a diferenciabilidade de “~”, temos que encontrar uma distribuicao A, tal que
as Orbitas sejam as variedades integrais maximais de A. O teorema de Sussman responde
positivamente 1sto.

Por enquanto, sejap € M, £ = (X?,..., X*) C ¥ e denote por ¢, = {T € R* : £7(p)
esteja definido} C IR¥, pode-se ver que 0 € Q% ,. Definamos a funcao

Pew  Slep © R — M
T — &(p) = XL(X2(-XE(p) ).

Isto permitira tornar G'y(p) num espaco topoldgico com a topologia forte que é a topologia
7, em que os pg, sao continuas. Com essa topologia as drbitas sao conexas desde que os
Q¢ , sejam conexos, o que é possivel tomando 1, suficientemente pequeno.

E claro que



Gz(p) = | pep(Qep), (definigio de Srbitas).
T

Acontece que a topologia 7, para Gz(p) pode depender de pontos p. Se mostra que nao
depende. Seja p ~ ¢, entao Gx(p) = G(q) e é suficiente mostrar que 7 : (Gg(p), 7,) —
(Gx(q),7;) é continua. Ele decorre da definicao 7,,7, (veja [15]).

Seja ¥ uma familia de campos. Entdo associamos outra familia de campos
£ ={(dg).oXog':g€Gs,X €T},

assim Z € ¥ se e somente se Z = (dg).o X og™', g € Gy, X € . O fluxo desse elemento

¢ dado por:
Zi(p) = g(Xi(g™ (p)))-

coin efeito,

, { frxr -1
—Zi(p) = (dg)x,(5-1(p)) (;;—t“\’}(g"(p)))=(dg)xt(g-1(p))(lx()\t(g (r)))

= (dg)Xg".g(Xelg™ (p))) = Z(Z:(p))-
Agora, com S geramos a distribuigao
As(p) = ger{Z(p) e T,M : Z € £, pe domZ}.

E claro que A(p) C Ag(p), onde A é a distribuicao gerada por I, logo

Gz(p) € Gs(p)

Teorema 0.3.1. (Stefan-Sussman). Seja ¥ uma familia de campos locais definidos em
M. Entao

1) As 6rbitas, sao as variedades integrais maximais de Ay
1) A distribuigdo Ay é caracteristica
iii) A relagio de equivaléncia que induzem as drbitas é uma folheagao com singularidades
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iv) As érbitas sao subvariedades imersas quasi-regulares

Prova. i) e i) € o teorema de Sussman (veja [9] e [15])
iii) segue-se da proposigao 0.2.6 usando ii)

iv) segue-se de proposi¢ao 0.2.5 usando iii)

O estudo das 6rbitas Gy (p) é o estudo da distribuicao p — Ax(p) dada pelo teorema
0.3.1. Para calcular Ag(p), precisa-se conhecer os grupos a 1-parametro dos campos de
Y o qual se reduz a um problema de integrabilidade de campos. Como nem sempre ¢é
possivel obter expressoes para os fluxos dos campos. é conveniente expressar Ax(p) em

termos de colchetes de Lie avaliados em p

Definicao 0.3.2 Um espago vetorial g sobre um corpo A é dito uma algebra de Lie se

existe uma funcao

[]rgxg — 4
(z,9) — [2.y]

para cada r.y € g tal que

i) [ .] é bilinear

i) [v,y] = —[y. 2]

i) (v, [y, zl] + s[5 2]) + (2, {2, 9]] = 0, cada 2,y,z € G

Exemplo 0.3.3 (1) X(M) com a operagao de colchete de Lie.
(2) Qualquer algebra associativa g, induz uma algebra de Lie com a operagdo [r,y| =
TY — Yr.
(3) M(n), o conjunto das matrices n X n, antisimétricas com traco nulo
(4) Para um espaco vetorial V define-se uma éalgebra de Lie abeliana [z,y] = 0 para cada
r,y € V... etc.

Com a algebra de Lie AL(Y) gerada por X, pode-se gerar uma distribuigao A

p — AL(X)(p).

Deve-se observar que o calculo de AL(X)(p) envolve s6 calcular colchetes e avaliar em p
e portanto envolve apenas derivadas de campos de vetores em p. Se AL(X)(p) = As(p)
para cada p € M, temos que o problema de integrar campos passa a um dual de derivar
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campos. Por enquanto temos que AL(X)(p) C Ax(p) para cada p € M. De fato, para os

campos X e Y tangentes a Ag,

LX) (X))

-(i{ t=0

e como Ay € caracteristica, temos (X_;).(Y(X:p))) € Ax(p). Mas Ag(p) C T,M é
fechado, portanto [ X, Y](p) € As(p), para cada p € M. Portanto

[Xv }](P) =

AL(X)(p) € Ax(p).

Uma condigao para que Ax(p) = A(p) = AL(E)(p)
Proposigao 0.3.4 Ay = A se e somente se A é integravel.

Prova. Se Ay = A, entao a integrabilidade de Ag implica a de A. Reciprocamente por
ser A integravel e subdistribuicao de Ag. as variedades integrais maximais de A estao
contidas nas orbitas. Para a inclusao contraria, seja p € M, entao Gg(p) C N(p) ja que

¥ é tangente a A. m

(‘omo a igualdade AL(X)(p) = Ax(p) se reduz a um problema de integrabilidade de

p — AL(X)(p), damos dois critérios para a integrabilidade dessa ultima distribuigao.

Proposigao 0.3.5. Suponha que os campos de ¥ sao globais em M e que AL(Y) é de
dimensao finita (como espago vetorial). Entao p — AL(X)(p) é integravel.
Prova. Veja [9].

Proposigao 0.3.6. Suponha que os campos de ¥ sao analiticos e globalmente definidos,
entao AL(X)(p) = As(p).
Prova. Veja [9].

O conjunto
Sy ={X}o...0X} : X €%, >0}

é o semigrupo de difeomorfismo locais gerado por ¥. O que o diferencia de Gy ¢é a nao
existéncia de inversas ja que, em geral, X_; ¢ Sx.

Analogo ao caso de drbitas temos
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Sz(p) = {thl(Xti(' "Xgi(P) L)) X et > 0).

Este conjunto é basico no estudo do sistemas de controle e é denominado érbita positiva

por p.
Também é conveniente introduzir a notacao

1, _<_T', t; >0}

“-

Su(p.T) = {XL(X2(--- XE(p) ) : X e &,

o
1]
MA

como sendo o conjunto de pontos atingiveis num tempo menor ou igual a 7. Paralelamente

temos que

ti“-—‘T, f,‘>0}
1

Se(p, T) = {XL (XG0 X (p) ) XT € X,

k

-

denota o conjunto de pontos atingiveis num tempo exatamente igual a 7. Por tanto,
y € Ss(p.T) se e so se y = X}l(Xf?(---X,ﬁ(p)-u)), para algum subconjunto £ =
(XL, XN C 2.8 = (t,....tx) € RF e ||S]| < T. Tal elemento no que segue é

denotado por y = €s(p).

Observagao. Pode-se caracterizar Sg(p) em termos de curvas. y € Sg(p) se e somente
se existe uma curva a : [0,T] — M, uma particdo a = 75 < 73 < -+ < 7 = be
campos X1,..., X¥ em ¥ satisfazendo alfr,_,.n] € uma curva integral de Xii=1.,...,k
Com efeito, se y € Sg(p) se e s6 se y = X} (X2(--- X{(p)---)).ti > 0. Baseado nisto,
definamos a curva

Xi(p) 0<t<ty

X (XE () b <t Sttt
a(t) = } :

Xf.l—(t2+~--+tk)(Xt22(' o Xtﬁ.(l)) e )) ht- -t <t<th+---+h

cujo ponto final é
y = a(ty +--- +t2).

Essa observacao sugere a definigao de curva integral de uma familia ¥ de campos vetoriais.

13



Definigao 0.3.7. Se ¥ é um subconjunto de X(M), entdo uma curva integral de ¥ é uma
aplicacdo continua a de um intervalo [a, b] a valores em M tais que existem a = 75 < 17 <
-+ < 1 = b, e elementos X!,..., X* de T com a propriedade que a|,_, ] é uma curva

integral de X*, para cada i = 1,2,...,k.
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CAPITULO I
SISTEMAS DE CONTROLE

Neste capitulo estudaremos sistemas de controle definidos sobre uma variedade di-
ferenciavel, mais especificamente sobre um grupo de Lie ou um espago homogéneo. O
proposito fundamental é fazer notar o interesse em estudar sistemas de controle sobre um
grupo de Lie G, pois um sistema definido em G pode ser levado num sistema definido
numa variedade A, desde que encontremos alguma maneira de projetar o sistema em G
num sistema definido em M.

Isto é, conhecendo critérios de acessibilidade. controlabilidade para sistemas definidos
em (7 pode-se tirar conclusées sobre as mesmas propriedades em M, desde que os sistemas
estejam relacionados de alguma forma, como ocorre com a agao de um grupo de Lie G
sobre uma variedade M. Sendo que neste caso, tais propriedades sdo induzidas desde que
a acao seja transitiva, isto €, se M é um espaco homogeneo de G.

Dessa forma, é natural pensar quando um sistema invariante num grupo de Lie G
é controlavel. Supondo acessibilidade como uma hipédtese para obter controlabilidade, o

problema se reduz a decidir quando acessibilidade implica em controlabilidade.

1.1. Acessibilidade.

No Capitulo 0 definimos as 6rbitas positivas e foi mencionado o interesse em se estudar
o comportamento topoldgico de Sg(2). Nesta secao, procuramos condigoes para que int
Sg(z) seja nao vazio. Como serd visto, a propriedade de acessibilidade pode em alguns
casos ser caracterizada por relagoes entre colchetes de Lie, como por exemplo, no caso
analitico. Para este estudo consideramos uma variedade paracompacta M, uma familia

de campos ¥ C X' (M), que chamaremos por sistema e uma distribuigao A.

No caso em que ¥ seja analitica, globalmente definida como sera na maior parte dos
casos, temos que
2 — AL(E)() (1)

define uma distribuigao integravel, logo as 6rbitas Gx(z) em cada ponto sao as variedades

integrais maximais da distribuigdo acima. Para ter compatibilidade no desenvolvimento,



se supoe que a distribuigdo definida em (1) é integravel independente do sistema ser

analitico ou nao.

Definigao 1.1.1. Dado um sistema ¥ C X(M). Se diz que ele tem a propriedade de
acessibilidade em « se o int Sy(z) # ¢, na topologia de M. Ele é acessivel se o for em

todos os seus pontos.

Para o estudo de acessibilidade tem-se que o sistema pode ser analitico ou C*. Mas
aqui se estudard o caso analitico para obter uma caracterizagao em termos algébricos. Pois
neste caso o problema se reduz a calcular AL(X) e avaliar no ponto desejado e comparar
com seu espaco tangente nesse ponto. Em poucas palavras tudo se resume a calcular

derivadas de campos.

Proposigao 1.1.2. Sejam ¥ C X' (M), a : [a.b] — M uma curva integral de ¥ tal que
a(t) = z para algum t € [a,b]. Entao a(s) € Gx(z), para cada s € [a,b].

Prova. Como a € curva integral de ¥, existem ¢y = a < t; < --- < t; = b e campos
Xt ..., XFem ¥ tal que alf,_, .+ € uma curva integral de X* e como t € [t;_,,1;] para
algum ¢, entdo o : [t;_y, t;] — M é uma curva integral de X* com o(t) = ¢ € Gg(r). Dai
que é suficiente provar para ¥ = {X}, pois tomando extremos dos sub intervalos [t;-;,1]
e aplicando novammente o processo obtemos o resultado.

Para cada variedade integral maximal S define-se o conjunto

J(S) = {s€la,b]:a(s) e S}

Se concluirmos que J(S) é aberto e fechado, segue-se da conexidade que J(S) = [a, ]

para alguma variedade integral maximal S.

i) J(S) é aberto na topologia relativa de [a,b]. Pois, s € .J(S) se e s6 se a(s) € S, logo
segundo existéncia e unicidade de solugoes existe um v > 0 tal que a((s —~v,s+7)) C S,
dai, temos (s — 7, s +v) N [a, b C J(S), e portanto J(.S) é aberto em [a, b].

i) J(S) é fechado. De fato, seja 7, — 7, 7, €J(S), entao or,) € S para cadan € IV.
Segue-se que a(7) € S, caso contrario a(r) € S’ alguma variedade integral S’. Olhando
como na prova de (i), temos que ar,) € S’ para infinitos valores de n o que mostra que
S’ = S j& que duas variedades integrais ou coincidem ou sao disjuntas. Consequente-

mente, J(S) é conexo e portanto J(S) = [a, b] para alguma variedade integral maximal
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e como aft) = z € Gx(x) entdo afs) € Gx(zx) para cada s € [a,b]. =

Sempre vale Sz (z) € Gx(z) e se deseja saber sob que condigoes obtém-se a igualdade

Ss(z) = Gs(x).

O Teorema de Chow da resposta a isto, desde que ¥ satisfaca uma propriedade de sime-

tria.
Definigao 1.1.3. Uma familia ¥ é dita simétrica se para cada X € ¥ se temque —X € ¥

Uma maneira equivalente de caracterizar pontos de uma mesma 6rbita é dado por:

y € Gyg(x) equivale a encontrar uma curva integral « : [a,b] — M de ¥ tal que o(a) =

roalb) =y.
Para obter a igualdade Sg(x) = Gg(.r) precisa-se encontrar uma curva integral
B8:[0,7] — M de ¥ tal que 8(0) = x.3(T') = y e o teorema de Chow garante isto. Seu

enunciado é.

Teorema 1.1.4 (Chow). Seja ¥ C X'(M) simétrico, 2 € M. Entao a cada y € Gxg(z),
existe uma curva integral a : {0, 7] — M de £, 7 > 0 tal que a(0) = 2. e o(T) = .
Prova. Veja [10].

Uma caracterizagao de acessibilidade é dada agora.

Teorema 1.1.5. Seja M uma variedade analitica n-dimensional, ¥ C X'(M) familia de
campos vetoriais completos e analiticos sobre M. Entao int Sz(z) # 0 se e somente se
dim AL(Y)(zx) = n.

Mais ainda, caso se verifique qualquer das implicagoes acima obtém-se

int Sg(z,t) = Sg(a,t) paracada t>0

assim int Sg(z,t) # 0.
Prova. Suponha que dimAL(X)(z) < n, entdo de dimAL(X)(2) = dimGg(r) < n
obtemos que int Gy (z) = 0, jd que Gg(z) é subvariedade e portanto seu interior é nao

vazio se e sO se sua dimensao coincide com a da variedade. Assim,

int Sg(z) C intGe(z) =0
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o que mostra que a condi¢io é necessaria.

Observamos que a reciproca é imediata no caso de sistemas simétricos. De fato,
suponhamos que dim AL(¥)(z) = n e como T,Gx(z) = AL(X)(y) para cada y € Gx(z),
entao dim Gg(r) = n, logo Gg(z) é uma subvariedade conexa e aberta. Mas pelo Teorema
de Chow, Sg(z) = Gx(z), pois o sistema é simétrico e dal que int Sg(z) # 0.

Essa observacao sera utilizada para a reciproca no caso geral, simetrizando uma familia

Y tomando +¥. Dai que, se dim AL(£¥)(x) = n, obtemos que a 6rbita em z

Gax(2) = Sex(a)

é aberta. Portanto, supondo que dim AL(£X)(xr) = n, mostraremos que intSg(r,t) =
Ss(x.t) para t > 0 e obteremos como consequéncia que intSsg(x,t) # ¢.

Um primeiro passo é encontrar uma aplicagao F' : IR* — M tal que em quase todo
T € IR* tenhamos que posto (dF)r = n (para isto sera usada a hipétese de que o sistema

é analitico).

A contrugao de F é feita da seguinte maneira, Sig(2) = Gix(z) é aberto e y €
Sis(x) se esésey = X} (X2(-- ka(r) --2)). para algum £ = (X!,..., X C £8.T =
(t1....,1tx) € IR*. Para £,z fixos definimos a aplicagio pg, : R* — M por pe.(T) =

&r(r), que é analitica por serem analiticos os campos de vetores. Considerando a bola
B[0. N] centrada em zero e de raio NV, tem-se que Ag x = pe(B[0, N]) é compacto. Logo

fazendo variar €, N temos que

Sig(l) = U A&N = Gig(l').
EN

Portanto, pelo teorema de Baire obtemos que int A;y # ¢ para algum &, N. Fixando
£, definimos a aplicacio procurada F : R* — M por F(T) = ér(x) e temos que
int F(IR*) # 0, pois A¢y C F(IR*). Como a aplicagao F' é analitica, pelo Teorema de
Sard temos que o conjunto dos valores regulares é denso, daf que existe T € IR* tal que o
posto (dF)r = n. Agora a idéia é estender a densidade de valores regulares ao de pontos
regulares, aqui é onde usamos fortemente o fato da analiticidade de F'. Para isto seja o

conjunto

A* = {T € R* : posto (dF)r < n}.

Veja que int A* = (), caso contrario se teria um aberto U C A¥, daf que para T € U o

posto (dF)r = ng < n e como U é aberto, IR* conexo e T. — (dF)r analitica se teria
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entao que posto (dF)r = ng para todo T € IR* (por prolongamento analitico). Assim
IR* — A#* = A é denso em IR*.

Agora provaremos que m = Sy(x,t) para todo t > 0. Para isso, veja que
y € Sg(x,t) se e s6 se para algum n = (Y!,...,Y™) C £,5 € RT tem-se

y=ns(z) = Y2(V2(-- Y ()-- ). |ISI <t

Sm

Pode-se supor que ||.S]] < t, pois U{Sg(z.5) : 0 < s <t} = Sg(x,#). Seja I/ um aberto
definido por
S’

U=An{re R :||7||<t-|ISIhn{re R :7e R*:7',.. ., 7* > 0}.

Afirmamos que 0 € U. De fato, como A é denso em IR*, é possivel tomar uma seqiiéncia
S, tal

7, € A com 7} > 0 (isto é, com todas suas coordenadas positivas) e ||7,|| < t —
que lim,_.. 7, = 0. Por outro lado temos que (dF)7 tem posto n paratodo T € U, pois
" C A.logo F é uma aplicagdo aberta e conseqiiéntemente, F'(I7) é aberto em A/. Como

0€ U, se tem que r = F(0) € F(I/). Lembrando que

y=ns(a) =Y (Yo (Y (2)--)). Sl <t

Sm

se tem que x € domys e portanto existe um aberto V' C domng N F(U) tal que > € V.
Seja & a restrigao de ns a V', entao é possivel compor ¢ com a restrigao da F' a F~}(V).
Seja agora

W = o(F(FH(V))).

Como x € V e 55 é um difeomorfismo local, se tem que y € . Por outro lado, temos
que W é atingivel desde x num tempo [|S|| + ||7||, mais ainda ||S|| + ||7]] < t e dai que

W Cint Sg(z,t) e portanto W C int Sg(z,¢). Como y € W, isso conclui a demonstragio
"

do teorema.

Observagao. Neste teorema, a analiticidade foi essencial para assegurar que F'(U) é um

aberto e também para se ter densidade de pontos regulares em IR* que nao ocorre no caso

ce=.

O teorema anterior é sobre o conjunto dos pontos atingiveis em um tempo menor
ou igual a T. Adiante provaremos um resultado semelhante para o conjunto dos pontos
atingivelis num tempo exatamente T. Antes porém, é conveniente que se faga os seguintes

- comentarios sobre o significado geométrico de AL(X)(z). Sabemos, no caso analitico, que
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a aplicagao r — AL(X)(z) é uma distribuigio integravel e que suas variedades integrais
maximais sao dadas por Gg(z). Por essa razido, AL(X)(z) é definido como o conjunto
de vetores que sdo dire¢des limites de curvas ¢ que passam por z e estao inteiramente

contidas em Gy (). Por exemplo,

d

1) para a curva definida por at) = X,(z) temos que ;]—ZXt(:E) = X(z) € AL(X)(2) e
- t=0

também é claro, X,(r) € Gg(z) para todo t.

1) para a curva definida por o(t?) = X_,(Y_(X/(Y;(7))) temos que

;i‘{—,(‘X’_t()'_t(){',(}',(;r))))) = [X.Y|{r), e da mesma forma, os colchete sucessi-
t=0

vos  X'(x). [XY, X (x), [X4[X2, X% (a). .., [X' .. [X7, X% ](x), que estao em
AL(Z)(x2), sao diregoes limites de curvas em Gs(z).

Para olhar o conjunto dos pontos atingiveis em tempo T exato, consideramos o con-
junto de diregoes limites  ALo(X)(x) de curvas atingivels a partir de z num tempo nulo,
isto €, curvas que sao percorridas em t unidades adiante e em —t unidades de regresso.
Como no caso do colchete de dois campos acima, os candidatos a serem elementos desse
conjunto sao os colchetes de qualquer ordem. Mais ainda, a(t) = X', X/ () é uma curva

em (g(x) do tipo que se deseja e

o/ (0) = (X7 — X')(2) € AL(Z)(x).

Logo ALo(X) deve ser formado pela algebra derivada AL'(Y¥) e combinagoes lineares das
diferencas de elementos em AL(X). Isto é definimos ALg(X) como o subespago gerado

pelos seguintes elementos

B [X X)X X X)L

k
i) ex X'+ -+ X¥tal que o =0e X',..., X} €.

=1

E claro que ALo(X) é um ideal de AL(X) ja que contém todos os colchetes de seus

elementos. Dito de outra maneira,

AL(E) = V()@ AL(D)
— {zk:a,-X" 1YY e AL/(E), X e}

=1

k k .
AL(Z) = {d X' 4+Y:> ai=0,Y € AL'(Y), X' € T}.

i=1 i=1
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Observe que w € AL(X) pode ser escrito como

k
w=Y X' +Y, Y € AL'(D).

i=1
k
Dai que definindo 8 = Za,-, pode-se escrever a; = 8 — (o +-- -+ a1 + iy + -+ oy)
1=1
para qualquer 1 = 1,...,k, obtendo portanto que

w=o X'+t X T e X o X4 Y
H(B = (a1 + - Faimg F o+ @)X

de onde se tira para qualquer ¢ que

k
w=BX"+3 0;(X - X)+ Y. Y€ AL(D)

1=1

Consideramos agora o quociente @Q(¥) = AL(X)/ALo(¥). Como

k
wt ALy(Z) = D oj(X7 = X) 4+ 3X' +Y + ALy(E) = BX' + Y + ALy(%)

7=1

= BX'+ ALy(Y)

para se determinar a dimensio do quociente, o problema fica em decidir se X' €
ALo(E) ou X' & ALy(X) para algum i. Se X' € ALg(Y), temos que dimQ(X) =
dimAL(Z)/ALy(Y) = 0 e se X* € ALy(X), entao dimQ@Q(¥) = 1. Pode-se dizer
também de maneira equivalente que codim ALy(Y) = 0 se e s6 se X' € ALy(X)
para algum ¢. Disto concluimos que codim ALo(¥) = 0 ou 1. Analogamente para
os subespagos ALo(X)(z) C AL(X)(z) temos que codim ALo(X)(x) = 0 ou 1. Agora,
como ALg(¥) C AL(XY) é um ideal em particular é uma subalgebra, entao a aplicagao
x — ALo(X)(z) define uma sub-distribuigdo de £ — AL(X)(z) que é integravel. As
variedades integrais dessa distribui¢io sao de codimensao zero ou um nas variedades inte-
grais de AL(X). Por essa razao, fazemos a seguinte discussao sobre variedades produtos.

Para M x IR a variedade produto, tomemos T, (M x IR) ~ T, M & IR, logo definamos

um campo nela a partir dos campos X : M — TM, Y : IR — IR como

XeY:MxR — T(Mx R)
(r,y) — (X(2),Y(y))

de onde se verifica facilmente



(XeV,X'aY]=[X X]a[Y,Y)

. , 0 . 3}
Como um campo canénico em IR é — : IR — IR, definido por E—t-f = f’, consideremos

ot

a familia ¥ = {X & g—t— : X € ¥} para depois gerar a dlgebra de Lie

k
AL(Z*) = DX, + ¥V : X; € T#,V € AL'(Z#)).
=1

= . = , 0 , .
Se X; € ¥#, entdo X; = X; @ — e como nés queremos determinar AL(E#) em termos de

ot
s, O =
X, Y. Z, 5; Supomos que W = [X,[Y, Z]]. Depois de fazer substitui¢des obtemos
Y 7T a 7 vV T () > o a
X=Xagp Y=oy 2=235
8 d, 0

d
@ 5l= 22l 5l =280

(Y. Z]e 0] = (X, [Y. Z]] &0

Y. Z]=[Y & —.Z&
0

(X7, 2)) = [X 2

assim

{Za, X, 6 a J+Y @0: X, €% YEAL’(Z)}.

No Teorema anterior foi dado uma caracterizagao para se ter intSg(r) # 0. Agora, vai se

caracterizar quando int Sy (z,T) # 0,7 > 0 onde

k
Sg(z,T) = {X}l(xg(---xg(;z-)---)) >0, X' en,y b= T}.

i=1

Em termos da élgebra de Lie (ideal) ALy(X) avaliado em z, o resultado é

Teorema 1.1.6. Seja M uma variedade analitica n-dimensional, e seja ¥ uma familia de
campos vetorials completos e analiticos sobre M, = € M,T > 0.

Entao int Sx(z,T) # 0 se e somente se dim ALy(X)(z) = n. Mais ainda, neste caso o
int Sg(x,7T) é denso em Sy(z,T).

Prova. Para mostrar a equivaléncia mostramos as seguintes equivaléncias:

i) int Sge(z,0) # 0 & int Sse(z,T) # 0.
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i) int Sg#(2,0) #0 & dim AL(Z#)(2,0) =n + 1.
iii) dim AL(Z#)(2,0) = n +1 & dim ALy(X)(z) = n.

Démonstramos 1) e iii) pois ii) é valido pelo Teorema 1.1.5.
1) Suponhamos que int Sg#(z,0) # 0, pelo Teorema 1.1.5 dim AL(X#)(z,0) = n + 1, isso
implica que int Sg#((x,0),t) # ¢ para t > 0. Tomemos V x W C Sy« ((z,0),t) aberto
bésico e para cada s € W seja o conjunto V x {s} C Sg«#((z,0),t), logo se v € V', entédo
(v,s) € V x {s} C Sg#((x,0),t) dai que existe a : [0,7] — M x IR curva integral de
Y# com a(0) = (2,0),a(r) = (v,s). Como existe uma correspondéncia 1 — 1 entre curvas
integrais de ¥ e ©# (i.e. para a curva integral 3 de ¥ o fazemos corresponder uma curva
integral a de £# definida por a(7) = (3(7),7)) e por uma avaliacijo em 7 = 0 e 7 = r
obtemos 3(0) = x, B(r) = v, r = s isto quer dizer que v € Sg(r,s), dai V C Sg(z,s).
Mas. nés procuramos mostrar que int Sg(x.7) # 0 e para isto via uma aplicagao
introduzimos um aberto nao vazio no conjunto int Sg(x,7T). Seja X € ¥ e {X;}i>0 0
grupo local a 1-parametro de tal maneira que dom X C V (é possivel fazendo dom X
suficientemente pequeno) neste caso definamos uma aplicagao G : Q@ — M, 0 =
dom X por G(y) = X1_,(y), qual é um difeomorfismo local.

Sey e V,entao y =&, (), |7l =s, 7 =(m,...,7,), T >0 dai que
G(V) = {X1_y(v) s 0 € V} = {Xp_y(6:(2)) 1 -} € Ss(a. T)

pois T —s+ ||r|]l = T —s+s = T, logo G(V) é aberto e G(V) # 0. Portanto
it Sg(x,7T) # ¢.

Reciprocamente suponhamos que int Sg(z,7T) # 0, entao existe um aberto V nao
nulo, V C Sg(a,T). A idéia é introduzir um aberto via uma aplica¢éo aberta, e para isso

seja X € ¥ e (X}); o grupo a l-parametro associado. Definamos a aplicagao

F: VxR — MxIR
(v,1) — (Xi(v),T +12).

O fato que X; é um difeomorfismo local, implica que o posto de (dF'),) é n + 1, para
cada (v,t) € V x IR (é suficiente calcular (dF)(, ). Logo F' é uma aplicagao aberta em
V x IR, mas V x (0,00) C V x IR é aberto, entdo F(V x (0,00)) C M x IR é aberto.

Afirmamos que: F(V x (0,00)) C Sg#(x,0). De fato, se « € F(V x (0,00)), entao
a = F(v,t) = (X;(v), T +t),v € V,t >0 e comov € VC Sg(2,T) temos que v =
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&(x), s = (s1,-..,5k), |Is|| = T, mas existe uma correspondencia 1 — 1 entre curvas

integrais de ¥ e £# logo os elementos de Sy ((z,0)) sdo de forma

(Xe(0). T + ) = (Xu(&(2)), T + 1), &(x) = X, (X5(... X (2) )

com t + ||s|| =t + T dai que a € Sy#(z,0). Portanto int Sys(z,0) # 0.

iii) Suponha que dim AL(Z#)(x,0) = n + 1, para obter dim ALy(X)(z) = n é suficiente
mostrar que T, M C ALy(E)(x). Seja v € T, M, entao (v,0) € T (M X IR) e como
dim AL(X#)(2,0) = n + 1. temos que AL(E#)(x.0) = T, 0(M x R) = T,M = IR dai
(v.0) € AL(S#)(2.0). Logo existem campos X, ..., . X, €L YeAL(E) tais que

p P P a
(v,0) = (ZA(X,-@-.—;)-&Y ) =3 M(X; (z,0) + (Y & 0)(x,0)

=1
P 0
_ (ZA\’ )+ )
Assim obtemos

A=

-

P
Z Xi(z)+Y(a Z/\\'+) e

1=1 =1

dai que v € ALy(¥)(2). Portanto dim ALy(X)(x) =
Para a reciproca suponhamos que dim ALy(X)(a ) = n, entao AlLg(X)(z) = T, M.

mostremos que

Tz0)(M x R) C AL(Z#)(x,0)

por meio de (v,0) € AL(X#)(z,0) e (0, £)(2,0) € AL(S#)(z,0). De fato, como v € T, M
entao (v,0) € T(r0)(M X IR), mas ALo(X)(2) = T, M e dai para

P P
v € ALo(Z)(z) temos que v = (D A\Xi+Y)(a), ), D_Ai=0, YeAL(E),
i=1 =1
Mas
P L] 0
(v,0) = ((Z/\,X +y) &3 A a)@ 0) (Z)\X @zx +Y€BZ/\ ) (,0)
pz:l a 1=1
(Z A X Y+ Y& 0) (z,0)
=1
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logo (v,0) € AL(X#)(z,0). Agora mostramos que (0, %) (z,0) € AL(X#)(z,0) e para

isto seja X & Z € £#, entdo

(X & a—at)(x,()) € L#(x,0) C AL(Z#)(z,0) e (X ®0)(x,0) € AL(S#)(z,0).
Por tanto T, 0)(M x R) C AL(Z#)(x,0).

Finalmente mostramos que int Sg(2,T) = Sg(x,T). Para isto temos que mostrar que
para cada y € Sg(r,T) existe uma sequéncia (y, ),epv tal que y, — y ey, € int Sc(z,T),
para cada n € IN. De fato, seja y € Sg(2,7T), entao y = £.(2),& = (X',....X™), 7 =
(tis- o itm) i >0, ||7]] = T ou seja y = X} (X2 (- X7 (x)--+)).

A idéia é aproxima-la por uma sequéncia de pontos atingiveis. Como t,, > 0, entao
existe uma sequéncia (sx)ren tal que s; € (0.t,), para cada k € IN e sy — 0; mas

s, > 0 dai que int Sg(x,si) # ¢. Logo existe um aberto Uy, x, € U, C Sg(x, si) tal que

= ne(x) e ||t} = sk

Definamos uma sequéncia (yx)reny por yx = & (k). onde 7p = (ty,....1, — si).
Entao y, = thl(‘--‘Y,ﬁ‘i}(/\'[:’n_Sk(a'k)), mas r; = n.(x), logo obtemos que y; =
Er(n-(2)), Hrell + [I7']] = T; segundo a forma de y, tem-se que y. € Sg(z,7).

para k € IN. Mas queremos que y; € int Sg(r,T) e para isto usamos o fato de ser &, (-)

um difeomorfismo local, ou seja &, (U, ) C Sx(z,T) e é aberto, pois
E(UY) = {&(w):we Uy} = {&,(w) :w=mn,(z), ||s|]|= sk}
= (&, (ns(2)) < lImll + lIsl] = T}

é claro que yr — y pela continuidade de £ desde que 7, — T
1.2. Controlabilidade global.

Neste pardgrafo definimos o que é um sistema de controle ao invéz de simplesmente
ter uma familia ¥ de campos. Também estabelecemos relagdes entre orbitas positivas
induzidas por ¥ e conjunto de pontos atingiveis seguindo trajetdrias definidas por um
sistema de controle.

De maneira geral, consideremos um espago de medida { e seja

F(Q) = {u:1 — Q: I intervalo fechado}

e introduzimos uma operagio # em F(f) que o torne um semigrupo. A operagao é a
concatenagao. Sejam u : [a,b] — Qe v : [c,d] — §, entdo u#v : [2,b+d —c] - 0 é
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definido por

wdb = u(t) se a<t<b
Tl v(tt+ce—b) se b<t<b+d-c

Com essa operacao (F(f2), #) torna-se um semigrupo, ja que a associatividade de # pode
ser verificada de maneira imediata.
Fazemos IR atuar em F(§) por translacoes, isto é, para u : [a,b] — N e € R

definimos

p:Rx F() — F(Q)

(tvu) — Tu:fa—7,—7]—Q

onde. (Tu)(t) = u(t + ) para t € [a,b]. Dai temos que  define uma acao de IR em F({)

e para cada 7 € IR, a translagao no tempo 7

o, F() — F(Q)

¢ um automorfismo do semigrupo F(2).

Definigao 1.2.1. Um semigrupo de controle S(f2) é um subsemigrupo de F(Q) tal que:

1) Todos elementos u € S(Q) sdo mensuraveis.
1) Seu € S(Q) e K é qualquer sub intervalo fechado de domu, entao ulx esta em S(Q)

11) S(€) é invariante sob translacoes do tempo. Dessa forma, as translagoes no tempo

induzem automorfismos do semigrupo S().

Os exemplos mais conhecidos de semigrupos de controle sao

- PC(92) fung¢des constantes por pedagos.

Se IB é um espago de Banach e 2 C IB, toma-se a o-algebra de Borel sobre IB.
- M) ={u:J — Q:ue ll(J;B)}

- L=(Q) = {u: J — O : mensurdvel e limitada}.

Agora define-se o que se chama um sistema de controle.

Definicao 1.2.2. Dado um semigrupo de controle S(£2), um sistema de controle tendo
S(€Q) como conjunto de controles admissiveis é uma variedade diferenciavel (C™ ou C")
paracompacta, conexa M chamado espago de estados, munido com uma familia ¥ = {F, :

u € Q} de campos vetoriais (C'* ou C") parametrizados por §) satisfazendo
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1) A correspondéncia u —> F, é continuamente diferenciavel (para a topologia

canonica dos campos vetoriais).

ii) Para cada v € S() e 29 € M, existe uma tnica curva absolutamente continua

x:[a,b] - M tal que z(a) = 2o e 2(t) = Fuy(x(t)) para quase todo t € [a, b].

O sistema definido acima induz uma agao de S(€) sobre M. Ou seja, existe uma

aplicacao
oS xM — M
(v, x) — Z(b)
onde dom u = [a,b] e T é a curva absolutamente continua do item ii). Se para cada

u € S(f2) a aplicagao @(u,-) : M — M é um difeomorfismo, entao

p:S5(Q) — Diff (M)

u — o(u,)

é uma representacao de S(Q). Como caso particular, temos que se S(Q) = PC(Q) e todo

F, : M — TM sao completos, entao

p(PC(Q)) C Diff (M)

€ o sub-semigrupo gerado pelos grupos a l-parametro.

Da definicdo acima pode-se dizer grosseiramente que um sistema de controle é uma
terna (M, Xq, ) formada por uma variedade M como acima, uma familia ¥q de campos
parametrizados por {2 e um conjunto €2 onde os controles ou elementos do semigrupo S(€2)
assumem valores.

Os elementos desta terna estdo ligados por uma equacao de evolugao, onde cada
elemento do semigrupo de controle induz uma tnica solugao absolutamente continua. Para
o que temos previsto, nossos controles estao definidos nos intervalos positivos. Em geral,
tomaremos ) como subconjunto de IR™ e satisfazendo, de acordo com a circunstancia do
problema, alguma condigdo extra como localmente conexo por caminhos ou Aff({) =
IR™, onde Af f({2) significa o espago afim gerado por {1.

A lei que governa nossos objetos é uma aplicacao continua

F:MxQ—TM
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onde para todo u € 2, F(-,u) : M — TM é um campo vetorial. Ela da lugar a uma

equacgao de evolugao

F(z(t),u(t)) = 2(t), wu(t) = (us(t),...,um(t)) z(0) = .

Dai que tem-se uma correspondéncia entre o semigrupo de controle S(f2) e o conjunto de
trajetorias que no instante ¢ = 0 partem de um ponto fixado z(0) = 29. Como se toma
tempos positivos, os dominios dos controles serdo da forma (i) [0,00) e [0,7] com T fixo
ou (ii) [0, T'] onde para cada elemento do semigrupo controle o tempo final T = T'(u) pode
ser distinto.

No caso (i) pode-se topologizar S() desde que esse semigrupo seja formado por
fungoes continuas por pedagos ou mais geralmente por fungdes mensuraveis e Lebesgue
integraveis. Logo as topologias associadas a elas sao a topologia da convergéncia uniforme
sobre partes compactas (no caso [0,00)) e a topologia da convergéncia fraca no espaco L,
(no caso [0,7]) onde T é fixo para cada controle.

No caso (ii) também se tomara, mais adiante a topologia induzida por um mergulho
de S(Q2) numa algebra de séries de poténcia formais.

Em todo caso, a cada v € S(Q) corresponde uma inica solugao z : [0,8) — M com
r(0) = 2o ja que os controles sao definidos a partir de (0. Para ter compatibilidade com
os controles, se eles foram definidos no [0.0c), e a equagao diferencial associada, deve-se
ter o mesmo dominio para a solugao e controle.

A notagao t — w(xg.u,t), para v € S(Q) sera usada para indicar a solugao com
condigao inicial o da equagao definida pelo controle u € S(2).

De maneira analoga as érbitas positivas no caso de familias de campos, temos a se-

guinte definicao.

Definigao 1.2.3. Um ponto y € M ¢é dito atingivel desde x € M num tempo ¢ > 0, se
existe u € S(Q) tal que 7(z,u,t) =y.

O controle u € S(Q) é utilizado como guia ou condutor para se atingir um ponto a
partir de uma condigéao inicial z. Fixando um ponto r € M considera-se os pontos que sao
atingiveis a partir de  num tempo ¢, até um tempo ¢ ou atingiveis num tempo arbitrario.
Isto sera denotado assim
A(z,t): Conjunto de pontos atingiveis a partir de z num tempo ¢.

A(z,T) = |JA(z,t): Conjunto de pontos atingiveis a partir de z até um tempo 7.
<T



A(z) = UA(x,t): Conjunto de pontos atingiveis a partir de z.
>0
Como na segio anterior, se introduz também a definigao

Definigao 1.2.4. O sistema (M, Xq, ) é dito acessivel (controldvel) desde um ponto z,
se int A(z) # 0 (A(x) = M). Logo o sistema (M, ¥.q,Q) é dito acessivel (controldvel), se

for acessivel (controldvel) em cada ponto x € M.

Exemplo 1.2.5. Seja M = IR? e considere os sistemas lineares

. . 0 1 1 0
z=Ar e z= Bx, onde A_(——l O) , B-(O _1>.

Como cada matriz determina um campo linear, entao para as matrizes A, B sejam X, Y os
campos correspondentes definidos por X(z) = A.x, Y(2) = B.z. Tomando ¥ = {X,Y’}

temos que os fluxos estao dados. por

= 05 ¢ ¢ x
Xi(z,y) = ( -f::nt ::t ) (?/) = (2 cost + ysent, —xsent + y cost)

T = Az T = Bx

@

NS/ ‘

T =Ar ez = Bx

A
\{’/
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Assim, Sg(z,y) = IR? e a familia de campos é controlavel apartir de (z,y) # (0,0). =

A aplicagdo F : M x @ — TM define uma familia de campos parametrizados por (2,
isto é Xg = {F(-,a) : a € Q}, o qual, por sua vez define a distribuigio  — AL(Xq)(z).
Supondo sua integrabilidade, tem-se que as variedades integrais maximais sdo as 6rbitas
de Y. Convém relacionar as érbitas positivas dessa familia de campos de vetores com o

conjunto dos pontos atingiveis por trajetdrias do sistema de controle definido por F.

Proposigao 1.2.6.
1) St (2,t) C A(z,t).

20

i) Sz, () C A(x).

i) A(r) C Gy, ().

A.
Prova. i) y € Sg,(,1) se e sése y = X} (XZ(-- -‘\'{‘;(1') ---)), onde t; > 0, Zti =t
1=1

Mas X' € S, entao X' = F(-, ;) para algum o, € Q.7 =1,..., k. Como se procura um

controle u € S(Q) tal que 7(x,u,t) =y tomamos a trajetoria

XKy 0<s<tr=mn

A\’sk:ti(‘xfk(l')) =4 <s<titil1 =72
afs) = ,

‘X’:_(tk+...+t2)(_Xé(. . ._X'k (J')" .)) Tho1 = tk + e +t2 < & S tk + e + tl = T

tk
que é solugao de F associada ao controle v definido por

Gy, OS‘SStk:TI
ay , =4 <sSth+tho1 =7

ap , Ty =ttt <SSttt F =T

ii) Sgq(2) = UtZO Sgq(z,t) € Ut_>_0 A(z,t) = A(z).
iii) y € A(x) seesése y=r(z,u,t) para algum u € S(), t > 0 e segue-se que isto é

analogo a proposigao 1.1.2. "

Com as notacdes anteriores, e por uma aplicagao do Teorema 1.1.5 para sistemas de

controle definidas numa variedade analitica, temos
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Teorema 1.2.7. Seja Y uma familia de campos analiticos e completos,  C R",
localmente conexo por caminhos, S(2) o semigrupo formado pelas funcdes mensuraveis
e limitadas a valores em ). Entdo A(z) C Gg,(z), para cada z € M. Mais ainda para
cada T > 0 tem-se int A(z,T) = A(z,T) (na topologia intrinseca de Gg,(z)).
Prova. Para cada + € M temos que A(z) C Gsg,(z) (proposicdo 1.2.6 (iii)). Para
mostrar a segunda parte temos que Gg,(z) é uma subvariedade quasi-regular (teorema
0.3.1 (iv)).

Se denotamos por P({2) o conjunto dos controles constantes por partes, entao T’(_Q)- =
S(Q?). Dai que para relacionar a densidade nos conjuntos A(z,t) e Sy, (z,t) definimos

uma aplicagdo continua ¢ : S(2) — M por ¢(u) = 7(z,u,t) e que restrito a Gg,(z)

também é continua (Gs,(z) é quase-regular). Por tanto

A(z,t) = Sg,(z,1). (1)

Isso significa que int Sy, (z) # ¢. Pelo teorema 1.1.5 segue que

intSg, (z,T) = Sg,(z,T) (2)

mas, de (1) obtém-se
Ssq(z,t) C A(z,t) C Sy, (z,t)
dai que

intSg, (z,T) C intA(z,T) C A(z,T) C Sg,(z,7T) (3)

tomando o fecho em relagdo & estrutura intrinseca em (3) e usando (2), obtemos o dese-

jado. u

Coroldrio 1.2.8. O sistema tem a propriedade de acessibilidade desde = se e s6 se
dim AL(Zq)(z) = n. Neste caso, int A(z,T) # @, para T > 0.

Prova. Suponha que a dim AL(Zq)(r) < n. Como Sz, (z) C A(z) € Gg,(z) segue-se
que int Gg, (z) = ¢ e assim int A(z) = ¢, o que contradiz a propriedade de acessibilidade.
Reciprocamente, se dim AL(Xq)(z) = n, pelo Teorema 1.1.5 temos que intSg,(z) # ¢
em M. Mais ainda int Sg,(z,T) # ¢ para cada T > 0 e pelo fato de se ter
Sg,(z,T) € A(z,T) obtém-se o desejado. =
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Exemplo 1.2.9. A hipétese de analiticidade tem sido fundamental até agora. Seja
M = IR? e os seguintes sistemas

(i'=f1(35,1,U) i':f2(1.ayau)
¥y =g,y u) Yy = g2(x, y, u)
onde fi = fo=1, g1 =0, g2((2.y).u) = up(z) e ¢ é definida por
0, —o<ar<l

p@)={1, x>2
uma funcao C* 1<z<2

No primeiro sistema temos 2 =1 e y = 0 entdo 2 =t + ¢1, e y = ¢,. Isto é

(z(),y(t)) = (t + c1,¢2) = (£,0) + (1, ¢2).

Mas A(0,0) = {(¢,0) : t € R*} segue-se que int A(0,0) = §.
No segundo sistema e para cada intervalo de definicio de ¢ temos

)r=1ley=0entioz =t+4c¢; ey =cy, isto é
(z(1),y(1)) = (1,0) + (c1.¢z) —o0 <t <1

) z(t)=t+cey= ffu(s)p(s)ds, 1 <s<t<2
i) x(f) =t4+c; ey =1 + ¢y, logo a trajetéria é

(z(t),y(1)) = t(1,1) + (e1. )7 > 2.

Em uma vizinhanga de 0 ambos sistemas coincidem, mas para o segundo tem-se que int
A(0,0) # ). Acontece que este sistema nao é analitico. Pois se fosse analitico, entao
go(a') = 0 para ¢ € IR e por tanto os sistemas seriam os mesmos.

Como pode-se observar a hipdtese de analiticidade é importante pois pode acontecer

que se tenha dois sistemas que localmente sejam iguais mas nao globalmente.
1.3. Controlabilidade aproximada.

Se introduz este conceito porque as vezes se apresentam casos onde nao se tem contro-
labilidade mas tem-se algo que aproxima no sentido que o fecho do conjunto dos pontos
atingiveis desde um ponto dado é a variedade toda. Isto é um enfraquecimento do con-
ceito de controlabilidade, pois controlabilidade implica controlabilidade aproximada, mas
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a reciproca nao é necessariamente verdadeira.
Definigao 1.3.1. O sistema (M, Xq,Q) é dito aproximadamente controlavel desde z se

A(z)= M.
No caso que a familia de campos nao é proveniente de um sistema de controle como foi de-

. . ’, oye 4 . ., "
finido, tem-se um conceito analogo utilizando-se as érbitas positivas. Neste caso a familia

¥ é aproximadamente controlavel a partir de z se Sy, (z) = M.

Observaremos por meio de um exemplo que controlabilidade aproximada nao neces-

sariamente implica controlabilidade.

Exemplo 1.3.2. Seja T? = S! x S ~ IR*/Z? o 2-toro. Consideremos em IR* a medida
induzida pela forma volume dx A dy. Se H : T? — IR é uma aplicagao C*, o campo de

vetores

é um campo Hamiltoniano e dai que preserva a forma volume.

Para obter um sistema Hamiltoniano tomamos as seguintes fungoes

Hi(z,y) = cos 2rx.sen2wy

Hy(z,y) = sen2rz. cos 27y

Hy(x,y) = cos 2ry

Hy(z,y) = Hy(x) uma fungao C* nao nula dependendo sé de z e com suporte contido
no intervalo & <z < 1.

Hs(z,y) = Hs(y) uma fungao C* nio nula com suporte contido no intervalo § <y < g

e%(%)#&

Sejam os campos X' = Xg,,7 = 1,...,5 e tomemos o sistema
= {-X" X% X XY £ X0}
Afirmamos que ¥ é transitivo em T2. De fato,

dH 0 e : : :
X4z,y) = - t)— e portanto suas trajetorias sao pontos (se tiver singularida-

dz dy
des)
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ou circulos do tipo {2} x S'. Mas H, é néo nula, logo, existe um 2’ € [£, I] tal que

aH,

. (z') # 0 e por tanto o circulo {z'} x S! é uma trajetéria de X*. Quer dizer que X*

pode ser utilizado para ligar os circulos S x {y}.

X3(z,y) = —27rse1127ryfaj;. Por tanto, se y # 0 ou 1 as trajetérias de X? sdo circulos

do tipo S* x {y}.{X*, X?} & portanto transitivo fora dos circulos S* x {1} e S? x {0}.

dHs , 0

Porém X°%(z,3) = y —( )——- e por tanto £X° é transitivo em S x {3}. Além do mais
Y

™ =

, 0 d
emy = 0,XY,0) = 2rcos2rr— e X%(x,0) = 27rsen‘27r.ra—, por tanto {X!, +£X?} é
x T
transitivo em S x {0}. Conclui-se que ¥ é transitivo.

Por outro lado ¥ nao é controldvel, pois o conjunto

C={,0):0<x <3}

é invariante por trajetérias negativas. Essa invariancia é porque X3, X* e X® se anulam

[N

em (e a inica maneira de entrar em ' é usando as trajetdrias de X1.

No entanto ¥ é aproximadamente controldvel a partir de 72 —C e T2 —C =72 ™

Tendo-se definido controlabilidade aproximada, se deseja agora dar condigoes sob as
quais obtém-se controlabilidade aproximada assim como, quando a controlabilidade apro-
ximada implica controlabilidade num sistema induzido por uma familia ¥ de campos
vetoriais.

Proposigao 1.3.3. Se ¥ é aproximadamente controlivel e —X é acessivel, entao ¥ é

controlavel.

Prova. Serd suficiente mostrar que M C Sy(x) para cada r € M. Para isso sejam
x,y € M. Entao pela acessibilidade de —¥ temos que intS_x(y) # 0 e Se(z) = M pela
controlabilidade aproximada, disto segue-se que

(int.S_g(y)) N Ss(z) # 0

e tomando w € (intS_x(y)) N Sg(z) temos
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w= XL (X2, (- X2, (9)--) = VL(YA(: - Y(z)--0), 20,520

por tanto y € Sg(z), isto é M C Sy(z). =

A reciproca é evidente pois controlabilidade implica controlabilidade aproximada, e
acessibilidade para —X. Logo, dizer que X controlavel é o mesmo que dizer que ¥ é
aproximadamente controlavel e —¥ acessivel.

O propésito agora é demonstrar um teorema devido a Lobry que d& uma resposta
parcial de quando acessibilidade implica controlabilidade. Esse resultado sera utilizado
no caso de grupos de Lie conexos e compactos para mostrar que acessibilidade implica
controlabilidade.

A ferramenta bdsica para esse resultado, é a existéncia de uma medida de proba-
bilidade que seja invariante pelos grupos a 1l-parametro da familia ¥, o qual garante a
existéncia de pontos que sao retornaveis para qualquer aberto que tomamos na variedade.
Esses pontos sao chamados recorrentes. As questoes sao
a) Como usar os pontos recorrentes para se obter controlabilidade e
b) Como assegurar a existéncia de pontos recorrentes, o suficiente como para poder aplicar

a parte (a).

Definigao 1.3.4. Sejam (X, A, i) um espago de medida. Dizemos que uma transformagao
T : X — X preserva medida se

1) T é mensuravel e

i) u(T7'(A)) = p(A) para todo A € A.

Como nosso espago ambiente é uma variedade M, a o-algebra que tomaremos serd a
dos borelianos B(M) gerado pela topologia de M. Numa versao probabilistica o teorema

de Poincaré assegura que quase todo ponto é recorrente.

Teorema de Recorréncia. Seja (X, A, 1) um espago de probabilidadee T : X — X
uma transformacdo que preserva medida. Entao para A € A com pu(A) > 0, existe B C A
com p(B) = p(A) tal que se * € B, existe uma sequéncia de inteiros k, — oo com
T*(z) € A.

Prova. Veja [6]. .



Seja ¥ uma familia de campos completos. Esta condigio é necessiria para poder

definir o conceito de campos que preservam medida.

Definigao 1.3.5. Seja X um campo completo em M e p uma medida de probabilidade
definida sobre os borelianos B(M) de M. Se diz que X preserva g ou que g é invariante

por X se os difeomorfismos X; preservam medida p para todo t € IR.

Agora veremos como usar a ideia de ponto recorrente. Antes definimos o que vemn a

ser ponto recorrente.

Definigao 1.3.6. Seja X um campo completo em M. Um ponto 2 € M é um ponto re-
corrente para X se para cada vizinhanga aberta U 3 z, a trajetéria X(2) retorna a [ em

tempo positivo e negativo, isto é, se existem t;,t, > 0 tal que Xy, (z) € U e X_4,(x) € U.

Se tomamos vizinhangas suficientemente pequenas que contém z pode-se obter
sequéncias t,, — 00,5, — —oo tal que Xy, (z) — v e X, (1) — z.
Para a familia ¥ denotaremos por Rx o conjunto de pontos recorrentes de X onde

X € X. Pensando no Teorema de Lobry, o seguinte lema facilita sua demonstracao.

Lema 1.3.7. Suponha que ¥ é transitivo e se tenha que para cada X € ©,Rx = M.
Seja U um subconjunto aberto invariante por trajetdrias positivas ou seja Sz(z) C U,
para cada x € U. Entao U é denso em M.

Prova. Pela transitividade de ¥ temos Gg(z) = M, para cada € M. Também temos
que Gig(z) = M e como ¥ é simétrico, pelo teorema de Chow obtém-se Syx(x) = M.

Portanto o que pretendemos mostrar é

Ss(0)CT e Sx@CT

o que implica que I/ = M e dai que U é denso (veja que Syz(z) C U).

i) Sg(U) C U. Isso decorre da invarianga de U. De fato, tomando y € Ss(U)eV 3y
uma vizinhanga demonstramos que VNU # 0.

y € Sg(U) seesése y=XL(X2(-- X{ (z)---)) para algum z € U. Entao,

I =Xftk(Xk—-1 (- X (y)---) edai z€ Xftk("'Xltl(V)"'))'

—tg—1 -t

Como z € U, obtemos que
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UnXxt, (- XL, (V)--)#0

logo
DX (- XS(U)--)NVCUNnV

pela invarianca de U.
ii) S_x(U) € U. Para isso suponha que S_x(U) € U, entio existe y € S_g(U) com
y € U. Seye S_g(U), entéo y = XL, (X2,,(--- XE,

encontrar ¥ € I/, um campo X € ¥, um aberto V tais que VNU = ¢ e X_, (%) € V para

(z)--4)),z € U. Dai que é possivel

algum t4 > 0.

Com efeito, como y = X1, (X2, (--- X%, (z)---)) s6 fica ver que acontece com os
X%, . Ou seja X%, (¥) €U ou X*, (z) € U, no primeiro caso termina e no segundo caso
é ver se Xf?kl_, (Xftk(.’r)) esta ou nao em U, assim continua o processo.

Por outro lado de Ry = M segue-se que RxNX, (V)NU # ¢, pois & = X, (X_s, (%)) €
X3, (V) e como # € U, entao X,,(V)N U # ¢ logo pela densidade de Ry temos o que
desejamos. Dail que existe y € Ry e y € X,,(V) N U no primeiro caso permite encontrar
um T' > 0 tal que Xr(y) € Xi(V),T > to e dai usando a segunda parte obtém-se que
X1_4,(y) € V. Por outro lado T —ty > 0 e U é invariante pelas trajetdrias positivas, logo

X1_4,(y) € U. Por tanto X1t (y) € U NV é uma contradicio. =
Como uma aplicacao do Lema 1.3.7 e supondo M conexo temos.

Teorema 1.3.8. (Lobry) Seja ¥ uma familia de campos satisfazendo as seguintes
condicoes

(1) £, —X acessiveis

(2) Rx = M, para cada X € .

Entao ¥ é controlavel.

Prova. Como ¥ é acessivel, obtém-se que int Sg(z) # @, para cada z € M. Segundo
o Teorema 1.1.5 caso analitico ou nao, tem-se que dim AL(X)(2) = dim M, para x € M
e como ¢ — AL(X)(z) é involutivo, pelo Teorema de Frobenius ele é integravel. Isso
garante que Gg(z) é uma variedade integral maximal aberta para cada ¢ € M. Se
mostramos que Gg(z) e fechado da conexidade de M segue-se que Gs(z) = M.

De fato, ele decorre de que as 6rbitas Gx(y) formam uma folheagao, logo elas sao disjuntas
e como Gx(y) é aberta, entdo (Gg(z))¢ é aberto pois é unido de variedades integrais

maximais abertas. Por tanto Gg(z) é fechado. Disto pode-se concluir que ¥ € transitivo.
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O tnico que falta verificar é a existéncia de um conjunto aberto invariante por tra-
jetdrias, e para isso consideremos U = intSx(z), entao provemos que Ss(U) CU.
De fato, se y € Sg(w),w € U = intSg(z), segue-se que y = X} (X2(--- XE (w) ).
Como w € U, entio y € X} (X2(-- -X{(U)-+)) qual é aberto, mas
XA (X2(---XE(U)--+)) CU. Por tanto Ss(w) CU, paracada weU.

Aplicando o Lema 1.3.7 ao conjunto U = Sg(r), obtém-se

U=intSg(r) =M

0 que mostra que ¥ é aproximadamente controlavel, e como —Y é acessivel, se conclui

que ¥ ¢é controlavel (Proposigao 1.3.3.) .

Observagao. A hipétese do Teorema 1.3.8 pode ser enfraquecida tirando acessibilidade e
supondo s6 Ry = M e transitividade de ¥, mas s6 se obtém controlabilidade aproximada,
veja [§].

Agora vamos ao problema de existéncia de pontos recorrentes e para isso seja g uma
medida de probabilidade definida na o-algebra de borel By, ¥ uma familia de campos
completos que preservam a medida yp. Entao se X € ¥ a aplicagao X, : M — M é um
difeomorfismo global. Em particular Xy, : M — M sao transformacoes preservando p
e segue-se do Teorema de Recorréncia que quase todo ponto @ € M é recorrente de Xy;.

Se denotamos por R; o conjunto de pontos recorrente de X; e por R; o conjunto de
pontos recorrente de X_;, obtemos que p(RS) = 0 e p(R3) = 0 (pois, quase todo ponto
¢ recorrente) entao pu(R;) = 1 = p(Ry). Mas Ry N Ry = M — (R{ U R;) e dai segue-se
que (R N Ry) = 1. Quer dizer que o conjunto de pontos recorrente de Xy; é R; N R,
que estd em Rx e dai que u(Rx) = 1. Se tomamos o conjunto n = U{V : V aberto,
p(V) =0,V C M}, entdo pu(n) = 0. Como suppu = 1° e como desejamos que Ry = M
supomos que suppy = n° = M, entao n = ¢ a qual quer dizer que p(U) > 0, para cada
aberto U # ¢. Da igualdade Ry U R = M, segue-se que pu(R%) = 0 ou seja que R nao
é aberto mais ainda int RS = ¢, mas isto significa que Rx = M. Tudo isto é resumido

em

Proposigao 1.8.9. Se ¥ é uma familia de campos completos que preservam uma medida
de probabilidade u definida sobre os borelianos de M e supp ¢ = M. Entao Rx = M
para cada X € X.



1.4. Projecao de um sistema de controle deﬁnldo num grupo de
Lie G no espacgo onde ele atua.

Nesta e nas demais seges se estudara sistemas invariantes definidos num grupo de Lie
(. Esse estudo pode ser usado para induzir propriedades de acessibilidade, controlabili-
dade em outras variedades, desde que estejam relacionadas com o grupo G. Nos referimos
neste caso a acao de (¢ sobre uma variedade M, mas também olhamos que o sistema em
G é projetado num sistema definido em M e as drbitas positivas em G sao projetados em
orbitas positivas no espago M.

Os objetos que intervém sao:
(:: um grupo de Lie

¥: uma familia de campos invariantes a direita em (. Em particular

(\0 Xl .,Xm')

Q) subconjunto do IR™ onde o semigrupo controle S(Q?) assume valores.
A dindmica do sistema de controle (G, £, ) é fornecida pela equagao de evolugao

#(t) = Xz )+Zu (O Xi(x(1), e S(Q). (1)

Este sistema (1) pode se projetar num sistema definido em M, se existir uma agao de

G sobre M. De fato,
Se o:GxM—M é uma acao, entao ela satisfaz

) e(lir) ==z
i) ©(g1-92, %) = (g1, (92, 7))

Para a agao ¢, existe um homomorfismo infinitesimal
A TG — X(M)
X — MX)

onde

AX)0) = 5 (plexpti )| = (doh(X (1))

t=0
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Conclui-se que a familia £ = (X°...,X™) é projetada numa familia £ =
(X°,X',...,X™), onde X' = A(X*). Logo em M temos o seguinte sistema de con-

trole

#(t) = )+Zu )Xi(z(t)), Xi=MX:),i=0,1,...,m

Antes de estudar o sistema de controle (G, £, Q). o fazemos para I e temos a seguinte

situacao a determinar

i) L acessivel implica X acessivel ?
i1) ¥ controlavel implica X controlavel ?
i) ¥q acessive] implica Yq acessivel?

iv) ¥q controlavel implica Yo controlavel 7

Se conseguimos condigdes que respondam positivamente i), ii), iii), ou iv) se chega a que
o problema de estudar controlabilidade em A se reduz a estudar controlabilidade em G.
Por isso, um dos fatos interessantes é determinar sob que condi¢ées um sistema invariante
definido num grupo de Lie G € controldvel.

Segundo o roteiro que pensamos, calculamos as érbitas de ¥ = (X% X1,...,X™)

definidas em G. Sabemos que o grupo de difeomorfismos é

GE = {thl O_Xi O--- O.X.:';_ : ti € R, AX'. € Z}
Logo devemos explicitar cada difeomorfismo. Dado X € X, sabemos que t — exp(tX) =
X:(1) é a curva integral que passa por 1 onde {X;}; é o grupo a l-parametro. Como nés
procuramos X(z), definimos a curva a(t) = R (exptX) = (exptX)z, a qual como se
sabe, & uma curva integral que passa por z, isto é

a(t) = X(a(t)).

Veja que a(0) = z e Xo(z) = z, e como ambas sio curvas integrais maximais, pela

unicidade temos

Xi(z) = R.(exp(tX))
= exp(tX).r = Lexpex)(T)-
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Segue que o difeomorfismo é dado por
‘Xt - Lexp(tX)-

Aqui é claro que L, : G — G com L,(z) = gz é um difeomorfismo, logo

GZ = {Lexptlz\’lLexpth2 tte Lexpthk PN S B? ‘Xri € E}
e tomando a 6rbita que passe por 1 temos

Gs(1) = {expty X1 cexpti X : t; € R, X' € £}

Proposicao 1.4.1. Gx(1) é um subgrupo de Lie conexo.
Prova. De fato, como ¥ é uma familia de campos invariantes, AL(X) a algebra de
Lie gerada por ¥ é uma subalgebra da algebra de Lie de G. Entao pelo Teorema de
correspondéncia existe um tinico subgrupo de Lie conexo H tal que T1H ~ AL(Y).

Por outro lado, G's(1) é a drbita que passa por 1 e para que Gx(1) seja variedade

integral maximal da distribuicdo A : G — ¢ definida por
g — AL(E)(9)

temos que verificar a integrabilidade de A, o qual é uma aplicagao do teorema de Frobe-
nius, mas isto € sé olhar

1) dim AL(X)(g) = cte, para cada g € G.

i) g — AL(X)(g) é involutivo.

Com efeito, para mostrar i) definimos outra distribuigao A:G — ¢ definida por

x — (dR;)i(ALX(1))

e mostremos que A = A. Isto é feito por inclusdes.

Se w € A{g), entdo w = X(g), com X € AL(X) e por ser invariante temos que
w = X(Ri(9)) = (dR)1(X(1)), e como X(1) € AL(X)(1) segue-se que w € A(g).
Por tanto A(g) C A(g). Reciprocamente, se w € A(g), entio w = (dR,):1(X (1)) =
X(g), X € AL(X) assim w € A(g). Por tanto A(g) C A(g), finalmente concluimos que
dim AL(X)(g) = cte. A parte (ii) segue-se da definicio de AL(X).
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De i) eii) temos que AL(X)(z) = Ag(z), entdo Gx(1) é variedade integral maximal da
distribuigao * — AL(X)(z). Pode-se facilmente olhar que Gg(1) é um grupo no sentido

algébrico, caso contrério se mostra
Gz(1) = Ge(l)g
qualquer que sejam os casos tem-se que a operagao
1 Ge(l) x Gg(l) — G

é diferenciavel; como Gx(1) é subvariedade quasi-regular por ser folha de uma folheacao
temos que - : Gx(1) x Gx(1) — Gx(1) é diferenciavel, portanto Gs(1) é um subgrupo
de Lie conexo. Mais ainda T1Gg(1) = AL(X)(1) =~ AL(Y), segue-se da unicidade que
H = Gg(1) m

Além do mais pode-se 1dentificar Gg(1) com Gy por meio da aplicagdo ¢ : Gg(1) —
Gy, definida por ¢(g) = L,. Isto é, v é um isomorfismo de grupos de Lie. Agora qualquer

6rbita num ponto r é dado por

Ge(r) = {Ly(z) : g € Gz(1)} = {g2: g € G=(1)}
Gg(l‘) = Gy_;(l)..’lj = Rr(Gg(l))

Da mesma forma, para semigrupos temos
SS = {Lexptlz\'l...expth" it 2 va—i € E}
A 6rbita positiva através de g € (7, é dada por
Se(g) = Ss(1).9 = Ry(5x(1)).
Em particular para ¢ = 1 temos que

Sg(1) = {expt, X' ...expt, X* : ¢, >0, X' € X}

é um semigrupo. Portanto podemos concluir que estudar érbitas positivas em qualquer

ponto, se reduz a estudar o semigrupo Sx(1), pois Sx(g) é simplesmente uma translagao.

Projecao das érbitas no grupo de Lie G sobre érbitas na variedade M
Antes queremos olhar como é o grupo a l-parametro de A(X) em M. Consideremos a
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orbita

Ge(l) = {expt; X'...expty X* : t; € R, X' € ©}.
Se X € T, entio A\(X) € 5, onde A(X)(z) = (dp.)1(X (1)) = X(z) e o fluxo associado é
dado por X;(z) = ¢(exptX, z) como pode-se observar

d
= (Sg(exp sX.exptX, T))

X(Xiz) = %(w(exps.x,i(av)))

s=0 5=0
d
= (d‘lpx)exst. exptX ('(]_'Rexpt)\'(exp S‘X)>
& s=0
, - d = d .
= (dps)eqpux (X (exptX)) = = Xi(7) = —(pz(exptX)).

Agora queremos olhar como se projetam as 6rbitas e para isto consideramos a acao ¢ :
G xM — M e paracada z € M denotamos por ¢, : G — M a fungao definida por

¢.(9) = ¢(g,z). Por um calculo obtemos

0:(Gxe(1)) = {p.(expt; X'.. . expty X¥):t, € R, X' € £}
= {plexpt; X1, p(expt, X2, ..., p(expt, X5 z)-- 1)) : t; € R, X' € X}
= {thl(i;é(ftﬁ(:l)))f,ER,X'Ei}

Enunciamos isto como um lema.

Lema 1.4.2. Seja ¢ uma agdo de G sobre M, entdo ¢, (Gg(1)) = Gg(z), para cada
x € M. Em particular ¢,(Sg(1)) = Sg(z).
Prova. Foi feita acima.

Agora responde-se as perguntas (i) e (ii).

Para o caso (i) suponhamos que ¥ tem a propriedade de acessibilidade, logo
int Sg(l) # ¢. Como queremos olhar em A e no ponto z, usamos a igualdade
vz(Sc(l)) = Sz(z) e supomos que em z a aplicagao p, : G — M seja uma aplicagao

aberta, entao

@a(int Sg(1)) C inte.(Ss(1)) = int Sg(z)

logo, ¥ tem a propriedade de acessibilidade em z. Isto é
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Proposigao 1.4.3. Se ¢, : G — M é aberta e ¥ tem a propriedade de acessibilidade,
entao ¥ tem a propriedade de acessibilidade em z.
Prova. Foi feita acima.

Observagao. Dizer que ¢, é aberta é o mesmo que dizer que int Gx(z) # ¢. Por tanto
int Gz(x) # ¢ fornece acessibilidade em z.

Para responder (ii) suponhamos que ¥ é controldvel, logo Sg(1) = G. Como queremos

olhar a controlabilidade em M, entao a aplicagao que envolve os dois espagos é
wr: G— M.

Mas, ¢,.(Sg(1)) = Sg(:r), entao deve ocorrer que Sg(:zr) = M, e ele é dado se ¢, for sobre,
pois neste caso ¢.(G) = M = Sz(r).

Dizer que ¢, é sobre é o mesmo que dizer que a acao é transitiva. De fato, para cada
y € M, existe g € G tal que ©,(g) = (g, 7) =y, isto é y >~ x. Para y,z € M é claro que

y =~ z por transitividade. Em resumo,

Proposigao 1.4.4. Se ¥ é controlavel e o transitiva, entao ¥ é controlavel.

Prova. Foi feita acima.
1.5. Sobre o levantamento de sistemas.

Na secao anterior estudamos onde podemos induzir as propriedades de acessibilidade
e controlabilidade definidos num grupo de Lie G. Agora se vera o problema de levantar
sistemas. Para isto seja M uma variedade diferencidvel e ¥ = (X% X1,...,X™) uma

familia de campos definindo o segninte sistema sobre M

m

#(t) = X)) + S w)X (x(t)) , u=(w,. . Un).

i=1

Ao contrario da contrugao anterior, a questao aqui é saber quando esse sistema é obtido
por um sistema invariante num grupo de Lie.
Uma resposta é dada pelo Teorema de Palais, cujo enunciado é

Teorema 1.5.1. (Palais). Seja ¥ uma familia de campos globalmente definidos. Suponha

que dim AL(X) < oo e que os campos sejam completos. Entado existe um grupo de Lie
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conexo G e uma agao de G em M de tal forma que os campos de ¥ sio induzidos por

esta agao.

Prova. Veja [4] .

Nestas condicoes, seja ¥ = (X% X1,..., X™) a familia que se projeta em ) por meio

do homomorfismo infinitesimal A : 1G — X(M). Em G tem-se o sistema

(1) = X°(a(0) + 3wl X (2(2)

e como pode-se observar o problema se reduz ao (1.4). Tudo o que foi feito até agora é
para o sistema ¥, mas interessa mais os conjuntos A(g),g € G.

No caso de um sistema invariante definido num grupo de Lie G ocorre uma situagao
especial nas trajetorias w(g,u,t), pois elas sdo definidas para cada t > 0. O problema

agora é decidir quando

Alg) = G.

Se y € A(g) entao existe um controle u € S(2) e um tempo T > 0 tal que y = =(g,v,T)

e a relagao entre as curvas

t—w(gu,t) e t— alt)=w(e,ut).g = Ry(r(e,u,1))

é dado no seguinte lema.
Lema 1.5.2. Para cada g € G tem-se a(t) = Ry(7(1,u,t)) = (g, u,1)
Prova. Como «(0) = g = 7(g,u,0), é suficiente verificar que a seja uma solugao para o

controle dado, logo pela unicidade obtém-se o resultado. Isto é para a(t) = R,(7(1,u.t)),

temos

a(t) = (dRy)r(1,um) (; (1, ut))

= (dR) luf)(Ao 1 u, t +ZU dR N(lut)A( (l,u,t)))

e como (dRg)r(1,un(Xi(7(1,u,t))) = Xi(Rym(1,u,t)), entdo obtém-se
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Como consequéncia do Lema anterior temos

Lema 1.5.3. Para cada g € G, verificam-se as seguinte expressoes
A(g) = R,(A(1)) = A(1).g
Alg,T) = Ry(A(L,T)) = A(L,T).g
A(g,T) = Ry(A(1,T)) = A(L,T).g

Prova. E uma aplicagao imediata do Lema 1.5.2.

Concluimos que é suficiente trabalhar nos conjuntos A(1), A(1,7T), A(1,T) pois os

outros sao obtidos por translacao.

Observagao. Pela relagao entre Sg,(1) e A(1) € facil ver que se a familia g é acessivel
(respectivamente controlavel), entao o sistema definido por ¥ é acessivel (respectiva-
mente controlavel). Pois Sy, (1) C A(1) (Proposigao 1.2.6), dai que se temos uma agao
@ : GXM — M eumsistema (G, X, Q) definido em G, entao temos um sistema (M, 5, 0)
definido em M e dependendo de se a relacdo ¢,(A(g)) = A(p(g, 7)) seja valida tem-se
acessibilidade (controlabilidade) desde que ¢, seja aberta (sobrejetora). Mais ainda é

suficiente ter Sy, (1) = G e transitividade de ¢ para obter A(o(1,2)) = M.

Conclusao. Para induzir controlabilidade de um sistema definido em G na variedade M
onde G atua, a acdo tem que ser transitiva, por tanto a variedade onde GG atua tem que

ser homogenea.

Exemplo 1.5.4. Considere o grupo de Lie SO(n) e a agao ¢ definida por

@:80(n)x S$"! —— St
(A,2) — Az

Se ¥ é uma familia invariante definida em SO(n) e £ é a familia projetada em S™~1, entio

a controlabilidade de ¥ é suficiente para a controlabilidade de .

46



Por um resultado que serd mostrado mais adiante, a seguinte afirmacio faz sentido.
Se ¥ ¢ invariante e dim AL(X)(g) = dimG, entdao X é controlavel.
Pode-se observar que a agdo ¢ é transitiva e como é conhecido o grupo de isotropia

em 1 pode ser identificado com SO(n — 1), logo tem-se que

S*1 2 80(n)/SO(n — 1).

Isto pode ser generalizado para um espaco homogéneo G/ H, pois aagao ¢ : (G/H)XG —
G/H é transitiva. Mas temos que supor que (G seja compacto e conexo, ¥ invariante e
AL(Y) = T1G, entdo ¥ é controlavel em G, consequentemente pela transitividade de

tem-se X é controlavel.

1.6. Condicoes necessarias e suficientes para controlabilidade
de um sistema invariante num grupo de Lie.

Nos paragrafos anteriores o que se fez foi dar condigées sobre a acdo, para projetar
um sistema acessivel (controldvel) num sistema acessivel (controldvel) na variedade onde
(G atna. Agora nao assumiremos controlabilidade em G, mas encontraremos condicoes
para que um sistema invariante em G seja controlavel.

Seja o sistema de controle (G, ¥, ) dado anteriormente e determinado por

() = X°(x(t)) + izli(t)‘Yi(a‘(t)),u e S()

1=1
que descreve a dinamica do sistema. Aqui o semi-grupo controle S(2) sera das fungoées

mensuraveis e limitadas localmente; para assim poder obter igualdade das algebras de Lie

AL(S) = AL(Sq)

onde o = {X°+ > w; X' :u = (ug,...,un) € O} e neste caso  Gg,(1) = Gg(1) desde

que 2 = IR™ ou 11_41fo = JR™. Para A(1) se procura um espago ambiente que tenha
propriedades boas, nos referimos a Gg(1). Como AL(X) C T1G é uma sub-algebra de
Lie, o teorema da correspondéncia entre sub-algebras de Lie e subgrupos de Lie conexos
permite, encontrar um tnico subgrupo de Lie conexo H C G tal que T1H ~ AL(X). A
ferramenta que permite um relacionamento de H com Gg(1) é a distribuigao

g — AL(Z)(9) (2)
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tal como sera mostrado tem H como variedade integral maximal que passa por 1.
Proposigao 1.6.1. Seja o sistema invariante (G, £, Q) sobre G, entao A(1) C H.

Prova. O unico passo interessante é mostrar que H é uma subvariedade integral maximal

da distribui¢ao definida em (2). Lembremos que

AL(X)(g) = (dRg)1(AL(E)).

Como foi mostrado na Proposicao 1.4.1 essa distribuigdo é integravel, logo existe uma
unica subvariedade integral maximal Gg(1) 3 1. Se mostramos que Gg(1) = H, a con-
clusédo decorre do Teorema 1.2.7. Para verificar isso é suficiente provar.

1) H é uma subvariedade integral da distribuicdo definida em (2).

Com efeito, seja ¢ € H e R, : H — H a translagao, logo sua diferencial ¢
(ng)l . TlH — TgH

entao

(dRW(ThH) = (dRy 1(AL(E)) = T H

dai que

AL(X)(g)=T,H, paracadage H.

ii) H é maximal. De fato, Gg(1) é um subgrupo de Lie conexo de GG (Proposigao 1.4.1) e

como Gg(1) é uma subvariedade integral maximal que passa por 1, segue-se que

TyGs(1) = AL(S)(1) = (dR )1 (AL()) = AL(Z)

e por se ter a mesma algebra de Lie, da unicidade temos Gg(1) = H.

Denotemos por S(Q)r o semigrupo controle formado pelas fungées localmente limita-
das

w:[0,T] — QC R™,

com T fixo.
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Proposigao 1.6.2. Seja (G, X, ) um sistema invariante. Entao a aplicagio

Y:S()r x[0,T] — G
(u,t) — 7w(g,u,t)

é continua para cada g € G e T > 0, se em S(Q)7 é dada a topologia da convergéncia
fraca.

Prova. Veja [12] e [14]. A ideia da prova é mostrar em primeiro lugar para grupos de
matrizes e daf identificar a algebra de Lie com uma algebra de matrizes (teorema de Ado).
Usando o Teorema de Lie para ter um isomorfismo local de grupos de Lie a questao se

reduz a comutar diagramas localmente. u

Proposigao 1.6.3. Seja (G, X, ) um sistema invariante, entao

(i) A(1,T),A(1), A(1,T) sao conexos por caminhos VI > 0.

(i1) Para o sistema (1) temos que: A(1,7T), A(1,T) sao compactos.
Prova. Veja [14].

O espago ambiente de A(1) pode ser considerado como sendo H que na realidade é
H = Gx(1), pois ¢ — AL(X)(g) é integravel.

Agora mostramos um anélogo ao fato que Sy (1) é um semigrupo, ou seja esta pro-

priedade também é satisfeita para A(1).

Proposigao 1.6.4.. Seja (G, X, ) um sistema de controle invariante. Entao A(1) é um
semigrupo.

Prova. Com efeito dado ¢1,9, € A(1), entao g; = 7(1,u,t1), g2 = w(1,v,t3), para
se verificar que g,.g;1 € A(l) procuramos um controle w e um tempo 7' > 0 tal que

W(l, w, T) = 9291-
Definamos o controle

] u(r), 0<r<
w(r) = { v(r — t1), t<T

se 7(1,w, T) € a trajetdria correspondente ao controle procurado, entao para 7 > t; temos:

(l,w,7) = a(7) = Ry, (7(1,v, 7 — t1)).

De fato,
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+Zw, 7)Xi(a(T)) =

= XO(Rgl(T"(l’ v, T — tl))) + ivi(T - tl)Xi(Rm(W(lvva T — tl)))

i=1

= ((IRQI) 17— tl)(X( (lvva'—t +Zv1 T—t)(ngl)ﬂ'(ll‘r—h)(}‘( (1 v, T —tl)))

i=1

d 1 .
= (([Rgx )r(l,v,r—tl) (d_Tﬂ-(l’ v, T — tl)) = —(;;(Rgx(ﬂ(lfv’ T = tl))) = Q(T)'

Assim of-) é uma solugdo e satisfaz a(t; + t2) = 7(1,w, 8 + ¢2) = Ry (7(1,v,62)) = g201

e portanto A(l) é um semigrupo. .

Pode acontecer, em alguns casos, que A(1) seja um subgrupo de G.

Proposigao 1.6.5. Seja (G,X.Q) um sistema de controle invariante. Se A(1) é um
subgrupo de G, entao A(1) = Gg(1).

Prova. Pela Proposigao 1.2.6 Sg(1) C A(1). Masint Sg(1) # ¢ em Gg(1) por tanto A(1)
tem interior nao vazio em Gyx(l). Seja g € intA(l). Entdo ¢7'A(l) é uma vizinhanca
da identidade em Gx(1) que esta contida em A(1), ja que A(1) é um grupo. Portanto

A(1) é um subgrupo de Gx(1) que contém uma vizinhanca da identidade. Como Gg(1)

é conexo, isso garante que A(1l) = Gg(1). =

Para cada u € S(Q), associamos a equagao diferencial definida em (1)
#(t) = XO(x(t)) + Z ()X (x
se olhamos X°, o qual nio é perturbado, pode-se definir um tipo de simetria.
Definigao 1.6.6. O sistema descrito por (1) é dito
a) Simétrico: se Xy =0

b) Ndo Simétrico: caso contrario

Um sistema é simétrico se e sé se Xp(g) = 0 para algum g € G. Pois, se
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X(g) = (dRy):1(X°(1)) = 0

obtemos que X°(1) = 0.
No caso de sistemas invariantes simétricos se garante que a inversa de g € A(1)

também esta em A(1), isto é g7! € A(1), com o que A(1) é um subgrupo.

Teorema 1.6.7. Seja ((7, %, ) um sistema invariante simétrico sobre G, entao A(l) =
Gs(1). Além do mais para cada T > 0, A(1,T) = A(1) = Gg(1).

Prova. A prova consta de 2 partes

1) A(LLT)=A(l) e

2) A(1) = Gs(1)

Para o caso (2) é suficiente mostrar que A(1) é um subgrupo de G, em virtude proposigao

1.6.5. Seja g € A(1) = | JA(1,1), entao existe um controle u € S(Q) e um tempo t > 0
>0
tal que w(1,u,t) = g. Para que ¢g7' € A(1), temos que construir um controle v € S(Q)

que conduza 1 em ¢! num tempo 7' > 0, isto é 7(1,v,T) = g~'. Para isto consideremos

o controle definido por:

Tem-se que v € S(Q), pois v foi definido a partir de u. Para olhar a trajetéria corres-
pondente, s6 consideramos para 0 < s < t. No caso s > t é trivial, pois é a corres-
pondente a u. Um candidato & trajetéria correspondente a v em 0 < s < t é dado por

f(s) = 7(1,u,t — 5). De fato

> —ui(t = )X H(m(l,u,t —s)) = — ui(w)X(r(lLu,w)),, w=1t—s
1=1 =1

dr dn dw dr
= —E;(l,u,w) = %—(l,u,w).zs— = Z;(l,u,t —s).

Por tanto f(-) é trajetéria associada ao controle v em 0 < s <t, isto é

f(5) = o) K 6).

i=1
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Para s = 0, temos que f(0) = n(1,u,t) = g e por ter a mesma condi¢io inicial com a
trajetéria a(-) definida por a(s) = n(1,v, s).g = R,(m(1,v,s)) correspondente a v obtém-
se que afs) = f(s). Avaliando em s = t consegue-se 7(1,v,t).g = 1, por conseguinte
m(l,v,t) = gL

Para mostrar (1) serd suficiente que  A(1) C A(1,T), para cada T' > 0. Para isso,

seja g € A(1) = [ JA(L,1), entéo existe ¢ > 0, um controle u € S(Q) tal que g = 7(1,u,1).
20
Procurar que ¢ € A(1,T) é encontrar um controle v € S(f2) satisfazendo #(1,v,T) = g¢.

Isto é para s > 0 definimos
v(r) = Eu (T—t) onde (7)) = zu,' (T—t) ,i=1,2,...,m
s \s s 8
dependendo de s tem-se aumento ou diminuigao de velocidade, independente disto, um
candidato para sua trajetéria é dado por
Tt

a(t)=n(l,v,7) = n(l,u, —)

D

com efeito

onde w = T:'

Além do mais n(1,v,0) = #(1,u,0) =1 e #(l,v,s) = 7(l,u,t) = g. Como s foi escolhido

arbitrario e ¢ = (1, u,t) = =(1,v,s) € A(l,s) para cada s > 0, entdao A(1) C A(1,s) e

A(l) = AL, T) = Gg(1). "

O lema a seguir sera utilizado na demonstracio do teorema abaixo e que permitird

dar uma caracterizagao de controlabilidade no caso nao simetrico.

Lema 1.6.8. Seja (G, X, Q) um sistema invariante. Se
A(1) = Gg(l), entao A(l) = Gs(1)
Prova. Pela conexidade de Gg(1), é suficiente encontrar uma vizinhanga V' 3 1 tal que

V.c AQ1). Como int A(1) # ¢ na topologia de G (1), entdo temos que, se g €int A(1),
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existe um conjunto aberto V' (topologia de Gx(1)) tal que g € V C int (A(1)), mas
¥ : G — G definido por ¢(h) = h™! e restrito a Gg(1) é um difeomorfismo, pois Gz(1)
é quasi-regular, entdao W = ¢(V) = {h™' : h € V} é aberto em Gg(1) e pela densidade
temos que W N A(1) # ¢. Isto é, existe h € W N A(1) e pela translagio restrita a Gg(1)
temos que Vh aberto em Gg(1).

Além do mais Vh C A(1), (A(1) é semigrupo). Como h € W segue-se que h™! € V
eassim 1 € Vh = V. O resultado segue entao do fato de Gg(1) ser grupo de Lie conexo

e por tanto € gerado por qualquer vizinhanga da identidade. m

Como foi visto no caso simétrico as conclusdes A(1) = Gs(1) e A(1,T) = A(1) para
cada T > 0, sao satisfeitos. Mas em uma situacao geral, podem ser mantidos parcial-
mente, isto €, na segunda parte s6 assegura a existéncia de um tempo T > 0, tal que todo

ponto de A(1l) pode ser atingido até um tempo T, assim temos.

Teorema 1.6.9. Seja (G, X, Q) sistema de controle invariante. Suponhamos que G(1)
é compacto. Entao

(i) A(1) = Gs(1)

(i1) existe T > 0 tal que A(1,7T) = A(1)

Prova. Pelo Teorema 1.2.7 int A(1) # ¢ (na topologia intrinseca de Gg(1)). Por tanto
pelo Lema 1.6.8 sera suficiente mostrar que A(1) = Gg(1). De fato, como A(1) é um
semigrupo, entdo A(1) = H (na topologia de Gx(1)) é um semigrupo.

Afirmamos que H é um grupo. De fato, como H é semigrupo so falta ver que para
cada h € H deve-seter h™! € H. Se h € H entao para cadan € IN temos que h" € H, (H
semigrupo) logo temos (h"),e N uma sequéncia em H e como Gx(1) é compacto, (h™).en

tem uma subsequéncia (h"*).c v convergente, isto é, h*¥) — ¢, para algum g € Gx(1).

Notemos que é possivel a escolha da subsequéncia (n(k))ien estritamente crescente
(n(k) < n(k+1) para cada k € IN). Pelo fato de H ser fechado tem-se g € H. Se k — o0
temos A~! = lim A+ D)-n(k)=1 hois 1im A+ D-n(*) = 1. O fato que n(k+ 1) —n(k) >0

k—00 k—o0

garante que hy = h*k+1)-7()-1 ¢ I para cada k € IV e 7! = hm hy. Como H é

fechado, segue-se que h~! € H. Por outro lado int A(l) # ¢ na topologla de Gx(1),
(Teorema 1.2.7) entao existe um aberto nao vazio U tal que U C A(1) e como A(1) C H,
U C H é aberto (topologia de Gg(1)). Tomando g € U e sendo H subgrupo, existe
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~! € H. Dai que a translagio R,-1 : Gx(1) — Gx(1) é um difeomorfismo, pois Gg(1) é
quasi-regular. Portanto Ry-1(U) = Ug™! é um aberto em Gg(1) e mais ainda 1 € Ug™?
Por ser H subgrupo Ug~' C H. Mas H é fechado, dai que H é um subgrupo de Lie
conexo de Gg(1). Finalmente H = Gg(1). :
Agora mostramos (ii). Tem-se

Gs(1) = A(1) = | int A(1,¢)
£>0
De fato, seja W(t) = int A(1,¢), logo {W(t)}:>0 é uma sequencia crescente, pois para

t1 < t; tem-se W (t,) C W(t,), entao U intA(1,t) C Gg(1) é evidente. Para o reciproco
>0
) € [ JW(t), tomamos g € Gx(1) = A(1), entdo g € A(1,t) para algum ¢ > 0. Se
t>0
consideramos W (t') # ¢, pode-se escolher h € W(t') e como h™! € A(l) segue-se que

h~! € A(1,t") paraalgumt” > 0. Logo tem-se que g € A(1,1), h € W(¢t), h~! € A(1,1").
Mas g = 1.g = h.h7l.g e dai que g € W(#')h~1g. Mas W(t')h~1g é aberto pois W(t') é
aberto.

Afirmamos que W(t')h=t.g c W(t +t' +t”). De fato,

W(t')h='g CW({YA(1,t")A(1,t) C A1, t)A(L,t")A(1,t) C A(L,t +¢' + 1)

e como H'( ") é aberto, W(t")A(1,t")A(1,t) = W (t')B é aberto, onde B = A(1,t")A(1,1)
pois W(t').B = | JW(t').b e W(t')b é aberto. Finalmente de W(t')B C A(1,t+1t'+1")

beB
obtemos que W(¢)B C W(t + t'+ ). Mas W(t)h=lg Cc W({t+t' +1"), logo g €
W(t+1t +1t"). Por tanto Gx(1) = | JW(t)
t>0
Como Gg(1) é compacto obtém-se Gs(1 UW ;) e pela ordenagao da inclusao,

existe um T > 0 tal que Gg(1l) = W(T) e como G (1) = W(T) € A(1,T) C Gg(1),
conclui-se que
A(1,T) = Gg(1) para algum 7 > 0. o

Observagao. Lembrando as conclusdes no caso simétrico e agora no caso nao simétrico
com Gy (1) compacto temos que sé é possivel recuperar o fato

1) A(1) € Gg(1) é um subgrupo.

Mas o fato
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2) A(1,T) = A(1) para cada T > 0.

nao se verifica necessariamente como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.6.10. Considere o grupo de Lie SO(3) = {A € M(3,R) : AAT = I, det
A > 0}, um calculo ficil garante que

T,S0(3) = {A € M(3,R) : A+ AT = 0}.

Dai pode-se concluir que A tem a forma
0 b ¢
A= -b 0 f
0

Seja 8 = {K,, K, K3} uma base de T1.50(3), onde

0 10 0 01 0 0 O
Ki=| -1 00}, A= 0 00 (.,.AKs=1{(0 0 1.
0 00 -1 0 0 0 -1 0

Como pode-se verificar facilmente, tem-se [K,, Iy] = K3, [K3, K1) = K, [Nz, K3] = Kj.

Tomemos Ky, KN, e o sistema definido por
(t) = () + uly)a(t).

Se u é um controle e t —» z(t) a trajetdria correspondente com x(0) = 1, entao

Ty Ty T3 T9 + Uzl Tz + UTzz Loz + UTs3
Ty Taz T3 = -T1 —T9 —Xy3
T3 T3y a3 —urn —UT12 —UIi3
Logo
Tyy = Typ + uT32 (1)
T3y = —UTqy (2)

multiplicando (1) por 15 e (2) por z3; e somando, obtém-se
. . . ld , 2
T12Z12 + T32232 = T12T22, €ntao 5%(%2 + 73,) = T12T22
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como z%,(0) + z2,(0) = 0, pois z(0) = 1; consegue-se

(3 + 220 =2 [ anlr)en(r)dr

o fato do que z(t) € SO(3) acarreta que |z;;| < 1 e dai

(23, + 25:)(8) < 2t. (3)

Consideremos um elemento (a;;) € SO(3), com a3, + a3, = 1.

Afirmamos que (a;;) ndo pode ser atingido desde 1 num tempo extritamente menorbque

1/2 unidades de t. De fato, como SO(3) é compacto e conexo, entdo o sistema é con-

trolavel (Teorema 1.6.11). Seja (z;;)(t) a trajetéria que liga 1 com (a;j) e suponha que é

atingido num tempo estritamente menor que 1/2, por (3) obtemos que (22, + z23,)(t) < 1

e (z5)(T) = (a;;) com T < 1/2, mas a3,+ a3, = 1. Por tanto a afirmagéo é verdadeira.
Quanto & questio de controlabilidade isto é, A(1) = G, temos até agora que

— A(1) é um semigrupo

- A1) CGe(1) = H

- Se A(1) é umn subgrupo, entao A(1) = Gx(1)

- No caso simétrico, A(1) = Ge(1)

— No caso nao simétrico, A(1l) = Gx(1) desde que Gx(1) é compacto.

Dessas informagoes se tira o seguinte teorema.

Teorema 1.6.11. Seja (G, £, ) um sistema invariante.
a) Se o sistema é controlavel, entao G é conexo e AL(X) = T)G.
b) Se G é compacto ou se o sistema ¢é simétrico, entdo G conexo e AL(X) = TG implica
que o sistema é controlavel.
Prova. a) Se (G,Z,) é controldvel, entio A(l) = G e como A(l) C Gx(1) € G,
segue-se que Gg(1) = G, e assim G é conexo e T1G = AL(Y).
b) Suponhamos que G é compacto, e como G é conexo e AL(X) = T1G, o subgrupo de Lie
conexo associado é G, entaio G = Gx(1), e pelo Teorema 1.6.9 (i) temos A(1) = Gx(1) =
G, logo A(g) = G para cada g € G. Isto é, o sistema é controlavel.

Agora devemos supor que o sistema é simétrico. Neste caso pelo Teorema 1.6.7 te-
mos A(1) = Gx(1) e pelo argumento usado em b) temos A(1) = Gx(1) = G e portanto
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A(g) = G paratodo g € G. L

Note que nas proposicoes anteriores a hipdtese de ser Gg(1) compacto ou (G, X, )
simétrico é para assegurar que A{1) é um subgrupo de Gg(1). Mas com a hipdtese assu-
mida de ser A(1) subgrupo de Gx(1), pode-se ter uma caracterizagao de controlabilidade.

Teorema 1.6.12. O sistema (G, X, Q) é controlavel se e s6 se as seguintes condigoes se

verificam simultaneamente.

(i) A(1) é um subgrupo de G.

(i1) G é conexo.

(i) AL(Y) =~ TG,

Prova. E uma reformulagao do teorema 1.6.11.

A condigao (iii) pelo fato de os campos serem analiticos se reduz a

AL(X) ~T\G seesése int Sg(1) # ¢.

Concluimos que controlabilidade é equivalente a propriedade de acessibilidade, desde que
G for conexo e

a) (G, X, Q) é simétrico ou

b) G é compacto.

Quando a) e b) nao se verificam, acessibilidade mais conexidade nao necessariamente im-

plicam controlabilidade. Como o mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.6.13. Seja G = SI(2, IR) o grupo de Lie fechado das matrizes de determinante

um. Este grupo é conexo mas nao compacto e sua algebra de Lie é
TG ={Ae M(2,R): tr A=0}
onde tr indica o trago de matriz. Para

A:(é _°1> ,B:((l) (1)) S = {A, B)

obtemos que AL(X) = (A, B,[A, B]), A, B € M(2; R) etraco A =trago B = 0. Portanto,
por um célculo de colchetes se mostra que A, B geram T151(2, IR).
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Consideremos o seguinte sistema invariante
&(t) = (A+uB)z(t).

Para um controle u € S(2), seja z(t) = m(1, u,t) a trajetdria correspondente com z(0) = 1

e veJamos que propriedade satisfaz. Como
.'l'u(t) 2721(t))
x(t) =
x(t) (121(1) 225(1)
1 0 + 0 wu 11 Ti12 _ 1 u 11 T2
0 -1 u 0 Ty Tn ) \u —1 Tap o9

( Tt ury T+ ury )

—T2 +uryy Ty +uryp

Trir T2
Ta1 T2

considerando as entradas 713, T91 obtemos um sistema
Ty = Ty +ury (1)
.‘i721 = —I7N + Uryy. (2)

Logo, multiplicando (1) por zy; e (2) por —x2; e somando obtemos que

d, 2 2 2
:l;(a‘ll —15) =Ty + Ty

B

isto é, f(t) = z3,(t)—22,({) énao decrescente (f'(t) > 0). Como 2(0) = I, entdo z1,(0) =
1, £2;(0) = 0. Mas f(0) = 1 dai que f(¢) > 1 para todo ¢t > 0, isto é

:erl - 1‘%1 > 1. (3)
Assim todo elemento atingido desde a identidade 1 € SI(2, IR) satisfaz a propriedade (3).
Propomos um candidato
C= ( 1}2 ’ ) . det C =1, logo C € SI((2, R). Como ¢ = 1, & = 1, entdo

¢} — c2; = 2 <1 0 que contradiz (3), por tanto ¢ nao pode ser atingido desde 1. Isto é

A(1)CSI2, R)

58



¢ o sistema nao é controlavel.

Observagao. O Teorema 1.6.11 pode ser provado de uma forma alternativa usando o
teorema 1.3.8 (Lobry). Assumindo as hipSteses do Teorema 1.6.11, G compacto, conexo
e AL(Y) = T1G, vemos que a 1ltima condicdo fornece acessibilidade de ¥ e —X.

Para obter a condicio Rx = M, para cada X € ¥. Utilizamos a compacidade de G
a qual implica que existe uma medida finita g invariante a esquerda e por normalizagao
obtém-se o que se chama a medida de Haar, que é uma medida de probabilidade (veja
6)).

Mas para X € ¥ o fluxo é dado por
Xt(g) = Jexpt.\'(g) = (eXp tX)g

Logo u é invariante por X € ¥ e supp p = M, pois i provém de uma forma volume. Dai
que Ry = M (Proposigao 1.3.9). Portanto, pelo Teorema 1.3.8, £ é controldvel, isto é,
Se(g) = G, paracada g € G. Assumindo que o semigrupo controle toma valores em

O C R eque Aff(Q2) = R™ temos
AL(Xq) = AL(Y) = TG

onde Tg = {Xo+ X%, w;X;:u= (uy,...,u,) € 0} e segundo o Teorema 1.2.7 tem-se

{
G = Sg,(9) € A(g), portanto A(g) =G. m

Evidentemente o teorema 1.6.11 pode ser colocado também num contexto de familias de

campos invariantes em G.
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CAPITULO II
FORMALISMO DAS SERIES EXPONENCIAIS DE LIE

Neste capitulo desenvolve-se o formalismo de séries exponenciais de Lie que foi in-
troduzido por K.T. Chen [2] e utilizado por H.J. Sussman [16], [17] para resolver um
problema de controlabilidade local (conjectura de Hermes).

Seja Y~ um conjunto finito de indeterminadas, A(Z) a algebra das séries de poténcias
formais nao comutativa e AL(Y) C A(Y) a algebra de Lie constituida por somas formais
de elementos de AL(Y).

Provaremos aqui a existéncia de um monomorfismo (Ser) do semigrupo de controle
U,, em A(E) Isto nos permite estudar o comportamento assintético, na vizinhanga de

um ponto, das trajetdrias do sistema de controle

#(t) = Fola(t) +

m
=

wi(t) Fi(=(1))

1

onde u(t) = (u(t),...,un(t)) e Fo, ..., F,, sao campos definidos na variedade M.
2.1. Desenvolvimento exponencial e aproximacao nilpotente

O semigrupo U,, que usaremos sera
Un = {u:[0,T] = IR™ : v mensuravel e Lebesgue-integravel}

onde T nao sempre é fixo, dai que denotamos por T'(u) = T o tempo terminal correspon-
dente a u € U,,. Para se ter compatibilidade com sistemas invariantes a direita (cap I)
modificamos a ordem da operagao de U,,.

Para u,v € U,, define-se

o) 0<t<T(v)
(u#v)(t) = { u(t — T()) T()<t<T@)+T(u).

Em vista do nosso objetivo, que é o de relacionar U,, com sistemas de controle,

- Procuramos um espago ambiente para representar U, e

- Uma aplicacao Ser: U,, — Espago ambiente
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de tal forma que o espago ambiente estabeleca uma ponte entre U,, e sua representacio
dada por um sistema de controle.

Por isso introduzimos uma familia de indeterminadas ¥~ = (X, ..., X, ) e construimos
o espago ambiente de maneira formal. Como 3 é uma familia de objetos, pode-se gerar

um espago vetorial V i.e.
V=RX¢dRX,&..®dRX,

e consideramos o produto tensorial V @ V' (ie. V@V = F(V x V)/R(V x V) onde
F(V x V) é o espago vetorial livre gerado por V x Ve R(V x V) C F(V x V) o subespaco

gerado pelos elementos abaixo.

(u,v1 + v2) — (u,v1) — (v, v3) u, v, €V
(ug + ug, v) — (uy,v) — (uz,v) Uy, u, v €V
(au,v) — a( u, v) a,B€ R
(u, Bv) — B(u.v) a, B € R).
k—vezes
Assim, tomamos produto tensorial VSV®...QV e denotemos este produto por

Ly=VRV®...0V que é um espago vetorial. Da.l' obtém-se a algebra tensorial A(Y) =

> @ Ly o qual é a algebra livre associativa gerada por ¥, satisfazendo a propriedade de
k=0
ser uma algebra graduada. Isto é

1) Ly é subspaco de A(Y]), para cada k € IV.
i) Ly - L, C Liy, para cada k,p € IN.

Agora explicitamos um elemento de A(Y), i.e. para Y € A(Y) temos que Y = ZW'L.,
k=0
onde Wy € L, e W, = 0 exceto para um nimero finito de valores de k. Entao Wj =

ZGIXI e

=k

Z > arXr= Zaz)u

k=0 (I|=k
onde X7 = X;,®...0X;,, I = (i1,...,1x) e |I| = k (comprimento de I). Por simplicidade
de notagao escrevemos X; ® ... ® X,k =X ... X;,.
O produto em A(}) ¢é dado nos elementos da base, isto é para X1, X; €
A(Y) com I=(3,...1%), J = (J1,-..,Js) definimos por

X1 X5 = Xixs
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onde I xJ=(i1,...% J1,---,7s)

Na verdade A(X) pode ser pensado como sendo o anel de polindmios nas indeter-
minadas ¥ = (Xp,...,X,,). Para Y € A(Y) o grau total de Y (respectivamente grau
parcial de Y em relagdo a X;) é definido como o maior grau do mondémio com coeficiente
nao nulo que aparece em Y (respectivamente o maior grau em relagdo a X; do monémio
com coeficiente nao nulo que aparece em Y'). Tais graus serdo denotados por 9(Y'), di(Y)

respectivamente.

Queremos mergulhar U,,, através de uma aplicacdo u — Ser(u). Para isso conside-

ramos, ao invés de A(X), que é uma algebra de polinémios, a algebra das series formais
A(X) = {ZGIXI :ay € R}

cujas operagdes sdo induzidas das de A(X) definindo componente a componente. As-
sim o produto em /1(2) é dado para Y = Z ar Xje Z = }: by Xj, por YZ =
(Za,X,) (ZbJXJ) = Zc;\-XK, onde cx = Z ar.by .

HI+]|=|K]|
Definiremos adiante uma aplicagao

Ser: Uy — A(X)
de tal modo que seja um homomorfismo de semigrupos, e que permitira olhar Ser(U,,)
como um sub-semigrupo de A(Y). Dessa forma, wn sistema de controle serd olhado como
uma série exponencial de Lie.
Para v € U, € u = (uy,...up) definimos em fi(Z), uma equagao diferencial formal
Y(1) = (Xo + >wi(H) Xo)Y (), (1)
=1

Antes de estuda-1a, definamos uma solucao de (1) com condigao inicial.

Definigao 2.1.1. Uma solugio de (1) que passa por Z em t = 0 é uma aplicagao
Y : [0,T(uv)] — A(D)

tal que:



) Y(0) = Z

ii) Y(0) satisfaz a equagao diferencial para cada componente da série.

Explicitamente os itens (i), (ii) podem ser dados componente a componente. Sejam

=S y(t)X; Z=Y z X, , Y(0)=

como na definicdo. Agora olhamos (i) componente a componente. Para isso seja Y(0) = Z

entdo zy = y;(0) para cada I = (4y,...,7k).

Na condigao (ii) derivamos a solugao de (1) e obtemos

Y =S ()X, (2)

logo substituindo Y'(-) na equagao (1) temos que
) = o+ L unX) S0
ZJJ OXJ+ZZuz ()X X
z ZU, Oy (XX = Y wi(t)ys(H) XX, (3)

1=0 {i}xJ

o

onde colocamos up(t) = 1.
Para que (1), (2) e (3) sejam compativeis deve acontecer que I = {i} x J, onde
0 <1< m. Logo
yr(t) = wi(t)ys(t) desde que I = {7} x J.

Agora suponha que Z =1 = Y 2, X/, com I = ¢ é a condigao inicial. Constréi-se uma

solugao recursivamente como segue: yy = z4 = 1 e para I = (i1,...,1) # ¢ temos
t
yapxa(t) = /oui(T)yJ(T)dT
t
i) = Yrxss () = [ i (m)yscs (m)dr

Yk (Tl) = y{iz}x-]k—a(ﬁ) = /;) uiz(T2)ka—2 (T2)dT2
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T2
Ve (73) = Vopeea () = [0y, (1)

) t pmom Tkt
y;(t)z/O/O /o /0 w;, (1) uiy (72) - ug (T )dredroy .. dTy I=(i1,...,%).

Essa ultima integral miltipla é escrita de forma abreviada como

t
yr(t) = / uy , para I # &.
0
Assim a solucao que passa por 1 é dada por

t
v(t) =3[ unXi
t t r7y Tk—1
oncle/oulz'/o/o /0 wiy (11) - i (7)dTg - dry, se T = iy, ... ix) # 6.

Como pode ser visto, ela pode ser calculada recursivamente partindo de um valor inicial.

Pela construgao ela existe e é tinica. Logo temos uma aplicagao bem definida

Ser: U, — A(T)
u — Ser{u) = Y(T(u))

onde Y : [0, T(u)] — A(Z) é a solugao associada ao controle u com Y(0) = 1.

o~

Proposigao 2.1.2. A aplicagao Ser : U,, — A(Y) é injetora e satisfaz.
Ser(uftv) = Ser(u).Ser(v)

para u,v € Up,.

Prova. Sejam u,v € U,,. Para u € Uy, Ser(u) = Y(T'(u)), onde Y (-) é a solugao de (1)
l.e. .
V() = (Xo+ 3 wX)Y (0
=1
definida em 0 < t < T'(u), com condigao inicial Y(0) = 1. Se tomamos a curva a(t) =
Y (t) Ser(v) facilmente pode ser verificado que é uma solugéo da equagao (1) com condigao

inicial Ser(v), pois a(0) = Ser(v).
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Por outro lado para u#v € U,, tomemos Ser(u#v), entdo Ser(u#tv) = Y, (T (u#v))
onde Y (-) é uma solugio de

V() = (Xo + 3 (udte): XY (1) (+)

=1
definida em 0 <t < T(u) + T(v) e com condigdo inicial ¥;(0) = 1, mas

_ [ (1), 0<t<T(v)
(u#v)(t) = { u(t — T(v)), T(v) <t<T(v)+T(u).

Se tomamos a curva 3(t) = Yi(t + T(v)) com 0 < ¢t < T(u), pela defini¢do do controle
uFv temos que ela é uma solugio da equagdo (*) em T(v) < t < T(v) + T(u) e como
B(0) = Y1(T(v)) = Ser(v) = a(0) da unicidade segue-se que

Yi(t 4+ T(v)) = Y(t).Ser(v)
onde 0 £t < T(u). Em particular para t = T(u) temos
Ser(uftv) = Ser(u).Ser(v).

Para a injetividade considere Ser(u) = Ser(v) u,v € Uy, Ser(u) = Y(T'(u)) onde

Y(-) é uma solugao da equacao
Y(t) = (Xo + iuiX,-)Y(t).
i=1
Mas Y(t) = ¥ ;y;(t)X; é determinado pelas equagdes y;(0) =1, se I =g e
yi(t) = /ot u(T)ys(r)dr, I = {i} x Jse I #¢.

T

Para I = (0), temos / ug) = T que é o coeficiente de Xy. Isto significa que T" pode ser
0

recuperado a partir de Ser(u). Se 1 <i < m e k > 0, segue-se que o coeficiente de X; X

1T,
=H/o thu(t)dt

Pois X; XF corresponde ao multi-indice I = (2,0,0,...,0) dai que
Nt o’

em Ser(u) é

k—vezes

yi(T) = / / / {m)uo(m2) - . - uo(Tk41)dThsr - - dTy

= — k.
= k!/o tu;(t)dt.
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Igualmente para Ser(v) = Y(T(v)) temos que
(T = -]:—, / Zt"v,-(t)dt, para cada k € IV
e como Ser(u) = Ser(v), segue-se de se igualar termos que
/0 " (wi(t) — vi(8))dt =0, para cada k € V.

Mas, isso acarreta que

T
/ F()(ui(t) — vi(t))dt = 0, para cada f € C.[0,T). (%)
0
De fato, se P[0,T] denota o espago dos polinémios, da densidade obtemos que f =
Jlim p,, p, € P[0,T], na norma || - || e isto a sua vez garante que

T
[ ROt = w0 115 = pallel s = vl

Logo, tomando o limite obtemos (). Por tanto, u; = v;, 1 = 1,2,...,m (veja 1], Lema

IV.2). Essencialmente temos u = v. ]

Observagao. A Proposi¢io 2.1.2 permite mergulhar U,, em /I(E) como um sub-
semigrupo. Por razdes que serao vistas mais adiante ainda pode-se melhorar o mergulho
Ser(U,) C A(E) para Ser(U,,) C (;'(E), onde (’;'(S) serd definido logo mais (grupo das
séries exponenciais de Lie). Isto serd mostrado através de uma aproximacio por grupos

de Lie nilpotentes GV (%) que dio como limite projetivo G(Z).

Queremos expressar Ser(U,,) como o conjunto de pontos atingiveis a partir de 1 do
sistema definido acima, mas definido no grupo C:'(Z) que na realidade nao é um grupo de
Lie. Para tal seja N € IV e consideremos o conjunto AV (X), que é uma 4lgebra nilpotente
livre associativa obtida da seguinte maneira.

Se Y € A(Z) entdo Y = > y1X1, logo definamos uma aplicagdo 7v chamada trunca-

mento que em cada um dos casos abaixo é a mesma, isto é

N AR — AV(D)

NIAZ) — ANE) NY)= Y uiXy
<N

N AL(E) — ALY(D) .
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Em AN(Z) serao considerados elementos da forma Y = > y1 X1, como pode-se observar
II<N

AN(Z) tem estrutura de subespaco vetorial mas nio Idle— subalgebra, embora podemos

torné-lo em uma &lgebra. Para isto introduzimos o produto induzido de A(Y>) com uma

pequena variagao.

Isto é para X;,X; € AY(Y), temos que |I| < N,|J| < N, I = (i1,...,i),J =
(J1,---,Js)- Quando efetuamos o produto X;.X; temos duas situagoes a determinar:
[I| +]J] < N ou |I| + |J| > N. No primeiro caso o produto é o mesmo, mas no segundo
caso definimos X;.X; = 0; concretamente X; = 0 se |I| > N. Disto segue-se que AV(Y)
é uma algebra nilpotente associativa de ordem N + 1.

Para poder olhar, como o sistema de equagdes definido em A(E) se transforma em
uma equagao de evolucio definida em AN(Y), se apresenta outra forma de obter AN(Y).

Seja o conjunto IN(X) = {Y € A(Z): Y = > Y;X;}. Como pode ser verificado
[I|I>N

ele é claramente um ideal. Dai que A( )/IV(X) é uma algebra.

Se 7 : A(Z) — A(X)/IN¥(Z) é a projecao e Y => yXr= Y yXr+ > wXi,
I HI<N >N
entao
a(Y) =Y +I¥E) = S uXr+ M) = 3 wi(Xr + IV(D)).
<N <N

Como kerr = IN(X) = Ker(rV), temos o diagrama comutativo

N

A(Z) ——C— AN(D)

A®)/I(E
Logo A(X)/IN(Z) ~ AN(Z). Do isomorfismo acima podemos concluir para ¥ € A(D)
(

¥) com Y = Y y;Xi, que ™N(Y) = > y;X1 e por facilidade de notagao
[[I<N

convencionaremos em denotar tal elemento por Yy = 7V(Y) = Z yrXr.
<N

Em particular para Ser( ) € A(Z), por ser uma solugio correspondente ao controle
u obtém-se TN (Ser(u)) = tV(S(T(v)) = Sn(T(u)) = Sern(u) = (Ser(u))n. Com este

ouY € A
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truncamento o sistema definido em A(E)
Y(1) = (Xo + 3 wi(t)X:)Y ()
. =1

pode ser projetado para AN(Z) mediante a aplicagio 7 ou o truncamento 7V; dai que é

possivel obter uma equagao de evolugao definida em AN(E). Isto é

Y(t) = XoY (t) + i‘u,-(t)x,-Y(t) .

Como num espaco vetorial de dimensao finita um campo é sé uma aplicacao dele nele

mesmo temos que

Fi: AN(E) — AV(®D)
Y — XY

define um campo em AN(Y"). Aparece uma pergunta natural: Qual é o fluxo de F;? Uma
resposta a isto é dada propondo, por analogia com as élgebras de matrizes um candidato

do tipo X,(Y) = Y. Mas isto sé faz sentido desde que a exponencial e esteja bem
definida em A(L).

Se tal fato ocorre, um calculo direto, demonstra que

[« [ ‘Xt

l) 7(}/) = (etXiXi)}f = Xi(e‘X-'Y) —_ E(‘\'t()r))

i) Xo(Y) =Y.

Tal como o fluxo estd definido segue-se que os campos F; sdo completos.
Como foi visto, existe a necessidade de definir exp e sua inversa log; isso sera feito
adiante. Para isso sera necessario alguma topologia sobre o espago ambiente para poder

falar de convergéncia no sentido de estar a série bem definida.

Para poder medir a proximidade entre duas séries de poténcias formais introduzimos

um conceito que serd chamado a ordem de uma série de poténcia. Para isto fixamos a

série Y = ZyIXI.
I
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Definigdo 2.1.3. (1) A ordem w(Y) de um elemento Y = Y y;X; € A(Y) é definida
I

como sendo o menor grau dos mondmios com coeficiente nao nulo que aparece na série.
E se convenciona em por w(Y') = 400, se Y = 0.

(2) A ordem parcial w;(Y) de Y € A(Z) em relacio 2 indeterminada X;, é o menor grau
parcial em relagao a X; dos monbémios que aparecem na série. Também se convenciona

em por w;(Y) = 400, se Y ndo contém X;.

Convém ressaltar duas propriedades de ordem de um elemento (Da mesma forma para
w;). Isto é, para Y, Z € A(X) tem-se
1) w(Y.Z) > w(Y)+w(2) e
i) w(Y + Z) 2 min{w(Y),w(2)}.

Com efeito,
1) E s6 observar se o anel no qual se define ;1( ¥) é um dominio de integridade ou nao. Se
for um dominio de integridade tem-se da definigao de grau que w(Y.Z) = w(Y)+w(Z). Se
nao for dominio, entao pode acontecer que o produto dos coeficientes dos monoémios que
definem as ordens sejam nulos, dai que teriamos que tomar o grau do monomio seguinte

com coeficiente nao nulo, logo w(Y.Z) > w(Y) + w(Z).

ii) Para Y e Z temos que w(Y) = w(Z) ou w(Y) # w(Z). Se w(Y) = w(Z), ao tomar
Y + Z, pode acontecer que os coeficientes dos mondémios que definem as ordens sejam opos-
tos, neste caso w(Y + Z) > min{w(Y),w(Z)}. Se w(Y) # w(Z), supomos w(Y) < w(Z).
Logo ao se tomar Y + Z, o coeficiente que define w(Y") nao sofre alteracao e como é menor

tem-se a conclusao. n

A Definigao 2.1.3 fornece uma topologia para /1( ¥) por meio de uma valorizagao que

é definida pela seguinte aplicagio |- | : A(Z) — R
0, Y=0
vi= { 9k, w(Y) =

que define um valor absoluto, pois satisfaz as propriedades:

i) |Y]>0, |Y]=0seeséseY =0
i) |Y.z| <[Y].|Z]
) Y+ 2| < Y| +1Z].

Com efeito,
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i) decorre da definicao
ii) decorre da propriedade w(Y.Z) > w(Y) + w(Z)
iii) decorre da propriedade w(Y + Z) > min{w(Y),w(Z)}. n

Mais ainda este valor absoluto define uma métrica que é chamada a métrica da valorizagao

e portanto (A(X), | - 1) é uma dlgebra topolégica.

Para definir uma série das séries de poténcias formais, consideremos (aj)iery uma

sequéncia em IR e para Y € A(Z) seja
Z (lk},k. (4)
k=0

Para decidir a convergéncia da série definida em (4) usamos o critério de Cauchy, pois
A(Z) é completa na métrica definida pela valorizagao (veja [19]). Dai que a série definida
em (4) converge se e s6 se |Y*| — 0, se e 56 se w(Y*) — 0o se e 6 se w(Y) > 1.

Por tanto:
Se w(Y) > 1, entao (4) faz sentido, pois ¥ nao tem termo constante e portanto em cada
grau aparece s uma soma finita.
Se w(Y) = 0, entdo (4) nao faz sentido em geral. O coeficiente problema é o do termo

oo
constante que é da forma ch (envolvendo os a;) que pode ou nao convergir.
k=0

Um caso particular disto é quando consideramos as sequéncias (a;)ren € (b )renw de-

~ : (=1)F!
finidas por a; = o e by = P

exponencial e o logaritmo. Para w(}

respectivamente que definem, evidentemente, a

) > 1 é possivel definir exp e log.

Definigio 2.1.4. SeY € A(X) e w(¥) > 1, entdo

- Y — 1 k , > (—l)k-l—l sk
expY =e' =) Z‘T) e log(1+Y)=)_ —T—} )
k=0 P k=1 '

Para olhar exp e log como aplicagoes definidas em algum dominio, consideremos o
conjunto Ag(X) = {Y € A(2) : w(¥Y) > 1}, entdo exp e log sdo apresentadas como segue.

exp: Ag(E) — 1 + Ag(T) e log: 1+ Ag(Z) — Ao(E).

Como exp o log: 1+ Ag(Y) — 1+ Ag(Y) e log o exp: Ao(T) — Ap(L) a proposicao
abaixo diz que eles sao inversas uma da outra.
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Proposigdo 2.1.5. Para cada Y',Y € A(Y) se verifica

exp logY' =Y se w(Y'—1)>1 e log expY =Y se w(¥)>1.

Prova. E um célculo direto igual que no caso de exponencial e logaritmo de matrizes.
| ]

Por outro lado as dlgebras livres associativas, A(X), A¥(X) induzem um produto de
Lie
Y,Z|=YZ-2ZY

e com essa operagio Ar(X) , AN(X) sdo as dlgebras de Lie associadas a A(X) e AV(X)

respectivamente. Entao introduzimos as notacoes
AL(X): é a sub-algebra de Lie de AL(X) gerada por .
ALN(X): é a sub-algebra de Lie de AY(X) gerada por X.

Definigao 2.1.6. Um elemento ¥ € A(X) é dito de Lie, se Y € AL(X).

Observagao. A(X) é a algebra envelopante universal de AL(Y) (veja [3]) e a algebra

A(Y) também é livre associativa, e tem um analogo no sentido de Lie.
- [ee]
AL(EZ)={>)_P.: onde P, éum polinémio de Lie homogéneo}.
k=0

Se chama polinémio de Lie os elementos de AL(X) ou ALN(E). O conjunto AL(X) tém

uma estrutura de algebra de Lie pois ele é constituido de somas formais de elementos de
AL(%).

Definigao. 2.1.7. Os elementos de /AlL(E) serdo chamados de séries de Lie.

Seja ¥ € /EO(E) e Z € AO(Z) entao faz sentido escrever expY.exp Z. Além do mais

exp Y.exp Z se expressa como uma exponencial de um elemento Lie. De fato,

Proposigao 2.1.8. Dado Y, Z em A(E) com w(Y) > 1,w(Z) > 1. Entao

expY.expZ = exp(CH(Y, Z))
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onde CH(Y, Z) é dado pela férmula de Campbell-Hausdorff, que é uma série envolvendo

colchetes de Y e Z e cujos primeiros termos sao

1 1 1
CHY,Z)=Y =Y — L2 - —
(V,2) =Y + 2+ (Y, 2]+ <[V, 2] - 17,2, Y] +

Prova. Veja [3]. »

Como consequéncia da férmula de Campbell - Hausdorff, assumindo Y, Z € AO(E) e

(Y, Z] = 0 obtém-se as seguintes duas propriedades.

1) expY.expZ = exp(Y + 2)
i) log((1 + Y)(1 4+ Z)) = log(1 + Y) + log(1 + Z)

De fato, usando para (i) a Proposigao 2.1.8 obtemos
4 Ve 1 id 1 r Ve 1 ¥d
expY -expZ =exp(Y + Z + 5[),Z] + 1—_)[}, Y, Z}] - 1—9[Z’ (Z, Y]] +...)

e pelo fato de ter [Y, Z] = 0, obtemos expY.expZ = exp(}Y + Z). Para mostrar (ii)
tomaimos Y. Z € Ag(X), pois isto permite definir log.
Selog(14+Y) =W, entio 1+Y =" eselog(l+Z) =W, , entao 14+ 27 = "2 logo
substituindo e aplicando a Proposi¢ao 2.1.8, obtemos
log(1+Y)1+2)) = log(ew1 ew"’) = log(ewl"*wﬁ“‘"%lwl ’W2]+~~-)
1
= I/Vl + I/sz + E[Wl’ le] + ...
1
= log(l1+Y)+log(l+Z2)+ a[log(l +Y),log(l +Z)] + ...

mas [Y, Z] = 0, entao [W;, W] = 0 (é s6 usar a definigao de colchete e o desenvolvimento

de Wi, W;). Por tanto

log((1 + Y)(1 + 2)) = log(1 +Y) + log(1 + Z). "

Agora, podemos explicitar a imagem do mergulho Ser : U, — A(T). Define-se os

seguintes conjuntos.
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G(E)={Y € A(D):logY € AL(Z)} e GN(Z)={Y € AN(T):logY € ALN(Z)}
Proposigdo 2.1.9. Os conjuntos G(X) e GN (%) sio grupos.
Prova. E sé usar a férmula de Campbell-Hausdorft:

i) Sejam P,Q € G(X), entio log P, log Q@ € AL(Z). Mas log(P.Q) = log(elsP lsQ) =
logef = R € AL(E), onde K é dado pela formula de Campbell-Hausdorff que é uma soma
de colchetes de Lie e portanto R € AL(Y).

Dai que PQ € G(T).
i) 1 € G(T). pois log1 = 0 € AL(X).

1) Para cada P € C:'(Z), existe Q) € G(S) tal que P.)Q = Q.P = 1. Para mostrar isto

tomamos Q = e~ 18P Entao
log P.Q = e~ 108F clogP — 0 = ]

pois [—log P.log P] = 0.

O caso GV(Z) é analogo. n

Os grupos G(X) e GN(X) sao os grupos das séries exponenciais de Lie e grupo de Lie
nilpotente respectivamente.

Para N € IV consideremos o grupo GV (Z) e a algebra AN(X) truncados. Essas sio
aproximagdes nilpotentes de G(2) e A(E) respectivamente. Como dim AN(E) < oo, se

obtém uma representacgao injetora
¢ : AN(Z) — End (4V(2))

definida por ¢(P) = T,, onde T,(Y) = P.Y. Como ¢ é um homomorfismo e G" (L) é um
grupo, entao ¢(GN (X)) é um grupo. Mas End(AN (X)) ~ M(n, R) paran = dim AN(Z)e
pelo fato de o(GV (X)) ser grupo temos que p(GN (X)) € GL(n, R) ~ Inv (End (AN(X))).

Notemos que se demonstramos que GV (X) é fechado, entao ¢(GY (X)) é um sub-grupo
de Lie. Tomemos entdo uma sequéncia (¥, )nen, tal que Y, € GN(X) para cadan € IV e
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Y, — Y. Como Y, € GN(X) temos que logY, = W, € ALN(X), logo pela continuidade
do log obtemos
logY = log(limY,) = lim(log ¥,,) € ALN(X).

Notemos que a tiltima parte decorre de ALY () ser fechado por ser subespago de AV(X),
que é de dimensao finita. Além do mais GV (X) é simplesmente conexo. Pois isto decorre

de observar que a aplicagao
exp: ALN(X) — GN(%)

é um difeomorfismo e como ALY () é simplesmente conexo, GV (Z) o é.
Assim GV (X) pode ser identificado com um subgrupo de Lie simplesmente conexo de

GL(n, R).

Proposigao 2.1.10. Paracada N € IV, G (X) pode ser mergulhado em GL(n, IR) como

. . . 7
um subgrupo de Lie, simplesmente conexo, onde n = dim AN(X).
Prova. Foi feita acima.

Agora se demonstra como a aplicacao truncamento transforma a equagao definida em
A(T) numa equacao de evolugio definida ems AN (E). Alémn do mais o semigrupo controle
em AN(X), pode ser visto como o conjunto de pontos atingiveis a partir de 1 do sistema

de controle definido por uma equagao de evolugio em AN (E).
Proposigao 2.1.11 a) Para cada N € IV, a equagao
Y = ’O + Z uz

considerada como uma equagio de evolugiao sobre AV(X), define o seguinte sistema de

controle

Y(t) = Fo(Y(t +Zﬂt

onde

Fi:AN(E) — AMEZ) e FY)=XY, 1=0,...,m
b) A algebra de Lie AL(F) gerada pelos F;, onde F' = (Fy, ..., F,,) é isomorfa a ALY(X).
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¢) A variedade integral maximal da distribuigio ¥ — AL(F)(Y) que passa por 1 é
GN(X) que é um grupo de Lie conexo. Em particular o conjunto atingivel desde 1 est4
contido em GV(X).

Prova. a) Para cada N € IV, AV(Z) é uma algebra nilpotente livre associativa. Como

dim AN () < o0, entio a equacio no enunciado transforma-se numa equacao de evolugao
Y(t) = Fo(Y(t +Zu(t

onde F;: AN(Z) — AN(E)
Y — XY

é um campo vetorial, pois AN(E) é um espago vetorial de dimensao finita e um campo

vetorial definido nele é qualquer aplicagdo nele mesmo.

b) Seja AL(F) a algebra de Lie livre gerada por F' = (Fy, ..., F,). Paracada P € ALY ()
a aplicagao
FF . AN(Z) — AN(Y)
Y — PY
é um campo vetorial. Logo a aplicagao definida por
o: ALN(E) — AL(F)
p —FF
define um isomorfismo de algebras de Lie.

i) o é injetora, pois @(P) = ¢(Q) se e s6 se F~F = F~? que avaliadas em 1 fornece
P=Q.
ii) @ é sobrejetora, pois ¢(X;) = —F; pela definicdo da aplicagao . Mas Fi(Y) = AiY e
como F = (Fy,...,F,) gera AL(F) e por ter que £ = (Xo, ..., X,n) gera ALNE tém-se
que ¢ é sobrejetora.
i) o([P, Q) = [¢(P), ¢(Q)]. De fato, [FF, FQ] = F~IPQl. Pois
[FP,FR(Y) = (dF9)y(FP(Y)) — (dF7)y(FO(Y))
= FO(FP(Y)) = PP(FO(Y))
= Q(P(Y)) - P(Q(Y)) =[Q,P]Y
F-BRl(y),
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Por tanto
[FP, F?) = F~P9 para cada P,Q € ALN(X).

A partir dessa igualdade, se tem

o([P,Q] = F71P9 = [FP F?] = [o(P), o(Q)]-

c¢) Como os campos F; sio globais e por b), dim AL(F) < oo, segue-se da Proposigao

0.3.5 que a distribuigao
Y — AL(F)(Y)

é integravel. Por tanto, segue-se da Proposicao 0.3.6 que as érbitas da familia Fy =

m
{Fo + ZuiF,- cu = (up,...un) € R™} sao as variedades integrais da distribuigao

1=1

Ap(Y) = AL(F)(Y)

definida como o subespaco das direcoes limites em Y de curvas a que passam por Y e

estao contidas em Gg (Y'). Agora provamos que
GN(Z) = Gr(1).

De fato, a inclusio Gr (1) C GN(E), decorre de calcular a érbita no ponto 1. Isto é se
V € AL(F), entao V = F~F para algum P € ALN(Z), logo o fluxo de V é dado por

FRQ)=e"Q
tomando () = 1, obtemos
F7P(1)=e¢** paracadate R.

Em particular os campos do conjunto Fy sdo da forma F~F, P € ALN(Z). Logo a drbita
de@=1¢
Gr.(1) = {e"P . . e"P 11, € R, P, € Fx}

e por uma aplicagao da férmula de Campbell-Hausdorft chega-se a que
Gr,(1) C GN(Z) .

De fato,
Z € Gry(1) seesése Z=elP . = Rl
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onde R(t,...,t, Py,..., P) € ALY(X) (Proposigao 2.1.8).
Para mostrar a inclusao reciproca GM(X) C Gp, (1) tomemos Y € GN(X), entio
Y = " para algum W € ALY (X) e pelo isomorfismo de dlgebras temos que

FW . AN(Z) — AV(%)
é um campo vetorial onde o fluxo é dado por

Ft‘V(l) — etH/.

Além do mais, pela completude de F" para t = 1 obtemos que Y = % = FV(1) ¢
GF:( )-
Por tanto
GN(Z) = Gr(1) . =

Pelo item a) dessa Proposigao temos um sistema de controle em AN(X), em particular
A(1) C GM(X), pois A(1) = Sern(U,) onde A(1) é o conjunto de pontos atingiveis a
partir de 1.

~

Corolario 2.1.12. Para cada u € U,,, Ser(u) € G(¥).

Prova. Para cada N € IV tem-se pela Proposigao 2.1.11 que Sery(u) € GN(X), pois
Sern(u) = Sn(T(v)) onde Sn(-) é uma solugao correspondente ao controle u que parte

de 1 na equacao de evolugao. Portanto

Ser(u) € G(T) =

Observagoes:

1) Na Proposigao 2.1.10 foi mostrado que GV () é um grupo de Lie. Sua dlgebra de Lie é
TyGN(X) = ALN(E). De fato, se W € TyGV(E), entdo existe a : (—¢,£) — GV (X)
tal que a(0) = 1 &(0) = W. Como ot) € GN(E) para cada t € (—¢,¢), entdo
loga(t) = W(t) € ALN(Z) para cada t € (—¢,¢). Isto quer dizer que a(t) = e¥®, com
W(t) € ALN(X), derivando esta igualdade e avaliando em ¢ = 0, obtemos que &(0) =
W(0) = hm ——gﬁt—(—z Mas w ALN(X) para cada t € (—¢e,e) — {0} e
como ALN(E) CAN(Z) ¢ subespago fechado, (dim AN(Z) < oo) entdao W € ALN(X).
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2) GN(Z) é um grupo de Lie nilpotente.
De fato, pois TyGN(X) = ALN(X) é nilpotente.

3) Os campos F; em AN(X) definidos por, Fi(Y) = X;Y,i = 0,...,m sao tangentes a

GN(X). Isto é consequéncia de que os F; sao invariantes a direita, pois

(dRy)1(Fi(Z2)) = Ry(F)= Ry(X:Z)= X)(2ZY)
= Fi(Ry(Z))

pela linearidade de F;. Como

(dRy )1 : iGN (Z) — Ty GV (%),
a invarianga a direita de F; acarreta que

FY) = (dRy ) (F(1)) € Ty GM(2)

e os F; sdo tangentes a GN(X). Isto é F, : GN(Z) — ALM(X)
4) Pela observacio anterior podemos restringir nosso sistema de controle a G(X). Isto é
Y(t) = Fo(Y(1) + L w( (Y (1))
=1

onde os F, = Fi|g~(x) sao bem definidos. Denotemos por F = (Fo, cen Fm) a familia de
campos tangentes F;. Entao AL(F) ~ AL(F) e como AL(F) ~ ALN(Z),
AL(F) ~ ALY(D).

Observemos que

Ry : GN () — GN(X%)
¢ um difeomorfismo. Dai segue-se que
(dRy), : iGN (X)) — Ty GN(E)
é um isomorfismo. Usamos isto para definir a distribuicao dada por

Y — ALN(E)(Y) = (dRy W (ALY (B)(1))
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a qual ¢é integravel como segue da invarianca de Ry e por uma aplicacao do teorema de

Frébenius como foi feito na Proposicao 1.4.1. Notemos que

Fs = {F~'0+Zu,f’,~ cu=(uy,...,u,) € R™}

=1

e pela definicdo de orbita temos que
GN(Z) = Gg (1) = Gry(1)

é a 1nica orbita, que é por sua vez a variedade integral maximal da distribui¢ao definida
acima. Por ser GV(X) variedade integral, temos que dimG™(E) = dim AL(F)(Y) =
dim ALY (Z)(Y) para cada Y € GV ().

Se denotamos por A(Y') o conjunto de pontos que pode-se atingir a partir de Y pelo
sistema restrito a GV(X), entiao o Corolario 1.2.8 garante que int A(1) # ¢. Também lem-
bramos que Sery : U, — AN(L) é um homomorfismo e Sern(Un,) C GV (X) (Proposigio

2.1.11) e mais ainda denotamos a imagem de U,, sob Sery por
SN(E) = Sern(Un)
que representa o conjunto de pontos atingiveis desde 1 € GN¥(X). Logo
intA(1) = intSN(E) # ¢
pois SV(X) = A(1), mais ainda o Teorema 1.2.7 diz
6 # int SN(T) C SN(E) C int SF(T)

5) De maneira mais geral suponhamos que o semigrupo controle Un (1) toma valores
num subconjunto € IR™. Queremos olhar sob que condigbes pode-se obter a mesma

conclusao que a obtida em 4). Como Ser : U,(Q) — /E(Z), denotemos o conjunto
atingivel a partir de 1 por

S(E, Q) = Ser(Un (),

isto é o sub-semigrupo sobre o qual U,, () é mergulhado em A(Z).

Um fato que nao fizemos notar anteriormente e que fazemos agora é desenvolvido no

que segue. Se u € U (Q), entéo u : [0, T(u)] — Q. Considerando a restrigao ut = ulpyq :
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[0,¢] — ©, 0 <t < T(u), também se olha que u* € U, () para cada t € [0,T(u)] e

como

Ser(u) = S(T(u))

onde S : [0,T(u)] — A(X) é uma solucdo associada a u, entio Ser(u') = S(t) para cada
t € [0,7T(u))].
Assim

t — Ser(u')

representa a solugao associada ao controle u. De onde convém pensar que S(X, ) denota
o conjunto atingivel a partir de 1 seguindo trajetdrias de equacgées diferenciais em A(Z).
Em vista do nosso objetivo, consideramos a aplicagio truncamento 7V que transforma o

sistema definido em A(Z) num sistema de controle definido em AN(X) obtendo-se
SN(E,Q) = Sern(Un,(Q))

como o conjunto atingivel do sistema de controle definido em AN(X).
Assim isto da lugar a uma aproximagao nilpotente para S(X, ). Por uma restrigio

analogo a observagao (4) obtém-se
dimGN(Z) = dim AL(F)(Y) = dim ALY (Z)(Y') para cada Y € GN(X)
Pelo resultado de acessibilidade como na observagao (4) obtém-se
é# int SN(Z,0) C SV, Q) Cint SN(T, Q)

desde que Af f(2) = IR™. Esta condicao é necessaria para garantir que AL(F) = AL(Fg)
onde Fq = {Fy + ZuiF} cu = (ug,...,uy) € 1} como veremos adiante.

i=1

2.2. Controles normais.

O objetivo deste pardgrafo é introduzir uma certa classe de controles denominados
normais, que relacionam o posto de uma certa aplicagao a ser definida com a dim GV (%)
para assim poder aplicar o teorema da fungio implicita, para garantir que certos pontos
pertencem ao interior de S™(Z, Q). Isso serd utilizado no préximo capitulo na anélise da

controlabilidade local.
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Dado D = {+',...,~*}, dizer que Aff(D) = IR™ é 0 mesmo dizer que todo elemento
de IR™ ¢ obtido como uma combinagio linear afim de elementos de D, ou seja

k k
Aff(D)= M7 S a=1}
i=1 1=1

m k
Para cada W € Aff(D) temos que W = > XAy, e Y _A; = 1. Dito de outra forma,
=1 =1

W=++ )‘k}(71 =)+ F AT =) F A (VT =)+ (B =)
LI/=7i+Z/\j(7j—7i) ,ai=1,...,k

i=1
Dado um conjunto ordenado D = {+!,...,9*} C Q definimos uma aplicacio Q : R —
Um(Q) por
T — {D, T}

que a cada T € IR% faz corresponder um controle {D,T} € U,,(R?) da seguinte maneira.

{D,T}(r) =4 0<7<t
{D,T}r) =1 h<tT<ti+t
{DaT}(T):"/S ti+t, <7<t +t,+1;

{D,T}(7)=+* bh+...+to <7 <ti+...+t.

Essa construgao define, para subconjuntos D C Q de k elementos, um controle em
U, () com exatamente k pontos de descontinuidade. Adiante serd necessario considerar
também controles determinados por D com mais pontos de descontinuidade. Por isso

introduzimos a

Definigao 2.2.1. A familia D = {4*,...,4"*} é dita periédica de periodo r se a aplicagao
i— i €{l,...,k} édeperiodor. Istoéy =" sei=pr+jparal <j<r.

Uma familia D de r elementos se estende a uma familia D de k > r elementos. O

controle {f),T}, T € R construido acima serd denotado por {D,T}.

Definigao 2.2.2. Um controle u € U,,(Q) é chamado um D-controle se é da forma {D,T'}
para algum k e algum T € IR%.
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O conjunto dos controles da forma {D,T} serd denotado por U,,(2).,. Considerando
a algebra A(E) e a equagao nela definida anteriormente, queremos conhecer como é
Ser({D,T}) = S(T(u)) € G(X). Antes explicitamos a equagao de evolugio para os
controles {D,T}.

Para o controle {D, T} definido por {D,T}(r) =4 se t;+...+t;i_1 <t < t1+...+1;,

temos que a equagao se transforma em

V(1) = (Xo + S{D.TH (XY (1)

i=1
como {D,T}(t) =~ = (4i,...,4'), entdo a equagao acima toma a forma
Y(t) = (Xo+ Zv‘X
Se denotamos por X*( (o + Z 1 =1,2,...,k obtém-se finalmente que nossa

equacao ¢é dada por
Y()=X{(D)Y({) 4.4t <t<ti+... o+t
e como X'(D) € ALN(X), entao ela determina um campo vetorial definido por
FXOyy= X{(D)Y  i=1,2,...,k

Logo a decomposicao do intervalo [0,¢; + ... + tx] determina em cada sub-intervalo uma

equacao diferencial, como é explicitado abaixo.

Y(t) = FX'D)(Y (1)) 0<t<t
Y (1) = FX¥®O)(Y (1)) th<t<t+t
Y () = FX'O)(y (1)) frt . by <t <t H..+

O fluxo do campo genérico FX'(D) é dado por
FXDP Q)= X' D)Q  i=1,2,... k.

Agora calculamos a trajetoria controle

(XD 0<t<t

elt=t)X*(D) oti X1(D) th<t<ti+t
Sern({D,T}!) = { et-tH)X*D) (oX2D) i XAD) ) 41y <t <ty 41+t

{ elt—(ti+..t5_1))X¥(D) o1 X'(D) A .+t <t <ti+...+1.
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Logo
Sern({D,T}) = Serny({D, T}t +t) = X D) tis X¥=1(D) | X1 (D)
onde T = (t;,...,1;). Essa expressao define de maneira natural uma aplicacao

VY, : R — AN(E)
VN(T) = e X D tims XPHD) o iXXD) g0 T = (4,,... 1) € IR

Pela forma dos elementos de GV(X) e pelo fato de que X'(D) € AL™(X) e por uma

aplicacao da férmula de Campbell-Hausdorff consegue-se que

Vip i R* — GN(Z). (1)
Também é claro que se restringimos V| i temos que

VIb(RY) € SN(%, D)

e daf
Vio(T) = Sern({D,T}) se Te€ Rj.

Usamos (1) para dar uma definigao.

Definigao 2.2.3. Um D-controle {D,T°},T° € R% é chamado N-normal se dV}}, tem
posto igual a dim GV (E) em T° e todas componentes de T° sio estritamente positivas.

Antes de mostrar a existéncia dos D-controles normais {D,T} damos um lema que
relaciona a algebra de Lie nilpotente ALY(X) e a édlgebra de Lie gerada por X*(D),: =
1,...,k o qual é denotada por AL(D).

Lema 2.2.4. Se Aff(D) = R™, entao AL(D) = ALN(Z).
Prova. Para 4 = (4i,...,7!) consideremos

X{(D)=Xo+ Y. 7X; € ALN(Z) i=1,2,...,k,
Jj=1
entao

AL(D) C ALY (D) .
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Para a inclusao reciproca é suficiente conseguir que X; € AL(D) para cadai =0,1,...,m.

k
Para isso mostraremos abaixo que dado (i, ..., Bn) existe (A1,..., A\¢) com Z/\,- =1 tal
=1

que

m k
(o + Zﬂjxj = Z)\,-X‘(D). (2)

k

A inclusio decorre dai, pois se B = 0, entio Xo = » NX'(D) € AL(D) e para 8 = e,
=1

onde e; é elemento de JR™ com 1 no lugar i-ésimo e 0 nos demais, obtém-se

’0+Xj=Xk:/\;AX"(D) Jj=1,...,m
i=1
como Xp e Xo+ X; € AL(D) j=1,2,...,m temos que
ALN(Z) € AL(D).
Para obter (2) usamos a hipétese e igualamos coordenadas para conseguir

k
’BJ:Z)“‘); ]:1,2,771
=1

avaliando no lado esquerdo obtemos:

m m & m r
Xo+ D BiX; = Xo+) Y ApX;=Xo+ 3 A X, 2 =1
j=1 7=11=1 i=1 j=1 i=1
k
= SAX(D). .
J=1

Como consequéncia deste lema, a prova de que AL(F) = AL(Fp) é uma repetigao.

Agora mostramos a existéncia de D-controles normais.

Proposigao 2.2.5. Para cada N € IV, e cada D tal que Aff(D) = IR™. Existe um
D-controle N-normal {D,T°}.

Prova. A idéia da demonstragio é escolher k € IV e um T € IRF tal que o posto
(dV85)r = P seja o maior possivel, e entdo construir uma subvariedade M de GN (%)
tal que dim M = P, (teorema da fungao implicita) com a propriedade que todos campos

vetoriais na algebra AL(F) sao tangentes a M e concluir que dim M = P.
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Seja AL(D) a &lgebra Lie gerada por X'(D) 7 = 1,2,...,k. Segundo o Lema 2.2.4
temos AL(D) = ALV (Z). Para cada k € IV e T € IR¥, a aplicagio VY, é definida como
antes. Denotemos por P(k,T) = posto (dV{¥y)r. Como dim GV (E) < oo é possivel fazer

a escolha de um posto mdximo P. Isto é
P = P(k,Ty) = max{P(k,T): k € IN,T € R*} .

Entao, existe uma vizinhanga V 3 T° tal que P(k,T) = P para cada T € V, e por uma
aplicagao do teorema da funcao implicita existe uma vizinhanca U 3 T° que é levada por
Vk“D numa subvariedade P-dimensional M € G™(X) com posto P na vizinhanga U.

Para cada ¢, os X*(D) determinam campos vetoriais FX'(D) e GN(X),definidos por
FX'D)(Y) = XY(D)Y. Se denotamos por

Sp = (FX'®  pXOy

entao a algebra de Lie gerada por ¥p é AL(Xp).

Afirmagéo 1. G; = FX'(D) ¢ tangente a M,7 =1,2,...,k.
De fato, caso contrario existe ¢ talque GG; nao é tangente a M. Quer dizer que existe
S € M tal que G;(S) € TsM.

A suposicio de ser i — ~' periédico implica que i — X{(D) e i — G, sejam
periédicos no caso em que ¢ > k. Como M = V(U) e S € M, entao existe T' € U tal
que VM, (T") = S. Denotemos por @ a sequéncia de 7 — (k + 1) zeros, entdo a aplicagao
definida por

alt) = VI(T',0.1)

é uma curva tal que &(0) = Gi(S), pois da definigio de V), obtém-se

a(r) = X' D5 (3)

assim &(0) = G;(S). Pode-se também olhar que (3) define o fluxo de G; que passa por S.

De maneira quase-analoga, a aplicagao ¢ definida por
P(T) = VI(T,0,0)
é exatamente V;p, pois é s6 considerar
v:RF — R xR 'x R
T — (T,0,0)
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e segundo a defini¢ao obtém-se
VkI,VD(T) = VE%W(T))

mas
(dp)r(BRYC R* x R™*'x R (4)

aplicando (dV"})(r,0,0) em (4) obtém-se
(dVip)r(R*) € (dVip)aeo(IR" x R x RR).
Para T = T" e usando o fato que V})\;, é um difeomorfismo obtém-se
TrM C (dV%)r00(RF x R x R),S = V{,(T")

como G;(5) = &(0) € T, M, entao

Dt
S

pOStO ((l‘/;{)v))(:r/v@,o) Z F + 1. (.

Caso contrario contradiz a que &(0) ¢ T,M. Logo (5) contradiz a maximalidade de
P = P(k,T°). Portanto todos os G; sao tangentes a M.
Assim AL(Xp) é tangente a M.

Afirmagao 2. dimGVN(X) = P.

De fato, a aplicagao
X{(D) — F~X'D

dd um isomorfismo de ALN(X) = AL(D) sobre AL(Xp), entio dimAL(D) =
dim AL(Xp). Mas AL(Sp) C AL(F) ~ AL™(X), logo dim AL(Xp) = dim AL(F). Por
tanto

AL(YXp) = AL(F) .
Pela Proposicio 2.1.11 tem-se que Y —s AL(F)(Y') é integravel com GV (Z) a variedade

integral maximal que passa por 1, segue-se que
TyGN(Z) = AL(F)(Y) = AL(Zp)(Y) € Ty M, para cada Y € GV (Z)

como a inclusio reciproca é imediata pelo fato do que M é uma subvariedade de GV (X)

obtém-se que
TyGN () = Ty M.
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Em particular para Y = S obtemos
dimGV (%) = P.

Isto quer dizer que o posto de (dV)’})r é igual a dim GV (Z) para algum T € IR*. O fato
de Vk{VD ser analitica e seguindo como na demonstragido do Teorema 1.1.5 obtém-se que
existe T° € IR tal que o posto (dV}’)r0 = dim GN(E). =

2.3. Propriedades assintoticas das séries exponenciais de Lie.

Neste paragrafo se trabalha com campos vetoriais definidos sobre uma variedade dife-
renciavel M que determinam um sistema de controle sobre M. O que se faz simplesmente
é trocar as indeterminadas pelos campos vetoriais usando uma aplicacao avaliacao.

O objetivo aqui é dar estimativas para a diferenga entre o valor da propagagao de uma
fungao ¢ € C°(M) ao longo de uma trajetdria controle n(F,u, zo, ) € uma série formal
denotada Ser(u)(F){(¢)(zo) construida a partir de ¢ e o sistema de controle. Essa série é
aproximada por polinémios Sern(u)(F)(¢)(xo). No caso em que os campos sao analiticos
a variacao |¢(n(F,u,zo,t)) — Sery(u')(F)(¢)(zo0)] é suficientemente pequena sobre partes

compactas, o que da lugar a uma convergéncia uniforme.

De maneira precisa, dado uma familia de campos vetoriais C*™, F = (Fy,..., F,) e
0 C IR™. Consideremos o sistema de controle (M, F, ) com semigrupo controle U, ({2)

definida pela equagao de evolugao
2(t) = Fo(z(t)) + D _ult)Fi(z(1)) , u=(uy,...,un) €EQ. (1)
i=1

Como anteriormente definiu-se A(X), A(Z), AN(Z) os quais estdo relacionadas por meio
da aplicacdo truncagio 7V, que liga A(Z) com AN(Z) e A(X) com AN(Z), onde £ =
(Xo,-..,Xm). Agora temos F = (Fo,..., Fn) e as mesmas algebras A(F), A(F), AN(F)

os quais estao relacionadas por uma aplicagao avaliagao
Ev(F): A(Z) — A(F)
onde para Xy = X;, ... X;, Fr=F, ... F, el=(i1,...,%).

EU(F)(Z?JIXI) = ZyIFI .
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A aplicagdo Ev se estende a

Ser(u) = Z(/OT(U) u1>X1.

Distinguimos os casos truncado e nao truncado.

Caso I. No caso nao truncado obtém-se

Evo(F)(Ser(w)) = Ser(u)(F) = Z(/OT(") u1) Fy

o que representa uma série formal de operadores diferenciais parciais no sentido em que
se tomarmos uma parte finita de somandos, ele é.um operador diferencial. Agora para
cada ¢ € C(M), obtemos que

(v
Eo(F)(Ser(w)(é) = Ser()(F)&) = ([ wi)(Fr9)

é uma série formal de fungoes C'* sobre M.

Caso IL Quando truncamos com 7V, obtemos

. T(u)
N (Ser(u)) = Sern(u) = > (/ u,) Xr.
1<y 0

Logo

Ev(F)(Sern(u)) = Sern(u)(F) = > (/OT(U) ul) Fy

HISN

representa um operador diferencial, pois é uma soma finita de operadores diferenciais.

Para cada ¢ € C>(M),

E(F)(Sern(w)(6) = Sern()(F)&) = 3 ([ ur) (Fr9)
1SN 0
o que é uma fung¢ao C'* definida sobre M.
Com essas notagbes calculamos agora a diferenga que nos interessa. Para xo € M
e u € U,(9) convencionamos denotar por =(F,u,zo,-) a trajetéria z(:) associada ao
controle u tal que z(0) = zo.
Para ¢ € C°(M) pomos a(t) = ¢(x(F, u,z0,t)) que é a propagagao de ¢ ao longo de

t — w(F,u,zq,t).

88



Derivando « e aplicando o teorema fundamental do célculo, temos
$(x(F,u, z0,1)) = $(z0) + Z / 7 (F,u, z0,))ds ,uo = 1 2)
Tomando Fé no lugar de ¢ em (2), obtém-se
(F:6)(x(F,u, 20, 5)) = (Fié)(x0) + Z [ ui D F (@) (r(Fu, 20, 7))dr (3)
e substituindo em (2), obtém-se
(P aot)) = éloo)+ X ( [ wls)ds) (Fid)(ro
+ z/ [ i) (D EF ) (w0, 7))drds.

Repetindo esse procedimento sucessivamente, obtemos

o(m(F,u,z0,t)) = ¢(20) +Z(/ (1:) Fi¢)(z0)

(/ / u; dT(lS) FiFi¢)(xo)

‘*‘i// / w;(8)u(T)ur(o)(FRFjFd) (7 (F, u, x0,0))dodTds
= S ([w)E) + T ([ w) (R + .

|7j=0 *7° 17]=1
+ Fré)(zo)
([
+ o ? Uiyt T 1) ui2(7—2)ui1(7—1)
DI G AL
(F,l,. 11~+1¢)( (F,U,IO,Tl))dTl ---dTN+l~
Assim,
&(m(F,u,o,t)) — Sern(u')(F)(¢)(z0) = Y RI(u', F,¢)(xo) (4)
[I}=N+1
onde

Y, F, ¢)(zo) / / / u;, (Te) -« - wiy (1) (F18) (7 (F, u, xo, Tl)_)drl...drk
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Ry(u',F,¢)= S R, F é)(zo)  1=(it,. . ix). (5)
[Ij=N+1

Na realidade, estimar a diferenga em (4) é estimar o resto (5) i.e.

IRN(uta F, ¢)| < Z !Rl(ut’F’QS)I'
[I=N+1

Logo estimar a soma acima se reduz a estimar cada componente, isto é

|RI(u!, F, ¢)(x0)| < /Ot ./Ofk . /0T2|u,-k(7k)| o ui ()] [(Fré)(w(Fou,y 20, 1p))|dTy . dTe.

Finalmente o problema se reduz a estimar |(F78)(x(F, u, ¢, 7))|- Para tal fato assume-se
a existéncia de um compacto N que contém 7, para que sobre o qual Fé seja limitada.
Uma maneira de fazer a escolha de controles com tempos finais limitados por um niimero
positivo tal que em qualquer ponto do compacto I estejam definidas suas trajetdrias

associadas até um tempo fixo é dado pelo seguinte Lema.

Lema 2.3.1. Dado um compacto A" C M e A > 0. entao existe um tempo 7(A, A) > 0
tal que 7 (F, u,zo,t) é definido para cada 29 € I, cada t € [0,T(u)] desde que u € U,,(2)
satisfaz:

Dl <A, 0<t<T(w)

i) T(u) < 7(K,A) .

Mais ainda se U, 4(Q) denota o conjunto dos controles u € U, () satisfazendo i) e ii),

entao o conjunto
KAT = {m(F,u,z0,t): 20 € K,0<t <T(u) <T,u € Up a}

é compacto, desde que T < 7(K | A).

Prova. Aplicando o Teorema da dependéncia continua para cada zo € K, existe um
aberto U 3 z¢ e um tempo T, > 0 tal que t — #(F, u, 2,t) é definido para cada z € U,
e cada u € Un(Q), onde 0 < t < T(u) £ Ty, Pela compacidade de K encontramos
um numero finito de abertos U; 3 z; e T,, > 0 tal que t — #(F,u,z;,t) é definido em
Uu € Un(0),0 <t <T(u) £T,,t =0,...,n. Tomando T(K) = 1r?ii<lln{Tx‘} obtemos
que t —> 7(F, u, zo,t) é definido, para cada zo € K, cada t € [0,T(u)] e T(u) < T(K).
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Restringindo os controles u a satisfazer, ||u(t)|] < 4,0 <t < T(u),T(v) < 7(K, A), onde
7(K, A) =min{T(K), A} obtemos o desejado.

Na segunda parte tomamos U, 4(Q,T) C L2([0,T]), onde Uy, 4(R,T) é convexo fe-
chado e limitado na topologia fraca de Ly([0,7T])-e segue-se que Uy, 4(2, T) é fracamente
compacto. Agora consideremos a aplicagdo definida na proposicao 1.6.2 e disto segue-se

que KT é compacto pelo fato de ser imagem de Uy, 4(Q,T). »

Proposigao 2.3.2. Considere o sistema de controle (1), com ¥ = (Fy,..., F,,) campos
vetorials C'™ sobre uma variedade M. Seja K’ C M um compacto, A > 0,¢ € C=(M).

Entao para cada inteiro positivo IV, existe uma constante Dy dependendo de ¢, A, X', N

mas nao de u, tal que
|6(x(F.u, T(u), ) = Sern(u)(F)(8)(zo)| < DnT(u)™*!

para cada o € I, e cada u € U, 4, tal que T(u) < 7(K, A)

Prova. Para cada N € IV consideremos (5) e por uma limitacao obtemos

R F O < [ [ e (sl (7)) ((Fr)

(r(F,u 20,7 )|dmy ... dTNn 1.

Olhando a desigualdade acima, precisa-se dar uma limitacao para Fro(x(F,u,x0,7)).
Como K é compacto e A > 0 segundo o Lema 2.3.1 existe 7(K, A) > 0 tal que K47 =
{7(F,u,z0,t) : 70 € K,0<t < T(u) <T,u€ U, 4} é compacto desde que T < 7( K, A).
Logo Fj¢|iar é limitada para cada I com |I| = N + 1, e daf que existe Cn tal que
[(Fr¢)(z)] < Cn, para cada x € K4T e |I| = N + 1. Na realidade como a quantidade
dos I de comprimento N + 1 é finito, pode-se escolher um Cy tal que |(Fr¢)(z)| < Cn
para cada £ € K47 e cada I com [I| = N + 1, segue-se de u € U, 4 que

|ui,(7'j)l < A paracada 3=1,2,..., N+ 1

Substituindo isto na desigualdade acima obtém-se
I/t Ny [PV 2
IRI(u, F, ¢)(20)| < A /O /0 /0 ((F16)(n(F,u, 2o, 7))ldr . .. d7avsn
e pela existéncia do Cy que limita (Fré){n(F,u,zq, 7)) segue-se
tN+l

|RI(u*, F, 8)(z0)| < ANP'Cn TESTE
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e tomando B = max{1, A} obtemos

BN+1

It
IR (', 8)(wo)l < On txrpyy

[T(u)]™ .

Finalmente fazendo a somatéria sobre os I tal que |I| = N + 1 obtém-se

B 4\-+ 1

lRN(utv Fa ¢)(LO)I S Z CN [T(u)]N+1(nl + 1)N+1a

[I|=N+1 (N +1)!

pois I tem (m + 1)N*! escolhas se |I| = N + 1. Por tanto
N+1

TR

|RN(Ut, F, ¢)($0)| < D}\'.[T(u)]N+1, onde DN = CN
para cada 19 € K, cadauvu € U, 4, T(u) <T, 0 <t <T(u). n

Como pode-se observar na estimativa acima, para poder obter convergéncia uniforme
de Sery(u)(F)(¢) precisamos que a cota Cx que aparece na demonstragdo nao dependa
de N. Pela hipétese de analiticidade sobre a familia F, a variedade M e as fungoes

¢ € C¥(M) consegue-se o que desejamos. Iniciamos isto com um lema prévio.

Lema 2.3.3. Sejam F = (Fp, ..., F,) uma familia de campos vetoriais reais analiticos
sobre uma variedade analitica M, e seja ¢ : M — IR analitica. Pomos K compacto.

Entao existe uma constante C > 0 tal que a estimativa
|(Fre)(z)] <A1C”

vale para cada ¢ € N,y € Z*, e toda escolha dos indices ty,...,7m , 0<¢; <m, I =

(215 -+ 5 2y)-
Prova. Veja [16].
Proposigao 2.3.4. Considere o sistema de controle
z(t) = Fo(a Zu, z(t)),u = (U1, ..., uUm)

Assumamos que:
1) M é uma variedade real analitica, F' = (Fp,...,Fn) campos reais analiticos.
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2) A um real positivo.
3) K C M, compacto.
4) ¢ : M — IR analitica.
Entao existe um tempo 7" > 0 tal que para cada z € K, e cada u € U,, a para o qual
T(u) < T se tem:
(a) t — w(F,u, r,t) é definida para 0 <t < T'(u)
(b) Sern(u)(F)(¢) 25 ¢(x(F,u,t,-)) sobre K, u € Up a, T(u) <T

Prova. (b) Como A > 0, K C M compacto, existe 7(/, A) > 0 para o qual se cumpre

(1) e (ii) no Lema 2.3.1. Mais ainda o conjunto
KAT = {m(Fyu,20.t): 20 € N, 0 <t <T(u)<T', u€Upa}

é compacto desde que 7’ < 7(K, A).
Tomando Sery(u')(F)(g) para ser a N-ésima soma parcial de Ser(u')(F)(¢) e como

lo(m(F,u, 20, 1)) — Sern(u')(F)(8)(xo)] = |Rn(u", F, ¢)(0)]

onde

> R« Fo)x) e (2)

[Il=N+1
. t TN+ 2
IR (', F, $)(x)] < AA“/O/O ! /0 (Fr8)(x(Fyu, 2, 0))|dr . . . dryss
t!\'+l

(N +1)!

Ry(u', F, ¢){(x)

i

< AN sup{|(Fro)(n(F,u,z,7))}

N+1
- %)ﬁ)‘!supu(w(ﬂﬂ u,z, 7))} 3)

disto, por uma majoragao em (2) e substituindo (3) obtemos

t (At)NH N+1 ’
Ry(u', F, ¢)(2) < (—m(m + )N sup{|(Fro) (v (F u, 2, 7))} (4)
onde (m + 1)V*! denota o niimero de combinagdes possiveis dos I = (7y,...,in41). Aqui
o supremo é tomado sobre todos * € K, u € Un 4, T(u) < 7', logo pelo Lema 2.3.3

existe uma constante C' > 0 tal que

(Fi¢)(x)] < CVHU(N +1)!
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para cada z € K4T'| I = (4;,...,4%), |I| = N+1. Nestas condiges 7(F,u,z,t) € K4T

e em particular obtém-se
sup{|(F1¢)(r(F,u,z,7))[} < CV*(N +1)! (5)
substituindo (5) em (4) obtemos
|Ru(u', F, ¢)(2)] < [CAT'(m + 1)]V+

para cada u € Uy, 4, com T(u) < 77,0 <t <T(u), |I| =N +1. Finalmente é possivel
fazer a escolha de um T < 7" tal que CAT(m + 1) < 1 e nestas condigbes a desigualdade

|6(r(F,u, ,8)) — Sery(u)(F)(6)(x)] < [CAT(m + 1)]"*!

da a convergéncia uniforme sobre K, desde que N — oo

(a) o mesmo T acima satisfaz para a primeira parte.

94



CAPITULO III
CONTROLABILIDADE LOCAL

Neste capitulo introduzimos o conceito de controlabilidade local para um tempo sufi-
cientemente pequeno (CLTP) a partir de um ponto dado. Este conceito induz a estudar
condigoes suficientes para que um sistema tenha tal propriedade. Uma delas é a que se
conhece como a condigao de controlabilidade local segundo Hermes (CCLH).

Usamos como ferramenta o formalismo exponencial desenvolvido no Capitulo II (com
¥ = (Xo, X1)) para estudar variagoes de controle, o que fornece controlabilidade local
no ponto em mengao. Isto é, trajetérias do sistema (2) (abaixo) sdo aproximadas pelas

trajetérias do sistema formal em GV(X) definida por

Y(t) = Ho(Y (1) + u(t) Hi(Y (1)), [ul < A
onde Ho(Y) = XoY e H (V) = X Y.
3.1 Formulagao da conjectura de Hermes.

Para a formulagdo da conjectura precisamos de alguns conceitos preliminares e fixar
o tipo de sistema de controle com a qual trabalharemos.

Seja o sistema de controle

(1) = Fola(t) + S wi()Fi(t)), 9= B0, A) € R" )

A idéia de (CLTP) a partir de um ponto z4 é poder mover-se a partir de x5 em todas

diregoes, seguindo trajetdrias correspondentes a controles dados.
Definigao 3.1.1. Um sistema de controle (M, X, ), definido em (1) é dito localmente
controldvel em um tempo suficientemente pequeno (CLTP) a partir de zo, se A(xo,1)

contém uma vizinhanga de o para cada t > 0.

Para nosso caso especifico consideremos o sistema

2(t) = Fo(z(t) + u(t) A(2(t))  fu(t)| < A (2)
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Em analogia com pontos de equilibrio de um campo vetorial, definiremos ponto de

equilibrio do sistema descrito acima.

Definigao 3.1.2 Um ponto #y € M é dito um ponto de equilibrio do sistema de con-
trole (M,X,Q) (@ = B[0, 4]) definido por (2), se existir u € R,|u| < A tal que
Fo(.’l'o) + uFl(Io) =0

Definigao 3.1.3. Um ponto zo € M é dito um ponto regular de equilibrio do sistema de
controle (M, £, Q), definido por (2), se existir u € IR, |u} < A tal que Fyo(zo)+uF (zo) = 0.

Observacgao.

i) Se xo € M é ponto de equilibrio (ponto singular) de Fp, entdo zp é ponto de equilibrio

do sistema de controle (M, ¥, Q). Pois basta tomar u = 0.

i) Exceto no caso trivial em que A(zo,t) = {0}, para todo t > 0, o escalar v nas
defini¢ées 3.1.2, 3.1.3 é tinico. De fato, siponhamos que existam u,v € IR, |u| <

A, |v] < A, satisfazendo

Fo(xo) + uFy(a0) =0 e Fy(ag) + vFi(20) =0, entdo uFi(zo) = vFi(zo)
Ocorre que:
Fi(z0) =0 ou Fi(zg) #0

Se Fi(xo) = 0, entdo Fo(xzo) = 0 e para cada controle u, a trajetéria associada satisfaz
7(F,u,z0,t) = xo. Logo, A(zp,t) = {z0}, para cada t > 0.
Se Fi(zo) # 0, entao u = v.

iii) A reciproca nem sempre é verdadeira, mas é possivel transformar nosso sistema original
em outro sistema na qual o ponto que foi de equilibrio do sistema, é agora um ponto

de equilibrio do campo nao perturbado no sistema transformado.

Com efeito, consideremos
#(t) = Fo(z(t)) + w()Fi(x()) , [u(t)| < A

como nosso sistema original e seja 3 um ponto de equilibrio deste sistema, entao existe

um escalar 7 € R, |u] < A tal que

Fo(xo) + ©Fy(z0) =0
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Considerando os campos F' = Fy + uF), G = F, formamos um novo sistema

i(t) = F(z(t)) +v(t)G(z(1)) , |o(t) < B (3)

onde v(t) = u(t) — @ Neste caso F(zo) = 0. Entdo pode-se dizer que zo é ponto de
equilibrio de F. Agora para ter algo de compatibilidade do novo sistema e o original,
e para que nao seja isolada do sistema original procuramos uma relacao entre suas

trajetorias. Isto é, entre A e 3.

Lema 3.1.4 (a) Cada trajetéria do sistema (3) é uma trajetdria do sistema (2) desde que
f< A
(b) (CLTP) a partir de 2o no sistema (3) implica (CLTP) desde 74 no sistema (1).

Prova. a) Seja x(-) uma trajetdria associada ao controle v no sistema (3), entao

#(t) = F(x(0)) + e(DG((0)) ()] < 8
£(t) = Fo(a(t) + ((t) + @) Fy(a(2))

r(-) serd uma trajetéria do sistema (2) desde que nés encontremos um controle associado

a dita trajetoria. Para u(t) = v(¢) + @ temos
lu(t)] < ()] + 7] < B+ [u] < A.

Conclui-se que:
Se B < A — |u], a parte (a) é satisfeita.

(b) Se temos que 8 < A— g, por (a) toda trajetéria de (3) é uma trajetéria de (2), entéo
Aj(xo,t) C Ay(zo,t) para cada t > 0.
Ao supor que (3) é CLTP desde z¢ a conclusao segue da inclusao precedente.

A espécie de reciprocidade apresentada na observagao (iii) é respondida pelo Lema
3.1.4 em outro sistema. Na realidade o que fazemos é uma translagdo no conjunto onde

os controles assumem valores.
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Seja AL(F) a algebra de Lie gerada por F = {F,, F;}. Para cada k € IV U {0},
considera-se o subespaco ALi(F) C AL(F) gerado pelos colchetes que contém Fj no
maximo k-vezes

Por exemplo
se k=0, entdo ALy(F) = {\Fy: ) € R}
se k=1, entdo AL,(F) é gerado por Fy, Fy, [Fo, Fi], (adFp) (Fy),7 >0 .

Assim obtém-se uma cadeia AL;(F) C ALy(F) C --- C AL,(F) C --- de subespacos
vetoriais e com estas convengoes formulamos a CCLH.

O sistema de controle (M, 2, Q) definido por (2) satisfaz a condigao de controlabilidade
local segundo Hermes (CCLH) em z¢ se as seguintes condigoes sao satisfeitas
(CCLH1) 20 é um ponto regular de equilibrio.

(CCLH2) dim AL(F)(z¢) = dimT,, M (condigao de posto da algebra de Lie).
(CCLH3) A sequéncia crescente de subespagos {ALy(Fo+uFy, F1) : k =0,1,...} satisfaz

ALk(F() + uFl, Fl)(ilfo) = ALk+1(F0 + ‘ltFl, F])(.T())

desde que k é impar
A conjectura de Hermes.

Uma condigao suficiente para CLTP a partir de x4 é que o sistema (2) satisfaca CCLH
em .
Isto provaremos adiante.

Observagao

1) (CLTP) a partir de ¢ é uma propriedade local. Como interessa A(zo,t) para t sufici-
entemente pequeno, pode-se supor que M = IR" ou M subvariedade aberta do IR" e

tomar xg = 0.

ii) no caso (i) é possivel considerar Fp(0) = 0. Isto é, o ponto zo = 0 é de equilibrio de

Fy, e sera de equilibrio do nosso sistema transformado (tomar @ = 0)

iii) o sistema (2) é transformado em

i(t) = Fo(o(t) + u(OA(2(t)  u(t) <1 (4)

- pois é suficiente trocar F) por AF; no sistema (2).
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iv) Se o sistema (2) satisfaz CCLH em gz, entdo o sistema (3) satisfaz CCLH em z,.
Com efeito, CCLH1 é satisfeito pela observagao (i) da defini¢io 3.1.3, CCLH2, CCLH3
decorre do célculo dos colchetes [F + uFy, Fi] = [Fy, Fy] e assim sucessivamente. Em

particular o sistema (4) satisfaz CCLH em 0.

No que segue consideraremos um caso particular da 4lgebra associativa livre e lemas
relacionados com ele que permitem de alguma forma provar a conjectura. Ou seja, tra-
balhamos com A(X), AM(X), onde ¥ = (Xp, X;). Se Y € A(X), entio ¥ = Ty, X; é um
polinémio nas indeterminadas Xy, X;. Assim é natural falar do grau total e parcial em
X1 denotado por dY,0,Y respectivamente (veja segao 2.1). Como uma ilustragao temos
que, se ¥ = XX} + Xo X1 Xo X}, entio Y =8, 0,Y =5

De maneira aniloga pode-se considerar a ordem w definida no capitulo II, e w; or-
dem parcial relativa a X; (veja segao 2.1). Ainda por propriedades de ordem tem-se
w(¥1Y2) > w(Y]) +w(Y3) e wy(¥1Y2) > wi(Y1) + wi(Y2) no caso em que a dlgebra de série
de poténcias formais for definida num anel arbitrario, mas tem-se igualdade se o anel fosse

um dominio de integridade (veja [19]).

Definigao 3.1.5. Um elemento Y € G™(X) é dito distinguido se existe p € IV,T° € IR®,
com coordenadas estritamente positivas tal que o D-controle {D,T°} é N-normal e

Sern({D,T°}) = Y.

Observagao

1) a existéncia de elementos distinguidos é garantida pela proposigao 2.2.5 desde que
Aff(D) = IR (neste caso D = {—1,1}). Assim Sery({D, T°}) é distinguido para cada
D-controle {D,T°} N-normal.

ii) Seja Y distinguido e ¥ = Sern({D,T}).Y, para algum D-controle. Se Y e GN(Z),
entio ¥ é distinguido.

Com efeito, existe k € IV,7° € IRX tal que o D-controle {D,T°} é N-normal e
Y = Sern({D,T°}), logo

Y = Sery({D,T}). Sern({D,T°})
Y = e#X?(D) | nX'(D) teX¥D) | et X'(D)
mas
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Ve p((t, - bk, 51,y 8,)) = eX7 (D) XM D) Ger (1D T})

logo

N
(dViip.D )11 tirstvosy) = (dLsery({D,T}))x © (d‘/k],VD)(tl,...,tk)

como posto (de{\‘b)(tl,_,_,,k) = dim GV (), segue-se que o posto (dV ,H;]D,D)(,1 ‘‘‘‘‘ ter51rrsp) =

dim GN(Z).

Assim o D-controle N-normal satisfazendo as condicoes é

{D,T} = {D,TY#{D,T°, T =(ts,....tx,51,...,5,).

Lema 3.1.6 Para cada D-controle {D,T°} N-normal, existe um aberto U 3
Sery({D,T°}) e um difeomorfismo ¢ : U/ — IR? tal que Sery({D,¥(Y")}) = ¥’
para cada Y’ € U e ¢(Sery({D,T°}) = T°. T° € IR®

Prova. Como Y = Sery({D,T°}) = V,(T°) e posto ((le‘y\b)To = dimGN(Y),
entao pelo teorema da fungdo implicita existe um aberto V 3 15,V C RY tal que
VY, iV — GN(T) é um difeomorfismo. Logo é s6 tomar U = VI(V), o = (V)

Assim

Sern({D,¢(Y')}) = V)L (w(Y') =Y'  paracada Y €U. n

O lema precedente mostra que é possivel atingir vizinhangas de elementos distin-
guidos.

Consideraremos agora elementos distinguidos especiais. Para o caso ¥ = (X, X;)
definimos um automorfismo X : AN(X) — AN(X) pondo A(Xp) = Xo, A\(X;) = — X, e
estendendo de maneira inica. Dizemos que um elemento Z € AN(Z) é par ou invariante
sob A se é combinacao linear de monoémios que contém X; um numero par de vezes,
isto é: A\(Z) = Z. Caso contrario Z é impar. Assim cada Z € AV(X) pode ser escrito

como Z = Zpar + Zimpar-
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Cada elemento Y = Sery({D,T°}) € GM(X) pode ser olhado como Y = e?

(férmula de Campbell-Hausdorff), onde Z € ALN(X).

Lema 3.1.7 Seja Y € GV(X) distinguido tal que Y = Sery({D,T}) e T € IR, entéo

MY) = Sern({D, (0,T)}).

Prova. Seja T = (t1,...,t),Y = Serx({D,T}) = Vp(T) = et X*(D)  uX'(D) F

necessario comparar A(Y') e Sern({D, (0,T)}).
Como X{(D) = Xo + (—=1)"'X, para t = 1,2,...,k (veja segao
Y = (Xo, X1), D = {~1,1}) temos que

V = ete(Xo+ (1)KL pt2(Xo—Xi1) ota(Xo+X1)
e por uma aplicagio do autormorfismo A obtém-se

/\(},—) - etk(Xo-i—(-—l)'“Xl) o etz(Xo+X1)‘et1(Xo—X1)
por outro lado tem-se

Sern({D,(0,7)}) = Vi{1p(0,troe. o ts) , D={1.-1}

{D,(0,T)}{r)=1, 7=0
{D,(0,T)}(7)=—-1, 0<7<t

{D’(07T)}(T)=(_l)ka th+- it <7 <ty +---

logo

Sern({D, (0, T)}) = (Kot ___gia(Xo=1y

De (%) e (x*) temos

A(Y) = Sern({D,(0,T)})
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Observagao. Se Y é distinguido, entao Y.A(Y') é distinguido pela observagao (ii) da
Definigdo 3.1.5.

Seja Y = Sern({D,T}) = e distinguido, o seguinte lema permite encontrar

Y distinguido com Z par, e dai atingir vizinhangas de elementos distinguidos pares.

Lema 3.1.8. Existe um elemento distinguido ¥ = ¢Z tal que Z é par.

. . . 1 ’ ~ ,
Prova. Tomemos um elemento distinguido ¥; = eZ . Se Z! é par nao ha nada a

mostrar. Caso contrario, se constréi Y = e?, com Z par, por indugio da seguinte

forma: pela observagao do Lema 3.1.6 Y, = A(Y})Y] é distinguido, mas Y] = eZ 71
elemento de Lie, e pela decomposicao, Z' = Z}, + Z} ..., MZ') = Z},, — Zipa, cOM

Zaes Ziupar €lementos de Lie. Em particular w(Z},;) > 1.

par’ “impar

Por uma aplicagao da férmula do Campbell-Hausdorff a

1

1 71 1
A eZpar Zinlpar_ezpar+zfmpar

2 =

obtemos

1 1
Y, = e?éparth *

onde R'= LZL, = 2 B+ Zhopud + M2, NZD), 2] 4

9 impar’ “par mmpar

Como w(Z},.) > 1, w(Z},.) = 1 obtemos que w(Z},..Z4 ..) > 2. Mas R! é soma
VA

impar €M que aparecem no minimo dois desses fatores. Dai segue-se

de produtos Z},,,

que w(R') > 2.

Além do mais Y; € distinguido e Y, = eZ*, Z? elemento de Lie e pela decomposigao

Z* =7}, 4 Z} .. € conferindo com () obtém-se
7 =27} + R

de onde se vé que Z32

2 par €5td contido em R! e portanto w(Zf,,.,) 2> 2.
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Agora, considere Y3 = A(Y3)Y; o qual é distinguido. Também Y3 = eZ’, onde Z3
ars onde Z3 73

4 ; fx 3 73 3
€ um elemento de Lie que tem a decomposigio Z3 = Z3 4+ Z5 o Livapar

par imp.

sao elementos de Lie. Em particular w(Z], ) > 1.

Por uma aplicagio da férmula do Campbell-Hausdorff,
}/3 = széar+A(Rl).e2Z‘1,ar+Rl
obtemos de maneira analoga a Y3, que
Y; = e2Zpart R'+A(RY)+R?

onde

R+ X(R') = 5[ Zgas + Zitapar: Zpar — Zimpac) —2Zgac] + -

par impar’ impar

O] =

Como w([Z',\(Z")]) > 2 e w(Z],.) > 1 obtém-se w(R! + A(R')) > 3. Mas R? contém

par

colchetes de maior ordem, entao w(R?) > 3.

Mas Z2, + Z3 . = 2Z},. + R' + A(R') 4+ R?, significa Z3,,. estd contido em

‘par impar par

R+ A(R') + R? o que mostra w(Z3,,,.) > 3.

Continuando com esta iteracdo pode-se conseguir elementos distinguidos Y; €
GN(Z)tal que Y; = ', 77 = Zgar+Zf;npar, onde Z7 é elemento de Lie e w(Z,»];npar) > 7.
Tomando j = N+1, consegue-se Yy,1 = eZ" , ZN+1 = Zs;f1+Z£;‘;;r, w(ZfZlJ;;r) >
N 4 1. Isto quer dizer que ZN12 = 0 e por conseguinte ¥ = Yy, = eZpar Z5F ele-
mento de Lie. -

Como procura-se CLTP desde zo para o sistema (2) a idéia é construir para uma
quantidade suficiente de diregées v € T,, M curvas que realizam v e que sejam tra-
jetérias do sistema dependentes de um parametro § > 0 (pequeno). Em outras pala-

vras, se constréi uma familia de controles us(-) que levem zo em ys tal que yo = zo, ys

é C' em 6 e que (%@) (0) = v.
5

. . . T .
Para isso consideramos o sistema formal em GV (Z) definido por

V(1) = Ho(Y (1)) + w() Hu(Y (1)), ul < A (+)
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Para ter uma relacio deste sistema com (2) devemos definir uma aplicagao V:UC
GN(Z) — M, U vizinhanga de 1 tal que ¥(1) = o e ¥ aproxima as trajetérias de
(¥) as trajetérias de (2). Isso é possivel se consideramos AL™(F) (truncado), com

F = (Fy, F}) e se definirmos Ev : ALN(E) — ALN(F) por Ev(X,) = Fo, Ev(X,) = F.

O problema se resolve ao conseguirmos atingir uma vizinhanca U 3 1 desde 1
ou também se atingirmos desde 1, uma vizinhanca U de algum ¥ € GN(X) tal que
'l,/’(},) = Ip.

Teorema 3.1.9. Se o sistema de controle (M, ¥, ) definido por (2) satisfaz a CCLH
em o, entdo (2) é CLTP desde 2.

Prova. Pelas observacées 1), ii), iii), iv) feitas na formulagao da conjectura é suficiente
supor M = IR"*, 29 = 0 e que nosso sistema é dado pela equacao (4). Provaremos que
ele é CLTP desde 0. A conclusao segue-se do Lema 3.1.4 b).

Afirmacao 1. Existe uma sequeéncia Yj, ..., Y, de monémios de Lie em Xy, X tal que
os vetores Ev(Y7)(0),..., Fv(Y,)(0) formam uma base de IR".

Com efeito, por CCLH2 temos que AL(F)(0) = R" dai que existem campos
Ghy...,Gn em AL(F) tal que G41(0),...,G,(0) formam uma base de IR", segue-se

que existem monoémios de Lie Y,...,Y, com Fv(};) = Gi,..., Ev(Y,) = G,.

Dito de outra maneira, existe £ € IV tal que

U AL(Fo, F1)(0) = R 0

k=0
Com a existéncia dos monoémios de Lie Y7,...,Y, acima é possivel considerar os

graus D = {gg{a)i}, D, = 1?;%)5L{al}i}'

O préximo passo é a escolha de uma base para ALY(E) formada por monémios de
Lie, mas mantendo sob controle os graus 9,d;. Iniciamos isto separando o conjunto
de monomios como segue: para cada t,j denotemos por Mon (z,7) o conjunto dos
monodmios de Lie 8 em X, X; tal que 3(8) = ¢,0,(8) = 3, isto é
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Mon(1,0) = {Xo} Mon(1,1) = {X;}
Mon(z,5) = |J {[A,B]: A€ Mon(éy,5), B € Mon(ss, j2)}

i]+i2=i‘
n+tiz=s
Para o espago vetorial E;; = (Mon(7,j)) gerado por Mon(z,j) fixamos uma base
Bij = {Bijx : 1 <k < k(i,7)} com a qual trabalharemos.

Para cada j < F temos, AL;_1(fo, F1)(0) € AL;(Fo, F1)(0). Entao é possivel
completar AL;_;(Fo, F1)(0) com Ev(B;;1)(0) com ¢,k apropriados para obter

AL;(Fo, F1)(0) = (AL;1(Fo, F1)(0) U {Ev(Bi)(0) : (¢, k) € a(5)})

onde

a(y) = {(&, k) : AL;(Fo, F1)(0) = (AL; 1 (Fo, F1)(0) U { Ev(Bijx)(0) 1) }-

Se denotamos por F' = max{d(Bi1) : J < E e (i.k) € a(j)} entdo para cada j > 0
todo elemento de AL;(Fo, F1)(0) é uma combinagao linear dos Ev(8is)(0) satisfazendo
1 < F,s<j,s<E. Pois U (Mon(7, k)) e os de completamento Ev(Bisx)(0) geram
k<j-1
AL;_1(Fo, F1)(0) para (i,k) € a(y), : < Fs <j,s < E.
Por uma razao que esclareceremos adiante escolhemos Q € IN,Q > Fe N € IV
tal que D 4+ QD; < N. Para este N € IV consideramos ALN(X) a algebra de Lie

livre nilpotente de ordem N + 1. Temos que ALY(E) = (| JMon(z,;)), entao cada
i<N
Z € ALN(Z) tem uma representagio Unica

Z =33 ziubijx (5)

i<N j<i k

Agora o Lema 3.1.8 garante que existe um elemento distinguido Y tal que Y = e,

com Z € ALN(X) par. Segue-se que existe um ¢ € IV,T € IR? com coordenadas

estritamente positivas tal que
Sery({D,T}) =Y

q
onde {D, T} é N-normal (i.e. Y é atingivel desde 1 num tempo ||T|| = D _t;).

i=1
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Como Z € ALN(X) é par, segue-se de (5) que

Z = Z Z Zzukﬂuk (6)

i<N ;<1

onde ¥? percorre os valores pares de j.

Uma aplicagao do Lema 3.1.6 ao D-controle { D, T} N-normal assegura a existéncia

de um aberto I/ 3 Y contido em GV () e um difeomorfismo

YU — RY

tal que Sern({D,¥(Y')})=Y',paraY e Ue)(Y)=T
Isto significa que o sistema definido em GN(Z) tem a propriedade de acessibilidade,
pois nés conseguimos um aberto U 3 Y tal que U/ C SN(E, Q) = Sery (U (Q)).
Parai < N,j < i,k < k(4,7),j— par, por CCLH3 obtém-se que AL;(Fp, F})(0) =
AL;_1(Fo, F1)(0), entdo Ev(B3:;:)(0) € AL;_;(Fo. F1)(0) com ¢, j, k com acima. Segue-

se de (5) que existem coeficientes €2 tal que
EU z]k 'I" Zﬁ?]b]:E'L abc ) =0 (7)
abe

onde a soma percorre sobre a < F, b < j, ¢ < k(a, b).

No que segue construimos uma familia de controles dependentes de parametros ¢, p

perturbando o elemento de Lie par Z.
Para a < F,b < j,b < E,c < k(a,b),i < N,j < i,k < k(4,) associamos uma

familia de nimeros reais ¢ = {e2{} e p = {p; : 1 = 1,...,n} e definimos
ZMe,p) = 2+ 3D E5eliBave + 2 piY;
i3k abc 1=]1
Y'(e, p) = 7).

Temos que Z'(0,0) = Z, Y'(0,0) = Y = e?. Pode-se ver ¢, p como k-uplas e considerar
a norma de maximo |¢| = max{|6;‘]”,§|}, |p| = max{|p:|}. Assim, pela continuidade de

Y'(:), existe @ > 0 tal que:

Y'(e,p) €U, desde que [¢|]<a, |p|La. (8)
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Para ¢, p satisfazendo (8) definimos controles dependentes dos paradmetros ¢, p por

Uep = {D7 "»b(yl(&:’ ,0))}

e neste caso temos que

Sern(ue,,) = Sern({D,¥(Y'(e, p))}) = Y'(e, p)

ou seja

Sery(ue,) = eZ'(=0)

Quer dizer conseguimos atingir a partir de 1 € GV () pontos que sdo exponenciais

da perturbagao de Z (par).

No que segue procuramos controles que dependem de é, onde 0 < § < 1 é um

parametro que altera o tempo final. Nos referimos aos controles

ul, = 69D, 6%(Y"(<, p))}.

Nos interessa o comportamento desses controles sob Sery.

Para § > 0, seja As : ALN(Z) — ALY (Z) o automorfismo definido por As(Xo) =
6Xo, As(X1) = 691 X,. Como GV (X) é simplesmente conexo e TyGN(X) = ALN (D),
pela teoria de Lie, existe um tnico automorfismo s : GN(E) — GN(Z) tal que

(dps)1 = As (veja [18]) e como ¢s é automorfismo, segue-se que exp odyps = s 0 exp.

Seja o sistema de controle definido em A™(X) que se restringe a GV(X) (observagao
(3) da segao 2.1)

Y(t) = Ho(Y (1)) + uHi(Y(2))  Ju[ <1 *
onde Ho(Y) = XoY, Hy(Y) = X,Y.

Temos que (dgs),(Ho)(1) = (6Ho)(1), (dps)i(H1)(1) = (62F'H,)(1) e portanto
Hy e 6Hy, Hy e 691 H, sao ws-relacionados. Para uma trajetéria Y'(-) de (), Z(t) =

vs(Y(t)) é uma trajetéria do sistema

V(1) = 6Ho(V (1) + ws Hy(P(t)  Jul < 1.
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Se consideramos Z(t) = @s(Y (t/6)) tem-se que essa é uma trajetéria de (%), isto é

Z(t) = Ho(Z(t)) + uH,(Z(t))

que é associado ao controle v(t) = §2u(t/§). Agora aplicando @s a Sery(u, ,) = eZ (=)

e usando a relacao exp o(dps); = s o exp, obtemos

ws(Sern(u.,,)) = €2 ()
onde Z5(e, p) = (dpeu(Z1(e, p)) = As(Z1(e, ).
Explicitando As(Z(e, p)) temos que
Z%(e, p) = Z3 () + Z3(p)

onde

ZHe) = Y (zijn 6V Bk + 3 6T e Base)
abe

ik
Z2(p) = 5" 600y | d(i) = B(¥:) + Qy(Y:).

i=1

Como Sery(U,(0)) € GN(E), o automorfismo pode ser reescrito como

vs : Sery(Un (Q)) — Sern(Un(£2))
ws(Sern(ue,)) = SerN(uﬁ,p)

ou ainda

s : Un(Q) — Un())
995(ue,p)(t) = ug,p(t) = 6Qus,p(t/6)'

Pela unicidade das solugdes deve-se ter .
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SerN(uiyp) = @s(Sern(ue.,,))-
Como conclusao, temos:

1) multiplicar cada t; por § equivale a multiplicar Xy, X; por é

ii) multiplicar o controle por §2 equivale a multiplicar X, or 9.

A transformacio ¢; transforma trajetorias de (%) em trajetérias §-dependentes,

por tanto os pontos atingiveis dependem de 6.

Por (7), para cada 7jk, a soma Z percorre sobre os indices a < F,b < j. Entao
abc
para cada abc nessa soma temnos

1+ Q) —(a+Qb)>1—a+Q2>1 pois j—b2>1, Q> F.

Esta é a razao da escolha de Q.

Como queremos usar a Afirmacao 1, definimos os parametros £(é) por

£(8) = {<3i(8)}, €fi(8) = 8+ Pz

Pode-se observar que E?j”,f(é) — 0 se § — 0 para cada a,b,c,7,7, k. Isto da lugar a

Zi(e(8) = > (zijk5i+QJ/3ijk + Z5a+Qb€?J‘bI:6i+QJ_G_szijkﬁabc)

i7k abc

= 3zt (ﬁijk + Zﬁf’ff&m) . (10)

ik abe
Por outro lado, de 3(Y;) < D,01(Y;) < D1, D+ @D, < N obtém-se

d(3) = B(Y}) + QAy(Y) < N.

O que justifica a escolha do N. Agora considerando a bola unitaria fechada B, € IR" -

e pelo fato acima, é possivel definir

p(57 y) = (,01(5,?/), ) pn(gay)) 3 pi((S’ y) = 6N—d(i)yi
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para cada y = (yy,...,y,) € B,, que converge uniformemente a 0 em B, (Pois para
cada € > 0, basta tomar § < e!/N~4(%)), Usando (9) e p(6,y) obtemos

Z(p(8,y)) = 6 (Z ym) |

=1
Dado a > 0, existe § > 0 tal que |e(6)] < a e |p(6,y)] < a para 0 < 6§ < 8,y € B,

(o que decorre da convergéncia uniforme de p e continuidade de (-)).

Com isto conseguimos controles dependendo de um parametro 6 > 0,y € B,

definidos por

.6
Usy = Ue(s),0(8,v)"

Como Ser,\v(uf,p) = e%6(=P) entio

Sern(vs,y) = Sel'N(“f(S),p(s,y)) = eXP(Zal(E(é)) + Zsz(ﬂ(fs,y)))
= exp(6V Yy + Z}(<(6))) (11)

=1
e desenvolvendo a exponencial obtemos
Sern(vsy) = 1+ 8~ (D yi¥s) + B(8,y)
i=1

onde B(é,y) é uma soma de termos que envolvem

1) poténcias do Z}(e(é))

ii) um produto de fatores &V (Zini) , Z£(¢(8)) contendo ao menos dois fatores dos
i=1
quais um deles é do primeiro tipo.

Por (7) obtém-se Ev(Z}(£(8)))(0) = 0. Segue que cada poténcia (Ev(Zj(e(6)))™)(0) =
0. Observamos também que cada produto do tipo (ii) contém ao menos um fator §¥+1,
onde &V é tirado de &V (Zini> e 6§ de Z}(e(6)) por ser um elemento de Lie. Nestes

=1
termos temos
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Sery(vsy) =1+ &N ( yiyi) + Wy + 6N,
=1

Wi contém somas de elementos do tipo (i)
W, contém somas de elementos do tipo (ii)
ambos dependentes de é,y. Além do mais, temos que Ev(W;)(0) = 0.

Como M = IRV, cada funcao a valores em IR" é determinado por suas fungées co-
ordenadas, ja que estas distinguem os pontos. Portanto conhecer ¢(x(F, vsy, T (vsy),0))
para cada ¢ € C*(M) é determinar 7(F, vs,. T(vsy),0). Aquié onde usamos o compor-
tamento assintotico destas trajetorias. Denotamos por 77(8,y) = n(F,vsy, T(vsy),0),
logo para uma funcao ¢ € C* definida em uma vizinhanca de 0, da equacao (4) da

se¢ao 2.3 obtém-se

o(r7(6,y)) = Ev(Sern(vsy))(¢)(0) + Bn(vsy, F, 9)(0)

mas

n

Ev(Ser (vs,))()(0) = 6(0)+6~ (Z yi<G,-¢><o>)+<Ev<wa)¢><0>+6N+1(Ev(waw)(m

=1

logo

N
¢(7"(6,y)) = ¢(0) + 8" (Z yi(Gi¢)(0)) + 6" (Ev(W2)9)(0) + R (vsy. F, 6)(0)

1=1

como Ry(vsy, F, $)(0) contém §¥*! como fator, segue-se que

6(a(6,9)) = 6(0) + 6" S 0Gi(0):6) + 06
onde

0(6N+1) = 6N+ (Ev(W2)9)(0) + By (vsy, F, 6)(0).

Denotando por 0(8) = T(vs,,) = 6T (ue,,) disto segue que 0(§V*!) — 0, se § — 0.

Em particular se-tomamos ¢ = P; a j-ésima projegao obtemos
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P8 (z )8,) + B 06™) '
mas Gi(0).P; = P;(G;(0)), entao ()

toma a forma

Pi(r(8,y)) = 6~ (Zn:yin(Gi(O))> + P;(0(87*)).

=1
Assim,
™ (8,y) = 6~ (Z ini(O)) +0(8™+).
=1
Seja agora a tlansforma,(;éo linear L : IR" — IR" definida por L{y) =
L{(y1,---,9,)) Zy, ), qual é inversivel com inversa P = L™, i.e. (P(G(0)) =

NG (0)) = e,-). Qendo B, € IR" a bola unitéaria, para * € P~}(B,) define-se a
aplicacao
o(t,a) = == ("N, P(z))

o(t,) é atingivel a partir de 0, através do controle vy p(,). Como 7~(é,y) = N L(y)+

0(6N+1) segue-se que

oft, ) = tr + 0((tV/M)N+1)
isto é
o(t,z) =tz + 0(t)

onde 0(t) = O((¢1/N)N+1),
Pela continuidade de P, existe uma bola fechada B 5 0 tal que P(B) C B, e nesta

bola B definimos as aplicagoes

B:: B— R", pBix)= %a(t,x)

que como pode ser visto facilmente, convergem uniformemente para 1dp quando ¢t — 0
. : 1 , . ,
(pois ||Bi(z) — idp(z)|| = ?HO(t)H — 0 set — 0). Além do mais, cada 3,(B) é com-

pacto.
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Afirmagao 2. 3,(B) contém uma vizinhanga de 0 para ¢ suficientemente pequeno.
Com efeito, temos que 8,(B) = B + 0(t)/t é simplesmente uma translagio de B cen-

trado em 0(t)/t. Como B;(B) — B quando t — 0 (pois 0(t)/t — 0) conclui-se que

Bi(B) contém uma vizinhanca de 0. a

Afirmagao 3. O conjunto C; = {o(t,r) : € B} contém uma vizinhanca de 0 se ¢
for suficientemente pequeno.

Com efeito, isso decorre da igualdade C; = t3,(B), pois pela Afirmagao 2, 3,(B) contém
uma vizinhanga de 0 para ¢ — 0 e se definimos A; : R — IR", \{(z) = tz, que é uma

homotetia, entao A;(5;(B)) = C; contém uma vizinhanga de 0. O

Como nosso propésito é provar que A(0, s) contém uma vizinhanca de 0 para cada

s> 0, temos a

Afirmacao 4. C, C A(0,t/N7), para t suficientemente pequeno, onde T é a cota
superior dos tempos T({D, ¥ (Y(g, p))}) para |¢| < o, |p| < a.
Com efeito, seja z € Cy, entdo z = o(t,r), v € B, mas o(t,z) = ("N, P(z)),
segue-se que z é atingivel desde 0 em um tempo T'(vsy), onde 6 = VN oy = P(2).
Lembrando o controle v, , = {D,¥(Y'(¢,p))}, seu tempo terminal é T'(u.,) =
[1(Y'(e,p))||, onde || - || é a norma da soma, mas || < «,|p|] < a e pela con-
tinuidade de ¢(Y’(:)) e da norma || - || temos que |[)(Y'(g, p))|| é limitada. Seja
7 = max{||(Y'(g,p))|| : le] < @, |p| < a}. De T(vsy) = 6.T(ue(s),0(5,)) Obtemos que
T(vsy) < 8T desde que |e(6)] < a e |p(,y)| < a.
Isso significa que z é atingivel desde 0 em um tempo T(va/w ), mas T (v ) <

t1/N7, dai temos que z € A(0, #*/N7F) ou seja

C, C A0,tYN7) 0

Concluimos que para s > 0 é possivel encontrar ¢ > 0 tal que VN7 < s, qual
implica que C; C A(0, s).

Como, pela afirmacio anterior C, contém uma vizinhana de 0, isso conclui a prova.
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- 3.2. Sobre a reciproca da Conjetura

Uma vez provada a conjectura, aparece uma pergunta de se a reciproca é verdadeira
ou nao. Sob condigoes de analiticidade sobre o sistema, pode-se recuperar parcialmente
a condicao de controlabilidade de Hermes, mas nao totalmente, como serd mostrado

com um contra exemplo.

Considere o sistema de controle (M, F, ) determinado por:

#(t) = Fo(a()) + u() Fy(a(t) . [u(t)] < A. (1)

As seguintes proposi¢ées demonstradas posteriormente dio uma resposta parcial a

CCLH em ay.

Proposigao 3.2.1. Sejam Fy, F}, campos vetoriais reais e analiticos.

Se o sistema (M, F, Q) definido por (1) é CLTP desde z,, entao verifica (CCLHI)

em 2.

Proposigao 3.2.2. Sejam Fy, F}, campos vetoriais reais e analiticos.
Se o sistema (M, F,Q) definido por (1) é CLTP desde zo, entao verifica (CCLH2)

em Io.

Como pode-se ver, falta decidir se (CCLH3) é condigao necessaria para CLTP.

Equivalentemente isto é formulado por:
Se (CCLH3) nao verifica em o, entao nao é CLTP desde x,.
O nao cumprimento de (CCLH3) em z¢ significa

AL (Fp, Fl)(xo)gALk+l (Fo, F1)(z0)  para algum k-impar.

Iniciamos a analise supondo que k =1 e

[F1, [Fo, Fil(zo) ¢ ALy(Fo, F1)(o) (2)
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Proposigao 3.2.3. Sejam Fy, F}, campos vetoriais reais analiticos. Se o sistema
(M, F,Q) definido por (1) satisfaz (2), entdo (1) ndo é CLTP desde z,.

Observemos que as proposig¢oes 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 dizem que se o sistema (M, F, (1)
determinado por (1) é (CLTP) desde z¢, entdo (CCLH1), (CCLH2) verificam e
[F1, [Fo. Fi)l(z0) € AL (Fy, Fy)(20). Mas, a proposi¢ao 3.2.3 ndo cobre toda a condigao
(CCLH3), sao muitos colchetes a mais. Tomando ainda k = 1, (CCLH3) diz que

AL](F(),Fl)(I'()) = ALg(F(), F])(l‘o) (3)

Uma inclusao estrita em (3) ocorre se

[Fy, [Fo, Fi]](z0) € ALy(Fo, Fi)(a0) (4)

nao for satisfeita e neste caso o sistema (M, F, Q) nao é CLTP desde z4. (Proposicao

3.2.3). Supondo que (4) se verifica, o préximo caso sera se

[FOa [Fl-, [FO- Fl]]](l'o) € ALI(FO-, Fl)(IO) (5)
nao for satisfeita.

O seguinte lema dé condigoes suficientes para obter (5)

Lema 3.2.4. Se Fy(z0) = 0 e se (4) for satisfeito, entao (5) é verificado.
Prova. Por (4), obtém-se que [Fy,[Fo, F1]}(z0) = G(zo) para algum G € AL,(Fo, F1)

e por um calculo do colchete

[Fo, G — [Fy, [Fo, Fi]l}(z0)

obtém-se

[FOv [Fl’ [FO’ Fl]]](lo) = [FO’ G]('TO) € ALl(FOa Fl)(xo) .

Lema 3.2.5. Se (4) for satisfeito e o sistema (M, F, ) definido por (1) for CLTP

desde z,, entdo (5) é verificado.
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Prova. Como (1) é CLTP em z,, pela Proposi¢io 3.2.1 o é ponto de equilibrio do

sistema (1). Pelas transformagées feitas em 3.1 pode-se supor Fy(zo) = 0 e do Lema

3.2.4 obtemos a conclusao. "

O Lema 3.2.5 ndo permite violar a condigao (5), mas a préxima possibilidade serd se

[Fy, [Fo, [Fo, [Fo, F]]ll(z0) € ALy(Fy, Fy)(xo) (6)

nao for satisfeita.

Observagao. Se a condigao (4) for satisfeita e violamos (5), entao do Lema 3.2.5
conclui-se que o sistema (M, F, Q) nio é CLTP desde .

Em analogia com a Proposi¢ado 3.2.3 e a observagiao, uma préoxima afirmagao é

“Afirmagao”. Sejam Fp, F; campos vetoriais reais analiticos.

Se o sistema (M, F, ) definido por (1) satisfaz (4) e (5), mas (6) nao for satisfeito,
entao (1) nao é CLTP desde z,.

Mas essa “Afirmagao” nao vale como mostra o exemplo que sera apresentado. Por-
tanto, se CCLH em z, for uma condigao necessaria assim como suficiente para CLTP
desde zq, terfamos que o sistema (M, F, Q) nao é CLTP em z,, desde que (6) nao for

satisfeito o que é um absurdo pelo

Exemplo 3.2.6 Considere M = IR3, com coordenadas z,y, z e o sistema

3.2.7a T=u
3.2.7b y=2x
3.2.7c =2+

com controle restrito u, |u| < 1. Assim

U BT R
(x,y,z)—:r.ay—}-(m +y%) g ug

_ .0 5, 2y 0 _ 0 :
Colocando Fy = x.ay +(*+y )8z el = R obtém-se
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w(t) = Fo(w(t)) + u(t)Fi(w(t))  |u(t)| <1

Os colchetes apresentados abaixo sao os que interessam por dois motivos. Um deles
para satisfazer a hipdteses da “Afirmacao” e outro por gerar os elementos de A*(X), a

algebra livre nilpotente associativa, onde £ = (Xj, X}).

0 , 0 0

= = T — == —2 P

[F17F0] ay +3T az [FO',« [Flv FO]] !/az
d a
[Fy, [Fy, Fol] = 618_7 (Fo. [Fo, [F1, Fol]} = _QIE

[Fo, [F1, [F1, Folll = 0 [Fo, [Fo, [Fo, [Fy, Fol]]] = 0

(P [Fo, [Fo. [y, Foll]] = —22

(Fy [Py [y, Foll] = 62 %

0z

g 0

—, = ) e as hipotesis da
dy a.r> P

Suponhamos que (zg, yo, z0) = (0,0, 0), logo AL{(F)(0) = <

“Afirmacao” sao cumpridas. Eles decorrem de (7).

Para N =4 e D = {1,—1}, segue-se da Proposigao 2.2.5 que existe um D-controle
4-normal {D, Ty}, e assim um elemento distinguido ¥ = Sery({D,T5}). Pelo Lema
3.1.8, é possivel encontrar um elemento distinguido ¥ € G*(X) tal que ¥ = eZo. 7,
par.

Como Y = Sery({D,Ty}) é como acima, com Ty € IRY, isso significa que Y é
atingido desde 1 num tempo ||Tp|| e pelo lema 3.1.6, existe uma vizinhanga W 3 Y em

74(2) e uma fungao diferenciavel v : W — IR% tal que

Sers({D,v(Y")}) =YY" (8)
para cada Y' € W e (Y) = To.

Pelo fato de ser Z; par, obtém-se
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Zo=Y_3"7> ziiBijk

i<4 j<i

onde j percorre valores pares.

Afirmacgao 1.

Zo = XoXo + M[X71, [Xo, X1]] + As[X71, [Xo, [Xo, X1]])- (9)

Com efeito,
Zy = Z ook Book + E z10kB10k + Z Za0k P20k + Z zo2kBaak + Z z301 B30k
k k k k k
+ ) zaaBam + Y zaokBaok + Y zaokBazk + Y zaskBask.
k k k k

mas, temos que

Boor = cte B =0 Byor =0
Brox = Xo Bsox = 0 Bk = [X1, [Xo[Xo, X1]]]
ﬁZOk =0 632’\‘ = [‘Xla [‘ ’01 Xl]] ﬁ44k =0. O

E por uma avaliagao da aplicacio Fv a Z; resulta

Ev(Zo) = Zo(F) = Mo Fo + M[FY, [Fo, Fil] + A2[Fy, [Fo, [Fo, F1]]],

que pelos colchetes em (7) e avaliados em 0, obtém-se

Ev(Z6)(0) = Zo(F)(0) = 0. (10)

Agora queremos construir pontos atingiveis suficientemente préximos de Y = e%0. An-

tes construiremos controles suficientemente préximos de {D, Tp}.

Afirmagao 2. Seja # = (1, B2, B3),¢ > 0,{D, To} 4-normal. Entdo existe uma familia
de controles ug, dependendo do parametro 3 tal que

Sery(ug) = eZ(ﬁ), se |B| <€, w= {D,To}_
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onde

Z(B) = Zo + 1 X1 + B2[ Xy, Xo] + Ba[ X1, [ X1, [X1, Xo]]

Com efeito. De (8) obtém-se Serq({D,¥(Y")}) = Y’ para cada Y’ € W,y (Y) = Tp. Se
definimos Y'(3) = ¢Z®, Y'(0) = Y onde Z(B) é como acima, entdo por continuidade

em 3 =0 para W 3 Y, existe uma constante o > 0 tal que
Y'(B) € W, sempre que |8| < a.

Para ¢ > 0, suficientemente pequeno (¢ < a) Y'(8) € W, se |8] < €. Isto permite

definir uma familia de controles

uz = {D,¥(Y'(3))}, onde Y'(B) e W
assim

Serq(ug) = Sery({D, $(Y'(8))}) = Y'(8) = *

Sery(ug) = %

Afirmagéo 3. Para cada 3,|3] < <. tem-se T(ug) = cte (coeficiente de X, em Z(5)).
Com efeito, veja que
Ser4(u5) — etk(ﬁ)(Xo+(—l)k"1X1) . etz(ﬁ)(xo—'xl).etl(ﬁ)(xo—l*xx)_

Por outro lado

Sery(ug) = €7,

Assim desenvolvendo as exponenciais e comparando-as, tem-se que

T(ug) = Ao = cte. o
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Como os T(ug) = T para cada B, podemos reduzir o intervalo de definigao dos
controles. Para 0 < § < 1 definamos

t
ug=uﬂ<3), 0<t<éT. (11)
Avaliando Sery no controle definido em (11), obtemos

Sem(u%) — ¢Zs(B)

onde

Zs(B) = Z5 + 641 X1 + 62B5[ X1, Xo] + 6*Ba[ Xy, [ X1, [X1, Xo]]]
Zg = 5)\0X0 + 53A1 [‘Xla [4 ,0, Xl]] + 64)\2[‘X1, [)(0, [XQ, Xl]]]
e a afirmagao decorre da equivaléncia entre multiplicar os tempos ¢; por é e multiplicar

os Xp, X7 por 6 ou de aplicar o automorfismo As a Z() como na demonstragao do

Teorema 3.1.9, isto é As(Z(3)) = Zs(5).

Se vé que Z{ é combinagio linear com coeficientes dependentes de §. Por uma

aplicacdo de Fv como em (10) e uma avaliagao em 0 da

Ev(Z3)(0) = 8AoFo(0) + 6°A1[Fy, [Fo, Fll(0) + 6 M [Fy, [Fo, [Fo, FA]])(0)
= 0 (usar (7)).

Como no Teorema 3.1.9. Seja B a bola de raio ¢, centrado na origem e contido em

IR®. Definimos o seguinte controle para uniformizar os coeficientes de Zs(5).

Para y = (y1,y2,y3) € Be 0 < é <1 define-se o controle

Vsy = “g(s,y)a onde B(8,y) = (¥16%,426°,y39) (12)
ao definir o controle em (11) é claro que T'(uf) = 6T, em particular T'(vs,) = 6T e por
uma avaliacdo de Sery : U, () — G*(X)  obtém-se

Z5(B(5,y))

Sery(usy) =€

onde Zs(B(6,y)) = Z§ + &* (11 X1 + v2[ X1, Xo) + ya[ X, [ X1, [X1, Xo]]]). Mais ainda

obtém-se
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286D — Ser4(v6,y) =1+ 54(?/1X1 + yz[Xl,Xo] + ys[Xl, [Xl, [Xl, Xo]]]) +Y

onde Y é uma soma de uma funcio 0(6*) e de uma soma de poténcias de Z{ e produtos

3
de Zg, 64 (Zyiv,) .

=1
Usando a igualdade na demonstracdo da Proposigdo 2.3.6 e avaliando Sery(vs,)
por Ev, isto é Ev(Sery(vs,)) = Sery(vs,)(F') obtemos

G(m(F,vsy,6T,0) = ¢(0) + 6*((y1 F1 + y2[Fy, Fol + ys[Fy, [F1, [Fy, Fol]l)¢)(0) + 0(6°)

onde ¢ € C*([R").

Em particular para ¢ = P; a 7-ésima projecao, e como na demonstragao do Teorema
3.1.9 obtemos

3
7(F,vs,,6T,0) = & (Zy,v) +0(6%)

0 0 d .
com vy = Fy(0) = 700 = [Fy, Fo](0) = a—y—,vg = [Fy, [Fy, [F1, Fo]])(0) = 65— qual é

uma base de IR®>. Observe que tudo é feito tomando como referéncia a demonstragao

do Teorema 3.1.9 e assim obtém-se que () implica CLTP desde 0.

Agora provamos as proposigoes 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3.

Proposigao 3.2.1. Sejam Fy, F; campos reais e analiticos.

Se o sistema (M, F, Q) definido por (1) é CLTP desde o, entao verifica CCLH1 em
Tg.
Prova. Como o conceito de CLTP desde z( é uma propriedade local, é possivel consi-

derar M como um subconjunto aberto de IR" e zo = 0.
Mostramos que 0 é ponto regular de equilibrio em duas partes.
i) 0 é ponto de equilibrio

ii) 0 é ponto regular de equilibrio

1) Suponha que 0 nao é ponto de equilibrio, entao obtemos
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Fo(0) £ uF1(0) # 0, se |u|l < A. (13)

A idéia é encontrar uma ¢ € C°(M), com ¢(0) = 0, gradé # 0 tal que se propaga
positivamente ao longo das trajetdrias partindo de 0 até um tempo fixo T e dai con-
tradizer CLTP desde 0.

Afirmagao 1. Dado ¢ € C*™(M) tal que ¢(0) = 0, grad¢ # 0, entdo cada vizinhanga
U 3 0, contém pontos p tal que ¢(p) < 0.

Com efeito, caso contrario ¢(p) > 0 em alguma vizinhanca V' 5 0, entao 0 é ponto

critico e assim (d¢)o = 0, o que contradiz grad¢ # 0. C

Suponhamos que temos encontrado a ¢ com as propriedades desejadas. Pela
hipétese A(0,t) contém uma vizinhanga U/ 3 0, para cada t > 0. Dal que contra-

dizemos a Afirmagao 1. Portanto
0 é ponto de equilibrio.

Agora procuramos ¢ como acima. Por (13), Fo(0) £ AF(0) # 0, entao o segmento
que liga F5(0) + AF1(0) com Fp(0) — AF1(0) nao contém 0, caso contrario 0 é ponto de

equilibrio.

Afirmagao 2. Existe um funcional A : R" — IR tal que A(Fp(0) + AF1(0)) >
0, A(Fo(0) — AF1(0)) > 0.

Com efeito, consideremos a reta £ que liga a = Fy(0) — AF3(0) e b = Fy(0) + AF(0).
Acontece que a reta £ passa ou nao pela origem. Se ela passa pela origem 0, entao
a = ab, a € R. Se a < 0, entdao 0 seria ponto de equilibrio, logo necessariamente
deve-se ter a > 0 e neste caso é possivel definir A(z) = (z,b). Se a reta £ nao passa

por 0, projetamos 0 na reta £ cortando num ponto ¢, e definimos o funcional A por

por calculos elementares obtém-se



i) (§:a) = (£, 0)

i g \mb=a)
i T A )b 2
i) A(a):A(b):||a||2_(l;‘;é__:fzﬁ)2_=”§”z>0 .

Afirmagao 3. Se ¢ : R* — IR é uma funcao regular tal que ¢(0) = 0 e (d¢)y = A,
entao para alguma vizinhanca U 3 0, existe o > 0 fixo tal que (Fopd — AF1¢)(z) > e
(Foo + AF1¢)(2) > o para cada r € U.

Com efeito, suponhamos que nao seja assim, entao (em particular) para cada bola
B(0,1/n) existe z, € B(0,1/n) com (Fo¢ — AF1¢)(z,) < 1/n ou (Fod + AF1¢)(z,) <
1/n e como 7, — 0, entao em qualquer situagao, por exemplo no primeiro caso se

tem que (Fo¢p — AF16)(0) < 0. Portanto A(Fy(0) — AF;(0)) < 0, pois

A(Fo(0) — AFy(0)) = (do)o(Fo(0) — AFy(0)) = (Fo(0) ~ AF1(0))-¢
= (Foo — AF19)(0) <0

o que contradiz a Afirmagao 2. a

A hipdtese acima faz sentido, basta considerar ¢ = A.

Finalmente como ¢t — 7(F,u,0,t) é continua e 7(F,u,0,0) = 0 € U, existe um

T, > 0, tal que n(F,u,0,t) € U para cada t € [0,T,], tomando T = inf{T, : v €
U,.(2)} temos que

7(F,u,0,t) € U, paracada 0<t<T,u€ U,(Q). (14)

Assim, se para u € U,(f2) z(-) representa a trajetéria associada, entdo ¢(z(t)) > 0
para cada 0 < t < T, pois |u(t)] < A e uma aplicagdo do teorema fundamental do

calculo para a(t) = —gt—d)(a:(t)) da
8(x(1) = 601+ [ (Fod)al)) +us) (g z(s))ds 2 [ (Fos)(a(s))~ AR (s)))ds

por (14) e a Afirmagdo 3 obtém-se ¢(z(t)) > ot > 0.

i) Até agora temos que zo = 0 é ponto de equilibrio, mas falta que seja regular, isto
quer dizer que as possibilidade F5(0) £ AF3(0) = 0 devem ser excluidas.
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Excluir as duas possibilidades acima é equivalente a provar que um sistema (obtido

por transformagdes usuais)

#(t) = F(2(t) + vG(a(t)), 0<v<T (15)
nao pode ser CLTP desde 0, se F(0) = 0, onde F,G sao analiticas.

Afirmagao 4. Se F'(0) = 0, entao (15) ndo é CLTP desde 0.
Com efeito, se for falso temos que o sistema (15) é CLTP desde 0 e F(0) = 0. A idéia

¢ a mesma que em (i), encontrar ¢ : IR* — IR analitica tal que ¢(0) = 0,grade #0 e
que se propague positivamente ao longo de toda trajetdria até um tempo fixo T > 0,
o qual contradiz que (15) nao é CLTP desde 0.

Segue-se que G(0) # 0, caso contrdrio A(0,t) = {0} para cada t > 0, absurdo!
pois (15) é CLTP desde 0. Dai que, como G(0) # 0, existem ,,..., 3, tal que 8 =
{G(0), B2,...,B,} é uma base de IR". Se consideramos escalares 1, as,...,a,, entao
existe um funcional A : R" — IR tal que A(G(0)) = 1e MBi) = a;, 1 = 2,...,n.
Como pode-se olhar A é uma primeira aproximagao a nossa @, logo dizemos que existe

¢ : IR — IR analitica tal que ¢(0) = 0,(d¢)o = A, basta tomar ¢ = A. Como

(G¢)(0) = G(0).¢ = (do)o(G(0)) = MG(0)) =1

para (=,00) pela continuidade de G¢, existe uma bola B(0,r) = U,U compacto tal

'?ja
1
que (G¢)(z) > 5 bara cada z € U.
Por uma aplicagdo do Lema 2.3.3 aos campos analiticos F' e G, a fungao analitica

¢ e ao compacto U, existe uma constante C' > 0 tal que a estimativa

se verifica para cada escolha (7y,...,7,),cada € U com Hy = F e H, =G.

Anéloga a (14) pela dependéncia continua em relagao aos controles, existe um
T > 0 fixo tal que toda trajetéria que parte de 0 permanece em U até um tempo T'.
Agora mostramos que ¢(z(t)) >0, 0 <t < T.

Para isso, seja v : [0,t] — [0,1] um controle, 0 <t < T e z(-) : [0,t] — U a
trajetoria correspondente com z(0) = 0. Se aft) = ¢(z(t)), derivando, integrando e

aplicando o T.F.C. como na prova da Proposicao 2.3.2 e o fato que ¢(0) = 0 obtemos
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$a(t) = [[(Fe)a(s)ds + [ v(s)(Ge)(a(s))ds

trocando ¢ por F'¢ acima, obtém-se

(Fo)(x(s)) = [ (F*6)(a(e))do + [ v(o)}(GFg)(a(o))do

substituindo no segundo membro de ¢(x(t)) obtém-se

(z(t) // (F26)(z(o) c/ads+// NGFé)(a dads+/ (Go)(2(s))ds

trocando novamente ¢ por F2¢ na equagao inicial e por indugao obtém-se

- /Ot /O.s.‘./Osm_l(F'"w(x(sm))dsm...d51+:21 /Ot /0/0‘ () CF18) (20} dsn .-

como z(s) € U para cada s € [0,T], usando (16) obtemos

TFm ) (@(5m))dsm - - dsy| < (CH)™, 0<t < T. (17)

Se nés escolhemos 77 > 0 tal que CT" <1 e T’ < T, entdo para t < T' (17) satisfaz

/ / / (F™ o) (2(8m))dsy ... ds; — 0, se m — o0

Z// / v(s)(GF* 1) (x(sk))dsy ... dsy, 0<t<T"

Fazendo By(t // / v(sp)(GF*1¢)(x(sk))dsk . ..ds1, é(z(t)) toma a

forma

Ha(1) = [ v(s)(@)(a(s)ds + 3 Bu(t)

k=2
[e o]
Para olhar a convergéncia da série ZBk(t), majoramos por uma série convergente e
k=2

iniciamos isto com By(t)
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IBu(t)] < /: L [ 0l (G F g)lds.. . ds

usando a relagdo (16) obtém-se

By (1) |<cku// / (s )dsk . . dsy

usando a igualdade

t (t—s) " /
v(s)——= ds= dsi...ds
/ (s )(L—l / / koot
que ¢ obtida por integragao por partes no primeiro membro (tomar w(s) = (¢t —

s)*=1 v(s)ds = dz e integrar até esgotar k), obtemos

(f—q)k—l
Bt < ¢ [ oy 4 . s St

< kC* / o(s)t*1ds
0]

t
< Ck(Ct)"‘l/ v(s)ds.
~————

0

Denotemos D(t ZBk ) e pela majoracao acima obtemos
k=2

ID@)| < i |Be(t)] < C | v(s)ds i k(Ct)*?

k=2 0 k=2
+ 00
ID(t)] < C% ( Ji v(s)d.s) S K(Ct)*?
0 k=2
mas interessa mais Zk(Ct)k”z, ela é uma série de poténcias centrado em t = 0 e é

k=2
possivel determinar o raio de convergéncia onde ela converge uniformemente para uma

fungao continua. O raio é r = 1/¢, entao a série converge uniformemente em [¢| < 1/ec.
Se tomamos T’ com 0 < 7" < 1/c, a série converge uniformemente para uma fungio

continua e por ser definida no compacto [0,7"] ela é limitada, logo

ID(t)| < Bt /Otv(s)ds | .
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para alguma constante fixada B e 0 < ¢ < T’. Usando um lado de (*) obtém-se

6(e(0) = [[w(s)(EAa(ds+D0) 2 [ v(6)(G)a(o)ds—Bt [ v(s)is,0 <t < T

Também pela continuidade de G¢ que foi mostrado antes de (16) obtemos

t
/()(G¢ ))ds > /v s, 0<t<T.
)
Isto da

é(z(t)) > (% — Bt) /Ot v(s)ds, 0<t<T"

o

, . 1 ) ,
Se nés pretendemos que ¢(z(t)) = 0, entéo deve acontecer que = — Bt > 0, isto é
2Bt <1, 0 <t < T'"e como B é constante, é possivel escolher T < T' tal que

HNoST"<T

1) 2BT" < 1.

Isto prova que o sistema (15) ndo é CLTP desde 0 em virtude construgao de ¢ com
é(0) = 0, grad¢ # 0. Mas isto contradiz a que (15) é CLTP. u

Proposigao 3.2.2. Sejam Fp, F}, campos vetorials reais e analiticos.
+ 4 1 P

Se o sistema (M, F, Q) definido por (1) é CLTP desde ¢, entao verifica (CCLH2)

€m I.

Prova. Como (1) é CLTP desde z¢, A(zo,t) contém um aberto U para cada t > 0,
entao int A(zo) # ¢ e pelo coroldrio 1.2.8 tem-se dim AL(X)(zo) = dim M. u

Finalmente mostramos uma reciproca muito particular de CCLH em xo.

Proposigao 3.2.3. Sejam Fy, I} campos vetoriais reais analiticos.
Se o sistema (M, F, Q) definido em (1) satisfaz (2), entao (1) nao é CLTP desde zo.

Prova. Como se procura a ndo CLTP desde z¢, convém pensar em todas as possibili-

dades satisfeitas pelo sistema. Assim temos

1) Suponha que algum deles, CCLH1 ou CCLH2 nao se satisfaz.
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Neste caso a ndo CLTP desde z, segue-se das proposicdes 3.2.1, 3.2.2.

ii) Suponha que CCLH1 e CCLH2 sio verificados e também (2). Nosso sistema
(M, %,9Q) é dado por

i(t) = Fo(2(t) + uFi(2(1)  [u] < A

mas isto induz um outro sistema (M, 5, Q) dado por

i(t) = Fo(a(t)) + vFy(a(t) o] < B

onde F = Fy+uF, e F(z0) = 0 que decorre de assumir CCLH1 em zo.

Se mostramos que toda trajetéria do sistema inicial é trajetéria do sistema trans-
formado, entido temos que CLTP desde xy no primeiro implica CLTP desde x4 no

segundo.

Assim serd suficiente mostrar que o transformado nao é CLTP desde z,.

Afirmagao 1. Dado um controle u, com |u| < A, entdo a trajetdria correspondente é

uma trajetoria do sistema transformado para algum controle.

Com efeito, para |u| < A consideramos af(-) a trajetéria correspondente, entao

a(t) = Fole(t)) + uFi(a(t))
= F(a(t)) + (v — 7) Fi(a(t))

ele é uma trajetdria do sistema transformado se A + [u] < 3 a

Com isto estamos engrandecendo o conjunto de controles e simetrizando em torno
de @, mas transformacdes como na observacio na formulagio da conjetura de Her-
mes permite-nos considerar M como subconjunto aberto de IR*,u = 0,z = 0, entao

mostramos que o sistema

$(t) = Fo(z(t)) + uFi(z(?))  [|u| <1

com Fy(0) = 0, nao é CLTP desde zy e por uma aplicagdo do comentario prévio da

afirmacao temos o desejado.
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A idéia da prova é encontrar uma ¢ : V — IR, analitica, V aberto contendo 0,
#(0) = 0 tal que cada vizinhanca de 0 contém pontos p com ¢(p) < 0, além do mais

que ¢ se propague positivamente ao longo das trajetorias partindo de 0 até um tempo
fixo T > 0.

Como [Fy,[Fo, F1]](0) & ALy(Fo, F1)(0), em particular [Fy,[Fo, F1]}(0) &
ger{(AdFp) (F1)(0):j = 0,1,...}. O ¢ que nds procuramos é dado agora.

Afirmacgao 2. Existe uma funcao analitica ¢ definida numa vizinhanca V' 3 0 satis-
fazendo ¢(0) = 0, (G¢)(0) = 0 para cada G € AL,(Fy, Fy), ([F1, [F1, Fol]9)(0) = 1 e
Fié = 0 sobre V.

Com efeito, pela condigio CCLH2 tem-se dim AL(X)(0) = dimM e como
AL\(Fy, Fy) C AL(Y), entao AL,(Fo, F1)(0) € AL(X)(0). Logo, tomando como
partida [Fy, [Fy, Fo)](0) e Fy(0) que sdao L.I (caso contrario [Fy,[F3, Fol](0) €
AL(Fy, F1)(0)) existem campos G,...,G, em ALy(Fo, Fy) tal que 8 =
{F,(0),G5(0),...,Gr(0)} é uma base de AL;(Fo,F;)(0). Mas [F,[Fy, Fol)(0) ¢
AL,(Fy, F})(0), logo Fy(0),G,(0),...,Gr(0),[Fy, [F1, Fol)(0) sao L.I.  Denotando
Gry1 = [Fi,[Fy, Fo]] existe um completamento Giya,...,Gn tal que Gy(0) =
F1(0),G2(0),...,Gk(0),...,G,(0) é uma base de IR".

Para cada G; o fluxo serd denotado por ¢“:. Logo é possivel encontrar um aberto

U = B(0,¢) C IR" tal que a aplicagao ¢ : U — IR", definida por
Qf/"(tla tes tn) = ¢Gl (tl’ ¢G2(t2’ RN éGn(tna O) . ))

faz sentido. Por convengao tomaremos

¢ (11)6%2(12) ... %7 (£a)(0) = ¢% (11, 6% (t2, ..., 6" (21, 0) ...))
e por um célculo direto para 7 = 1,2,...,n obtém-se

;3(% (t,- - ta) = (d6% (1)) 0 ... 0 (d§%=1 (i-))a (Gi(6(8:) - .. 67 (11)(0))-

Uma avaliacao em 0 da

d
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Isso significa que posto (d)g = n. Dai que existe um aberto (denotado com mesma

letra U) U 3 0 tal que ¢ : U — 9(U) = V é um difeomorfismo.

A fungao ¢ que nds procuramos é ¢ : V — IR definido por ¢(p) = t41. Isso
faz sentido; pois se p € V, entdo p = ¥(ty,...,1.) = % (4) ... ¢%(t,)(0) tem repre-
sentagao unica. Mais ainda se consideramos FPry; : IR* — IR a k + 1-ésima projecao,
para p = ¢%1(t1) ... ¢%(,)(0) temos ¥~ (p) = (t1,--.,%.) € por uma aplicagio de Pryq

consegue-se

Pe1(¥7(p)) = ther = 6(p).- (19)
Agora fazemos cumprir as condi¢oes desejadas.

i) ¢(0) =0, pois $(0) = Pry1(¥71(0)) = Prya(0) =0
1) (G¢)(0) =0, para cada G € AL(Fy, Fy).
Como G(0) € AL,(Fy, F1) e 8 = {G1(0),...,G,(0)} é uma base tem-se que G(0) =

k
AiGi(0). Mas (G¢)(0) = G(0).9, logo

1=
k

G(0).¢ = (d8)o(G(0)) = D Xi(de)o(Gi(0))

=1

portanto é suficiente mostrar que (d¢)o(G;(0)) = 0 para cada i. Para isto é s6

derivar (19), obtendo-se
(d¢)o = Pep1(dr)g’
como ¥ é um difeomorfismo, desde (18) obtemos
(d9)o(G;(0)) = Pryq(e;) =0, pois t=1,2,...,k

ii1) ([F1, [F1, Fol]4)(0) = 1. De fato,
([Fy, [F1, Fol]19)(0) = Gr1(0)¢ = (d9)o(Gir+1(0))
= Peti(ersr) =1

iv) F16 =0 sobre V. De fato,

(F14)(p) = Gi(p)-¢ = (d9),(G1(p))-
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Se p €V, entao p=1(t;,...,t,) = ¢ (1) ... 4%*(t,)(0), dai que

g—z(tl,---,tn) = G1(¢%(t1) ... 8% (t.)(0)) = Gy(p).

Logo

Gi(p).¢ = (d9), (;9% v(tl,...,tn)) = -;Tl(q&ozp)(tl,...,tn)

mas ¢ = Py 097! ou seja Py = ¢ 01 sobre V e finalmente obtemos

0
C;I(P)é = 52‘;Pk+1(t1, [ 7tn.) = 0

0

Como ¢(p) = tr41, € possivel encontrar pontos p suficientemente préximos de zero
tal que ¢(p) < 0.

Agora s6 falta verificar que ¢ se propaga positivamente ao longo das trajetorias
até um tempo fixo T' > 0. Com os dois fatos contradizemos a CLTP desde 0. Para
procurar o T' > 0, deve-se mostrar que Ser(u‘)(F)(d))(O)___u_m_f_, (7(F,u,0,t)) e olhar

isto é analizar os termos da série

Ser(w')(F)(0) = 3 ( / t u]) (F16)(0) (20)

I
onde todos possiveis termos da série (20) sao de 4 tipos:

1) termos que correspondem ao multi-indice I = (¢1,...,7,) com ¢ = 0 ou 7, = 1,
sendo da forma Fy = FoF;,... F; ou F1 = F,,F;, ... Fy .

2) termos que corresponde ao multi-indice I = (1,0,...,0), com |I| = r que é da forma
Fr=FRF;.

3) termo que corresponde a I = (1,1,0) é da forma Fy = FF.

4) termos para os quais se verifica
i) o multi-indice I = (43,...,7,) contém ao menos dois 1, quer dizer que existe

ik, tp, k # p tal que ¢ = 7, = 1. Neste caso

Fi=F,.. .F,_ FRF,, .. .F,_FF, . ..F

i) I comega com 1 e termina com 0. Ou seja se I = (iy,...,¢,), entdo F; =
RF, ..  F,_ F.
iii) 7, com |I| > 4.
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Para cada um destes tipos, analizamos a contribuigio que prestam na série definida
em (20).

Tipo 1: sao nulos pelo seguinte fato
FI = FOF,':, . .F','r ou f} = FilFig .. .F]

Fr¢ = (F,,F,,...Fi¢) = 0, mais ainda (F;¢)(0) = 0. Pois Fi¢ = 0. Para
Fiy = FyF,, ... F;, temos que Fy(0) = 0 e Fy = ZaQD", onde os D® sao operado-

res diferenciais canénicos. Logo, por uma avaliacao em 0, temos a,(0) = 0 para cada

a. Portanto

Fo(Fy ... Fy )(0) = Y aa(0)(D°F, ... F,, 6)(0) = 0

Tipo 2: sao nulos também. Consideremos a igualdade

FF} = [Fx,Fo]F(f_l + FoFy F§t (%)

obtido facilmente a partir do segundo membro e vemos que (FoFy Fa~'¢)(0) = 0, pois

Fo(0) = 0 como no tipo 1.

Consideremos a igualdade

[Fy, FO]F(;C-I = ([F1, Fo],Fo]Fg_2 + FolFy, FO]F(f—2

obtido por desenvolvimento do segundo membro, ou mais diretamente, substituindo

em () Fy por [Fy, Fy) e k por k — 1.
Olhando que (FO[FI,FO]F({“I({))(O) = 0, pois Fo(0) = 0 e substituindo em (*) que

temos até agora chega-se a
(F1F58)(0) = ([[F1, Fo], Fol Fy~?6)(0) = 0, pois Fo(0) = 0.
Usando novamente (x) com k — 2 e F; por [[F1, Fol, Fo] chega-se a

[[F17F0]7 1"7‘0]}7'0k—2 = [[[FlaFO]a FO]’ }:‘()]I:'()k-3 + FO[[FI’FO]’FO]F(;C_:s'
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Analogamente consegue-se (Fo[[Fy, Fo], Fo] Fs3¢)(0) = 0; substituindo isto na igual-
dade anterior, obtemos

(Fchffﬁ)(O) = [[[FlaFo]yFo],Fo]F:—s
= (-1)*((adFo)* FiF5~24)(0)

e por indugao obtém-se

(FF§6)(0) = (—1)*(adFo)*(F1)(4)(0).

Como ¢ foi definido para satisfazer ¢(0) = 0,(G¢)(0) = 0 para cada G € AL,(Fo, F1),
entao (—1)*(adFy)*(Fy)(6)(0) = 0, pois ((adFo)*(Fy)) € AL(Fo, Fi). Assim
(FiF§¢)(0) =

: a .1
Tipo 3: a contribuigao deste tipo é 5 / v(s)%ds.
2 Jo

Neste caso temos

Fr= Ff.Fo / ur —/ / / u o)drdods, ue(t) =1.

Logo

([ ) B2Rg)0) = ([ [ ulo) [ u(r)drdods) (FiFog)(0)

por uma integragido por partes para / (/ u(r )d'r) u{o)do obtemos
o \Jo

/05 (/Oa u(T)dT) u(o)do = % (/OS u('r)dr)2

t

denotando v(s) = (/su(r)dr) e substituindo em / ur obtemos
0

0
t s fo 1 ¢
([[] u(r)u(o)drdods ) (F2Fos)(0) = 5 ( [ o(s)7ds ) (F2Fat)(0)
Consideremos a identidade obtida pela defini¢do de colchete

F12F0 =l [, Fo)+ L FoFy = [Fl’v[Fla Foll + 2[Fy, Fo)Fy + F0F12
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e lembramos que Fy(0) = 0, F1¢ = 0. Logo aplicando ¢ na identidade acima e avaliando

no 0, obtém-se

(FEFo9)(0) = ([Fy,[Fy, Foll$)(0) = 1 (pela construgio de )

dai que

([ wr) (F2Fot0) = L[t

. . q e s . A L
Pode-se dizer entdo que a contribuigao do tipo 3 é sé -5/ v(s)?ds e portanto a pro-
< , 2 Jo
pagacao de ¢ é da forma

t
/ v(s)*ds + B
0

SRR

é(r(F,u,0,t)) =

onde B é a soma de todos os termos do tipo 4.

Agora analizamos os termos de B, e para isso denotamos I = (1,04,1,J) como
sendo o termo genérico, onde 0, é a sequéncia de k-zeros (k > 0),J um multi-indice

tal que |[J|+k+2=|I|e|J| > 1.
Para J = (j1,...,7,) temos que I = (1,0,...,0,1,74,...,J,), entdo
——

t t Sr $1 T1 Tkt
/ul = // / / / uj (8¢) . ouj (s1)u(m)l. . 1u(Thg2)dThqe .. dnidsy .. ds,
0 o Jo o Jo 0
t Sr s2 S1 Ti Tk41
/ / / ujr(.s,)...Ujl(sl)/ u(rl)/ / wW(Te42)dThy ... dTidsy ... ds,
o Jo 0 0 0 0
t v

1

Thtt
. /0 u(Te42)dTE42 - . . d1p, obtemos

Denotando Wy(t) = /0 u(ﬁ)/

0
t t Sy 52
/oulz/o/o /0 wj, (8,) ... uj (s1)Wi(s1)dsy ... ds, (21)

e por uma integragao por partes para / (s — 0)*u(o)do obtemos
0

Wi(t) = Zl"' /O “u(s) ( / (s - a)ku(a)da) ds. (22)

0
(a integragio é feita até esgotar o k, basta tomar y = (s — 0)* e dz = u(0)do). Para

k = 0 temos
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Wo(t) = /otu(s) (/Osu(a)da) ds

por uma integragao por partes, tomando w(s) = / u(o)do,dz = u(s)ds, obtemos
0

Wol(t) = =5

Para k > 0, por outra integracio por partes obtém-se

Wi(t) = Eg—) [(t = o)u(0)do - (k_ll)! /Otv(s) /Os(s—-d)k‘lu(a)dad.s

basta tomar .
u(s) = [ (s = ) ulo)do, dz = u(s)ds.

Novamente, outra integragao por partes fornece

/(t—o‘ a—k/ )(t — o) 1do. *
Jo

Analogamente se k > 1, podemos substituir acima k por k — 1 e obter

/Ot(t — o) lu(o)do = (k- 1) /t v(o)(t — o) 2do. **

0

Se na penultima igualdade colocamos k = 1, obtém-se

/ (s — o)u(o)do = / v(o)do
0 0
substituindo isto em W;(t) e usando (*) com k = 1 obtém-se

Wi(t) = v(t)\/ot(t— o)u(o) da—/ (5) [ u(o)dods

~
*

= v(t)/otv(s)cls—-/otv(s)zds

usando (*) e (**) em Wy(t), também para k£ > 1 obtém-se
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Wi(t) = (kv-(—t)l)! /Otv(a)(t — o) ldo — (F—l_.?)—' /Ot v(s) (/: v(o)(s — U)k"zda) ds.

Tomando a norma L, acima, obtém-se

t ) 1 t s
Wi(t)] < (ivf )11) v(0)(t — o)F1da)| + = /0 o(s) (/0 v(0)(s —a)k"zd.s) ds|.
Para o t > 0, podemos considerar o espago Ly([0,1]) e pela desigualdade de Schwartz
obtemos
t k—ld < tk——
/01)(0')(t—0') U‘_Wllbt
e
tk—1|v|§,t

/otv(s) (/os v(o)(s — U)k_2da> ds| <

= (2k = 3)V2(2k — 2)1/2

Um fato essencial na dltima desigualdade foi |v]y, < |v|,, se 0 < s < t. Agora

substituindo as duas desigualdades obtidas tem-se

t=2 |v|§‘ttk_1
= DIk =172 (k= 2)1(2k — 3)1/%(2k — 2)172

(W) < Jv(t)]- vl
integrando esta desigualdade obtém-se

/ |v‘/r S < |v|2t / |U S)| 2d$+ |v|2 tk . *
— (k=D 2k —1)/2 k(k — 2)1(2k — 3)V/2(2k — 2)1/2

k

LA
(2k)172

logo substituindo em (x) obtém-se

14
Mas / lu(s)|s*—2ds < |v|2.¢
0

. [vf3 " L .
L “'I’k(s)lds < (k‘ _ 2)! ((L — 1)(‘)k — 1)1/2(2k)1/2 + (Zk' 3)1/2(2k - 2)1/2)

mais ainda para uma constante F' temos

¢ v2 kF
/0 (W(s)|ds < I(—k'—%)T (23)

Assim desde (21), (22) e (23) para k > 1, obtemos

136



|2 tk

lv 83
< k-2 // /o dsy...ds

t
/ul
0
k4r-1
t Flv3,

.L"’ (r—1)(k - 2)!

temos duas possibilidades a tratar k = 1 e k = 0. Se k = 1 e convencionando (—1)! =1

t it
< — ]2
A Ull = (7__ 1)!|v|2,t

Se k = 0 e convencionando (—2)! = 1, obtemos

/t < Fa? of2
V5 ;-
Jo M= r =

Como Fy, F; sao analiticas a ¢ também o é, e pela Afirmagao 2 é possivel encontrar

uma bola fechada que contém 0. Logo aplicando o Lema 2.3.3 obtemos que

obtemos

(24)

[(F16)(0)] < C*+2(k 47 4 2)!
para alguma constante fixa C > 0. Com esta limitagao e (24) obtemos

([ ur) oo < perermerm e Bt

Lembrando o caso em que & = 0,1 onde supomos que (k —2)! = 1e (k- 1)! =1,

obtemos

(k-r'l‘+2)

t k
([ wr) (Fr)(0)] < porsrszpar EEDEATED g (a5
ele provém de majorar k + r.

Como o termo genérico do tipo 4 é I = (1,04,1,.J) onde J = (71,...,7-),0x com
k-zeros; as possibilidades de arranjos de I siao as de J. Tomando a soma em (25)
obtemos

k k 2
|5 ([ wr) (Froyo)] < pomsrrpermt CAEATE D)
[J=r o

(k+ )k +r+2)°

D (/ U1> (Fmﬁ)(O)l < ZFCk+r+2tk+r—1 . 2" |u2,

21 |J|=r r>1
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como s6 requerimos termos do tipo 4, entdo deve-seterr > 1,k > 0,k +r > 2. E por

aqui onde tomamos a soma

k k 2)°
g; (/0 )(F1¢ ]< S ROk 1 (k+17)! (k!':‘r‘*‘ ) 2 of2

> k>0
r>1 r_>_1
k4r2>2 k4r>2

Até agora podemos dizer que a contribui¢ido dos termos do tipo 4 é limitado por

(k+r)!

k"r' 2r——1tk+r—1 M%,t

Z F0k+'r+2(k+r+2)5
k>0
r>1
k4T>2

fazendo uma mudanga de variavel k +r = p e por uma desigualdade necessaria para a

mudanga e por ter mais termos consegue-se

oo |

p=2k+r=p
> /1 p!
< FCP, (o + 240 (9—) )3 (W) -
p=2 ktvy=p
l
Mas k> 0 e r > 1, entao Z “ =27 — 1, logo acima temos
k4+r=p
B <2FC3v)3, Y (p +2)°(4Ct)P~ = 8FCHol3 .. Z )*(4Ct)* 2
p=2

fazendo uma mudanca de varidvel p — 2 = k na série obtemos

B<8FCHul3,.t> (k+4)°(4Ct)".

k=0

[ e]

Consideramos a série » (k + 4)°(4C)*.t*, onde o raio de convergéncia é 1/4C. Em
k=0

particular a série converge uniformemente para uma fungio continua definida no com-

pacto [0,T],T < 1/4C; logo ela é limitada por uma constante H, assim para alguma

constante H temos
B < HTIUI;,;

138



ea 1 1
por conveniéncia fazemos a escolhade T' < 1/4C com HT < 3¢ neste caso 3 < §|v|"2’t
Como as contribuigdes de tipo 1,2 sdo nulos, s6 fica olhar a contribuigdo de tipo 3
1 q e s . e 1 I
que é -|v|3, e a contribuigdo do tipo 4 que é limitado por 5|v|§,,. Podemos entio dizer

que a propagacao de ¢ é dado por

) 1
&(n(F,u,0,t)) = |v|§,t + G, onde |G| < ;|v|§yt

B | =

1
como G > —-‘)-|v|§‘t, entdo ¢(m(F,u,0,t)) > 0,0 <t <T. Mas ¢(0) =0, ¢(p) < 0 para

p suficientemente préximo de zero, entao o sistema nao é CLTP desde 0. =

Agora apresentamos um exemplo que é uma aplicagdo do teorema 3.1.9
Exemplo 3.2.7. Considere o sistema (A, X, Q) definido em (1), (neste paragrafo)

z(t) = Fo(x(t)) + u(t)Fi(z(t)) lu(t)| < A *
Queremos olhar CLTP desde zy. Para isto usamos a linearizagao de (x) que é dado por

E(t) = AL(t) +vd ok
onde { =2 —z¢, v=u—7u, b= Fi(z0), A= J((d¥)s), ¢(z)= Fo(z) +uFi(z).

Por um célculo direto, AL;(Fy + aFy, F1)(z0) = {A¥b : k = 0,1,...) desde que
Fo(ﬂfo) + HF](.’L‘()) = 0. POiS [F() + —’LTFI, Fl](l'o) = —Ab, [Fo + UF], [FQ + -'lIFl, Fl]](lo) =
A%, ..., (—=1)*(ad(Fo + uF))*)(Fy)(z0) = (—1)F A*b.

Por outro lado em (##) temos que os campos sao Go(z) = A.z, G1(z) = b. Interessa

AL(Gy, Gy1)(x0), por isso calculamos
[G(), G]](.’Eo) = —Ab, [Go, [Go, G]]](.’L'o) = A2b, sy (adGo)(Gl)(TQ) = (—'1)kAkb, PN

Assim AL(Go, G1)(z0) = (A*b: k =0,1,...) e dai pode-se concluir que
ALl(Fo + HFI, Fl)((l,'o) = AL(G(), Gl)(l'o)

Se assumimos que (**) é controlavel em z(, entao tem-se a propriedade de acessibilidade

em zo, logo segue-se que
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AL(GQ, G])(l‘o) = Rn, daf ALl(F() + -’LT,FI, Fl)(lo) = IR".
Além do mais como AL(Fy +uFy, F)) C ... C AL(Fy +'1IF1;F1) C ... temos que

AL (Fo +uFy, Fi)(zo) = AL(Fo + uFy, Fy)(zo)

para cada k € IV, em particular para k-impar. Por conseguinte temos que (*) satisfaz,
CCLH1, CCLH2, CCLH3, entao pelo Teorema 3.1.9 é CLTP desde xo.

Isto pode ser reformulado assim

Proposigao 3.2.8 Se z( é ponto de equilibrio de (*) e a linearizagéo é controlavel em

xo, entao (x) é CLTP a partir de zy.
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