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INTRODUÇAO 

A teoria geométrica do controle foi desenvolvida por, entre outros, H. 
J. Sussmann (c.f. [13], [14], [15]) e C. Lobry [5] que deram um tratamento 
geométrico a conceitos clássicos tais como o de controlabilidade, acessibi
lidade e controlabilidade local. Esses conceitos desempenham um papel 
central na teoria dos sistemas lineares, para os quais o critério de Kalman 
dá uma resposta simples para a sua ocorrência ou não. Segundo esse critério 
certos sistemas lineares (por exemplo, aqueles em que os coeficientes são in
dependentes do tempo e os controles ilimitados), são ao mesmo tempo con
troláveis, acessíveis e localmente controláveis. O correspondente ao critério 
de Kalman para sistemas não lineares gerais, é a condição do posto da 
álgebra de Lie. Dessa forma, é natural perguntar sob quais condições a 
condição do posto (ou a acessibilidade) é equivalente à. controlabilida.de ou 
à. controla.bilidade local. Uma resposta a isso é dada em [14] para sistemas 
de controle invariantes em grupos de Lie, onde se mostra que a controlabili
dade global é equivalente à acessibilidade no caso de grupos compactos. Um 
teorema de controla.bilida.de semelhante é apresentado em [5] para sistemas 
de controle definidos por campos de vetores que deixam invariante uma me
dida finita, e em particular para campos de vetores com divergência nula 
numa variedade Riemannia.na. compacta. A questão da controla.bilida.de lo
cal é tratada por exemplo em [16] onde se dá uma condição suficiente para 
que um sistema seja. localmente controlável em tempo pequeno a partir de 
um ponto dado. Essa condição envolve necessariamente a acessibilidade do 
sistema. 

O objetivo dessa dissertação é fazer uma exposição desses trabalhos, 
olhando condições nas quais se tem equivalência entre acessibilidade e con
trolabilida.de ou controlabilidade local. Como será visto ao longo do de
senvolvimento, a questão no caso de sistemas invariantes num grupo de 
Lie se reduz a saber sob que condições um certo subsemigrupo é um sub
grupo de Lie. Para obter controlabilida.de local em tempos pequenos, usa-se 
a condição de controlabilidade de Hermes, que é suficiente mas não ne
cessária. 



Esse trabalho é organizado como segue: 
O capítulo O contém os resultados essenciais da teoria de integrabili

dade de distribuições que fundamentalmente dizem que as órbitas de uma 
família de campos de vetores são subvariedades imersas quase-regulares. 
Esse resultado, devido a P. Stefan e H.J. Sussmann [9], [11], [15], permite 
que se considere as órbitas como espaço ambiente e assumir que o sistema 
é transitivo. 

O capítulo I trata da questão da equivalência entre as propriedades 
de acessibilidade e controlabilidade para sistemas invariantes num grupo 
de Lie compacto. Além disso, se caracteriza a propriedade em termos de 
colchetes de Lie, no caso aná.litico (condição do posto da álgebra de Lie ). Ao 
mesmo tempo se apresenta a relação entre as órbitas positivas e o conjunto 
dos pontos atingíveis assim como se introduz o conceito de controlabilidade 
aproximada, que está relacionado ao teorema de Lobry, que permite provar 
de maneira alternativa a controlabilidade num grupo compacto. 

No capítulo li o objetivo é desenvolver o formalismo das séries expo
nenciais de Lie num conjunto finito de indeterminadas :E = { X0 , ••. , Xm} 
e fornecer uma representação do semigrupo de controle no grupo de ditas 
senes exponenCiais. Por intermédio dessa representação, as séries expo
nenciais servem para descrever o comportamento assintótico, em tempos 
pequenos, das trajetórias dos sistemas de controle. Em outras palavras, 
as séries exponenciais fornecem "variações" dos controles. Essas variações 
serão utilizadas posteriormente no teorema de controlabilidade local. 

O capítulo III é a parte central dessa dissertação pois é onde se for
mula a condição de controlahilidade local segundo Hermes, que envolve a 
condição do posto da álgebra de Lie assim como subespaços gerados por su
cessivos colchetes de Lie dos campos de vetores. Se os subespaços gerados 
por colchetes que envolvem uma quantidade par de vezes o campo de vetores 
em que aparece o controle são neutralizados pelos subespaços gerados por 
tais colchetes em que os campos aparecem uma quantidade ímpar de vezes, 
então se tem controlabilidade local. Na demonstração desse fato se usa o 
formalismo desenvolvido no capítulo li para famílias do tipo :E= {X0 , XI}. 
Concretamente, o que se faz é estudar acessibilidade no grupo "de Lie" das 
séries exponenciais. Esse estudo é feito por aproximação dos grupos de Lie 
nilpotentes das séries formais truncadas. Acessibilidade nesses grupos de 
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Lie permite mostrar que a condição de Hermes é suficiente para a contro
labilidade local em tempo pequeno. Como mencionado anteriormente, essa 
condiçã.o não é necessária. Para mostrar isso, é apresentado um exemplo no 
qual a condição de Hermes não é satisfeita e no entanto tem-se controlabili
dade local. Se apresenta ainda como aplicação uma demostraçã.o alternativa 
elo teorema clássico que garante que se o sistema linearizado é controlável 
entã.o o sistema, propriamente dito, é localmente controlável. 

lll 
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CAPÍTULO O 

Neste capítulo apresentamos os resultados preliminares à análise das propriedades de 

acessibilidade e controlabilidade. Ess~ncialmente o teorema de Sussman-Stefan que per

mite olhar as variedades integrais de uma determinada clistribuiçã.o como as folhas de uma 

folheação com singularidades, e reciprocamente para uma folheaçào com singularidades é 

possível encontrar uma distribuição tal que as folhas sejam suas variedades integrais. 

O desenvolvimento é feito ele uma maneira resumida, isto é, só enunciamos os resul

tados e definimos os conceitos necessários como os de distribuições, órbitas de famílias 

de campos de vetores, órbitas positivas. Posteriormente, no capítulo I, os conceitos de 

acessibilidade assim como controla.bilidade serão introduzidos. A teoria das órbitas foi 

desenvolvida em analogia à de um campo local ou global. Assim, iniciamos com um co

mentaria sobre esse exemplo. 

0.1. Distribuições: Integrabilidade e alguns resultados funda
mentais. 

Neste parágrafo se introduz uma generalização de um campo vetorial, que é dada 

pela noção de distribuição que pode ser olhada como um campo de subespaços do espaço 

tangente em cada um de seus pontos. 

Como integrar um campo é encontrar suas curvas integrais, ana.logamente quando se 

integra uma distribuição é encontrar em cada um de seus pontos o que se chama uma 

variedade integral. 

Os objetos que formam parte deste conceito basicamente sã.o 

M: uma variedade diferenciá.vel (Paracompacta). 

X(.l\1): uma família de campos vetoriais. 

Tpi\1: o espaço tangente em p E 1\;f. 

Definição 0.1.1. Uma distribuiçào definida em M, é uma aplicação que faz corresponder 

a cada ponto p EM, um subespaço de Tpl\1. 

Se denotamos por ~ a distribuição, então: 
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6 : M ----+ r.p 

p ----+ 6(p) 

onde c.p = {Ep C TpM: p E Jvf,EP subespaço} e 6(p) C TPM. 

Observação. Não existe restrição quanto à dim 6{p). Ela pode variar de um a outro 

ponto e nesse caso a distribuição é dita singular. 

Definição 0.1.2. Uma distribuição f}. se diz diferenciável ou coo em p, se existem campos 

locais X 0 , ••• , Xk definidos nas vizinhanças de p tal que 

i) .6.(p) = (Xo(p), ... , Xk(p)) 

ii) Os campos sã.o tangentes a .6. (isto é X(m) E .6.(m), para cada mE dom X) . 

.6. é diferenciável ou coo se o for em todos seus pontos. 

Exemplo 0.1.3. {1) Seja X E X(i\1) globalmente definido e pomos c.p = {(X(m)) Ç 

TmiU: m E JU}, entào 6(p) = {>.X(p) : À E IR} Ç TpA1 define uma distribuiçào coo 
(2) Jf = JR2 

f}.(x,y) = { {(u.,v) E T(.r,y)IR
2

: v= O} no I, III, IV quadrantes. 
T(x,y)IR2

, no 11 quadrante menos na fronteira. 

{3) Em JR3 define-se 

6((x,y, z)) = {(u.,v,w) E T(x,y,z)IR
3

: w = 0}. 

a a a 
Na realidade ela define uma folheação como será visto adiante. Os campos -a , a , -a 

.1' y ::: 
definem o referencial canônico em T(x,y,z)IR3 ~ JR3 

6((x,y,z)) = (:x(x,y,z), :V(x,y,z)). 

Voltando ao exemplo 0.1.3 (1) para o campo X, existe o fluxo local cp: (-é, é) X V----+ lvf, 

que satisfaz: 

i) cp(O, p) = p, para cada p E V 
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ii) :t 4J(t,p) = X(4J(t,p)). 

Convencionamos em por 4J( t, ·) = X 1 e a. cada fluxo 4J, associamos a família de difeomor

fismos (Xt)t. Denotemos por Gx o grupo local a l-parâmetro. Na realidade nâo é grupo, 

pois nem sempre é definido a. composta de dois de seus elemeritos. Também pode-se obser

var que 1\1 = U dom4J pois X é global, isto induz a pensar numa relaçâo de equivalência 
<PEGx 

definida em Af. 

p,....., q se e somente se existe g E Gx tal que y = y(:r) 

Cada classe de equivalência é chamada órbita. Assim, 

Gx(P) = {g(p): g E Gx} 

denota a órbita por p. 

A distribuição no exemplo 0.1.:3 ( 1 ), geometricamente é definida como a reta tangente 

à curva integral ele X, que passa por p num tempo t = O, assim obtém-se duas propriedades 

i) ~(p) = TpGx(p) 

i i) Gx (p) é uma sub variedade conexa de dimensão 1. 

As propriedades i) e ii) sà.o as que tomamos como um modelo para generalizar o con

ceito de curva integral ao ele variedade integral. 

Definição 0.1.4. Uma subvarieclade N C Af é dita variedade integral da distribuição 6 

se 

i) ó.(p) = Tpl\r, para cada p E N 

i i) N é conexa 

]\/ é dito variedade integral maximal se satisfaz i) e ii) e além do mais é máxima no 

sentido da inclusão. 

Como uma motivação para integrabilidacle de distribuições temos na integrabilidade 

de um campo, pois segundo teoremas de existência e unicidade em E.D.O., para cada p E 

dom X, (global ou local) existe uma única curva integral maximal que passa por p. E 

nesse sentido que dizemos que a distribuição associada a X é integrável. 

Definição 0.1.5. Uma distribuição 6. é dita integrável ou que tem a propriedade de 

variedades integr.ais, se por cada p E M, passa uma variedade integral. 
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As distribuições definidas nos items (1 ), (2) e (3) do exemplo 0.1.3 são integráveis. 

Também convém definir uma propriedade que é satisfeita pela distribuição definida. no 

exemplo em menção, esta é 

(dXt)p(!l(p)) Ç ~(Xt(P)) 

e segue-se (dX 1 )p(~(p)) = ~(X 1 (p)) (tomar -t na inclusão acima) 

Com efeito, w E (dXt).o(~(p)), então w = (dXt)p(,XX(p)) = ÀX(X1(p)). Por tanto 

Pode-se dizer que X preserva a distribuição de tal exemplo. 

Definição 0.1.6. ( 1) Um campo de vetores definido localmente em C é dito que preserva 

a distribuição ~ se 

(d.\- 1 )p(~(p)) Ç ~(X 1 (p)). para cada p E C, cada tE IR ta.l que X 1(p) é definida. 

(:2) Um campo X é dito característico se preserva a distribuição e é tangente a ela no 

dom X. 

(:3) Uma distribuição ~ é dita característica em p ou invariante por difeomorfismos, 
• t t ' t" Fl ·Fk d fi . :l . • l d t 1 se ex1s em campos carac ens 1cos .'\. , ..... '\. e me os nas vizm 1anças e p, a que 

!l(p) = (X1(p), ... , Xk(p)). ~é característica se for em todo p E AI. 

Gma questão interessante é decidir quando que uma distribuição é integrável ou dar 

alguma caracterização de integrabilidade, pois a integrabilidade assegura uma decom

posição na variedade 1\1, o qual como será olhado forma. uma folheaçào. 

Teorema 0.1. 7. Uma distribuiçào ~ é integrá.vel se e somente se é característica. 

Prova. Veja [9], [11] e [15]. 

Observação. Para olhar a integrabilidade da distribuição~' o teorema precedente sugere 

que a distribuição seja diferenciável e essencialmente satisfaça (1) da definição 0.1.6 para os 

campos locais que garantem a diferenciabilidade da distribuiçào. Isto reduz-se a integrar 

campos o que nem sempre é possível, pois em gera.l a existência e unicidade do fluxo é 

assegurada, mas nào a forma como ele sào encontrados. 

A idéia é caracterizar em termos de configurações de colchetes de Lie como por exemplo 

no teorema de Frobenius. 
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Em analogia com as curvas integrais maximais de um campo de vetores, existe o se

guinte teorema para distribuições. 

Teorema 0.1.8. Seja~ uma distribuição característica e p E 11.1, então existe uma tinica 

variedade integral maximal N(p) de ~ que passa por p. 

Prova. Veja (9], (11] e (15]. 

Observação. O teorema precedente permite decompor a va.riedade A! em variedades 

integrais maximais. A relação de equivalência correspondente, é .r ,....., y se e somente se 

S(.r) = N(y). 

l\o exemplo inicial, as curvas integrais maximais formam uma decomposição de 11.1 

em órbitas que servem ele modelo para generalizar o conceito de órbita ele uma família de 

campos de vetores. 

0.2 Folheações. 

Se introduz este conceito, pois no seguinte parágrafo se estudará as órbitas de famílias 

de campos de vetores, que genera.lizam o exemplo 0.1.:3 ( 1 ). O estudo da diferenciabilidade 

da rela<~ào de equivalência correspondente motiYa a introdução do conceito ele folheaçào. 

Definição 0.2.1. Um subconjunto L Ç M é dito uma ~·-folha de l\1, se existe uma 

estrutura diferenciável tJ sobre L tal que: 

i) (L,u) é uma. subvariecla.de conexa imersa k-dimensional ele JH. 

ii) Se N é um espaço topológico localmente conexo e f : N ~ 1\1 uma função contínua 

tal que f(N) Ç L, então f: N ~ (L, u) é continua. 

Implicitamente a definição acima contém a definição de subvariedacle quasi-regular. 

Definição 0.2.2. Uma. subva.rieclade imersa. (L, u) de J\1 é dita quasi-regula.r se satisfaz 

a condição (ii) na Definição 0.2.1. 

Observação. Nem toda subva.rieclade conexa é quasi-regular 
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Exemplo 0.2.2. Seja r.p: ( -oo, 
3

rr) ~ IR? a imersão definida por 
2 

cp(t)= 2' '7i -37r2 
{ 

(t+~ -1) -oo<t<-~ 

(cost,sent), - 2 ~t< 2 
O par (L,r.p) define uma subvariedade imersa, conexa que não é quase regular (veja figura 

(a)). De fato, para N =(-.::-~,E-~) definamos a aplicação continua 1/J: N ~ JR2 por 

4'(t) = ( cos t, sent). 

l\'la.s 1},: N ~ (L,r.p) não é continua.. Pois se tomamos o aberto V (na figura (b)) 

obtemos que 1/J- 1(V) = [-~, -~ + b) C N não é aberto em 1V e portanto segue a 

conclusão. 

(a) (b) 

Mas toda subvariedade mergulhada e quasi-regular 

Definição 0.2.3. Uma folheação diferenciável (com singularidades) é uma relação ele 

equivalência " "' " em 1\f que satisfaz 

i) As classes ele equivalência são subvariedades imersas conexas de M. Denotemos por 

C(p) a classe de p. 

ii) Para cada p E 1\1, existe um aberto U 3 p e uma carta coordenada r.p : V x lV --+ U 

onde V e W são abertos centrados na origem ele JRk e mn-k respectivamente, satisfa

zendo as seguintes propriedades. 

a) dimC(p) = k 

b) r.p(O, O)= p 

c) para cada (v,w) E V x W, cp(v,w) ~ r.p(O,w) 

d) A aplicação r.p0 : V --+ C(p) definida por 

v --+ cp( v, O) 
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é um difeomorfismo de V sobre um aberto de C(p) 

e) para cada w E W,<pw: V ---t C(p) definida por 

v ---t <p(v, w) E C(<p(O, w)) 

é diferenciável em relaçã.o à. estrutura intrínseca de C( <p(O, w) ). 

Exemplo 0.2.4. ( 1) Em 1\1 = IRa define-se folhas por 

C(O,O,z0 ) = {(.T,y,z0) E /R3
: :cy E IR} 

(:2) As órbitas no exemplo O.L3 (1) 

( :3) Uma folheaçào com singularidades é dada no exemplo :2 se o campo X tiver singula

ridades. 

( 4) As órbitas de uma família de campos de vetores definem uma folheaçào como será 

visto no parágrafo seguinte. 

Proposição 0.2.5. Dada uma folhea<:ào em J\1, então as folhas são subvariedades quasi

rf'gulares. 

Prova. Veja [11] e [15]. 

Como caso particular tem-se que as órbitas de uma família de campos de \·etores são 

quasi-regulares como será assinalado. Além do mais a cada distribuição característica Sf' 

associa uma folheação. 

Proposição 0.2.6. Dado uma distribuição .6. característica, então as variedades integrais 

maximais formam uma folheação. 

Prova. Veja [11] e [15]. 

Cada folha C(p) é vista como um subconjunto de M. No entanto em alguns casos é 

necessário considerar a diferenciabilidade em relação à estrutura intrínseca de C(p), por 

exemplo, no caso de órbitas definidas por campos invariantes num grupo de Lie G, onde 

G'E. ( 1) é um subgrupo de Lie. O seguinte lema garante a diferenciabilida.de em relação à 

estrutura intrínseca da subvariedade. 

Lema 0.2.7. Seja L uma subvariedade quasi-regular de M. Se '1/J : N ---t 1\J é di

ferenciável com 11'(N) Ç L, N uma variedade, então ~' : N ---t L é diferenciável na 

estrutura intrínseca de L. 
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Prova. Veja [11] e [15]. 

Também tem-se o problema recíproco, isto é, se fosse possível folhear uma variedade, 

quão longe estão as folhas de serem variedades integrais de alguma distribuição? 

Teorema 0.2.8. Dado uma folheaçã.o '' ,....., ,. , então as folhas sã.o variedades integrais de 

uma única distribuição característica. 

Prova. Veja [11] e [Fi]. 

Ressaltamos esses resultados, pois serão aplicados às órbitas de uma família de cam

pos de vetores. 

Observação. As órbitas de um campo de vetores formam uma folheaçào, como decorre 

da proposição 0.2.6 aplicada às curvas integrais. 

Se o campo ti ver uma singularidade p. então {p} é a variedade integral O-dimensional, 

e temos que a folheaçào tem singularidade. onde por singularidade entende-se a nào ho

mogeneidade nas dimensões das folhas. 

0.3 Órbitas de Famílias de Campos Vetoriais. 

Ao invés das órbitas de um único campo \"etorial X, consideramos aqui uma família~ 

de campos vetoriais. A família :E pode ser formada por campos locais ou globais. No caso 

local assume-se a condiçâ.o U dom X = J/, para assim poder gerar uma distribuição ao 
XEE 

longo de toda variedade . 

Seja (X1 , ...• Xk) Ç I; uma sub-família. denotemos Ç 

(t1 .... , tk), entã.o é possível definir um difeomorfismo local 

onde se assume que a composta dos Xf; faz sentido. Nesse caso é.T(P) é definido para cada 

(T,p) num aberto de JRk x M, ou seja pode-se olhar Ç como uma aplicaçã.o 

Denotando por G x o grupo dos difeomorfismos locais gerado por Xt, X E I:, tem-se 
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Gr. = ( U Gx) = {Xt11 oX~ o ... oxt: :Xi E 'f.,ti E IR}. 
XEE 

Na realidade Gr. nã.o é em geral um grupo, pois "o" nem sempre é definida. Os elementos 

de G"i: são da forma é.r, para algum é. = (X 1 , ... , Xk) Ç r., T E JRk. Com essa notaç.ão o 

produto em Gr, é dado da seguinte maneira. 

Se o= (ol•···,om),3 = (Ôt•···,Bn), então o.(3 = (oi.···,om,~31··· .,/3n) denota o 

produto dos multi-índice e ô = ( 0 111 , ••• , o 1 ). Assim, 

e 

denota a operação de G"i:· 
A partir de L. se define em 1\f uma relação de equivalência ··, ..... :•. Para que ela esteja 

lwm definida deve-se supor U dom cp = M. o que decorre ele supor U dom X= Jl. A 
~EG~ XE"i: 

relação f. 

p ,....., q se e somente se existe ó E C "i: tal que q = <P(p). 

Assim, temos uma decomposição ele M em classes de equivalências chamadas órbitas da 

família ~ ele campos ele vetores. A órbita por p é dada por 

Para olhar a diferenciahilidacle ele ",.....,", temos que encontrar uma distribuição ~' tal que 

as órbitas sejam as variedades integrais maximais ele ~. O teorema de Sussmau responde 

positivamente isto. 

Por enquanto, seja p E J\1, Ç = (X1 , ... , Xk) Ç r. e denote por Oç,p ={TE JRk : é.r(p) 

esteja definido} Ç JRk, pode-se ver que O E Oç,p· Definamos a função 

PE;p : Oç,p Ç IRk -----? 111 

T -----? é.r(p) = .\'}1 (X[2(· · · xt(p) · · ·)). 

Isto permitirá tornar G"i: (p) num espaço topológico com a topologia forte que é a topologia 

Tp em que os pç,p sã.o contínuas. Com essa topologia as órbitas são conexas desde que os 

Oç.p sejam conexos, o que é possível tomando Oç,p suficientemente pequeno. 
, 
E claro que 
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GE(p) = U pç,p(n~.p), (definição de órbitas). 
~.T 

Acontece que a topologia. Tp para Gr;(p) pode depender ele pontos p. Se mostra que não 

depende. Seja p"' q, então Gr;(p) = Gr;(q) e é suficiente mostrar que i: (Gr;(p), Tp) ______. 
(Gr;(q), Tq) é contínua. Ele decorre da definição Tp, Tq (veja [1.5]). 

Seja I: uma família de campos. Então associamos outra família de campos 

i:= {(dg)* o X o g- 1 
: g E Gr;, X E I:}, 

assim Z E f: se e somente se Z = (dg). o X o g- 1 ,g E Gr,.X E~. O fluxo desse elemento 

é dado por: 

com efeito, 

(dg)xt(9 -J(P)l c~~ Xt(g-
1(p))) = (dg)xt(rl(p))(X(Xt(g- 1 (p)))) 

(dg).Xg- 1 .g(Xt(g- 1 (p))) = Z(Zt(P)). 

Agora., com ~ geramos a distribuição 

.6.r;(p) = gcr{Z(p) E Tpl\1: Z E f:.,p E domZ}. 

É claro que .6.(p) Ç .6.r;(p), onde .6. é a. distribuição gerada por E, logo 

GY5(P) ç Gr;(p) 

Teorema 0.3.1. (Stefan-Sussman). Seja I: uma família ele campos locais definidos em 

jf. Então 

i) As órbitas, são a.s va.riedades integrais maximais de Llr, 

i i) A distribuição Llr, é característica 

iii) A relação de equivalência que induzem a.s órbitas é uma folheação com singularidades 
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iv) As órbitas são subvariedades imersas quasi-regulares 

Prova. i) e ii) é o teorema. de Sussman (veja [9] e [15]) 
iii) segue-se da proposiçã.o q.2.6 usando ii) 

iv) segue-se de proposição 0.2 .. 5 usando iii) 
11 

O estudo das órbitas Gr;(p) é o estudo da. distribuição p --t .6.~(p) dada pelo teorema 

0.:3.1. Para calcular .6.~(p), precisa-se conhecer os grupos a l-parâmetro dos campos de 

~ o qual se reduz a um problema de integrabilidade de campos. Como nem sempre é 

possível obter expressões para os fluxos dos campos. é conveniente expressar .6.~(p) em 

termos de colchetes de Lie avaliados em p 

Definição 0.3.2 Um espaço vetorial g sobre um corpo I\ é dito uma álgebra de Lie se 

existe uma função 

para cada .r. y E g tal que 

i) [ . ] é bilinear 

i i) [.r, y] = - [y. J'] 

[·. ·] : g X g --t g 

(:r, y) --t [ J'. y] 

iii) [.r, [y, z]] + [y, [z, :r]]+ [z, [.r, y]] =O, cada. :r, y, z E G 

Exemplo 0.3.3 (1) X(l\1) com a operação de colchete de Lie. 

(2) Qualquer álgebra. associativa g. induz uma álgebra de Lie com a operação [:r, y] = 

:ry- y:r. 

(3) A1(n), o conjunto das matrices n x n, antisimétricas com traço nulo 

( 4) Para um espaço vetorial V define-se uma álgebra de Li e a.belia.na [ x, y] = O para. cada 

.r, y E V ... etc. 

Com a álgebra de Lie AL(~) gerada por ~. pode-se gerar uma distribuição .6. 

p ---t AL(~)(p). 

Deve-se observar que o cá.lculo de AL(~)(p) envolve só calcular colchetes e avaliar em p 

e portanto envolve apenas derivadas de campos de vetores em p. Se AL(~)(p) = .6.E(P) 

para cada p E A1, temos que o problema de integrar campos passa a •1m dual de derivar 
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campos. Por enquanto temos que AL(E)(p) Ç .6.E(P) para cada p E Af. De fato, para os 

campos X e }"tangentes a .6.E, 

[X, Y](p) = dl (X-t)~(Y(Xt(P)))I 
ct t=O 

e como .6.E é característica, temos (X_ 1 )~(Y(X 1 (p))) E .6.E(p). Mas .6.E(p) C Tp~M e 

fechado, portanto [X, Y](p) E .6.E(p), para cada p E lU. Portanto 

AL(E)(p) Ç ~E(p). 

l_"ma condição para que D.E(p) = .6.(p) = AL(E)(p) é 

Proposição 0.3.4 .6.E = .6. se e somente se .6. é integrável. 

Prova. Se .6.E = .6., então a integrahiliclaclt> de ~E implica a de .6.. Reciprocamente por 

ser ~ integrável e suhclist ribuiçào de .6.~. as \·ariedades integrais maximais de .6. estão 

contidas nas órbitas. Para a inclusão contrária, seja p E i\1, então Gr.{p) Ç N(p) já que 
'\' , • A _, e tangente a u. • 

Como a igualdade AL(E)(p) = D.E(p) se reduz a um problema ele integrabilicladf' de 

p- AL(E)(p), damos dois critérios para a integrabilidade dessa última distribuição. 

Proposição 0.3.5. Suponha que os campos de E são globais em 1\1 e que AL(E) é de 

dimensào finita (como espaço vetorial). Então p--+ AL(E)(p) é integrável. 

Prova. Veja [9]. 

Proposição 0.3.6. Suponha que os campos de E são analíticos e globalmente definidos, 

então AL(E)(p) = .6.E(p). 

Prova. Veja [9]. 

O conjunto 

é o semigrupo de difeomorfismo locais gerado por E. O que o diferencia de GE é a. não 

existência. de inversas ja que, em geral, X -t f/. SE. 

Análogo ao caso de órbitas temos 
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Este conjunto é básico no estudo do sistemas de controle e é denominado órbita positiva 

por p. 

Também é conveniente introduzir a notação 

k 

S::;(p,T) = {Xt\(X;
2
(···Xtk(p)···)): Xi E I;, Li;~ T, t; >O} 

j=1 

como sendo o conjunto de pontos atingíveis num tempo menor ou igual a T. Paralelamente 

temos que 

k 
c• (· ·T) _ { ,.1 ( F2 ( ,r~, ( ) ) ) . vi )' ~ _ T O} ,,::; p, - .'\.tJ .'\.t2 ... ·'-tk p . . . . .'\. E ~,~ti - ' ti > 

i=1 

denota o conjunto de pontos atingíveis num tempo exatamente igual a T. Por tanto, 

y E S::;(p.T) se e só se y = X/ 1 (X 1 ~(···X 1 kk(p)···)), para algum subconjunto f, = 

(X 1 
.... ,Xk) Ç I;,S' = (t 1 , .... tJ.:) E IR~· e 115'11 S T. Tal elemento no que segue é 

denotado por y = f,s(p). 

Observação. Pode-se caracterizar S'::;(p) em termos de curvas. y E S::;(p) se e somente 

se existe uma curva o : [0, T] --> 1\J. uma partição a = To < T1 < · · · < TJ.: = b e 

campos X 1
, •.• , Xk em ~ satisfazendo o l[r,_p,] é uma curva integral de X\ i = 1, ... , 1.-. 

Com efeito, se y E S::;(p) se e só se y = Xl
1
(.\'"(

2
(···Xtk(p)···)),t; 2: O. Baseado nisto, 

definamos a curva 

o ::; i ::; tk 

a(t) = 
t k < t ::; t k + t k-1 

• 

cujo ponto final é 

Essa observaçã.o sugere a definição de curva integral de uma família~ de campos vetoriais. 



Definição 0.3. 7. Se 2: é um subconjunto de X(M), entã.o uma curva integral de 2: é uma 

a.plicaçã.o contínua o: de um intervalo [a, b] a. valores em Af tais que existem a = r0 < r1 < 
· · · < Tk = b, e elementos X 1 , ... , Xk de 2: com a propriedade que o:lrr,_1 ,r,J é uma curva 

integral de X i, para cada i = 1, 2, ... , k. 
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CAPÍTULO I 

SISTEMAS DE CONTROLE 

l\este capítulo estudaremos sistemas de controle definidos sobre uma variedade di

ferenciável, mais especificamente sobre um grupo de Lie ou um espaço homogêneo. O 

propósito fundamental é fazer notar o interesse em estudar sistemas de controle sobre um 

grupo de Lie G, pois um sistema definido em G pode ser levado num sistema definido 

numa variedade 1\1, desde que encontremos alguma maneira de projetar o sistema em G 

num sistema definido em NI. 

Isto é, conhecendo critérios de acessibilidade, controlabilidade para sistemas definidos 

em G pode-se tirar conclusões sobre as mesmas propriedades em M, desde que os sistemas 

estejam relacionados de alguma forma, como ocorre com a ação de um grupo de Lie G 

sobre uma variedade 1\1. Sendo que neste caso, tais propriedades são induzidas desde que 

a ação seja transitiva, isto é, se Af é um espaço homogeneo de G. 

Dessa forma, é natural pensar quanclo um sistema invariante num grupo de Lie G 

é controlável. Supondo acessibilidade como uma hipótese para obter controlabilidade, o 

problema se reduz a decidir quando acessibilidade implica em controlabilida.de. 

1.1. Acessibilidade. 

I\o Capítulo O definimos as órbitas positivas e foi mencionado o interesse em se estudar 

o comportamento topológico de SE(:r). Nesta seção, procuramos condições para que inf 

SE ( x) seja não vazio. Como será visto, a propriedade de acessibilidade pode em alguns 

casos ser caracterizada por relações entre colchetes de Lie, como por exemplo, no caso 

analítico. Para este estudo consideramos uma variedade paracompacta M, uma família 

de campos ~ Ç X(A1), que chamaremos por sistema e uma distribuição L\.. 

No caso em que E seja analítica, globalmente definida como será. na maior parte dos 

casos, temos que 

x-+ AL(E)(x) (1) 

define uma distribuição integrável, logo as órbitas GE ( x) em cada ponto são as variedades 

integrais maximais da distribuição acima. Para ter compatibilidade no desenvolvimento, 
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se supõe que a distribuição definida em (1) é integrável independente do sistema ser 

analítico ou não. 

Definição 1.1.1. Dado um sistema L; Ç X(A1). Se diz que ele tem a propriedade de 

acessibilidade em :r se o int SE( x) =/- <P, na topologia de J\!1. Ele é acessível se o for em 

todos os seus pontos. 

Para o estudo de acessibilidade tem-se que o sistema pode ser analítico ou C(Xj. l\Ias 

aqui se estudará o caso analítico para obter uma caracterização em termos algébricos. Pois 

neste caso o problema se reduz a calcular AL(2:) e avaliar no ponto desejado e comparar 

com seu espaço tangente nesse ponto. Em poucas palavras tudo se resume a calcular 

derivadas de campos. 

Proposição 1.1.2. Sejam L; Ç X( l\1), a : [a. b] --t M uma curva integral de 2: tal que 

o(t) =:r para algum tE [a, b]. Então a(s) E GE(.T), para cada 8 E [a. b]. 

Prova. Como 0: é curva integral de .E, existem t0 = a < t 1 < · · · < tk = b e campos 

X 1 .... , Xk em .E tal que al[t,_ 1 ,t;) é uma curva integral de X' e como t E [ti-l• f;] para 

algum i, então 0:: [ti_ 1, ti] --t l\1 é uma ClHYa integral de X' com o(t) = x E GE(.r). Daí 

que é suficiente provar para L;= {X}. pois tomando extremos dos sub intervalos [t;_ 1 , ti] 
e aplicando novamente o processo obtemos o resultado. 

Para cada variedade integral maximal S define-se o conjunto 

J(S) ={sE [a,b]: o(s) E S}. 

Se concluirmos que J(5) é aberto e fechado, segue-se da conexidade que J(5) [a, b] 

para alguma variedade integral maximal 5. 

i) J(S) é aberto na topologia relativa de [a, b]. Pois, s E .1(5) se e só se a(s) E 5, logo 

segundo existência e unicidade de soluções existe um 1 > O tal que o:( ( 8 - 1, s + 1)) C S, 

daí, temos (s- 1, .s + 1) n [a, b] Ç J(S), e portanto J(S) é aberto em [a, b]. 

ii) J(S) é fechado. De fato, seja Tn --t r, Tn EJ(S), então a(rn) E 5 para cada n E IN. 

Segue-se que o:(r) E 5, caso contrário a(r) E S' alguma variedade integral 5'. Olhando 

como na prova de (i), temos que a(rn) E 5' para infinitos valores de no que mostra que 

S' = S já que duas variedades integrais ou coincidem ou são disjuntas. Consequente

mente, .J(S) é conexo e portanto .1(5) = [a, b] para alguma variedade integral maximal 
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e como o(t) = x E GE(x) então o(s) E GE(:r) para cada sE [a,b]. • 

Sempre vale SE( x) Ç GE( x) e se deseja saber sob que condições obtém-se a igualdade 

S'E(x) = GE(x). 

O Teorema de Chow dá resposta a isto, desde que 'E satisfaça uma propriedade de sime

tria. 

Definição 1.1.3. Vma família 'E é dita simétrica se para cada X E 'E se tem que -X E 'E. 

Uma maneira equivalente de caracterizar pontos de uma mesma órbita é dado por: 

!J E GE(.T) equivale a encontrar uma curva integral o : [a, b] -t Ai de 'E tal que a( a)= 

.r,o(b)=y. 

Para obter a igualdade SE( .r) = GE ( .1') precisa-se encontrar uma curva integral 

(3: [O, T] -t Af de 'E tal que /3(0) =:r, ;3(T) = y e o teorema de Chow garante isto. Seu 

enunciado é. 

Teorema 1.1.4 (Chow). Seja 'E Ç ..l'(J\1) simétrico, ;r E Af. Entã.o a cada y E GE(x), 

existe uma curva integral o : [O, T] ----+ Ai de 'E, T 2 O tal que o(O) = .1·. e o(T) = y. 

Prova. Veja [10]. 

Uma caracterização de acessibilidade é dada agora. 

Teorema 1.1.5. Seja Ai uma variedade analítica n-dimensiona.l, 'E Ç X(M) família de 

campos vetoriais completos e analíticos sobre 11.1. Entã.o int SE( x) f. 0 se e somente se 

dim AL('E)(x) = n. 

Mais ainda, caso se verifique qualquer das implicações acima obtém-se 

int SE(:z·, t) = SE(x, t) para cada t > O 

assim int SE(x, t) f. 0. 
Prova. Suponha que dimAL('E)(:z:) < n, entã.o de dimAL('E)(:r) = dimGE(x) < n 

obtemos que int GE( x) = 0, já que GE( x) é subvariedade e portanto seu interior é nã.o 

vazio se e só se sua dimensã.o coincide com a da variedade. Assim, 

int SE(x) C intGE(x) = 0 
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o que mostra que a condição é necessária. 

Observamos que a recíproca é imediata no caso de sistemas simétricos. De fato, 

suponhamos que dimAL(E)(:r) = n e como T11 GE(x) = AL(E)(y) para cada y E GE(x), 

então dim GE ( x) = n, logo GE ( x) é uma su h variedade conexa e aberta. Mas pelo Teorema 

de Chow, SE(x) = GE(x), pois o sistema é simétrico e daí que int SE(x) =/:- 0. 
Essa observaçã.o será utilizada para a recíproca no caso geral, simetrizando uma família 

E tomando ±E. Daí que, se dim AL(±E)(.r) = n, obtemos que a órbita em x 

é aberta. Portanto, supondo que dim AL(±E)(.r) = n, mostraremos que intSE(.T, t) = 
S~(.r. t) para t >O e obteremos como consequf.ncia que intSE(:r, t) =f.</>. 

Fm primeiro passo é encontrar uma aplicação F : JRk ---+ J\1 tal que em quase todo 

T E JRk tenhamos que posto ( d F)T = n (para isto será usada a hipótese de que o sistema 

é analítico). 

A contrução de F é feita ela seguinte maneira, S±E(:r) = G±E(.1') é aberto e y E 

S±dx) se e só se y = .\'} 1 (X( 2 (···X~(x)···)), para algum f,= (X 1
, ... ,Xk) Ç ±E.T = 

(ti····,tk) E JRk. Para f,,:r fixos definimos a aplicação Pf.,T: JRk---+ Af por Pt,.x(T) = 

(r( .r), que é analítica por serem analíticos os campos de vetores. Considerando a bola. 

B[O. N] centrada em zero e de raio N, tem-se que AcN = Pv(B[O, N]) é compacto. Logo 

fazendo variar f,, N temos que 

s±E(:r) = u At,,N = G±E(x). 
f..N 

Portanto, pelo teorema de Baire obtemos que int At,.N =/:- <P para algum f,, 1\r. Fixando 

f,, definimos a aplicaçã.o procurada F : !Rk ---+ JH por F(T) = f,T( x) e temos que 

int F( JRk) =f. 0, pois At,,N C F( JRk ). Como a aplicaçào F é analítica, pelo Teorema de 

Sard temos que o conjunto dos valores regulares é denso, daí que existe T E JRk tal que o 

posto ( dF)T = n. Agora a idéia é estender a densidade de valores regulares ao de pontos 

regulares, aqui é onde usamos fortemente o fato da analiticidade de F. Para isto seja o 

conjunto 

A#= {TE !Rk: posto (dF)T < n}. 

Veja que int A#= 0, caso contrário se teria um aberto U C A#, daí que para TEU o 

posto ( dF)T = n0 < n e como U é aberto, JRk conexo e T ---+ ( dF)T analítica se teria 
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então que posto (dF)T = n0 para todo TE JRk (por prolongamento analítico). Assim 

JRk- A#= A é denso em JRk. 

Agora provaremos que int SE(x, t) = SE(x, t) para todo t > O. Para isso, veja que 

y E SE(x, t) se e só se para algum ''7 = (Y 1
, ... , ym) C I:, SE IR+ tem-se 

y = ·TJs(x) = Y.~O~.~(- · · Y,'~(.1·) · · ·)). IISII:; t. 
Pode-se supor que IISII < t, pois U{SE(:r.s): O:; s < t} = SE(:r,t). Seja U um aberto 

definido por 

u = A n { T E IRk : 11 T 11 < t - 11 s 11 } n { T E IRk : T E IRk : TI, ... , T k > o}. 

Afirmamos que O E U. De fato, como A é denso em JRk, é possível tomar uma seqüência 

Tn E A com T~ > O (isto é, com todas suas coordenadas positivas) e IITnll < t- IISII, tal 

que lim,_x Tn =O. Por outro lado temos que (dF)T tem posto n para todo TEU, pois 

l' C A. logo F é uma aplicaçã.o aberta e conseqüêntemente, F(U) é aberto em 1.\1. Como 

O E C, se tem que _r·= F(O) E F(U). Lembrando que 

Y = 1Js(:r) = Y.~(Ys~(- · · Ys'::(.r) · · ·)), IISII:; f. 

se tem que .r E domr1s e portanto existe um aberto V C domq5 n F( U) tal que :r E f'. 
Seja rh a restrição ele 'ls a V, então é possível compor 6 com a restrição ela F à F- 1

(\'). 

Seja agora 

Como J' E fr e 'ls é um difeomorfismo local, se tem que y E lV. Por outro lado, temos 

que vV é atingível desde X num tempo IISII + IITII, mais ainda 115'11 + IITII <te daí que 

H' c int S~(:r, t) e portanto lV c int SE(:r, t). Como y E vV, isso conclui a demonstração 

do teorema. • 

Observação. Neste teorema, a a.naliticidade foi essencial para assegurar que F( U) é um 

aberto e também para se ter densidade de pontos regulares em JRk que não ocorre no caso 
coc. 

O teorema anterior é sobre o conjunto dos pontos atingíveis em um tempo menor 

ou igual a T. Adiante provaremos um resultado semelhante para o conjunto dos pontos 

atingíveis num tempo exatamente T. Antes porém, é conveniente que se faça os seguintes 

·comentários sobre o significado geom~trico de AL(E)(x). Sabemos, no caso analítico, que 
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a aplicação x---+ AL(E)(x:) é uma distribuição integrável e que suas variedades integrais 

maximais são dadas por GE(x). Por essa razão, AL(E)(x) é definido como o conjunto 

de vetores que são direções limites de curvas a que passam por x· e estão inteiramente 

contidas em GI:(:r). Por exemplo, 

d I i) para a curva definida por o(t) = Xt(.r) temos que -d Xt(x) = X(x) E AL(E)(:r) e 
.t t=O 

também é claro, X 1 (.r) E GE( x) para todo t. 

ii) para a curva definida por a(t 2 ) = X_ 1 (Y_ 1 (XAY~(x))) temos que 

1,(X_t(}~t(Xt(}~(;r)))))l. = [X. Y)(.r), e da mesma forma, os colchete sucessJ-
t=O 

vos Xi(:r).[):i,Xj](x·), [Xi,[XJ,Xk]j(.T) .... [.\'"i, ... ,[Xr,xs) ... ](:r), que estão em 

AL(~)(:1'), são direções límites de curvas em G~(T). 

Para olhar o conjunto dos pontos atingíveis em tempo T exato, consideramos o con

junto de direções limites AL0 (E)(:r) de curvas atingíveis a partir de x num tempo nulo, 

isto é, curTas que são percorridas em f unidades adiante e em -t unidades de regresso. 

Como no caso do colchete de dois campos acima, os candidatos a serem elementos desse 

conjunto são os colchetes de qualquer ordem. :\!ais ainda, o(t) = X~ 1 Xf(.r) é uma curva 

em GE(;r) do tipo que se deseja e 

o'(O) = (X1 - Xi)(:r) E AL(E)(x). 

Logo AL0 ( ~) deve ser formado pela álgebra deri\·ada AL'(E) e combinações lineares das 

diferenças de elementos em AL(~). Isto é definimos AL0 (E) como o subespaço gerado 

pelos seguintes elementos 

k 

") X,.l + + ,,.k t 1 ""' O vi vk E "' 11 o 1 · • · O:k-'1.. a que ~0:; = e .'\. , ... , _.,_ LJ. 

i=l 

É claro que AL0(E) é um ideal de AL(E) já que contém todos os colchetes de seus 

elementos. Dito de outra maneira, 

AL(E) V(E) E9 AL'(E) 
k 

{Lo;Xi + Y: Y E AL'(E), Xi E E} 
i=l 

k k 

AL0 (E) {L o;Xi + y: L 0:; =o, y E AL'(E), xi E E}. 
i=l i=l 
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Observe que w E AL(I:) pode ser escrito como 

k 

w = L a;Xi + Y, Y E AL'(E). 
i=1 

k 

Daí que definindo /3 = La;, pode-se escrever o:; = /3- ( o 1 + · · · + o;_ 1 + o;+1 + · · · + ok) 

i=1 
para qualquer i = 1, ... , k, obtendo portanto que 

Xr} + + Fi-1 + Fi+l + "\rk }r 'U' = Ot . . . Oi-I-"" . Üi+t-'\ ... + Ü'k,'\. + 
+(/3- (ot + · · · + Oi-1 + Oi+1 + · · · + ok))Xi 

de onde se tira para qualquer i que 

!.: 

U' = /3Xi +L Oj(XJ- Xi) + Y, Y E AL'(~). 
j=l 

Consideramos agora o quociente Q(E) = AL(E)/AL 0 (~). Como 

k 

w + AL0 (E) L oj(Xj- X i)+ B)(l + Y +ALo( E) = f3Xi + Y + ALo(E) 
j=l 

j3X; + ALo( E) 

para se determinar a dimensão do quociente, o problema fica em decidir se Xi E 

AL 0 (~) ou Xi ri AL0 (E) para algum i. Se Xi E AL 0 (~), temos que dimQ(E) = 

dimAL(I:)/AL0 (E) = O e se X' ri AL0(E), então climQ(E) = 1. Pode-se dizer 

também de maneira equivalente que codim AL0 (E) = O se e só se Xi E AL0 (E) 

para algum i. Disto concluímos que codim AL0(E) = O ou 1. Analogamente para 

os subespaços AL0(L.)(x) C AL(E)(x) temos que coclim AL0 (E)(;r) = O ou 1. Agora, 

como AL0 (E) C AL(E) é um ideal em particular é uma subálgebra, então a aplicação 

;1" ---+ AL0(I:)(:r) define uma sub-distribuição ele x ---+ AL(E)(x) que é integrável. As 

variedades integrais dessa distribuiçào são ele codimensão zero ou um nas variedades inte

grais ele AL(E). Por essa razão, fazemos a seguinte cliscussào sobre variedades produtos. 

Para J\11 x IR a variedade produto, tomemos T(x,-v) ( M X IR) ~ Tx~M EB IR, logo definamos 

um campo nela a partir elos campos X: J\1---+ TA!, Y: IR---+ IR como 

X EB Y: M x IR ---+ T(M x IR) 

(x, y) ---+ (X(x), Y(y)) 

ele onde se verifica facilmente 
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[X EB Y, X' EB Y'] = [X, X'] EB [Y, Y']. 

Como um campo canônico em IR é 
8

8 
: IR--+ IR, definido por !._f= f', consideremos 

t . ôt 

a família I;# = {X EB :t : X E E} para depois gerar a álgebra de Li e 

k 

AL(~#) = {2_:o;X; +f: X; E z.#, F E AL'(~#)}. 
i=l 

Se Xi E ~#,então Xi =X; EB :t e como nós queremos determinar AL(~#) em termos de 

ô - - - -
X, Y. Z, ôt supomos que H'= [X, [Y, Z]]. Depois de fazer substituições obtemos 

x x'r 8 F y- 8 z z 8 
= til ôt' = e-; ôt. = ,f! ôt 

[}--:- Z-] - [}r !._ Z - !}_. - [}·· Z] a:> [!._ !}_] - [}·· Z] 
' - ffi ôt ' -' ttl ôt J - ' -'/ ât ' ôt - ' EB O 

[X, [fr, Z]] =[X 4 :t, [Y. Z] 9 O]= [X, [Y, Z]] EB O 

assnn 

AL(E#) ={~a,( X, EB :
1

) + Y EB O: X, E E,!' E AL'(E)}. 

l\o Teorema anterior foi dado uma caracterização para se ter intSE(:r) =f 0. Agora, vai se 

caracterizar quando int SE(x, T) =f 0, T >O onde 

Sr.(x, T) = {xt1
1 
(X~ ( · · · xt: (:r)···)) : t; > o, X; E ~, 't t; = r}. 

t=l 

Em termos da álgebra de Lie (ideal) AL0 (E) avaliado em x, o resultado é 

Teorema 1.1.6. Seja Af uma variedade analítica n-dimensional, e seja E uma família de 

campos vetoriais completos e analíticos sobre iH, x E Af, T > O. 

Então int SE(x,T) =f 0 se e somente se dimAL 0 (~)(x) = n. Mais ainda, neste caso o 

int Sr.(.T, T) é denso em Sr.(x, T). 
Prova. Para mostrar a equivalência mostramos as seguintes equivalências: 

i) int Sr.# (x, O) =f 0 {::} int Sr.(x, T) =f 0. 
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ii) int SE#(x,O)-::/: 0 {:} dimAL(I:#)(x,O) = n + 1. 

iii) dimAL(E#)(x,O) = n + 1 {:} dimAL0(E)(J·) = n. 

Demonstramos i) e iii) pois ii) é válido pelo Teorema 1.1..5. 

i) Suponhamos que int SE#(:r,O)-::/: 0, pelo Teorema l.L5 dimAL(E#)(x,O) = n + 1, isso 

implica que int SE#((:r,O),t)-::/: d> para t >O. Tomemos V x ~V Ç SE#((x,O),t) aberto 

básico e para cada .sE Hl seja o conjunto V x {.s} Ç SE#((:r,O),t), logo se v E V, então 

(r,.s) E V x {.s} Ç SE#((:r,O),t) daí que existe o: [O,r]---+ AI x IR curva integral de 

'f,# com o:(O) = (:r,O),a(r) = (v,s). Como existe uma correspondência 1-1 entre curvas 

integrais de E e E# (i.e. para a curva integral B de I: o fazemos corresponder uma curTa 

integral a de I;# definida por o(r) = (;3(r),r)) e por uma avaliação em r= O e r=,. 

obtemos /3(0) =:r, {3(r) =v, r= s isto quer dizer que 1' E SE(x,.s), daí V Ç SE(J:,s). 

:\Ias. nós procuramos mostrar que int Sr. (.r, T) -::/: 0 e para isto via uma aplicação 

introduzimos um aberto não vazio no conjunto int S'r.(J:, T). Seja X E E e {X,}t~ 0 o 

grupo local a l-parâmetro de tal maneira que dom X Ç V (é possível fazendo dom X 

suficientemente pequeno) neste caso definamos uma aplicação G : n ---+ M, n = 

dom X por G(y) = Xr-s(y), qual é um difeomorfismo local 

Se y E V, entà.o y = (r(:r), llrll = s, r= (r1, ... ,rp), Ti> O daí que 

G(F) = {Xr-s(v): v E\'}= {XT-s(Ç,.(.r)): · · ·} Ç SE(.r,T) 

pors T- s + llrll = T- s + s = T, logo G(\7
) é aberto e G(V) -::/: 0. Portanto 

int Sr.(:r, T)-::/: cf>. 

Reciprocamente suponhamos que int SE(x, T) -::/: 0, então existe um aberto \7 não 

nulo, V Ç SE(x, T). A idéia é introduzir um aberto via uma aplicação aberta, e para isso 

seja X E E e (Xt) 1 o grupo a l-parâmetro associado. Definamos a aplicação 

F : v X IR ---+ Af X IR 

(v, t) ---+ (X1( v), T + t). 

O fato que X 1 é um difeomorfismo local, implica que o posto de ( dF)(v,t) é n + 1, para 

cada (v, t) E V x IR (é suficiente calcular (dF)(v,t))· Logo F é uma aplicação aberta em 

V x IR, mas V x (0, oo) C V x IR é aberto, entã.o F(V x (0, oo)) C M x IR é aberto. 

Afirmamos que: F(V x (O,oo)) Ç SE#(x,O). De fato, se a E F(V X (O,oo)), entã.o 

a = F( v, t) = (Xt(v), T + t), v E V, t > O e como v E V Ç S'E(J.:,T) temos que v = 
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Çs(x), s = (si, ... , sk), ll.sll = T, mas existe uma correspôndencia 1 - 1 entre curvas 

integrais de E e L;#, logo os elementos de SE# ( ( x, O)) são ele forma. 

(Xt(v),T+t) = (Xt(Çs(x)),T+t), (,(a:)= x.:
1
(X?

2
( ... X:k(x) .. ·)) 

com t + 11.<;11 = t + T daí que o: E SE#(a:,O). Portanto int SE#(a:,O) =f. 0. 
iii) Suponha que clim AL(L:#)(x,O) = n + 1, para obter dimAL0 (.E)(x) = n é suficiente 

mostrar que Txi\1 C AL0(.E)(a·). Seja v E T:ri\1, então (v, O) E T(.r,o)(i\1 X IR) e como 

dimAL(.E#)(:r,O) = ·n + 1. temos que AL(.E#)(.r.O) = T(.r,o)(Jf x IR)= T:ri\1 =·IR daí 

(v.O) E AL(.E#)(:r,O). Logo existem campos X 1 , ... ,XP E .E, Y E AL'(.E) tais que 

Assim obtemos 

p p p 

c= L \X;(:r) + Y(:r) =(L À;X; + Y)(.1·) e L À;= O 
i=l i=l i=l 

daí que c E AL0 (.E)(.1·). Portanto dimAL0 (.E)(:r) = n. 

Para a recíproca suponhamos que dimAL0 (.E)(.1·) = n, então AL0(:E)(.1·) = T3.J\J. 

mostremos que 

T(x,o)(l\J x IR) Ç AL(.E#)(.1:, O) 

por meio ele (v, O) E AL(.E#)(x,O) e (O, %t)(.1:,0) E AL(.E#)(x,O). De fato, como t' E 1~1\f 

então (v, O) E T(:r,o)(.M x IR), mas AL0 (E)(:r) = T:rA1 e daí para 

p p 

v E AL0 (.E)(x) temos que v= (L À;X; + Y)(x), L À;= O, Y E AL'(.E). 
i=I i=l 

Mas 

(v, O) ( (t, À;X; + Y) iJJ t, >.;!) (.<,0) = (t, >.;X; iJJ t, >.;! + Y iJJ t, >.;!) (x, O) 

(t,À;(XiEB :t)+YEBO) (x,O) 

24 



logo (v, O) E AL(}~#)(x,O). Agora mostramos que (o,!) (x,O) E AL(E#)(x,O) e para 

isto seja X EB ;t E E#, então 

fJ . 
(X ffi fJt )(x, O) E E#(x, O) C AL(E#)(x, O) e (X E8 O)(x, O) E AL(E#)(:r, O). 

Por tanto T(.r.o)(Af x IR) Ç AL(E#)(;r,O). 
Finalmente mostramos que int SE(x, T) = 5'E(.r, T). Para isto temos que mostrar que 

para cada y E SE(.r, T) existe uma sequência (y,)nEN tal que y, --+ y e y, E int SE(:r, T), 

para cada n E IN. De fato, seja y E Sr;(:z:,T), então y = fr(J·),Ç = (X 1
, ... ,Xm), T = 

(f 1' ... ' t rn). ti > o' li T 11 = T ou seja y = Xll (X 12 ( . .. X r: (:r) ... ) ) . 
A idéia é aproxima-la por uma sequência de pontos atingíveis. Como tm > O, então 

existe uma sequência (sk)kOV tal que Sk E (0. tm ), para cada k E Jf\' e Sk --+ O; mas 

Sk > o daí que int S'E( :r' sk) -I q). Logo existe um aberto lh, ;rk E uk c SE( X' sk) tal que 

.rJ.: = 'lr'(J·) e IIT'II = sk. 

Definamos uma sequência (yJ.:)kEN por !h = Çrk(.rk), onde T~; = (t 1 , ... , tm - sk)· 

Então !Jk = xu ... xt7,.-:=~(Xt~n-Sk(J·k)), mas l'k = 'lr'(x). logo obtemos que !Jk = 

Çrk(rJ,..,(.r)), IIT~.:II + IIT'II = T; segundo a forma de Yk, tem-se que Yk E Sr.(x,T). 
para k: E I\·. Mas queremos que Yk E int S'r;( ;r, T) e para isto usamos o fato de ser Çrk ( ·) 

um difeomorfismo local, ou seja Çrk ( Uk) Ç Sr;( :1:, T) e é aberto, pois 

{Çrk(w): W E Uk} = {Çrk(w): W = 'ls(x), iisii = sk} 

{ Ç ~J'l s (:r)) : li Tk li + li <"li = T} 

f. claro que !Jk --+ y pela continuidade de Ç desde que Tk --+ T 

1.2. Controlabilidade global. 

• 

Neste parágrafo definimos o que é um sistema de controle ao invéz ele simplesmente 

ter uma família E de campos. Também estabelecemos relações entre órbitas positivas 

induzidas por E e conjunto ele pontos atingíveis seguindo trajetórias definidas por um 

sistema de controle. 

De maneira geral, consideremos um espaço de medida n e seja 

F(f2) = {v : I --+ D : I intervalo fechado} 

e introduzimos uma operação # em F(f2) que o torne um semigrupo. A operação é a 

concatenação. Sejam u : [a, b] --+ n e v : [c, d) --+ n, então u#v : [11, b + d- c) ~ n é 
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definido por 

# { u(t) se a ~ t ~ b 
u v = v( t + c - b) se b < t ~ b + d - c 

Com essa operação (F( O),#) torna-se um semigrupo, já que a associatividade de# pode 

ser verificada de maneira imediata. 

Fazemos IR atuar em F(n) por translações, isto é, para u : [a, b] ----+ n e T E IR 
definimos 

~.p : IR x F(O) ----+ F(O) 

(r,u) ----+ TV: [a- T,b- r]----+ f1 

onde, (ru)(t) = u(t +r) para tE [a, b]. Daí temos que ;p define uma ação de IR em F( O) 

e para cada T E IR, a translação no tempo T 

f.Pr: F(D)----+ F(O) 

é um automorfismo do semigrupo F(O). 

Definição 1.2.1. Um semigrupo de controle 8(!1) é um subsemigrupo de F(O) tal que: 

i) Todos elementos u E 8(!1) são mensuráveis. 

ii) Seu E 8(!1) e I\ é qualquer sub intervalo fechado de domu, então uin: está em S'(D) 

iii) S(D) é invariante sob translações do tempo. Dessa forma, as translações no tempo 

induzem automorfismos do semigrupo 8(!1). 

Os exemplos mais conhecidos de semigrupos de controle são 

·- PC(O) funções constantes por pedaços. 

Se IB é um espaço de Banach e !1 c IB, toma-se a o--álgebra de Borel sobre IB. 

- l 1 (!1) = {u: J----+ n: u E Ll(J; IB)} 
- LCG(n) = {u: J----+ n: mensurável e limitada}. 

Agora define-se o que se chama um sistema de controle. 

Definição 1.2.2. Dado um semigrupo de controle 8(!1), um sistema de controle tendo 

S'(D) como conjunto de controles admissíveis é uma variedade diferenciável (CCG ou cw) 

paracompacta, conexa M chamado espaço de estados, munido com uma família L: = { Fu : 
u E !1} de campos vetoriais ( 0 00 ou cw) parametrizados por !1 satisfazendo 

26 



i) A correspondência u ~ Fu e continuamente diferenciável (para a topologia 

canônica dos campos vetoriais). 

ii) Para cada u E S(D) e x 0 E M, existe uma única curva absolutamente continua 

;r: [a,b]--+ Jlf tal que ;r(a) = x0 e i(t) = Fu(t)(x(t)) para quase todo tE [a,b]. 

O sistema definido acima induz uma açào de S(D) sobre M. Ou seja, existe uma 

a p li c aç à. o 

y : S(D) X J/ ~ 1\J 

(v, J") ~ x(b) 

onde dom v = [a, b] e i é a CUlTa absolutamente contínua do item i i). Se para cada 

u E S(D) a aplica<~ão r.p(u, ·) : A/ ~ M é um difeomorfismo, então 

p: S(D) ~ Diff (.i\1) 

v ~ r.p(u, ·) 

é uma representação ele S(D). Como caso particular, temos que se S(D) = PC(D) e todo 

Fu : 1\1 ~ TJ\1 são completos, entào 

p(PC(D)) Ç Diff (Af) 

é o sub-semigrupo gerado pelos grupos a l-parâmetro. 

Da definição acima pode-se dizer grosseiramente que um sistema de controle é uma 

terna (1\f, I:rh D) formada por uma variedade Jl,f como acima, uma família I:0 de campos 

parametrizados por De um conjunto n onde os controles ou elementos do semigrupo S(D) 

assumem valores. 

Os elementos desta terna estão ligados por uma equaçào de evolução, onde cada 

elemento elo semigrupo de controle induz uma única soluçã.o absolutamente contínua. Para 

o que temos previsto, nossos controles estão definidos nos intervalos positivos. Em geral, 

tomaremos n como subconjunto de JRm e satisfazendo, de acordo com a circunstâ.ncia do 

problema, a\guma condição extra como localmente conexo por caminhos ou Af f(D) = 

IRm, onde Aj f(D) significa o espaço afim gerado por n. 
A lei que governa nossos objetos é uma aplicação contínua 

F : A f x n ~ r Af 
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onde para todo u E n, F(·, u) M -+ T 1'.1 é um campo vetorial. Ela dá lugar a uma 

equaçã.o de evolução 

F(x(t), u(t)) = x(t), u(t) = (ut(t), ... 'Um(t)) x(O) = Xo. 

Daí que tem-se uma correspondência entre o semigrupo de controle 8(D) e o conjunto de 

trajetórias que no instante t = O partem de um ponto fixado x(O) = 1·0 . Como se toma 

tempos positivos, os domínios dos controles serã.o da forma (i) [0, oo) e [0, T] com T fixo 

ou (ii) [0, T] onde para cada elemento do semigrupo controle o tempo fina.l T = T(u) pode 

ser distinto. 

No caso (i) pode-se topologizar S'(D) desde que esse semigrupo seja formado por 

funções contínuas por pedaços ou mais geralmente por funções mensuráveis e Lebesgue 

integráveis. Logo as topologias associadas a elas são a topologia da convergência uniforrrlf' 

sobre partes compactas (no caso [O, oo)) e a topologia da convergência fraca no espaço L 2 

(no caso [0, T]) onde T é fixo para cada controle. 

No caso (ii) também se tomará, mais adiante a topologia induzida por um mergulho 

dt> 8(D) numa á.lgebra de séries de potência formais. 

Em todo caso, a cada u E 8(0) corresponde uma única solução .r : [0, 8) ~ i\! com 

.r(O) = :ro já que os controles são definidos a partir de O. Para ter compatibilidade com 

os controles, se eles foram definidos no [0. oo ), e a equação diferencial associada, deve-se 

ter o mesmo domínio para a solução e controle. 

A notação t ~ 1r(:r0 .u,t), para v E 8(D) será usada para indicar a solução com 

condição inicial J: 0 da equação definida pelo controle u E 8(0). 
De maneira análoga às órbitas positivas no caso de famílias de campos, temos a se

guinte definição. 

Definição 1.2.3. Um ponto y E JV! é dito atingível desde :r E AI num tempo t 2: O, se 

existe u E 8(D) tal que 11(x, u, t) = y. 

O controle u E S(D) é utilizado como guia ou condutor para se atingir um ponto a 

partir de uma condiçào inicial x. Fixando um ponto x E M considera-se os pontos que sào 

atingíveis a partir de x num tempo t, até um tempo t ou atingíveis num tempo arbitrário. 

Isto será denotado assim 

A(x, t): Conjunto de pontos atingíveis a partir de x num tempo t. 
A(x, T) = U A(x, t): Conjunto de pontos atingíveis a partir de x até um tempo T. 

t~T 
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A(x) = UA(x,t): Conjunto de pontos atingíveis a partir de x. 
t>O 

ComÕ na seção anterior, se introduz também a definição 

Definição 1.2.4. O sistema (,M, En, n) é dito acessível (controlável) desde um ponto x, 

se int A(x) =f. 0 (A(:r) = J\;1). Logo o sistema (J\;f,En,D) é dito acessível (controlável), se 

for acessível (controlável) em cada ponto x E J\1. 

Exemplo 1.2.5. Seja Af = IR? e considere os sistemas lineares 

x = Ax e .i= Bx, onde A= ( ~ 1 ~ ) , B = ( ~ ~ 1 ) · 

Como cada matriz determina um campo linear, então para as matrizes A, B sejam .. \.', }r os 

campos correspondentes definidos por .\.'(x) = A.x, f·(J·) = B.x. Tomando E={.\.', }r} 

temos que os fluxos estão dados. por 

( 
cos t 

-sent 
sent ) (;r) ( ) = :r cos t + ysent, -:rsent + y cos t 
cos t y 

i.· = A:r :i: = Bx 

x = Ax ex= B:1.: 
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Assim, SE(x,y) = IR2 e a fanúlia de campos é controlável apartir de (x,y) =/= (0,0). • 

A aplicação F : M X n ----+ T M define uma família de campos parametrizados por n, 
isto é ~n = {F(·, o:) :o: E !1}, o qual, por sua vez define a distribuição x ----+ AL(~n)(:r). 

Supondo sua integrabilidade, tem-se que as variedades integrais maximais sào as órbitas 

de ~n. C01n-ém relacionar as órbitas positivas dessa família de campos de vetores com o 

conjunto dos pontos atingíveis por trajetórias do sistema de controle definido por F. 

Proposição 1.2.6. 

i) S'En(:r, t) Ç A(:r, t). 

ii) S'En(;r) Ç A(.r). 

iii) A(.r) Ç Ch11 (J·). 
k 

Prova. i) y E S'~n(.r,t) se e só se y = X,\(X"/
2
(· • ·Xt:(1·) ···)),onde i;~ O, Li;= t. 

i=l 

~Ias Xi E ~n. então X;= F(·, o;) para algum o, E O, i= 1, ... , 1.:. Como se procura um 

controle u E 8(!1) tal que 1r(J·,u,t) = y tomamos a trajetória 

o ::; -" ::; tk = 1"] 

o(s) = 
TJ =f~,: < S ::; li,:+ ik-1 = 1"2 

que é solução de F associada ao controle u definido por 

1 
OJ , 0 :S .S :::; f~,: = TJ 

o 2 , r 1 = tk < .s :::; i~.:+ t~,:_ 1 = r2 
u(t) = . 

~ k , rk- 1 = t k + · · · + t 2 < s :S t 1.: + · · · + t 1 = rk 

ii) S'En(J.·) = Ut~oS'En(x,t) Ç Ut~oA(x,t) = A(x). 
iii) y E A( r) se e só se y = 1r(x, v, t) para algum u E 5'(!1), t ~O e segue-se que isto é 

análogo a proposiçã.o 1.1.2. • 

Com as notações anteriores, e por uma aplicaçã.o do Teorema 1. 1..5 para sistemas de 

controle definidas numa variedade analítica, temos 
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Teorema 1.2. 7. Seja E11 urna família de campos analíticos e completos, n C F, 
localmente conexo por caminhos, S(O) o semigrupo formado pelas funções rnensuraveis 

e limitadas a valores em n. Então A(x) ç GEn(x), para cada X EM. Mais ainda para 

cada T > O tem-se int A( x, T) = A( x, T) (na topologia intrínseca de GEn ( x)). 
Prova. Para cada x E M temos que A(x) Ç GE 11 (x) (proposição 1.2.6 (iii)). Para 

mostrar a segunda parte ternos que GEn ( x) é uma sub variedade quasi-regular (teorema 

0.3.1 (iv)). 

Se denotamos por P(O) o conjunto dos controles constantes por partes, então P(fl) = 
S(O). Daí que para relacionar a densidade nos conjuntos A(x, t) e SE11 (x, t) definimos 

uma aplicação contínua <p: S(O) --4 M por rp(u) = 1r(x,u,t) e que restrito a GE11 (x) 

também é contínua ( G~ 11 (x) é quase-regular). Por tanto 

A(x, t) = SEn (x, t). (1) 

Isso significa que int Sr:11 ( x) =f. </>. Pelo teorema 1.1.5 segue que 

{2) 

mas, de (1) obtém-se 

daí que 

intSE11 (x,T) Ç intA(x,T) Ç A(x,T) Ç Sr:11 (x,T) (3) 

tomando o fecho em relação à estrutura intrínseca em (3) e usando (2), obtemos o dese

jado. • 

Corolário 1.2.8. O sistema tem a propriedade de acessibilidade desde x se e só se 

dim AL{En)(x) = n. Neste caso, int A(x, T) =f. 0, para T >O. 
Prova. Suponha que a dirn AL(En)(x) < n. Como SE11 (x) Ç A(x) Ç Gr: 11 (x) segue-se 

que int Gr:11 ( x) = 4> e assim int A( x) = </>, o que contradiz a propriedade de acessibilidade. 

Reciprocamente, se dim AL(En)(x) = n, pelo Teorema 1.1.5 ternos que intSE11 (x) =/:- </> 

em M. Mais ainda int Sr:11 ( x, T) =f:. </> para cada T > O e pelo fato de se ter 

Sr:11 ( x, T) Ç A( x, T) obtém-se o desejado. • 
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Exemplo 1.2.9. A hipótese de analiticidade tem sido fundamental até agora. Seja 

A1 = IR2 e os seguintes sistemas 

onde j 1 = j 2 = 1, 

X = !I (X' y' u) 
Y = 91 (X, Y, U) 

x = fz(x,y,u) 
iJ = 9z(x, y, u) 

91 =O, 9z((:.r,y).u) = u<p(x) e <pé definida por 

{ 

O, -oo < :r < 1 
<p(:r) = 1, :z· > 2 

uma função coo 1 ~ x :::; 2 

l\'o primeiro sistema temos x = 1 e iJ =O então :r= t + c1 , e y = c2 • Isto é 

Mas A(O,O) = {(t,O): tE JR+} segue-se que int A(O,O) = ó. 
;\o segundo sistema e para cada intervalo de definição de 'P temos 

i) i = 1 e iJ = O então .T = t + c1 e y = c2 , isto é 

(:r(t),y(t)) = (t,O) + (c1 ,c2 ) - oo < t < 1 

ii) :r(t) = t +c e y = f~u(s):p(s)ds, 1 ~ s:::; t ~ 2 

iii) :z·(t) = t + c1 e y = t + c2 , logo a. trajetória é 

(x(t),y(t)) = t(l, 1) + (c1 , c2 ),x > 2. 

Em uma vizinhança de O ambos sistemas coincidem, mas para o segundo tem-se qut> int 

A( O, O) i- 0. Acontece que este sistema não é analítico. Pois se fosse analítico, então 

<p( :r·) = O para x E IR e por tanto os sistemas seriam os mesmos. 

Como pode-se observar a hipótese de analiticidade é importante pois pode acontecer 

que se tenha dois sistemas que localmente sejam iguais mas não globalmente. 

1.3. Controlabilidade aproximada. 

Se introduz este conceito porque às vezes se apresentam casos onde não se tem contro

labilidade mas tem-se algo que aproxima no sentido que o fecho do conjunto dos pontos 

atingíveis desde um ponto dado é a variedade toda. Isto é um enfraquecimento do con

ceito de controlabilidade, pois controlabilidade implica controlabilidade aproximada, mas 
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a. recíproca. não é necessariamente verdadeira.. 

Definição 1.3.1. O sistema. (M, En, !1) é dito aproximadamente controlável desde x se 

A(x) = M. 

No caso que a família de campos não é proveniente de um sistema. de controle como foi de

finido, tem-se um conceito au'á.logo utilizando-se as órbitas positivas. Neste caso a. família 

E é aproximadamente controlável a partir de X se s.En (:r) = JV!. 

Observaremos por meio de um exemplo que controlabilidade aproximada não neces

sariamente implica controlabilidade. 

Exemplo 1.3.2. Seja T 2 = S1 x .5' 1 :::::: JR2 f LZ2 o 2-toro. Consideremos em IR2 a medida 

induzida pela forma volume dx A dy. Se H: T 2 ~IR é uma aplicação c=, o campo ele 

vetores 

âH â âH fJ 
XH=-.---.-

ây âx ô.r oy 
é um campo Hamiltoniano e daí que preserva a forma. volume. 

Para obter um sistema Hamiltoniano tomamos as seguintes funções 

H 1 ( x, y) = cos 21r:r.sen21ry 

H2 (.1", y) = sen2n:. cos 21ry 

H3(:r, y) = cos 2r.y 

H4 (:r,y) = H4 (:r) uma função c= não nula dependendo só de x e com suporte contido 

no intervalo ~ :::; x :::; ~. 

H 5 (x,y) = H 5 (y) uma função C= nã.onulacomsuportecontidonointervalo ~:::; y:::; ~ 

dHs ( 1 ) e -d 2 =rfO. 
y 
Sejam os campos xi = XH;,Í = 1, o o o ,5 e tomemos o sistema 

Afirmamos que E é transitivo em T 2
• De fato, 

4( ) dH4 ( ) a . , . - t ( t. . 1 .d X x, y = --- x - e portanto suas traJetona.s sao pon os se tver smgu an a-
dx Ôy 
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ou círculos do tipo { x} X 5 1
• Mas H4 é não nula, logo, existe um :r' E [~, ~] tal que 

dH 
d1.:

4 
( x') i- O e por tanto o círculo { x'} x 8 1 é uma trajetória de X 4 • Quer dizer que X 4 

pode ser utilizado para ligar os círculos 5 1 x {y}. 
a 

X 3
( X' y) = - 27rsen27ry-;-. Por tanto, se y i- o ou -2

1 as trajetórias de X 3 são círculos 
ux 

do tipo .5'1 x {y}.{X\X3
} é portanto transitivo fora dos círculos 5 1 x 0} e .5'1 x {0}. 

Porém X 5 (J..·, t) = ddH5 (t)! e por tanto ±X5 é transitivo em .5' 1 X {t}. Além do mais 
iJ u.r 

a a 
em y = O, X 1(:r, O) = 21r cos 27rJ..'-;- e X 2(:r, O) = 27rsen27r.r-;-, por tanto {X 1 , ±X2} é 

ux u.r 
transitivo em 5 1 x {0}. Conclui-se que E é transitivo. 

Por outro lado E não é controlável, pois o conjunto 

C = { ( x, O) : O ~ .r ~ t} 

f. invariante por trajetórias negativas. Essa invariancia é porque X 3
, X 4 e X 5 se anulam 

em C e a única maneira de entrar em C é usando as trajetórias de X 1 . 
=---o:-

l\o entanto E é aproximadamente controláYel a partir de T 2 - C e T 2 - C= T 2 
• 

Tendo-se definido controlabiliclade aproximada, se deseja agora dar condições sob as 

quais obtém-se controlabilidade aproximada assim como, quando a. controlabilidade apro

ximada implica. controlabilidade num sistema induzido por uma família E de campos 

vetoriais. 

Proposição 1.3.3. Se E é aproximadamente controlável e -E f. acessível, então E é 

controlável. 

Prova. Será suficiente mostrar que 111 Ç SE( x) para cada x E .i\1. Para isso sejam 

:r,y E Af. Então pela acessibilidade de -E temos que intS-~(y) :j;0 e SE(x) = 1\1 pela 

controlabilidade aproximada, disto segue-se que 

(intS_E(y)) n SE(x) i- 0 

e tomando w E (intS_E(y)) n SE(x) temos 
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tu= x~tl (x.:t2 (· .. x~tk(y) .. ·)) = }~~ (}:;(· .. }:~(x) .. ·)), ti ~o, si ~o 

por tanto y E S.E(x), isto é M Ç SI:(x). • 

A recíproca é evidente pois controlabilidade ímplica controlabilidade aproximada, e 

acessibilidade para -L;. Logo, dizer que L; controlável é o mesmo que dizer que L; é 

aproximadamente controlável e -E acessível. 

O propósito agora é demonstrar um teorema devido a Lobry que dá uma resposta 

parcial de quando acessibilidade implica controlahiliclade. Esse resultado será. utilizado 

no caso de grupos de Lie conexos e compactos para mostrar que acessibilidade implica 

cont rolabilidade. 

A ferramenta básica para esse resultado, é a existência de uma medida de proba

bilidade que seja invariante pelos grupos a l-parâmetro da família L;, o qual garante a 

existência ele pontos que são retornáveis para qualquer aberto que tomamos na variedade. 

Esses pontos são chamados recorrentes. As questões são 

a) Como usar os pontos recorrentes para se obter controlabilidade e 

b) Como assegurar a existência de pontos recorrentes, o suficiente como para poder aplicar 

a parte (a). 

Definição 1.3.4. Sejam (X, A, p) um espaço de medida. Dizemos que uma transformação 

T : X ~ X preserva medida se 

i) T é mensurável e 

ii) p(T- 1 (A)) = p(A) para todo A E A. 

Como nosso espaço ambiente é uma variedade M, a a-algebra que tomaremos será a 

dos horelianos B( Jvf) gerado pela topologia de .M. Numa versão probabilística o teorema 

de Poincaré assegura que quase todo ponto é recorrente. 

Teorema de Recorrência. Seja (X, A, p) um espaço de probabilidade e T :X ~ X 

uma transformação que preserva medida. Então para A E A com p(A) >O, existe BC A 

com p(B) = p(A) tal que se x E B, existe uma sequência de inteiros kn ~ oo com 

Tkn(x) E A. 

Prova. Veja [6]. 
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Seja .E uma família de campos completos. Esta condição é necessária para poder 

definir o conceito de campos que preservam medida. 

Definição 1.3.5. Seja X um campo completo em Me J.1 uma medida de probabilidade 

definida sobre os borelianos B(M) de Jl,f. Se diz que X preserva J.1 ou que J.1 é invariante 

por X se os difeomorfismos Xt preservam medida J.1 para todo t E IR. 

Agora veremos como usar a ideia de ponto recorrente. Antes definimos o que vem a 

ser ponto recorrente. 

Definição 1.3.6. Seja X um campo completo em !v!. Um ponto :r E M é um ponto re

corrente para X se para cada vizinhança aberta U 3 :r, a trajetória Xt (:r) retoma a U em 

tempo positivo e negativo, isto é, se existem t1,t 2 >O tal que Xd.1·) EU e X_t2 (:r) EU. 

Se tomamos vizinhanças suficientemente pequenas que contém x pode-se obter 

sequência.s tn--+ oo,s,--+ -oo tal que Xt)x)--+ :r e Xs,.(:r)--+ .1:. 

Para a família .E denotaremos por Rx o conjunto ele pontos recorrentes de X onde 

X E .E. Pensando no Teorema de Lobry, o seguinte lema facilita sua demonstração. 

Lema 1.3.7. Suponha que .E é transitivo e se tenha que para cada. X E ~' Rx = i\1. 

Seja U um subconjunto aberto invariante por trajetórias positivas ou seja SL:(x) Ç U, 

para cada ;r EU. Então Ué denso em 111. 

Prova. Pela transitividade de E temos GL:( x) = 1'.1, para cada x E M. Também temos 

que G±L:(:r) = i\1 e como ±.E é simétrico, pelo teorema de Chow obtém-se S'±L:(.1:) = i\1. 

Portanto o que pretendemos mostrar é 

SL:(U) ç U e 

o que implica que [J = Af e daí que U é denso (veja que S±dx) Ç U). 

i) SL:(U) Ç U. Isso decorre da invariança ele U. De fato, tomando y E SL:(U) e \' 3 y 

uma vizinhança demonstramos que V n U =f. 0. 
y E SL:(U) se e só se y = Xl

1 
(Xf

2
( .. • Xt(x) .. ·))para algum x EU. Então, 

Como x E [J, obtemos que. 
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logo 

0 =J Xt1
1 

( • ·: x~ ( U) · · ·)) n v ç u n v 
pela invariança deU. 

ii) S_E(U) Ç U. Para isso suponha que S_E(U) ~ U, então existe y E S_E(U) com 

y tf U. Se y E S_E(U), então y = X~t 1 (X.:_t 2 (···X~tk(x)···)),x EU. Daí que é possível 

encontrar x E U, um campo X E :E, um aberto V tais que V nU = fjJ e X-to (x) E V para 

a.lgum t0 >O. 

Com efeito, como y = X~, 1 (X.:_t 2 (···X~ 1 k(x)···)) só fica ver que acontece com os 

X~t.· Ou seja X~ 1 k(:z:) tj U ou X~ 1 k(x) EU, no primeiro caso termina e no segundo caso 

é ver se X~;/_ 1 (X ~~k ( :z:)) esta ou não em U, assim continua o processo. 

Por outro lado de Rx = Af segue-se que RxnX10 (V)nU =J ~,pois :r= X,
0
(X-r

0
(:i)) E 

Xr 0 (~-') e como x E U, então Xt0 (V) n C =J fjJ logo pela densidade de Rx temos o que 

desejamos. Daí que existe y E Rx e y E X to (V) n U no primeiro caso permite encontrar 

um T > O tal que Xr(Y) E Xt 0 (V), T > t0 e daí usando a segunda parte obtém-se que 

Xr-t 0 (y) E V. Por outro lado T- t0 >O eU é invariante pelas trajetórias positivas, logo 

Xr-t 0 (!J) EU. Por tanto Xr-to(Y) EU n V é uma contradição. • 

Como uma aplicação do Lema 1.:3.7 e supondo Af conexo temos. 

Teorema 1.3.8. (Lobry) Seja :E uma família de campos satisfazendo as seguintes 

condições 

(1) :E,-:E acessíveis 

(2) Rx = Af, para cada X E :E. 

Então :E é controlável. 

Prova. Como :E é acessível, obtém-se que int SE(x) =J 0, para cada x E M. Segundo 

o Teorema 1.1.5 caso analítico ou não, tem-se que dimAL(:E)(:z:) = dimM, para x E AI 
e como x --l- AL(:E)(:r) é involutivo, pelo Teorema de Frobenius ele é integrá.vel. Isso 

garante que GE(x) é uma variedade integral maximal aberta. para cada. x E M. Se 

mostramos que Gr, ( x) e fechado da. conexidade de M segue-se que Gr, (:r) = Af. 

De fato, ele decorre de que as órbitas GE(y) formam uma. folhea.ção, logo elas são disjuntas 

e como GE(y) é aberta., então ( GE( x) f é aberto pois é união de variedades integrais 

maximais abertas. Por tanto GE(x) é fechado. Disto pode-se concluir que :E é transitivo. 
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O único que falta verificar é a existência de um conjunto aberto invariante por tra

jetórias, e para isso consideremos U = intSE(x), então provemos que SE(U) Ç U. 

De fato, se y E SI:(w),w EU= intSE(x), segue-se que y = Xl
1
(X[

2
(···Xt(w)···)). 

Como w E U, então y E Xl 1 (X~(···Xt(U)···)) qual é aberto, mas 

Xl1 (X[2 (· • • Xt(U) · · ·)) Ç U. Por tanto SE(w) Ç U, . para cada w EU. 

Aplicando o Lema 1.3.7 ao conjunto U = SI:(x), obtém-se 

U = intSE(:r) = 1\1 

o que mostra que E é aproximadamente controlável, e como -E é acessível, se conclui 

que E é controlável (Proposiçã.o 1.3.3.) • 

Observação. A hipótese do Teorema 1.:3.8 pode ser enfraquecida tirando acessibilidade e 

supondo só Rx = i\1 e tra.nsitividade ele :E, mas só se obtém controlabiliclade aproximada, 

veja [8]. 

Agora vamos ao problema de existência de pontos recorrentes e para isso seja 11 uma 

medida de probabilidade definida na u-algebra de borel BJo.1, E uma família de campos 

completos que preservam a medida JL. Então se X E E a aplicação Xt : M ----+ Jovf é um 

difeomorfismo global. Em particular X± 1 : .M ---t A1 sã.o transformações preservando Jl 

e segue-se do Teorema ele Recorrência que quase todo ponto .T E A1 é recorrente de X±l· 

Se denotamos por R1 o conjunto de pontos recorrente de X 1 e por R2 o conjunto de 

pontos recorrente de X_ 1 , obtemos que p(RD = o e p(R~) = o (pois, quase todo ponto 

é recorrente) então p(RI) = 1 = p(R2). Mas R 1 n R 2 = A!- (R~ U R~) e daí segue-se 

que p(RI n R2) = 1. Quer dizer que o conjunto de pontos recorrente de x±l é RI n R2 

que está em Rx e daí que p(Rx) = 1. Se tomamos o conjunto 17 = U {V : V aberto, 

p(V) =O, V C A1}, então p(1J) =O. Como suppjt = 1Jc e como desejamos que Rx = Af 

supomos que suppp = 1Jc = Nf, entã.o '7 = c/; a qual quer dizer que p.( U) > O, para cada 

aberto U =f. 1. Da igualdade Rx U RX. = A1, segue-se que p(RX.) =O ou seja que R): nã.o 

é aberto mais ainda int R): = c/;, mas isto significa que Rx = !vi. Tudo isto é resumido 

em 

Proposição 1.3.9. Se :E é uma família de campos completos que preservam uma medida 

de probabilidade p definida sobre os borelianos de M e supp Jl = M. Então Rx = M 
para cada X E E. 
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1.4. Projeção de um sistema de controle definido num grupo de 
Lie G no espaço onde ele atua. · 

Nesta e nas demais seções se estudará sistemas invariantes definidos num grupo de Lie 

G. Esse estudo pode ser usado para. induzir propriedades de acessibilidade, controlabili

dade em outras variedades, desde que estejam relacionadas com o grupo G. Nos referimos 

neste caso a ação de G sobre uma variedade Af, mas também olhamos que o sistema em 

G é projetado num sistema definido em 111 e as órbitas positivas em G são projetados em 

órbitas positivas no espaço A1. 

Os objetos que intervém são: 

G: um grupo de Lie 

:E: uma família de campos invariantes à. direita em G. Em particular 

)'- ( "\·"Ü vl xm) 
LJ - .-'\ ' .. /\. ., ••• ' 

n subconjunto do IIr onde o semigrupo controle S(f2) assume valores. 

A dinâmica do sistema de controle ( G, :E, f2) é fornecida pela. equação de evolução 

m 

.i·(t) = X 0 (x(t)) + 2::: v;(t)Xi(:r(t)), v E S(f2). (1) 
i=l 

Este sistema ( 1) pode se projetar num sistema definido em Af, se existir uma ação de 

G sobre A!. De fato, 

Se c.p: G x A! ~ 1'.1 é uma ação, então ela satisfaz 

i)c.p(1,x)=x 

ii) c.p(gi·92, :z~) = c.p(gi, cp(g2, x)) 

Para a ação c.p, existe um homomorfismo infinitesimal 

onde 

À: T1G ~ X(M) 

X ~ -\(X) 

-\(X)(p) = ~ (cp(exptX,p)) I = (dc.pP)I(X(1)). 
di t=O 
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Conclui-se que a família :E - (X0
, ••• 'xm) é projetada numa família E -

(X0 , XI, ... , xm ), onde X i = >.(X;). Logo em A-1 temos o seguinte sistema de con

trole 

m 

x(t) = X 0(x(t)) + Lu;(t)X;(x(t)), X; =>.(X;), i= O, 1, ... , m 
i=l 

Antes de estudar o sistema de controle (G, E, !1), o fazemos para :En e temos a seguinte 

situação a determinar 

i) ~n acessível implica En acessÍ\·el ? 
ii) ~n controlável implica En controlável ·? 

iii) ~n acessível implica En acessível? 

i v) i:n controlável implica En controlável ? 

Se conseguimos condições que respondam positivamente i), ii), iii), ou iv) se chega a que 

o problema de estudar controlabilidade em 1\1 se reduz a estudar controlabilidade em G. 

Por isso. um dos fatos interessantes é determinar sob que condições um sistema invariante 

definido num grupo de Lie G é controlável. 

S d . 1 1 • b. d ....., ( vo x·I X'm) egun o o roteiro que pensamos, ca cu amos as or 1tas e .!.J = ·"" , , ... , 

definidas em G. Sabemos que o grupo ele difeomorfismos é 

G {x l ,,2 vk . f JR vi ~} 
E = tl O o'\ t

2 
O • • • O o'\ tk • j E l ~"\. E .:..J • 

Logo devemos explicitar cada difeomorfismo. Dado X E E, sabemos que t--+ exp(tX) = 
Xt(l) é a curva integral que passa por 1 onde {Xt}t é o grupo a l-parâmetro. Como nós 

procuramos Xt(x), definimos a curva a(t) = Rx(exptX) = (exptX)x, a qual como se 

sabe, é uma curva integral que passa por :r, isto é 

á(t) = X(a(t)). 

Veja que a(O) = x e X 0 (x) - :r, e como ambas são curvas integrais maximais, pela 

unicidade ternos 

Xt(x) - Rx(exp(tX)) 

- exp(tX).x = Lexp(tX)(x). 
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Segue que o difeomorfismo é dado por 

Aqui é claro que L9 : G----+ G com L9 (x) = 9x é um difeomorfismo, logo 

e tomando a órbita que passe por 1 temos 

Proposição 1.4.1. Ch:(1) é um subgrupo de Lie conexo. 

Prova. De fato, como :E é uma família de campos invariantes, AL(:E) a álgebra de 

Lie gerada por :E é uma subálgebra da álgebra de Lie de G. Então pelo Teorema de 

corresponclênria existe um 1.Ínico subgrupo de Lie conexo H tal que T1 H:::::: AL(:E). 
Por outro lado, G!:(1) é a órbita que passa por 1 e para que GE(1) seja variedade 

integral maximal da distribuição .6. : G ----+ 'P definida por 

9 ----+ AL(E)(9) 

temos que verificar a integrabilidacle de .6., o qual é uma aplicação elo teorema de Frobe

nius, mas isto é só olhar 

i) dimAL(:E)(g) = cte, para cada g E G. 

ii) 9 ----+ AL(:E)(g) é involutivo. 

Com efeito, para mostrar i) definimos outra distribuição Li : G ----+ 'P definida por 

X ----+ (dRx)t(ALE(1)) 

e mostremos que Li = .6.. Isto é feito por inclusões. 

Se w E .6.(9), então w = X(9), com X E AL(E) e por ser invariante temos que 

w = X(R1(9)) = (dR9 )t(X(1)), e como X(1) E AL(E)(1) segue-se que w E Li(9). 
Por tanto .6.(9) C Li(9). Reciprocamente, se w E Li(9), então w = (dR9 )t(X(1)) = 

X(9), X E AL(E) assim w E .6.(9). Por tanto Li(9) C .6.(9), finalmente concluímos que 

dim AL(E)(9) = cte. A parte (ii) segue-se da definição de AL(E). 
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De i) e ii) temos que AL(~)(x) = .ó.E(x), então G:E(l) é variedade integral maximal da 

distribuição x--+ AL(~)(x). Pode-se facilmente olhar que G:E(I) é um grupo no sentido 

algébrico, caso contrário se mostra 

qualquer que sejam os casos tem-se que a operaçã.o 

. : G:E(l) X GE(1)--+ G 

é diferenciável; como G:E ( 1) é sub variedade quasi-regular por ser folha de uma folheação 

temos que·: GE(1) x GE(l)--+ GE(l) é diferenciável, portanto GE(I) é um subgrupo 

de Lie conexo. l\Iais ainda T1 GE(I) = AL(~)(1) ~ AL(E), segue-se da unicidade que 

H= GE(1) • 

Além do mais pode-se identificar G:E ( 1) com GE por meio da aplicação V' : GE ( 1) --+ 

GE, definida por '1/•(g) = L9 . Isto é, ·1/• é um isomorfismo de grupos de Li e. Agora qualquer 

órbita num ponto J' é dado por 

GE(.r) = {L9 (:z:): g E GE(1)} = {g.1:: g E GE(l)} 

GE(x) = GE(1).:r = R . .,( GE(l )). 

Da mesma forma, para semigrupos temos 

A órbita positiva através de g E G, é dada por 

Em particular para g = 1 temos que 

é um semigrupo. Portanto podemos concluir que estudar órbitas positivas em qualquer 

ponto, se reduz a estudar o semigrupo SE(l), pois S:E(g) é simplesmente uma translação. 

Projeção das órbitas no grupo de Lie G sobre órbitas na variedade M 

Antes queremos olhar como é o grupo a l-parâmetro de .\(X) em M. Consideremos a 
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órbita 

G:E(l) = {expt1X 1 .. . exptkXk: ti E IR, Xi E E}. 

Se X E E, então À(X) E t, onde À(X)(x) = (d'Pxh(X(l)) = X(x) e o fluxo associado é 
dado por X 1(x) = <p(exptX, x) como pode-se observar 

X(X1(x)) :S (<p(expsX,X1(:z·)))ls=O = ~ (cp(expsX.exptX,x))ls=O 

- (dcpx)expsX.exptX (;~._Rexptx(exps):)) is=O 

(d;px)exptx(X(exptX)) = ld Xt(:r) = ~('Px(exptX)). 
c t dt 

Agora queremos olhar como se projetam as órbitas e para isto consideramos a ação 'P : 
G X J\1 ~ .M e para cada x E A/ denotamos por 'Px : G ~ .M a função definida por 

'P:r(9) = ;p(g, x ). Por um cálculo obtemos 

'Px(Ch:;(l)) {cpx(expt1X1 .. . exptkXk): t; E IR,Xi E E} 

{cp(expt1X 1,cp(expt 2X 2
, ... ,<p(exptkXk,x) .. ·)) :ti E IR,Xi E E} 

{X~\ (X~ 2 (· • • x~,(:z:) .. ·)): t; E IR, xi E f:} 

Enunciamos isto como um lema.. 

Lema 1.4.2. Seja. 'P uma açã.o de G sobre A!, então 'Px(GE(l)) 

:z· E Af. Em particular 'Px(S'I:(l)) = S~(:z:). 

Prova. Foi feita acima. 

Agora responde-se às perguntas (i) e (i i). 

GE(x), para cada 

Para o caso (i) suponhamos que E tem a propriedade de acessibilidade, logo 

int S:E( 1) f:. <jl. Como queremos olhar em Af e no ponto x, usamos a igualdade 

'Px(S'~(l)) = SI;(x) e supomos que em x a aplicação 'Px : G ~ M seja uma aplicação 

aberta, então 

'Px(int S':E(l)) Ç ÍIÜ<px(S'I:(l)) = int SE(x) 

logo, }5 tem a propriedade de acessibilidade em x. Isto é 
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Proposição 1.4.3. Se 'Px : G ----+ M é aberta e E tem a propriedade de acessibilidade, 

então E tem a propriedade de acessibilidade em x. 

Prova. Foi feita acima. 

Observação. Dizer que 'Px é aberta é o mesmo que dizer que int GE(x) -:f. <f>. Por tanto 

int GE ( x) i- </> fornece acessibilidade em :r. 

Para responder (ii) suponhamos que E é controlável, logo SE(l) = G. Como queremos 

olhar a controlabilidade em .M, entã.o a aplicação que envolve os dois espaços é 

'?x : G ----+ JH. 

l\Ias, r.p,r(SE(l)) = S~(:r), então deve ocorrer que S~(:r) = M, e ele é dado se 'Px for sobre, 

pois neste caso r.p.r.(G) = Jl.f = S~(:r). 

Dizer que 'Px é sobre é o mesmo que dizer que a ação é transitiva. De fato, para cada 

y E 1\J, existe g E G tal que 'P:r(g) = c.p(g,J·) = y, isto é y ~ x. Para y,z E Af é claro que 

y ~ z por transitividade. Em resumo, 

Proposição 1.4.4. Se E é controlável e c.p transitiva, então i5 é controlá.vel. 

Prova. Foi feita acima. 

1.5. Sobre o levantamento de sistemas. 

Ka seção anterior estudamos onde podemos induzir as propriedades de acessibilidade 

e controlabilidade definidos num grupo de Lie G. Agora se verá o problema de levantar 

sistemas. Para isto seja M uma variedade diferenciável e E = (X 0
, XI, ... , xm) uma 

família de campos definindo o seguinte sistema sobre Jl.f 

m 

:i:(t) = X 0(x(t)) +L Uj(t)Xj(:r(t)) ' u = (ul, ... 'Um)· 
i=l 

Ao contrário da contrução anterior, a questão aqui é saber quando esse sistema é obtido 

por um sistema invariante num grupo de Lie. 

Uma resposta é dada pelo Teorema de Pa.lais, cujo enunciado é 

Teorema 1.5.1. (Palais). Seja E uma família de campos globalmente definidos. Suponha 

que dim AL(E) <. oo e que os campos sejam completos. Então existe um grupo de Lie 
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conexo G e uma ação de G em M de tal forma que os campos de E são induzidos por 

esta ação. 

Prova. Veja [4] . 

Nestas condições, seja E= (X0
, Xl, ... , Xm) a família que se projeta em t por meio 

do homomorfismo infinitesimal À: T1G --t X(M). Em G tem-se o sistema 

m 

:i:(t) = X 0 (J:(t)) + Lui(t)Xi(:z:(t)) 
i=l 

e como pode-se observar o problema se reduz ao (1.4). Tudo o que foi feito até agora é 

para o sistema E, mas interessa mais os conjuntos A(g ), g E G. 

No caso de um sistema invariante definido num grupo de Lie G ocorre uma situação 

especial nas trajetórias 1r(g, u, t), pois elas são definidas para cada t > O. O problema 

agora é decidir quando 

A(g) = G. 

Se y E A(g) então existe um controle u E 5(0) e um tempo T > O tal que y = r.(g, u, T) 
e a relação entre as curvas 

t --t 1r(g,u,t) e t --t o(t) = r.(e,u,t).g = R9 (1r(e,u,t)) 

é dado no seguinte lema. 

Lema 1.5.2. Para cada g E G tem-se a(t) = R9 (1r(1,u,t)) = 1r(g,u,t) 

Prova. Como o:(O) = g = 1r(g, u, 0), é suficiente verificar que a seja uma solução para o 

controle dado, logo pela unicidade obtém-se o resultado. Isto é para a(t) = R9 (1r(1, u, t)), 
temos 

à(t) (dR9 )1r(I,u,t) (~1r(l,u,t)) 
m 

( dR9 )7r(l,u,t)(Xo( 1r( 1, u, i)) + Lu;( t )( dR9 )7r(l,u,t)Xi( 1r( 1, u, t))) 
í=l 

e como (dR9 )7r(l,u,t)(X;(7r(l, u, t))) = X;(R9 1r(l, u, t)), então obtém-se 



m 

â(t) = Xo(a(t)) +L u;(t)Xi(a(t)) 
i=1 

Como consequência do Lema anterior temos 

Lema 1.5.3. Para cada g E G, verificam-se as seguinte expressões 

A(g) = R9 (A(1)) = A(1).g 

A(g, T) = R9 (A(1, T)) = A(1, T).g 

A(g, T) = R9 (A(1, T)) = A(1, T).g 

Prova. É uma aplicação imediata do Lema 1.5.2. 

• 

• 

Concluímos que é suficiente trabalhar nos conjuntos A(l), A(l, T), A(l, T) pois os 

outros são obtidos por translaçã.o. 

Observação. Pela relação entre S'En (1) e A( 1) é fácil ver que se a família L:n é acessível 

(respectivamente controlável), entào o sistema definido por I; é acessível (respectiva

mente controlável). Pois S'En (1) Ç A(1) (Proposição 1.2.6), daí que se temos uma ação 

r.p: Gx.M-----+ A1 e um sistema (G, E, D) definido em G, então temos um sistema (Af, E, D) 

definido em M e dependendo de se a relação r.pr( A(g)) = A( r.p(g, :r)) seja válida tem-se 

acessibilidade ( controlabilidade) desde que 'Px seja aberta ( sobrejetora). Mais ainda é 

suficiente ter SEn (1) = G e transitividade de r.p para obter A( r.p( 1, .T)) = Af. 

Conclusão. Para induzir controlabilidade de um sistema definido em G na variedade J\1 

onde G atua, a ação tem que ser transitiva, por tanto a variedade onde G atua tem que 

ser homogenea. 

Exemplo 1.5.4. ·considere o grupo de Lie SO(n) e a ação r.p definida por 

'P: SO(n) X sn- 1 -----+ sn-1 

(A,x) -----+ A.x. 

Se E é urna família invariante definida em SO( n) e f; é a família projetada em sn-1
, então 

a controlabilidade de E é suficiente para a controlabilidade de E. 
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Por um resultado que será mostrado mais adiante, a seguinte afirmação faz sentido. 

Se E é invariante e dimAL(E)(g) = dimG, então E é controlável. 

Pode-se observar que a ação 'P é transitiva e como é conhecido o grupo de isotropia 

em 1 pode ser identificado ·com SO(n - 1 ), logo tem-se que 

sn-l ~ SO(n)l SO(n- 1). 

Isto pode ser generalizado para um espaço homogêneo G I H, pois a a<;ão 'P : ( G I H) x G ----* 

G I H é transitiva. Mas temos que supor que G seja compacto e conexo, E invariante e 

AL(E) = T1G, entã.o E é controlável em G, consequentemente pela transitividade de t.p 

tem-se E é controlável. 

1.6. Condições necessárias e suficientes para controlabilidade 
de um sistema invariante num grupo de Lie. 

Nos parágrafos anteriores o que se fez foi dar condições sobre a ação, para projetar 

um sistema acessível ( controlá.vel) num sistema acessível (controlável) na variedade onde 

G atua. Agora não assumiremos controlabilidade em G, mas encontraremos condições 

para que um sistema invariante em G seja controlá.vel. 

Seja o sistema ele controle ( G, E, D) dado anteriormente e determinado por 

m. 

.i(t) = X 0 (:r(t)) + Lu;(t)Xi(:r(t)),u E S(D) 
i=l 

que descreve a dinâmica do sistema. Aqui o semi-grupo controle S'(D) será. das funções 

mensuráveis e limitadas localmente; para assim poder obter igualdade das álgebras de Lie 

AL(E) = AL(Eo) 

m 

onde Eo = {X0 + I>·iXi: v= (u 1 , ... , um) E D} e neste caso GI:n(l) = GE(1) desde 
i=l 

que D = IRm ou Aff!l =IR"'. Para A(1) se procura um espaço ambiente que tenha 

propriedades boas, nos referimos a GE(1). Como AL(E) Ç T1G é uma sub-álgebra de 

Lie, o teorema da correspondência entre sub-algebras de Lie e subgrupos de Lie conexos 

permite, encontrar um {mico subgrupo de Lie conexo H C G tal que T1H ~ AL(E). A 

ferramenta que permite um relacionamento de H com GI:(1) é a distribuição 

g ----* AL(E)(g) (2) 
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tal como será mostrado tem H como variedade integral maximal que passa por 1. 

Proposição 1.6.1. Seja o sistema invariante ( G, L:, n) sobre G, então A(1) c H. 

Prova. O t'mico passo interessante é mostrar que H é urna subvariedade integral maximal 

da distribuição definida em (2). Lembremos que 

AL(~)(g) = (dR 9 )I(AL(~)). 

Como foi mostrado na Proposição 1.4.1 essa distribuiçã.o é integrável, logo existe uma 

única subvariedade integral maximal GE( 1) 3 1. Se mostramos que GE( 1) = H, a con

clusão decorre do Teorema 1.2.7. Para verificar isso é suficiente provar. 

i) H é uma subvariedade integral da distribuiçào definida em (2). 

Com efeito, seja g E H e R9 : H ~ H a translação, logo sua diferencial é 

então 

daí que 

AL(L:)(g) = 1~1!, para cada g E H. 

ii) H é maximal. De fato, GE(1) é um subgrupo de Lie conexo de G (Proposição 1.4.1) e 

como GE(l) é uma subvariedade integral maximal que passa por 1, segue-se que 

T1G1:(1) = AL(E)(1) = (dRI) 1 (AL(~)) = AL(L:) 

e por se ter a mesma álgebra de Lie, da unicidade temos G1:(1) =H. • 

Denotemos por S(O)T o semigrupo controle formado pelas funções localmente limita

das 

u: [O,T] ~ n Ç IRm, 

com T fixo. 
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Proposição 1.6.2. Seja (G, E, !1) um sistema invariante. Então a aplicação 

1/J : S(S1)r x [0, T] ~ G 

(u,t) ~ 1r(9,tt,t) 

é contínua para cada 9 E G e T ~ O, se em S(D)T é dada a topologia da convergência 

fraca. 

Prova. Veja [12] e [14]. A ideia da prova é mostrar em primeiro lugar para grupos de 

matrizes e daí identificar a algebra de Li e com urna álgebra de matrizes (teorema de A do). 

Usando o Teorema de Lie para ter um isomorfismo local de grupos de Lie a questão se 

reduz a comutar diagramas localmente. 

Proposição 1.6.3. Seja (G, E, D) um sistema invariante, então 

(i) A(1, T), A(1), A(1, T) são conexos por caminhos VT ~O. 

(ii) Para o sistema (1) temos que: A(1,T),A(1,T) são compactos. 

Prova. Veja [14]. 

11 

O espaço ambiente de A( 1) pode ser considerado como sendo H que na realidade é 

H= GE(1), pois 9 ~ AL(E)(9) é integrá.vel. 

Agora mostramos um aná.logo ao fato que SEn (1) é um semigrupo, ou seja esta pro

priedade também é satisfeita para A( 1 ). 

Proposição 1.6.4 .. Seja (G, E, !1) um sistema de controle invariante. Então A(1) é um 

senugrupo. 

Prova. Comefeitodado91 ,92 E A(1), entà.o91 = 1r(1,u,t1), 92 = 1r(1,v,t2), para 

se verificar que 92 .91 E A(1) procuramos um controle w e um tempo T > O tal que 

1r(1, w, T) = 9291· 

Definamos o controle 

w(r)={u(r), O~r~t 1 
v(r-t1 ), t 1 <r 

se 1r( 1, w, T) é a trajetória correspondente ao controle procurado, então para T > t1 temos: 

De fato, 
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m 

Xo(a(T)) + Lwi(T)Xi(a(T)) = 
i=l 

m 

Xo(R91 (r.(1, v, T- ti)))+ L vi( T- ti)Xi(R91 ( 7í(1, v, T- ti))) 
i=l 

m 

( dRg 1 )rr(l,v,r-tt)(Xo( 7í(1, V, T -ti))) + L Vi( T - t)( dR91 )rr(l,v,r-tt)(Xi( r.( 11 V, T - t1))) 
i=l 

e portanto A(1) é um semigrupo. • 

Pode acontecer, em alguns casos, que A(1) seja um subgrupo de G. 

Proposição 1.6.5. Seja ( G, :E, D) um sistema de controle im·ariante. Se A( 1) e um 

subgrupo de G, então A(1) = GE(1). 

Prova. Pela Proposição 1.2.6 S'E(l) C A(l). Mas int SE(l) # </Y em G~(l) por tanto A(l) 

tem interior não vazio em GE(1). Seja g E intA(1). Então g-1 A(1) é uma vizinhança 

da identidade em GE(1) que está contida em A(1), já que A(1) é um grupo. Portanto 

A( 1) é um subgrupo de GE( 1) que contém uma vizinhança da identidade. Como GE( 1) 

é conexo, isso garante que A(1) = G~(l ). • 

Para cada u E S(D), associamos a equação diferencial definida em (1) 

111 

:i:(t) = X 0 (x(t)) +L Uj(t)Xi(x(t)) 
i=l 

se olhamos X 0
, o qual nã.o é perturbado, pode-se definir um tipo de simetria. 

Definição 1.6.6. O sistema descrito por ( 1) é dito 

a) Simétrico: se X 0 = O 

b) Não Simétrico: caso contrário 

Um sistema é simétrico se e só se X 0 (g) =O para algum g E G. Pois, se 
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obtemos que X 0 (1) = o. 
Ko caso de sistemas invariantes simétricos se garante que a inversa de g E A(l) 

também está em A(l), isto é g-1 E A(l), com o que A(l) é um subgrupo. 

Teorema 1.6.7. Seja (G, L;, O) um sistema invariante simétrico sobre G, então A(l) = 

G!:(l). Além do mais para cada T >O, A(l, T) = A(l) = GE(l). 

Prova. A prova consta. de 2 partes 

1) A(l, T) = A(1) e 

2) A(l) = GE(l) 

Para o caso (2) é suficiente mostrar que A( 1) é um subgrupo de G, em virtude proposição 

1.6.5. Seja g E A(l) = U A(l, t), entã.o existe um controle u E 5(0) e um tempo t > O 
t>O 

tal que 7r(l,u,t) = g. P~ra que g-1 E A(l), temos que construir um controle v E 5'(0) 

que conduza. 1 em g-1 num tempo T > O, isto é r.( 1, v, T) = g- 1
• Para isto consideremos 

o controle definido por: 

t>(s) = { 

-u(t-s) 

u(s) , s > t. 

Tem-se que v E .5'(0), pois v foi definido a partir de ll. Para. olhar a. trajetória. corres

pondente, só consideramos para O :::; s :::; t. No caso s > t é trivial, pois é a corres

pondente a tt. Um candidato à. trajetória. correspondente a v em O :::; s :::; t é dado por 

.f(s) = 1r(l,u,t- s). De fato 

m m 

L -u;(t- s)Xi(1r(l, u, t- s)) =-L u;(w)Xi(7r(1, u, w)) , w = t- s 
i=1 i=1 

d1r d1r dw d1r 
= --(1, u, w) = -(1, u, w).- = -(1, u, t- s). 

dw dw d-5 d-5 

Por tanto .f(·) é trajetória associada ao controle v em O :::; s :::; t, isto é 

m 

j(s) =L v;(s)X;(.f(s)). 
i=1 
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Para s = O, temos que f( O) = 1r(1, u, t) = g e por ter a mesma condição inicial com a 

trajetória o(·) definida por o(s) = 1r(1,v,s).g = R9 (1r(1,v,s)) correspondente a v obtém

se que o(s) = f(s). Avaliando em s = t consegue-se 1r(1,v,t).g = 1, por conseguinte 

7r(1,v,t)=g-1 . 

Para mostrar (1) será suficiente que A(1) Ç A(1,T), para cada T >O. Para isso, 

seja g E A(1) = U A( 1, t), então existe t > O, um controle u E 5'(0) tal que g = r.(1, u, t). 
t~O 

Procurar que g E A(1, T) é encontrar um controle v E 5'(0) satisfazendo 1r(1, v, T) = g. 

Isto é para .s > O definimos 

i (Ti) v(r)=;u-; onde f (Tf) vi( T) = -u; - , i= 1, 2, ... , m 
s s 

dependendo de s tem-se aumento ou diminuição de \·elocidade, independente disto, um 

candidato para sua trajetória é dado por 

com efeito 

Tf 
Q ( T) = 7r ( 11 L', T) = 7r ( 1, U, -) 

s 

m r m f (Ti) r Ti i m r 
Ll'i(r)),:i(r.(l,v,T)) =L -ui - .~i(r.(1,u,-)) =- L:ui(w)Xi(11(1,u,w)) 
i=l Í=l $ s s 8 i=l 

t dr. d1r dw d Ti . = --(1, u, w) = -(1, u, w).- = -rr(l, u,-) = o(T) 
s dw dw dT dT s 

onde w = !.!:.. 
s 

Alémclomais7r(1,r,O) = 1r(1,u,O) = 1 e r.(l,v,.5) = 11(1,u,t) =g. Comosfoiescolhiclo 

arbitrário e g = rr(1,u,t) = r.(1,v,.s) E A(1,s) para cada s >O, então A(1) Ç A(1,s) e 

A(l) = A(l,T) = GE(l). • 

O lema a. seguir será. utilizado na demonstração do teorema abaixo e que permitirá 

dar uma caracterização de controla.bilidade no caso não simetrico. 

Lema 1.6.8. Seja ( G, :E, O) um sistema invariante. Se 

A(1) = GE(l), então A(l) = G~(1) 

Prova. Pela conexidade de GE( 1 ), é suficiente encontrar uma. vizinhança V 3 1 tal que 

V. Ç A(1). ~orno int A(l) =f:. qy na topologia de Ch(l), então temos que, se g Eint A(1), 
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existe um conjunto aberto V (topologia de GE(1)) tal que g E V C int (A(1)), mas 

V': G---+ G definido por r.p(h) = h- 1 e restrito a GE(1) é um difeomorfismo, pois GE(1) 

é quasi-regular, então J;V = .,P(V) = { h-1 : h E V} é aberto em GE(1) e pela densidade 

temos que lV n A(1) =/:. qy. Isto é, existe h E W n A(1) e pela translação restrita a GE(1) 

temos que Vh aberto em GE(1). 

Além do mais V h C A(1 ), (A(1) é semigrupo). Como h E W segue-se que h-1 E V 
e assim 1 E l'h = V. O resultado segue então do fato de GE(1) ser grupo de Lie conexo 

e por tanto é gerado por qualquer vizinhança da identidade. • 

Como foi visto no caso simétrico as conclusões A(1) = GE(1) e A(1,T) = A(l) para 

cada T > O, são satisfeitos. Mas em uma situação gera.l, podem ser mantidos parcial

mente, isto é, na segunda parte só assegura a existência de um tempo T > O, tal que todo 

ponto ele A( 1) pode ser atingido até um tempo T, assim temos. 

Teorema 1.6.9. Seja (G, :E, D) sistema ele controle invariante. Suponhamos que G~(1) 

é compacto. Então 

(i) A(1) = GE(1) 

(ii) existe T >O tal que A(1, T) = A(1) 

Prova. Pelo Teorema 1.2.7 int A(1) =/:. 9 (na topologia intrínseca de G~(l)). Por tanto 

pelo Lema 1.6.8 será. suficiente mostrar que A( 1) = GE( 1). De fato, como A( 1) é um 

semigrupo, então A(1) =H (na topologia de GE(1)) é um semigrupo. 

Afirmamos que H é um grupo. De fato, como H é semigrupo só falta ver que para 

cada h E H deve-se ter h- 1 E H. Se h E H então para cada n E IN temos que hn E H, (H 

semigrupo) logo temos (hn)neN uma sequência em H e como GE(1) é compacto, (hn)neN 

tem uma subsequência (hn(k))kEIN convergente, isto é, hn(k) ---+ g, para algum g E G1:(1). 

Notemos que é possível a escolha da subsequência (n(k))keJN estritamente crescente 

(n( k) < n( k+ 1) para cada k E IN). Pelo fato de H ser fechado tem-se g E H. Se k --t oo 

temos h- 1 = limhn(k+I}-n(k)-1, pois limhn(k+1)-n(k) = 1. O fato que n(k+ 1) -n(k) >O 
k-+oo k---.oo 

garante que hk = hn(k+1}-n(k}-1 E H para cada k E IN e h-1 = lim hk. Como H é 
k-oo 

fechado, segue-se que h-1 E H. Por outro lado int A(1) =/:. qy na topologia ele GE(1), 

(Teorema 1.2.7) então existe um aberto não vazio U tal que U Ç A(1) e como A(1) Ç H, 

U Ç H é aberto (topologia ele G1:(1)). Tomando g E U e sendo H subgr:upo, existe 
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9-1 E H. Daí que a translação R9 -1 : GE(1) ~ GE(1) é um difeomorfismo, pois GE(1) é 

quasi-regular. Portanto Ry-1(U) = U9- 1 é um aberto em GE(1) e mais ainda 1 E U9-1 • 

Por ser H subgrupo U 9-1 C H. Mas H é fechado, daí que H é um subgrupo de Lie 

conexo de GE(1). Finalmente H= GE(1). 

Agora mostramos (ii). Tem-se 

GI:(1) = A(1) = U int A(1, t) 
t>O 

De fato, seja ~V(t) = int A(1, t), logo {H'(t)}t~o é uma sequencia crescente, pois para 

h< t 2 tem-se ~V(t 1 ) Ç ~V(t 2 ), então U intA(l,t) Ç GE(l) é evidente. Para o recíproco 
t>O 

GE(l) Ç U~V(t), tomamos 9 E GE(l) = A(l), então 9 E A(l,t) para algum t 2: O. Se 
t>O 

consideramos ~V(t') =J. Ç>, pode-se escolher h E lV(t') e como h-1 E A(1) segue-se que 

h- 1 E A(l, t") para algum t" >O. Logo tem-se que 9 E A(1, t), h E ~V(t'), h- 1 E A(l, t"). 

Mas 9 = l.9 = h.h-1 .9 e daí que 9 E lV(t')h- 19. l\'las W(t')h- 19 é aberto pois H1 (t') é 

aberto. 

Afirmamos que vV(t')h- 1 .9 c H1 (t + t' + t"). De fato, 

H1(t')h- 19 Ç l1'(t')A(l, t")A(l, t) Ç A(1, t')A(l, t")A(l, t) Ç A(l, t + t' + t") 

e como lV(t') é aberto, H'(t')A(l, t")A(l, t) = H'(t')B é aberto, onde B = A(l, t")A(l, t) 

pois lV(t').B = UlV(t').b e H'(t')b é aberto. Fina.lmente de vV(t')B c A(l,t+t'+t") 
bEB 

obtemos que lV(t')B Ç lV(t + t' + t"). Mas ~V(t')h- 1 .9 C lV(t + t' + t"), logo 9 E 

lV(t + t' + t"). Por tanto GE(l) = UlV(t). 
t~O 

k 

Como Ch(1) é compacto obtém-se G~(l) = UW(ti) e pela ordenação da inclusão, 
i=1 

existe um T > O tal que G~(l) = W(T) e como GE(l) = W(T) Ç A(l, T) Ç GE(l), 

conclui-se que 

A(1, T) = GE(1) para algum T > O. • 

Observação. Lembrando as conclusões no caso simétrico e agora no caso não simétrico 

com GE(1) compacto temos que só é possível recuperar o fato 

1) A(1) Ç GI:(l) é um subgrupo. 

Mas o fato 
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2) A(1, T) = A(1) para cada T >O. 

não se verifica necessariamente como mostra o seguinte exemplo. 

Exemplo 1.6.10. Considere o grupo de Lie 50(3) = {A E M(3, IR) : AAT = I, det 

A > 0}, um cálculo fácil garante que 

T150(3) = {A E A/(3, R) :A+ Ar= 0}. 

Daí pode-se concluir que A tem a forma 

b 
o 
-f 1) 

o 1 ) ( o o o ' 1\3 = o 
o o o 

Como pode-se verificar facilmente, tem-se [J\1, J\2] = 1\3, [J\3, J\1] = J\2, [J\2, J\3] = J\1. 

Tomemos J\1, J\2 e o sistema definido por 

Se u é um controle e t --+ x(t) a trajetória correspondente com :r(O) = 1, então 

Logo 

( 

:ru 

~·21 

X31 

~12 ~·13 ) ( :r21 + ux31 

Xn X23 = -:r11 
X32 X33 -u.:ru 

x22 + u.x32 

-xl2 
-ux12 

multiplicando ( 1) por x12 e (2) por :r32 e somando, obtém-se 
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-.:z·13 . 
-U.Tt3 

(1) 

(2) 



como x~ 2 (0) + x~ 2 (0) =O, pois x(O) = 1; consegue-se 

(xi2 + x;2)(t) = 2 fot x22(r)x12(r)dr 

o fato do que x(t) E S0(3) acarreta que l·riil ~ 1 e daí 

Consideremos um elemento (aij) E S0(3), com ai2 + a~ 2 = 1. 

(:3) 

Afirmamos que ( Oij) não pode ser atingido desde 1 num tempo extritament.e menor que 

1/2 unidades de f. De fato, como S0(:3) é compacto e conexo, então o sistema é con

trolável (Teorema 1.6.11). Seja (:rij)(t) a trajetória que liga 1 com (aij) e suponha que é 

atingido num tempo estritamente menor que 1/2, por (:3) obtemos que (xi2 + :r~ 2 )(t) < 1 

e (x;j)(T) = (aij) com T < 1/2, mas aL+a~ 2 = 1. Por tanto a afirmação é verdadeira. 

Quanto à. questão de controlabilidade isto é, A(1) = G, temos até agora que 

- A( 1) é um semigrupo 

- A(1) Ç GE(1) =H 

-Se A(1) é um subgrupo, então A(1) = G~(l) 

-No caso simétrico, A(1) = G~(1) 

-No caso não simétrico, A(1) = GE(1) desde que G~(1) é compacto. 

Dessas informações se tira o seguinte teorema. 

Teorema 1.6.11. Seja (G, E, !1) um sistema invariante. 

a) Se o sistema é controlável, então G é conexo e AL(E) = T1 G. 

b) Se G é compacto ou se o sistema é simétrico, então G conexo e AL(E) = T1 G implica 

que o sistema é controlável. 

Prova. a) Se (G, E, !1) é controlável, então A(1) = G e como A(1) Ç G~(1) Ç G, 

segue-se que GE(1) = G, e assim G é conexo e T1G = AL(E). 

b) Suponhamos que G é compacto, e como G é conexo e AL(E) = T1G, o subgrupo de Lie 

conexo associado é G, então G = GE(1), e pelo Teorema 1.6.9 (i) temos A(1) = GE(1) = 

G, logo A(g) = G para cada g E G. Isto é, o sistema é controlável. 

Agora devemos supor que o sistema é simétrico. Neste caso pelo Teorema 1.6.7 te

mos A(1) = GE(1) e pelo argumento usado em b). temos A(1) = GE(1) = G e portanto 
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A(g) = G para todo g E G. • 

Note que nas proposições anteriores a hipótese de ser GE(1) compacto ou (G, E, D) 

simétrico é para. assegurar que A(1) é um subgrupo de GE(1). Mas com a. hipótese assu

mida. de ser A(1) subgrupo de GE(1), pode-se ter uma. caracterização de controla.bilida.de. 

Teorema 1.6.12. O sistema. ( G, :E, D) é controlável se e só se as seguintes condições se 

verificam simultaneamente. 

(i) A(1) é um subgrupo de G. 

(i i) G é conexo. 

(iii) Al(:E) ~ TIG. 

Prova. E uma refonnulaçào do teorema 1.6.11. 

A condição (iii) pelo fato ele os campos serem analíticos se reduz a 

AL( :E) ~ T1 G se e só se int SE( 1) -j. </>. 

• 

Concluímos que controlabilidade é equiva.lente à propriedade de acessibilidade, desde que 

G for conexo e 

a.) (G, 2:, D) é simétrico ou 

b) G é compacto. 

Quando a) e b) não se verificam, acessibilidade mais conexidade não necessariamente im

plicam controlabilidade. Como o mostra o seguinte exemplo. 

Exemplo 1.6.13. Seja G = S/(2, IR) o grupo de Lie fechado das matrizes de determinante 

um. Este grupo é conexo mas não compacto e sua álgebra ele Lie é 

T1G ={A E Af(2, IR) : tr A= O} 

onde tr indica o traço de matriz. Para 

(1 o) (o1)"' A= O -1 'B = 1 O ''-" = {A, B} 

obtemos que AL(E) =(A, B, [A, B]), A, B E .M(2; IR) e traço A= traço B =O. Portanto, 

por um cálculo de colchetes se mostra que A, B geram T1Sl(2, IR). 
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Consideremos o seguinte sistema invariante 

i:(t) = (A+ uB)x(t). 

Para um controle u E S(f2), seja x(t) = 1r(1, u, t) a trajetória correspondente com x(O) = 1 

e vejamos que propriedade satisfaz. Como 

[ ( ~ 

considerando as entradas i·11 , i21 obtemos um sistema 

:i· 11 = x 11 + ux21 

:i·2 1 = -:r21 + u.r 11 . 

( ~ 

Logo, multiplicando ( 1) por J"u e (2) por -:r 21 e somando obtemos que 

1 d ( 2 .2 ) 2 .2 ;;--
1 

1'11 - 1 21 = Xu + Xzi -ct 

(1) 

(2) 

isto é, f(t) = xi1 (t)-:1·~ 1 (t) é não decrescente (J'(t) 2 0). Como x(O) =I, então x11 (0) = 
1, x21 (0) =O. Mas f(O) = 1 daí que f(t) 2 1 para todo t 2 O, isto é 

2 2 (:3) 1 '11 - X21 2 1. 

Assim todo elemento atingido desde a identidade 1 E S/(2, IR) satisfaz a propriedade (:3). 

Propomos um candidato 

C= ( 1 ~ 2 ~ ) , det C= 1, logo C E S/((2, IR). Como ci1 = 1, c~ 1 = ~' então 

ci1 - c~ 1 = ~ < 1 o que contradiz (3), por tanto c não pode ser atingido desde 1. Isto é 

A(1 )CS/(2, IR) 
..i. 
r 
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e o sistema não é controlável. 

Observação. O Teorema 1.6.11 pode ser provado de uma forma alternativa usando o 

teorema 1.3.8 (Lobry). Assumindo as hipóteses do Teorema 1.6.11, G compacto, conexo 

e AL(:E) = T1 G, vemos que a última condiçã.o fornece acessibilidade de :E e -:E. 

Para obter a condição Rx = Af, para cada X E :E. Utilizamos a compacidade de G 

a qual implica que existe uma medida finita f1 invariante a esquerda e por normalização 

obtém-se o que se chama a medida de Haar, que é uma medida de probabilidade (veja 

[6]). 
l\1as para X E :E o fluxo é dado por 

Xt(g) = LexptX(g) = (exptX).g. 

Logo Jl é invariante por X E :E e supp f1 = i\1, pois JL provém de uma forma volume. Daí 

que Rx = 1\1 (Proposição 1.3.9). Portanto, pelo Teorema 1.3.8, :E é controlá\·el, isto é, 

Sr:, (g) = G, para cada g E G. Assumindo que o semigrupo controle toma Yalores em 

n Ç JRm e que Aff(D) = IEl'n temos 

onde ~íl = {Xo + :L7~t UjXi: u = (ut,· .. ,um) E n} e segundo o Teorema 1.2.7 tem-se 

G = Sr:, 0 (g) Ç A(g), portanto A(g) = G. • 

Evidentemente o teorema 1.6.11 pode ser colocado também num contexto de famílias de 

campos invariantes em G. 
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CAPÍTULO 11 

FORMALISMO DAS SERIES EXPONENCIAIS DE LIE 

Neste capítulo desenvolve-se o formalismo de séries exponenciais de Lie que foi in

troduzido por K.T. Chen [2] e utilizado por H . .J. Sussman [16], [17] para resolver um 

problema de controlabilidade local (conjectura de Hermes). 

Seja L um conjunto finito de indeterminadas, Â(:L) a álgebra das séries de potências 

formais não comutativa e ÂL(L:) C Â(L:) a álgebra de Lie constituída por somas formais 

de elementos de AL(L:). 
Provaremos aqui a existência de um monomorfismo (Ser) do semigrupo de controle 

Um em Â(L:). Isto nos permite estudar o comportamento assintótico, na vizinhança de 

um ponto, das trajetórias do sistema de controle 

m 

x(t) = Fo(x(t)) +L u;(t)F;(x(t)) 
i=l 

onde u(t) = (u(t), ... , um(t)) e F0 , ••. , Fm são campos definidos na variedade J\!. 

2.1. Desenvolvimento exponencial e aproximação nilpotente 

O semigrupo Um que usaremos será 

Um = { u : [0, T] -+ IR.m : u mensurável e Lebesgue-integrável} 

onde T não sempre é fixo, daí que denotamos por T( u) = T o tempo terminal correspon

dente a u E Um. Para se ter compatibilidade com sistemas invariantes a direita (cap I) 

modificamos a ordem da operação ele Um. 

Para u, v E Um define-se 

{ 
v( t) O ~ t ~ T( v) 

(u#v)(t) = u.(t- T(v)) T(v) < t ~ T(v) + T(u). 

Em vista do nosso objetivo, que é o de relacionar Um com sistemas de controle, 

- Procuramos um espaço ambiente para representar Um e 

- Uma aplicação Ser: Um --+ Espaço ambiente 
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de tal forma que o espaço ambiente estabeleça uma ponte entre Um e sua representação 

dada por um sistema de controle. 

Por isso introduzimos uma família de indeterminadas I:= (X0 , ••• , Xm) e construímos 

o espaço ambiente de maneira formal. Como I: é uma família de objetos, pode-se gerar 

um espaço vetorial V i.e. 

V = JR.Xo EB JR.X1 EB ... EB JR.Xm 

e consideramos o produto tensorial V 0 1' (i.e. V 0 V = F( V x V)/ R( V x V) onde 

F( V x V) é o espaço vetorial livre gerado por V x V e R(V x V) Ç F(V x V) o subespaço 

gerado pelos elementos abaixo. 

( u, v1 + v2) - ( u, vt) - ( u. v2 ) 

(ul +u2,v)- (u1,v)- (u2,v) 

(ou' v) - o ( u, v) 

(u,jJv)- j](u.v) 

k-vezes 

u,v1 ,v2 E V 

u1,u2,v E V 

o:, j3 E IR 

o:, j3 E JR). 

Assim, tomamos produto tensorial V G V 0 ... 0 V e denotemos este produto por 

Lk = V 0 V 0 ... 0 V que é um espaço vetorial. Daí obtém-se a á.lgebra tensorial A( I:) = 
00 

L EB Lk o qual é a álgebra livre associati\·a gerada por I:;, satisfazendo a propriedade de 
k=O 
ser uma álgebra graduada. Isto é 

i) Lk é subspa.ço de A(I:;), para cada 1..: E lY. 

ii) Lk · Lp Ç Lk+p para cada k, p E IN. 
00 

Agora explicitamos um elemento de A(I:;), i.e. para Y E A(I:;) temos que Y = L"[;Vkl 
k=O 

onde Wk E Lk e "[;Vk = O exceto para um número finito de valores de k. Então Wk = 
L o:IXI e 

III=k 
00 

y = L L oi XI = L oi XI 
k=O IIJ=k I 

onde XI= xit®· .J.?9Xik' I= (ill··· ,ik) e III = k (comprimento dei). Por simplicidade 

de notação escrevemos xil 0 ... 0 xik = xil ... xik. 

O produto em A(I:;) é dado nos elementos da base, isto é para XI, X1 E 

A(I:;) com I= (i1, ... ik), J = (jb ... ,js) definimos por 
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Na verdade A(~) pode ser pensado como sendo o anel de polinômios nas indeter

minadas ~ = (Xo, ... , Xm)· Para Y E A( E) o grau total de Y (respectivamente grau 

parcial de Y em relação a X i) é definido como o maior grau do monômio com coeficiente 

não nulo que aparece em Y (respectivamente o maior grau em relação a Xi do monômio 

com coeficiente não nulo que aparece em Y). Tais graus serã.o denotados por 8(Y), 8;(Y) 

respectivamente. 

Queremos mergulhar Um, através de uma aplicação u---+ Ser(u). Para isso conside

ramos, ao invés de A(E), que é uma á.lgebra de polinômios, a álgebra das series formais 

cujas operações são induzidas das de A(E) definindo componente a componente. As

sim o produto em Â(E) é dado para Y = L a1 X 1 e Z = L bJ XJ, por Y Z = 

(LaiXI) (LbJXJ) = LcKXK, onde cr.· = L OJ.bJ. 
III+IJI=IKI 

Definiremos adiante uma aplicação 

Ser: Um ---+ A(E) 

de tal modo que seja um homomorfismo de semigrupos, e que permitirá olhar Ser(Um) 
como um sub-semigrupo de Â(I::). Dessa forma, um sistema de controle será olhado como 

uma série exponencial de Lie. 

Para u E Um eu= (u1 , ... um) definimos em Â(E), uma equação diferencial formal 

m 

Y(t) = (X0 + Lu;(t)X;)Y(t). (1) 
i=l 

Antes de estuda-lá, definamos uma solução de (1) com condição inicial. 

Definição 2.1.1. Uma soluçã.o de (1) que passa por Z em t =O é uma aplicação 

Y : [0, T( u )] ---+ Â(~) 

tal que: 
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i) Y(O) = Z 

ii) Y(O) satisfaz a equação diferencial para cada componente da série. 

Explicitamente os itens (i), (ii) podem ser dados componente a componente. Sejam 

como na definição. Agora olhamos (i) componente a componente. Para isso seja Y(O) = Z 
então ZJ = YI(O) para cada I= ( ib ... , ik). 

Na condição (ii) derivamos a solução de (1) e obtemos 

(2) 

logo substituindo Y(·) na equação {1) temos que 

m 

}·'(t) (Xo + Lu;(t)X;) LYJ(t)XJ 
i=1 J 

m 

}r(t) LYJ(t)XoXJ +L L ui(t)yJ(t)XiXJ 
J i=l J 
m 

L L u;(i)yJ(t)X;XJ = L u;(t)yJ(t)X;XJ (3) 
i=O J {i}xJ 

onde colocamos u0 ( t) = 1. 

Para que (1), (2) e (3) sejam compatíveis deve acontecer que I {i} x J, onde 

O:::; i:::; m. Logo 

desde que I= {i} x J. 

Agora suponha que Z = 1 = Lz1X 1 , com I= <Pé a condição inicial. Constrói-se uma 

solução recursivamente como segue: y,p = z,p = 1 e para I= (i1, ... , ik) =f. <P temos 

Y{i}xJ(t) = j
0
tu;(T)yJ(T)dT 

YI(t) = Y{il}xlk_ 1 (t) = fotu;t(TI)Yh- 1 (TI)dTI 
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Essa última integral múltipla é escrita de forma abreviada como 

YI(t) = fo\,1 , para I f. ,P. 

Assim a solução que passa por 1 é dada por 

Como pode ser visto, ela pode ser calculada recursivamente partindo de um valor inicial. 

Pela construção ela existe e é única. Logo temos uma aplicação bem definida 

Ser : Um -+ Â(E) 

u-+ Ser(u) = Y(T(u)) 

onde Y: [0, T(u)]-+ Â(E) é a solução associada ao controle u com Y(O) = 1. 

Proposição 2.1.2. A aplicação Ser : Um -+ Â(I:) é injetora e satisfaz. 

Se·r(u#v) = Se·r(u).Ser(v) 

para u, v E Um. 

Prova. Sejam u, v E Um. Para u E Um, Se1·(u) = Y(T(u)), onde Y(·) é a solução de (1) 

I. e. 
m 

l'(t) = (Xo +L: uiXi)Y(t) 
i=l 

definida em O ::=:; t :::::; T(u), com condição inicial Y(O) = 1. Se tomamos a curva o:(t) = 
Y ( t) 8 e1·( v) facilmente pode ser verificado que é uma solução da equação ( 1) com condição 

inicial Ser(v), pois o:(O) = Ser(v). 
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Por outro lado para u#v E Um tomemos Ser(u#v), então Ser(u#v) = Yí(T(u#v)) 
onde }í ( ·) é uma solução de 

m 

Y(t) = (X0 + ~)u#v)iXi)Y(t) 
i=l 

definida em O~ t ~ T(u) + T(v) e com condição inicial }í(O) = 1, mas 

(u#v)(t) _ { v(t), O~ t < T(v) 
- u(t- T(v)), T(v) < t ~ T(v) + T(u). 

Se tomamos a curva j3(t) = Yí(t + T(v)) com O ~ t ~ T(u), pela definição do controle 

u#v temos que ela é uma solução da equação(*) em T(v) < t ~ T(v) + T(u) e como 

;3(0) = }í(T(v)) = Ser(v) = a(O) da unicidade segue-se que 

Yí(t + T(v)) = Y(t).Ser(v) 

onde O ~ t ~ T( u ). Em particular para t = T( u) temos 

Ser(u#r) = Se·r(u).Ser(v). 

Para a injetividade considere Ser(u) = Ser(v) u,v E Um,Ser(u) = Y(T(u.)) onde 

Y( ·) é uma solução da equação 

m 

Y(t) = (Xo +L uiXi)Y(t). 
i=l 

Mas Y(t) = "2:.1 y1(t)X1 é determinado pelas equações YI(O) = 1, se I= <P e 

YI(t) = fot ui(r)yJ(r)dr, I= {i} x J se I =I</>. 

Para I= (0), temos foT U(o) = T que é o coeficiente de X0. Isto significa que T pode ser 

recuperado a partir de Ser( u ). Se 1 ~i~ me k ~ O, segue-se que o coeficiente de XiXt 
em Ser(u) é 

1 {T k 
YI(T) = k! lo t ui(t)dt. 

Pois )(Xt corresponde ao multi-índice I = (i, O, O, ... , O) daí que .___,._.. 
k-vezes 
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Igualmente para Ser(v) = Y(T(v)) temos que 

fh(T) = ~~~~tkt'i(t)dt, para cada k E IN 

e como S e·r( u) = Se r( v), segue-se de se igualar termos que 

1T tk(ui(t)- vi(t))dt =O, para cada k E JlV. 
o . 

Mas, isso acarreta que 

foT f(t)(ui(t)- vi(t))dt =O, para cada f E Cc[O, T]. 

De fato, se P[O, T] denota o espaço dos polinômios, da densidade obtemos que f = 

nl~~Pn, Pn E P[O, T], na norma li · li ex) e isto a sua vez garante que 

llT f(t)(ui(t)- vi(t))dtl ~ llf- PniiO()IIui- villv· 

Logo, tomando o limite obtemos(*). Por tanto, Ui= Vi, i= 1,2, ... ,m (veja [1], Lema 

IV.2). Essencialmente temos u _v. • 
Observação. A Proposição 2.1.2 permite mergulhar Um em Â(E) como um sub

semigrupo. Por razões que serão vistas mais adiante ainda pode-se melhorar o mergulho 

Str(Um) Ç Â(E) para Se·r(Um) Ç G(I:), onde G(E) será definido logo mais (grupo das 

séries exponenciais de Lie). Isto será mostrado através de uma aproximação por grupos 

de Lie nilpotentes G1v (E) que dão como limite projetivo G(E). 

Queremos expressar Ser(Um) como o conjunto ele pontos atingíveis a partir de 1 do 

sistema definido acima, mas definido no grupo G(I:) que na realidade nã.o é um grupo de 

Lie. Para tal seja N E IN e consideremos o conjunto A-"' (I:), que é uma álgebra nilpotente 

livre associativa obtida da seguinte maneira. 

Se Y E Â(E) então Y = ~y1X 1 , logo definamos uma aplicação TN chamada trunca

menta que em cada um dos casos abaixo é a mesma, isto é 
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Em AN(:E) serão considerados elementos da forma Y = L YIXI, como pode-se observar 
III~N 

AN (:E) tem estrutura de subespaço vetorial mas não de subálgebra, embora podemos 

torná.-lo em uma álgebra. Para isto introduzimos o produto induzido de Â(l:) com uma 

pequena variação. 

Isto é para XI,XJ E AN(l:), temos que 111::::; N,jJj::::; N,I = (i1, ... ,ik),J = 
(j1 , ••• ,js)· Quando efetuamos o produto X 1 .XJ temos duas situações a determinar: 

111 + IJI ::::; N ou III + 1.11 > N. Ko primeiro caso o produto é o mesmo, mas no segundo 

caso definimos XI.XJ =O; concretamente XI= O se 111 > N. Disto segue-se que AN(l:) 

é uma álgebra nilpotente associativa de ordem N + 1. 

Para poder olhar, como o sistema de equações definido em Â(l:) se transforma em 

uma equação de evolução definida em AN (l:), se apresenta outra forma de obter .4'1\. (l:). 

Seja o conjunto JN(:E) = {Y E Â(:E): Y = L YIXI}. Como pode ser verificado 
III>N 

ele é claramente um ideal. Daí que Â(:E)/ J·v (E) é uma á.lgebra. 

Se 1r : Â(E) ~ Â(E)j ]N (:E) é a projeção e Y = L YIXI = L YIXI + L YIXI, 
I III~N III>N 

então 

7r(Y) = y +IN (E)= L YIXI + pV (E) = L YI(XI + JN(:E)). 
III~N III~N 

Como ker1r = JN (E) = ]{ er( rN), temos o diagrama comutativo 

~ TN N 
A(E) ---~ A (:E) 

/ 
Â(:E)/ J(:E) 

Logo Â(:E)/ ]N (:E) ~ AN (:E). Do isomorfismo acima podemos concluir para Y E Â(:E) 

ou Y E A(:E) com Y = LYIXI, que rN(Y) = L YIXI e por facilidade de notação 
III~N 

convencionaremos em denotar tal elemento por YN = rN(Y) = L YIXJ. 
III~N 

Em particular para Ser(u) E Â(:E), por ser uma solução correspondente ao controle 

u obtém-se rN(Ser(u)) = rN(S(T(u)) = SN(T(u)) =.Se·rN(u) ~ (Se·r(u))N· Com este 
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truncamento o sistema definido em Â(E) 

m 

Y(t) = (X0 + I:u;(t)X;)Y(t) 
i=l 

pode ser projetado para AIV(E) mediante a aplicação r. ou o truncamento TN; daí que é 

possível obter uma equação de evolução definida em AN(E). Isto é 

m 

}""(t) = XoY(t) +L tt;(t)X)""(t) . 
i=l 

Como num espaço vetorial de dimensão finita um campo é só uma aplicação dele nele 

mesmo temos que 

define um campo em AN(L:). Aparece uma pergunta natural: Qual é o fluxo de F;? Uma 

resposta a isto é dada propondo, por analogia com as álgebras de matrizes um candidato 

do tipo Xt(Y) = etX;y. Mas isto só faz sentido desde que a exponencial e esteja bem 

definida em Â(E). 

Se ta.! fato ocorre, um cálculo direto, demonstra que 

ii) X 0 (Y) = Y. 

Tal como o fluxo está definido segue-se que os campos F; são completos. 

Como foi visto, existe a necessidade de definir exp e sua inversa log; isso será feito 

adiante. Para isso será necessário alguma topologia sobre o espaço ambiente para poder 

falar de convergência no sentido de estar a série bem definida. 

Para poder medir a proximidade entre duas séries de potências formais introduzimos 

um conceito que será chamado a ordem de uma série ele potência. Para isto fixamos a 

série Y = LYIXJ. 
I 
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Definição 2.1.3. (1) A ordem w(Y) de um elemento Y = LYIXI E Â(L:) é definida 
I 

como sendo o menor grau dos monômios com coeficiente não nulo que aparece na série. 

E se convenciona em por w(Y) = +oo, se Y =O. 

(2) A ordem parcial w;(Y) de Y E Â(E) em relação à indeterminada X;, é o menor grau 

parcial em relação a X; dos monômios que aparecem na série. Também se convenciona 

em por w;(Y) = +oo, .se Y não contém X;. 

Convém ressaltar duas propriedades de ordem de um elemento (Da mesma forma. para 

w;). Isto é, para Y, Z E Â(E) tem-se 

i) w(Y.Z) ~ w(Y) + w(Z) e 

ii) w(Y + Z) ~ min{w(Y),w(Z)}. 

Com efeito, 

i) É só observar se o anel no qual se define Â(:E) é um domínio de integridade ou não. Se 

for um domínio de integridade tem-se da definição de grau que w(Y.Z) = w(Y) +w(Z). Se 

não for domínio, então pode acontecer que o produto dos coeficientes dos monômios que 

definem as ordens sejam nulos, daí que teríamos que tomar o grau do monômio seguinte 

com coeficiente nã.o nulo, logo w(Y.Z) ~ w(Y) + w(Z). 

ii) Para Y e Z temos que w(Y) = w(Z) ou w(Y) =J. w(Z). Se w(Y) = w(Z), ao tomar 

Y + Z, pode acontecer que os coeficientes dos monômios que definem as ordens sejam opos

tos, neste caso w(Y + Z) ~ min{w(Y),w(Z)}. Se w(Y) =J. w(Z), supomos w(Y) < w(Z). 
Logo ao se tomar Y + Z, o coeficiente que define w(Y) não sofre alteraçã.o e como é menor 

tem-se a conclusão. • 

A Definição 2.1.3 fornece uma topologia para Â(E) por meio de uma valorização que 

é definida pela seguinte aplicação I · I : Â(E) ---t IR 

IYI = {o, y =o 
2-k, w(Y) = k 

que define um valor absoluto, pois satisfaz as propriedades: 

i) I Y I ~ O , I Y I = O se e só se Y = O 

ii) IY.ZI :s IYI.IZI 

iii) IY + Zl :s IYI + IZI. 

Com efeito, 
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i) decorre da definição 

ii) decorre da propriedade w(Y.Z) ;:::: w(Y) + w(Z) 
iii) decorre da propriedade w(Y + Z);:::: min{w(Y),w(Z)}. • 

Mais ainda este valor absoluto define uma métrica que é chamada a métrica da valorização 

e portanto (.4(~), I · I) é uma á.lgebra topológica. 

Para definir uma série das séries ele potências formais, consideremos ( ak)kEN uma 

sequência em IR e para Y E Â(I:) seja 

= 
La~.:Yk. (4) 
k=O 

Para decidir a convergência da série definida em ( 4) usamos o critério de Cauchy, pois 

Â(L:) é completa na métrica definida pela valorização (veja [19]). Daí que a série definida 

em (4) com·erge se e só se IYkl-+ O, se e só se w(Yk)-+ oo se e só se w(Y);:::: 1. 

Por tanto: 

Se w(Y) ;:::: 1, então ( 4) faz sentido, pois Y não tem termo constante e portanto em cada 

grau aparece só uma soma finita. 

Se w(Y) = O, então ( 4) não faz sentido em geral. O coeficiente problema é o do termo 
00 

constante que é da forma Lé (envolvendo os ak) que pode ou não convergir. 
k=O 

Um caso particular disto é quando consideramos as sequência.s { ak )kEN e ( bk)kEiiV de-
1 (-1)k+1 

finiclas por O.J.: = - e bk = respectivamente que definem, evidentemente, a 
k! k 

exponencial e o logaritmo. Para w(Y) ;:::: 1 é possível definir exp e log. 

Definição 2.1.4. Se Y E Â(E) e w(Y) ;:::: 1, então 

00 1 00 ( -1)k+l 
expY = ey =L k'yk e log(1 + Y) =L 1.: Yk. 

k=O . k=l , 

Para olhar exp e log como aplicações definidas em algum domínio, consideremos o 

conjunto Â0(E) = {Y E Â(E) : w(Y) ;:::: 1 }, então exp e log são apresentadas como segue. 

exp : Â0(E) ---+ 1 + Â0(E) e log : 1 + Âo(E) ---+ Âo(E). 

Como exp o log: 1 + Â0(2:) ---+ 1 + Â0 (2:::) e log o exp: Â0 (2:::) ---+ Âo(I:) a proposição 

abaixo diz que eles são inversas uma da outra. 
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Proposição 2.1.5. Para cada Y', Y E Â(I:) se verifica 

exp log Y' = Y' se w(Y'- 1) 2: 1 e log exp Y = Y se w(Y) 2: 1. 

Prova. É um cálculo direto igual que no caso de exponencial e logaritmo de matrizes . 

• 
Por outro lado as álgebras livres associativas, A(:E), AN(:E) induzem um produto de 

Li e 

[Y,Z] = YZ- ZY 

e com essa operação AL(E) , Af (:E) são as álgebras de Lie associadas a A(E) e AN (E) 
respectivamente. Então introduzimos as notações 

AL(E): é a sub-álgebra de Lie de AL(E) gerada por :E. 

ALN p:.:): é a sub-álgebra de Lie de A f (E) gerada por E. 

Definição 2.1.6. Um elemento Y E A(E) é dito de Lie, se Y E AL(E). 

Observação. A(:E) é a álgebra envelopante universal de AL(E) (veja [3]) e a álgebra 

A(E) também é livre associativa, e tem um aná.logo no sentido de Lie. 

00 

ÂL( :E) = {L Pk : onde Pk é um polinômio de Li e homogêneo}. 
k=O 

Se chama polinômio de Lie os elementos de AL(E) ou ALN (E). O conjunto ÂL(E) têm 

uma estrutura de álgebra de Lie pois ele é constituído de somas formais de elementos de 

AL(E). 

Definição. 2.1.7. Os elementos de ÂL(:E) serão chamados de séries de Lie. 

Seja Y E Â0 (:E) e Z E Â0 (:E) entã.o faz sentido escrever exp Y. exp Z. Além do mais 

exp Y. exp Z se expressa como uma exponencial de um elemento Lie. De fato, 

Proposição 2.1.8. Dado Y,Z em Â(:E) com w(Y) 2: l,w(Z) 2:1. Então 

exp Y. exp Z = exp( C H(Y, Z)) 
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onde CH(Y, Z) é dado pela fórmula de Campbell-Hausdorff, que é uma série envolvendo 

colchetes de Y e Z e cujos primeiros termos são 

CH(Y, Z) = Y + Z + ~[Y, Z] + /
2

(Y, [Y, Z]]- 1 ~(Z, (Z, Y]] + ... 

Prova. Veja (:3]. • 

Como consequt~ncia da fórmula de Campbell - Hausdorff, assumindo Y, Z E Âo(~) e 

[Y, Z] = O obtém-se as seguintes duas propriedades. 

i) exp Y. exp Z = exp(Y + Z) 

ii) log((l + Y)(l + Z)) = log(l + Y) + log(l + Z) 

De fato, usando para (i) a Proposição 2.1.8 obtemos 

exp Y · exp Z = exp(Y + Z + ~[Y, Z] + /
2 

[Y, [Y, Z]]-
1

1

2 
(Z, [Z, Y]] + ... ) 

e pelo fato de ter [Y, Z] = O, obtemos exp Y. exp Z = exp(Y + Z). Para mostrar (ii) 

tomamos Y. Z E A 0 (~), pois isto permite definir log. 

Se log(l + Y) = H1
1 , então 1 + Y = ew1 e se log(1 + Z) = ~F 2 , então 1 + Z = ew2 logo 

substituindo e aplicando a Proposição 2.1.8, obtemos 

log((l + Y)(l + Z)) log(eWteW2) = log(eWt+W2+t[Wt,H'2]+···) 

H\+ ~Vz + ~[W1, H'2J + ... 
1 

log(1 + Y) + log(l + Z) + 2"(log(1 + Y), log(l + Z)] + ... 

mas [Y, Z] = O, então [lVb vV2] = O (é só usar a definição de colchete e o desenvolvimento 

de l'V1 , ~Vz). Por tanto 

log((l + Y)(l + Z)) = log(l + Y) + log(l + Z). • 
Agora, podemos explicitar a imagem do mergulho Ser· : Um ----+ Â(L::). Define-se os 

seguintes conjuntos. 
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G(E) = {Y .E Â(E): log Y E ÂL{E)} e GN(E) = {Y E AN(E): log Y E ALN(E)} 

Proposição 2.1.9. Os conjuntos G(E) e GN (E) são grupos. 

Prova. É só usar a fórmula de Campbell-Hausdorff: 

i) Sejam P,Q E G{E), então logP,logQ E ÂL(E). Mas log(P.Q) = log(elogP.tlogQ) = 
log eR = R E ÂL(E), onde R é dado pela fórmula de Campbell-Hausdorff que é uma soma 

de colchetes de Lie e portanto R E ÂL(E). 

Daí que PQ E G(E). 

ii) 1 E G(E), pois log 1 =O E ÂL(E). 

iii) Para cada P E G(E), existe Q E G(E) tal que P.Q = Q.P = 1. Para mostrar isto 
tomamos Q = e-logP. Então 

pois [ -log PJog P] = O. 

O caso GN (E) é análogo. • 
Os grupos G(E) e GN (E) são os grupos das séries exponenciais de Lie e grupo de Lie 

nilpotente respectivamente. 

Para N E IN consideremos o grupo G.v (E) e a. álgebra AN (E) truncados. Essas são 

aproximações nilpot.entes de ê(E) e Â(E) respectivamente. Como dim AN (E) < oo, se 

obtém uma representação injetora 

definida. por c.p(P) = Tp, onde Tp(Y) = P.Y. Como c.p é um homomorfismo e G-".(E) é um 

grupo, então c.p(GN(E)) é um grupo. Mas End{AN{E)) ~ M(n, IR) para n = dim AN(E) e 

pelo fato de c.p(GN(E)) ser grupo temos que c.p(GN(E)) Ç GL(n, IR)~ Inv {End {AN{E))). 

Notemos que se demonstramos que GN (E) é fecha.do, entã.o c.p( GN (E)) é um sub-grupo 

de Lie. Tomemos então uma sequência. (}~)neN, tal que Yn E GN(E) para cada n E IN e 
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}~ ~ Y. Como}~ E GN(E) temos que log}~~ = Wn E ALN(E), logo pela continuidade 

do log obtemos 

log Y = log(Iim Yn) = lim(Iog Yn) E ALN (E). 

Notemos que a última parte decorre de ALN(E) ser fechado por ser subespaço de AN(E), 

que é de dimensã.o finita. Além do mais GN (:E) é simplesmente conexo. Pois isto decorre 

de observar que a aplicação 

é um difeomorfismo e como ALN (E) é simplesmente conexo, as (E) o é. 

Assim G''V (E) pode ser identificado com um subgrupo de Lie simplesmente conexo de 

GL(n, IR). 

Proposição 2.1.10. Para cada N E JS, c;-"·; (E) pode ser mergulhado em GL(n, IR) como 

um subgrupo de Lie, simplesmente conexo, onde n = dim AN (L:). 

Prova. Foi feita acima. 

Agora se demonstra. como a aplicação truncamento transforma a equação definida em 

Â(E) numa equação de evoluçã.o definida. em Al\'(~). Além do mais o semigrupo controle 

em AN (L:), pode ser visto como o conjunto de pontos atingíveis a partir de 1 do sistema 

de controle definido por uma equaçào de evolução em A-IV (L:). 

Proposição 2.1.11 a) Para cada N E 1:'>1', a equação 

m 

Y(t) = (Xo +L ui(t)Xi)Y(t) 
i=l 

considerada como uma equação de evoluçào sobre AN (E), define o seguinte sistema de 

controle 
m 

}r(t) = F0 (Y(t)) + I:u;(t)F;(Y(t)) 
i=l 

onde 

e Fi(Y) = XiY, i= O, ... ,m 

b) A álgebra de Lie AL(F) gerada pelos Fi, onde F= (F0 , ••• , Fm) é isomorfa a ALN(E). 
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c) A variedade integral maximal da distribuição Y ~ AL(F)(Y) que passa por 1 é 

GN (~) que é um grupo de Lie conexo. Em particular o conjunto atingível desde 1 está 

contido em GN (~). 

Prova. a) Para cada 1V E J!\', AN (~) é uma álgebra nilpotente livre associativa. Como 

dim AN (~) < oo, então a equação no enunciado transforma-se numa equação de evolução 

onde 

m 

Y(t) = Fo(Y(t)) +E ui(t)F;(Y(t)) 

F;: AN(~) ~ AN(~) 

Y~XiY 

i=l 

é um campo vetorial, pois AN (L:) é um espaço vetorial de dimensão finita e um campo 

vetorial definido nele é qualquer aplicação nele mesmo. 

b) Seja AL(F) a álgebra ele Lie livre gerada por F= (F0 , ••. , Fm ). Para cada P E ALN (~) 

a aplicação 

Fp: AN(~) ~ AN(L:) 

Y~PY 

é um campo vetorial. Logo a aplicação definida por 

r.p: ALN(~) ~ AL(F) 

p ~F-P 

define um isomorfismo de álgebras de Lie. 

i) r.p é injetora, pois r.p(P) = 'P(Q) se e só se F-P = F-Q, que avaliadas em 1 fornece 

P=Q. 
ii) 'Pé sobrejetora, pois r.p(Xi) =-Fi pela definição da aplicação 'P· Mas Fi(Y) = XiY e 

como F= (F0 , ..• , Fm) gera AL(F) e por ter que ~ = (Xo, ... , Xm) gera ALN~ têm-se 

que r.p é sobrejetora. 

iii) 'P([P, Q]) = ['P(P), 'P( Q)]. De fato, [FP, FQ] = F-[P,Ql. Pois 

[FP, FQ](Y) - (dFQ)y(FP(Y))- (dFP)y(FQ(Y)) 

FQ(FP(Y))- FP(FQ(Y)) 

Q(P(Y))- P(Q(Y)) = [Q,P]Y 

F-[P,Ql(Y). 
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Por tanto 

A partir dessa igualdade, se tem 

cp([P, Q] = F-[P,QJ = [FP, FQ] = [<p(P), cp(Q)]. 

c) Como os campos Fi são globais e por b), dim AL(F) < oo, segue-se da Proposição 

0.3.5 que a distribuição 

Y ~ AL(F)(Y) 

é integrável. Por tanto, segue-se da Proposição 0.3.6 que as órbitas da família Fr. 
m 

{ Fo + LU i Fi : u. = (UI' o o o Um) E mm} são as \"ariedades integrais da distribuição 
i=l 

llF~(Y) = AL(F)(Y) 

definida como o subespaço das direções limites em Y de curvas a que passam por Y e 

estão contidas em GFE(Y). Agora provamos que 

De fato, a inclusão GF~(1) Ç GN(~), decorre de calcular a órbita no ponto 1. Isto é se 

l' E AL(F), entào F= F-P, para algum P E ALN(~), logo o fluxo de V é dado por 

tomando Q = 1, obtemos 

Em particular os campos do conjunto FE sã.o da forma F-P, P E ALN (E). Logo a órbita 

de Q = 1 é 

GFE(1) = {et 1 P1 
•• • etkPk: ti E IR, PiE FE} 

e por uma aplicação da fórmula de Campbell-Hausdorff chega-se a que 

De fato, 
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onde R(t 11 ••• ,tk,P1 , ••• ,Pk) E ALN(E) (Proposiçã.o 2.1.8). 

Para mostrar a inclusão recíproca QN(E) Ç GF1:(1) tomemos Y E QN(E), então 

Y = ew para algum W E ALN(E) e pelo isomorfismo de álgebras temos que 

é um campo vetorial onde o fluxo é dado por 

Além do mais, pela completude de Fw para t = 1 obtemos que Y = e w = F [V ( 1) E 

GFE(1). 
Por tanto 

• 
Pelo item a) dessa Proposição temos um sistema de controle em AN (E), em particular 

A(1) Ç GN(E), pois A(1) = SerN(Um) onde A(1) é o conjunto de pontos atingíveis a 

partir de 1. 

Corolario 2.1.12. Para cada u E Um, Scr(v) E ê(E). 

Prova. Para cada 1\' E IN tem-se pela Proposição 2.1.11 que Set·N(v) E GN(E), pois 

SerN(v) = SN(T(u)) onde S.~v(·) é uma solução correspondente ao controle u que parte 

de 1 na equação de evolução. Portanto 

Ser·( v) E G(E) • 
Observações: 

1) Na Proposição 2.1.10 foi mostrado que QN(E) é um grupo de Lie. Sua álgebra de Lie é 

T1G',.....(E) = ALN(E). De fato, se W E T1G'111 (E), então existe a: (-é,é) ---+ GN(E) 

tal que a( O) = 1 à( O) = W. Como a(t) E GN (E) para cada t E (-é, é), então 

loga(t) = W(t) E ALN(E) para cada tE (-é,é). Isto quer dizer que a(t) = eW(t), com 

l'V(t) E ALN (E), derivando esta igualdade e avaliando em t = O, obtemos que 6(0) = 
· W(t)- W(O) lV(t)- Hl(O) 

W(O) = lim . Mas E ALN (E) para cada t E (-é, é) - {O} e 
t-o t t 

como ALN (E) Ç AN (E) é subespaço fechado, ( dim AN (E) < oo) então W E ALN (E). 
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2) GN (:E) é um grupo de Lie nilpotente. 

De fato, pois Tl cN (E) = ALN (E) é nilpotente. 

3) Os campos F; em AN(E) definidos por, F;(Y) = X;Y,i = o, ... ,m são tangentes a 

GN (E). Isto é consequência ele que os F; são invariantes a direita, pois 

pela linearidade de F;. Como 

Ry(Fi) = Rl'·(X;Z) = X;(ZY) 

F;(Ry(Z)) 

a invariança a direita ele F; acarreta que 

4) Pela observação anterior podemos restringir nosso sistema de controle a Gl\"(E). Isto é 

m 

}'"(t) = Fo(Y(t)) +L ui(t)F;(Y(t)) 
i=l 

onde os F; = F;laN(E) são bem definidos. Denotemos por F= (Fo, ... , Fm) a família de 

campos tangentes F;. Então AL(F) ~ AL(F) e como AL(F) ~ ALN(E), 

Observemos que 

é um difeomorfismo. Daí segue-se que 

é um isomorfismo. Usamos isto para definir a distribuição dada por 
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a qual é integrável como segue da invariança de Rv e por uma aplicação do teorema de 

Frõbenius como foi feito na Proposição 1.4.1. Notemos que 

m 

FE = {Fo + 'LuJi: U = (u1, ... ,um) E JRm} 
i=l 

e pela definição de órbita temos que 

é a única órbita, que é por sua vez a variedade integral maximal da distribuição definida 

acima. Por ser G-" p:;) variedade integral, temos que dim c;N (~) = dim AL(F)(Y) = 
dim ALN (L:)(Y) para cada Y E c;N (~). 

Se denotamos por A(Y) o conjunto de pontos que pode-se atingir a partir de Y pelo 

sistema restrito a G'IV(~), então o Corolario 1.2.8 garante que intA(1) =/: Ç. Também lem

bramos que SerN: Um- AN(~) é um homomorfismo e SerN(Um) Ç GN(~) (Proposição 

2.1.11) e mais ainda denotamos a imagem de Um sob SerN por 

que representa o conjunto de pontos atingíveis desde 1 E GN('E). Logo 

pois SN('E) = A(1), mais ainda o Teorema 1.2.7 diz 

5) De maneira mais geral suponhamos que o semigrupo controle Um(D) toma valores 

num subconjunto n Ç JRm. Queremos olhar sob que condições pode-se obter a mesma 

conclusão que a obtida em 4). Como Ser : Um(D) ---+ Â('E), denotemos o conjunto 

atingível a partir de 1 por 

S(~, n) = Ser(Um(D)), 

isto é o sub-semigrupo sobre o qual Um(D) é mergulhado em Â(~). 

Um fato que não fizemos notar anteriormente e que fazemos agora é desenvolvido no 

que segue. Seu E Um(D), então u: [O, T(u)]---+ n. Considerando a restrição ut = ui(o,tJ: 
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[O,t] ~O, O~ t ~ T(u), também se olha que ut E Um(O) para cada tE [O,T(u)] e 
como 

Ser(u) = S(T(u)) 

onde S: [O,T(u)] ~ Â(E) é uma soluçã.o associada a u, então Ser(ut) = S(t) para cada 

tE [O,T(u)]. 
Assim 

representa a solução associada ao controle u. De onde convém pensar que S(.E, O) denota 

o conjunto atingível a partir de 1 seguindo trajetórias de equações diferenciais em Â(.E). 
Em vista do nosso objetivo, consideramos a aplicação truncamento TN que transforma o 

sistema definido em Â(.E) num sistema de controle definido em AN (.E) obtendo-se 

como o conjunto atingível do sistema de controle definido em AN(.E). 

Assim isto dá. lugar a uma aproximação nilpotente para S'(.E, 0). Por uma restriçã.o 

análogo à observação ( 4) obtém-se 

dimGN(.E) = dimAL(F)(Y) = dimAL''"(E)(Y) para cada Y E GN(E) 

Pelo resultado de acessibilidade como na observação ( 4) obtém-se 

desde que Af f( O) = !Rm. Esta condição é necessária para garantir que AL(F) = AL(F0 ) 
m 

onde F o = { F0 + 'L_ ui Fi : u = ( u 1, ••• , um) E n} como veremos adiante. 
i=l 

2.2. Controles normais. 

O objetivo deste parágrafo é introduzir uma certa classe de controles denominados 

normais, que relacionam o posto de uma certa aplicação a ser definida com a dim GN (E) 

para assim poder aplicar o teorema da função implícita, para garantir que certos pontos 

pertencem ao interior de SN (.E, 0). Isso será utilizado no próximo capítulo na análise da 

controlabilidade local. 
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Dado D = { 1 1
, ••• , lk}, dizer que Af J(D) = IRm é o mesmo dizer que todo elemento 

de JRm é obtido como uma combinação linear afim de elementos de D, ou seja 

k 

Af f(D) = (~= >.ni : 
i=1 

m k 

Para cada lV E Af f(D) temos que f;V = ,L)ni e I)i = 1. Dito de outra forma, 
i=1 i=1 

H'=-/+ >. 1(,1 _ 1 i) + ... + .À;_1(l'i-1 _ 1 i) + .À;+1(li+l _ 1 i) + ... + >.k(lk _ 1 i) 
k 

~v= ,i+ I)jhj _,i) , i= 1, ... , k. 
j=1 

Dado um conjunto ordenado D = { 1 1
, .•• , 1"'} C n definimos uma aplicaçã.o Q : IRt -

Um(D) por 

T---+ {D, T} 

que a cada T E IRt faz corresponder um controle { D, T} E Um ( n) da seguinte maneira. 

{D,T}(r)=--/ 

{D, T}(r) = --? 
{D, T}(r) = "/ 

{D, T}(r) = lk 

Ü ~ T ~ i1 

i1 < T ~ t1 + f2 

t1 + i2 < T ~ t1 + f2 + i3 

Essa construção define, para subconjuntos D C n de J..: elementos, um controle em 

Um (D) com exatamente k pontos de descontinuidade. Adiante será necessário considerar 

também controles determinados por D com mais pontos de descontinuidade. Por isso 

introduzimos a 

Definição 2.2.1. A família D ={i\ ... ,/k} é dita periódica de período r· se a aplicação 

i ---+'"'·/,i E {1, ... , k} é de período r. Isto é li = lj se i = pr + j para 1 ~ j ~ r. 

Uma família D de r elementos se estende a uma família iJ de k 2: r elementos. O 

controle {D,T},T E IRt construído acima será denotado por {D,T}. 

Definição 2.2.2. Um controle u E Um(D) é chamado um D-controle se é da forma. {D, T} 

para algum k e algum TE IRt. 
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O conjunto dos controles da forma {D, T} será denotado por Um(O)cp· Considerando 

a álgebra Â(~) e a equação nela definida anteriormente, queremos conhecer como é 

Se·r({D,T}) = S(T(u)) E G(~). Antes explicitamos a equação de evolução para os 

controles {D, T}. 

Para o controle {D, T} definido por {D, T}(r) =li se t 1 + ... +ti-l < t ::S t 1 + ... +ti, 

temos que a equação se transforma em 
m 

l"(t) = (Xo + l:)D, T}J(t)Xj)Y(t) 
j=l 

como { D, T} ( t) = li = ( 1r, ... , ~~), então a equação acima toma a forma 
m 

l"(t) = (Xo + LIJXj)Y(t). 
j=l 

m 

Se denotamos por Xi(D) = X 0 +L 1jXj, i = 1, 2, ... , k obtém-se finalmente que nossa 
j=l 

equação é dada por 

'ti + ... +ti-l < t :::; tl + ... +i; 

e como Xi(D) E ALl\'(~), então ela determina um campo vetorial definido por 

i=1,2, ... ,k. 

Logo a decomposição do intervalo [O, t 1 + ... + tk] determina em cada sub-intervalo uma 

equação diferencial, como é explicitado abaixo. 

}·(t) = pXI(Dl(Y(t)) 

}'(t) = pX2(D)(Y(t)) 

o < t :::; tl 

tl < t :::; tl + t2 

O fluxo do campo genérico pX; (D) é dado por 

FtX;(D)(Q) = etX;(D)Q i= 1, 2, ... 'k. 

Agora calculamos a trajetória controle 

etX1 (D) 

e(t-ti)X2 (D) et 1 X 1 (D) 

e{t-(t1+t2))X3 (D) et2X2 (D) et1X1(D) 
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Logo 

onde T =(ti, ... , tk)· Essa expressão define de maneira natural uma aplicação 

Pela forma dos elementos de c;N (E) e pelo fato de que Xi(D) E ALN (E) e por uma 

aplicação da fórmula de Campbell-Hausdorff consegue-se que 

(1) 

Também é claro que se restringimos ~'k)JIR~ temos que 

e daí 

~ 7 t,~(T) = Serl\'({D,T}) se TE IR~. 

Usamos ( 1) para dar uma definição. 

Definição 2.2.3. Um D-controle { D, T 0
}, T 0 E IR~ é chamado N-n01·mal se dV(v tem 

posto igual a dim c;N (E) em T 0 e todas componentes de T 0 são estritamente positivas. 

Antes de mostrar a existência dos D-controles normais {D, T} damos um lema que 

relaciona a á.lgebra de Lie nilpotente AV" (E) e a álgebra de Lie gerada por Xi(D), i = 
1, ... , k o qual é denotada por AL(D). 

Lema 2.2.4. Se AJJ(D) = JRm, então 

Prova. Para li = bL ... , 1:n) consideremos 

m 

Xj(D) = Xo +L ,;xj E ALN (E) i=1,2, ... ,k, 
j=l 

então 

AL(D) Ç ALN (E) . 
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Para a inclusão recíproca é suficiente conseguir que X; E AL(D) para cada i =O, 1, ... , m. 
k 

Para isso mostraremos abaixo que dado (/31 , ..• , f3m) existe (.\1 , .•• , Àk) com LÀi = 1 tal 
i=l que 

m k 

Xo +L {JjXj = L .ÀiXi(D). (2) 
j=l i=l 

k 

A inclusão decorre daí, pois se f3 = O, então X 0 = LÀiXi(D) E AL(D) e para f3 = ei, 
i=l 

onde e; é elemento de IRm com 1 no lugar i-ésimo e O nos demais, obtém-se 

k 

Xo + Xj = L .ÀiXi(D) j = 1, ... ,m 
i=I 

como Xo e X 0 + Xj E AL(D) j = 1, 2, ... , m temos que 

ALN (E) Ç AL(D). 

Para obter (2) usamos a hipótese e igualamos coordenadas para conseguir 

k 

/3j =L .Ànj j = 1,2, .... m 
i=l 

avaliando no lado esquerdo obtemos: 

m m k k m 

Xo + Lf3iXi Xo + LLÀnjXi = Xo + LÀi LrJXj, 
j=I j=li=l i=I j=l 

k 

L ÀjXi(D). • 
j=l 

Como consequência deste lema, a prova de que AL( F) = AL( F D) é uma repetiçã.o. 

Agora mostramos a existência de D-controles normais. 

Proposição 2.2.5. Para cada N E 1V, e cada D tal que Aff(D) 

D-controle lV-normal {D, T 0
}. 

IRm. Existe um 

Prova. A idéia da demonstração é escolher k E IN e um T E JRk tal que o posto 

( d\l_(D )r = P seja o maior possível, e então construir uma su bvariedade AI de O". ( 2:) 
tal que dimM = P, (teorema da função implícita) com a propriedade que todos campos 

vetoriais na algebra AL(F) sã.o tangentes aMe concluir que dimM = P. 
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Seja AL(D) a álgebra Lie gerada por Xi(D) i = 1, 2, ... , k. Segundo o Lema 2.2.4 

temos AL(D) = ALN (E). Para cada k E N e T E JRk, a aplicação Vf'D é definida. como 
' 

antes. Denotemos por P(k,T) =posto (dV(D)T· Como dimGN(E) < oo é possível fazer 

a. escolha. de um posto máximo P. Isto é 

P = P(k, T0) = ma.x{P(k:, T) : k E N, TE JRk} . 

Então, existe uma. vizinhança V 3 T 0 tal que P(l.·, T) = P para. cada. T E V, e por uma. 

aplicação do teorema da função implícita existe uma. vizinhança U 3 T 0 que é levada. por 

V(D numa subvariedade P-dimensiona.l 1'.1 Ç GN(:E) com posto P na vizinhança U. 

Para cada i, os Xi(D) determinam campos vetoriais FX;(D) em GN(:E),definidos por 

pX'(D)(Y) = Xi(D)Y. Se denotamos por 

l:n=(Y"l(D), ... ,Fxk(D))' 

então a álgebra de Lie gerada por ED é AL(ED ). 

Afirmação 1. G; = pX;(D) é tangente a 1'.1, i = 1, 2, ... , k. 

De fato, caso contrá.rio existe 'l ta.lque G; nã.o é tangente a A1. Quer dizer que existe 

S E i\1 tal que G;(S) tf_ T8 1V1. 

A suposição de ser i ---+ ~/ periódico implica que i ---+ Xi(D) e i ---+ G; sejam 

periódicos no caso em que i> k. Como 1\1 = l'{~(U) e SE 1\1, então existe T' EU tal 

que V(n(T') =S. Denotemos por 0 a sequência de i- (k + 1) zeros, entào a aplicação 

definida por 

a(t) = ~~~(T',0,t) 
é uma curva. tal que ci(O) = G;(S), pois da definição de V;;b obtém-se 

(3) 

assim á(O) = G;(S). Pode-se também olhar que (3) define o fluxo de G; que passa por S. 

De maneira quase-análoga, a. aplicaçào c.p definida por 

c.p(T) = V;'b(T, 0, O) 
' 

é exatamente VfD, pois é só considerar 
' 

'1/J : !Rk ---+ !Rk X !Ri-k-1 X IR 

T---+ (f, 0, O) 
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e segundo a definição obtém-se 

Vt,'n(T) = V;:b(lj!(T)) 

mas 

(dlj!)r(IRk) ç IRk X IRi-k- 1 X IR 

aplicando ( dV;:b )(T,0,o) em ( 4) obtém-se 

(dV(nh(JRk) Ç (d~~~~)(T,0,o)(1Rk x IRi-k- 1 x IR). 

Para T = T' e usando o fato que ~'tn é um difeomorfismo obtêm-se 
' 

TT'Af ç ( d~~:b)(T'.0,o)(IRk X IRi-k- 1 
X IR), s = vt,~(T') 

como Gi(S) = ó(O) ft TsAf, então 

/1.' -
posto ( d~~.D)(T'.0,o) 2 P + 1. 

{4) 

(.5) 

Caso contrário contradiz a que ó(O) ft Tsfl.f. Logo (5) contradiz a maximalidacle de 

P = P(l.:, T0
). Portanto todos os G; são tangentes a M. 

Assim AL(~D) é tangente a J\1. m 

Afirmação 2. dim O"'(~) = P. 

De fato, a aplicação 
Xi(D) ~ F-Xj(D) 

dá um isomorfismo de ALN(~) = AL(D) sobre AL(~n), então climAL(D) = 

dimAL(~n). Mas AL(~n) Ç AL(F) ~AV"(~), logo climAL(~n) = dimAL(F). Por 

tanto 

AL(~n) = AL(F) . 

Pela Proposição 2.1.11 tem-se que Y ~ AL(F)(Y) é integrável com GN(~) a variedade 

integral maximal que passa por 1, segue-se que 

TyGN (~) = AL(F)(Y) = AL(~n)(Y) Ç Ty /t.f, para cada Y E GN (~) 

como a inclusão recíproca é imediata pelo fato do que M é uma subvariedade de GN (~) 

obtém-se que 
N TyG (~) = Ty M. 
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Em particular· para Y = S obtemos 

Isto quer dizer que o posto de (dVf."vh é igual a. dimGN(E) para. algum TE JRk. O fato 

de Ft,'v ser analítica e seguindo como na demonstração do Teorema 1.1.5 obtém-se que 

existe T 0 E IR~ tal que o posto (dVf."vho = dimGN(E). • 

2.3. Propriedades assintóticas das séries exponenciais de Lie. 

l'\ este parágrafo se trabalha com campos vetoriais definidos sobre uma variedade dife

renciável A1 que determinam um sistema de controle sobre Af. O que se faz simplesmente 

é trocar as indeterminadas pelos campos vetoriais usando uma aplicação avaliação. 

O objetivo aqui é dar estimativas para a diferença entre o valor da propagação de uma 

função <? E c=(AJ) ao longo de uma trajetória controle 7r(F, u, Xo,.) e uma série formal 

denotada Ser(u)(F)(<?)(1:0 ) construída a partir de~ e o sistema de controle. Essa série é 

aproximada por polinômios Ser1v(u)(F)(9)(:r0 ). No caso em que os campos são analíticos 

a variação I~( 1r( F, u, x 0 , t))- S erN( ut)(F)( 9 )( x0 )1 é suficientemente pequena sobre partes 

compactas, o que dá lugar a uma convergência uniforme. 

De maneira precisa, dado uma família de campos vetoriais Coo, F = ( F0, ... , Fm) e 

n Ç !Rm.. Consideremos o sistema de controle (J\1, F, D) com semigrupo controle Um (O) 

definida pela equação de evolução 

m 

x(t) = Fo(x(t)) +.L Uj(t)Fi(x(t)) ' u = (ul, ... 'Um) E n. ( 1) 
i=l 

Como anteriormente definiu-se Â(E), A( E), AN (E) os quais estão relacionadas por meio 

da aplicação truncação TN, que liga. Â(E) com AN (E) e A( E) com AN (E), onde E = 

(Xo, ... , Xm)· Agora temos F= (Fo, ... , Fm) e as mesmas álgebras Â(F), A( F), AN (F) 

os quais estão relacionadas por uma aplicação avaliação 

Ev(F) : Â(E) ---+ Â(F) 

Ev(F)(L Y1X1) = L Y1F1 · 
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A aplicaçã.o Ev se estende a 

( 
{T(u) ) 

Ser·(u) =L lo UJ X1. 

Distinguimos os casos truncado e nã.o truncado. 

Caso I. No caso nã.o truncado obtém-se 

( 
{T(u) ) 

Ev(F)(Ser(u)) = Ser(u)(F) =L lo UJ F1 

o que representa uma. série formal de operadores diferenciais parciais no sentido em que 

se tomarmos uma parte finita de somandos, ele é-urn operador diferencial. Agora para 

cada ~E C 00 (1\J), obtemos que 

( 
{T(u) ) 

Ev(F)(Ser(u))(Ç>) = Ser(u)(F)(1>) =L lo UJ (FI~) 

é uma. série formal de funções coc· sobre 1H. 

Caso II. Quando truncamos com TN, obtemos 

Logo 

. (1T(u) ) rJ\(Ser(u))=Ser.r-.;(u)= L UJ X1. 
III::;N o 

Ev(F)(SerN(u)) = SerN(u)(F) = L ~1T(u) u1)FI 
III::;N o 

representa. um operador diferencial, pois é uma. soma finita de operadores diferenciais. 

Para. cada~ E C 00 (M), 

( 
{T(u) ) 

Ev(F)(Se1·N(u))(4>) = SerN(u)(F)(</>) = L lo UJ (FI~) 
lli::;N ° 

o que é uma funçã.o coo definida sobre A1. 

Com essas notações calculamos agora a diferença que nos interessa. Para. :ro E AJ 

eu E Um(D) convencionamos denotar por r.(F,u,x0 ,·) a. trajetória. x(·) associada. ao 

controle u tal que x(O) = x0 • 

Para~ E C 00 (M) pomos a(t) = ~(7r(F, u, Xo, t)) que é a propagaçã.o de~ ao longo de 

t ---+ 1r(F, u, xo, t). 
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Derivando a e aplicando o teorema fundamental do cálculo, temos 

q{;r(F,u,x0 ,t)) = 4>(x0 ) + ~fotui(s)(F;c/>)('7r(F,u,x 0 ,s))ds ,u0 = 1 (2) 

Tomando F;c/> no lugar de 4> em (2), obtém-se 

e substituindo em (2), obtém-se 

</J(1i(F,u,x0 ,t)) = 4>(x0 ) + ~(fot ui(s)ds)(F;I/>)(.To) 

+ t .fot .los ui(8 )uj( T )(FjF;</> )(Ti( F, u, x0 , T) )drd.s. 
I,J 

Repetindo esse procedimento sucessivamente, obtemos 

o(1i(F,u,:ro,t)) = q'>(xo)+ ~(.tui(s)ds)(Fi</>)(xo) 

Assim, 

+ t(fot fo"' v;(.s)uj(r)drds)(FjF;c/>)(:r0 ) 

1,) 

+f fot ls lo"~ ui(.s)ttj(r)vk(cr)(FkFjF;</>)(1i(F,u,xo,cr))dmlTds 
i,j,k o o . o 

L (lt u;)(F;c/>)(.To) + L (lt UJ)(F;c/>)(xo) + ... 
111=0 o lll=l o 

+ II~N (fot UJ) (Fie/>)( :r o) 

+ L it lrN+! ... ir2 u;N+!(TN+l) ... u;2(r2)u;!(rt) 
J!J=N+l o o o 

(F;jl ... F;N+! 4> )(Ti( F, u, x0 , ri) )dr1 ... drN+l· 

(3) 

c/>(1i(F,u,x0 ,t))- SerN(ut)(F)(</>)(xo) = L R1(ut,F,c/>)(xo) 
IIJ=N+l 

(4) 

onde 
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RN(ut,F,<P) = 2:: R1(ut,F,</>)(x0 ) 

ili=N+l 

Na realidade, estimar a diferença em (4) é estimar o resto (5) i.e. 

IRN(ut,F,</>)1 ::S L IR1(ut,F,<P)I. 
lll=l\"+1 

Logo estimar a soma acima se reduz a estima.r cada componente, isto é 

(5) 

Finalmente o problema se reduz a estimar I ( Fró )( 7i( F, u, :1· 0 , r1 )) I· Para. tal f a. to assume-se 

a existência de um compacto I\ que contém .7" 0 para que sobre o qual F1 <P seja limitada. 

Uma maneira de fazer a escolha de controles com tempos finais limitados por um número 

positivo tal que em qualquer ponto do compacto I\ estejam definidas suas trajetórias 

associadas até um tempo fixo é dado pelo seguinte Lema. 

Lema 2.3.1. Dado um compacto I\ Ç .M e A > O, então existe um tempo r(I\, A) > O 

tal que r.(F,u .. r 0 ,t) é definido para cada :1: 0 E I\, cada tE [O,T(u)] desde que u E Um(D) 
satisfaz: 

i) llu(t)ll ::S A , O ::S t ::S T(u) 
i i) T ( u ) :::; T (I\, A) . 

J.\fais ainda. se Um,A(D) denota o conjunto dos controles u E Um(D) satisfazendo i) e ii), 

então o conjunto 

1\A,T = {r.(F,u,:r0 ,t): x0 E /\,0 ::S t ::S T(u) ::S T,u E Um,A} 

é compacto, desde que T ::S r(I\, A). 

Prova. Aplicando o Teorema. da dependência contínua para. cada x 0 E I\, existe um 

aberto U 3 x0 e um tempo Txo > O tal que t ---+ r.( F, u, :1:, t) é definido para cada x E U, 
e cada u E Um(!1), onde O ::S t ::S T(u) ::S Txo· Pela. compacidade de f{ encontramos 

um número finito de abertos U; 3 x; e T3., > O tal que t ---+ r.( F, u, x;, t) é definido em 

U;, u E Um(!1), O ::S t ::S T( u) ::S Tx,, i = O, ... , n. Tomando T(K) = 1 ~i_pJTxJ obtemos 

que t-----+ r.(F,u,x0 ,t) é definido, para. cada. x0 E/{, cada. tE [O,T(u)fe-T(u) ::S T(K). 
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Restringindo os controles u a satisfazer, llu(t)ll :s; A,O :s; t :s; T(u),T(u) :s; r(K,A), onde 

r(I\, A) =min{T(J\), A} obtemos o desejado. 

Na segunda parte tomamos Um,A(D, T) C L2 ([0, T]), onde Um,A(D, T) é convexo fe

chado e limitado na topologia fraca de L2 ([0, T]) ·e segue-se que Um,A(D, T) é fracamente 

compacto. Agora consideremos a aplicação definida na proposição 1.6.2 e disto segue-se 

que J{A,T é compacto pelo fato de ser imagem de Um,A(D, T). • 

Proposição 2.3.2. Considere o sistema de controle (1 ), com :E = (F0 , .•. , Fm) campos 

vetoriais c ex· sobre uma variedade 1\1. Seja J\ Ç 1\1 um compacto, A > O, cjJ E coo (.M). 

Então para cada inteiro positivo N, existe uma constante DN dependendo de r/J, A, f{, A', 

mas não de u, tal que 

V+l lc/J(7r(F.u,T(u),:x·o))- SerN(u)(F)(Ç>)(:x:o)l :s; DNT(u)' 

pa.ra cada :r0 E K, e cada u E Um,A• tal que T(u) :s; r(K, A) 

Prova. Para cada N E ffii consideremos ( 5) e por uma. limitação obtemos 

IRI(u 1
, F, Ç>)(xo)l :s; lt lTN+I .. ·lr

2

luiN+I (rl\·+1)1 ... ludrdii(Fró) 

(r.( F, u, :x·0 , TI) ldT1 ... dTN +l· 

Olhando a desigualdade acima, precisa-se dar uma limitação para. Frc/J(r.(F, u, xo, ri)). 

Como f{ é compacto e A> O segundo o Lema 2 .. '3.1 existe T(K, A) >O tal que 1\A,T = 

{r.(F,u,x0 ,t): :x:0 E J\,0 :s; t :s; T(u.) :s; T,u E Um,A} é compacto desde que T :s; r(!\, A). 

Logo Fr<PikA.T é limitada para cada I com 111 = N + 1, e daí que existe CN,I tal que 

I(Fd>)(x)l :s; CN,r, para. cada. :r E J{A,T e 111 = N + 1. Na realidade como a quantidade 

dos I de comprimento N + 1 é finito, pode-se escolher um CN tal que I(Frc/J)(:r)l :s; CN 

para cada :r E J{A,T e cada I com III = N + 1, segue-se deu E Um,A que 

Substituindo isto na desigualdade acima obtém-se 

IRI(1/,F,cjJ)(x0)l :s; AN+l lt lTN+I ... fo 12

I(FrcfJ)(7r(F,u,xo,rl))ldTl ... dTN+l 

e pela existência. do CN que limita. (Frc/J)(7r(F,u,x0 ,r)) segue-se 

tN+l 
IRr(u\F,cjJ)(xo)l :s; AN+

1
cN (N + 1)! 
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e tomando B = max{1, A} obtemos 

Finalmente fazendo a somatória sobre os I tal que III = N + 1 obtém-se 

IRN(u\ F, </>)(:ro)l :S L 
III=N+l 

BiY+l 
C" [T(u)JN+l(m + 1)N+l 

" (.iY + 1)! ' 

pois I tem (m + 1)N+l escolhas se III = N + 1. Por tanto 

para cada .T0 E I\, cada u E Um,A, T(u):::; T, O:::; t :S T('u). • 
Como pode-se observar na estimativa acima, para poder obter convergência uniforme 

de S'rr1y(u)(F)(</>) precisamos que a cota C.r,: que aparece na. demonstração não dependa 

de N. Pela hipótese de analiticidade sobre a família F, a variedade i\1 e as funções 

</>E Cw(JVI) consegue-se o que desejamos. Iniciamos isto com um lema prévio. 

Lema 2.3.3. Sejam F = (Fo, ... , Fm) uma família de campos vetoriais reais analíticos 

sobre uma variedade analítica J\1, e seja </> : Jl! ----+ IR analítica. Pomos 1\ compacto. 

Então existe uma constante C > O tal que a estimativa 

I(FI<f>)(:r)i :S 1!C"~ 

vale para cada x E I\, 1 E ~+, e toda escolha dos índices Í1, ... , Ím , O :S Íj :S m , I = 

( il, ... 'i-y)· 

Prova. Veja [16]. 

Proposição 2.3.4. Considere o sistema de controle 

m 

i(t) = Fo(x(t)) +L u;(t)Fi(x(t)), u =(ui, ... , um) 
i=l 

Assumamos que: 

1) M é uma variedade real analítica, F = ( F0 , ••. , F m) campos reais analíticos. 
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2) A um real positivo. 

:3) ]{ Ç A1, compacto. 

4) fjJ: M ---+ IR analítica. 

Então existe um tempo T > O tal que para cada x E K, e cada u E Um,A para o qual 

T(u):::; T se tem: 

(a) t---+ 1r(F,u,.r,t) é definida para O:::; t:::; T(u) 

(b) SerN(ut)(F)(</>) ~ ÇJ(1r(F, u, t, ·))sobre I\, u E Um,A' T(u) :=_; T 

Prova. (b) Como A > O, I\ Ç iVI compacto, existe T(I\, A) > O para o qual se cumpre 

(i) e (ii) no Lema. 2.3.1. Mais ainda o conjunto 

]{A,T' = {1r(F,u,:r0 .t): :ro E 1\, O:::; t:::; T(u):::; T', u E Um,A} 

é compacto desde que T':::; T(K, A). 

Tomando SerN(1/)(F)(<?) para ser a N-ésima soma parcial de Se1·(ut)(F)(4>) e como 

onde 

RN(t/,F,<?)(x) L R1(v\F,</>)(.r) e (2) 
lll=l\'+l 

IR1(vt,F,</>)(.r)l < Al\'+I r' rN+! ... r2
l(FI</>)(7r(F,u,J',t))ldrl···dTi1Hl 

lo lo .lo 
.1\' +I 

j\'-L} ' ' t < A ' sup{J(}Io)(rr(F,u,x,T))}-(1\_r_+_l_)! 

(At)N+I 
(N + l)! sup{J(FI</>)(7r(F, u, :r, T))l} (3) 

disto, por uma majoraçã.o em (2) e substituindo (3) obtemos 

(At)N+I 
RN(vt,F,<f>)(x):::; (N+ l)!(m + l)lV+I sup{J(FI</>)(7r(F,v,x,T))J} (4) 

onde (m + l)N+I denota o número de combinações possíveis dos I= (i1, ... , ilV+l ). Aqui 

o supremo é tomado sobre todos x E K, li E Um,A, T(u) :::; T', logo pelo Lema 2.3.:3 

existe uma constante C > O tal que 
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para cada :r E J(A,T', I= (i1, •.. , ik), III = N + 1 . Nestas condições 1r(F, u, x, t) E ]{A,T' 

e em particular obtém-se 

sup.{j(FI</>)(1r(F, u, x, T))j} ~ cN+1(N + 1)! (5) 

substituindo (.5) em (4) obtemos 

IRN(u\ F, 1/>)(:r)l ~ [CAT'(m + 1)]N+I 

para cada u E Um,A, com T(u) ~ T',O ~ t ~ T(u), 111 = N + 1. Finalmente é possível 

fazer a escolha de um T ~ T' tal que C AT(m + 1) < 1 e nestas condições a desigualdade 

i9(7r(F,u,x,t))- Se1·N(u)(F)(Ç>)(x)j ~ [CAT(m + 1)]N+I 

dá a convergência uniforme sobre ]{, desde que N ---+ oo 

(a) o mesmo T acima satisfaz para a primeira parte. 11 
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, 
CAPITULO III 

CONTROLABILIDADE LOCAL 

Neste capítulo introduzimos o conceito de controlabilidade local para um tempo sufi

cientemente pequeno ( CLTP) a partir de um ponto dado. Este conceito induz a. estudar 

condições suficientes para. que um sistema. tenha. tal propriedade. Uma. delas é a. que se 

conhece como a. condição de controla.bilida.de local segundo Hermes (CCLH). 

Usamos como ferramenta. o formalismo exponencial desenvolvido no Capítulo II (com 

:E = (X0 , XI)) para estudar variações de controle, o que fornece controlabilidade local 

no ponto em menção. Isto é, trajetórias do sistema ( 2) (abaixo) são aproximadas pelas 

trajetórias do sistema formal em GN (:E) definida por 

}
7 (1) = Ho(Y(t)) + u(t)H1(Y(t)), !ui ~A 

3.1 Formulação da conjectura de Hermes. 

Para a formulação da conjectura precisamos de a.lguns conceitos preliminares e fixar 

o tipo de sistema de controle com a qual trabalharemos. 

Seja o sistema de controle 

m 

:i:( i)= Fo(x(t)) +L tli(t)Fi(x(t)), n = B([O, A]) ç JRm {1) 
i=l 

A idéia de (CLTP) a partir de um ponto x 0 é poder mover-se a partir de x 0 em todas 

direções, seguindo trajetórias correspondentes a controles dados. 

Definição 3.1.1. Um sistema de controle (M, ~' D), definido em (1) é dito localmente 

controlável em um tempo suficientemente pequeno (CLTP) a partir de xo, se A(:ro, t) 
contém uma vizinhança de x 0 para cada. t > O. 

Para nosso caso específico consideremos o sistema. 

:i:(t) = F0 (x(t)) + u(t)F1(x(t)) iu(t)i ~A (2) 
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Em analogia com pontos de equilíbrio de um campo vetorial, definiremos ponto de 

equilíbrio do sistema descrito acima. 

Definição 3.1.2 Um ponto i 0 E M é dito um ponto de equilíbrio do sistema de con

trole (M, L:, O) (O = B[O, A]) definido por (2), se existir u E IR, lul :::; A tal que 

Fo(xo) + uFt(xo) = O 

Definição 3.1.3. Um ponto x 0 E !v! é dito um ponto regular de equilíbrio do sistema de 

controle (!v!, I:, 0): definido por (2), se existir u E IR, lul <A tal que F0 (x0 )+uF1(x0 ) =O. 

Observação. 

i) Se X o E .i\/ é ponto de equilíbrio (ponto singular) de F0 , então x 0 é ponto de equilíbrio 

do sistema. de controle (Af, L:, 0). Pois basta tomar u =O. 

ii) Exceto no caso trivial em que A(:r0 , t) = {x0 }, para todo t > O, o escalar u nas 

definições 3.1.2, 3.1.3 é único. De fato, stíponhamos que existam u, v E IR, lu. I < 
A, lvl < A, satisfazendo 

Ocorre que: 

Se F 1(:r0 ) =O, então F0 (x 0 ) =O e para cada controle u, a trajetória associada. satisfaz 

r.(F,u,x0 ,t) = x0 . Logo, A(:r0 ,t) = {x0 }, para cada t >O. 

Se F1 (x0 ) =J O, então u =v. 

iii) A recíproca nem sempre é verdadeira, mas é possível transformar nosso sistema original 

em outro sistema na qual o ponto que foi de equilíbrio do sistema, é agora um ponto 

de equilíbrio do campo não perturbado no sistema transformado. 

Com efeito, consideremos 

x(t) = F0 (x(t)) + u(t)Ft(x(t)) , ju(t)i :S A 

como nosso sistema original e seja :r0 um ponto de equilíbrio deste sistema., então existe 

um escalar u E IR, lul :::; A tal que 
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Considerando os campos F = F0 + tiFt, G = F 1 formamos um novo sistema 

x(t) = F(x(t)) + v(t)G(x(t)) iv(t)i ~ f3 (3) 

onde v(t) = u(t)- u. Neste caso F(x0 ) = O. Entào pode-se dizer que x0 é ponto de 

equilíbrio de F. Agora para ter algo de compatibilidade do novo sistema e o original, 

e para que não seja isolada do sistema original procuramos uma relação entre suas 

trajetórias. Isto é, entre A e f]. 

Lema 3.1.4 (a.) Cada trajetória do sistema. (3) é uma trajetória do sistema (2) desde que 

f3 ~A -iui 
(b) (CLTP) a partir de x 0 no sistema (3) implica (CLTP) desde x 0 no sistema (1). 

Prova. a) Seja :r(·) uma trajetória associada ao controle v no sistema (:3), então 

i:(t) = F(:r(t)) + r(t)G(.r(t)) lv(t)l :S f3 
x(t) = F0 (x(t)) + (v(t) + u)F1(x(t)) 

:r(·) será uma trajetória do sistema (2) desde que nós encontremos um controle associado 

a dita trajetória. Para u(t) = v(t) + u temos 

iu(t)i:::; iv(t)i + lul :S f3 + lul :S A. 

Conclui-se que: 

Se f3 :::; A - i ui, a parte (a) é satisfeita. 

(b) Se temos que f3:::; A-lui, por (a) toda trajetória de (3) é uma trajetória de (2), então 

A3(x0 , t) Ç A 2 (x 0 , t) para cada t >O. 

Ao supor que (3) é CLTP desde x 0 a conclusào segue da inclusão precedente. 

• 

A espécie de reciprocidade apresentada na observaçã.o (iii) é respondida pelo Lema 

3.1.4 em outro sistema. Na realidade o que fazemos é uma translação no conjunto onde 

os controles assumem valores. 
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Seja AL(F) a álgebra de Lie gerada por F = {F0 , FI}. Para cada k E IN U {0}, 

considera-se o subespaço ALk(F) Ç AL(F) gerado pelos colchetes que contém F1 no 

máximo 1.~-vezes 

Por exemplo 

se k = O, então ALo( F) = { >..F0 : >.. E IR} 

se J.· = 1, então AL1(F) é gerado por F0 , F1 , [F0 , F1], (adF0 )1(Ft), j ~O . 
Assim obtém-se uma cadeia AL1 (F) Ç AL2 (F) Ç · · · Ç ALk( F) Ç · · · de subespaços 

vetoriais e com estas convenções formulamos a CCLH. 

O sistema de controle {Af, :E, D) definido por (2) satisfaz a condição de controlabilidade 

local segundo Hermes ( CCLH) em x 0 se as seguintes condições são satisfeitas 

( CCLH1) .r0 é um ponto regular de equilíbrio. 

(CCLH2) dim AL(F)(x0 ) = dimTr0 A1 (condição de posto da álgebra de Lie). 

( CCLH3) A sequência crescente de subespaços { ALk( F0 + uFb Ft) : k = O, 1, ... } satisfaz 

desde que k é ímpar 

A conjectura de Hermes. 

Uma condição suficiente para CLTP a partir ele .T0 é que o sistema (2) satisfaça CCLH 

em :r0 . 

Isto provaremos adiante. 

Observação 

i) (CLTP) a partir ele x0 é uma propriedade local. Como interessa A(x0 , t) para t sufici

entemente pequeno, pode-se supor que A1 = IRn ou M subvarieclacle aberta elo IRn e 

tomar :r0 =O. 

ii) no caso (i) é possível considerar F0 (0) = O. Isto é, o ponto x 0 = O é ele equilíbrio ele 

F0 , e será de equilíbrio elo nosso sistema transformado (tomar u = O) 

iii) o sistema (2) é transformado em 

:i:(t) = F0(x(t)) + u(t)F1(x(t)) iu(t)i :::; 1 (4) 

pois é suficiente trocar F1 por AF1 n.o sistema {2). 
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iv) Se o sistema (2) satisfaz CCLH em x 0 , então o sistema (3) satisfaz CCLH em x 0 . 

Com efeito, CCLHl é satisfeito pela observação (i) da definição 3.1.3, CCLH2, CCLH3 

decorre do cá.lculo dos colchetes [ F0 + uFb F1] = [ F0 , F1] e assim sucessivamente. Em 

particular o sistema ( 4) satisfaz CCLH em O. 

1\o que segue consideraremos um caso particular da álgebra associativa livre e lemas 

relacionados com ele que permitem de alguma forma provar a conjectura. Ou seja, tra

balhamos com A( :E), AN (:E), onde :E = (X0 , XI). Se Y E A( :E), então Y = :Ey1X 1 é um 

polinômio nas indeterminadas X 0 , X 1 • Assim é natural falar do grau total e parcial em 

XI denotado por aY,aiY respectivamente (veja seção 2.1). Como uma ilustração temos 

que, se Y = X~Xt + XoXtXoXt, então 8Y = 8, 81Y = 5 

De maneira análoga pode-se considerar a ordem w definida no capítulo li, e w 1 or

dem parcial relativa a X 1 (veja seção 2.1). Ainda por propriedades de ordem tem-se 

w(}'í Yi) 2:: w(}~) + w(Yi) e w1 (}~ l2) 2:: w1 (}~) + w1 (Y2 ) no caso em que a álgebra de série 

de potências formais for definida num anel arbitrário, mas tem-se igualdade se o anel fosse 

um domínio de integridade (veja [19]). 

' 
Definição 3.1.5. Um elemento Y E G2'"CE) é dito distinguido se existe p E N, T 0 E JRP, 

com coordenadas estritamente positivas tal que o D-controle { D, T 0
} é lV-normal e 

SerN( {D, T0
}) = Y. 

Observação 

i) a existência de elementos distinguidos é garantida pela proposição 2.2.5 desde que 

Aff(D) =IR (neste caso D = { -1, 1} ). Assim SerN( {D, T 0
}) é distinguido para cada 

D-controle {D,T0
} N-normal. 

ii) Seja Y distinguido e Y = SerN({D,T}).Y, para algum D-controle. Se}" E GN(E), 

então Y é distinguido. 

Com efeito, existe k E EV, T 0 E IR~ tal que o D-controle {D, T0
} é N-normal e 

Y = SerN({D,T0
}), logo 

Y = SerN( {D, T} ). SerN( {D, T 0
}) 

y = espXP(D) ... es1X 1(D) .etkXk(D) ... et1X 1(D) 

mas 
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v.N ((t i )) spXP(D) s1X1(D) S ({D T}) k+p,D t, ... , k,St, ... ,sP =e ... e . erN , 

logo 

como posto ( dl~~D )(t1 , ... ,tk) = dim GN p::;), segue-se que o posto ( dV~p,D )(t
1

, ••• ,tkos
1

, .•. ,sp) = 

dim arv (L:). 

Assim o D-controle N-normal satisfazendo as condições é 

{D, T} = {D, T}#{D, T0}, T = (tt, ... 'tk, St, ... 'Sp)· 

Lema 3.1.6 Para cada D-controle {D, T 0
} .lV-normal, existe um aberto U 3 

SerN({D,T0
}) e um difeomorfismo '1/J : U ~ JRP tal que SerN({D,1i'{Y')}) Y' 

para cada Y' E U e "!,'•(SerN( {D, T 0
}) = T 0

, T 0 E JRP 

Prova. Como Y = SerN({D,T0
}) = l~1(T 0 ) e posto (dl~)Jho = dimGN(L:), 

então pelo teorema da função implícita existe um aberto V 3 T0 , V C IR~ tal que 

l1,D: V~ Gl\'(L:) é um difeomorfismo. Logo é só tomar U = l1,~(l'),1/• = (lt,~)- 1 . 

Assim 

para cada Y'E U. • 

O lema precedente mostra. que é possível atingir vizinhanças de elementos distin

guidos. 

Consideraremos agora elementos distinguidos especiais. Para. o caso L: = (X0 , X 1 ) 

definimos um automorfismo À: AN(L:) ~ AN(L:) pondo À(X0 ) = X 0 , À(X1 ) = -X1 e 

estendendo ele maneira única.. Dizemos que um elemento Z E AN (L:) é par ou invariante 

sob À se é combinação linear ele monômios que contém X 1 um número par de vezes, 

isto é: À(Z) = Z. Caso contrário Zé ímpar. Assim cada Z E AN(L:) pode ser escrito 

como Z = Zpar + Zímpar· 
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Cada elemento Y = SerN({D,T0 }) E GN(:E) pode ser olhado como Y - ez 
(fórmula de Campbell-Hausdorff), onde Z E ALN (E). 

Lema 3.1.7 Seja Y E GN(:E) distinguido tal que Y = SerN({D,T}) e TE IRt, então 

-\(Y) = SerN( {D, (0, T)} ). 

Prova. Seja T = (t1, ... ,tk),Y = SerN({D,T}) = vt,D(T) = ftkXk(D) ... et1X
1
(D). É 

necessário comparar -X(Y) e SerN( {D, (0, T)} ). 

C Xri(D) _ Xr ( 1)i-1 V . · _ 1 ? 1. { • - ? ? omo - 0 + - .~ 1 para z - , -, ... ,,.. veJa seçao -·-, no caso que 

~ = (X0 ,Xl), D = {-1,1}) temos que 

e por uma aplicação do autormorfismo À obtém-se 

* 
por outro lado tem-se 

{D,(O,T)}(7)=1, T=Ü 

{D, (O,T)}(T) = -1, O< T < t 1 

{D, (O,T)}(T) = (-1)k, t 1 + · · · + tk-1 < T < t1 + · · ·tk 

logo 

** 

De ( *) e ( * *) temos 

-\(Y) = SerN( {D, (0, T)}) • 
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Observação. Se Y é distinguido, então Y..X(Y) é distinguido pela observação (ii) da 

Definição 3.1..5. 

Seja Y = SerN( {D, 1'}) = ez distinguido, o seguinte lema permite encontrar 

Y distinguido com Z par, e daí atingir vizinhanças de elementos distinguidos pares. 

Lema 3.1.8. Existe um elemento distinguido Y = ez tal que Z é par. 

Prova. Tomemos um elemento distinguido }~ = ez1
• Se Z 1 é par na.o há nada a 

mostrar. Caso contrário, se constrói Y = ez, com Z par, por indução da seguinte 

forma: pela observação do Lema :3.1.6 1·2 = .X(l'í)Y1 é distinguido, mas l'í = ez
1

, Z 1 

elemento de Li e, e pela clecomposiçào, Z 1 = z;ar + Zí~tpar' .X( Z 1
) = Z~ar- Zí~par com 

z;ar' Zí~tpar elementos ele Li e. Em particular w( Zí~tpar) 2 1. 

Por uma aplicação ela fórmula do Campbell-Hausdorff a 

zt _zt zt +Zl }'z = e par ímpar. e par ímpar 

obtemos 

* 

Como w(z;ar) 2 1, w(Zí~tpar) 2 1 obtemos que w(z;ar·Zí~tpar) 2 2. Mas R 1 é soma 

ele produtos z;ar' Zí~par em que aparecem no mínimo dois desses fatores. Daí segue-se 

que w(R1
) 2 2. 

Além elo mais 12 é distinguido e }2 = ez2
, Z 2 elemento ele Lie e pela decomposição 

Z 2 = z;ar + zí~par e conferindo com ( *) obtém-se 

ele onde se vê que Z~par está contido em R1 e portanto w(Zfmpar) 2 2. 
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Agora, considere }3 = >.(}2)lí o qual é distinguido. Também }3 = ez3
, onde Z 3 

é um elemento de Lie que tem a decomposição Z3 = Z3 + ZY onde Z3 z~ par Impar' par' 1mpar 
são elementos de Lie. Em particular w( z;ar) ~ 1. 

Por uma aplicação da fórmula do Campbell-Hausdorff, 

obtemos de maneira análoga a }2, que 

onde 

Rt >.(Rt) - ~[[zt z.t zt - z.l ] -2Zl ] ... + - 2 par + 1mparl par 1mpar • par + 

Como w([Z1
, >.(Z1

)]) ~ 2 e w(z;ar) ~ 1 obtém-se w(R1 + >.(R1 
)) ~ 3. Mas R2 contém 

colchetes de maior ordem, então w( R2 ) ~ ;3. 

.1\Ias Z~ar + Zí~par = 2Z~ar + R1 + >.(R1
) + R2

, significa Z~npar está. contido em 

R1 + >.(R1
) + R2 o que mostra w(Z~ 1 par) ~ 3. 

Continuando com esta iteraçã.o pode-se conseguir elementos distinguidos Yj E 

GN(~) tal que }j = ez
1
' z1 = Ztar+Z/mpar' onde z1 é elemento de Lie e w(Zfmpar) ~ j. 

Tomando J. = N+l consegue-se y.. = ezN+l zN+t = zN+l + zf'Hl w(Z:"'+l ) > ' "+ 1 ' par 1mpar1 1mpar -
N + 1. Isto quer dizer que Zf!~~r = O e por conseguinte Y = }]v+1 = ez:at

1

, z~:_t 1 ele

mento de Lie. • 

Como procura-se CLTP desde x 0 para o sistema (2) a idéia é construir para uma 

quantidade suficiente de direções v E Txo 1\.f curvas que realizam v e que sejam tra

jetórias do sistema dependentes de um parâmetro 8 > O (pequeno). Em outras pala

vras, se constrói uma família de controles us( ·) que levem x0 em Ys tal que y0 = xo, Ys 

é C1 em 8 e que ( ~ 6 ) (O) =v. 

Para isso consideramos o sistema formal em cN (~) definido por 

Y(t) = H0 (Y(t)) + u(t)Ht(Y(t)), lul ~A. 



Para ter uma relação deste sistema com (2) devemos definir uma aplicação ;{; : U C 

GN(E) ~ Af, U vizinhança de 1 tal que ;{;(1) = x 0 e ;j; aproxima as trajetórias de 

(*) as trajetórias de (2). Isso é possível se consideramos ALN(F) (truncado), com 

F= (Fo, Ft) e se definirmos Ev: ALN (E) ~ ALN (F) por Ev(Xo) = F0 , Ev(XI) = F1 . 

O problema se resolve ao conseguirmos atingir uma vizinhança U 3 1 desde 1 

ou também se atingirmos desde 1, uma vizinhança U de algum Y E GN (E) tal que 

0(Y) = xo. 

Teorema 3.1.9. Se o sistema de controle (AI,~, !1) definido por (2) satisfaz a CCLH 

em .r0 , então (2) é CLTP desde x0 . 

Prova. Pelas observações i), ii), iii), iv) feitas na formulação da conjectura é suficiente 

supor J\1 = JRn, :r0 = O e que nosso sistema é dado pela equação ( 4 ). Provaremos que 

ele é CLTP desde O. A conclusão segue-se do Lema 3.1.4 b ). 

Afirmação 1. Existe uma sequência }í, ... , }~ de monômios de Lie em X 0 , X 1 tal que 

os vetores Ev(}í )(0), ... , Ev(}'~)(O) formam uma base de IRn. 

Com efeito, por CCLH2 temos que AL(F)(O) = Rn daí que existem campos 

G1 , ... , Gn em AL(F) tal que G1 (0), ... , Gn(O) formam uma base de JRn, segue-se 

que existem monômios de Lie }í, ... , Y:, com Ev(}í) = Gt, ... , Ev(}~) = Gn. 

Dito de outra maneira, existe E E IN tal que 

E 

U ALk(Fo, Ft)(O) = IRn. o 
k=O 

Com a existência dos monômios de Lie }í, ... , }'~ acima é possível considerar os 

graus D = max{â}i}, D 1 = m~x{â 1 Yi}. 
l$1$n l$1$n 

O próximo passo é a escolha de uma base para ALN (E) formada por monômios de 

Lie, mas mantendo sob controle os graus â, Ô1 . Iniciamos isto separando o conjunto 

de monômios como segue: para cada i,j denotemos por Mon (i,J") o conjunto dos 

monômios de Lie f3 em X 0 , X 1 tal que â(f3) =i, â1((3) = j, isto é 
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Mon(l, O)= {Xo} Mon(1, 1) ={XI} 

Mon(i,j)= U {[A,B]:AE Mon(it,jt}, BE Mon(i2 ,j2 )} 

il +i2=i 
J1 +n=i 

Para o espaço vetorial Eij = (Mon(i,j)) gerado por Mon(i,j) fixamos uma base 

(3;j = {f3ijk: 1:::; k:::; k(i,j)} com a qual trabalharemos. 

Para cada j :::; E temos, ALj_1 (F0 , Fl)(O) Ç ALj(F0 , Ft)(O). Então é possível 

completar ALj_1(F0 , Fl)(O) com Ev((3;1k)(O) com i, 1..: apropriados para obter 

ALJ(Fo,F1)(0) = (ALi_ 1(F0 ,FI)(O) U {Ev(f3iik)(O): (i,k) E a(j)}) 

onde 

a(j) ={(i, k): AL1(F0 , F1)(0) = (ALi_ 1(F0 , FJ)(O) U {Ev(/3iik)(O)})}. 

Se denotamos por F= max{â((3;jk) : j :::; E e (i, k-) E a(j)} então para cada j 2: O 

todo elemento de AL1(F0 , F1)(0) é uma combinação linear dos Ev(f3isk)(O) satisfazendo 

i :::; F, s :::; j, s :::; E. Pois U (Mon( i, k)) e os de completamento Ev(f3isk)(O) geram 
k<j-1 

ALi_1 (F0 , FI)(O) para (i, k) E a(j), i:::; F, s:::; j, s:::; E. 

Por uma razão que esclareceremos adiante escolhemos Q E f'{, Q > F e N E IN 

tal que D + QD1 < N. Para este N E IV consideramos ALN(~) a álgebra de Lie 

livre nilpotente ele ordem N + 1. Temos que ALN(~) = ( U Mon(i,j)), então cada 

Z E Alf (~) tem uma representação única. 

(5) 

Agora o Lema 3.1.8 garante que existe um elemento distinguido Y tal que Y = ez, 
com Z E ALN (.E) par. Segue-se que existe um q E IN, T E IRq com coordenadas 

estritamente positivas tal que 

SerN( {D, T}) = Y 
q 

onde {D, T} é N-normal (i.e. Y é atingível desde 1 num tempo IITII = :l:ti). 
. j=1 
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Como Z E ALN(E) é par, segue-se de (5) que 

z = L L p L Zjjkf3ijk 
i$N i$i k 

onde EP percorre os valores pares de j. 

(6) 

Uma aplicação do Lema 3.1.6 ao D-controle {D, T} N-normal assegura a existência 

de um aberto U 3 Y contido em GN (E) e um difeomorfismo 

tal que SerN( {D, 1/•(Y')}) = Y', para Y' EU e 1,',(Y) = T. 

Isto significa que o sistema definido em GN (E) tem a propriedade de acessibilidade, 

pois nós conseguimos um aberto u 3 y tal que u ç SN(E, n) = SerN(Um(n)). 

Para i.:::; N,j.:::; i,k.:::; k(i,j),j- par, por CCLH3 obtém-se que ALj(F0 ,FI)(O) = 

ALi-l(Fo, Ft)(O), então Ev(f3ijk)(O) E ALj_1 (F0 . f].)(O) com i,j, k· com acima. Segue

se de (.5) que existem coeficientes Çf}k tal que 

Ev(Bijk)(O) + Lé,f}{Ev(Babc)(O) =O (7) 
abc 

onde a. soma percorre sobre a.:::; F, b < j, c.:::; k(a, b). 

No que segue construímos uma família de controles dependentes de parâmetros E, p 

perturbando o elemento de Lie par Z. 

Para a.:::; F,b < j,b.:::; E,c.:::; k(a,b),i.:::; N,j.:::; i,k.:::; k(i,j) associamos uma 

família de números reais E = { Efjk} e p = {Pi : i = 1, ... , n} e definimos 

n 

Z1(E, p) = z +L Lé,f}{Eijkf3abc + LPi}i 
ijk abc i=l 

Y'(E, p) = eZ 1

(~.p). 

Temos que Z 1 (0, O) = Z, Y'(O, O) = Y = ez. Pode-se ver e, p como k-upla.s e considerar 

a norma de máximo lEI = max{IEf}k'l}, IPI = max{lp;l}. Assim, pela continuidade de 

Y'(·), existe a> O tal que: 

Y'(e, p) E U, desde que lEI.:::; a, IPI .:::; a. (8) 
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Para é, p satisfazendo (8) definimos controles dependentes dos parâmetros é, p por 

Ue,p = {D, ~(Y'(é, p))} 

e neste caso temos que 

ou seJa 

Quer dizer conseguimos atingir a partir de 1 E GN (E) pontos que são exponenciais 

da perturbação de Z (par). 

r\o que segue procuramos controles que dependem de 8, onde O < 8 ::; 

parâmetro que altera o tempo final Nos referimos aos controles 

u~.P = 8Q {D, 8lj!(Y'(s, p))}. 

Nos interessa o comportamento desses controles sob SerN. 

' e um 

Para 8 > O, seja. A8 : ALN (E) ---+ AD" (E) o automorfismo definido por A8(Xo) = 

8X0 ,A6(Xt) = 8Q+1 X 1 . Como GN(E) é simplesmente conexo e T1 GN(E) = ALN(E), 

pela teoria de Lie, existe um único automorfismo r.p 8 : GN (E) ---+ GN (E) tal que 

( d<.p8 h = A8 (veja [18]) e como i.ps é automorfismo, segue-se que exp odi.p8 = 'P8 o exp. 

Seja. o sistema de controle definido em kl\' (E) que se restringe a GN p:::) (observação 

(3) da seção 2.1) 

}'(t) = H0 (Y(t)) + uH1(Y(t)) lul ::; 1 * 
onde Ho(Y) = Xol~ H1 (Y) = XtY· 

Temos que (di.p8)t(H0 )(1) = (8H0 )(1), (dr.p8 )t(Ht)(1) = (8Q+1Ht)(1) e portanto 

H0 e 8H0 , H1 e 8Q+t H1 são <p 8-relacionados. Para uma trajetória Y(·) de(*), Z(t) = 

I.P8(Y(t)) é uma trajetória do sistema 
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Se consideramos Z(t) = <ps(Y(tfb)) tem-se que essa é uma trajetória de(*), isto é 

que é associado ao controle v(t) = bQu(t/8). Agora aplicando c.p5 a SerN(ue,p) = eZ 1

(~,p) 

e usando a relação exp o( dc.p 5 h = c.p5 o exp, obtemos 

onde Z 5(c, p) = (d'Psh(Z1(c, p)) = A5(Z1(E, p)). 

Explicitando A5( Z 1
( c, p)) ternos que 

onde 

Z l( ) _ """'( l:i+Q 1 ,Q .. +"""' ca+Qbçabc abca ) 
5 c - L..,. Zjji.;U fJ1]k L..,. U l.,ijkcijk/Jabc 

ijk abc 

n 

Zff(p) = L8d(i)p)'i, d(i) = 8(}';) + Q8I(Yi)· 
i=l 

Corno SerN(Um(f1)) Ç GN(E), o automorfismo pode ser reescrito como 

ou ainda 

r.ps : SerN(Um(f1)) ~ SerN(Um(f1)) 

ips(SerN(uê,p)) = SerN(u~.P) 

'P5: Um(n) ~ Um(n) 

r.ps(ue,p)(t) = u~,p(t) = 8Que,p(t/8). 

Pela. unicidade das soluções deve-se ter . 
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Como conclusão, temos: 

i) multiplicar cada t; por 8 equivale a multiplicar Xo, X 1 por 8 

ii) multiplicar o controle por {JQ equivale a multiplicar X 1 or {JQ. 

A transformação <.p6 transforma trajetórias de ( *) em trajetórias h-dependentes, 

por tanto os pontos atingíveis dependem de 8. 

Por (7), para cada ijk, a soma L percorre sobre os índices a ::; F, b < j. Então 
abc 

para cada abc nessa soma temos 

i+ Qj- (a+ Qb) 2: i- a+ Q 2: 1 pms j- b 2: 1, Q > F. 

Esta é a razão da escolha de Q. 

Como queremos usar a Afirmação 1, definimos os parâmetros t:( 8) por 

Pode-se observar que t:fjk(b)----+ O se b----+ O para cada a,b,c,i,j,l.:. Isto dá lugar a 

Zl(t:(b)) "" ( .. çi+Q1 /3·· +"" ça+Qbt':bc[Ji+Q1 -a-Qbz·· j3 ) 0 Z,JkV l)k 0 V <., 1]k l]k abc 
ijk abc 

"" .. J::i+Q 1 (/3·. + ""tabc/3 ) 0 z,JkV tjk 0 "'ijk abc · 
ijk abc 

(10) 

Por outro lado, de ô(1i)::; D,ô1(}i)::; D1, D + QD1 < N obtém-se 

d(i) = ô(1i) + Qô1(1i) < N. 

O que justifica a escolha do N. Agora considerando a bola unitária fechada Bn Ç IRn 

e pelo fato acima, é possível definir 

p(b,y) = (p1(8,y), ... ,pn(b,y)), p;(b,y) = 8N-d(i)Yi 
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para cada y = (yi, ... , Yn) E Bn, que converge uniformemente a O em Bn (Pois para 

cada é> O, basta tomar 6 < él/N-d(i)). Usando (9) e p(6,y) obtemos 

Dado a> O, existe 8 >O tal que jé(6)j s; a e jp(6,y)j s; a para O< 6 s; 8, y E Bn 
(o que decorre da convergência uniforme de p e continuidade de é ( ·)). 

Com isto conseguimos controles dependendo de um parâmetro 6 > O, y E Bn 
definidos por 

8 
V8,y = Ue(8),p(S,y) · 

SerN(u~(S),p(li,y)) = exp(Z}(é(6)) + Z](p(6,y))) 
n 

exp(6N l:vYi + Zl{é(6))) (11) 
i=l 

e desem·olvendo a exponencial obtemos 

n 

/\' "'"' r SerN(vs,y) = 1 + 6 (L.Jy)i) + f3(6,y) 
i=l 

onde f3(8,y) é uma soma de termos que envolvem 

i) potências do Zl{é(b)) 

ii) um produto de fatores 8N (~y)i), Zl(.::(b)) contendo ao menos dois fatores dos 

quais um deles é do primeiro tipo. 

Por (7) obtém-se Ev(ZJ(é(b)))(O) =O. Segue que cada potência (Ev(Zl(é(b)))m )(O)= 
O. Observamos também que cada produto do tipo (ii) contém ao menos um fator 6N+l, 

onde 8N é tirado de 8N (t.YiYi) e 8 de Zl(é(b)) por ser um elemento de Lie. Nestes 

termos temos 
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H1
1 contém somas de elementos do tipo (i) 

~V 2 contém somas de elementos do tipo (ii) 

ambos dependentes de 8, y. Além do mais, ternos que Ev(WI)(O) =O. 

Como Jl.f = JRN, cada função a va.lores em JRN é determinado por suas funções co

ordenadas, já que estas distinguem os pontos. Portanto conhecer <f:{;r(F, vs,y, T( v6,y ), O)) 

para cada <P E coo (1\1) é determinar 1r(F, v6,y. T( v6,y ), 0). Aqui é onde usamos o compor

tamento assintótico destas trajetórias. Denotamos por r."'( 8, y) = 1r( F, vs,y, T( t's,y ), O), 

logo para. uma. função 9 E coo definida em uma. vizinhança. de O, da. equação ( 4) da. 

seção 2.3 obtém-se 

mas 

Er(SerJV( v6,y))( <P )(O) = <P(0)+8N (~ y;( G;6 )(O)) +(Ev(lV1 )<P )(0)+8N+I (Ev(H'2 )9 )(O) 

logo 

como RN(v8,y, F, <P)(O) contém 8N+I como fator, segue-se que 

onde 

Denotando por O( 8) = T( v6,y) = 8T( ue,p) disto segue que O( 8N+I) ----l- O, se 8 ---+ O. 

Em particular se· tomamos. <P = P1 a. j-ésima projeção obtemos 
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Pi(1r*(8,y)) = 8N (~yiGi(O).Pi) + Pi(0(8N+I)) * 
mas Gi(O).Pi = Pi(Gi(O)), então(*) toma a forma 

Pj(1r"'(8,y)) = 8N (~yiPi(Gi(O))) + Pi(0(8N+1
)). 

Assim, 

Seja agora a transformação linear L : !Rn ---+ IRn definida por L(y) = 
n 

L((y1, ... ,yn)) = LYiGi(O), qual é inversível com inversa P = L-1 , i.e. (P(G;(O)) = 
i=1 

L- 1 (Gi(O)) = ei). Sendo Bn Ç !EC a bola unitária, para x E p-1 (Bn) define-se a 

aplicação 

( ·) - "'( 1/N P( ·)) at,:z -1r f , x 

a( t, .T) é atingível a partir de O, através do controle Vtt/N ,P(x)· Como r.· ( 8, y) = 81
"' L(y) + 

O( 8.1'1+ 1 ) segue-se que 

isto é 

a(t, x) = ü + O(t) 

onde O(t) = O((t11N)l\'+1 ). 

Pela continuidade de P, existe uma bola fechada B 3 O tal que P( B) Ç Bn e nesta 

bola B definimos as aplicações 

1 
f3t: B---+ JRn, f3t(x) = ta(t, x) 

que como pode ser visto facilmente, convergem uniformemente para idB quando t -+ O 

(pois iif3t(x)- idB(x)ii = ~IIO(t)il-+ O se t-+ 0). Além do mais, cada f3t(B) é com
i 

pacto. 
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Afirmação 2. f3t(B) contém uma vizinhança de O para t suficientemente pequeno. 

Com efeito, temos que j31(B) = B + O(t)jt é simplesmente uma translação de B cen

trado em O(t)jt. Como f3t(B) -t B quando t -t O (pois O(t)jt -t O) concluí-se que 

/31(B) contém uma vizinhança de O. o 

Afirmação 3. O conjunto Ct = {a(t, :r): :r E B} contém uma vizinhança de O se t 

for suficientemente pequeno. 

Com efeito, isso decorre da igualdade C1 = tj31(B), pois pela Afirmação 2, f3t(B) contém 

urna vizinhança de O para t -t O e se definimos Àt : !Rn -t !Rn, >.1(x) = tx, que é uma 

homotetia, então >.1((J1(B)) = Ct contém uma vizinhança de O. O 

Como nosso propósito é provar que A( O, s) contém uma vizinhança de O para cada 

.s > O, temos a 

Afirmação 4. Ct Ç A(O, t 11Nr=), para t suficientemente pequeno, onde r é a cota 

superior dos tempos T({D,~~(Y 1 (E,p))}) para lei :S o:, IPI :S o:. 

Com efeito, seja z E C1, então z = a(t, :r), x E B, mas a(t, :r) = 1r"(t1IN, P(x)), 

segue-se que z é atingível desde O em um tempo T(v6,y), onde 8 = t11N,y = P(:r). 

Lembrando o controle ue:,p = {D,1/•(Y'(e,p))}, seu tempo terminal é T(ue,p) = 
ll1,b(Y'(e, p))ll, onde 11 · 11 é a norma da soma, mas lei ::; o:, IPI ::; o: e pela con

tinuidade de ~·(Y'(·)) e da norma 11·11 temos que 11'1/•(Y'(e,p))ll é limitada. Seja 

r= max{II~~(Y'(e,p))ll: lei::; o:, IPI::; o:}. De T(v6,y) = 8.T(ue:(6),p(6,y)) obtemos que 

T(v.s,y)::; br desde que je(8)1::; o: e lp(8,y)l :S o:. 

Isso significa que z é atíngivel desde O em um tempo T(vtlfN,y), mas T(vtlfN,y) :S 
t11Nr, daí temos que z E A(O, t 11Nr) ou seja 

C C A(O t11Nr) 
t- ' 

o 

Concluímos que para s > O é possível encontrar t > O tal que t 11Nr ::; s, qual 

implica que Ct Ç A( O, s ). 

Como, pela afirmação anterior Ct contém uma vizinhanq, de O, isso conclui a prova . 

• 
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3.2. Sobre a recíproca da Conjetura 

Uma vez provada a conjectura, aparece uma pergunta de se a recíproca é verdadeira 

ou não. Sob condições de analiticidade sobre o sistema, pode-se recuperar parcialmente 

a condição de controlabilidade de Hermes, mas não totalmente, como será mostrado 

com um contra exemplo. 

Considere o sistema de controle (.M, F, fl) determinado por: 

:i:(t) = Fo(x(t)) + u(t)FI(:r(t)) , lu(t)l :S A. (1) 

As seguintes propos1çoes demonstradas posteriormente dão uma resposta parcial a 

CCLH em :t0 • 

Proposição 3.2.1. Sejam F0 , FI, campos vetoriais reais e analíticos. 

Se o sistema (A!, F, O) definido por (1) é CLTP desde :r0 , então verifica (CCLH1) 

en1 :r0 . 

Proposição 3.2.2. Sejam F0 , FI, campos vetoriais reais e analíticos. 

Se o sistema (.M, F, fl) definido por (1) é CLTP desde x 0 , então verifica ( CCLH2) 

en1 J·0 . 

Como pode-se ver, falta decidir se (CCLH:3) é condição necessária para CLTP. 

Equivalentemente isto é formulado por: 

Se (CCLH3) não verifica em x0 , então não é CLTP desde xo. 

O não cumprimento de ( CCLH3) em x 0 significa 

para algum k-impar. 

Iniciamos a análise supondo que k = 1 e 
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Proposição 3.2.3. Sejam F0 , F1 campos vetoriais reais analíticos. Se o sistema 

(M,F,D) definido por (1) satisfaz (2), então (1) não é CLTP desde x 0 . 

Observemos que as proposições 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 dizem que se o sistema (M, F, D) 

determinado por (1) é (CLTP) desde x 0 , então (CCLH1), (CCLH2) verificam e 

[Ft, [Fo, Ft]](x0 ) E AL1(F0 , F1)(:r0 ). Mas, a proposição 3.2.3 não cobre toda a condição 

(CCLH3), são muitos colchetes a mais. Tomando ainda k = 1, (CCLH3) diz que 

(3) 

Uma inclusão estrita em ( ;3) ocorre se 

(4) 

não for satisfeita e neste caso o sistema (1\1, F, D) não é CLTP desde :z:0 . (Proposição 

3.2.3). Supondo que ( 4) se verifica, o próximo caso será. se 

(5) 

não for satisfeita. 

O seguinte lema dá. condições suficientes para obter ( 5) 

Lema 3.2.4. Se F0 (:r0 ) =O e se (4) for satisfeito, então (5) é verificado. 

Prova. Por (4), obtém-se que [Ft, [Fo, F1]](.To) = G(x0 ) para algum G E ALt(Fo,Ft) 
e por um cálculo do colchete 

obtém-se 

• 

Lema 3.2.5. Se (4) for satisfeito e o sistema (M, F, D) definido por (1) for CLTP 

desde x 0 , então (5) é verificado. 
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Prova. Como (1) é CLTP em x 0 , pela Proposição 3.2.1 x 0 é ponto de equibbrio do 

sistema (1). Pelas transformações feitas em 3.1 pode-se supor F0 (x0 ) = O e do Lema 

3.2.4 obtemos a conclusão. • 

O Lema 3.2.5 não permite violar a condição (5), mas a próxima possibilidade será se 

(6) 

não for satisfeita. 

Observação. Se a condição (4) for satisfeita e violamos (5), então do Lema 3.2 .. 5 

conclui-se que o sistema ( M, F, O) não é CLTP desde :r0 • 

Em analogia com a. Proposição 3.2.3 e a observação, uma próxima. afirmação é 

"Afirmação". Sejam F0 , F1 campos vetoriais reais analíticos. 

Se o sistema (M, F, O) definido por (1) satisfaz (4) e (5), mas (6) não for satisfeito, 

então (1) não é CLTP desde x 0 . 

Mas essa "Afirmação" não vale como mostra. o exemplo que será apresentado. Por

tanto, se CCLH em x 0 for uma condição necessária assim como suficiente para CLTP 

desde x 0 , teríamos que o sistema (A1, F, O) não é CLTP em x 0 , desde que (6) não for 

satisfeito o que é um absurdo pelo 

Exemplo 3.2.6 Considere Af = JR3
, com coordenadas x,y,z e o sistema 

3.2.7a X=U 

3.2.7b 

3.2.7c 

com controle restrito u, lul ::; 1. Assim 

(. . .) a ( 3 + 2 ) a + a x, y, z =X. ay + X y az U ax. 

Colocando F0 = x.aa + (x3 + y2 )aa e F1 = aa , obtém-se 
y z. ~ 
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w(t) = Fo(w(t)) + u(t)F1(w(t)) ju(t)!:::; 1 

Os colchetes apresentados abaixo são os que interessam por dois motivos. Um deles 

para satisfazer a hipóteses da "Afirmação" e outro por gerar os elementos de A4(:E), a 

álgebra livre nilpotente associativa, onde E = (X0 , XI). 

[ l 
a 2 a 

F1, Fo = -a + 3.r -a 
y z 

{7) 

Suponhamos que (x 0 ,y0 ,z0 ) = (0,0,0), logo AL1 (F)(O) =(!,:r) e as hipótesis da 

"Afirmação" são cumpridas. Eles decorrem de (7). 

Para N = 4 e D = {1, -1}, segue-se da Proposição 2.2.5 que existe um D-controle 

4-normal {D, T0 }, e assim um elemento distinguido Y = Ser4 ( {D, To}). Pelo Lema 

3.1.8, é possível encontrar um elemento distinguido Y E G4 (E) tal que Y = ezo, Z0 

par. 

Como Y = Ser4 ( {D, T0 }) é como acima, com T0 E IR~, isso significa que Y é 

atingido desde 1 num tempo I!Toll e pelo lema 3.1.6, existe uma vizinhança Hl 3 Y em 

G4 (:E) e uma função diferenciável '1/; : vV ---+ IR~ tal que 

Ser4 ( {D, '1/;(Y')}) = Y' {8) 

para cada Y' E W e '1/;(Y) = T0 . 

Pelo fato de ser Z0 par, obtém-se 
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onde j percorre valores pares. 

Afirmação 1. 

Com efeito, 

Zo L Zookf3ook + L Ztokf3wk + L Zzokf3zok + L Zzzkf3zzk + L z3okf33ok 
k k k k k 

+ L Z32kf332k +L z4okB4ok +L z42kf342k +L z44kf344k· 
k k k k 

mas, temos que 

f3ook = cte 

f3IDk = Xo 
f3zok =O 

f322k =o 
f330k = 0 
fJ.Jzk = [Xt, [Xo, Xt]] 

E por uma avaliação da aplicação Ev a Z0 resulta 

f340k = 0 
f342k = [Xt, [Xo[Xo, XtllJ 
f344k =O. 

que pelos colchetes em (7) e avaliados em O, obtém-se 

Ev(Zo)(O) = Z0(F)(O) =O. 

(9) 

o 

(10) 

Agora queremos construir pontos atingíveis suficientemente próximos de Y = ezo. An

tes construiremos controles suficientemente próximos de {D, To}. 

Afirmação 2. Seja f3 = (/31 , (32, f33), E> O, {D, T0 } 4-normal. Então existe uma família 

de controles uf3, dependendo do parâmetro f3 tal que 
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onde 

Com efeito. De (8) obtém-se Ser4 ( { D, ó(Y')}) = Y' para cada Y' E lV, 'lj'(Y) = T0 . Se 

definimos Y'(,B) = eZ(i3), Y'(O) = Y onde Z(,B) é como acima, então por continuidade 

em ,8 =O para ~V 3 Y, existe uma constante o > O tal que 

Y'(,B) E lV, sempre que 1,81 :::; o:. 

Para é > O, suficientemente pequeno (E < o) Y'(,B) E W, se I.BI :::; é. Isto permite 

definir uma família de controles 

assim 

U(J = {D, 'lj'(Y'(B))}, onde Y'(f3) E lV 

Ser4 (u13) = Ser4 ({D,'Ij,(Y'(B))}) = Y'(,B) = eZ(í3l 

Ser4 ( u13) = eZ(i3) 

o 

Afirmação 3. Para cada ,8, l/31:::; E. tem-se T(v.13) = cte (coeficiente de Xo em Z(,B)). 

Com efeito, veja que 

Por outro lado 

Assim desenvolvendo as exponenciais e comparando-as, tem-se que 

T( Uf3) = Ào = cte. o 
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Como os T(u13) = T para cada /3, podemos reduzir o intervalo de definição dos 

controles. Para O < 8 :::; 1 definamos 

Avaliando 

onde 

u~ = u13 (~) , O :::; t :::; 8T. 

Ser4 no controle definido em (11), obtemos 

Zó(/3) = zg + 8f3tXt + 82 /32[X1, X o] + 84 /3J[Xt, [Xt, [Xt, X o]]] 

zg = 8.\oXo + P .\t[X1 , [X o, Xt]] + 84 .\2[X11 [Xo, [Xo, XI]]] 

(11) 

e a afirmação decorre ela equivalência entre multiplicar os tempos ti por 8 e multiplicar 

os X 0 , X 1 por 8 ou de aplicar o automorfismo Aó a Z(/3) como na demonstração do 

Teorema 3.1.9, isto é Aó(Z(f3)) = Zó(f3). 

Se vê que zg é combinação linear com coeficientes dependentes de 8. Por urna 

aplicação de Ev como em (10) e uma avaliação em O dá. 

8.\oF0 (0) + 83 .\t[Ft, [Fo, Ft]](O) + 84 À2[Ft, [Fo, [Fo, Ft]]](O) 

O (usar (7)). 

Como no Teorema 3.1.9. Seja B a bola de raio é, centrado na origem e contido em 

IR3
. Definimos o seguinte controle para uniformizar os coeficientes de Zó(f3). 

Para y = (y1 , y2 , y3 ) E B e O < 8 < 1 define-se o controle 

vó,y = u~(ó,y), onde (12) 

ao definir o controle em (11) é claro que T(u~) = 8T, em particular T(vo,y) = 8T e por 

uma avaliação de Ser4 : Um(D) --+ G4 (E) obtém-se 

onde Zs(f3(8,y)) 
obtém-se 
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onde Y é uma soma de uma função O( 8.5) e de uma soma de potências de Zfe produtos 

de zg, 84 (t,y;v;) o 

Usando a igualdade na clemonstraçã.o da Proposição 2.:3.6 e avaliando Ser4 (v8,y) 

por Ev, isto é Ev(Ser4 (v8,y)) = Ser4 (v8,y)(F) obtemos 

Em particular para </; = P; a i-ésima projeção, e como na demonstração do Teorema 

:3.1.9 obtemos 

r.(F,v8,y,8T,O) = 84 (t,vivi) +0(85
) * 

a a a , 
com t'I = FI(O) = -

8
., v2 = [FI, F0 ](0) = -a , v3 = [F11 [F11 [FI, Fo]]](O) = 6 ::~" qual e 

J. y V-

uma base de JR3
. Observe que tudo é feito tomando como referência a demonstração 

do Teorema 3.1.9 e assim obtém-se que ( *) implica CLTP desde O. 

Agora provamos as proposições 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3. 

Proposição 3.2.1. Sejam F0 , FI campos reais e analíticos. 

Se o sistema (Af, F, !1) definido por (1) é CLTP desde x 0 , então verifica CCLH1 em 

X o. 

Prova. Como o conceito de CLTP desde :r0 é uma propriedade local, é possível consi

derar M como um subconjunto aberto de IRn e x 0 = O. 

Mostramos que O é ponto regular ele equilíbrio em duas partes. 

i) O é ponto de equilíbrio 

ii) O é ponto regular ele equilíbrio 

i) Suponha que O não é ponto ele equilíbrjo, então obtemos 
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Fo(O) ± uF1(0) #O, se lu.l :::; A. (13) 

A idéia é encontrar uma <P E c=(1~1), com 4>(0) = O, grad</J =f O tal que se propaga 

positivamente ao longo das trajetórias partindo de O até um tempo fixo T e daí con

tradizer CLTP desde O. 

Afirmação 1. Dado <P E c=(M) tal que 4>(0) = O, grad</J =f O, então cada vizinhança 

U 3 O, contém pontos p tal que </J(p) < O. 

Com efeito, caso contrário <f>(p) 2: O em alguma vizinhança V 3 O, então O é ponto 

crítico e assim ( d4> )0 = O, o que contradiz grado =f O. L! 

Suponhamos que temos encontrado a 4> com as propriedades desejadas. Pela 

hipótese A( O, t) contém uma vizinhança U 3 O, para cada t > O. Daí que contra

dizemos a Afirmação 1. Portanto 

O é ponto de equilíbrio. 

Agora procuramos <P como acima. Por ( 13), F0 (0) ± AF1(0) =f O, então o segmento 

que liga F0(0) + AF1(0) com F0 (0)- AF1(0) não contém O, caso contrário O é ponto de 

equilíbrio. 

Afirmação 2. Existe um funcional À IR" --+ IR tal que .X(F0(0) + AF1(0)) > 

O, .X(Fo(O)- AF1(0)) >O. 

Com efeito, consideremos a reta L que liga a= F0(0)- AF1(0) e b = Fo(O) + AF1(0). 
Acontece que a reta L passa ou não pela origem. Se ela passa. pela. origem O, então 

a = ab, a E IR. Se a < O, então O seria ponto de equilíbrio, logo necessariamente 

deve-se ter a > O e neste caso é possível definir .X( x) = (x, b). Se a reta L não passa 

por O, projetamos O na reta L cortando num ponto Ç, e definimos o funcional À por 

.X(x) = (:r,Ç) 

por cálculos elementares obtém-se 
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i) (Ç,a} = (Ç,b} 
.. ) (a,b-a)( 
11 Ç =a- llb- a112 b- a) 

iii) À( a)= À(b) = llaW- (~~ ~-a~l~
2 

= IIÇW >O o 

Afirmação 3. Se</>: IEr ---+ IR é uma função regular tal que c/>(0) =O e (d</>)0 = À, 

então para alguma vizinhança U 3 O, existe a> O fixo tal que (F0 </>- AF1</>)(x);::: a e 

(Fo</> + AF1</>)(:r) ;::: a para cada :r E U. 

Com efeito, suponhamos que não seja assim, então (em particular) para cada bola 

B(O, 1/n) existe x·n E B(O, 1/n) com (F0 </>- AFtcf>)(xn) < 1/n ou (Fo<P + AFtcf>)(x·n) < 
1/n e como Xn ---+ O, então em qualquer situação, por exemplo no primeiro caso se 

tem que (F0 </>- AF1</>)(0) ~O. Portanto -\(F0 (0)- AF1(0)) ~O, pois 

.\(Fo(O)- AF1(0)) 

o que contradiz a Afirmação 2. 

(d<fi)o(Fo(O)- AFt(O)) = (Fo(O)- AFt(O)).</> 

(Fo<P - AFt <P )(O) ~ O 

A hipótese acima faz sentido, basta considerar <P = À. 

o 

Finalmente como t ---+ 1r(F, u, O, t) é contínua e 1r(F, u, O, O) = O E U, existe um 

Tu > O, tal que 1r(F, u, O, t) E U para cada t E [O, Tu], tomando T = inf {Tu : u E 

Um(D)} temos que 

1r(F, u, O, t) E U, para cada. O~ t ~ T, u E Um(D). (14) 

Assim, se para u E Um(D) x(·) representa a trajetória associada, então <P(x(t)) ;::: O 

para. cada O ~ t ~ T, pois lu(t)l ~ A e uma aplicaçã.o do teorema fundamental do 

cálculo para ci(t) = .:!_</>(x(t)) dá 
dt 

<P(x(t)) = </>(0)+ fo\(Fo<P)(x(s))+u(s)(F1</>)(x(s)))ds;::: lt((Fo<P)(x(s))-A(F1<P)(x(s)))ds 

por (14) e a Afirmação 3 obtém-se cf>(x(t)) .2: at;::: O. 

ii) Até agora temos que x 0 = O é ponto de equilíbrio, mas falta que seja regular, isto 

quer dizer que as possibilidade F0(0) ± AF1(0) =O devem ser excluídas. 
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Excluir as duas possibilidades acima é equivalente a provar que um sistema (obtido 

por transformações usuais) 

i:(t) = F(x(t)) + vG(x(t)), O~ v~ I" (15) 

não pode ser CLTP desde O, se F( O) =O, onde F, G são analíticas. 

Afirmação 4. Se F(O) =O, entã.o (15) nã.o é CLTP desde O. 

Com efeito, se for falso temos que o sistema (15) é CLTP desde O e F(O) = O. A idéia 

é a mesma que em (i), encontrar </J: IRn ---t IR analítica tal que 4>(0) =O, gradq) =/-O e 

que se propague positivamente ao longo de toda trajetória até um tempo fixo T > O, 

o qual contradiz que (1.5) nã.o é CLTP desde O. 

Segue-se que G(O) =/- O, caso contrário A(O, t) = {O} para cada t > O, absurdo! 

pois (15) é CLTP desde O. Daí que, como G(O) =/- O, existem /32 , ... , f3n tal que j3 = 

{G(O),j32, ... ,f3n} é uma base de IRn. Se consideramos escalares 1,a2 , ••• ,on, então 

existe um funcional À : IRn ---t IR ta.l que À( G(O)) = 1 e À(/3i) = oi, i = 2, ... , n. 

Como pode-se olhar À é uma primeira aproximaçà.o a nossa q), logo dizemos que existe 

</> : JRn ---t IR analítica tal que q)(O) = O, (dó )o = À, basta tomar 4> = À. Como 

(G</J)(O) = G(O).</J = (dó)o(G(O)) = À(G(O)) = 1 

1 
para ( ?' oo) pela continuidade de GÇJ, existe uma bola B(O, r) = U, U compacto tal 

que (G~)(x) 2: ~'para cada x EU. 

Por uma aplicação do Lema 2.3.3 aos campos analíticos F e G, à função analítica 

</>e ao compacto U, existe uma constante C > O tal que a estimativa 

(16) 

se verifica para cada escolha ( i1 , ... , ir), cada x E U com H0 = F e H1 = G. 

Análoga a (14) pela dependência contínua em relação aos controles, existe um 

T > O fixo tal que toda trajetória que parte de O permanece em U até um tempo T. 

Agora mostramos que </J(x(t)) 2: O, O~ t ~ T. 

Para isso, seja v : [O, t] ---t [O, 1] um controle, O ~ t ~ T e x( ·) : [O, t] ---t U a 

trajetória correspondente com x(O) = O. Se a(t) = </J(x(t)), derivando, integrando e 

aplicando o T.F.G. como na_prova da Proposição 2.3.2 e o fato que </>(0) =O obtemos 

124 



</>(x(t)) = fot(F</>)(x(s))ds + fot v(s)(G</>)(x(s))ds 

trocando </> por F</> acima, obtém-se 

substituindo no segundo membro de </>(:r(t)) obtém-se 

</>(:r(t)) = r rs(F 2</>)(x(a))dad.s+ r r v(a)(GF</>)(x(a))dad.s+ {t v(s)(G</>)(:r(.s))d.s. 
lo lo lo lo lo · 

trocando novamente </> por F 29 na equação inicial e por indução obtém-se 

como :r(.s) E U para cada .s E (0, T], usando ( 16) obtemos 

( 17) 

Se nós escolhemos T' >O tal que CT' < 1 e T' < T, então para t :::; T' (17) satisfaz 

rt rl rm-1 
lo lo ... lo ( pm </J )( J:( Sm) )d.sm ... d.s1 ----+ O, se rn ----+ oo 

logo 

00 1t 1Sj 1Sk-l k </>(x(t)) =L . . . v(sk)(GF ·-1 </>)(x(sk))d.sk ... ds1, OS: t S: T'. 
k=l o o o 

Fazendo Bk(t) 
forma 

t 00 

</>(x(t)) = 1 v(st)(G</>)(x(s1))ds1 + l:Bk(t). 
o k=2 

00 

</>(x(t)) toma a 

Para olhar a convergência da série l:Bk(t), majoramos por uma série convergente e 
k=2 

iniciamos isto com Bk(t) 
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usando a relação (16) obtém-se 

usando a igualdade 

lt (t- s) k-
1 lt 

1
S! 

1
Sk-! 

v(s)(k )' ds= ... v(sk)dsk ... d.s 1 
o ·-1. o o o 

que é obtida por integração por partes no primeiro membro (tomar w( s) ( t -

.s)k-I, v(s)ds = dz e integrar até esgotar 1.:), obtemos 

k 'rt (t-s) k-1 

IBk(t)i < C k. lo v(s) (I.:_ 1)! ds 

00 

< kCk fot v(s)tk-1 d.s 

< Ck(Ct)k-I {tt·(s)ds. 
~lo 

Denotemos D( t) = LBd t) e pela majoração acima obtemos 
k=:2 

.s S. t 

ID(t)i < ~ IBk(t)i S. C fot v(s)ds E k(Ct)k- 1 

ID(t)i < C 2t (fot v(.s)ds) E k(Ct)k-2 

00 

mas interessa mais Lk(Ct)k- 2 , ela é uma série de potências centrado em t = O e é 
k=2 

possível determinar o raio de convergência onde ela converge uniformemente para. uma 

função contínua. O raio é r·= 1/c, entã.o a série converge uniformemente em ltl < 1/c. 

Se tomamos T' com O < T' < 1/c, a série converge uniformemente para uma função 

contínua e por ser definida no compacto (0, T'] ela é limitada, logo 

* 
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para alguma constante fixada B e O ~ t ~ T'. Usando um lado de ( *) obtém-se 

<P(x(t)) = lt v(s)(G<P)(x(s))ds+D(t).~ fot v(s)(G<P)(x(s))d.s-Bt fot v(s)ds,O ~ t ~ T'. 

Também pela continuidade de G<P que foi mostrado antes de (16) obtemos 

ftv(s)(G</>)(x(s))ds ~ ~ f\,(s)ds, O~ t ~ T'. lo 2lo 
Isto dá 

</>(:z:(t)) ~ (~- Bt) fot v(s)ds, O~ t ~ T'. 

Se nós pretendemos que <fJ(x(t)) ~ O, então deve acontecer que ~ - Bt ~ O, isto é 

2Bt :S 1, O :S t :S T' e como B é constante, é possível escolher T" <: T' tal que 

i) O :::; T" :::; T' 

i i) 2BT" :::; 1. 

Isto prova que o sistema (15) não é CLTP desde O em virtude construção de </> com 

<,6(0) =O, gracl</> =1- O. Mas isto contradiz a que (15) é CLTP. • 

Proposição 3.2.2. Sejam }0, F11 campos vetoriais reais e analíticos. 

Se o sistema (.M, F, O) definido por (1) é CLTP desde x 0 , então verifica (CCLH2) 

em x0 . 

Prova. Como (1) é CLTP desde x0 , A(x0 , t) contém um aberto U para cada t > O, 

então int A(x0 ) =1- <P e pelo corolário 1.2.8 tem-se dim AL(:E)(x0 ) = dimM. • 

Finalmente mostramos uma recíproca muito particular de CCLH em x 0 . 

Proposição 3.2.3. Sejam F0 , F1 campos vetoriais reais analíticos. 

Se o sistema (M, F, O) definido em (1) satisfaz (2), então (1) não é CLTP desde x 0 . 

Prova. Como se procura a não CLTP desde x 0 , convém pensar em todas as possibili

dades satisfeitas pelo sistema. Assim temos 

i) Suponha que algum deles, CCLH1 ou CCLH2 não se satisfaz. 
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Neste caso a não CLTP desde x 0 segue-se das proposições 3.2.1, 3.2.2. 

ii) Suponha que CCLH1 e CCLH2 são verificados e também (2). Nosso sistema 

(A1, L:, D) é dado por 

x(t) = F0 (x(t)) + uF1(x(t)) lul ::; A 

mas isto induz um outro sistema (M, f:, Õ) dado por 

x(t) = Fo(x(t)) + vFl(:r(t)) lvl ::; f3 

onde F= F0 + uF1 e F(x0 ) =O que decorre ele assumir CCLH1 em x0 . 

Se mostramos que toda trajetória do sistema inicial é trajetória do sistema trans

formado, então temos que CLTP desde :r0 no pnme1ro implica CLTP desde :r0 no 

segundo. 

Assim será. suficiente mostrar que o transformado não é CLTP desde x 0 . 

Afirmação 1. Dado um controle u, com lul ::; A, então a trajetória correspondente é 

uma trajetória do sistema transformado para algum controle. 

Com efeito, para lu I ::; A consideramos o:(-) a trajetória correspondente, então 

à(t) F0 (a(t)) + uF1(o(t)) 

F(o:(t)) + (u- u)Ft(a(t)) 

ele é uma trajetória elo sistema transformado se A + lul ::; f3 o 

Com isto estamos engrandecendo o conjunto de controles e simetrizanclo em torno 

de ti, mas transformações como na observação na formulação ela conjetura ele Her

mes permite-nos considerar M como subconjunto aberto ele IRn, u = O, x 0 = O, entã.o 

mostramos que o sistema 

x(t) = Fo(x(t)) + uF1(:r(t)) lul ::; 1 

com F0 (0) = O, não é CLTP desde x 0 e por uma aplicação do comentário prévio ela 

afirmação temos o desejado. 
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A idéia da prova é encontrar uma ~ : V ~ IR, analítica, V aberto contendo O, 

~(O) = O tal que cada vizinhança de O contém pontos p com ~(p) < O, além do mais 

que~ se propague positivamente ao longo das trajetórias partindo de O até um tempo 

fixo T >O. 

Como [F1, [F0 , Ft]](O) f/. AL1(F0 , Ft)(O), em particular [F11 [Fo, F1]](0) f/. 
ger{(AdF0 )i(Ft)(O): j =O, 1, ... }. O~ que nós procuramos é dado agora. 

Afirmação 2. Existe uma função analítica </> definida numa vizinhança V 3 O satis

fazendo ~(O) = O, (G~)(O) =O para cada G E AL1 (F0 , F1), ([Fll [F11 Fo]]~)(O) = 1 e 

F 1 ~ =O sobre V. 

Com efeito, pela condição CCLH2 tem-se dim AL(:E)(O) = dim J\1 e como 

AL1(F0 , Ft) Ç AL(L:), então AL1(F0 , Ft)(O) Ç AL(:E)(O). Logo, tomando como 

partida [F1, [F1, F0 ]](0) e F1(0) que são L.I (caso contrá.rio [Ft, [F1, Fo]](O) E 

AL1(F0 , FJ)(O)) existem campos G2 , ••• , Gk em AL1(F0 , FI) tal que 8 

{F1(0), G2(0), ... , Gk(O)} é uma base de AL1(F0 , F1)(0). Mas [F1, [F1, Fo]](O) f/. 
AL1(F0 , FJ)(O), logo F1 (0), G2(0), ... , Gk(O), [F1, [F11 F0]](0) são L.l. Denotando 

Gk+l = [F1, [F1, Fo]] existe um completamento Gk+2, ... , Gn tal que G1 (O) = 

F1(0), G2(0), ... , Ch(O), ... , Gn(O) é uma base de lRn. 

Para cada G; o fluxo será. denotado por ~G,. Logo é possível encontrar um aberto 

U = B(O, .s) Ç JRn tal que a aplicação 1/-•: U ~ JRn, definida por 

faz sentido. Por convenção tomaremos 

e por um cálculo direto para i = 1, 2, ... , n obtém-se 

Uma avaliação em O dá 

a 
at;l/J(O) = G;(O) 1.e. (dl/J)0(e;) = G;(O) i= 1,2, ... ,n. (18) 
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Isso significa que posto ( d'lj; )o = n. Daí que existe um aberto (denotado com mesma 

letra U) U 3 O tal que '1/J : U --t 'l/;( U) = V é um difeomorfismo. 

A função <P que nós procuramos é <P : V --t IR definido por </J(p) = tk+l· Isso 

faz sentido; pois se p E V, então p = 'lj;(t 11 ••• , tn) = </JG1 (t1) ..• </JG"(tn)(O) tem repre

sentação única. Mais ainda se consideramos Pk+1 : IRn --t IR a k + 1-ésima projeção, 

para p = </JG1 (tt) ... </JG"(tn)(O) temos 'l/;- 1 (p) = (t1 , ... , tn) e por uma aplicação de Pk+l 
consegue-se 

Agora fazemos cumprir as condições desejadas. 

i) </J(O) =O, pois 4>(0) = Pk+ 1 (~J-
1 (0)) = Pk+1 (0) =O 

ii) ( G<jJ )(O) =O, para cada G E AL1(F0 , FI). 

( 19) 

Como G(O) E AL1 (F0 , F1 ) e f3 = { G1 (0), ... , Gk{O)} é uma base tem-se que G(O) = 
k 

L)iG;(O). Mas (G<P)(O) = G(O).</>, logo 
i=l 

k 

G(O).<P = (d9)o(G(O)) = LÀi(d<P)o(Gi(O)) 
i=l 

portanto é suficiente mostrar que (d</J) 0 (Gi(O)) = O para cada i. Para isto é só 

derivar (19), obtendo-se 

como 'lj; é um difeomorfismo, desde (18) obtemos 

(d</J)0 (G;(0)) = Pk+1 (e;) = 0, pois i= 1, 2, ... , k 

iii) ([F1 , [F1 , F0]]</J)(O) = 1. De fato, 

([fl., [Ft,Fo]]<P)(O) = Gk+t(O)</J = (d</J)o(Gk+t(O)) 

= Pk+t(Ek+d = 1 

iv) F1</J =O sobre V. De fato, 
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Se p E V, então p = t/;(tll ... , tn) = qP1 (ti) ... ~Gn(tn)(O), daí que 

a
at/; (ti, ... ' tn) = Gl(~G 1 (ti) ... çi>Gn(tn)(O)) = Gl(p). 

tl 

Logo 

G1(p).~ = (d~)p ( a~ 1 1/•(t}, ... , tn)) = a~ 1 (~o t/;)(tt, ... , tn) 

mas ~ = Pk+I o tJ;-I, ou seja Pk+I = ~o t/; sobre V e finalmente obtemos 

G1(p).çi> = a~ 1 Pk+t(tt, ... , tn) =O 

o 

Como ~(p) = tk+ 1, é possível encontrar pontos p suficientemente próximos de zero 

tal que ~(p) < O. 

Agora só falta verificar que çi> se propaga positivamente ao longo das trajetórias 

até um tempo fixo T > O. Com os dois fatos contradizemos a CLTP desde O. Para 

procurar o T >O, eleve-se mostrar que Ser(ut)(F)(çi>)(O) unif q)(1r(F,u,O, t)) e olhar 

isto é analizar os termos ela série 

Ser(ut)(F)(O) = 2( (fot vi) (FI~)(O) (20) 

onde todos possíveis termos ela série (20) são ele 4 tipos: 

1) termos que corresponclem ao multi-índice I = ( i 1 , ... , Ír) com Ít = O ou Ír = 1, 

sendo ela forma FI = FoFi2 ••• Fir ou FI = Fi 1 Fi 2 ••• F1 . 

2) termos que corresponcle ao multi-índice I= (1, O, ... , 0), com III =r que é ela. forma 

FI= FtF;-1
• 

3) termo que corresponde a I= (1, 1, O) é ela forma FI= F1
2 Fo. 

4) termos para os quais se verifica 

i) o multi-índice I = ( ill ... , Ír) contém ao menos dois 1, quer dizer que existe 

ik, Íp, k i- p tal que ik = Íp = 1. Neste caso 

ii) I começa com 1 e termina com O. Ou seja se I = (ill ... , i,), então F1 

FtFi2 ••• Fir-l Fo. 

iii) J, com III ~. 4. 
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Para cada um destes tipos, analizamos a contribuição que prestam na série definida 

em (20). 

Tipo 1: são nulos pelo seguinte fato · 

Ff(/> = (F; 1 F;2 ••• Fd>) = O, mais ainda (FI</>)(0) = O. Pois Fd> = O. Para 

F1 = FoF;2 ••• Fir' temos que F0 (0) = O e F0 = ~ao:D<>, onde os D<> são operado-
o: 

res diferenciais canônicos. Logo, por uma avaliação em O, temos a 01 (0) = O para cada 

o:. Portanto 

Tipo 2: são nulos também. Consideremos a igualdade 

obtido facilmente a partir do segundo membro e vemos que (F0 F1 Fo"- 1 9)(0) =O, pois 

F0 (0) = O como no tipo 1. 

Consideremos a igualdade 

obtido por desenvolvimento do segundo membro, ou mais diretamente, substituindo 

em(*) F 1 por [F1 , F0] e k por k- 1. 

Olhando que (F0[FI.Fo]Fo"-1 4>)(0) =O, pois F0(0) =O e substituindo em(*) que 

temos até agora chega-se a 

(F1Fo"4>)(0) = ([[F1 ,F0],F0]F;-2 Ç>)(O) =O, po1s Fo(O) =O. 

Usando novamente ( *) com k - 2 e F 1 por [[FI. F0], F0] chega-se a 
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Analogamente consegue-se (F0 [[Ft, F0 ], F0]Ft-3 4>)(0) = O; substituindo isto na igual

dade anterior, obtemos 

[([Ft, Fo], Fo], Fo]F;-3 

( -1 )3
( ( adFo)3 F1F;-3</>)(0) 

e por indução obtém-se 

Como 4> foi definido para satisfazer <,&(0) =O, (G</>)(0) =O para cada G E AL1 (F0 , F1 ), 

então (-1)k(adF0 )k(Ft)(4>)(0) = O, pois ((adF0 )k(Ft)) E AL1(F0 ,F1 ). Assim 

(FtF~<P )(O) = O. 

Tipo 3: a contribuição deste tipo é! ftv(s) 2d.s. 
2 lo 

Neste caso temos 

Logo 

por uma integração por partes para los (1(7 u( T )dT) u( u)du obtemos 

denotando v(s) = (fosu(T)dT) e substituindo em lotul obtemos 

(lt los lo(7 u(T)u(u)dTduds) (Fi Fo<P)(O) =~(.f v(s?ds) (Fi Fo</>)(0). 

Consideremos a identidade obtida pela definição de colchete 
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e lembramos que F0 (0) = O, Ft</> =O. Logo aplicando</> na identidade acima e avaliando 

no O, obtém-se 

daí que 

1 r Pode-se dizer então que a contribuição do tipo 3 é só - lo v( s )2 ds e portanto a pro-

-d"''df 
20 

paga.çao e 'I' e a orma 

11t 2 <f>(r.(F, u, O, t)) =- v(s) ds + B 
2 o 

onde B é a soma de todos os termos do tipo 4. 

Agora analizamos os termos de B, e para isso denotamos I = (1, Ok, 1, J) como 

sendo o termo genérico, onde Ok é a sequência de k-zeros ( k ~ 0), J um rnulti-indice 

tal que I.JI + k + 2 = III e I.JI ~ 1. 

Para J = (j1, ... , ir) ternos que I= (1, O, ... , O, 1, i1, ... , ir), então ,____....... 

lt VJ lt ls, ... . fo 51 lr1 
.• ·lrk+J Ujr ( Sr) ..• Uj1 ( sl)u( ri) 1 ... 1 u( Tk+2 )drk+2 ... dr1 ds1 ... dsr 

lt l~r .. . fo 52 
Ujr (sr) ... Uj

1 
( s1) 151 

v( T1) lTJ .. . fork+J u( Tk+2 )dTk+2 ... dr1ds1 ... dsr 

(21) 

e por urna integração por partes para los ( s -a )ku( a)da obtemos 

(22) 

(a integraçã.o é feita até esgotar o k, basta. tornar y = (s- a)k e dz = u(a)da). Para. 

k =O ternos 
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por uma integração por partes, tomando w( s) = los u.( cr)dcr, dz = u.( s )ds, obtemos 

~V 0 (t) = v(~)
2

• 

Para k· > O, por outra integração por partes obtém-se 

v(t) t 1 t rs 
H1k(t) = T! lo (t- cr)ku.(cr)dcr- (k _ 

1
)! lo v(s) lo (s- cr)k-1u.(cr)dcrd.s 

basta tomar 

y(.s) = fos(.s- cr{u(cr)dcr, dz = u(.s)d.s. 

?\ovamente, outra integração por partes fornece 

Analogamente se k: > 1, podemos substituir acima k por k - 1 e obter 

Se na pen{lltima igualdade colocamos k = 1, obtém-se 

substituindo isto em H1
1(t) e usando(*) com k = 1 obtém-se 

* 

usando(*) e(**) em ~Vk(t), também para k > 1 obtém-se 
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v ( t) rt 1 t ( r ) l-Vk(t) = (k _ 1)! lo v(a)(t- a)k-1 da- (k _ 
2
)! lo v(s) lo v(a)(s- a)k-2da ds. 

Tomando a norma L2 acima, obtém-se 

lv(t)l I t I 1 I rt ( r ) 1 IH'k(t)l ~ (k _ 1)! .lo v(a)(t- a)k-1da + (k: _ 
2

)! .lo v(s) .lo v(a)(s- a)k-2d8 ds. 

Para o t > O, podemos considerar o espaço L2([0, t]) e pela desigualdade de Schwartz 

obtemos 

e 

l t ( r ) I tk-llvl2 
lo v(8) lo v(a)(8- a)k-2da ds ~ (2k- :3)1/2(2~~,t- 2)1/2 

Um fato essencial na última desigualdade foi lvl 2,s ~ lvl 2,t se O ~ s < t. Agora 

substituindo as duas desigualdades obtidas tem-se 

integrando esta desigualdade obtém-se 

r < V 2,t k-1 2,t· 1t I I t lvl2 tk 
0 llfk(s)lds- (k -1)!(2k -1)112 ilv(.5)1.s 2

ds+ k(k- 2)!(2k- 3)112(2k- 2)112 • 

rt 1 v 1
2 

t k ( 1 1 ) 
lo IH'k(s)lds ~ (k ~t2)! (k- 1)(2k- 1)112(2k)112 + k(2k- 3)112(2k- 2)1/2 

mais ainda para uma constante F temos 

t lvl2 tk F 
iiWk(s)lds ~ (k

2
~ 2)!. (23) 

Assim desde (21), (22) e (23) para k > 1, obtemos 
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llat U[l 

l.fot U[l < 

temos duas possibilidades a tratar k = 1 e k = O. Se k = 1 e convencionando ( -1 )! = 1 

obtemos 

I 
rt I F.tr 12 

lo UJ :S (r - 1 )! I v 2,t· 

Se k =O e convencionando ( -2)! = 1, obtemos 

(24) 

Como F0 , F1 são analíticas a <b também o é, e pela Afirmaçã.o 2 é possível encontrar 

uma bola fechada que contém O. Logo aplicando o Lema 2.:3.3 obtemos que 

para alguma constante fixa C > O. Com esta limitação e (24) obtemos 

I ( 
rt u ) (F J.)(O)I < Fck+r+2tk+r-1 (r+ k + 2)! lvl2 . 

lo 1 
h - (r- 1)!(k- 2)! 2'1 

Lembrando o caso em que 1.: = O, 1 onde supomos que (k- 2)! = 1 e (k- 1)! = 1, 

obtemos 

I (lat UJ) (Fi</>)(0)1:::; FCk+r+2tk+r-l (k +·r)!~,.~ r+ 2)slvl~,t (25) 

ele provém de majorar k + ·r. 
Como o termo genérico do tipo 4 é I = ( 1, Ok. 1, .J) onde J = (j1, ... , )r), Ok com 

k-zeros; as possibilidades de arranjos de I são as de J. Tomando a soma em (25) 

obtemos 
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como só requerimos termos do tipo 4, então deve-se ter r 2: 1, k 2: O, k +r 2: 2. É por 

aqui onde tomamos a soma 

I{; (fot Uj) (PI~)(o)l ~ L FCk+r+2tk+r-l (k +r)!~; r+ 2)5 2r-llv1L· 
k>o .r. 

r:>J 
k+7~2 

r:>J 
k+7~2 

Até agora podemos dizer que a contribuição elos termos do tipo 4 é limitado por 

fazendo uma mudança de variável k +·r = p e por uma desigua.ldade necessária para a 

mudança e por ter mais termos consegue-se 

00 ' 

!3 < L L FC 3(p + 2) 5 (2Ct)P-1 ~~~ lviL 
p=2 k+r=p · · 

< 2FC3Iv1L f(p + 2)5(4Ct)p-l (
2
1P) L (~! 

1
). 

p=2 k+~=P I 

' l\Ias k 2: O e r 2: 1, entã.o L ~· 
1 

= 2P - 1, logo acima temos 
k+ k.r. r=p 

00 00 

f3 ~ 2FC
3
Ivl~,t L(P + 2) 5 (4Ct)P-1 = 8FC 4 ivl~,t·t L(P + 2) 5 (4Ct)P-2 

p=2 p=2 

fazendo uma. mudança. de variável p - 2 = k na. série obtemos 

= 
(:J ~ 8FC 4 ivl~,t·t L(k + 4) 5(4Ctt 

k=O 

00 

Consideramos a série L(k + 4) 5 (4C)k.tk, onde o raio de convergência é 1/4C. Em 
k=O 

particular a série converge uniformemente para uma. funçã.o contínua definida. no com-

pacto (0, T], T < 1/4C; logo ela. é limitada por uma. constante H, assim para alguma 

constante H temos 

(:J ~ HTiviL 
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por conveniência fazemos a escolha de T < 1/4C com HT < ~e neste caso j3 ~ ~lvl~,t· 

Como as contribuições de tipo 1,2 são nulos, só fica olhar a contribuição de tipo 3 

que é ~I viL e a contribuição do tipo 4 que é limitado por ~ lviL· Podemos então dizer 

que a propagação de <P é dado por ~ 

Ç>(1r(F, u, O, t)) = ~lviL + G, onde IGI ~ ~lviL 

como G ~ -~lvl~,t' então </J(1r(F,u,O,t)) ~ 0,0 ~ t ~ T. Mas <f>(O) = 0,</J(p) <O para 

p suficientem~nte próximo de zero, então o sistema não é CLTP desde O. • 

Agora apresentamos um exemplo que é uma aplicação do teorema 3.1.9 

Exemplo 3.2.7. Considere o sistema {AI, :E,D) definido em (1), (neste parágrafo) 

x(t) = Fo(x(t)) + u(t)FI(x(t)) lu(t)l ~A * 
Queremos olhar CLTP desde x 0 . Para isto usamos a linearização de ( *) que é dado por 

Ç(t) = A.Ç(t) + vb ** 

onde ç =:r- Xo, v= u- u, b = Fl(:ro), A= J((d'P)xo), <p(x) = Fo(x) + uFl(x). 

Por um cálculo direto, ALI(Fo + uFb FI)(xo) = (Akb : k = O, 1, ... ) desde que 

Fo(xo) + uFI(xo) =O. Pois [Fo + uFb F1](xo) = -A.b, [Fo + uF1, [Fo + uFb F1]](xo) = 

A2b, ... , ( -1 )k( ad(Fo + uF1)k)(F1 )( x0 ) = ( -1 )k Akb. 

Por outro lado em (**)temos que os campos são G0 (x) = A.x, G1 (x) = b. Interessa 

AL( Go, G1)(x0), por isso calculamos 

Assim AL(G0 , GI)(x0 ) = (Akb: k =O, 1, ... ) e daí pode-se concluir que 

Se assumimos que (**)é controlável em x 0 , então tem-se a propriedade de acessibilidade 

em x 0 , logo segue-se que 
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para cada k E IN, em particular para k-ímpar. Por conseguinte temos que ( *) satisfaz, 

CCLHl, CCLH2, CCLH3, entã.o pelo Teorema 3.1.9 é CLTP desde xo. 

Isto pode ser reformula.do assim 

Proposição 3.2.8 Se x 0 é ponto de equilíbrio de ( *) e a lineariza.çã.o é controlável em 

:r0 , entã.o ( *) é CLTP a partir de :r0 . 
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