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Introducgao

O produto tensorial ndo abeliano de grupos G e H, da maneira como foi introduzido
por R. Brown e J.L. Loday [4, 5], generaliza o produto tensorial usual g/ Rz E/ dos
grupos abelianizados, uma vez que leva em conta a¢des de G sobre H e de H sobre G.
Especificamente, sejam G e H grupos munidos de uma agao (g, k) — g* de H sobre G e

uma agao (h,g) — h? de G sobre H, de tal forma que para todo g,¢9; € G e h,h, € H,

gh) = goitha o plM)  phiiek (1)

onde G e H atuam sobre si mesmo por conjugagao. O produto tensorial ndo abeliano

G ® H dos grupos G e H é o grupo gerado por todos os simbolos ¢ ® h,g € G,h € H,

sujeito as relagGes

991 @ h = (g @h")(g1 @ k)
g®hhy = (g ® hi)(g™ @ h™M)

para todo ¢,¢9; € G, h,h, € H.

Em particular, como a agao por conjugacao de um grupo G sobre si mesmo satisfaz
(1), o quadrado tensorial G ® G de um grupo G é sempre definido.

A introdugdo deste conceito deve-se originalmente a razoes topoldgicas, ja que o
quadrado tensorial de um grupo G, acima definido, aparece no estudo da homotopia de
um espacgo, [4]. Além disso, outros invariantes importantes do grupo argumento G, tais
como o multiplicador de Schur e o quadrado exterior nao abeliano, também aparecem
como secoes de G @ G.

O objetivo deste trabalho é estudar este produto tensorial, destacando a maioria
dos principais resultados conhecidos sobre o assunto bem como computando o quadrado
tensorial para certas classes de grupos.

Os resultados gerais sobre o produto tensorial nao abeliano de grupos G e H esta
incluido no Capitulo II. Ai também provamos o teorema de G.J. Ellis [8] sobre a finitude

de G ® H com G e H finitos, e calculamos o quadrado tensorial do grupo metaciclico



finito geral quando este é produto semidireto de dois grupos ciclicos. Esse calculo engloba
resultados de R. Brown, D.L. Johson, E.F. Robertson [3] e D.L. Johnson [11].

Uma das questoes levantadas em [3] faz referéncia ao controle do niimero minimo de
geradores de G ® G em fungdo do correspondente niimero d(G). Para um grupo livre G
de posto 2 tem-se ([3]) que d(G ® G) é infinito enumeravel.

No capitulo 3 estudamos esta questdo para grupos nilpotentes de classe 2, exibindo
o resultado de M. Bacon [1] que d4 uma estimativa para d(G ® G) em funcéo de d(G).

Esta cota é, em certo sentido a melhor possivel, pois é atingida para o quadrado tensorial

n

73(Fn) .

Concluimos nosso trabalho calculando o quadrado tensorial nao abeliano de certas

nio abeliano do grupo nilpotente livre de classe 2 a n geradores H,, =

classes de p-grupos 2-gerados de classe 2, conforme M. Bacon e L.C. Kappe [2].

Deizo o meu agradecimento a todos aqueles gque contribuiram direta ou indiretamente
na elaboragdo deste trabalho, em especial, ao Prof. Norai R. Rocco pelo incentivo e ori-

entagao.
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CAPIiTULO 1

O objetivo deste capitulo é introduzir os conceitos e propriedades da Teoria de Gru-
pos necessarios neste trabalho. Muitos dos resultados aqui apresentados terdo suas de-
monstragoes omitidas e como referéncias citamos [9], [16] e [18] para as se¢des 1 e 2, [10]

para a secdo 3, [17] para as segdes 4, 5 e 6 e [20] para a secdo 7.
1. Subgrupos Comutadores e Subgrupo de Frattini

Sejam z;,z,,... elementos de um grupo. O conjugado de x; por z; é
2 . -1
.'L'l . 1'2 1‘1562.
e o comutador de z; e x; (nesta ordem) é
D B | I B 2
(21, x2) := 2] 2] 1122 (= 27 272).
Para n > 2 o comutador simples de peso n é definido indutivamente pelas regras
[Z1, .y 2a) i=[[z1s- -y Tno1 )y 2] € [z4] 1= 210

A seguir daremos algumas identidades de comutadores cujas verificagoes sao imedi-

atas.

Proposigao 1.1. Sejam z,y, z elementos de um grupo. Entao
(i) leyl=a =y V=]
(i) [zy,2] = [2, 2] [y, 2] 5 [2,y2] = [z, 2]z, 0
(ili) [¢,9)* = [z,4]lz, v, 2] = [¢*,¥°]

(iv) [z,y7 %, 2)¥y, 271, z)*[2, 271, y)* = 1 (identidade de Hall-Witt).

Proposigao 1.2. Sejam z,y elementos de um grupo G e suponhamos que [z,y] comuta

com z e y. Entdo para todo n € Z,



(i) [z,y"] = [z",9] = [z,y]"

(i) (zy)" = z"y"[y,2])( 7).

Sejam X,Y subconjuntos ndo vazios de um grupo G. O subgrupo comutador de X e
Y é

(X, Y] :i=<{[z,y] ; z€ X,ye Y} >

1.e., o subgrupo de G gerado por todos os comutadores [z,y], com z em X e y em Y.
Como [z,y] = [y, z]™! temos [X, Y] = [¥, X].

Proposigao 1.3. Se M e N sao subgrupos normais de um grupo G entao [M, N] também

é normal.

Demonstragao. Segue da definicao de [M, N] e da Proposigao 1.1 (iii).

O subgrupo comutador [G,G] de um grupo G é chamado o grupo derivado de G e é

denotado por G'. Tal grupo tem a seguinte propriedade:

Proposigao 1.4. O grupo quociente G/G’ é abeliano. Além disso, se N é um subgrupo
normal de G tal que G/N é abeliano entao N 2 G".

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [9)].

Sejam G um grupo e X o conjunto de todos os subgrupos maximais de G. Definimos

um subgrupo ¢(G), chamado o subgrupo de Frattini de G, da seguinte forma:

(| se X#0
#(G) =4 Mex
G se X=0
Definigdo 1.5. Um elemento x de um grupo G € dito um gerador supérfluo de G se

sempre que um subconjunto T" de G satisfaz G =< T,z > entdo G =< T >.

Teorema 1.6. Se G' é um grupo nao trivial e S é o conjunto de todos os geradores
supérfluos de G entdo S = ¢(G).



Proposigao 1.7. Se G é um p-grupo finito entdo ¢(G) = G’'G? onde G =< z*;z2 € G >.
Além disso, G/¢(G) € um espaco vetorial sobre Z/pZ, cuja dimensao, d(G), é o nimero
minimo de geradores de G.

Teorema 1.8. (Teorema de Base de Burnside). Se G é um p-grupo finito, quaisquer
dois conjuntos minimos de geradores de G' tem o mesmo numero de elementos. Além

disso, se ¢ € ¢(G) entao {z} pode ser estendido a um conjunto minimo de geradores

de G.
2. Grupos Nilpotentes

Definigao 2.1. Um grupo G é dito nilpotente se tem uma série
1=Go<Gi<...<Gr =G (2.1)
tal que
i) Gi9G, 1=0,1,...,n
(ii) Git1/G:i £ Z(G/G;) , 1=0,1,...,n—1.

Tal série (2.1) é chamada série central de G. A classe de nilpoténcia de um grupo nilpo-
tente G, cl(G), é o comprimento da menor série central de G.

Definimos uma série de subgrupos de um grupo G pelas regras

’71(G) =G , 7nl(G)= [7,-(G'),G]

A série

é claramente central e é dita a série central inferior do grupo G. Também podemos definir
a série central superior
1 = Zy(G) < Z(G) ...

< Z(G) < ... (2.3)

da seguinte forma:

Zo(G) = 1 , Z](G) - Z(G)



e,parat > 1, Z;;,(G) é aquele subgrupo de G para o qual Z;,,(G)/Z:(G) = Z(G/Z:(G)).
Os adjetivos infertor e superior das séries acima sao justificados pela:
Proposigao 2.2. Seja G = A; > A; > ... > A,,, = ] uma série central de G. Entao
(i) w(G)<4 , i=1,...,n+1
(ll) An+l—i S Z,(G) , i=0,1,...,n.
A demonstragéo é por indugao sobre i. Como consequéncia temos o:
Corolario 2.3. Em um grupo nilpotente G as séries centrais inferior e superior tém com-

primento finito. Além disso, ambas as séries tém o mesmo comprimento e este niimero é

a classe de nilpoténcia de G.

Observemos que pela Proposi¢do 2.2, G é um grupo nilpotente de classe 2 se e so-
mente se G' < Z(G). A seguir citaremos alguns resultados sobre grupos nilpotentes, cujas

demonstragdes sao encontradas em [18, Capitulo 6].

Proposigao 2.4. Seja G um grupo nilpotente de classe ¢. Entao todos os subgrupos e

grupos quocientes de G' sao nilpotentes e suas classes de nilpoténcia sao no maximo c.

Proposigao 2.5. Um produto direto de um nimero finito de grupos nilpotentes é nilpo-

tente.
Proposigao 2.6. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Proposigao 2.7. Seja G um grupo nilpotente e H um subgrupo préprio. Entao

H # Ng(H).

Proposigao 2.8. Um grupo finito G é nilpotente se e somente se é o produto direto de

seus subgrupos de Sylow.



3. Grupos Livres

Nesta secao introduzimos os conceitos de grupo livre e apresentagao de um grupo

bem como algumas de suas propriedades, cujas demonstragdes podem ser encontradas em

[10].

Definigao 3.1. Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X C F se, para qualquer
grupo G e qualquer fungao 6 : X — @, existe um tinico homomorfismo &' : F — G tal

que
z6 = z6 (3.1)
para todo z € X. O cardinal |X| é chamado o posto de F.

Ha outras formas de expressar a propriedade (3.1). Por exemplo, podemos dizer que

¢’ estende 6 ou, denotando por ¢ : X — F a inclusdo de X em F, que o diagrama

X — F
1/
G

é comutativo, i.e., 18’ = 6. Observemos que a composicao de fungoes é feita da esquerda
para a direita.
Substituindo a palavra “grupo” por “grupo abeliano”™ nos dois lugares em que ela

aparece obtemos o conceito de grupo abeliano livre.

Proposigao 3.2. (i) Se F é livre sobre X entao X gera F;
(i1) Grupos livres de mesmo posto sao 1somorfos;
(i11) Grupos livres de postos diferentes nao sao isomorfos.

Este resultado garante que o posto de um grupo estd bem definido.
Teorema 3.3. Existe um grupo livre de qualquer posto.

Denotaremos por e o elemento neutro de um grupo e por F(X) o grupo livre

sobre X. Do ponto de vista combinatério, o grupo livre F'(X) pode ser caracterizado



por

Teorema 3.4. Um grupo F é livre sobre X se e somente se
(i) X gera F e

(11) nao existe relagdo nao trivial entre os elementos de X, i.e.,sen € IV, ¢ = ...,
onde para todo i, z; € X ouz;' € X, e z;z,4; # e paratodoicom 1 <i <n—1,

entdo z # e.

Teorema 3.5. (Nielsen-Schreier) Todo subgrupo de um grupo livre é livre. Além
disso, se F' é um grupo livre de posto r finito e H um subgrupo de F tal que [F: H] =g
é finito entdo o posto de H é igual a (r — 1)g + 1.

Proposigao 3.6. Todo grupo é uma imagem homomorfica de algum grupo livre.

Seja G um grupo e ¢ : F(X) — G um epimorfismo de um grupo livre F = F(X)
sobre G. Temos entdo G = F/N onde N é o nucleo de ¢. Agora seja R C F um
conjunto que gera N como subgrupo normal de F, i.e., < R >F= N. Observemos que
X e R determinam G (a menos de isomorfismo). Assim escrevemos G =< X | R >
e chamamos este par uma apresentagdo livre, ou simplesmente apresentacao, do grupo
(G. Os elementos de X sdo denominados geradores e os de R relalores. Dizemos que
G é finitamente apresentado se existe uma apresentacao G =< X|R > onde X e
R sao finitos. Quando X = {zy,...,2,} ¢ R = {ry,...,rn} é comum escrevermos
G =<2zy,...,2, | "1 = €,...,7, = € >. Neste caso chamamos r; = ¢, 1 <12 < m. de

relagées definidoras para G.

Exemplo. O grupo diedral de grau n, D,, tem apresentagao
D,=<zyla’=e y"=¢ y" =y ' >.
Proposigao 3.7. Se G, H, K sao gruposea : G — H, 8 : G — K sao homomorfismos

com a sobrejetora e tais que Nuc(a) C Nuc(f) entdo existe um homomorfismoy : H — I

tal que ay = 8



Nuc H

R \ /
G

L / \ v

Nuc a K

Teorema 3.8. (Teste de Substituigdo) Sejam G um grupo com apresentagao
< X|R >,H um grupo e § : X — H uma fungdo. Entdo 6 se estende a um homo-
morfismo § : G — H se, e somente se, # é consistente com todas as relagoes definidoras

para G, i.e., se para todo z € X e todo r € R, o resultado da substituicdo de z por z8
em r da a identidade de H.

Proposicao 3.9. Se G e H sdo grupos com apresentagoes < X | R >e <Y | § >

respectivamente, entdo o produto direto G x H tem a apresentagao

< X,Y | R,S,[X,Y]>

Definigao 3.10. Sejam G =< X | R > e H =< Y | § > duas apresentagdes. O grupo
< X,Y | R,S > é chamado o produto livre de G' e H e é denotado por G * H.

Proposigao 3.11. Seja G x H o produto livre de dois grupos nao triviais. Entao o
subgrupo comutador [G, H] de G * H é normal. Além disso, [G, H] é um grupo livre sobre

o conjunto

{lg,h) |9 € G, h € H, g,h # €}

4. Sequéncias Exatas

Uma seqiiéncia de homomorfismos de grupos

fima S
..G,‘_l"—*G,"—"—* i1 T
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é exata em G, se Imf,_, = Nucf;. A seqiéncia é dita erata quando for exata em cada

G;. Em particular
(a) 1 = A5 B é exata se e somente se a é injetora
(b) B £, 0 -1 é exata se e somente se B é sobrejetora

B . PR .
() 1 - A5 B — C — 1 é exata se e somente se a ¢ injetora, 3 sobrejetora e f3

induz um isomorfismo de B/Ima sobre C.

Uma sequéncia exata do tipo (c) é dita eztensao de A por C.

Definicdo 4.1. Uma extensio ] — A %5 B -2 ¢ — 1 “splits™ se existe um homo-

morfismo v : C — B tal que 48 = Idc.

Definigao 4.2. Uma extensio 1 — A — B £, C =16 central se I'ma é um subgrupo
central de B.

Definigao 4.3. Seja G um grupo. Dizemos que um subgrupo H de G tem complemento
KemGse HNK ={e} e HK = Gonde HK = {hk | h € H k€ K}.

Proposicao 4.4. Sejal - A - B £, C = 1 uma extensao. Entio

(i) esta seqiéncia “splits” se e somente Nucj3 tem um complemento em B:

(ii) existe um homomorfismo p: B — A tal que ap = Id, se e somente se Nuc/d tem

um complemento normal em B. Neste caso, B é isomorfo ao produto direto de C

e A.

5. Multiplicador de Schur

Definigao 5.1. Seja G um grupo com apresentacio < X |R >. O multiplicador de Schur
de G é definido por

M(G)

" [A R

* A tradugao comumente usada para o termo “splits” é “cinde”. Preferimos manter o termo original
em ingles.



onde R denota o fécho normal de R em F = F(X).

Proposigao 5.2. (i) M(G) depende apenas de G e nio da apresentagao < X|R > para
G;
(i1) Se G' é um grupo finito entao M(G) é finito também.

6. Produtos Tensoriais de Médulos

Ao longo desta segdo R serd um anel com identidade e, ndo necessariamente comu-

tativo.
Definigao 6.1. Um grupo abeliano (aditivo) M é um R-mddulo @ esquerda se existe uma
funcdo R x M — M, denotada (r,m) — r.m, satisfazendo

i) r(m+m')=rm+r.m

(
(ii) (r+7r)m=rm+7r'.m
(iii) (rr').m = r(r'.m)

(

V) em =m
para todo m,m' € M, r,r' € R.

Definicao 6.2. Uma fungdo f : M — N entre R-mddulos a esquerda M ¢ N é um

R-homomorfismo se

(m+m)f = (m)f +(m)] e (rm)f = r((m)/)

para todo m,m' € M er € R.

Exemplo. Se R = Z entido R-mdédulo = grupo abeliano enquanto Z-homomorfismo =

homomorfismo de grupos.

De modo analogo definimos um R-médulo a direita e um R-homomorfismo entre
R-médulos a direita. Se R é também comutativo, todo K-mddulo a direita M pode ser

considerado um R-médulo a esquerda definindo r.m = m.r para todom € M er € R.

9



Neste caso, diremos simplesmente que M é um R-médulo.

Definigao 6.3. Se M é um R-mddulo & direita, N um R-médulo i esquerda e G um
grupo abeliano aditivo entdo uma fun¢do R-biaditiva é uma aplicagio f : M x N — G

satisfazendo

(i) (m+m/,n)f =(m,n)f + (m',n)f
(i) (myn+n')f = (m,n)f + (m,n)f
(ii1) (m.r,n)f = (m,r.n)f

paratodo m,m’' € M,n,n"€e Ner € R.
Sejam M um R-médulo & direita e N um R-mddulo a esquerda. Definimos um pro-

duto tensorial de M e N da seguinte forma:

Definigao 6.4. Um produto tensorial de M e N é um grupo abeliano T junto com uma
funcdo R-biaditiva ¢ tais que, para todo grupo abeliano G e toda fungao R-biaditiva
f:M x N — G, existe um tnico homomorfismo f : T — G tal que o seguinte diagrama
é comutativo

@

MxN —— T

Teorema 6.5. Se (Ty,¢1) e (T2, ¢2) representam o produto tensorial de M e N entao T

e T, sao i1somorfos.

Demonstragao. Sejam @, : Ty, — Ty, 35 : Ty — T, os homomorfismos tais que os diagramas

MxN — T, MxN —, 1
Y1 /’/ @1 P2 l /,/ P2
« «

T] T2

sao comutativos. Notemos que p1$:3, = ©2p1 = @1, i-€., $2%; € um homomorfismo que

faz o seguinte diagrama

10



comutar. Mas a aplicagao identidade Idr, : Ty — T também tem essa propriedade. Pela
unicidade devemos ter g,@; = Idr,. De modo andlogo provamos que @, = Idr, e

portanto que @; é um isomorfismo. g

Desse resultado concluimos que o produto tensorial de M e N, se existe, é unico a

menos de isomorfismo. Neste caso, o produto tensorial de M e N é denotado por M @pN.

Teorema 6.6. O produto tensorial de um R-médulo a direita M e um R-moddulo a

esquerda NV existe.

Demonstragdo. Seja F' o grupo abeliano livre sobre M x N e seja S o subgrupo de F'

gerado por todos os elementos das seguintes trés formas:
(m+m',n)— (m,n) - (m',n)
(m,n+n') = (m,n) — (m,n’)
(m.r,n) — (m,r.n)
Definimos M @ g N = F/S e denotamos cada elemento (m,n)+ S € F//S por m = n.
Seja ¢ : M Xx N — M ®gr N uma aplicagao dada por (m,n)p = m & n. E facil verificar
que @ é uma funcao R-biaditiva.
Agora sejam G um grupo abeliano e f : M x N — G uma fungao R-biaditiva.
MxN —~ M@gN

s~

Como F é livre sobre M x N existe um tnico homomorfismo f': F' — G estendendo f.

Sendo f R-biaditiva temos S C Nucf’. Segue entao da Proposigao 3.7 que existe um

11



Nuc f’ F/S

A

\
7

S

t

—

/N

@

homomorfismo f : F/S — G tal que nf = f' onde 7 : F — F/S é a projecao natural.
Notemos que (m ® n)f = (m,n)f paratodom € M, n € N. Assim ¢of = f. Além disso,
f esta unicamente determinado por f jd que o conjunto de todos os elementos da forma

m@ngera M Qr N. g

Desse teorema concluimos que M ®r N é o grupo abeliano gerado por todos os

simbolos m ® n com m € M e n € N satisfazendo as relagoes

(m+m)@n = mn+m' @n
m@r+n) = mn+men

mr@n = me&rn

para todo m,m' € M,n,n" € N e r € R. Dai concluimos que se Ops,Opn sao identidades

de M e N respectivamente, entao O @ n = m & On é a identidade de M G N.

Proposigao 6.7. Se R é comutativo e M e N sao R-mddulos entao M @r N é um
R-médulo com (m @ n).r=m.r@n=m@n.r.

Demonstragao. Fixemos r € R. A aplicagdo f, : M x N - M @r N,(m,n) —» m &@n.r
é claramente R-biaditiva. Segue da definicdao de produto tensorial que existe um tnico
homomorfismo f, : M @ N — M ®g N tal que c,of = f, onde ¢ é a funcao definida no
Teorema 6.6. Observemos que (m ® )f = m @ n.r para todom € M,n € N. E facil

verificar que a aplicagao
MrNxR — MQ@grN
(m®@n,r) — (m®n).r:(m®n)ﬁ

12
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satisfaz os axiomas de mddulo a direita. Além disso, em M @z N vale
(mn)r=mnr=mrn=mr@n

paratodlome M,neNere R g4

Segue deste resultado que se M e N sio grupos abelianos finitamente gerados com
M ou N finito entdo M ®z N é finito.

Sejam M, N e G R-mdédulos onde R é um anel comutativo com identidade. Uma
fungdo f: M x N — G é dita R-bilinear se f é R-biaditiva e

(m,n)fr=(mr,n)f =(m,nr)f

paratodome M,ne Ner € R.

Se R é comutativo e M e N sdao K-médulos é facil verificar que a aplicagao
e:MXN —> M®gN, (m,n) » m@n é R-bilinear. Além disso, o R-médulo M @rN e o
resolvem o seguinte problema: Dados qualquer R-médulo G e qualquer fungao R-bilinear
f:M x N — G, existe um tnico R-homomorfismo f: M @z N — G tal que o seguinte

diagrama é comutativo

MxN —— M®iN

Proposigao 6.8. Se p e ¢ sdo numeros primos entre si entao Z, &z Z, é um grupo
trivial.

Demonstragdo. Isso segue do fato que

pa@b)=pa®@b=0@0b e
@a®@b)=a®@qgb=a®0

paratodoa € Z,ebe Z, g

13



Notemos que este resultado também vale se A e B sao Z-mddulos finitos com
mdc(|A|, |B]) = 1.

7. O Funtor Quadratico de Whitehead

Nesta secao definiremos o funtor quadratico de Whitehead I' e veremos algumas de

suas propriedades.

Definigao 7.1. Dado um grupo abeliano (aditivo) A,I'A é o grupo gerado por todos os

simbolos ya com a € A satisfazendo as relacgoes

Y(—a) = ~a; (7.1)
Ya+b+e)+ratab+yc = y(a+b)+7(b+¢)+y(c+a) (7.2)

para todos os elementos a,b,c € A.

Segue de (7.2) com a = b = ¢ = 0 que 70 é o elemento neutro de ' A. Assim fazendo
¢ = 0em (7.2) obtemos

vya+ b =~vb+ va

e portanto ' A é um grupo abeliano. Agora fazendo b = a e ¢ = —a em (7.2) e usando
(7.1) obtemos

¥(2a) = 47a (7.3)
Seja
W(a,b) = v(a + b) ~ ya — b (7.4)

Como A e I'A sao grupos abelianos segue que W(a,b) = W(b,a). Além disso,
Wia,a) = v(2a) — 2va = 2va (7.5)
E facil verificar que a relagao (7.2) ¢ equivalente a
Wi(a,b+ c) = W(a,b) + W(a,c) (7.6)

Mais geralmente, vale

n

I/V(iai,ibj) ZiW(a,‘,bj) (77)

=1 j:]

..
I

-
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para todon,m € IN* e q;,b; € A,1 <i<n,1<j<m

Proposigao 7.2. Paratodon € IN" e ay,...,a, € A temos

n

e+ +a.) =3 vai+ ) W(aa) (7.8)

=1 1<g
Demonstragdo. (por indugdo sobre n > 1). Sen = 1 a identidade (7.8) é trivial. Supo-

nhamos entdo n > 1 e que (7.8) é satisfeito para quaisquer r elementos de A com r < n.

Agora sejam ay,...,a, € A. Entao

n-1
y(ay + ...+ a,) = 'y(Za,» +a,)
=1

n-1 n—1
= 7(Zai)+7an+w(zanan) (por (7.4))
n n—1
= Z7ai+ Z W(aiaaj)+7an+w(zaisan)
=1 1<3<n =1
n n—1
= Z’yai + Z W(a;, a;) + ZW(ai,an) (por (7.7))
i=1 i<j<n =1
= Z7a,— + ZW(CI,‘, a_,-) m
i=1 i<j
Segue deste resultado e de (7.5) que
1
v(na) = nya + (—n—?)—qﬂf’(a,a) = n’ya (7.9)
Proposigao 7.3. Se A é um grupo abeliano livre de posto n e {a,,...,a,} é um conjunto

de geradores livres para A entao I'A é abeliano livre sobre o conjunto
{va;,W(a; , ;) |1 <i<n, 1<j<hk<n)
Demonstragdo. Seja G o grupo abeliano livre sobre
X={gi,g9x]1<1<n, 1 <1< <n}

Consideremos ¢ : G — I'A o homomorfismo estendendo a aplicagdo X — T'A, definida

por g; — ~a;,g;k — W(aj,ax). Vamos mostrar que G e I'A sao isomorfos construindo

15



uma inversa para ¢. Sendo A um grupo abeliano livre sobre {a;,...,a,} cada elemento
n
a € A tem uma unica expressao da forma a = Z:c,-a; comz;, € Z,1=1,...,n. Definimos

1=1

uma aplicagio 0 : {ya | a € A} — G pondo
(va)0 = > aigi + Y z;21g5k
=1 i<k

Obviamente (ya)0 = (y(—a))f para todo a € A. Agora sejam

n n n
a= Zmian b= Zyian c= Zz,»a,»
1=1 =1 =1
elementos de A. Uma vez que

(it yi+2z)? = (zi+wy) + 222+ 2z + 2
(zj+yi+z) ety +2) = (2, +y)(@e+un) + 2520 + Y526 + Thz; + Uiz

temos

(Y(a+ b+ )0+ (va)0+ (0)0 + (ve)8 = D_[(zi+yi)* + 225z + 2yiz + =g
=1
-+ Z[(.’L‘J + y]‘)(.’l‘k + yk) + T,z + Y;%% +
i<k

+  xkzj + Yrzilgik + ZI?Q‘
1=1

+ Zl‘jxkgjk + Zy?gz +

j<}€ =1
n
+ Zyjykgjk + 22391 + Zz]zkgjk
i<k i=1 j<k

n

= Z(Ii + yi)291 + Z(I] + y])(l‘k + yk)g]k

=1 i<k

+ }:(l‘i + 2,)g. + Z(‘TJ + 2;)(xk + zk) g5k
i=1 1<k

+ (i + 2% 4 D_(0 + 2) (e + 20) 0k
i=1 i<k

= (v(a+ )0+ (v(b+ )0 + (v(c+a))d

16



Logo 6 ¢ consistente com as relagdes (7.1) e (7.2). Segue entao do Teste de Substituigio

(Proposigao 3.8) que existe um homomorfismo ' : 'A — G estendendo . Obviamente

(va))0 =¢; i=1,...,n
(W(aj,ae))0' =g;x 1<j<k<n

Logo ¢0’' = Id. Agora de (7.8) e (7.9)

’7(4_\__:%0,') = zn:7($iai)+zw($jaj»$kaj):

1=1 i<k
= Z.’L‘?’)’a,‘ + ijmku/(aj, ak)
<k

e assim vemos que §'¢ = Id. Portanto, I'A e G sao isomorfos. g

Deste resultado concluimos que se A é um grupo abeliano livre de posto n entao
['A é abeliano livre de posto n(n + 1)/2. Observamos que a proposigao anterior ainda
continua valida para A um grupo abeliano de posto infinito e a demonstracao deste fato
segue exatamente os passos da do caso finito.

Seja f : A —» B um homomorfismo de grupos abelianos. Sejam X o conjunto de todos
os simbolos ya com a € A, F o grupo livre sobre X e R o conjunto de todas as relagoes
do tipo (7.1) e (7.2). Consideremos 3 : F — I'B o (inico) homomorfismo estendendo a
correspondéncia ya +— v(af). Como < R >FC Nucr,onde v : F — F/ < R >F éa

projecao natural, segue da Proposicao 3.7

Nuc 8 TA=F/ < R>F
R - / :
7
F L f
i
/ ;
i
; ol v
< R>F I'B

que existe um homomorfismo f : A — I'B tal que (7a)f = ~(af) para todo a € A.

Dizemos que fé o homomorfismo induzido por f. Segue de (7.4) que
(W(a,0))f = W(af,bf)

17



para todo a,b € A. E ébvio que se f é sobrejetora entdo f é sobrejetora. Também, A = B
e f = Id, implica f = Idrs. Além disso, se g : B — C é um homomorfismo de grupos
abelianos e § : I'B — I'C o homomorfismo induzido por g é claro que o homomorfismo
fg : TA — T'C é induzido por fg : A — (C. Assim, segue que se f : A — B é um
isomorfismo entdo f: '4 — I'B também é.

Sejam f : TA — I'B o homomorfismo induzido por f : A — B,{a;} C A um

conjunto gerador de A e {ry} C Nucf um conjunto que gera Nucf. Entao

(Y )f =0 e (W(a,r))f =W((ai)f,(r2)f) =0

Lema 7.4. Seja I'g o subgrupo de I'A gerado pelos elementos

(ra) , Wiai,ry) (7.10)

para todos os valores de A,:. Entao para todoa € Aer € Nucf

v(a+r1)—7(a) €T (7.11)

Demonstragio. Se r =7y, + ... + 1), temos de (7.8) que
y(r) = 227(r,) + W (raama,)
k<t

Cada elemento ry, é uma soma de geradores no conjunto {a,}. Segue entao de (7.7) que
cada W (r,,,r»,) € uma soma de elementos da forma W (a;,r,,) e portanto que ¥(r) € T'o.

Se a = a;, + ...+ a;, entdo por (7.7)

Wi(a,r) =33 Wla,,r\) €To
r 4

Assim, de (7.4)
ya+r)—va=W(a,r)+v(r)€Tlo. »

Teorema 7.5. Se f : A — B é um epimorfismo entao Nucf é gerado pelos elementos
(7.10).

Demonstragio. Seja I' = TA/Ty e seja @ € I'* a classe lateral de a € T'A. Como
I'y C Nucf segue da Proposigao 3.7 que f induz um homomorfismo f*: " — I'B

18



Nuc f FA/FO

I~
7

l
!
i
A
!
J |
\ ¢
o
dado por
(Fa)f* = (va)f = 1(af) (7.12)
oo Nucf : C
E facil ver que Nue(f*) = T Assim basta provarmos que f* é injetora. Como
0

Imf = B, para cada b € B existe (b)u € A tal que (bu)f = b. Temos entao para todo
a € A que ((af)u—a)f =0. Escrevendo (a)v = (af)u — a € Nucf obtemos

(efju=a+(a)p  (ac€ A

Portanto de (7.11) segue que

1((af)u) = v(a + (a)v) = 7a (7.13)

para todo a € A. Analogamente

Y((by 4+ - F+ b )u) = v ((b1)u + ...+ (ba)u) (7.15)
para todo b,by,...,b, € B. Seja g:{vb| b€ B} — I'" uma funcao dada por
(vb)g = ~(bu) (7.16)

Segue de (7.14), (7.15) e Proposicio 3.8 que g se estende a um homomorfismo
g :I'B — I'". Temos de (7.12), (7.16) e (7.13) que

@) f*g' = (v(af))g = v((af)u) = 7a

19



Logo f*¢' = Idr., donde f* € injetora. g

Teorema 7.6. Seja B um grupo abeliano com apresentacio < {a;} | {rr} >. Entao I'B
tem a apresentacdo < X | Y UZ > onde

X = {7(a)}U{W(a;,a;), j <k}
Y = {[x,y]|x,y€X,$#y}
Z = {y(r\)} U{W(air)}

Demonstragdo. Sejam A o grupo abeliano livre sobre {a;} e f:TA = I'B o homo-
morfismo induzido pela projegido natural f : A — B. Segue da Proposigao 7.3 que I'd
tem apresentacio < X | Y >. Do Teorema 7.5 temos Nucf =< Z >C TI'A. Logo
r %—Zl—}-;—z ~< X |YUZ >. Também é obvio que o monomorfismo f~: I — I'B
dado por (7.12) é também sobrejetor. Daitemos 'B =< X | Y UZ > .

R

Este resultado é importante pois fornece uma apresentagao para I' B a partir de uma
conhecida para B. Assim podemos ter uma apresentagdo mais “enxuta” para I' B do que
aquela implicita na sua definigdo. Além disso, garante que se B é um grupo abeliano
finitamente apresentado entao I'B também é.

Do Teorema 7.6 e das identidades (7.9) e (7.7) temos o seguinte resultado.

Z,, se n éimpar
Z,yn, se mn é par

Corolario 7.7. ©TZ, = {

Proposigao 7.8. Sejam A e B grupos abelianos. Entao
MA@ B)ZTA&TI'B& (AQz B)
Demonstra¢ao. Consideremos a correspondéncia
Y(a+b)—vya+yb+a@b

onde ya € TA,vb € TB e v'(a +b) € T'(A® B) significa o mesmo que ya na Definigao 7.1.
E facil ver que esta correspondéncia é consistente com todas as relagdes definidoras para

['(A® B) e portanto se estende a um homomorfismo f: ['(A® B) — FrAaTrB&(ACz B).
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Agora de (7.7) segue que um homomorfismo ¢ : TA@GTB® A®z B — I'(A @ B) esta

definido pelas correspondéncias
Ya +— 'yla
vb — ~'b

a®b —~ Wia,b)

onde a € A,b € B. Claramente fg =Ide gf = Id. Logo f é um isomorfismo. g

Corolario 7.9. Sejam A;, ..., A, grupos abelianos. Entao

I'A1®...0A4,) = TAG...0TA, 0 (AIRZz A)G[(A1B A) Gz Al & ... &
& [(Al@®An—l)®Z An]

Corolario 7.10. Se A é um grupo abeliano finito entdo I'A também é.

Demonstragao. O grupo A, sendo abeliano finito, pode ser decomposto em uma soma
direta de grupos ciclicos finitos A = A, & ... @ A,.. A finitude de I'A segue dos Corolarios
7.9, 7.7 e do fato que o produto tensorial de Z-moddulos finitos é finito. g



CAPITULO II

O Produto Tensorial Nao Abeliano de Grupos

8. Definicao e Resultados Preliminares

Uma agao de um grupo G sobre um grupo H é um homomorfismo 8 : G — Aut(H).
Escrevemos (h)g@ como h?, representando assim uma acgao a direita de H. Se 8 é o
homomorfismo trivial entdo dizemos que G age trivialmente sobre H ou que H é G-trivial.

Sejam G e H dois grupos munidos com uma agio de G sobre H e de H sobre G.
Suponhamos que cada um desses grupos atue sobre si mesmo por conjugagao, i.e., para
g, €Geh,ye H g°=z2"1gx e h¥ =y 'hy. Dessa forma temos uma agao do produto
livre G * H sobre G e H. Vamos dizer que as agdes de G sobre H e de H sobre G sao
compativeis se: para todo ¢g,g1 € G,h,hy € H

gh) = g R = (g1 )Y (8.1)
R = phiohy o ((BRT)9)m (8.2)

Se G e H atuam um sobre o outro compativelmente, o produto tensorial (nao abeli-
ano) de G e H, como introduzido por R. Brown e J.L. Loday em [4,5] é definido como o

grupo gerado por todos os simbolos g ® h,g € G, h € H satisfazendo as relagoes

991 @ h = (g @ h") (g1 ©h)
g@hhy=(9® hl)(ghl & hhl)

—_— _—
o0 o0
NARPEEN

para todo g,g1 € G e h,hy € H. Tal grupo é denotado por G ¢ H.

Notemos que as relagdes (8.3) e (8.4) tém a forma das identidades de comutadores
quando g ® h é substituido por [a,b] e as acdes por conjugagao.

Uma vez que a acao por conjugacao de um grupo G sobre si mesmo satisfaz (8.1) e

(8.2), o quadrado tensorial nao abeliano G @ G de um grupo G pode sempre ser definido.

Observacao: Fazendo g; = e em (8.3) e h; = e em (8.4) vemos que g ® e = ¢ ® h, onde
g€ Gehe€ H,éoelemento neutrode G @ H.
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Exemplo: Sejam G =< a |a® > e H =< b| b >. Suponhamos que H age trivialmente
sobre G e que G age sobre H por A% = h™'h € H,g € G. Obviamente essas acdes
sao compativeis. Da definicio de G @ H e da observagao anterior G ® H é gerado por
{a ®b,a ® b*}. Mas, por (8.4)

a@b=(a@b)(a® QW) =(a®b)(a®@b) = (a®b)?
Logo G® H =< a ® b >. Também temos
e@b=a’®b=(a"®@b)(a®@b) = (a®)(a®b) = (a ®b)°.

E facil verificar que a aplicagdo G @ H — Z3,a @ b 1 é um isomorfismo. g

Definigao 8.1. Seja L um grupo. Uma fungio ¢ : GxH — L é chamada uma biderivacdo
se para todo g,g; € Ge h,h; € H

(991, h)¢ = (g%, k%1 )¢ - (g1, h)¢
(ga hhl)qs = (gah1)¢ : (gh] ’ hh] )¢

Claramente uma biderivacao ¢ : G x H — L determina um unico homomorfismo
¢*:G®H — L tal que (¢ ® h)¢* = (g, h)¢ (Proposigio 3.8).

A seguir veremos alguns resultados obtidos por R. Brown e J. L. Loday [5].

Proposigao 8.2. Os grupos G e H atuam sobre G ® H de modo que
(@R =g{ @K, (9@ h)"=g" @K

para todo ¢,¢1 € G,h,h; € H. Conseqiientemente temos uma agao de G x H sobre G & H
dada por

(g®h)P:gP®hP
ondege G,he Hepe G+ H.
Demonstragao. Para cada g € G consideremos a funcéo ¢, : G x H — G @ H tal que

(g1,h)¢ = ¢ @ h9 com ¢g; € G, h € H. Afirmamos que ¢, € uma biderivagao, Vg € G. De
fato, se g € GG entao para todo g;,9, € G e h,h; € H temos
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(1 ® hh1)g, = g ® (hhy)*

= g1 ® h*h]
= (¢! ® h)[(¢)M ® (h9)M] (por (8.4))
= (¢! ®h)[(g])* M? @ hT7RIRS) (por (8.1))

(
= (o7 @ k)91 ® h™9)
(91, 1) @g (g5 @ h™) e,
e similarmente
(9192,h)¢g = (97, h%2)bg(g2, h)dg

Logo ¢, é uma biderivacdo e assim determina um tnico homomorfismo de grupos
a; : G®H — G®H tal que (g: ® h)a, = (g7 ® h9) para todo ¢, € G,h € H. E
claro que a, € um automorfismo de G® H uma vez que aya,-1 = 10, = Idggy. Como

obviamente

a:G —- AutGQH
g — ag

é um homomorfismo de grupos, temos uma agao de G sobre G & H tal que

(91 ® h)* = g7 @ h°.

O outro caso é provado de forma anédloga. g

Proposigao 8.3. Suponhamos que a : G — A, : H — B sejam homomorfismos de
grupos, A, B atuem compativelmente um sobre o outro e que a e 3 preservem as agoes,

no seguinte sentido:
(h%)8 = (hB)* . (¢")a = (ga)*’

para todo g € G,h € H. Entao existe um unico homomorfismo
a@®@B:GRH - AQB

tal que (¢ @ h)(a ® B) = ga ® hf para todo g € G,h € H. Além disso, se a e 3 sao

sobrejetoras entao a ® [ também é.
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Demonstragao. Consideremos a fungido ¢ : G x H — A® B dada por (g,h)¢ = ga @ hB.
Para todo ¢1,9. € G e h € H temos

(9192, h)¢ = (q192)a @ RP
(9:1)a(g2)a ® A8
= ((91)a"%)* ® (h8)")((92)a ® hB) (por (8.3))
((97)a ® (h%2)B)((92)a ® h)
(g1

1, h%)g(g2, h)¢

e similarmente, (g,h1h2)¢ = (g, h2)d(g",h¥2)é, Vg € G, Vhy,hy € H. Logo ¢ é uma
biderivacao e assim determina um tnico homomorfismo a @ 8: G ® H — A ® B tal que
(g@h)(a®pP)=ga@hB,Vg€ G,Vh€ H.

Se a e (B sdo sobrejetoras entdo dados a € Aeb € B existemg € G e h € H tais
que ga = aehf =b. Dai (¢ ®h)(a®B) = a® b provando que a @ 3 é sobrejetora

também. g
Proposigao 8.4. Existe um unico isomorfismo
v:G®H->H®G (8.5)

tal que (g ®@ h)v = (h ® g)~! para todo g € G,h € H.

Demonstragdo. E facil ver que a funcio ¢ : Gx H — A®G dada por (¢g,h)¢ = (h@g)™" é
uma biderivacio e portanto determina um inico homomorfismo do tipo (8.5). Da mesma
forma existe um homomorfismo u : H ® G — G ® H tal que (h @ g)u = (g & h)7!
para todo h € H,g € G. Obviamente puv = Idygs € vu = ldggn € portanto v é um

isomorfismo. g

Proposicao 8.5. Para todo g,¢g1 € G e h,hy € H temos
(a) (7' @R = (g0 k) =(g@rT)Y
(b) (9@ h) g ®h)(g®h)= (g1 @)™ = (91 @ by )7 '¢" = (g1 @ hy)*™™"
(€) (67" @hi=(9@h) (g @A)

(d) g1 @h9h=(g®h)™ " (9®h);



() [9®h,g®h]=9g""¢g"®@hT"hi.

Demonstragao. (a) Segue do fato que

e@h=g""g@h=(g"'® ) (g®h)

g@e=g@hTh=(g@h)(g@r")
paratodoge Ge h € H.

(b) Sejam u,v € G,z,y € H. Expandindo uv ® zy primeiro por (8.3) e depois por (8.4)
temos

w@zry=(u®y)(u®z)"(v@y)(v®z).
Agora, desenvolvendo uv ® zy por (8.4) e depois por (8.3) obtemos

wRzy=(uyY) ' vRy)(uRz)¥(vez).

Segue dessas duas ultimas identidades que

(u@z)"(v®y) = (vOY)(udz)™. (8.6)
Fazendo u = gf—lh_l,v =g,z = gf-]h_l ey = h em (8.6) obtemos

—1p-1

(1@ h)g@h)=(g@h) (gl " @h{ ")

le.,
(99 h)-l(g1 ShNg@h)=(1® hl)g—lh—lgh
Agora por (8.2)

(g1 ® h)o 7" H 0k = g TR g TR 7 g T = (g @ by )T
Similarmente (g; ® k1) *7'9" = (g; @ hy)""**. Logo

(GRR) N ®h)(g®R) = (g1 ®h1)* "7 = (qu @ b)) = (g @ h1)* "
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(€) (57'¢") @k = (67" g@h™)"
= (g ) ®h" ') (g @ hhyh7)h (por (8.3))
= (7' @) Mg @ A9 @ hh) (por (8.4))
= (9® )[""](9®h) g@m)g®hR)"  (por (a))
= (g®h) (g ®h)M (por (b))

(d) é provado de modo anélogo a (c)

(e) [9@~ha®h] = (@A) Ha ®h) g h) (g1 ® hy)

(9@ R)Hg@h)M M (por (b))
(97¢") @ k™9 by

Definigao 8.6. Um mddulo cruzado é um homomorfismo de grupos g : M — P junto

com uma acao de P sobre M satisfazendo as seguintes condigoes

(MC1) (mP)u = p'(mup, p€ Pme M
(MC?2) (ml)(m)“ = m'mm, mmeM

Proposigao 8.7. (a) Existem homomorfismos de grupos A : G H — G, X : GoH — H
tais que (g ® h)A = g7 1g", (¢ ® )N = h™9h;
(b) Os homomorfismos A, X' com as agdes dadas na Proposigao 8.2 sdéo médulos cruzados;

(c)Sege G,h € Hit € G® H entao

tA@h = t't"
gRIN = 179%;
(d) tA® ;A = [t,t;] para todo 1,1, € G ® H;
(e) As agoes de G sobre Nuc)’ e de H sobre NucA sao triviais.

Demonstracio. (a) Seja o : G x H — G tal que (g,h)a = g~'¢". Para todo g,9; € G e
h,hy € H temos

(991, k) = (991) " (gg1)" = (¢°) "M (g™ g7 gt = (9% ) (™) 97 gh = (9%, k¥ )a(gr, h)o

Analogamente

(ga hhl)a = (ga hl)a(gh] ’ hhl )a'
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Assim « determina um homomorfismo A : G ® H — G tal que (g @ h)A = g7 '¢", g € G,

h € H. O outro caso é analogo.

(b) Como A é um homomorfismo de grupos é suficiente provarmos que A satisfaz (MC1)
e (MC?2) para todos os geradores de G ® H. Sejam entao t; =g, @ hc G@ HegeG.
Temos por (8.1)

(#)A = (¢f @ k)X = (¢]) (¢ = 97991 = (97'9%)" = g7 (t)Ag

Logo A satisfaz (MC1). A condigao (M C2) segue direto da Proposicao 8.5 (b). De modo

analogo provamos que A é um moédulo cruzado.
(c) e (d) séo conseqiiéncias imediatas da Proposicao 8.5.

(e) Set € Nuch e g € G entdo por (¢) eggy = g @tN =t79, ie,t? =t. Logo Nuc)' é
G-trivial. Analogamente, NucA é H-trivial. g

Veremos a seguir que se G e H sao grupos, cada um atuando trivialmente sobre o

outro entdo G ® H é o produto tensorial (usual) dos grupos abelianizados.

Proposigao 8.8. Se (G atua trivialmente sobre H e H atua trivialmente sobre GG entao
G@chab@)z Hab

Demonstragao. Observemos que pela Proposicao 8.5 (e) G @ H é um grupo abeliano.

Além disso, sendo H G-trivial
(g@MN =hh=h"'h=e¢, Vge G, YVhe H

e como A é um homomorfismo temos Nuc()) = G @ H. Conseqiientemente G age
trivialmente sobre G @ H (Proposicao 8.7 (€)). Da mesma forma a agao de H sobre

G ® H é trivial. Definimos

0:G*x H* — G®H

(g,h) — g@h
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ondeg=G'geh=Hh. Seg,x € Geh,y€ Hsao tais que g =T e h = J entao existem
c € G'ed € H' de tal forma que g = cr e h = dy. Dai

g®h=cx@dy=(c@d)(z@d)(c@y)(z®y) (8.7)

Agora, é facil verificar que

[glag2] ® h] =0 & [hl,hg] =€

para todo ¢1,9. € G e hy,hy € H e conseqlientemente que c®d =z Qd =c®y = e.
Assim, de (8.7), g® h =z ®y. Logo 6 é uma fungao bem definida e como as agoes de G
e H sobre G ® H sao triviais temos que § é uma funcado Z-bilinear. Agora sejam A um
Z-médulo e f 1 G* x H** — A uma funcio Z-bilinear. E facil verificar que a funcao
f:G®H — A definida por (g ® h)f = (g,h)f é um Z-homomorfismo estendendo f.
Assim, pela unicidade de produto tensorial de médulos temos G @ H = G ©z H®.

9. O Quadrado Tensorial Nao Abeliano de um Grupo

Aqui vamos nos restringir ao quadrado tensorial nao abeliano de grupos. Os resul-
tados apresentados nesta secao sio de R. Brown, D.L. Johnson e E.F. Robertson [3].

Consideremos um grupo G atuando sobre si mesmo por conjugagao. Claramente
a fungio comutador G x G — G,(g,h) — g, k] induz um homomorfismo de grupos
k:G®G — G tal que (¢ ® h)k = [g,h] para todo g,h € G. Escrevemos J,(G) para

Nuck. O resultado seguinte é uma consequéncia imediata da Proposigao 8.7.

Proposigao 9.1. (a) J2(G) é um subgrupo central de G © G
(b) G age trivialmente sobre J,(G).

Lema 9.2. Paratodo g € G,c € G’
gReg=9g®g, gc®@ge=9g0g.
Demonstra¢do. Primeiro observemos que todo elemento de G’ é um produto finito de

comutadores. Se ¢ € G e ¢ é um comutador simples, digamos, ¢ = [z,y] entao por (8.3),
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(8.4) e Proposigoes 9.1 e 8.5, temos

[2.4l9®[z,4lg = ([z,4]®9)([z,9]) @ [2,4])" (9 © ¢)(g © [2,y))*
= (g®g)([z,y] @ g)(g ®[z,y)))
= (409)(z®y) 20y (e®y) 7 (z @y
= 9g®g
Em geral, se ¢ ¢ um produto de comutadores, digamos, ¢ = [z;,11] ... [, y.] entdo por

inducao obtemos

cg®cg = [z, y1) . [T, yn]g @ (21, 11]. - [Th, Ym0 =9 R g

De modo analogo, gc® gc=9g®g g

Proposigao 9.3. Seguindo a notagao de 7.1, existe um homomorfismo bem definido
v :T(G*) -GG

tal que (yg9)y = ¢ ® ¢ onde g denota a classe lateral de ¢ médulo G'.
Demonstragao. Seja ¢ : X — G ® G dada por (7g)p = ¢ @ g onde X = {~g;9 € G}.
Notemos que se g1,g; € G sao tais que §; = g, entdo g; = cg, para algum ¢ € G'. Dal,

pelo Lema anterior

(191)p =91 @91 =¢c2© ¢cg2 = g2 @ g2 = (Vo)

Logo ¢ esta bem definida. Resta verificarmos que ¢ € consistente com as relacoes defi-
nidoras (7.1) e (7.2) de I'(G*®). Pelas Proposigdes 9.1 e 8.5 (a) temos para todo g € G

que

(Vg Ne=9"®yg

-1

= ('@ =@ ) =(9g09) =9@g=(Tq)y

e portanto ¢ é consistente com a relacao (7.1). Além disso, para todo a,b,c € G

(v(abe))p(v@)p(1b)p(ve)p = (abc® abc)(a® a)(b® b)(c®¢)
= (ab® c¢)°(ab® ab)(c ® be)(c® a)*(a & a)
(b®b)(c®c) (por (8.3) e (8.4))
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= (a®c)*(b®c)(ab® ab)(c® c)(c @ b)°
(c®a)*(e®a)(b®b)(c®c)

= (ab®ab)(a®c)(b®c)(b®b)] (c@c)
(c@b)(c@a)(a®a)(c®c)

= (ab® ab)(a ® c)*(be ® be)(c® a)*(a @ a)
(c®c) (por (8.3) e (8.4))

= (ab® ab)(be® be)[(a® ¢)(a ® a) (¢ @ c)(c ® a))*

= (ab® ab)(bc® bc)(ac® ac)

= (yab)p(vbe)p(yac)y

Logo, ¢ é consistente também com a relacao (7.2) e portanto existe um homomorfismo

¢ :T(G**) = G ®G estendendo . g

E ébvio que Imyp C J2(G) e como Jo(G) é um subgrupo central de G @ G temos que Imy
é normal em G ® G. Assim podemos pensar no grupo quociente G @ G/Imy. Chamamos
este grupo de quadrado exterior de G e o denotamos por G A G. Como Imy C Jo(G),
pela Proposi¢ao 3.7, existe um homomorfismo &' : G A G — G’ tal que pk' = k onde
p:G®G - G®G/Imyp =GAG éa projecao natural. Os resultados de [14] mostram
que o nucleo de k' é isomorfo ao multiplicador de Schur M(G).

Sejam i : Jo(G) — GQG ainclusio e 8 = ipa~! onde a é o isomorfismo de M(G) so-
bre Nuc(k'). Entdo temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas e extensoes

centrais como colunas

1 1
! !
NG Y J(G) 2 MG) — 1
=1 il la (1)
rGe) % 66 % GAG — 1
k| L&
¢ = G
l |
1 1
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Segue deste diagrama o seguinte resultado:

Proposicao 9.4. Se G é um grupo finito (p-grupo finito, p primo) entdo G ® G também
é finito (p-grupo finito).

Demonstragdo. Se G é um grupo finito entio M(G) e I'(G®*) também sao. Segue entio da
primeira linha do diagrama (I) que J,(G) é finito e como G’ também é finito, concluimos
da penultima coluna de (I) que G®G é um grupo finito. Similarmente, se G' é um p-grupo
finito entao G ® G também é. 4

Na secao 11 veremos que esse resultado vale também para o caso mais geral, ou seja,

se G e H sao grupos (ou p-grupos) finitos entdo G ® H também é. Agora vejamos como

fica o quadrado tensorial nao abeliano de um grupo livre.

Proposigao 9.5. Se G é um grupo livre entio G ® G ¢é isomorfo ao produto direto
G’ x T(G*).

Demonstragdo. Primeiro notemos que pela Proposigao 8.3 existe um epimorfismo
$: GG — G ® G tal que g, ® g2 — G, ®J,, onde § = G'g. Seja p = vo.
Sendo G um grupo livre, G® e G* @z G* sio abelianos livres. Se {g;} € uma base para
G® entio Y = {g; ® §J—,(§k ®G)G, ®7) | < j,k < €} é uma base para G** @ G,
Agora

(19.)p =39, 09, €Y e (W(@,G))r=(9, 00 @9, €Y

para todo 7, j, k com j < k. Vemos entao que ¢ é um monomorfismo e conseqientemente
que v é injetora. Logo Imiy = ['(G°®). Sendo G’ livre também temos que a pentltima
coluna do diagrama (I) “splits”. De fato, seja X uma base livre para G'. Como
k:G®G — G é sobrejetora, para cada z € X existe g, € G @ G tal que (g,)k = .
Definimos uma funcéo 6 : X — G ® G pondo 28 = g¢,. Sendo G’ livre sobre X, 0 se

estende a um homomorfismo 6 : G' — G ® G. E claro que &'k = Idg. Logo a extensio
1 - Jo(G) 2> G®G L G > 1

“splits”. Assim, pela Proposigao 4.4, J,(G) = Nuck tem complemento (" em G & G e
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como J3(G) < Z(G® G),C é normal em G ® G. Daij
GGG x Nuck=G' x Imy =G xI'(G*) »

Notemos que se G ¢ livre de posto finito n > 2 entao G’ é livre de posto infinito

enumeravel e ['(G®) é abeliano livre de posto n(n 4+ 1)/2 (Proposicao 7.3). Se G é livre
de posto 1 entao GR G = Z.

Proposigao 9.6. Se G é um grupo no qual G’ tem complemento ciclico C entao G @ G
é isomorfo ao produto direto (G A G) x C.

Demonstragdo. Seja C =< r >. A projecio natural G — G°® leva C isomorficamente
a G®. Com efeito, se ¢;,c; € C sio tais que G'c; = G'c; entdo ¢ ¢;' = g para algum
g € G'. Logo devemos ter ¢; = ¢, pois caso contrario C NG = {e} contrariando o fato
de C ser complemento de G'. E 6bvio que a projecio G — G leva C sobre G, ja que

G = G'C. Assim podemos escrever C = G°®. A seqiiéncia exata
NC)-LHGeG 2 GAG — 1
mostra que Nucp = Imy é gerado por @ x. Temos entdo que a fungao canénica
E:GRG-CRC=EC

leva Nucp sobre C @ C. Além disso, a restricao de £ a Nucp, € |Nycpy, € um isomorfismo.
De fato, se C =< z > é infinito entdo Nucp =< 2 @ z > também é. Além disso.
e Nucp sao grupos livres de posto 1 e portanto isomorfos. Se C' é um grupo finito e n
é a ordem de z entdo z ® z tem ordem no maximo n ja que (r @ )" = x @ 1". Logo
| Nucp| < |C®C| = | Clecomo |, ¢€sobrejetora temos Nucp = ("¢ ("= (.

Assim ¢ |,,., € um isomorfismo e portanto existe uma retragao
a = é(é lNucp)—l : G @ G - /Vucpe
cujo nicleo é Nucf. Mas Nucf = G A G e entao

G®G=Nucax Nucp Z(GAG)xC g
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10. Propriedades

Nesta segao veremos algumas propriedades de produtos tensoriais nao abelianos de
grupos. Os dois primeiros resultados serao titeis na prova da finitude do produto tensorial

de grupos finitos sendo o primeiro deles de G.J. Ellis 7] e o segundo de D. Guin [6].

Proposigao 10.1. Sejam duas extensoes centrais

1ML G2 451
1—-—)N£~+H——ﬁ—>B—>l

tais que G' e H sao grupos cada um atuando compativelmente sobre o outro, A e B
também, a, f sao homomorfismos que preservam as agoes com Nuca, Nucf? atuando tri-

vialmente sobre H, G respectivamente. Entdo existe uma seqiéncia exata
GON)x(MRH) - GoH ™ AeB— 1

na qual ImB é central em G @ H.

Demonstragao. Pela Proposicao 8.3, a e 8 induzem o epimorfismo

a®@B:GH —» A®B
g@h — ga@hp

A partir das agdes de G sobre H e de H sobre G definimos agoes de G sobre N e de N

sobre G da seguinte forma: N age sobre G por
g i=¢g" =g, gEGnEN (10.1)
e como (niz)’ € Nucf8 = Imi, para todon € N e g € (G, G age sobre N por
n? := ((niz)?)i; " (10.2)

onde i;' é o homomorfismo inverso de i, : N — Imz,. E facil verificar que (10.1) e (10.2)
sao agoes. Para todo g,g; € G e n,n; € N temos
(n9)i2 ((ni2)9)is ez 97! (niz)g g~ ng

=g =g = g =g
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n . n

ni = ((maa) )izt = ((mia)™? )izt = ((maig) ™7 oM))iz! =
= ((na2) (7 )izl (n))iz " = (7 )ia)33")" = i "
Logo as agdes (10.1) e (10.2) sdo compativeis e assim podemos pensar no produto tensorial
(ndo abeliano) G ® N. Da mesma forma M ® H esta definido. Agora definimos
g: X — GoH
(g®n,e) — gRni,
(e,m®hb) — miu; @b

onde X = {(¢ ® n,e),(e,mQh);g € G,;n € Nym € M,h € H}. Queremos mostrar que
existe um homomorfismo 8 : (G ® N) x (M ® H) — G @ H estendendo 6. Para isso

devemos provar que 6 é consistente com as seguintes relacoes:
() (9®n.e)(e;m®h)=(e,;m®h)(g@ne)
(ii) (919 ®n,€) = (g ®n%e)(g @ n,e)
(iii) (g ® min,e) = (¢ @ n, e)(g" @ n7,e)
(iv) (e,,mum @ k) = (e,mT* @ h™)(e,m @ h)
(v) (e,m ® hik) = (e,m @ h)(e,m" @ h}).
para todo ¢,¢;, € G,n,ny € Nym,my € M, h,h; € H.

(1) Pela Proposicdo 8.5 (b) e hipétese
(g@n,e)le,m@h)0 = (g @ niz)(mi, @ h)
(mis @ h)(g & ig) ™)
= (mu @ h)(g & niy)
(e,m @ h)8(g @ n,e)b

(ii) Por (8.3) e (10.2) temos
(19@n,€e)0 = g1g @ niy = (9] ® (niz)*)(g @ niz)

(91 ® (n?)i2)(g ® nia)
= (g7 ®@n’,e)f(g @n,e)f
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(iii), (iv) e (iv) sdo andlogos. Agora mostraremos que Imf = Nuc(e ® 8). Notemos
que paratodoge G,ne NmeMehe H

(g®n,m@h)a@fP)=c¢

e consequentemente Imf < Nuc(a ® B). Além disso, como Imi; = Nucf atua trivial-

mente sobre G temos para todo ¢g,¢; € G,h; € Hne€ N

(G1®h)(g®n,e)f = (9 ®h)(g@niz) = (9@ niz)(g: ® i) ™

= (§@ni)(g1 ® k) = (g ®n,e)f(g. @ hy)
e similarmente
(91 ® h1)(e;m @ h)E = (e,m ® h)0(g1 @ by)
para todo g; € G,h,hy € H,m € M. Conseqlientemente Imf é central em G @ H e, em
particular, normal em G ® H. Assim, basta mostrarmos que a fungao induzida

p:(G@H)/]mé—»A@B

€ um isomorfismo e isso € feito construindo um homomorfismo inverso para u. Para cada
a € A,b € B escolhamos a' € G, ¥ € H tais que (a')a = a e (b')3 = b. Definamos
V:AxB — (G@H)/Iml
(10.3)
(a,b) — (d©b)r

onde 7 : G® H — G & H/Im é a projecao natural. Devemos mostrar que (10.3)
independe da escolha de a’ e b'. Sejam entdo g € G,h € H tais que ga = (d')a = a e
hB3 = (b')8 = b. Como a’g™! € Nuca,b’h™' € Nucf existem z € Nuca,y € Nucd tais

que a’ = xg,b = yh e entao

(@)t =(zg@yh)r = ((z@h)*(z@y)"*(g € k) (g @ y)")7

Uma vez que (z"9)a = (za)"® = ¢, ie., 2" € Nuca = Imi; e como z¢ = z € Im1,
e y* € Imi, segue que (a’ @ ¥')r = (¢ ® h)7. Logo v’ é uma funcdo bem definida. Agora

sejam a,a; € A,b,b; € B. Como a, f preservam as agoes,
(a§,6%)/(a, )" = (((a)* @ ()*)(d' ® ¥))7m = (a1d’ © )7 = (aza, b)v"
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Analogamente
(a,b)v'(a®,83)v" = (a, b;b)v’

Logo v’ é uma biderivagao. O homomorfismo v : A® B — (G ® H)/Imf claramente

satisfaz vy = Idygp. Além disso, se g € G, h € H entao

(Imb(g ® h))uv = (ga @ hB)v = (g ® h)r = (Imb)(g @ h)

e portanto u € um isomorfismo. g

Em particular, dada uma extensao central
1AM K261
existe uma sequéncia exata
(AQK)x (KQA) S K@K 6eG6 —1

na qual Im: é central.

Sejam G um grupo e ZG o anel de grupo de G sobre Z. Um elemento tipico de ZG

tem a forma Z:cgg onde os z, € Z e apenas um numero finito deles é diferente de zero.
9€G
Consideremos o seguinte homomorfismo de anéis, chamado de aplicacao de aumento

e ZG - Z
Z?ng = Z‘Tg
g€G g€G

O nicleo deste homomorfismo é dito o ideal de aumento de G e é denotado por I(().
E facil vermos que I(G) é gerado como Z-médulo pelo conjunto {g — ;g € G\ {c}}.
Também I(G) (como ideal de ZG) é um ZG-mddulo.

Se A é um grupo abeliano com uma acao de G, facamos r = " 1,9 € ZG operar

sobre um elemento a € A por
a.z Ty9 = Z:rgag
9€G 9€G
Facilmente se verifica que para todo a,b€ Aer,s € ZG

(a+b)r=ar+br a(r+s)=ar+as, a(rs)=(ar)s, ae=a
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de modo que A é um ZG-mddulo & direita.

Proposigao 10.2. Sejam A e G dois grupos com A abeliano e G' A-trivial. Entao
ARG = AQzc I(G)

Demonstragao. Vamos denotar o elemento a @ (9 —e) € AQzc I(G) por a @ (g9 —¢€) a
fim de evitarmos confusdo. Em A ® G consideraremos A um grupo multiplicativo e em

A ®zc 1(G) aditivo. Sendo G A-trivial temos pela Proposigao 8.7 (b) que A ® G é um
grupo abeliano. Definamos

¢: ARG — AQzs I{(G)
a®g — a® (9-—¢€)

Devemos verificar que ¢ € consistente com as relagoes definidoras de A @ . Sejam a € A

€ g1, 492 € G. Entao

(a®@qg)p = a® (9192 —¢)
= a® (g1~ €)g2 + (g2 — €]
= a® g(91—€)? +a® (92— ¢)
= a.g@ (1 —€e)*+a®@ (92— ¢€)
= a”® (gf —€)+a@ (92~ €)
= (@9 )p+(a®g)y

Também se a,b€ Aeg€ G
(ab®g)p=(a+b)& (g—e)=a® (g-€)+ba (g—¢)= (T g')p+(bTyg)s
uma vez que A é abeliano e G é A-trivial. Logo ¢ é um homomorfismo. A inversa deve
ser
¢ ARzcI(G) —» ARG
a® Exgg — H(a @g)e

9€G g€G

Vamos mostrar que ¢’ é consistente com as seguintes relagoes:
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() (a+b
)Qu=aQu+bQu, Va,be A, V
o , , Yu € I(G)
+ =
( (u+v)=a®u+a®u, Yae A, Yu I
i) ar@u = e
u=a®ru Va€ A Vue l(G), V
, Vre ZG.

(i) Sejam a,b€ A, u=)_
gEG:cgg € I1(G). Entéao

((a+b)® u)p’ = [[(ab®g)

9€G

= [lle®g)(b®g))

9€G

= gl;[c(a ®g)* gg;(b ®g)*

= (a® u)p'(b® u)y

(ii) é anélogo a (i).

(ill) Seiam a u = E T r = E
€A 1 €
R g € (G), y
g 7191 ZG Entao

g€G
(a.r @ u)¢' "
¢ = (2
y agl
91€G ” @ ngg)so
_ H( H 9€G
91\¥, z
i MG((G ) @ g)*e
- H N T
g€Ggl]:€IG(a ®g) g¥a;
= 1 ”
Lo v
T1 Ile e @ong (o
e or (8.4) e Proposicao 8.7 (a))
91€G g€G ! o IT [1(a ® i)™
_ H(a®g )_y 5 91€G g€G
1 93 Ty H
91€G r
= H H ® 91€Gg1€-£‘(a®glg) "
| g1g -'”91/91
= 51€G g€G (pols 2 5=0)
II (a ® g2) o

926G
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onde z,, = Z YTy Agora como r.u =} z,,9, temos que
919=92

(a® ru)p' = [](a®g:)» = (ar @ u)¢/
92€G

Logo ¢’ é um homomorfismo e é claro que p¢' = Id. Se u = ngg € I(G) entao
g€G

Exg =0edaiu= ng(g —e). Assim, sea € A

9€G 9€G

(a@uwe'p = ([[(a®g) )= Y2,(a® (g —¢) = a@u

9€G 9€G

Portanto, ¢ é um isomorfismo e a prova esta completa. g

R. Brown, D.L. Johnson e E.F. Robertson [3] provaram que sob certas condigdes

favoraveis, o produto tensorial nao-abeliano se distribui sobre produtos diretos.

Proposigcao 10.3. Sejam A, B,C grupos com agdes dadas de A sobre Be C ede Be C

sobre A. Suponhamos que essas ultimas agdes
(a) comutem: a* = a®  de modo que B x C atue sobre A;
(b) induzam a acéo trivial de B sobre AQC: (a®@c)’=aCce

(c) induzam a agdo trivial de C sobre A® B : (a © b)° = a ® b, para todo a € A.
be B,ce C. Entéao

AR(BxC)=(A@B)x (AGC)

Demonstragdo. Notemos que (b) e (¢) induzem uma agao de B x C sobre (A@ B)x (A&(C)
tal que
(a & b],al & C])(b’c) = ((a &® bl)b7 (al & Cl)c)

Seja X = {a® (b,c) | a € A,b€ B,c€ C} e definamos

6: X — (A®B)x(AQC(C)
a®(bye) —» (a®ba®c)
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Verificaremos que 6 é consistente com as relagdes definidoras (8.3) e (8.4) de A® (B x C).
Por (8.3)

(a12 @ (b,¢))0 = (a1a® b,a;a® c)
= (@®®b,a*®c)(a®ba®c)
= ((a; ® (b,¢))*)0(a ® (b,c))6
e por (8.4)
(a® (by,c1)(b,c))f = (a® (bib,cic))d
(a ®bib,a ® c;c)
= (a®ba@c)((a®b), (a®cr))
(a®ba®c)a®b,a® )b
(a® (5,¢))8((a ® (by, c1))!"))8

Logo existe um homomorfismo a: AQ (Bx C) — (A® B) x (A® C) estendendo §. A

fungdo inversa de « deve ser
B:(A®B)x(A®C) - A®(BxC()
(a®be) — a®(be)
(a®c) — a@(e0)
Devemos verificar que
(i) B é consistente com as relagoes (8.3) e (8.4)
(i1) as imagens sob f de a ® b e a; ® ¢ comutam
(iii) af e Ba sao fungdes identidades.
Para todo a;,a € A,be Bece C
(ara®b,e)f = a1a® (b,e) = (a; @ (b,e))*(a®@(b,e))
= ((a1®0)%€)B(a®b,e)fs
e analogamente (e,a;a ® ¢)B = (e,(a; ® ¢)*)B(e,a ® ¢)B. Por (8.4)
(a®bbe)f = a®(bbe)=a® (b, e)(b,e)
= (a® (be))(a® (by,e))
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enquanto
(@®b,e)B((a®bi)’,e)f = (a @ (be))(a’ ® (8], ¢))

como exigido, e similarmente para (e,a ® c;¢). Verifiquemos (ii)

(a®b,e)ble,a®@c)f = (a® (b,e))(a; ® (e,c))
= (1 ®(6,0))(a® (b,e))=)"=)  (por 8.5(b))
= (a1 ® (e,¢))(a® (be)) (por (c))
= (e, ®)B(a @ b,c)f.

Agora como

(a®ba®c)B=a®(ec)(be)=a®(bc)

segue que aff = Id. Que fa = Id é ébvio e assim a é um isomorfismo, como

queriameos. .

Deste resultado e da Proposigao 8.4 obtemos que
(BxC)@A=Z(BRA)x (C® A)

Sejam G e H grupos com cada um atuando trivialmente sobre o outro e sobre si
mesmo por conjugacao, de modo que G ® H, H ® G sao produtos tensoriais usuais (Pro-

posicao 8.10). Nestas condigoes temos

Proposigao 10.4.
(GxH)®(GxH)=(GRG)x(GRH)x (H®G)x(H®H)

Demonstragao. Uma vez que G atua trivialmente sobre H temos H®@H G-trivial. Também
G ® H é G-trivial (pois é um produto tensorial usual) e como as a¢des de G e H sobre H

comutam segue da Proposicao 10.3 que existe um isomorfismo
a:(GXxH)®QH - (G H)x (H®H)

Notemos que a é tal que (2%)a = (za)? paratodoz € (GXx H)®@ H e g € G e como
(GH)x(H®H) é G-trivial (Gx H)® H também é. Similarmente, H atua trivialmente



sobre H @ G,G® G e (G x H) ® G. Assim, pelas Proposigoes 10.3 e 8.4

(GxH)®(GxH) 2 (GxH)®G)x ((Gx H)® H)
(GR®(Gx H))x (H® (G x H))
GRG)x (GEH)x(HeG)x (HH) g

R

R

Se K é um grupo nilpotente finito entido segue das Proposigbes 2.8, 10.4 e 6.8 que
K ® K é o produto direto dos quadrados tensoriais dos subgrupos de Sylow de K" e por-

tanto nilpotente. Veremos a seguir que se G é um grupo nilpotente entdo G ® G também

é.

Lema 10.5. Seja N um subgrupo normal de um grupo G e consideremos acoes de G
sobre N e de N sobre G por conjugacio. Entao:

Demonstracao. Sendo N e G’ subgrupos normais de G é facil ver que todo elemento
de [N,G'] ® G’ se escreve como um produto de elementos da forma [n,¢'] © [g1.g2] com

n€ N,¢g' € G',g1,9, € G. Segue entao da Proposicao 8.5 (e) que
[N,G'®G C[N®G,G& G

e como obviamente vale a inclusao contraria temos o resultado desejado. g

Proposigao 10.6. Se G é um grupo nilpotente entao G ® G € nilpotente e
c(G®G)=d(G) ou cG')+1.
Demonstragao. Seja ¢ = cf(G') e consideremos a série central inferior de G @ G
GRG=nGRGE)2n(Ge6)2...2u(GaG) 2> ...
Temos pelo lema anterior que
2W(GR®G)=[GRGGRG =n(G)oG

Dai
")/3(G & G) = [’71(G/) &® GI,G & G] = 72(G,) & G’
e por indugao

%G ®G)=7%4(G)eG
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Como 7.41(G") = {e} devemos ter ¢/(G ® G) < cf(G') + 1. Agora veremos que
(G ®G) 2> c£(G"). Para isso, consideremos a aplicagiao ¢ : v._,(G') x G’ — ~.(G") dada
por (a,b)¢ = [a,b],a € 7.-1(G’),b € G'. Obviamente ¢ é uma biderivacao sobrejetora e,
assim, o homomorfismo ¢* : 7._;(G') ® G’ — 7.(G") induzido por ¢ também é sobrejetor.
Como 7.(G') # {e} segue que 7.(G ® G) # {e} e portanto que /(G ® G) > £(G"). Uma
vez que

cl(G") < (G ®G) < cb(G') +1

temos o que queriamos. g

11. A Finitude do Produto Tensorial Nao Abeliano de Grupos
Finitos

G.J. Ellis [8] provou que o produto tensorial ndo abeliano de grupos (ou p-grupos)
finitos € finito (ou p-grupo). Ele primeiramente demonstra este resultado para o caso
especial em que G e H sao subgrupos normais finitos de algum grupo M, onde cada um
deles atua sobre o outro por conjugacio em M. Esta demonstragao usa duas seqliéncias

exatas de R. Brown e J.L. Loday ([5], Teoremas 2.12 e 4.5), a saber

— H3(GH/G) @ Hy(GH/H) = V — Hy(GH) —

NGNH/[GH)—»GOH —GAH — 1

onde V é o nicleo da fun¢ao comutador GA H — [G,H],g Ak — [g,h]. A finitude de
G ® H, neste caso, segue do fato que a homologia de um grupo finito é finito (veja {17].
Capitulo 10) e do Corolario 7.10. No caso em que G' e H sao p-grupos finitos a prova é
similar. Isso também pode ser obtido a partir de um grupo introduzido por N.R. Rocco

em [15], a saber

V(G) = (G,G* | 91,951 = [¢7.(68)°] = l01. 651%, Vg1, 92,95 € G)

onde G, G¥ sdo grupos isomorfos por ¢ : g — ¢¥, Vg € G. Aqui denotamos (g)yp por
g?. Em [15], N.R. Rocco obteve o seguinte resultado: “Seja G um 7-grupo finito (7 um
conjunto de primos), nilpotente finito ou solivel de grau finito. Entao V(G) é também

um 7-grupo finito, nilpotente ou solivel de grau finito”. E mais, que o subgrupo |G, G¥]
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de V(G) é isomorfo ao quadrado tensorial nao abeliano G ® G. Também no caso em que
G e H sao subgrupos normais de um grupo M, com cada um deles atuando sobre o outro
por conjugac¢do em M tem-se G ® H = [G,H¥] < V(M). Dai, se G e H sao grupos (ou
p-grupos) finitos entdo G ® H também é, ja que podemos supor M finito (ou p-grupo

finito). Agora vamos ver a prova da finitude de G ® H para o caso geral.

Teorema 11.1. Se G e H sao grupos finitos entdo G ® H também é. Se, além disso, G
e H sao p-grupos entdo G ® H também é.

Demonstragao. Sejam G e H grupos finitos e seja N o subgrupo do produto semi-direto
G x H gerado pelos elementos (g~'¢g",h"'h9) com g € G, h € H.

Afirmagao 1. N é um subgrupo normal de G x H. De fato, sejam g,z € G e h,y € H.

Entao temos que

(g7 " RTIR)E = (27 e) (g7 g" hTTRY)(aye)
= ((g7'¢")", (R7'R)7)
= (") g™ ’

(
( ,(RT)THRT) ) e N

(g7 g" R ROV = (e,y7")(g7 g™ hTTRY) (e, y)
1

= (g“g",y“’_ ghh“hgy)

- - - - — (g~ 1MV -

(g 'g" (g7 ") (g7 g, yy T O (R ]hg)y>

- (g”gh(g”gh)‘y,y“g_lgh’y)—ly'])((g‘lg")y,(h—lhg)“)
Agora como

(g™ ™)1, -1 y"(g"g")'lyy—l -

y y =Y

T T O Can L)

vy yy =y Ty e

segue que (g~'g" h71RI)¥) € N. Assim (¢~'g" h~'h9)=¥ € N uma vez que (z,y) =
(z,€e)(e,y). Logo N é normal em G x H.
Seja S =

;(V e denotemos a classe lateral (a direita) de (g, h) por (g.h).
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Afirmagao 2. Existe uma agao de S sobre G e H dada por
gk h 9k
g =gi* e RPN =g

para todo g,¢; € G, h,h; € H. De fato, para cada g € G,h € H a funcao

G(g,h):G’ - G
@ — gt

¢é claramente um automorfismo de G. Definamos

0:5S — Aut(G)

(g’h) = a(g,h)

Se g,¢' € G,h,h’" € H sio tais que (g9,h) = (¢/, ') entao (g,h) = n.(¢, k') para algum
n € N. Agora como

—lzyy—]yx

X
g1 =0

para todo g;,z € G e y € H concluimos que 8, 1) = 04 »1), ou seja, 0 esta bem definida.

Claramente § é um homomorfismo de grupos.

Afirmagao 3. Os homomorfismos

S
e. h)

p:G — S v:H
g — (g.¢€) h

—
—

p—

sao moédulos cruzados. De fato. Sejam g,z € G e y € H. Temos que

(g:€)"Y = (27, 37" )g.e)(a.y) = (g% ¥ y) = (6" (¢") .y ¥ ) T ) (g™, )

e como (¢%(¢%)"Y, ¥y 'y ™) € N segue que

-1

(g5 N = (g%, €) = (z,y) " (9)u(z,y)

Claramente ¢** = r~ gz e portanto u é um médulo cruzado. A prova para v € analoga.
Paratodo h € H e z € Nucy




Logo Nucy atua trivialmente sobre H. Similarmente, a agdo de Nucv sobre G é trivial.

Além disso, para todo ¢ € G e z € Nucyu
g:c — g(x,c) - gzu =g

ou seja, Nucu é central em G. Analogamente Nucv é central em H. Dessa forma, as

extensoes

1 = Nuep —- G- Imp — 1

1= Nucv - H—-Imv—1

sao centrais. Paracadage G,h € H

hu) hv

(g")e = (6" = (M) = (gu)M = (gn)

(hf)v = (B*)v = (nv)**,

ou seja, {4 e v preservam as agoes.

Assim, pela Proposigao 10.1 existe uma sequéncia exata
(G&@Nuew) x (Nucu @ H) - G@ H — Impu @ Imv — 1.

Agora, como yu e v sdo modulos cruzados segue que Imyu e Imv sao subgrupos normais
de S. Assim, Imu @ Imv é finito. Pela Proposicao 10.2, G & Nucv = I(G) @ za Nucv,
o qual é finito pois I(G) ® zg Nucr é um grupo abeliano finitamente gerado de torcao.
Da mesma forma, Nucy @ H é finito. Segue entdo da seqliéncia anterior que G & H é um
grupo finito. Se G e H sao também p-grupos entao I(G) G ze Nucv, Nucy Gz I{(H) e

Impu ® Imv sdo p-grupos e conseqiientemente G & H também. g
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12. O Quadrado Tensorial nao Abeliano de um Grupo Me-
taciclico

Seja G o grupo metaciclico gerado por z e y sujeito as relagoes definidoras

y'=e,z" =€,y =y (12.1)
onde {,m,n € IN e
™ = 1(modn) (12.2)
Neste caso, temos que
G={z'y;0<i<m-1,0<j<n-1} (12.3)

com |G| = mn. Nosso objetivo aqui é o cilculo de G ® G, mas antes disso veremos uma

série de resultados a respeito de G e G ® G.

Lema 12.1. Para todo p,q € IV

m—pyqxp — yql” , y'qxpy" — Ipyq(l—lp)_
Demonstra¢do. A primeira identidade é provada aplicando o principio da inducao sobre

p (mantendo ¢ fixo) e usando (12.1), enquanto que a outra é uma conseqiiéncia direta da

primeira. g

Lema 12.2. G ® G' é um grupo abeliano.
Demonstragao. Do lema anterior segue que G’ é um grupo ciclico, pois para todo p,¢,7,s €
N

27y, 27y*] = y~ 2 Ty2) e Ty )yt = T () Ty Y €<y >
Dessa forma temos que o grupo quociente (G ® G)/Jo(G) = Imk < G’ é ciclico. Se
(G ® G)/J2(G) =< J2(G)t > e u,v sao elementos de G @ G entdo u,v se escrevem na
forma u = at', v = bt’ com a,b € Jo(G) e 1,5 € Z. Dai como Jo(G) é central em G ® G
(Proposicao 9.1 (a)) temos G @ G um grupo abeliano. g
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Notemos que sendo Jp(G) G-trivial (Proposigdo 9.1 (b)) ambos z e y fixam
z®z,y®y (zBy)(y ®z).

Lema 12.3. (y ® y)?(") = ¢ e se n é um nimero impar entéo (y ® y)~! = e.

Demonstragao. Por (12.1) e Proposigao 8.5 (e)

YV =y 1@y = [y,e@yz]=yQz,y0z]=¢

ecomo r fixay®y

y®y=(y8y) =y @y =y 8y = (yey)"
ou seja, (y ® y)€-1 = e. Assim, (y®y)* = e onde a = mdc(¢? — 1,(£ — 1)?). Como

_J2(£—-1) se ¢ éimpar
o= (£—1) se £ épar

temos (y ® y)?"Y) = e. Agora, se n é um namero impar entio (y ® y)*™! = e pois

(y®y)"=y"®y=e- u

Lema 12.4. Se n é um numero impar entao

(t®y) =20y e (20y) =(z@y)
e se n € par
(z@y)!=(zQyla e (2@ y)* = (z & y)t’a(f—l)/z
onde a = (y ® y)*~ L.
Demonstra¢do. Suponhamos que n seja impar. Pelos Lemas 12.1 e 12.3
(c@y) =a'@y=cy' " @y=(zQy)"

Dai obtemos que (z ® y)yl =z ®y. Como £ é coprimo com |y| = n, existem a,8 € Z

tais que of + Bn = 1 e entao

al+ fn

(z@y)Y ==y " "=y =20y

Logo (z ®y)Y =z ®y e, por (12.1),

(z@y) =20y =@y )Y =[[zey" =y



Agora suponhamos n par. Pelos Lemas 12.1 e 12.3,
@y =2y 'Qy=(20y" ey

ou seja, (z®y) = (z®y)(y @ y)!. Dai como ™ = 1(modn) e y* = e temos y = y" e
entdo a agio de y = (y*)" multiplica z®y por a7, ie., (zQy)* = (z®y)a’""". Sendo

n par, (12.2) implica £ impar e como a? = e temos a/™ = a. Logo (z Q@ y)¥ = (z ® y)a
e, por (12.1),
‘ £-1 , 1
(-T ® y)z =Ry = H(.r ® y)y = ]:[(:r ® y)ak — (.’L‘ ®y)la(l—l)/2 -
k=0 k=0

Observemos que aplicando o automorfismo v da Proposigao 8.6 nas identidades do

Lema 12.4 obtemos

(yRQzP =y e (W®z)°=(y®z) se n € impar
(yRz)=(y®z)a ¢ (y®z)*=(y®z)al"? se n épar.

Lema 12.5. Para todo p,¢q € IV tem-se:

PRyl = (:c®y)::: ) se n (:el'rnpar PP = (y@:r)::z T se n éfmpar
(z ®y)?™a” se n épar (y@1)%a” se n € par

ondeqep=gq(l+£€+...+ 0 ) er=(pg(qg—2)+qep)/2

Demonstragdo. Aplicando (8.3) p — 1 vezes a 2P @ y? temos

@y =(2@y) (@) () ey’) (12.4)
Agora usando (8.4) ¢ — 1 vezes em z ® y? obtemos
:L‘(X)y":(;17(8)3/)(3:@y)y...(xv‘g;.vy)yq_l (12.5)

Se n é impar temos pelo Lema 12.4 que ¢ ® y? = (2 @ y)?. Esta identidade, substituida
em (12.5) nos dd z* @ y? = (z ® y)?**. Se n é par entao de (12.5) e Lema 12.4 temos

@y =(z2® y)qatJ(q—l)/?

Substituindo esta ultima identidade em (12.4) obtemos
p-1

P Qyl = H((*T ® y)r")qapq(q—l)ﬂ

k=0
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Mas, pelo Lema 12.4

(z® y)xh =((z® y)la(l"l)/z)’[k_l =...=(z® y)lka”‘,

onde ry = (514 ...+ £+ 1)(€ ~1)/2 = (€ —1)/2. Assim

p-1
QY = H(.r ® y)l“qaqu aPie=-1/2 _ (z ® y)?*Pa"
k=0

onde

r = pe(g—1)/2+ pX—:q(f" —1)/2=pglg—1)/2+(gep—pg)/2 =

k=0

(pg(q —2) +gep)/2.

As demais identidades sao obtidas aplicando-se o automorfismo v da Proposigao 8.6 as
primeiras. g
Lema 12.6. Sejam p,q,7,s € IN. Entao

(z®z)(y@y)*(z@y)**P(y®z)™ , se n éimpar  (12.6)

?,,q9 r.. s —
Tyeny { (zQz)(y®@yY) ¥ (x®y)"P(y ®z)™a', se n ¢épar

onde
t=gqs(p+r)+[ps(s—2)+rqglg—2)+sep+qer]/2

Demonstragao. Suponhamos n par. De (8.3), (8.4) e Lema 12.5
Y @y = (P Oy) (o) (Y er)y )
= @z (yey)"(z@y)*"a) (y @ )" a’)”
onde i = (ps(s—2)+sep)/2ej=(rq(¢g—2)+qer)/2. Como
(z®y) =(z@y)a’,(y©2) =(y@z)a® e g(sep)+s(ger)=gs(p+r)(mod2)

temos
PP @y = (2Q2) (yQy) (2@ y)* Py & z)"a

onde
S 1
t=gs(pt+r)+it+ji=gs(p+r)+5lps(s—2)+relg=2)+sept+qger]
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A demonstragao para o caso n impar é andloga. g

Temos por este resultado que G® G é gerado por z Q@ z,yQy, 2Ry e (zQy)(y @ x),
independente de n ser par ou impar.

Agora vamos nos restringir ao caso n impar. Como y fixa cada um dos geradores

de G ® G, y atua trivialmente sobre G ® G. Fazendo p = 1, = 0,r = mes = n

em (12.6) obtemos (z ® y)" = e e colocando p = m,q = 0 e s = 1 em (12.6) obtemos

(z @ y)1+*++""" = ¢. De modo analogo concluimos que
(y & l’)n = (y & $)1+l+...+(m—1 —e
Do Lema 12.1

t@z=(Rc) =2y '@y = (y0y) "V (z@r)(e@y) Ty ),

que € equivalente a

oy =e=[z0y)(y®)"

Assim, se p; = m, p; = mde(n,f — 1), p3 = mde(n, € — 1,1 + £+ ... + {™71),
ps = mde(n,1 + €+ ...+ €™ 1) e se a,b,c,d sao os geradores de Zp,, Z py, Z p3, Z p4

respectivamente, entao a aplicagao

O Zpy X Zpy x Zps X Zpys — G&G,

é um homomorfismo de grupos.

Proposigao 12.7. (R. Brown, D.L. Johnson e E.F. Robertson, {3]) # é um isomorfismo.
Demonstragio. Seja X = {zPy? @ 2"y*;0 < p,r < m — 1,0 < g,s < n —1}. Pelo Lema
12.6

Y @27y’ = (z2@2)" (y®y)*(z®y)"P(y @ z)™

52



Assim, definimos uma aplicagdo 0 : X — Zp, x Zp; X Zp3 x Z ps pondo
(zPy? @ 27y*)0 = aP b P TIT I

Vamos provar que 8 é consistente com as relages definidoras para G @ G. Para isso,

tomemos
g=z%y?, ¢ =z7y*, h=2z'y’
com p,r,t € {0,1,...,m —1},q,5,5 € {0,1,...,n —1}. Pelo Lema 12.1
ggl — xpyq:cry.s — xp+ryql’ — $p+rys+qlr
Logo, pelo Lema 12.6
gg' Qh = (1 ® x)i(p+r)(y ® y)J'(s-i~<if')(m ® y)jt(p+r)(y ® x)(3+ql”)'i (12.8)

e entao
(g6’ ® h)8 = @' PHIpI(a+al7) olptr)=(a+all)ei glatot e (12.9)

Por outro lado, como y fixa G® G
¢ @b =2y @(y) =2y @'y
e dai por (12.6)
¢ oK = ey @) (r @y Ty @)

Mas como (€ — 1) I (g?r _ fr) e (y ® y)f—l = ¢ segue que (y C y)pr_[r = ¢, ou Seja,
(y® y)pr = (y®y)". Assim

@ ®h =@ (YY) (z®y) Py e o)’ (12.10)
Aplicando (12.6) a ¢’ ® h obtemos
de@h=(z@z) (y@y)(z@y) (y@ )" (12.11)

De (12.10) e (12.11) temos que

(gg’ ® hg’)a(gl ® h)a — ai(p+T)bj(s+qlr)cjl’cp+jor—(s+ql")oid(s+qlr)oz (1212)
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Como
jelp+r)=71+€+ ...+ )+ +...+ 0P Y =jer+ 0 ep
os expoentes de c em (12.9) e (12.12) sado iguais e portanto
(99' ® h)0 = (¢” @ h*)0(g' ® h)6
Aplicando o automorfismo v da Proposigido 8.6 a (12.8), (12.10) e (12.11) vemos que
(h®gg')6 = (h® ¢')0(h* @ ¢*)0

Logo 0 se estende a um homomorfismo 0:GRG — Zpy X Zpy x Zps X Zpy. E claro
que 8’0 e 69’ sao aplicagdes identidades e portanto que # é um isomorfismo. -

Agora suponhamos que o inteiro n que aparece nas relagoes definidoras para o grupo
metaciclico G seja par. Nosso objetivo agora € o calculo do quadrado tensorial (nao

abeliano) de G para este caso. Do Lema 12.6 temos as seguintes relagoes

YRy =e=(z®@z)" (12.13)
(y@z)"=e=(z@y)" (12.14)
(y @ z) HEH- " = g/ o (g g g (12.15)

De fato. A relagdo (12.13) segue direto do Lema 12.6. Colocando p=1, ¢ =0. r=me
s =n em (12.7) obtemos
(CC ® y)nan(n—2)/2 —=e

-1

Como a = (y ® y)~!, £ impar e (y ® y)" = e segue que a™""3/2 = ¢ e, portanto, que

(r ® y)* = e. De modo analogo provamos que (y ® )" = e. Agora fazendo s = 1

3

p=m, ¢=0em (12.7) obtemos
e=(z® y)1+1+.,.+£’"-1at

onde
1444 4 —m

2

t
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Observemos que se £ = 1 entdot = 0 = (£ —1)m(m—1)/4. Suponhamos entio ¢ = 2k +1,

com k € IN \ {0}. E facil ver que se m = 1 ou m = 2 entéo

ol = g(t-1m(m=1)/4
Se m > 3,
m—1 om
f = e -m_ (-1 -m(l-1)
2 2(0-1)
m-—2
".1 2k m-1
_ (2k+l)m—1—2km_§(')( ) _
B 4k - 4k -
— mz—a(m> 2m—i—2km-i—l + km(m - 1) ,
1=0 t 2
e como a? = e temos
al = akm(m—l)/? - a(l—l)m(m-l)/‘i’
Logo
(x ® y)1+e+...+l'"—1 - a(l—l)m(m-—l)/4'

De modo analogo provamos que

(y®x)1+t+.,.+tm-l — a(t’—l)m(m-l)/4-
Como y fixa z @ z,

@7 = (e@a) =@’ =ay' @ay
= ey @e e ey W T @)
= (zey )yt e)) @enyey ",

200

de modo que
@y Ny ‘@r)=c

pelo Lema 12.3. Do Lema 12.5 vemos que esta ultima identidade é equivalente a
y@z) M z@y) = (12.16)
De 12.15 e Lema 12.4

(rc ® y)1+l+...+('"-1 — ((:c ® y)1+1+...+£'"-1 )y — (z ® y)]+t’+..‘+t’""1a]+t’+...+t’""l ‘
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. m—1 ) m—1
ou seja, altto+t = e. Como £ é impar e a? = e segue que a™ = a!*i+ ! = e.

Assim, se H é o grupo abeliano gerado por X, Y, T, Z, A e sujeito as seguintes relagoes:

Yi=e, Yil=A A== A" X" =¢,

Th=e, Tl ™= A-D(m-1)m/4
Z1 — gn o gltthetemTt
entao a aplicagao
o:H - G®G
X T®zx
Y — y®y
Z = (z@y)yes)
A~ a

é um homomorfismo de grupos.

Proposigao 12.8. (D.L. Johnson, [11]) ¢’ é um isomorfismo de grupos.
Demonstragao. Seja X = {zPy7 @ 2"y*;0 < p,r <m—-1,0 < ¢,s <n—1}. Pelo Lema
12.6
:L,pyq ® :Erys — (.T ® m)pr(y ® y)qS(w ® y)sop(y ® 1_)qoraqs(p+r)+(ps(s—2)+rq(q—2)+sop+qor)/2
Assim, definimos
w: X — H
Py @ Tyt NPTy s zaersep—qer Ags(ptr)+§{ps(s~2)+7e(q=2)+sep+ger]
Vamos mostrar que ¢ é consistente com as relagoes definidoras para G @ G. Sejam entao

i .

g=zfy? ¢ =2y, h=2a"y ,

com p,r,1 € {0,1,...,m—1},¢,s,7 € {0,1,...,n —1}.
Uma vez que

99’ ® h = 2?7yt @ 1ty (12.17)
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temos

(99’ ® h)p = Y(P+f)iy(8+qf')jZ(8+ql')OiTJO(P+r)-(3+<1f')-iAa (12.18)

onde o = (s+¢{7)j (p+r+z)+ [(p47r)i(5—2)+i(s+ql")(s+q€ —2)+jo(p+r)+(s+ql")ei].
Pelo Lema 12.1

g‘q' ® hgl _ xpyqtr.'.s(l—ﬂ’) ® miy_jl'+a(l—l') (1219)
Logo

(gg' ® hg')np(g’ Qh)p = X Py B2 78 7By 4Bs (12.20)
onde
181 = (p + T’)i,

By = (q€ +s(1-)5C +s(1-£)) + s,

Bs = (¢ +s(1—1¢))ei+seq,

B4 GO +s(1—=€))ep— (g +s(1—€))ei+jer—sei,

Bs (g€ + s(1 —ep))(gef+s(1 ~EN(p+1)+sj(r+i)+

%(p(jf’ +s(1 =€) +s(1 =€) =2) +i(gl" +5(1 = &))(gf" +s(1 - ) =2) +
(G +s(1—C))op+ (g’ +s(1 —))ei+rj(j~2)+

is(s—2)+jer+seq).

+ + +

Como £* ~1 = (-1)(1+0+... + 4 l) Yk € IN e Z°! = ¢ vemos que ZlstatN)e — 75
Uma vez que s(1 =€) ep=s(l—£)eieje(p+r)=jer+ jl’ eptemos

Tie(p+r)—(s+af")ei _ by
Assim, resta provarmos que Yt9)i4e = Y52 A% Como Y ! = 4, A? = e e £ é impar

}/'/32 — Y’quzr-i-Squsi-lrs;p

Mas
YUty -t . yul(€-1) _ yul (e-1)(1++..+77) _ agjr

Logo
Yﬁz - Y5j+qjerqu+qsi+sjp+sj
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Usando as relagdes definidoras para H e o fato de ¢ ser impar mostramos que
A® = APsturteirtsi e portanto, que Y(T9)1 4o = YP21 AP Assim

(99’ @ h)p = (¢° ® h¥ Yp(g' ® h)p.

Como

h ®ggl — xiyj ® $p+rys+q(r

hg' ®gg’ — xzyjl'+s(l—l‘) ®xpyql'+s(l—lp)
temos
(h ® gg')p = X PFiyilestal) Zzislptryp—se(ptr)t(stati)ei go
(h® ¢)p(he @ g% )p = XPrYPe gier+ (e +s0-Dep=0u 45
onde a, B4, B2, B4, Bs sdo dadas em 12.18 e 12.20. Ja sabemos que
’ﬂ b b ? q
X(P+’”)i —_ Xﬁ]

yi(s+afT) go —  y B2 4Bs

T—is(ptr)t(s+ql)er  _ =By

Assim, basta provarmos que Z7¢(P*7) = ziertll7+s(1=E)er  Mas isto segue do fato que

j'(P+r)=j°T+j[rOPeZl"l=e. Logo

[

(h®gg')p = (h@ g )e(h® @ ¢ ).

Assim ¢ se estende a um homomorfismo ¢ : G ® G — H. E facil ver que ¢'¢ e oo

aplicagées identidades. Logo ¢’ é um isomorfismo. g



CAPITULO III

Quadrado Tensorial nao Abeliano de um Grupo
Nilpotente de Classe 2

Seja d(G) o numero minimo de geradores para um grupo G. Em [3], R. Brown, D.J.
Johnson e E.F. Robertson levantam a questao sobre a possibilidade de se obter alguma
estimativa geral para d(G ® G) quando G ¢ finito. M. Bacon [1] d4 uma estimativa para
d(G®G) em termos de d(G) no caso em que G é um grupo nilpotente de classe 2 e mostra
que para um grupo nilpotente livre de classe 2 tal estimativa é étima.

O objetivo deste capitulo € exibir este resultado.
13. Resultados Basicos.

Pela Proposigao 10.6 temos que se G é um grupo nilpotente de classe 2 entao
(G ® G) < 2. O resultado seguinte mostra que, neste caso, /(G ® G) = 1.

Proposigao 13.1. Se G é um grupo nilpotente de classe 2 entdo G @ G € abeliano e
e = [z,y] ® [z,w] para todo z,y,z,w € G.

Demonstracdo. Pela Proposigado 8.5 (b) temos
(z@y):zOw)(z®y) =Yg u =g w

uma vez que G’ é central em G, e entdo [z Qy,z ®@w] = e. Logo G & G € abeliano. Agora
pela Proposigao 8.5 (e)
[z2®y,z Qw] = [z,y] @ [z, u]

e portanto [r,y] ® [z,w] = €. g

Proposigao 13.2. Se G um grupo nilpotente de classe 2 entao as relagdes definidoras

para G ® G reduzem-se a

'@y = (z@y)e' ®y)([r,2] @y)(z @[y, 2] (13.1)
t@yy =(z®y)(z®y )z [y, ¥z, ¥]®y) (13.2)
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para todo z,2',y,y’ € G.

Demonstragdo. Sejam z,7z’,y,y’ elementos de G. Pelas relagoes definidoras para G ® G e

Proposigao 13.1 obtemos

'@y = (=" ®y")(@' @)
= (z[z,2'] @ yly,2N)(z' @ y)
= (@@ [y 2]z ®y)([z,2]® [y, 2)([z,2] @ y)(z' ® Y)
= (z@y)(='®y)([z,2']@y)(z ® [y, z'])
Analogamente

z®yy' = (z@y(z®Y )z @[y, ¥)([,v]®y). =

Coroléario 13.3. Se G é um grupo nilpotente de classe 2 entao as seguintes relagdes

acontecem para todo z,y,z € G

([z,y] @ 2)(y ® [z, z])(c ® [2,y]) = € (13.3)
(z® [y, 2])([z,2] @ y)([y, 2] ®2) = ¢ (13.4)
([2,9]®2) = (2 ® [z,y]) 7" (13.5)

Demonstra¢do. Sejam z,y, z elementos de G. Pela Proposicao 13.2

Ty ®z=(z®2)(y © 2)([z,y] ® 2)(z & [2,9])
Por outro lado, como
([z,5] ®2)7" = ([y,2] @ 2)"¥ = [y, 7] @ =
temos
ry®z = yz[r.y] @z=(yz@2)([z,4] @ 2)

= (y®@z)(z®2)([y,2] @ 2)(y @ [2,2])([2,y] © 2) (por (13.1))
= (z®2)(¥y®2)(y®[2,2])

e entdo igualando os termos das duas expansdes para zy @ z obtemos a expressao (13.3).
De modo analogo provamos que a relagao (13.4) esta satisfeita. Para derivarmos a relacao

(13.5) multiplicamos membro a membro (13.3) e (13.4) e usamos o fato que
([z.9]@2)7" =(ly.2]@2) e @@y =(z®[v.2]) m
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Proposigao 13.4. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entao

n i—1
(a) Hz ®y—th®y [T ®ly,=;])
=1 1=2 7=1
para todo xl,...,xn,yEG ’
n t-1
(b) x®Hy.—H vi) [T IT([z,95] ® v)
i=1 1=23=1

para Z,y1,...,¥n € G;

(c) [Tzi® Ty =] [I(zi® u;)M
= = i=1 j=1
para todo zy,...,Z,,Y1,...,¥m € G onde
i-1

= ﬂﬁ@(hﬁyk}@yj)fgy fI (z ®[y1’$k .

Demonstragdo. A prova de (a) é por indugdo sobre n. E claro que para n = 1 a relagio
(a) é satisfeita. Seja entdo n > 1 e suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para o

caso n — 1. Entao para todo z;,...,2,,y € G

Jj{z;@y (:i:[:x;)xn@)y

= (Ewi@f‘/)(fn@y)([:ij:ﬁ,rn]@y)(ii:[llri@[y,rno (por (13.1))
= lj[(x@y)tI:I_::I:Ii(wi@[y,rj])(rn@ [gxy])

- (Moo (Moo b.n)

(pela hipdtese de indugao e (13.4))

n n-1n-1

_ 1;[ z; ®y) EJIII x,@[y,xj)(zn®[y,j=:$i])

Mas como G’ é central em GG

n—1 n-1

$n®[y,H$, —In® H y,il?: = H(l‘n@[yv‘ri])

1=1 =1
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e entdo
n

ﬁxi®y=H(xi®y)fI

i=1 =1

i-1
(‘T'i ® [y7 ‘TJ])
j=1
(b) é provado de modo anélogo enquanto (c) é obtido combinando (a) e (b) e usando o

fato que

z; @ ﬁ[yjazk] = [1(z: ® [y, 24])

i=1 1=1

Como consequéncia temos o

Corolario 13.5. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entdo para todo z,y € G e

para quaisquer m,n € Z

m
2

QY™ = (2@y)"(y ® [v,2))" Pz ® [y, 2))"(3)
14. Uma Estimativa para d(G ® G)

Para G um grupo nilpotente de classe 2, o préximo resultado nos da um conjunto de
geradores para G ® G, além de uma expressdo explicita para cada g ® h em termos desses
geradores. Desse resultado seguird uma estimativa para d(G ® G). Pela Proposigao 1.2

temos que se G é um grupo nilpotente de classe 2 entdo para todoa,b€ Gene€ Z
[a,b"] = [¢",b] = [a,b]* e (ab)* =a"b"[b,a)(?) (14.1)

Tais relagbes serao muito usadas nesta secao, especialmente na prova da seguinte

Proposigao 14.1. Seja G um grupo nilpotente de classe 2 e G =< z4,...,1, >. Entao
5
GRG =< UX, >
i=1
onde
Xl = {‘Ti ®1"Jv 1 S l,] < Tl}, X2 = {-T:® [.’L‘,’,.’r]]; 1< 1 <j < n}a
Xs={zi®e;a)i 1<j<i<n}, Xi={n8[e,al 1<i<j<k<n),
Xs={z;®[zj,zx}; 1 £j<i<k<n}.
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Se g,h € G com g = ﬁ:c:"‘ II [z, e b = H:r,m: IT [z;,24)%*, onde

i=1 1<j<k<n 1<j<k<n

m;, mf,fjk,fgk sao numeros inteiros, entio os expoentes de ¢ ® h, quando expressos como
5
um produto de fatores em UX,- $a0
i=1
— , é
exp(z; ® z;) = m;m; para z;Q®z; € X,

!

exp(z; ® [z, z;]) = m,lﬁj —mil;; + m; (T;‘) -

— ’I’TL; (T;‘> para I; ® [.’L‘,‘,l‘]‘] ( X2

exp(z; @ [zj,z:]) = milj; —milj; —m; (2’) +m; (T;)
+ mym{(m; —m;) para z;® [r;, 2] € Xa

exp(z; ® [zj,zk]) = mll, — mile + mili; — myl —

4 ’ ! ’ ! !/
exp(x,- ® [.’I?J',wk]) = m,[jk - m,ljk + mkfﬁ - mkfj,' + m,'mjmk -
. . ’ 3 / 4 . / / .
- mymimy + mimimy — mm;my — mym;my +
! !
+ mymim; para z;Q [z;,4] € Xs.

Seja G =< z,,...,z, >. Como G' C Z(G) temos para todo ¢,j com1 <i,) <ne
m;,m; € Z que

My My . Ty
el =M

my "My My my T,
e P

T Ty =2l o T

{Ii’_y

Dessa forma, se g e h sdo elementos de G entdo g, h podem ser escritos como g = UV e
h =U'V' onde

U= Hm:m , V= H [IJ’Ik][Jk

1=1 1<5<k<n
n
U = m V' = . 4o
=[le™, V= II lesad
i=1 1<5<k<n

com m;,m},{;;,€;; € Z. Assim cada gerador ¢ @ h de G ® G tem a forma UV @ U'V".
Como V, V' € Z(G) temos por (13.1) e (13.2) que

UVeUV' = (UeUV)VeUV)U,VIeUVIU[U'V.V)
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= (UU)Ue VYU, V)UVIeU)
(VeU)(veVvHVe U, V(V.V]el)
UeU)UeV)VaU) VeV

Agora, pelas Proposigbes 13.4 e 13.1

VeV I (&hado* e TI [z, 2%

1<j<k<n 1<j<k<n

k L
H H xpmk 4 ®[-Trs-rs] ”)
1<j<k<n 1<r<nsn
= €

Expandindo U ® V' e V ® U’ pela Proposicao 13.4 e Corolario 13.5 obtemos

UeV' =1l Tl (z:®z; )™

1=11<5<k<n

veU' =11 II (= zd®z)™o*

i=11<j<k<n

de modo que
(U ® V V ® U H H ;[,‘ ® [;l‘j,.’l‘k])m'[;k—m:ll“
i=11<5<k
Escrevendo A = z; @ [z, 7] e ayje = mifly — mil;; temos

CVeviver) = 11 II A

1=1 1<3<k<n
— Origy Oy 17k
= H Moyl I avIl I A
1=11<j<n j=1j5<1<n 1=1 1< y<k<n
n
— ATk k
= II IT 4% H [T (AjxAg:)®
=1 1<<s 1=11<5<k<t
t<k<n

Ja que A,Jk

H:rm‘ ® H:c

AjikAkji por (134) € (135) Pela Proposigéo 134, U & U’
= LM onde

m’
7



-1

Hﬁﬂ,wwa VT IIGr e, )

71=11i=2 k:l

1=1 j=

Mas, do Corolario 13.5 temos que

m! n n

L = [ @) TG o)™ I 1@ o a3
- f[lﬁl(x,-@xj)m-m} [_111:[( ® [z z;))™ (%) T_IH & [z;,2:)™ (%)
= ﬁﬁ(xf@x_j)m'm;]Z_Ili-[(.’l‘,'@[x,’,:t]‘]) A% ) m (%)

my

. g .

Escrevendo §;; = m,( 2: ) - mg( e expandindo L obtemos

n n n n n i-1
L=[1T@oz)™™ ] II A% [11]A%
=1 3=1 =1 y=1+1 i=1 3=1
Agora, pela Proposigido 13.4, (13.6) e Proposicao 13.1
n n -1 , , nn -1
M = TIII (= el @ z)™ ™™ [T TT T (2i ® [, @)™
1=13=2 k=1 1=11=2k=1
n n J—1 , , nomoi-l
= TIT1 TG © [ )™ ITIT Tl e, © [,z
1=17=2 k=1 1=11=2 k=1
n n i-1 , , . n i—1
— H H H(itz ® [fjal'k])_mjm'mk H (l'x‘ ® [I]’xk})m.mkm]
1=11=2 k=1 7=11=2k=1
i—1

I
m:
E:
B
X
)
IS
Rl
3
E
3
|
3
3
E

L
1l
—
-
i
[
Eexd
1t
—

€ se esCrevermos v;x = m,—mkm'» — mimjm; obtemos

n n i-1 n i1—1 n t-1
— 'YJk
M - H H H gk T H H An] H 4]:)\/4‘._7:
1=11=2 k=1 1=2 =1 1=2 k=1 3<k
n 1—1 n 1~1
B A\ Visk TNyk
ITIT II (AjAw)* ITIT IT A
1=2 k=1 k<j<i 1=2 k=1:1¢y<n

Assim, g ® h = ajazazaq4as onde

HHIIJ,@:CJ 1 €<X1

1=15=1
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n n n
— iy ﬂl]
w0 = T T 4311 IT A% e< X
1=1ij<n 1=1 j=1+1
n n t—1 n -1
_ e8] 1 Yiiy
oo = T T A T A TITT Ay e< X
1=13<1<n 1=1 j3=1 =2 =1
n n n -1 n t—-1
— 1573 —Ohjk ~Yijk Yigk
ae = JI II AG H Ajki HHHAm I1 Agi €< Xe>
1=1i<j<k<n 1=11<5<k< =2 k=1 j<k 1=2 k=1 k<3<
n n n i-1 n i—-1
_ al]k x5k Yiyk Mk
as = H H ik H Ath H H HAsz H Aﬂﬂ

..
1

o

1A

= JAA
3 ..

-
|

".’:1=
n:j

H A" €< Xs >
<jgn

Dai segue o resultado. g

Teorema 14.2. (M. Bacon [1]) Se G é um grupo nilpotente de classe 2 com d(G) = n

entao

24+3n-1
dGec) <™ +3” )
Demonstragdo. Seja {z,,...,z,} um conjunto gerador para G. Da Proposicao 14.1 segue

que se n = 2 entdo G ® G é gerado pelos elementos

T ® 2,22 ® 21,21 ®T1, 22 ® T, 71 @ 21, T2}, 22 @ 21, T2).

Assimd(G®G) <6 = 2446-1)

Proposicao 14.1 temos um conjunto de geradores para G@G. O que faremos aqui é contar
n(n?+3n—1)

, como queriamos. Agora seja n > 3. Também pela

esses geradores e mostrar que essa soma € . Agora vejamos, existem n®

geradores da forma z; ® =; e n(n — 1) geradores do tipo =, @ [¢;,z,],7 # j. A principio ha
n(n —1)(n —2) geradores da forma z,; @ [z,, 4] com 1, j, k distintos. Mas pela Proposigao
8.5
2 @ [zh, ;) = 2, @ (2,267 = (20 @ [z, a]) 7!
e entdo podemos supor j < k. Além disso, por (13.5),
z: © [z, 2] = (2 @ [i, ze])(2k @ [, 7))

Assim ha apenas 2(2) = %n(n — 1)(n ~ 2) geradores da forma z; ® [z}, 2] e entdo
dG®G)<n*+n(n—-1)+ %n(n - 1)(n=-2)= ?13-71(712 +3n-1) g
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Sejam n um inteiro positivo e Fy, o grupo livre de posto n. Consideremos o grupo

] onde y3(F,) = [F!, F,]. E claro que d(H,) < n. Além disso,

uociente H,, =
d 73(5}

() = [[7;;;,)’ 73{;1,)]’ nfﬁ)] - [va) nf}:ﬂ)} DjF ;} = e}

e como H, # {e} (pois F,, é livre) temos H,, um grupo nilpotente de classe 2. Segue dai

que se H,, =< z,...,z, > entdo H! < Z(H,) e H, =< {[x]-,:ck];l <j<k<n}>.
!

E F, F,
Uma vez que H! = [ s ] = —2— temos —— ~ — e portanto M, /H! é
Ya(Fn) va(Fu)l  va(Fx) 7'{’ F!

n
abeliano livre de posto n. Assim para cada elemento g de 'H existe um unico conjunto

de inteiros {m;,{;x |1 <1< n,1 <j< k< n}tal que

n

9=HI?' H [z}, z4]5*

=1 1<;<k<n

Veremos a seguir que d(H, ® H,) = gn(n2 +3n — 1), ou seja, que a estimativa para

d(G ® G), como dada no Teorema 14.2, nio poderia ser melhor.

Teorema 14.3. Para qualquer inteiro n > 2 o quadrado tensorial de ‘H,, é abeliano livre,

n(n?+3n - 1)

de posto
Demonstra¢do. Seja H, =< z,,...,z, >. Vamos definir uma funcao 8 : H,x H, — Z™,
onde n* = gn(n2 + 3n — 1) e mostrar que § é uma biderivagao e que o homomorfismo

“estendendo” € a H, ® H, é sobrejetor. Dai teremos que d(H, @ H,) é pelo menos
n(n?+3n —1)

e a igualdade seguira do Teorema 14.2. Vamos reindexar a soma direta

Z™ como
zij,1 <1,5 < n, para n? cépias;
S A\
ziij,1 <1< j < n, para (2) copias;
. 2\ e
zi5i,1 <y <1< n, para (2> copias;
zijk, 1 <1< 3 <k <n, para (g) copias, e

zijk,1 < j <i <k <n,para (g) copias.
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Sejam g,¢',h € H,. Esses trés elementos se escrevem na forma ¢ = ML h = M'L' ¢ =
NK onde

n
!

n n
_ m ' _ m - n,
M—”x,-‘, M_”mi', N-Hx,-,
1=1 =1

=1

L= T lzaz)™, L'= ][] [z, 2;]%, K = T [z 2]

1<i<j<n 1<i<i<n 1<i<j<n
Definirenos a funcdo ¢ componente a componente de acordo com a Proposigao 14.1..
Para (g,h) € H, X H, denotaremos o ij-componente de (g,h)d por z;;(g,h). Em cor-

respondéncia, 2, ziji, zijx denotarao os 11j,2j¢,27k-componentes de (g,h)f. Definimos

entao
Zij(gvh) = 7nimj
' ' m: s [T
zuj(g,h) = mil, —mif£j+m1( 9 ) _mj( 9 )
m' m; fro
ziji(g,h) = mill; — mily - mj( 5 ) + m;( 9 ) + mimy(m; —my)
ziik(g,h) = mily — mili + mpli; — mpli; —

! ! ! 7 / !
- mim;mg + mim;my + mim;my — m;m;my
— o 1y U L/ ! ! _
ziik(g,h) = mly — mili + myll; — mily + mimimy
. X ! . 7 _ ! X ! _ ! . R ! /
— mym;m, + MM Mg — MMMy — MMM + mim;my.
Uma vez que os inteiros my, £;;,m], £;; sdo tnicos, § esta bem definida. Devemos mostrar

que 0 é uma biderivagdo, i.e., que para todo g,¢',h € G

(gg',h)0 = (¢° ,h%)0+ (¢, h)0 e (14.2)
(9,9")0 + (¢° , k)8 (14.3)
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segue que

n

ggl — H:z:n, [xi’xj]l.,+mgnj—n,m);
i=1 1<i<;<n

! - m] ¢ 4+m'n,~n,m’

R A T R
=1 1<igi<n
n

g = Hl.:n&n. H [xi,xj]t,,-}-k.,—n,m,
=1 1<i<j<n

n
hgl — H x:“:-f-ni H [(L‘,’,Q?j]l:’+k']_n'm-’7.
i=1 1<i<i<n

A verificagdo de (14.2) e (14.3) é feita componente a componente. Para componentes da
forma z;; isto é 6bvio. No caso de componentes da forma zy;; e z;;; usamos a definigdo de f e
o fato que (“gb ) = (“2 ) + (b2) +ab. A verificagao para componentes da forma z;; é direta,
embora um pouco trabalhadosa. Temos assim que 6 é uma biderivagéo e portanto 6 induz
um homomorfismo 6* : H, ® H,, — Z™ tal que (¢ ® h)8~ = (g, h)0 para todo g, h € H,,.
E ébvio que (zi®z;) € X1, (2:®[zi,7;]) € Xo, (2:®zj,7:]) € X3, (2, @[z, 74)) € Xq €

(z; ® [z;, zx]) € X5 sdo levados por 8* sobre os geradores de Z™ . Assim §* é sobrejetora

e portanto
2
-1
dH, ©H,) > n(n +33n )
243n-1
Do Teorema 14.2 segue que H,®H,, € um grupo abeliano livre de posto n(n +3 L ) [}

15. O Quadrado Tensorial nao Abeliano de um p-Grupo
2-Gerado de Classe 2.

Consideremos os seguintes grupos:

Gy =(<¢>x <a>)x<b>, onde [a,b] = ¢, [a,c] = [bc] =1, |a| = p°, b =

?°, le| = p7, p um nimero primo impar, a, §,7 inteiros, a > 8>y > 1.

Gy, =< a > x < b>, onde [a,b] = a7, |a]| = p*, |b] = PP, lla,b]] = p",a,B,7, p € IV,

P um numero primo impar, a > f,a > 2y, B>~ > 1.
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Gs = (< ¢>x <a>)x<b>, onde [a,b = a® ¢, [a,b] = a PP o] =

%, |8 = PP, || = p°lla,b])| = p", @,B,7,0,p inteiros, p um ndmero primo impar,
Yy>02la+o022y,a2p, 27,

E facil ver que Gy, G5, G; sio p-grupos 2-gerados de classe de nilpoténcia 2. Nesta secao
veremos o calculo do quadrado tensorial ndo abeliano de cada um deles. Comegaremos

com um grupo do tipo Ga, que é um grupo metaciclico. Para este caso, necessitaremos

do seguinte lema:

Lema 15.1. Sejam a, 8,y € IN tais que 2y < @, v < 3, € p um numero primo impar.

Para n € Z denotamos por [n]p a maior poténcia de p que divide n. Entao

(p* = p®~ 7 + 1)*° = 1mod p° (15.1)
pP-1

[Z (p" — p°7 + 1)k] 8 s B<a. (15.2)
k=0 P

Demonstragdo. Sejam a, 3,7, p € IN tais que p é um primo impar, 27 < ae vy < 3.
Como

PP-1 (pa

P -+ =14+ ]-)(pa — P
1=0

P -1 ]
para provarmos (15.1), basta mostrarmos que p* divide >_ (”D(p" — p°~")""=1 Para

7=0
7=0,1,...,p° =1
B

(pﬁ) (p° _po,_,,)pﬁ_j _ (Pﬁ(PB— (J— ])))pij(_]):'pa(p@-j—i)ﬂcr—w,)i

] ]' 1=0

— ((Pﬁ -D...PP=-0G- 1))>p‘3—j

‘ Z (_1)z'po(p@—j—i)+(o—~)i+,e
]' =0

Se 0 < i< p? — j é claro que p* divide p*(P°~i=+(e=Ni+8 Para j = p? — j,

a(pP—j~i)+(a—)i a—-vy)t
pe (PP mi=DH(a-ith _ pla=v)i+h

Como

vi=r—rtr=1-1)+r<ai-1)+5
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segue que
a(t—=1)=-y+820,
ou seja,
(a—7)i+ 5> a.

Assim p®|pl®="**8_ Concluimos entio que p* divide ( 5)(;7 ~ p®~7)?*~J para todo j €
pP-1

{0,1,...,p° — 1} e, portanto, que p® divide Z (”:)(p“ - p"“’)pﬁ'f. Logo
=0

(p* =p* 77" + 1)""S =1 mod p°.

Agora sejam «, 3,7 € IN tais que 2y < a, ¥y < 8 < a e p 2 3 um nimero primo.

Vamos provar que (15.2) ocorre. Temos que

pP—1 PP-1k-1
Z(pa_pa—1+1)k — pﬂ_*_ Z Z( ) p __pa—v)k-.i

k=0 k=1 j=0

= P +z+y,

PP=1 k=1 k-j- J o .
e = SR (f) (e
k=1 7= 1=0 ] 3

Bl ko
y = (’”) ple=Mik=3)
= J

onde

A~}
._4
> .
»-JO

exd
o

—
.,

Obviamente p?|z pois, a(k—j—i) > a > B paratodo ] <k <p’—=1,0<;<k-1,0<

i < k—j—1. Além disso, nao hd nenhuma parcela de z igual a —p®. Agora

1 2)
y = a4 ( (e=M(2-0) L 4
ooz

F-3 B2 8
+ pz (_1)p5—2—j (pﬁ]_ 2)p(0~w)(p‘5-2—j) + pz (_1)7)‘3—1—3' (p j 1>p(o~w)(pﬁ—1—j)
j=0 j=0
-1 PPl
= -1 £, La-7)
Z ( ) P Z i— 0

£=1 1={
_ P _ £o—y pﬁ
= ,;( 1)‘p" )(pﬁ—(£+1))
= PNV
— ;[(—1);0( )(pﬁ—(f+l))]+p( o).
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pP-2

Temos que p? divide E [(—1) {ptla=) (p,S ((H))] pois para 1 < ¢ < p? -2,

(pﬁ —I()ZH)) =

€Z.comop>3,3>1, a—v > 1temos (p°—1)(a—7) >

(¥ -1)...° =)
(£+1)

B, ou seja, p? dividde p®*~1(e=7)_ Notemos que também nio ha nenhuma parcela em y

onde z, =

igual a —pP. Segue assim que § é a maior poténcia de p que divide

pP-1

S =T+ ) ="+ 4y,
k=0

concluindo a prova. g

Proposigéo 15 2 (M. Bacon e L.C. Kappe [2]). Seja G =< a > X < b >, onde
[a,b] = “lal = p*, |b] = PP, |[a,b)] = p*, p um primo impar a, 3,7 inteiros,
a>f, a227, B >~ >1. Entao

G® G ng X Zpo—v X Zmin{p"”’vpﬁ}

Demonstragao. E claro que G é um grupo metaciclico gerado por a,b, sujeito as relagoes
definidoras

a B _ a_,a—y
a® =e, W =e, blab=a" TP,

Pelo Lema 15.1 temos que (p* — p*~7 + 1)*° = 1(modp®). Dessa forma, G é um grupo
metaciclico do tipo (12.1) coma=y, b=z, n=p*, m=p’ el =p> —p> " + 1. Da

Proposigao 12.7 temos que
G®Gg Zpl X ZP? X ZPE X Z}N

onde p; = m, p = mde(n,£—1), p3 = mde(n,—1,1+¢+ ... 44" 1), py = mde(n,! +
(4. .., 401, E ébvio que p; = p? e p; = p®7. Vamos calcular p; e p,; explicitamente.

Como
pP-1

L4 bt ™ = 3 (7 = p™ 4 1)
k=0
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e a > (3 temos pelo Lema 15.1 que a maior poténcia de p dividindo 1 + ¢+ ... 4 ™1 ¢
p?. Assim

pa = mde(n, £ — 1,1+ €4 ...+ £™1) = mde(p®, p° — p°7,p°) = min{p°~", p"}

ps = mde(n, 1+ £+ ...+ ™) = mde(p®, p°) = p°.
LOgO G ® G ~ Zzp X Zpa—'y X Zmin{p""’,pﬁ}' ]

Da demonstracao do Teorema 15.3 temos que se H, =< z;,1, >,u,v € H, com
u = zPzl[zy, To)¢, v = P} [21,22)" entdo a aplicacio 8 : Hy x Hy — Z°, definida

componente a componente como

zs(u,v) = z2112(w,v) = ml —m'l + n(?) —n' T:)

n

z6(u,v) = z912(u,v) = nl —n'l - m(é) + m'(2

) +nn'(m’ — m)

¢ uma biderivacao. Faremos uso desta biderivagao na determinacao do quadrado tensorial

nao abeliano dos grupos G; e Gj.

Proposigio 15.3. (M. Bacon e L.C. Kappe [2]) Seja G um grupo do tipo Gy, isto é,
G=(<c>x<a>)x<b> ondelab) =c, [a,¢] =[bc]=¢€. |a|=p° |b=7p° |c=
pY, pum primo impar, a > 3 > v > 1. Entéao

G@ngpa XZ,?QXZ,?,

Demonstragdao. Como G é um grupo nilpotente de classe 2 temos pelas Proposigoes 13.1

e 14.1 que G ® G é um grupo abeliano gerado por
a®a, b®b, a®b, bRa, aQc, cRa
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Do Lema 13.5 segue que
(a®a)” =(b@b)" =(a®c)” = (b®c) =(a@b” = (b®a)” =¢

Assim temos que G ® G é uma imagem homomorfica de L = Z,a x Zgg X ZZa.

Seja ¢ € G com g = a™b*c!, onde m,n, ¢ sio inteiros médulo p®, p?, p7, respecti-
vamente. Analogamente para A = a™b"c? € G. Sejam z; a componente de Zyo em
L =Zy x Zsﬂ X ch, 23, 23, 24 as componentes dos trés fatores da forma Z,s, € zs, z¢
as componentes dos dois fatores da forma Z,». Definimos uma fungio ¢ : G x G — L

componente a componente como segue:

(g,h)(p= (zl(g’h)’ 22(gvh)v 23(gah)’ 24(g»h)’ Zs(g,h), z6(g, h))

onde
z1(g, h) = mm' (mod p*), z4(g, k) = nm’ (mod pP),

2(g,h) = nn' (mod pP), 25(g,h) = ml — m/l + n('g’) - n'(';) (mod p”),

z3(g, k) = mn’ (mod p?), 2s(g,h) =nl —n't - m(';') + m’(';) + nn/(m' —m) (mod p").

Como m,m’ sao tnicos médulo p*,n,n’ tnicos médulo p”, €, ¢ unicos médulo p” e
a > B > « é facil ver que ¢ estd bem definida. Vamos mostrar que ¢ é uma bide-
rivacao. Observemos que ¢ € obtida da biderivacao 6 reduzindo-se z; mddulo p®, z;. 3. z4

médulo p? e zs, zg médulo p”. Sabemos que

(gg', )0 = (¢° k9 )0 + (¢’ h)f
RIS (9, )0+ (g"', h"')0

acontecem componente a componente para 6 como equagoes em inteiros. Segue entao
que essas relagoes estdo satisfeitas como congruéncia médulo qualquer inteiro. Como os
médulos dados para zj, ..., 2z¢ sao 0s menores para os quais ¢ esta bem definida temos
que o € uma biderivagdo. Logo existe um dnico homomorfismo > : G @ G — L tal que

(g ® h)¢ = (g,h)p. Como os geradores de G ® G sao levados sobre os geradores de L
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concluimos que GG L. g

Proposigao 15.4. Seja G um grupo do tipo G3,isto é, G = (< c¢> x <a>)x < b >,
onde [a,b] = a?" ¢, [c,b] = UM a| = po, |b] = PP, |c| = p7, |[a,b]| =P, P
um primo impar, a, 3,7, 0 inteiros, v > o > l,a+ 0 > 2v,a > 5 > v. Entao

G®G = Zyovy X Zys X Z,
onde § = min{a ~ ¥, 3} e 7 = min{a — v,0}.
Demonstragio. Sejam g = a™cfb", h = a™ b elementos de G. Observemos que

my, m) sao nicos médulo p*, ¢, ¢ tinicos médulo p° e n,n' inicos médulo pP. Das relagdes

de G temos que g, h podem ser escritos como
g=a™b"z", h=a™bp" 2",
onde z = [a,b],m = my — €p*~",m' = m| — £p*~7. Pela Proposigao 14.1

gRh=(a""z)Q (@™ )= (a® a)'(b® ) (a®@b)™(b®a)™(a@z)™(b@ z)°,

onde
a; = (my =€) (m]; = €p°77) mod |a @ a,
a; = nn’ mod |[b@ b,
az = (m;—£€p* ")n' mod |a @ b),
as = n(mi—£€p°") mod & al,
" ploa—n 0=
as = (my =W — (m) = p" ") +n (ml {fp ) -n' (ml 2(p )mod la @ z|,
4 ! - nl ! !, O — n
ag = nl —n'l —(m; — £p° 7)(2> + (my—{€p 7)(2> +

+ nn'(m] —€p°" —m; —€p°77) mod |b® z|.

Seja L = Z,o-v X Z§6 x Z?,, onde 6 = min{a —v,8} e 7 = min{a —v,0}. Os
componentes de L sdo indexadas como segue: z;, o componente de Z,a-+, 22, 23, 24, 08

componentes dos trés fatores da forma Z, 25,2z, 0s componentes dos dois fatores da
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forma Zp". Definimos uma fun¢do ¢ : G x G — L componente a componente como

segue:
(g’ h)(p = (z1(g, h)’ z(9, h), z3(9, k), 24(g, h), 25(g, k), z6(g, k)),

onde

21(g,h) = mym] mod p*77,

z,(g,h) = nn’ mod p’,

23(.9, h) = mln, mod p6v

24(g,h) = min mod p’,

zs(g,h) = ml' —mil+ n(”;]) — n'(T?) mod p’,

—_— ! / n’l / n ! ! T

26(g,h) = nl —n'f — ml( 2) + m; <2> + nn'(mj —m;) mod p
Vamos mostrar que ¢ esta bem definida. Observemos que os componentes z,...,2¢
sao obtidos reduzindo-se os expoentes ai,...,as (que aparecem na expansao de ¢ @ h)

médulo p*~7. Por outro lado, m;,m] sdo unicos médulo p* e como a — vy < a temos
z; = mym/ mod p®~". Uma vez que n,n’ sio Gnicos médulo p’ e B < a, as congruéncias
para z,, 23, z4 acontecem médulo p’. Finalmente, ¢,¢ sao determinados mddulo p?,
0 <4 < f < a. Assim as congruéncias para zs e zg acontecem modulo p”. Logo ¢
estd bem definida.

Agora provaremos que ¢ € uma biderivacdo. Observemos que ¢ é obtida da bide-

rivacao @ reduzindo z; médulo p®~7, z,, 23, 24 médulo p°, e z5, zg mddulo p”. Agora

(99 )0 = (97 ,h¥ 6+ (¢, h)0
(g,hh")0 = (g, h')0+ (", h")8

acontecem componente a componente como equacoes em inteiros. Segue entdo que eles
acontecemn como congruéncias médulo qualquer inteiro. Como os médulos dados para
21,...,2¢ S40 08 menores para os quais ¢ esta bem definida concluimos que p é uma
biderivagao. Temos assim que ¢ induz um homomorfismo ¢* : G @ G — L tal que
(g ® h)p* = (g,h)p. Observemos que ¢* leva os geradores de G @ G sobre os geradores

de L. E fécil ver que * é um isomorfismo e, portanto, que G ® G = L. -
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INDICE DE NOTACOES

conjunto dos numeros naturais
conjunto dos nimeros inteiros
n fatorial

coeficiente binomial

...ya,} mdximo divisor comum de ay,...,a,
...,a,} minimo miltiplo comum de a,,...,a,
a divide b

€ um subgrupo de , menor ou igual que
é um subgrupo préprio de , estritamente menor que
é um subgrupo normal de

é um subgrupo normal préprio de
monomorfismo

epimorfismo

isomorfismo

fungao identidade sobre o conjunto X
nicleo de um homomorfismo

imagem de uma fungao, homomorfismo
elemento identidade de G

comutador z7ly~lzy

cardinalidade do conjunto X

subgrupo de G gerado por X C G

fécho normal de RC G

grupo quociente de G por N

grupo derivado de G

grupo abelianizado, G/G’

centro de G

grupo de automorfismo de G

numero minimo de geradores de GG

soma direta de grupos

produto direto de grupos, produto cartesiano de conjuntos
produto semidireto de grupos

produto livre de grupos

produto tensorial de R-mddulos

produto tensorial ndo abeliano de grupos
grupo ciclico de ordem n

grupo diedral de grau n

grupo quaterniénico de ordem 4n
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