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Introdução 

O produto tensorial não abeliano de grupos G e H, da maneira como foi introduzido 

por R. Brown e J.L. Loday [4, 5), generaliza o produto tensorial usual G ®z;: H dos 
G' H' 

grupos abelianizados, uma vez que leva em conta ações de G sobre H e de H sobre G. 

Especificamente, sejam G e H grupos munidos de uma ação (g, h) ......... gh de H sobre G e 

uma ação (h,g) ~---> h9 de G sobre H, de tal forma que para todo g,g1 E G e h, h1 E H, 

(1) 

onde G e H atuam sobre si mesmo por conjugação. O produto tensorial não abeliano 

G ®H dos grupos G e H é o grupo gerado por todos os símbolos g ® h, g E G, h E H, 

sujeito às relações 

para todo g,g1 E G, h, h1 E H. 

ggl ®h= (g9l ® h9J )(g1 ®h) 

g ® hh1 = (g ® hl)(gh1 ® hh1
) 

Em particular, como a ação por conjugação de um grupo G sobre si mesmo satisfaz 

(1), o quadrado tensorial G ® G de um grupo G é sempre definido. 

A introdução deste conceito deve-se originalmente a razões topológicas, Ja que o 

quadrado tensorial de um grupo G, acima definido, aparece no estudo da homotopia de 

um espaço, [4]. Além disso, outros invariantes importantes do grupo argumento G, tais 

como o multiplicador de Schur e o quadrado exterior não abeliano, também aparecem 

como seções de G ® G. 

O objetivo deste trabalho é estudar este produto tensorial, destacando a ma10na 

dos principais resultados conhecidos sobre o assunto bem como computando o quadrado 

tensorial para certas classes de grupos. 

Os resultados gerais sobre o produto tensorial não abeliano de grupos G e H está 

incluído no Capítulo II. Aí também provamos o teorema de G .J. Ellis [8] sobre a finitude 

de G ®H com G e H finitos, e calculamos o quadrado tensorial do grupo metacíclico 



finito geral quando este é produto semidireto de dois grupos cíclicos. Esse cálculo engloba 

resultados de R. Brown, D.L. Johson, E.F. Robertson [3] e D.L. Johnson [11]. 

Uma das questões levantadas em [3] faz referência ao controle do número mínimo de 

geradores de G ® G em função do correspondente número d(G). Para um grupo livre G 

de posto 2 tem-se ([3]) que d( G ® G) é infinito enumerável. 

No capítulo 3 estudamos esta questão para grupos nilpotentes de classe 2, exibindo 

o resultado de M. Bacon [1] que dá uma estimativa para d(G 0 G) em função de d(G). 

Esta cota é, em certo sentido a melhor possível, pois é atingida para o quadrado tensorial 

não abeliano do grupo nilpotente livre de classe 2 a n geradores 1tn = 
13

f;n). 
Concluímos nosso trabalho calculando o quadrado tensorial não abeliano de certas 

classes de p-grupos 2-gerados de classe 2, conformeM. Bacon e L.C. Kappe [2]. 

Deixo o meu agradecimento a todos aqueles que contribuíram direta ou indiretamente 

na elaboroção deste trabalho, em especial, ao Prof. Nora[ R. Rocco pelo incentivo e ori­

entação. 
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CAPíTULO I 

O objetivo deste capítulo é introduzir os conceitos e propriedades da Teoria de Gru­

pos necessários neste trabalho. Muitos dos resultados aqui apresentados terão suas de­

monstrações omitidas e como referências citamos [9), [16] e [18] para as seções 1 e 2, [10) 

para a seção 3, [17) para as seções 4, 5 e 6 e [20) para a seção 7. 

1. Subgrupos Comutadores e Subgrupo de Frattini 

Sejam XI, x 2 , ... elementos de um grupo. O conjugado de xi por x2 é 

e o comutador de XI e x 2 (nesta ordem) é 

Para n ~ 2 o comutador simples de peso n é definido indutivamente pelas regras 

A seguir daremos algumas identidades de comutadores cujas verificações são imedi-

atas. 

Proposição 1.1. Sejam x, y, z elementos de um grupo. Então 

(i) [x,y] = [y,x]-I = [x,y-lty = [x-l,ytx 

(ii) [xy,z] = [x,z]Y[y,z]; [x,yz] = [x,z][x,y]z 

(iii) [x,y]z = [x,y][x,y,z] = [xz,yz] 

Proposição 1.2. Sejam x, y elementos de um grupo G e suponhamos que [x, y] comuta 

com x e y. Então para todo n E ~, 
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(i) [x,yn] = [xn,y] = [x,y]n 

(ii) (xy)n = xnyn[y,xJ( ~ ). 

Sejam X, Y subconjuntos não vazios de um grupo G. O subgrupo comutador de X e 

Yé 

[X, Y] :=< {[x,y]; x E X,y E Y} > 

i.e., o subgrupo de G gerado por todos os comutadores [x,y], com x em X e y em Y. 

Como [x, y] = [y, x]- 1 temos [X, Y] = [Y, X]. 

Proposição 1.3. SeM e N são subgrupos normais de um grupo G então [.M, N] também 

é normal. 

Demonstração. Segue da definição de [M, NJ e da Proposição 1.1 (iii). 

O subgrupo comutador [G, G] de um grupo G é chamado o grupo derivado de G e é 

denotado por G'. Tal grupo tem a seguinte propriedade: 

Proposição 1.4. O grupo quociente GjG' é abeliano. Além disso, se N é um subgrupo 

normal de G tal que G / N é abeliano então N :;2 G'. 

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [9]. 

Sejam G um grupo e X o conjunto de todos os subgrupos maximais de G. Definimos 

um subgrupo 4>( G), chamado o su.bgrupo de Frattini de G, da seguinte forma: 

{ 
n se X =f 0 

<P( G) = MEX 

G se X= 0 

Definição 1.5. Um elemento x de um grupo G é dito um gerador supirfluo de G se 

sempre que um subconjunto T de G satisfaz G =< T, x > então G =< T >. 

Teorema 1.6. Se G é um grupo não trivia.l e S é o conjunto de todos os geradores 

supérfluos de G então S = 4>( G). 
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Proposição 1.7. Se G é um p-grupo finito então cjJ(G) = G'GP onde GP =< xP; x E G >. 
Além disso, Gf<j>(G) é um espaço vetorial sobre 7lfp7l, cuja dimensâ.o, d(G), é o número 

mínimo de geradores de G. 

Teorema 1.8. (Teorema de Base de Burnside). Se C é um p-grupo finito, quaisquer 

dois conjuntos mínimos de geradores de C tem o mesmo número de elementos. Além 

disso, se x f/. </>(C) então { x} pode ser estendido a um conjunto mínimo de geradores 

de C. 

2. Grupos Nilpotentes 

Definição 2.1. Um grupo C é dito nilpotente se tem uma série 

1 = Co < C1 < ... < Cn = C (2.1) 

tal que 

(i) G; s;J G , i = O, 1, ... , n 

i =O, 1, ... , n- 1. 

Tal série (2.1) é chamada série central de G. A classe de nilpotência de um grupo nilpo­

tente C, cl(C), é o comprimento da menor série central de C. 

Definimos uma série de subgrupos de um grupo C pelas regras 

!I(C) =c li+l(C) =[!;(C), C] 

A série 

C = 11 (C) 2:: 12( G) 2:: ... 2:: li( C) 2:: ... (2.2) 

é claramente central e é dita a série central inferior do grupo G'. Também podemos definir 

a série central superior 

1 = Z0 (C)::::; Z1(G)::::; ... ::::; Z;(G)::::; ... (2.3) 

da seguinte forma: 

Zo(G) = 1 
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e, para i~ 1, Zi+I(G) é aquele subgrupo de G para o qual Z;+ 1 (G)/Z;(G) = Z(G/Z;(G)). 

Os adjetivos inferior e superior das séries acima são justificados pela: 

Proposição 2.2. Seja G = A; ~ A2 ~ •.• ~ An+I = 1 uma série central de G. Então 

(i) !;(G) :s; A; i= 1, ... ,n + 1 

(ii) An+I-i :s; Zi( G) i= O, 1, ... , n. 

A demonstração é por indução sobre i. Como conseqüência temos o: 

Corolário 2.3. Em um grupo nilpotente G as séries centrais inferior e superior têm com­

primento finito. Além disso, ambas as séries têm o mesmo comprimento e este número é 

a classe de nilpotência de G. 

Observemos que pela Proposição 2.2, G é um grupo nilpotente de classe 2 se e so­

mente se G' :s; Z( G). A seguir citaremos alguns resultados sobre grupos nilpotentes, cujas 

demonstrações são encontradas em [18, Capítulo 6]. 

Proposição 2.4. Seja G um grupo nilpotente de classe c. Então todos os subgrupos e 

grupos quocientes de G são nilpotentes e suas classes de nilpotência sà.o no máximo c. 

Proposição 2.5. Um produto direto de um número finito de grupos nilpotentes é nilpo­

tente. 

Proposição 2.6. Todo p-grupo finito é nilpotente. 

Proposição 2. 7. Seja G um grupo nilpotente e H um subgrupo propno. Então 

H# Na(H). 

Proposição 2.8. Um grupo finito G é nilpotente se e somente se é o produto direto de 

seus subgrupos de Sylow. 
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3. Grupos Livres 

Nesta seção introduzimos os conceitos de grupo livre e apresentação de um grupo 

bem como algumas de suas propriedades, cujas demonstrações podem ser encontradas em 

[10]. 

Definição 3.1. Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto)( Ç F se, para qualquer 

grupo G e qualquer função () : X -+ G, existe um único homomorfismo ()' : F -+ G tal 

que 

x()' = x() ( 3.1) 

para todo x E X. O cardinal IX I é chamado o posto de F. 

Há outras formas de expressar a propriedade (3.1 ). Por exemplo, podemos dizer que 

()' estende() ou, denotando por i :X -+ F a inclusão de X em F, que o diagrama 

t 

X ----t F 

G 

é comutativo, i.e., i()' = O. Observemos que a composição de funções é feita da esquerda 

para a direita. 

Substituindo a palavra "grupo" por "grupo abeliano'' nos dois lugares em que ela 

aparece obtemos o conceito de grupo abeliano livre. 

Proposição 3.2. (i) Se F é livre sobre X então X gera F; 

(ií) Grupos livres de mesmo posto são isomorfos; 

(iii) Grupos livres de postos diferentes não são isomorfos. 

Este resultado garante que o posto de um grupo está bem definido. 

Teorema 3.3. Existe um grupo livre de qualquer posto. 

Denotaremos por e o elemento neutro de um grupo e por F( X) o grupo livre 

sobre X. Do ponto de vista combinatório, o grupo livre F(X) pode ser caracterizado 
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por 

Teorema 3.4. Um grupo F é livre sobre X se e somente se 

(i) X gera F e 

(ii) não existe relação não trivial entre os elementos de X, i.e., se n E IN, x = x 1 ... Xn 

onde para todo i, x; E X ou x; 1 E X, e x;x;+ 1 =/= e para todo i com 1 ~ i ~ n- 1, 

então x =/= e. 

Teorema 3.5. (Nielsen-Schreier) Todo subgrupo de um grupo livre é livre. Além 

disso, se F é um grupo livre de posto r finito e H um subgrupo de F tal que [F : H] = g 

é finito então o posto de H é igual a (r - 1 )g + 1. 

Proposição 3.6. Todo grupo é uma imagem homomórfica de algum grupo livre. 

Seja G um grupo e 4> : F(X) ~ G um epimorfismo de um grupo livre F = F(X) 

sobre G. Temos então G ~ F/ N onde N é o núcleo de 4>. Agora seja R Ç F um 

conjunto que gera N como subgrupo normal de F, i.e., < R >F= N. Observemos que 

X e R determinam G (a menos de isomorfismo). Assim escrevemos G =< X I R > 
e chamamos este par uma apresentação livre, ou simplesmente apresentação, do grupo 

G. Os elementos de X são denominados geradores e os de R relatons. Dizemos que 

G é finitamente apresentado se existe uma apresentação G' =< X /R > onde X e 

R sao finitos. Quando X = { x 1 , • .• , :r n} e R = { r1 , . .. , r m} é comum escrevermos 

G =< x 1 , .•. ,Xn / r 1 = e, ... ,rm =e>. Neste caso chamamos ri= e, 1 ~i~ rn .. d<" 

rtlações definidoras para G. 

Exemplo. O grupo diedral de grau n, Dn, tem apresentação 

D rv / 2 n x -1 > n=<x,y X =e, y =e, y =y . 

Proposição 3. 7. Se G, H, I< são grupos e a : G ~ H, f3 : G ~ I< são homomorfismos 

com a sobrejetora e tais que N uc( a) Ç N uc(f3) então existe um homomorfismo 1 : H ~ ]\' 

tal que 0'/ = f3 
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Teorema 3.8. (Teste de Substituição) Sejam G um grupo com apresentação 

< XIR >,H um grupo e () : X ---+ H uma função. Então () se estende a um homo­

morfismo ()' : G ---+ H se, e somente se, () é consistente com todas as relações definidoras 

para G, i.e., se para todo x E X e todo r E R, o resultado da substituição de x por x() 

em r dá a identidade de H. 

Proposição 3.9. Se G e H são grupos com apresentações < X I R > e < Y I S > 
respectivamente, então o produto direto G x H tem a apresentação 

< X, y I R, s, [X, Y] > 

Definição 3.10. Sejam G =< X I R> e H =< Y I S > duas apresentações. O grupo 

< X, Y I R, S > é chamado o produto livre de G e H e é denotado por G * H. 

Proposição 3.11. Seja G *H o produto livre de dois grupos não triviais. Então o 

subgrupo comutador [G, H] de G *H é normal. Além disso, [G, H] é um grupo livre sobre 

o conjunto 

{ [g, h] I g E G, h E H, g, h =f e} 

4. Seqüências Exatas 

Uma seqüência de homomorfismos de grupos 

G 1•-J G f, G 
. . . i-1 ----+ i ----+ i+l ----+ ... 
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é exata em G; se IrnJi-l = Nucf;. A seqüência é dita exata quando for exata em cada 

Gi. Em particular 

(a) 1 --+A~ B é exata se e somente se o é injetora 

(b) B ~ C --+ 1 é exata se e somente se (3 é sobrejetora 

(c) 1 --+ A ~ B ~ C --+ 1 é exata se e somente se o é injetora, (3 sobrejetora e (3 

induz um isomorfismo de E/Imo sobre C. 

Uma seqüência exata do tipo (c) é dita extensão de A por C. 

Definição 4.1. Uma extensão 1 --+ A ~ B ~ C --+ 1 "splits"* se existe um homo­

morfismo 1 : C --+ B tal que 1 (3 = I de. 

Definição 4.2. Uma extensão 1 --+ A ~ B ~ C--+ 1 é central se Imo é um subgrupo 

central de B. 

Definição 4.3. Seja G um grupo. Dizemos que um subgrupo H de G tem compltmwto 

I< em G se H n I< = {e} e H I< = G onde H I< = { hk I h E H, k E I<}. 

Proposição 4.4. Seja 1 --+ A ~ B ~ C ---+ 1 uma extensão. Então 

(i) esta seqüência ''splits" se e somente Nuc;3 tem um complemento em B: 

(ii) existe um homomorfismo p : B --+ A tal que op = I dA se e somente se .V uc;J tem 

um complemento normal em B. Neste caso, B é isomorfo ao produto direto de C 

e A. 

5. Multiplicador de Schur 

Definição 5.1. Seja G um grupo com apresentação< XIR >. O multiplicador de Schur 

de G é definido por 
F'nR 

M(G) = [F, R] 

• A tradução comumente usada para o termo "splits" é "cinde". Preferimos manter o termo original 
em inglês. 

8 



onde R denota o fêcho normal de R em F= F(X). 

Proposição 5.2. (i) M(G) depende apenas de G e não da apresentação< XIR >para 

G; 

(ii) Se G é um grupo finito então M(G) é finito também. 

6. Produtos Tensoriais de Módulos 

Ao longo desta seção R será um anel com identidade e, não necessariamente comu­

tativo. 

Definição 6.1. Um grupo abeliano (aditivo) AJ é um R-módulo à esquerda se existe uma 

função R x M -t M, denotada (r, m) ~---+ r.m, satisfazendo 

(i) r.(m + m') = r.m + r.m' 

(ii) (r+ r').m = r.m + r'.m 

(iii) (rr').m = r(r'.m) 

(iv) e.m = m 

para todo m, m' E AJ, r, r' E R. 

Definição 6.2. Uma função f AJ -t N entre R-módulos à esqtiPrda M e .f\/ e urn 

R-homomorfismo se 

(m + m')J = (m)J + (m')J e (r.m)f = T.((m)f) 

para todo m,m' E A1 e r E R. 

Exemplo. Se R = ~ então R-módulo = grupo abeliano enquanto ~-homomorfismo = 

homomorfismo de grupos. 

De modo análogo definimos um R-módulo à direita e um R-homomorfismo entre 

R-módulos à direita. Se R é também comutativo, todo R-módulo à direita M pode ser 

considerado um R-módulo à esquerda definindo r.m = m.r para todo m E M e r E R. 
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Neste caso, diremos simplesmente queM é um R-módulo. 

Definição 6.3. Se M é um R-módulo à direita, N um R-módulo à esquerda e G um 

grupo abeliano aditivo então uma função R-biaditiva é uma aplicaçã.o f : M x N ~ G 

satisfazendo 

(i) (m+m',n)f= (m,n)f+(m',n)f 

(ii) (m, n + n')f = (m, n)f + (m, n')f 

(iii) (m.r,n)f = (m,r.n)f 

para todo m,m' E M,n,n' E N e r E R. 

Sejam M um R-módulo à direita e N um R-módulo à esquerda. Definimos um pro­

duto tensorial de M e N da seguinte forma: 

Definição 6.4. Um produto tensorial de M e N é um grupo abeliano T junto com uma 

funçã.o R-biaditiva t.p tais que, para todo grupo abeliano G e toda função R-biaditiva 

f : M X N ~ G, existe um único homomorfismo ] : T ~ G tal que o seguinte diagrama 

é comutativo 

MxN 
c.p 

T _.. 

j 
/ 

/ 
/ 

/ 

f / f / 
/ 

/ 

"' c 

Teorema 6.5. Se (T1 ,t.p1 ) e (T2 ,t.p2 ) representam o produto tensorial de Me I\/ então T1 

e T2 sã.o isomorfos. 

Demonstração. Sejam 01 : T2 ~ T1, 02 : T1 ~ T2 os homomorfismos tais que os diagramas 

'P< <Pl 
A1 X N - T2 M X /V _....... TI 

j 
/' 

/ 

l 
/ 

/ / 
/ 

/ , / 'Pl / 
, IPI 'P2 1P2 /' 

, /' / , , 
~ I? 

TI T2 

sã.o comutativos. Notemos que t.p 1 <P 201 = t.p201 = t.p 1 , i.e., 02<P 1 é um homomorfismo que 

faz o seguinte diagrama 
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MxN 
'Pl 

T1 ~ 

1 
, / 

/ 

i.p] / 
i.f'2i.f'l , / 

, .-
Tl 

comutar. Mas a aplicação identidade ldT
1 

: T1 -t T1 também tem essa propriedade. Pela 

unicidade devemos ter rh$1 = I dT1 • De modo análogo provamos que ipip 1 = I dT2 e 

portanto que $1 é um isomorfismo . • 
Desse resultado concluímos que o produto tensorial de .M e N, se existe, é único a 

menos de isomorfismo. Neste caso, o produto tensorial de Af e N é denotado por M 0RN· 

Teorema 6.6. O produto tensorial de um R-módulo à. direita M e um R-módulo a 

esquerda N existe. 

Demonstração. Seja F o grupo abeliano livre sobre M x N e seja S o subgrupo de F 

gerado por todos os elementos das seguintes três formas: 

(m + m',n)- (m,n)- (m',n) 

(m,n + n')- (m,n)- (m,n') 

(rn.r, n)- (m, r.n) 

Definimos M 0R N =F/Se denotamos cada elemento (m, n) + S E F jS por n1 2 n. 

Seja 1.p : M x N -t Af 0R N uma aplicação dada por (m, 11 )cp = m n. E fácil \·erificar 

que 1.p é uma função R-biaditiva. 

Agora sejam G um grupo abeliano e f: M x p.,r -t G uma função R-biaditiva. 

!11 X N 

f j 
v 

G 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

," f 
/ 

Como F é livre sobre M x N existe um único homomorfismo f' : F -t G estendendo f. 

Sendo f R-biaditiva temos S C Nucf'. Segue então da Proposição 3.7 que existe um 
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homomorfismo J : F I S --+ G tal que 1r J = f' onde 1r : F --+ F I S é a projeçã.o natural. 

Notemos que (m0n)J = (m,n)f para todo mE M, n E N. Assim c.pj =f. Além disso, 

f está unicamente determinado por f já que o conjunto de todos os elementos da forma 

m 0 n geraM 0R N. • 

Desse teorema concluímos que M 0R N é o grupo abeliano gerado por todos os 

símbolos m 0 n com m E M e n E N satisfazendo as relações 

(m + m') 0 n 

m0(n+n') 

m.r0n 

m 0n + m'0n 

m0n+m0n' 

rn 0 r.n 

para todo m, rn' E A1, n, n' E N e r E R. Daí concluímos que se OAt, O.rv são identidades 

de .M e N respectivamente, então OM 0 n = m 0 O.rv é a identidade de A1 ÜR N. 

Proposição 6. 7. Se R é comutativo e A1 e N são R-módulos então A1 0R N e um 

R-módulo com (m 0 n).r = m.r 0 n = m 0 n.r. 

Demonstração. Fixemos r E R. A aplicação fr : M X N--+ A10R N, (m, n) f-+ m 0 n.r 

é claramente R-biaditiva. Segue da definição de produto tensorial que existe um único 

homomorfismo Jr : M 0R N--+ M 0R N tal que c.pfr = fr onde <pé a função definida no 

Teorema 6.6. Observemos que (m 0 n)fr = m 0 n.r para todo m E M, n E N. É fácil 

verificar que a aplicação 

M 0R N X R --+ M 0R N 

(m 0 n, r) f-+ (m 0 n).r = (m 0 n)fr 
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satisfaz os axiomas de módulo à direita. Além disso, em M 0R N vale 

(m 0 n).r = m 0 n.r = m 0 r.n = m.r ® n 

para todo mE M, n E N e r E R. • 
Segue deste resultado que se M e N são grupos abelianos finitamente gerados com 

M ou N finito então M 0z N é finito. 

Sejam M, N e G R-módulos onde R é um anel comutativo com identidade. Uma 

função f: M x N -+ G é dita R-bilinear se f é R-biaditiva e 

(m,n)f.r = (m.r,n)f = (m,n.r)f 

para todo m E M, n E N e r E R. 

Se R é comutativo e M e N são R-módulos é fácil verificar que a aplicação 

c.p: M x N-+ M 0RN, (m, n) r--.. m0n é R-bilinear. Além disso, o R-módulo M 0RN e cp 

resolvem o seguinte problema.: Dados qualquer R-módulo G e qualquer função R-bilinear 

f : M X N -+ G, existe um único R-homomorfismo J: M 0R N -+ G ta.! que o seguinte 

diagrama. é comutativo 

A1 X N 
<.p 

M0RN ----+ 

l 
/ 

/ 

f 
/-

/ f / 
/ 

/ 

«:' 

G 

Proposição 6.8. Se p e q são números primos entre si então ~P 0~ ~q e um grupo 

trivial. 

Demonstração. Isso segue do fa.to que 

p( a 0 b) = pa 0 b = O 0 b e 

q( a 0 b) = a 0 qb = a 0 O 

para todo a E LZP e b E LZq. • 
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Notemos que este resultado também vale se A e B são ~-módulos finitos com 

mdc(IAI, IBI) = 1. 

7. O Funtor Quadrático de Whitehead 

Nesta seção definiremos o funtor quadrático de Whitehead r e veremos algumas de 

suas propriedades. 

Definição 7.1. Dado um grupo abeliano (aditivo) A, r A é o grupo gerado por todos os 

símbolos 1a com a E A satisfazendo as relações 

!(-a) 

1(a + b +c)+ 1a + 1b +/C 

para todos os elementos a, b, c E A. 

la; 

1(a + b) + 1(b +c)+ /(c+ a) 

(7 .1) 

(7.2) 

Segue de (7.2) com a= b =c= O que 10 é o elemento neutro de r A. Assim fazendo 

c= O em (7.2) obtemos 

e portanto r A é um grupo abeliano. Agora fazendo b =a e c= -a em (7.2) e usando 

(7.1) obtemos 

(7.:3) 

Seja 

W(a,b) = 1(a + b) -1a -1b (i A) 

Como A e fA são grupos abelianos segue que lV(a,b) = vV(b,a). Além disso, 

vV(a,a) = !(2a)- 21a = 21a ( 7.5) 

É fácil verificar que a relação (7.2) é equivalente a 

W(a, b +c)= W(a, b) + W(a, c) (7.6) 

Mais geralmente, vale 
n m n m 

vV(Lai,Lbj) = LLW(ai,bj) ( 7. 7) 
i=l j=l i=l j=l 
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para todo n, m E JN• e a;, bj E A, 1 ::; i ::; n, 1 ::; j ::; m. 

Proposição 7.2. Para todo n E JN• e a 1 , ... , an E A temos 

n 

/(ai+ ... + an) =L 1a; + LW(a;, aj) (7 .8) 
i=l i<j 

Demonstração. (por indução sobre n ~ 1). Se n = 1 a identidade (7.8) é trivial. Supo­

nhamos então n > 1 e que (7.8) é satisfeito para quaisquer r elementos de A com r < n. 

Agora sejam ai, ... , an E A. Então 

n-1 

/(ai+ ... + an) = I(Lai + an) 
i=I 
n-1 n-1 

I(L a;)+ 1an + W(Lai,an) (por (7 .4)) 
i=I i=l 

n n-1 

L/ai+ L W(a;,aj) + 1an + W(l:a;,an) 
i=I i<j<n i=l 

n n-I 

L /ai+ L W(a;, aj) + LW(a;, an) (por (7.7)) 
i=l i<j<n i=l 

n 

L /ai+ LW(a;, aj) • i=l i<j 

Segue deste resultado e de (7.5) que 

(1.9) 

Proposição 7 .3. Se A é um grupo abeliano livre de posto n e { a1 , . .. , an} é um conjunto 

de geradores livres para A então r A é abeliano livre sobre o conjunto 

{la;, W(aj, ak) 11::; i::; n, 1::; j < k :=; n} 

Demonstração. Seja G o grupo abeliano livre sobre 

X = {g; , 9jk I 1 ::; i :S n, 1 ::; i < j :=; n} 

Consideremos <P : G -+ r A o homomorfismo estendendo a aplicação X -+ r A, definida 

por 9i ~---+ lai,9jk ~---+ W(aj,ak)· Vamos mostrar que G e fA são isomorfos construindo 
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uma inversa para c/>. Sendo A um grupo abeliano livre sobre {ai, ... , an} cada elemento 
n 

a E A tem uma única expressão da forma a = Lx;a; com x; E ~' i = 1, ... , n. Definimos 
i= I 

uma aplicação () : { 1a I a E A} -.. G pondo 

n 

(!a)B =L x;g; + LXjXk9jk 
i=I j<k 

Obviamente ( 1a )() = ( 1( -a) )O para todo a E A. Agora sejam 

n n n 

a= Lxiai, b = LY;a;, c= LZ;a; 
i=l i=l i=I 

elementos de A. Uma vez que 

(x; + y; + z;) 2 

(xj + Yi + z;)(xk + Yk + zk) 

temos 

(x; + y;) 2 + 2x;z; + 2y;z, + ::? 

(x 1 + Yi)(xk + Yk) + x1 zk + YiZk + XkZ1 + YkZ1 

n 

(!(a+ b + c)O + (!a)O + (-yb)B + (!c)O L[(x; + y;) 2 + 2x;z, + 2y;z; + .:}]g; 
i=I 

+ L[(xj + Yi)(xk + Yk) + X 1 Zk + Y1 Zk + 
j<k 

n 

+ XkZj + YkZ1 ]g1 k + L:x;g, 
i=I 

n 

+ L :r1 Xk91 k + LY?g, + 
j<k i=I 

n 

+ L YJYk9Jk + L::? g, + LZJZk9Jk 
j<k i=l J<k 

n 

2)x; + y;) 2g, + L(x1 + y1 )(1·k + yk)g1k 

i=I J<k 
n 

+ L(x; + z;) 2g; + L(x1 + zJ(l·k + zk)91 k 

i=I J<k 
n 

+ L(Yi + zi)
2 + L(Y1 + ::J)(Yk + Zk)9Jk 

i=I j<k 
(!(a+ b))B + (!(b +c) )e+ (/(c+ a))B 
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Logo() é consistente com as relações (7.1) e (7.2). Segue então do Teste de Substituição 

(Proposição 3.8) que existe um homomorfismo ()' : r A ~ G estendendo 8. Obviamente 

(/ai)()' = 9i 

(W(aj,ak))O' = 9ik 

i= 1, ... , n 

1~j<k~n 

Logo cjJ()' = I d. Agora de (7.8) e (7.9) 

n 

!(Lxiai) 
i=l 

n 

L !(Xiai) + l:W(xjaj, xkaj) = 
i=l j<k 

l:xhai + LXjXklV(aj, ak) 
j<k 

e assim vemos que ()' cjJ = I d. Portanto, r A e G são isomorfos. • 

Deste resultado concluímos que se A é um grupo abeliano livre de posto n então 

r A é abeliano livre de posto n(n + 1 )/2. Observamos que a proposição anterior ainda 

continua válida para A um grupo abeliano de posto infinito e a demonstração deste fato 

segue exatamente os passos da do caso finito. 

Seja f : A~ B um homomorfismo de grupos abelianos. Sejam X o conjunto de todos 

os símbolos 1a com a E A, F o grupo livre sobre X e R o conjunto de todas as relações 

do tipo (7.1) e (7.2). Consideremos f3: F--+ rB o (único) homomorfismo estendendo a 

correspondência 1a 1-+ 1(af). Como< R >FC Nuc1r, onde 1r : F~ F/ < R >F é a 

projeçã.o natural, segue da Proposição 3. 7 

r A~ F/< R >F 

f 

rB 

que existe um homomorfismo f : r A ~ r B tal que (la)]= 1(af) para todo a E A. 

Dizemos que j é o homomorfismo induzido por f. Segue de (7.4) que 

(W(a, b))] = W(af, bf) 
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para todo a, b E A. É óbvio que se f é sobrejetora então j é sobrejetora. Também, A = B 

e f = IdA implica f= ldrA· Além disso, se g : B ~ C é um homomorfismo de grupos 

abelianos e g : r B ~ rc o homomorfismo induzido por g é claro que o homomorfismo 

fg : r A ~ rc é induzido por fg : A ~ C. Assim, segue que se f : A ~ B é um 

isomorfismo então j : r A ~ r B também é. 

Sejam f : r A ~ rB o homomorfismo induzido por f : A ~ B, {ai} c A um 

conjunto gerador de A e {r,\} C Nucf um conjunto que gera Nucf. Então 

Lema 7.4. Seja r o o subgrupo de r A gerado pelos elementos 

(7.10) 

para todos os valores de)., i. Então para todo a E A e r E Nucf 

!(a+r)-!(a)Ero (7.11) 

Demonstração. Se r = r_x 1 + ... + r_xP temos de (7.8) que 

1(r) = Ll(r_xJ + :Ll1'(r_xk,r_xJ 
k<( 

Cada elemento r_xk é uma soma de geradores no conjunto {a;}. Segue então de (7.7) que 

cada l1'(r_x~<, r_xJ é uma soma de elementos da forma H'( ai, r.\,) e portanto que í(r) E r o. 

Se a= ai 1 + ... + aiq então por (7.7) 

W(a,r) = LLlV(ai,,r_x() E ro 
r ( 

Assim, de (7.4) 

!(a+ r) -1a = W(a, r)+ !(r) E r o. • 

Teorema 7.5. Se f : A ~ B é um epimorfismo então Nucj é gerado pelos elementos 

(7.10). 

Demonstração. Seja f* = r Ajr 0 e seja a E r· a classe lateral de o E r A. Como 

r 0 Ç N uc] segue da Proposição 3. 7 que j induz um homomorfismo f* : r· ~ r B 
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f A 

f o 

dado por 

(!a)j* = (!a)J = 1(af) 

fA/f0 

I 
I 
I 
I 
,r 
I 

I 
.} 

rB 

(7.12) 

É fácil ver que N uc(f*) Nucf A . b f , . . C --. ss1m as ta provarmos que • e Jnjetora. .orno 
f o 

lmf = B, para cada b E B existe (b)u E A tal que (bu)f = b. Temos então para todo 

a E A que ((af)u- a)f =O. Escrevendo (a)v = (af)u- a E Nucf obtemos 

(af)u =a+ (a)v (a E A) 

Portanto de ( 7.11) segue que 

!((af)u) = 1(a + (a)v) = 1a ( 7.13) 

para todo a E A. Analogamente 

'")' ( (- b) u) = 1 (- ( b) u) = 1 ( bu) ( 7.14) 

e 

( 7.1.)) 

para todo b, bl, ... 'bn E B. Seja 9: {Jb I b E B} -f r· uma função dada por 

(!b)g = 1(bu) (7.16) 

Segue de (7.14), (7.15) e Proposição 3.8 que 9 se estende a um homomorfismo 

9' : r B __, f'". Temos de (7.12), (7.16) e (7.13) que 

(ra)j*g' = (r(af))9' = !((af)u) = 1a 
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Logo r g' = I dr·, donde r é injetora. • 
Teorema 7.6. Seja B um grupo abeliano com apresentação < {ai} I {r;.} >. Então r B 

tem a apresentação <X I Y U Z > onde 

X {l(a;)} U {W'(aj,ak), j < k} 

Y {[x,y] lx,yEX, x::j:y} 

Z = {l(r;.)}U{W(a;,r;.)} 

Demonstração. Sejam A o grupo abeliano livre sobre {a;} e j : r A - f B o homo­

morfismo induzido pela projeção natural f : A ---> B. Segue da Proposição 7.3 que f A 

tem apresentação < X I y >. Do Teorema 7.5 temos IVucl =< z >Ç r A. Logo 

f*==- <X i y > ==-<X I y u z >. Também é óbvio que o monomorfismo r :r· - rB 
< > 

dado por (7.12) é também sobrejetor. Daí temos r B 2='< X I y u z > . • 

Este resultado é importante pois fornece uma apresentação para r B a partir de uma 

conhecida para B. Assim podemos ter uma apresentação mais "enxuta" para f B do que 

aquela implícita na sua definição. Além disso, garante que se B é um grupo abeliano 

finitamente apresentado então r B também é. 

Do Teorema 7.6 e das identidades (7.9) e (7. 7) temos o seguinte resultado. 

Corolário 7. 7. r ~n ==- { ~n, se n ~ ímpar 
~2n, se n e par 

Proposição 7.8. Sejam A e B grupos abelianos. Então 

f( A ffi B) =:::-f A ffi f B ffi (A ®;z B) 

Demonstração. Consideremos a correspondência 

1' (a + b) ~---+ 1a + 1b + a 0 b 

onde 1a E f A, 1b E f B e 1'(a + b) E f( A ffi B) significa o mesmo que 1a na Definição 7.1. 

É fácil ver que esta correspondência é consistente com todas as relações definidoras para 

f( A ffi B) e portanto se estende a um homomorfismo f : f( A ffi B) ---> f A ffi f B ffi (A 0 ;z B). 
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Agora de (7. 7) segue que um homomorfismo g : r A EB r BEBA 0:;z B ---. r(A EB B) está 

definido pelas correspondências 

,b 1-+ !'b 

a 0 b ~---+ W'(a, b) 

onde a E A,b E B. Claramente fg =Ide gf = ld. Logo f é um isomorfismo. • 

Corolário 7.9. Sejam AI. ... , An grupos abelianos. Então 

r( AI EB ... EB An) ~ r AI EB ... EB r An EB (AI ®:;z A2) EB [(AI EB A2) G:;z A3] 4 ... t:B 

EB [(AI EB ... EB An-I) ®:;z An]. 

Corolário 7.10. Se A é um grupo abeliano finito então r A também é. 

Demonstração. O grupo A, sendo abeliano finito, pode ser decomposto em uma soma 

direta de grupos cíclicos finitos A ~ AI EB ... EB An- A finitude de r A segue dos Corolários 

7.9, 7.7 e do fato que o produto tensorial de LZ-módulos finitos é finito. • 
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CAPíTULO II 

O Produto Tensorial Não Abeliano de Grupos 

8. Definição e Resultados Preliminares 

Uma ação de um grupo G sobre um grupo H é um homomorfismo (} : G-+ Aut(H). 

Escrevemos (h )9(} como h9 , representando assim uma ação à direita de H. Se (} é o 

homomorfismo trivial então dizemos que G age trivialmente sobre H ou que H é C-trivial. 

Sejam G e H dois grupos munidos com uma ação de G sobre H e de H sobre G. 

Suponhamos que cada um desses grupos atue sobre si mesmo por conjugação, i.e., para 

9,x E G e h,y E H,9x = x-19x e hY = y-1hy. Dessa forma temos uma ação do produto 

livre G * H sobre G e H. Vamos dizer que as ações de G sobre H e de H sobre G são 

compatíveis se: para todo 9, 91 E G, h, h1 E H 

9(h 9 J) = 9gj1 hgl : = ( (99} 1 )h )91 

h(ghJ) = hhjlghl := ((hh11 )g)hl 

( 8.1) 

(8.2) 

Se G e H atuam um sobre o outro compativelmente, o produto tensorial (não abeli­

ano) de G e H, como introduzido por R. Brown e J.L. Loday em [4,5] é definido corno o 

grupo gerado por todos os símbolos 9 0 h, 9 E G, h E H satisfazendo as relações 

991 0 h = (9 91 ~; h91 )(gl 0 h) 

9 ® hh1 = (9 0 hJ)(ghl ® hhl) 

para todo 9,91 E G e h, h1 E H. Tal grupo é denotado por G 2 H. 

I R ')) \ l .. ) 

( 8.4) 

Notemos que as relações (8.3) e (8.4) têm a forma das identidades de comutadores 

quando 9 0 h é substituído por [a, b] e as ações por conjugação. 

Uma vez que a ação por conjugação de um grupo G sobre si mesmo satisfaz ( 8.1) e 

(8.2), o quadrado tensorial não abeliano G ® G de um grupo G pode sempre ser definido. 

Observação: Fazendo 91 =e em (8.3) e h1 =e em (8.4) vemos que 9 0 e= e 0 h, onde 

9 E G e h E H, é o elemento neutro de G 0 H. 
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Exemplo: Sejam G =<a I a 2 > e H=< b I b3 >. Suponhamos que H age trivialmente 

sobre G e que G age sobre H por h9 = h-1, h E H, g E G. Obviamente essas ações 

são compatíveis. Da definição de G ® H e da observação anterior G ® H é gerado por 

{a® b,a ® b2
}. Mas, por (8.4) 

Logo G ®H=< a® b >. Também temos 

É fácil verificar que a aplicaçã.o G ®H --+ iZ3 , a 0 b ~ T é um isomorfismo. • 

Definição 8.1. Seja L um grupo. Uma função <jJ : G x H --+ L é chamada uma biderivaçào 

se para todo g,g1 E G e h, h1 E H 

(gg1' h )<P = (g91
' h91 )<P. (gl' h )<P 

(g,hhi)<P = (g,hi)<jJ. (li ,hh1 )<P 

Claramente uma biderivação <jJ : G x H --+ L determina um único homomorfismo 

c/J*: G ®H--+ L tal que (g ® h)cjJ* = (g, h)cjJ (Proposição 3.8). 

A seguir veremos alguns resultados obtidos por R. Brown e J. L. Loday [5]. 

Proposição 8.2. Os grupos G e H atuam sobre G ~)H de modo que 

para todo g, g1 E G, h, h1 E H. Conseqüentemente temos uma ação de G *H sobre G Z H 

dada por 

onde g E G, h E H e p E G *H. 

Demonstração. Para cada g E G consideremos a função </J9 : G x H --+ G ®H tal que 

(g11 h )cP = gf ® h9 com g1 E G, h E H. Afirmamos que </J9 é uma biderivação, Vg E G. De 

fato, se g E G então para todo g1 , g2 E G e h, h1 E H temos 

23 



e similarmente 

gf 0 (hht) 9 

gf 0 h9 hf 

(gf 0 h~)[(gf)hf 0 (hg)hi] 

(gf 0 h~)[(gf) 9 -
1

h 1 g 0 h~ 9 h 9 h~J 

(gf 0 h~)(g~ 19 0 hh19 ) 

(gl' hl )rPg(9~ 1 0 hh 1 )rPg 

(por (8.4)) 

(por (8.1)) 

Logo r/19 é uma biderivação e assim determina um único homomorfismo de grupos 

o:9 : G 0 H --+ G 0 H tal que (g1 0 h)o:9 = (gf 0 h9 ) para todo g1 E G, h E H. É 

claro que o:9 é um automorfismo de G 0 H uma vez que o:9 o 9 -1 = 0:9 -1 o:9 = I dc0 H. Como 

obviamente 

o: : G --+ Aut G 0 H 

é um homomorfismo de grupos, temos uma ação de G sobre G 0 H tal que 

O outro caso é provado de forma análoga. • 

Proposição 8.3. Suponhamos que o : G --+ A, f3 : H --+ B sejam homomorfismos de 

grupos, A, B atuem compativelmente um sobre o outro e que o e f3 preservem as ações, 

no seguinte sentido: 

para todo g E G, h E H. Então existe um único homomorfismo 

o0f3:G0H--+A0B 

tal que (g 0 h)( o 0 f]) = go: 0 h/3 para todo g E G, h E H. Além disso, se o e f3 são 

sobrejetoras então o 0 f3 também é. 
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Demonstração. Consideremos a função </;: G X H --+ A 0 B dada por (9, h)</;= 90: 0 h/3. 

Para todo 91,92 E G e h E H temos 

(9192, h)<j; (9192)0: 0 h/3 

= (91 )o:(92)o: 0 h/3 

((9I)o:< 92 )~ 0 (hf3)< 92 )~)((92)o: 0 h/3) (por (8.3)) 

((9f2 )o: 0 (h92 )!3)((92)0: 0 h/3) 

(9i2' h92 )</;(92, h)<P 

e similarmente, (9,h1h2 )cjJ = (9,h 2 )c/Y(9h 2 ,h~ 2 )</;, V9 E G, Vh 1 ,h 2 E H. Logo <Pé uma 

biderivação e assim determina um único homomorfismo o: 0 /3 : G 0 H --+ A 0 B tal que 

(9 0 h)(o: 0 /3) = 90 0 h/3, V9 E G, Vh E H. 

Se o: e /3 são sobrejetoras então dados a E A e b E B existem 9 E G e h E H tais 

que 90: = a e h/3 = b. Daí (9 0 h)( o: 0 /3) = a 0 b provando que o 0 /3 é sobrejetora 

também. • 
Proposição 8.4. Existe um único isomorfismo 

v:G0H--+H0G (8.5) 

tal que (9 0 h)v =(h 0 9)-1 para todo 9 E G, h E H. 

Demonstração. É fácil ver que a função <P: G x H--+ A0G dada por (9, h)c/Y = (h2>9)- 1 é 

uma biderivação e portanto determina um único homomorfismo do tipo (8.5 ). Da mesma 

forma existe um homomorfismo J.L : H 0 G --+ G 0 H tal que (h~) 9)11 = (9 c:j h)- 1 

para todo h E H, 9 E G. Obviamente J.LV = I dH 0 c e VJ.L = I dc0 H e portanto 11 i· um 

isomorfismo. • 
Proposição 8.5. Para todo 9, 9I E G e h, h1 E H temos 

(a) (9-1 0 h)9 = (9 0 h)-1 = (9 0 h-1 )\ 

(b) (9 0 ht1(91 0 h1)(9 0 h)= (91 0 hJ)[g,h] = (91 0 hJ}9 -
19

h = (91 0 hJ)h-g\ 

(c) (9-19h) 0 h1 = (9 0 ht1(9 0 h)h1
; 

(d) 91 0 h-9 h = (9 0 ht91 (9 0 h); 
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Demonstração. (a) Segue do fato que 

e 

9 0 e = g 0 h -I h = (g 0 h) (g 0 h -I ) h 

para todo g E G e h E H. 

(h) Sejam u,v E G,x,y E H. Expandindo uv 0 xy primeiro por (8.3) e depois por (8.4) 

temos 

Agora, desenvolvendo uv 0 xy por (8.4) e depois por (8.3) obtemos 

Segue dessas duas últimas identidades que 

(8.6) 

-1 h-1 -1 h-1 
Fazendo u = gf , v = g, x = gf e y = h em (8.6) obtemos 

I. e., 

Agora por (8.2) 
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(c) (g-1gh) 0 hl - (g-h-l g 0 hfl )h 
- (g-h-l 0 h~-l )9h(g 0 hh1h-1 )h 

(g-1 0 h1)h-lgh(g 0 h-1 )h(g 0 hh}) 
(g 0 hJ)-(g,h](g 0 ht 1(g 0 hJ)(g 0 h)h 1 

(g 0 ht 1 (g 0 h)h1 

( d) é provado de modo análogo a (c) 

(g 0 ht1 (g1 0 ht)-1(g 0 h)(gl 0 hJ) 
(g 0 htl(g 0 h)h~gl hl 
(g-lgh) 0 h-gl h} 

(por (8.3)) 
(por (8.4)) 
(por (a)) 
(por (b)) 

(por (b)) 

Definição 8.6. Um módulo cruzado é um homomorfismo de grupos 11 : A1 -+ P junto 

com urna ação de P sobre M satisfazendo as seguintes condições 

(MCl) (mP)/1 

(MC2) (mi)(m)ll 

p- 1 (m)J1p, p E P, mE A1 

m - 1m 1m ....,, m EM 
' ,. ' 1 

Proposição 8. 7. (a) Existem homomorfismos de grupos À : G&:;H -+ G, -\': G&:;H -+H 

tais que (g 0 h)-\= g-1gh, (g 0 h)N = h-9 h; 

(b) Os hornornorfisrnos À,-\' com as ações dadas na Proposição 8.2 são módulos cruzados; 

(c) Se g E G, h E H, tE G 0 H então 

n0h r 1t" 

g ®i,\' C 9 t; 

(d) tÀ 0 t 1-\' = [t, t 1] para todo t, t 1 E G 0 H; 

(e) As ações de G sobre Nud' e de H sobre Nud são tri\·iais. 

Demonstração. (a) Seja a: G x H-+ G tal que (g, h)a = g- 1gh. Para todo g,g1 E G e 

h, h1 E H temos 

Analogarnen te 
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Assim o determina um homomorfismo ). : G 0 H ---? G tal que (g ® h)). = g- 1 g\ g E G, 

h E H. O outro caso é análogo. 

(b) Como). é um homomorfismo de grupos é suficiente provarmos que). satisfaz (MCl) 

e (MC2) para todos os geradores de G ®H. Sejam então t 1 = g1 ®h E G ®H e g E G. 

Temos por (8.1) 

Logo). satisfaz (MCl). A condição (MC2) segue direto da Proposição 8.5 (b). De modo 

análogo provamos que ). é um módulo cruzado. 

(c) e ( d) são conseqüências imediatas da Proposição 8.5. 

(e) SetE Nuc).' e g E G então por (c) ea0 H = g ® t).' = t- 9 t, i.e., t9 = t. Logo Nud' é 

C-trivial. Analogamente, N uc). é H -trivial. • 

Veremos a seguir que se G e H são grupos, cada um atuando trivialmente sobre o 

outro então G ®H é o produto tensorial (usual) dos grupos abelianizados. 

Proposição 8.8. Se G atua trivialmente sobre H e H atua trivialmente sobre G então 

Demonstração. Observemos que pela Proposição 8.5 (e) G (2) H é um grupo abeliano. 

Além disso, sendo H G-trivial 

e como ).' é um homomorfismo temos Nuc().') = G 0 H. Conseqüentemente G age 

trivialmente sobre G ®H (Proposição 8.7 (e)). Da mesma forma a ação de H sobre 

G ®H é trivial. Definimos 

() : c;ab X Hab ---7 G ® H 

(g, h) ~ g ®h 
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onde g = G'9 e h= H'h. Se 9,x E G e h,y E H são tais que g = x e h= y então existem 

c E G' e d E H' de tal forma que 9 = ex e h = dy. Daí 

9 0 h =ex 0 dy = (c 0 d)(x 0 d)( c 0 y )(x 0 y) (8.7) 

Agora, é fácil verificar que 

para todo 91,92 E G e h1, h2 E H e conseqüentemente que c 0 d = x 0 d =c 0 y = e. 

Assim, de (8.7), 9 0 h= x 0 y. Logo() é uma função bem definida e como as ações de C 

e H sobre G 0 H são triviais temos que() é uma função ~-bilinear. Agora sejam A um 

~-módulo e f : cab X Hab ~ A uma função ~-bilinear. É fácil verificar que a função 

] : G 0 H ~ A definida por (g 0 h)]= (g, h)f é um ~-homomorfismo estendendo f. 

Assim, pela unicidade de produto tensorial de módulos temos C 0 H~ cab 0~ Hab_ 

9. O Quadrado Tensorial Não Abeliano de um Grupo 

Aqui vamos nos restringir ao quadrado tensorial não abeliano de grupos. Os resul­

tados apresentados nesta seção são de R. Brown, D.L. Johnson e E.F. Robertson [3]. 

Consideremos um grupo G atuando sobre si mesmo por conjugação. Claramente 

a função comutador C x C ~ C, (9, h) 1--7 [g, h] induz um homomorfismo de grupos 

k: G 0 G ~ G tal que (g 0 h)k = [g,h] para todo g,h E C. Escrevemos J2(C) para 

Nuck. O resultado seguinte é uma conseqüência imediata da Proposição 8.7. 

Proposição 9.1. (a) )z(G) é um subgrupo central de C 0 G 

(b) G age trivialmente sobre J2 ( C). 

Lema 9.2. Para todo g E C, c E C' 

cg 0 cg = g 0 g, gc@ gc = g 0 g. 

Demonstração. Primeiro observemos que todo elemento de G' é um produto finito de 

comutadores. Se 9 E C e c é um comutador simples, digamos, c= [x, y] então por (8.3), 
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(8.4) e Proposições 9.1 e 8.5, temos 

[x, y]9 0 [x, y]9 ([x,y] 0 9)9 ([x,y] 0 [x,y]) 92 (9 0 9)(9 0 [x,y])9 

(9 0 9)([x, y] 0 9)(9 0 [x, y])]9 

- (9 0 9)[(x 0 Yt1(.1: 0 y) 9 (x 0 Yt 9 (:r 0 y)]9 

909 

Em geral, se c é um produto de comutadores, digamos, c= [x 1, y 1] •.. [xn, Yn] então por 

indução obtemos 

De modo análogo, 9c 0 9c = 9 0 9 • 

Proposição 9.3. Seguindo a notação de 7.1, existe um homomorfismo bem definido 

tal que (/9)'1/! = 9 0 9 onde 9 denota a classe lateral de 9 módulo G'. 

Demonstração. Seja r..p : X --t G 0 G dada por ( !9)r..p = 9 0 9 onde X = { !9; 9 E G}. 

Notemos que se 91,92 E G são tais que 91 = 92 então g1 = c92 para algum c E C'. Daí, 

pelo Lema anterior 

Logo r..p está bem definida. Resta verificarmos que r..p é consistente com as relações defi­

nidoras (7.1) e (7.2) de f(Cab). Pelas Proposições 9.1 e 8.5 (a) temos para todo g E C 

que 

e portanto r..p é consistente com a relação (7.1). Além disso, para todo a, b, c E C 

(!( abc) )r..p(tã)r..p(tb)r..p(!c)r..p = ( abc 0 abc)( a 0 a)( b 0 b )(c 0 c) 

(ab 0 cY(ab 0 ab)(c 0 bc)(c 0 a)bc(a C a) 

(b0b)(c0c) (por (8.3) e (8.4)) 
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(a® c)bc(b ® cr(ab ® ab)(c ® c)(c 0 b)c 

(c® a) 6c(a ® a)(b 0 b)(c 0 c) 

(ab 0 ab)(a 0 c)bc(b 0 cnb 0 bt
2 
(c® c) 

(c 0 b { (c 0 a) bc (a ® a) (c 0 c) 

= (a b ® a b) (a 0 c) bc ( bc 0 bc )(c 0 a) bc (a 0 a) 

(c0c) (por (8.3) e (8.4)) 

= (a b 0 a b) ( bc 0 bc )[ (a 0 c r (a ® a ( (c 0 c) (c ® a) c t 
(ab ® ab)(bc 0 bc)(ac 0 ac) 

( {ab )cp( {bC )cp( {a C )cp 

Logo, cp é consistente também com a relação (7.2) e portanto existe um homomorfismo 

'ljJ: f(Ga 6)---+ G 0 G estendendo cp. • 

É óbvio que Jm'ljJ Ç J2 (G) e como J2 (G) é um subgrupo central de G 0 G temos que Jnn/' 

é normal em G 0 G. Assim podemos pensar no grupo quociente G 0 G / Jm~'. Chamamos 

este grupo de quadrado exterior de G e o denotamos por G A G. Como lm'!jJ Ç J2 (G), 

pela Proposição 3. 7, existe um homomorfismo k' : G A G ---+ G' tal que pk' = k onde 

p: G 0 G---+ G 0 G/lm'ljJ = G A G é a projeção natural. Os resultados de [14] mostram 

que o núcleo de k' é isomorfo ao multiplicador de Schur M(G). 

Sejam i: J2 (G)---+ G®G a inclusão e (3 = ipa- 1 onde a é o isomorfismo de M(G) so­

bre Nuc(k'). Então temos o seguinte diagrama comutati\'o com linhas exatas e extensões 

centrais como colunas 

1 1 

l l 
r(Gab) v· J2(G) 

(J 
M(G) --+ --+ ---; 

=1 il la (I) 

r(Gab) "' G0G 
p 

GAG 1 --+ --+ ---; 

k1 1k' 
G' G' 

1 l 
1 1 
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Segue deste diagrama o seguinte resultado: 

Proposição 9.4. Se G é um grupo finito (p--grupo finito, p primo) então G ® G também 

é finito (p--grupo finito). 

Demonstração. Se G é um grupo finito então M(G) e f(Ga 6 ) também são. Segue então da 

primeira linha do diagrama (I) que J2 (G) é finito e como G' também é finito, concluímos 

da penúltima coluna de (I) que G ®G é um grupo finito. Similarmente. se G é um p-grupo 

finito então G ® G também é. • 

Na seção 11 veremos que esse resultado vale também para o caso mais geral, ou seja, 

se G e H são grupos (ou p-grupos) finitos então G ®H também é. Agora vejamos como 

fica o quadrado tensorial não abeliano de um grupo livre. 

Proposição 9.5. Se G é um grupo livre então G ® G é isomorfo ao produto direto 

G' X r(Ga6). 

Demonstração. Primeiro notemos que pela Proposição 8.3 existe um epimorfismo 

</> : G ® G ---+ cab 0 cab tal que 9t ® 92 1---t 91 ® 92, onde 9 = G'g. Seja 'P = 'lj.J<p. 

Sendo G um grupo livre, cabe cab 0~ cab são abelianos livres. Se {9i} é uma base para 

cab então Y = {9i 0 :qj, (9k 0 9e)(9e ® 9k) 1 i ~ j, k < t} é uma base para cab 0 cab. 

Agora 

para todo i,j, k com j < k. Vemos então que 'Pé um monomorfismo e conseqüentemente 

que 'lj; é injetora. Logo lm'lj; ~ r(Ga6). Sendo C' livre também temos que a penúltima 

coluna do diagrama (I) "splits". De fato, seja X uma base livre para C'. Como 

k : G 0 G ---+ G' é sobrejetora, para cada x E X existe 9r E C G tal que (9x)k = :r. 

Definimos uma função e : X -+ G ® C pondo xe = 9x· Sendo C' livre sobre X, e se 

estende a um homomorfismo e' : C' -+ C® C. É claro que O' k = I de'. Logo a extensão 

1---+ J2 (G) ~C 0 G ~ G'-+ 1 

"splits". Assim, pela Proposição 4.4, J2 (C) = Nuck tem complemento C em G (:, G e 
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como J2 (G) :5 Z(G ® G), C é normal em G 0 G. Daí 

G ® G ~ G' X Nuck = G' X lm'ljJ ~ G' x f(Gab) • 
Notemos que se G é livre de posto finito n ~ 2 então G' é livre de posto infinito 

enumerável e f( Gab) é abeliano livre de posto n( n + 1 )/2 (Proposição 7.3). Se G é livre 

de posto 1 então G ® G ~ ~. 

Proposição 9.6. Se G é um grupo no qual G' tem complemento cíclico C então G 0 G 

é isomorfo ao produto direto (G 1\ G) x C. 

Demonstração. Seja c =< X >. A projeção natural G -t cab leva c isomorficamente 

a cab. Com efeito, se cl,c2 E c são tais que G'cl = G'c2 então CJc2 1 = 9 para a.lgum 

9 E G'. Logo devemos ter c 1 = c 2 pois caso contrário C n G = {e} contrariando o fato 

de C ser complemento de G'. É óbvio que a projeção G -. Ga6 leva C sobre cab, já que 

G = G'C. Assim podemos escrever C= Gab. A seqüência exata 

f( C)~ G 0 G ~ G 1\ G-. 1 

mostra que Nucp = lm'ljJ é gerado por x 0 x. Temos então que a função canônica 

leva Nucp sobre C 0 C. Além disso, a restrição de f, a Nucp, f, INucp, é um isomorfismo. 

De fato, se C =< x > é infinito então Nucp =< x ~·:r > também é. Além disso. C 

e Nucp são grupos livres de posto 1 e portanto isomorfos. Se C é um grupo finito e 11 

é a ordem de x então x 0 x tem ordem no máximo n já que ( x ~) :r)" = .1' 0 xn. Logo 

I Nucp I :::; I C 0 C I = I C I e como f, IN .. cp é sobrejetora temos /\/vcp ~C C C'~ C'. 

Assim f, IN .. cp é um isomorfismo e portanto existe uma retração 

cujo núcleo é Nucf,. Mas Nucf, ~ G 1\ G e então 

G 0 G ~Nuca x Nucp ~ (G 1\ G) X C • 
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10. Propriedades 

Nesta seção veremos algumas propriedades de produtos tensoriais não abelianos de 

grupos. Os dois primeiros resultados serão úteis na prova da finitude do produto tensorial 

de grupos finitos sendo o primeiro deles de G.J. Ellis [7] e o segundo de D. Guin [6]. 

Proposição 10.1. Sejam duas extensões centrais 

tais que G e H são grupos cada um atuando compativelmente sobre o outro, A e B 

também, o:,{3 são homomorfismos que preservam as ações com Nuca, Nucj3 atuando tri­

vialmente sobre H, G respectivamente. Então existe uma seqüência exata 

(G 0 N) x (M 0 H) _i__. G 0 H~ A 0 B -t 1 

na qual I mO é central em G 0 H. 

Demonstração. Pela Proposição 8.3, o e {3 induzem o epimorfismo 

o:0{3:G0H -t A0B 

9 0 h f-t go: 0 h{3 

A partir das ações de G sobre H e de H sobre G definimos ações de G' sobre N e de /V 

sobre G da seguinte forma: IV age sobre G por 

( 10.1 ) 

e como (ni 2)9 E Nuc{3 = Jmi 2 para todo n E N e g E G, G age sobre N por 

(10.2) 

onde i2 1 é o homomorfismo inverso de i 2 : N -t Jmi 2 . É fácil verificar que (10.1) e (10.2) 

são ações. Para todo g, g1 E G e n, n1 E N temos 
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e 

n( ((n1i2)gn)i2-1 = ((n1i2)gn'2)i21 = ((n1i2)(ni2)-lg(ni2))i21 = 

- ((ni2t1((nr
1

)i2)9(ni2))i21 = (((nr
1

)i2)9i2 1t = nr 1

gn 

Logo as ações (10.1) e (10.2) são compatíveis e assim podemos pensar no produto tensorial 

(não abeliano) G 0 N. Da mesma forma J\,10 H está definido. Agora definimos 

e:X ~ G0H 

(90n,e) t-+ 90ni2 

(e,m0h) t-+ mi1 0h 

onde X= {(90n,e),(e,m0h);9 E G,n E N,m E M,h E H}. Queremos mostrar que 

existe um homomorfismo e : (G 0 N) x (M 0 H) ~ G 0 H estendendo e. Para isso 

devemos provar que e é consistente com as seguintes relações: 

(i) (90n,e)(e,m0h) = (e,m0h)(90n,e) 

(ii) (919 0 n, e)= (9f 0 n9 , e)(9 0 n, e) 

(iii) (9 0 n1n, e)= (9 0 n, e)(9n 0 n~, e) 

(iv) (e, m 1m 0 h)= (e, m~ 0 hm)(e, m 0 h) 

(v) (e,m 0 h1h) = (e,m 0 h)(e, mh 0 hn. 

para todo 9, 91 E G, n, n1 E N, m, m 1 E Jl.f, h, h1 E H. 

(i) Pela Proposição 8.5 (b) e hipótese 

(9 0 n, e)O(e, m 0 h)O (9 0 ni2)(mi1 0 h) 

(ii) Por (8.3) e (10.2) temos 

(919 0 n, e )O 

( rn.i1 0 h )(9 \S' ni2)(miJ)-I (mlJ )h 

(mi1 0 h)(9 0 ni2) 

(e,m 0 h)0(9 0 n,t)B 

919 0 ni2 = (9f 0 (ni2) 9 )(9 0 ni2) 

(9f 0 (n 9 )i2)(g 0 ni2) 

(9f 0 n9
, e )e(9 0 n, e )O 
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(iii), (iv) e (iv) sã.o análogos. Agora mostraremos que lmÕ = Nuc(a 0 ;3). Notemos 

que para todo 9 E G, n E N, m E M e h E H 

(9 0 n, m 0 h )Õ( a 0 /3) = e 

e conseqüentemente ImO ~ Nuc(a 0 ;3). Além disso, como Jmi 2 = Nuc/3 atua trivial­

mente sobre G temos para todo 9, 91 E G, h1 E H, n E N 

e similarmente 

(91 0 hl)(9 0 ni2) = (9 0 ni2)(91 0 hi)9
-

1 
9

m
2 

(9 0 ni2)(91 0 hi) = (9 0 n, e)Õ(92 0 h1) 

(91 0 hl)(e,m 0 h)Õ = (e,m 0 h)Õ(91 0 hi) 

para todo 91 E G, h, h1 E H, m E Af. Conseqüentemente JmÕ é central em G 0 H e, em 

particular, normal em G 0 H. Assim, basta mostrarmos que a função induzida 

11: (G 0 H)jlmÕ ___.A 0 B 

é um isomorfismo e isso é feito construindo um homomorfismo inverso para 11· Para cada 

a E A, b E B escolhamos a' E G, b' E H tais que (a')a =a e (b')/3 = b. Definamos 

v': A x B -----t (G 0 H)/ !mÕ 

(10.3) 

(a, b) f--+ (a' @ b') r. 

onde r.: G0H---> G0H/lrnÕ é a projeção natural. Devemos mostrar que (10.3) 

in depende da escolha de a' e b'. Sejam então 9 E G, h E H tais que go = ( a')a = a e 

h,B = (b')/3 = b. Como a'g- 1 E Nuca,b'h- 1 E Nuc/3 existem :r E Nuca,y E .''/ucJ tais 

I b' h -que a = xg, = y e entao 

Uma vez que (xhg)a = (xa)h/3 = e, i.e., :rh9 E Nuca = lmi 1 e como x9 = :r E /mi1 

e yh E Jmi 2 segue que (a' 0 b')r. = (g 0 h )r.. Logo v' é uma função bem definida. Agora 

sejam a, a1 E A, b, b1 E B. Como a, /3 preservam as ações, 

(a~, ba)v'(a, b)v' = (((a;r' 0 (b't')(a' 0 b'))r. =(a~ a' 0 b')r. =(aia, b)v'. 
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Analogamente 

(a,b)v'(ab,b~)v' = (a,b 1b)v' 

Logo v' é uma biderivação. O homomorfismo v : A 0 B ---> (C 0 H)/ImÕ claramente 

satisfaz VJ.L = IdA®B· Além disso, se g E C, h E H então 

((ImÕ(g 0 h))J.Lv = (go: 0 hf])v = (g 0 h)1r = (hnÕ)(g 0 h) 

e portanto 11 é um isomorfismo. • 
Em particular, dada uma extensão central 

1--->A~K~C-1 

existe uma seqüência exata 

(A 0 I<) X (I< 0 A)~]{ 0 ](~c 0 c- 1 

na qual I mi é central. 

Sejam C um grupo e 7LC o anel de grupo de C sobre 7L. Um elemento típico de 7LG 

tem a forma l:x9 g onde os x9 E 7L e apenas um número finito deles é diferente de zero. 
gEG 

Consideremos o seguinte homomorfismo de anéis, chamado de aplicação de aumento 

E: 7LC - 7L 

2:xgg 1-7 

gEG 

O núcleo deste homomorfismo é dito o ideal dt aumu1lo de C e é denotado por J(G). 

É fácil vermos que l(C) é gerado como ZL-módulo pelo conjunto {g - t; g E G \ {r}}. 

Também !(C) (como ideal de 7LC) é um 7LC-módulo. 

Se A é um grupo abeliano com uma ação de C, façamos r= L,:r9 g E 7LC operar 

sobre um elemento a E A por 

a. L x 9 g = 2:x9 a9 

gEG gEG 

Facilmente se verifica que para todo a, b E A e r, s E 7LC 

(a+ b).r = a.r + b.r, a.(r + s) = a.r + a.s, a.(rs) = (a.r).s, a.e =a 
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de modo que A é um ~G-módulo à direita. 

Proposição 10.2. Sejam A e G dois grupos com A abeliano e G' A-trivial. Então 

A 0 G' ~A 0xc I( G') 

Demonstração. Vamos denotar o elemento a 0 (9- e) E A 0xc J(G) por a 0' (9- e) a 

fim de evitarmos confusão. Em A 0 G' consideraremos A um grupo multiplicativo e em 

A 0zc l(G) aditivo. Sendo G A-trivial temos pela Proposição 8.7 (b) que A 0 G é um 

grupo abeliano. Definamos 

r.p : A 0 G ~ A 0xc 1( G) 

a 0 9 t-t a 0' (9- e) 

Devemos verificar que r.p é consistente com as relações definidoras de A O G'. Sejam a E A 

e 9h92 E G. Então 

a&/ (9192 - e) 

a 0' [(91- e)92 + (92- e)] 

a 0' 92·(91- e)92 +a o' (92- e) 

a.92 0' (91 - e )92 + a e/ (92 - e) 

a92 0' (9f - e) + a 0' ( 92 - e) 

(a 92 0 9f2 )'P +(a 0 92)'P 

Também se a, b E A e 9 E G 

( ab 0 9 )c.p = (a+ b) o' (9 - e) = a 0' (9 - e) + b 0' (9 - f) = ( a
6 c l )-,::; + ( b c 9 )y 

uma vez que A é abeliano e G é A-trivial. Logo i.p é um homomorfismo. A inversa deve 

ser 

r.p': A 0xc I(G) ~ 

Vamos mostrar que r.p' é consistente com as seguintes relações: 
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(i) (a+b)0u=a0u+b0u, Ya,bEA, YuEl(G) 

(ii) a0(u+v)=a0u+a0v, YaEA, Yu,vEl(G) 

(iii) a.r 0 u =a 0 r.u Ya E A, Yu E J(G), Yr E ~G. 

(i) Sejam a, b E A, u = Lx9 g E J(G). Então 
gEG 

= IJ [ (a 0 g) ( b 0 g) )x 9 

- rr (a 0 gyg I1 (b 0 g):r 9 

9EG gEG 

(a 0' u)çp'(b 0' u)çp'. 

(ii) é análogo a (i). 

(iii) Sejam a E A, u = L x9g E J( G), r = L y91 gl E ~G. Então 
gEG 91 EG 

(a.r 0' u)çp' = (L y91 a91 0 L:x9g)çp' 
91EG 9EG 

gEG 91EG 

II rr ( a91 0 g )XgYg1 
9EG Y1EG rr rr [ (a 0 gg;-1 )91 ]XgYg1 
91EG 9EG 

= IJ il[(a0gltl(a@glg)]xgYg1 
91EG gEG 

(Por (8.4) e Proposição 8.7 (a)) 

= II II(a0gi)-XgYgl rr I1(a0glg):rgyy1 
91 EG 9EG 91 EG gEG 

IT (a 0 gi)-Ygl I: xg IT IT (a 0 glg YgYg1 
91 EG 91 EG 9EG 

(pois L :r9 =O) 
91EG 9EG 9EG 
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onde z92 = L y91 x9 • Agora como r.u = ""f:.z92 g2 temos que 
919=92 

(a 0' r.u)cp' = I1 (a 0 g2 yn = (a.r 0' u)cp' 
92EG 

Logo r.p' é um homomorfismo e é claro que r.pcp' = Id. Se u = 2:x9 g E /(G) então 
9EG 

L:x9 =O e daí u = 2:x9 (g- e). Assim, se a E A 
9EG 9EG 

(a 0 u)cp'r.p = ( I1 (a 0 gy9 )cp = 2:x9 (a 0' (g- e))= a 0 u 
9EG 9EG 

Portanto, r.p é um isomorfismo e a prova está completa. • 
R. Brown, D.L. Johnson e E.F. Robertson [3] provaram que sob certas condições 

favoráveis, o produto tensorial não-abeliano se distribui sobre produtos diretos. 

Proposição 10.3. Sejam A, B, C grupos com ações dadas de A sobre B e C e de B e C 

sobre A. Suponhamos que essas últimas ações 

(a) comutem: a6
c = acb, de modo que B X C atue sobre A; 

(b) induzam a ação trivial de B sobre A 0 C: (a 0 c) 6 =a O c e 

(c) induzam a ação trivial de C sobre A 0 B : (a 0 b)c = a 0 b. para todo a E A. 

b E B,c E C. Então 

A 0 (B X C)~ (A 0 B) X (A o c) 

Demonstração. Notemos que (b) e (c) induzem uma ação de B X C sobre (ACB) x (A C) 

tal que 

(a 0 bt, a1 0 ct)(b,c) =((a 0 bt)6, (at 0 ci)c) 

Seja X= {a 0 (b,c) I a E A,b E B,c E C} e definamos 

B: X -t (A 0 B) x (A 0 C) 

a0(b,c) f-+ (a0b,a0c) 
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. . 

Verificaremos que() é consistente com as relações definidoras (8.3) e (8.4) de A 0 (B x C). 

Por (8.3) 

(ata0 (b, c))() - (a1a 0 b,a1a 0 c) 

- (a~ 0 ba, a~ 0 ca) (a 0 b, a 0 c) 

- ((a1 0 (b,c)t)e(a 0 (b,c))() 

e por (8.4) 

(a 0 (b~, c1)(b, c))() - (a 0 ( b1 b, c1 c))() 

= (a 0 b1 b, a 0 c1 c) 

= (a 0 b,a 0 c)((a 0 bt)b, (a 0 c1t) 

- (a 0 b,a 0 c)(a 0 b1 ,a 0 c1)(b,c) 

= (a 0 (b,c))O((a 0 (b1,ct))(b,c))() 

Logo existe um homomorfismo Q : A 0 (B X C) -t (A 0 B) X (A 0 C) estendendo e. A 

função inversa de a deve ser 

Devemos verificar que 

(3: (A 0 B) X (A 0 C) -t A 0 (B X C) 

(a0b,e) ~----+ a0(b,e) 

(e,a0c) ~----+ a0(e,c) 

(i) (3 é consistente com as relações (8.3) e (8.4) 

(ii) as imagens sob (3 de a 0 b e a 1 0 c comutam 

(iii) a(3 e (3a são funções identidades. 

Para todo a~, a E A, b E B e c E C 

(a 1a®b,e)(3 = a1a®(b,e)=(ai0(b,e)t(a®(b,e)) 

- ((a 1 0b)a,e)(3(a0b,e)(3 

e analogamente (e, a1a 0 c)(3 = (e, ( a1 0 c)a )(3( e, a 0 c)(3. Por (8.4) 

a 0 (b1b, e)= a 0 (b1, e)(b, e) 

(a 0 (b, e))(a 0 (b1, e))(b,e) 



enquanto 

(a® b,e)f3((a ® bi)b,e)/3 =(a® (b,e))(ab ® (b~,e)) 

como exigido, e similarmente para (e, a® e1e). Verifiquemos (ii) 

(a® b,e)f3(e,a ® e)/3 - (a® (b,e))(a1 ®(e, e)) 
(al ®(e, e))(a ® (b, e))(e,c)-"(e,c) 
(a1 ® (e,e))(a ® (b,e)) 

- (e,a1 ® e)f3(a ® b,e)/3. 

Agora como 

(a® b,a ® e)/3 =a® (e,e)(b,e) =a® (b,e) 

(por 8.5(b)) 
(por (c)) 

segue que a/3 = I d. Que {3a = I d é óbvio e assim a é um isomorfismo, como 

queríamos. • 

Deste resultado e da Proposição 8.4 obtemos que 

(B X C)® A~ (B ®A) X (C® A) 

Sejam G e H grupos com cada um atuando trivialmente sobre o outro e sobre si 

mesmo por conjugação, de modo que G ®H, H® G são produtos tensoriais usuais (Pro­

posição 8.10). Nestas condições temos 

Proposição 10.4. 

(G X H)® (G X H)= (G ® G) X (G ®H) X (H® G) X (H® H) 

Demonstração. Uma vez que G atua trivialmente sobre H temos H ®H G-trivial. Também 

G ®H é G-trivial (pois é um produto tensorial usual) e como as ações de G e H sobre H 

comutam segue da Proposição 10.3 que existe um isomorfismo 

a: (G x H)® H--+ (G ®H) x (H® H) 

Notemos que a é tal que (x 9 )a = (xa) 9 para todo x E (G x H)® H e g E G e como 

(G®H) x (H ®H) é G-trivial (G x H)®H também é. Similarmente, H atua trivialmente 



sobre H 0 G, G 0 G e ( G x H) 0 G. Assim, pelas Proposições 10.3 e 8.4 

(G X H) 0 (G X H) ~ ((G X H)® G) X ((G X H)® H) 

~ (G®(GxH))x(H®(GxH)) 

~ (G ® G) X (G ®H) X (H® G) X (H® H) • 

Se K é um grupo nilpotente finito então segue das Proposições 2.8, 10.4 e 6.8 que 

K ® K é o produto direto dos quadrados tensoriais dos subgrupos de Sylow de ]\' e por­

tanto nilpotente. Veremos a seguir que se G é um grupo nilpotente então G ® G também 
' e. 

Lema 10.5. Seja N um subgrupo normal de um grupo G e consideremos ações de G 

sobre N e de N sobre G por conjugação. Então: 

Demonstração. Sendo N e G' subgrupos normais de G é fácil ver que todo elemento 

de [N,G'] ® G' se escreve como um produto de elementos da forma [n,g'] 0 [gJ,g2 ] com 

n E N,g' E G',g1 ,g2 E G. Segue então da Proposição 8.5 (e) que 

[N,G'] ® G' ç [N ® G',G® G] 

e como obviamente vale a inclusão contrária temos o resultado desejado. • 

Proposição 10.6. Se G é um grupo nilpotente então G ® G é nilpotente e 

d(G0G)=d(G') ou cf(G')+l. 

Demonstração. Seja c= d( G') e consideremos a série central inferior de G ® G 

Temos pelo lema anterior que 

Daí 

/3(G 0 G) = b1(G') 0 G',G ® G] = 12(G') ® G' 

e por indução 

li( G ® G) = /i-1 ( G') ® G' 
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Como lc+t(G') = {e} devemos ter ci(G 0 G) ~ ci(G') + 1. Agora veremos que 

cl(G 0 G) :2: cl(G'). Para isso, consideremos a aplicação <P: /c-dG') x G' ~ /c(G') dada 

por (a, b )<P = [a, b], a E /c-t ( G'), b E G'. Obviamente <P é uma biderivação sobrejetora e, 

assim, o homomorfismo <P*: lc-t(G') 0 G' ~ lc(G') induzido por <P também é sobrejetor. 

Como !c( G') =/: {e} segue que /c( G 0 G) =/: {e} e portanto que cl( G 0 G) ~ cl( G'). Uma 

vez que 

ci(G') ~ cl(G 0 G) ~ cl(G') + 1 

temos o que queríamos. • 

11. A Finitude do Produto Tensorial Não Abeliano de Grupos 
Finitos 

G.J. Ellis [8) provou que o produto tensorial não abeliano de grupos (ou p-grupos) 

finitos é finito (ou p-grupo ). Ele primeiramente demonstra este resultado para o caso 

especial em que G e H são subgrupos normais finitos de algum grupo M, onde cada um 

deles atua sobre o outro por conjugação em M. Esta demonstração usa duas seqüências 

exatas de R. Brown e J.L. Loday ([5], Teoremas 2.12 e 4.5), a saber 

e 

f(G n H/[G, H])~ G 0 H~ G 1\ H~ 1 

onde V é o núcleo da função comutador G 1\ H ~ [G, H],g 1\ h r---t [g, h]. A finitude de 

G 0 H, neste caso, segue do fato que a homologia de um grupo finito é finito (veja [17]. 

Capítulo 10) e do Corolário 7.10. No caso em que G e H são p-grupos finitos a prova é 

similar. Isso também pode ser obtido a partir de um grupo introduzido por N .R. Rocco 

em [15], a saber 

V(G) := (G,G"' I [9t,gf] 93 = [~\(9~ 3 ) 10 ] = [ghg~)9f, Vg1,g2,93 E G) 

onde G, G10 são grupos isomorfos por c.p : g r---t g"", Vg E G. Aqui denotamos (g )c.p por 

g"". Em [15), N.R. Rocco obteve o seguinte resultado: "Seja G um 1r-grupo finito (1r um 

conjunto de primos), nilpotente finito ou solúvel de grau finito. Então V(G) é também 

um 1r-grupo finito, nilpotente ou solúvel de grau finito". E mais, que o subgrupo [G, G'"] 
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de V(G) é isomorfo ao quadrado tensorial não abeliano G 0 G. Também no caso em que 

G e H são subgrupos normais de um grupo M, com cada um deles atuando sobre o outro 

por conjugação em M tem-se G 0 H~ [G, H<P] ~ V(AJ). Daí, se G e H são grupos (ou 

p-grupos) finitos então G 0 H também é, já que podemos supor Af finito (ou p-grupo 

finito). Agora vamos ver a prova da finitude de G 0 H para o caso geral. 

Teorema 11.1. Se G e H são grupos finitos então G 0 H também é. Se, além disso, C 

e H são p-grupos então G 0 H também é. 

Demonstração. Sejam G e H grupos finitos e seja No subgrupo do produto semi-direto 

G x H gerado pelos elementos (g- 1l, h- 1 h9 ) com g E C, h E H. 

Afirmação 1. N é um subgrupo normal de G 1>< H. De fato, sejam g, x E C e h, y E H. 

Então temos que 

e 

Agora como 

(x- 1
, e)(g- 1g\ h- 1 h9 )(x, e) 

((g-1ghy, (h-Ihg)x) 

((gxti (gx)h"'' ( P)-1 ( hx)9z) E N 

(e,y-I)(g-Igh, h-1hg)(e,y) 

(g-1gh, y-g-lgh h-1 hgy) 

(g-1g\ y(y-g-l gh )Y(h-1 h9)Y) 

(g-Igh(g-Il )-y (g-1l )Y' yy- (g-
1 gh )Y ( h-1 h9 )Y) 

(g-1l (g -ll) -li, y((g - 1 gh )Y)-
1 y -l) ( (g -1 g" )Y' (h -1 hg )y) 

segue que (g- 1gh,h- 1h9 )(e,y) E N. Assim (g- 1gh,h- 1h9 )(x,y) E Numa vez que (x,y) = 

(x, e)(e,y). Logo N é normal em G 1>< H. 

SejaS= G ~H e denotemos a classe lateral (à direita) de (g, h) por (g. h). 
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Afirmação 2. Existe uma ação de S sobre G e H dada por 

(g,h) gh 
9I = 9I e h(g,h) - hgh 

I - I 

para todo 9,9I E G, h, hi E H. De fato, para cada 9 E G, h E H a função 

B(g,h) : G -+ G 

gh 
9I 1---+ 9I 

é claramente um automorfismo de G. Definamos 

(): S -+ Aut(G) 

(9, h) 1---+ ()(g,h) 

Se 9,9' E G,h,h' E H são tais que (9,h) = (9',h') então (9,h) = n.(9',h') para algum 

n E N. Agora como 
x-lxYy-ly:r 

9I = 9I 

para todo 911 x E G e y E H concluímos que B(g,h) = B(g'.h')' ou seja,() está bem definida. 

Claramente () é um homomorfismo de grupos. 

Afirmação 3. Os homomorfismos 

v: H -+ S 
h ~----+ (e.h) 

são módulos cruzados. De fato. Sejam 9, x E G e y E H. Temos que 

Claramente 9x~' = x-I9X e portanto Jl é um módulo cruzado. A prova para v é análoga. 

Para todo h E H ex E NucJl 
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Logo NucJl atua trivialmente sobre H. Similarmente, a ação de N ucv sobre G é trivial. 

Além disso, para todo g E G e x E N UCJl 

ou seJa, NucJ.l é central em G. Analogamente Nucv é central em H. Dessa forma, as 

extensões 

1 ~ NucJ.l ~ G ~ lmJ.l ~ 1 

1 ~ Nucv ~H~ lmv ~ 1 

são centrais. Para cada g E G, h E H 

e 

ou seJa, J.l e v preservam as açoes. 

Assim, pela Proposição 10.1 existe uma seqüência exata 

(G 0 Nucv) x (NucJ.l 0 H)~ G 0 H~ lmp 0 lnw ~ 1. 

Agora, como fl e v são módulos cruzados segue que lmp e lmv são subgrupos normais 

de S. Assim, bnp 0 lmv é finito. Pela Proposição 10.2, G Nucz; ~ J(G) 0~c .'Vucu, 

o qual é finito pois /( G) 0 7LG N ucv é um grupo abeliano finitamente gerado de torção. 

Da mesma forma, Nucp 0 H é finito. Segue então da seqüência anterior que G 0 H é um 

grupo finito. Se G e H são também p-grupos então J(G) Ç)~c J\'ucv, /\'ucp 0~c l(H) e 

Im1L 0 lmv são p-grupos e conseqüentemente G 0 H também. • 
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12. O Quadrado Tensorial nao Abeliano de um Grupo Me­
tacíclico 

Seja G o grupo metacíclico gerado por x e y sujeito às relações definidoras 

n m x l y =e,x =e,y =y (12.1) 

onde f, m, n E IN e 

pm = 1(modn) (12.2) 

Neste caso, temos que 

G = { xi]/; O ~ í ~ m - 1, O ~ j ~ n - 1} (12.3) 

com IGI = mn. Nosso objetivo aqui é o cálculo de G 0 G, mas antes disso veremos uma 

série de resultados a respeito de G e G 0 G. 

Lema 12.1. Para todo p, q E N 

Demonstração. A primeira identidade é provada aplicando o princípio da indução sobre 

p (mantendo q fixo) e usando (12.1 ), enquanto que a outra é uma conseqüência direta da 

pnme1ra. • 

Lema 12.2. G 0 G é um grupo abeliano. 

Demonstração. Do lema anterior segue que G' é um grupo cíclico, pois para todo p, q, r, s E 

IN 
[xpyq,xrys] = Y-q(x-pysxp)-1(x-ryqxr)ys = Y-q(ys(Pt1Yqf' Ys E< Y > 

Dessa forma temos que o grupo quociente ( G 0 G)/ J2 ( G) ~ Imk ~ G' é cíclico. Se 

( G 0 G)/ J2 ( G) =< J2 ( G)t > e u, v são elementos de G 0 G então u, v se escrevem na 

forma u = ati, v= bti com a,b E J 2 (G) e í,j E Zl. Daí como J 2 (G) é central em G 0 G 

(Proposição 9.1 (a)) temos G 0 G um grupo abeliano. • 
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Notemos que sendo J2 (G) C-trivial (Proposição 9.1 (b)) ambos x e y fixam 

x 0 x,y 0 y, (x 0 y)(y ® x). 

Lema 12.3. (y 0 y )2((-1
) =e e se n é um número ímpar então (y 0 y )'- 1 = e. 

Demonstração. Por (12.1) e Proposição 8.5 (e) 

(y ® y)(t-1)2 = yl-1 0 yl-1 = [y, x]0 [y, x] = [y 0 x, y 0 x] =e 

e como x fixa y 0 y 

ou seja, (y 0 y)t2- 1 =e. Assim, (y 0 y)a =e onde a= mdc(f2
- 1, (f- 1)2

). Como 

0 
= { 2( f- 1) se f é ímpar 

(f - 1) se f é par 

temos (y 0 y) 2(t- 1 ) = e. Agora, se n é um número ímpar então (y ® y)t-t 

(y 0 Y )n = Yn ® Y = e. • 

Lema 12.4. Se n é um número ímpar então 

' e se n e par 

(x 0 y)Y = (x 0 y)a e (x 0 y)x = (x 0 y)fa(t- 1 )1 2 

onde a= (y 0 y)'- 1
. 

Demonstração. Suponhamos que n seja ímpar. Pelos Lemas 12.1 e 12.3 

e pOIS 

Daí obtemos que (x ® y)Yt = x ® y. Como f é coprimo com IYI = n, existem a,/3 E 7L 

tais que af + /3n = 1 e então 

I ot+ 6n o( 
(x0y)Y =(x0y)Y =(x0y)Y =x0y 

Logo (x 0 y)Y = x ® y e, por (12.1), 

l-1 

(x0y)x = x0yl = (x0y)(x0yt- 1 )Y = fl(x 0y)Yk = (x0y)t 
k=O 
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Agora suponhamos n par. Pelos Lemas 12.1 e 12.3, 

ou seja, (x ® y)Yl = (x ® y)(y 0 y)l-1. Daí como em= 1(modn) e yn =e temos y = yem e 

então a ação de y = (yl)tm-
1 

multiplica x0y por aem- 1
, i.e., (x®y)Y = (x0y)atm- 1

• Sendo 

n par, (12.2) implica e ímpar e como a 2 = e temos alm-
1 

=a. Logo (x 0 y)Y = (x 0 y)a 

e, por (12.1), 

l-1 l-1 

(x®y)x = x@yl = IJ(x®y)Yk = IJ(x®y)ak = (x®y)'a(l- 1 )12 • 
k=O k=O 

Observemos que aplicando o automorfismo v da Proposição 8.6 nas identidades do 

Lema 12.4 obtemos 

(y 0 x)Y = y@ X e (y@ X )x = (y @X )f 
(y @ X )Y = (y @ X )a e (y@ X )x = (y@ X )la(l-I)/2 

Lema 12.5. Para todo p, q E IN tem-se: 

se n 
se n 

se n é Ímpar { (y 0 x) 9•P 

se n é par ; yq ®xP = (y ® x)q•par 

onde q. p = q(1 +e+ ... + ep- 1
) e r= (pq(q- 2) + q. p)/2. 

Demonstração. Aplicando (8.3) p- 1 vezes a xP@ y9 temos 

Agora usando (8.4) q- 1 vezes em x@ y9 obtemos 

x 0 y9 = (x@ y)(x@ y)Y ... (x@ y)Y 
q-1 

' ' e 1mpar 
' e par. 

se n e 1mpar 
se n e par 

(12.4) 

( 12.5) 

Se n é ímpar temos pelo Lema 12.4 que x@ y9 = (x@ y)9. Esta identidade, substituída 

em (12.5) nos dá xP 0 yq = (x 0 y)9•P. Se n é par então de (12.5) e Lema 12.4 temos 

Substituindo esta última identidade em (12.4) obtemos 

p-1 
xP0yq = IJ((x®ytk)qapq(q-I)/2 

k=O 
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Mas, pelo Lema 12.4 

onde rk = (fk- 1 + ... +f+ 1)(f- 1)/2 = (fk- 1)/2. Assim 

p-1 
xP 0 y9 = rr (x 0 yfqaqrkapq(q-1)/2 = (x 0 y)q•par 

k=O 

onde 

p-1 

r pq(q- 1)/2 + Lq(fk- 1)/2 = pq(q- 1)/2 + (q • p- pq)/2 = 
k=O 

(pq(q- 2) + q. p)/2. 

As demais identidades são obtidas aplicando-se o automorfismo v da Proposição 8.6 às 

pnme1ras. • 

Lema 12.6. Sejam p,q,r,s E N. Então 

onde 

se n e 1mpar 
se n e par 

t = qs(p +r)+ [ps(s- 2) + rq(q- 2) + s • p + q • 7']/2 

Demonstração. Suponhamos n par. De (8.3), (8.4) e Lema 12 . .5 

(xP 0 y 5 )Yq(xP 0 xr)y•+q(y9 0 ys)(y9 0 xr)Y' 

(x 0 x)Pr(y 0 y) 95 ((x 0 y)s•pai)Yq ((y 0 x)9araj)y' 

onde i= (ps(s- 2) + s • p)/2 e j = (rq(q- 2) + q • r)/2. Como 

(12.6) 
(12.7) 

(x 0 y)Yq = (x 0 y)a9, (y 0 x)Y' = (y 0 x)as e q(s • p) + s(q • r)= qs(p + r)(mod 2) 

temos 

onde 

t = qs(p +r)+ i+ j = qs(p +r)+ ~[ps(s- 2) + rq(q- 2) + s • p + q • r] . 
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A demonstração para o caso n Ímpar é análoga. • 

Temos por este resultado que G ® G é gerado por x ® x, y ® y, x 0 y e (x 0 y )(y@ x ), 

independente de n ser par ou ímpar. 

Agora vamos nos restringir ao caso n ímpar. Como y fixa cada um dos geradores 

de G ® G, y atua. trivialmente sobre G ® G. Fazendo p = 1, q = O, r = m e s = n 

em (12.6) obtemos (x ® Yt = e e colocando p = m, q = O e s = 1 em (12.6) obtemos 

(x@ y)l+f+ ... H"'-
1 

=e. De modo análogo concluímos que 

Do Lema 12.1 

que é equivalente a 

(y ® y)e-1 =e= [(x ® y)(y ® x)]e-1 

Assim, se P1 = m, P2 = mdc(n,f- 1), p3 = mdc(n,f- 1,1 +f+ ... + Rm- 1
), 

p4 = mdc(n,1 +f+ ... + fm- 1) e se a,b,c,d são os geradores de ~p 1 ,~p2,~p3,7Lp4 

respectivamente, então a aplicação 

é um homomorfismo de grupos. 

a 1--t :r0:r 

b 1--t yÇ!)y 

c 1--t (x0y)(yC:r) 

d 1--t x0y 

Proposição 12. 7. (R. Brown, D.L. Johnson e E.F. Robertson, [3]) O' é um isomorfismo. 

Demonstração. Seja X = { xPy9 0 xr ys; O ::; p, r ::; m - 1, O ::; q, s ::; n - 1}. Pelo Lema 

12.6 
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Assim, definimos uma aplicação () : X -+ ~ p1 x ~ P2 X ~ p3 x ~ p4 pondo 

Vamos provar que () é consistente com as relações definidoras para C 0 C. Para isso, 

tomemos 

com p, r, i E {0, 1, ... , m- 1}, q, s,j E {0, 1, ... , n - 1}. Pelo Lema 12.1 

Logo, pelo Lema 12.6 

( 12.8) 

e então 

(12.9) 

Por outro lado, como y fixa C 0 C 

e daí por (12.6) 

2 e 1 er r Mas como (C-1) I (C r -fT) e (y0y)- =e segue que (yGy) -

(y 0 Y t' = (y 0 y f. Assim 

(12.10) 

Aplicando (12.6) a g' 0 h obtemos 

(12.11) 

De (12.10) e (12.11) temos que 

(12.12) 
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Como 

os expoentes de c em (12.9) e (12.12) são iguais e portanto 

(gg' 0 h )O = (g9 ' 0 h9 ' )O(g' 0 h )O 

Aplicando o automorfismo 11 da Proposição 8.6 a (12.8), (12.10) e (12.11) vemos que 

(h 0 gg')O = (h 0 g')O( h9 ' 0 g9 ' )O 

Logo () se estende a um homomorfismo jj : G 0 G ~ 7l p1 x 7L p2 x 7l P3 x 7l p4 . E claro 

que ()'Õ e ÕO' são aplicações identidades e portanto que ()' é um isomorfismo. • 
Agora suponhamos que o inteiro n que aparece nas relações definidoras para o grupo 

metacíclico G seja par. Nosso objetivo agora é o cálculo do quadrado tensorial (não 

abeliano) de G para este caso. Do Lema 12.6 temos as seguintes relações 

(y 0 Yt =e= (x 0 x)m 

(y0xt=e=(x0yt 

(12.13) 

(12.14) 

(12.15) 

De fato. A relação (12.13) segue direto do Lema 12.6. Colocando p = 1, q =O. r= rn e 

s =nem (12.7) obtemos 

(x 0 ytan(n-2)/2 =e 

Como a = (y 0 y)t- 1 , f Ímpar e (y 0 Yt = e segue que an(n- 2
)/

2 = t e, portanto, que 

( x 0 y )n = e. De modo análogo provamos que (y 0 x t = e. Agora fazendo s = 1, 

p = m, q =O em (12.7) obtemos 

onde 
1 + f + ... + fm - 1 - m 

t= . 
2 
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Observemos que se f.= 1 então t =O= (f.-1)m(m-1)/4. Suponhamos então f= 2k+ 1, 

com k E IN\ {0}. É fácil ver que sem= 1 ou m = 2 então 

Sem 2: 3, 

t 
~-m (fm-1)-m(f-1) 

2 2( f- 1) 
m-2 
L (7)(2k)m-i 

(2k+1)m-1-2km i=O ...:.__:..__ ___ _ 
4k 4k 

E(rr:) 2m-i-2km-i-1 + km(m- 1), 
i=O Z 2 

e como a2 =e temos 
at = akm(m-1)/2 = a(l-1)m(m-1)/4. 

Logo 

De modo análogo provamos que 

Como y fixa x ® x, 

x®x (x ® x)Y = xY 0 xY = xy1-t 0 xyi-t 

(X 0 y1-l)yl-t (x@ X )Y2(1-l) (y1-l@ y1-l)(y1-l@ 1: )YI-f 

((x 0 y1-l)(y1-l 0 x))YI-t (x 0 x)(y 0 y)(I-()2, 

de modo que 

pelo Lema 12.3. Do Lema 12.5 vemos que esta última identidade é equivalente a 

(12.16) 

De 12.15 e Lema 12.4 
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ou seja, al+l+ ... +tm- 1 = e. Como f é Ímpar e a 2 = e segue que am = ai+l+ ... +lm-l = e. 

Assim, se H é o grupo abeliano gerado por X, Y, T, Z, A e sujeito às seguintes relações: 

então a aplicação 

yn =e , yt-I =A, A2 =e= Am, xm =e, 

yn =e , yi+t+ ... +tm- 1 = A(t-l)(m-I)m/4, 

zt-1 = zn = zt+t+ ... +em-1 = e 
' 

cp': H --+ G®G 

X I-+ x®x 

y I-+ y®y 

T I-+ x®y 

z I-+ (x®y)(y®x) 

A I-+ a 

é um homomorfismo de grupos. 

Proposição 12.8. (D.L. Johnson, [11]) cp' é um isomorfismo de grupos. 

Demonstração. Seja X = { xPyq 0 xrys; O :=:; p, r :=:; m- 1, O :=:; q, s :=:; n - 1}. Pelo Lema 

12.6 

Assim, definimos 

cp:X --+ H 

xPyq Q9 xrys ~---+ XPryqs z 9erys•p-qer Aqs(p+rl+Hps(s-2)+rq(q-2J+s•p+qerJ 

Vamos mostrar que 'P é consistente com as relações definidoras para G 0 G. Sejam então 

com p, r, i E {O, 1, ... , m - 1}, q, s, j E {O, 1, ... , n - 1}. 

Urna vez que 

(12.17) 
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temos 

(12.18) 

onde a:= (s+qf'")j(p+r+i)+![(p+r)j(j -2)+i(s+qfr)(s+qf'" -2)+ j•(p+r)+(s+qfr)•i]. 
2 

Pelo Lema 12.1 

Logo 

onde 

!31 -

!32 -

/33 -

!34 -

f3s = 

+ 
+ 

(p + r)i, 
(qf'" + s(1- fP))(jf'" + s(1- i))+ sj, 

(qf'" + s(1- fP)) • i+ s • i, 

(j r + s ( 1 - r)) • p - ( qfr + s ( 1 - fP)) • i + j • r - s • i, 

(qf'" + s(1- fP))(jf'" + s(1- ei))(p +i)+ sj(r +i)+ 

(12.19) 

(12.20) 

~(p(jf'" + s(1- t))(jf'" + s(1- fi)- 2) + i(qf'" + s(1- fP))(qC + s(l- fP)- 2) + 

(j {'" + s ( 1 - f)) e p + ( qC + s ( 1 - fP)) e i + r j (j - 2) + 
+ is(s- 2) + j • r+ s • i). 

Como fk- 1 = (f- 1 )(1 +f+ ... + fk-l ), Vk E IN e zt-l = e vemos que z(s+qfT)•• = zi33 • 

Uma vez que s(1- fi) • p = s(1- fP) • i e j • (p +r)= j • r+ jfT • p temos 

ri•(p+r)-(s+qfT)•i = T{J·. 

Assim, resta provarmos que y(s+qt')jAcx = YfJ2 AfJ". Como yt-J = A,A 2 =e e f é ímpar 

Mas 

Logo 
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Usando as relações definidoras para H e o fato de f ser ímpar mostramos que 

Ao- = Alh+qjr+sip+sj e, portanto, que y(s+qr)j Ao = Yi32 Ai3~. Assim 

Corno 

ternos 

(gg' ® h )<p = (g9 ' ® h
91 

)<p(g' ® h )<p. 

h ® gg' xiyj ® xp+r ys+qf' 

hg' ®gg' = xiyjl'+s(1-l') ®xpyql'+s(1-(P) 

(h® gg')<p = x<p+r)iyi(s+9tr) zi•(p+rlr-i•(p+rl+(s+qe')•iAo 

(h ® g')<p( hg' ® gB' )<p = Xt3J yt32 zier+Utr +s(J-'' ll•py-134 At3~ 

onde a,{311 {32 ,{34 ,{35 são dadas em 12.18 e 12.20. Já sabemos que 

X(p+r)i 

yi(s+qer) Ao 

r- j•(p+r)+(s+qf')•i 

Assim, basta provarmos que zi•(p+r) = zi•r+(Jtr+s(J-f'))•P. Mas isto segue do fato que 

j•(p+r)=j•r+jfT•pezt-l =e. Logo 

Assim <p se estende a um homomorfismo cp : C 0 C ---+ H. É fácil ver que <p'rj; e rj;:p' sào 

aplicações identidades. Logo <p 1 é um isomorfismo. • 
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CAPíTULO 111 

Quadrado Tensorial não Abeliano de um Grupo 
Nilpotente de Classe 2 

Seja d(G) o numero minimo de geradores para um grupo G. Em [3], R. Brown, D.J. 

Johnson e E.F. Robertson levantam a questão sobre a possibilidade de se obter alguma 

estimativa geral para d(G@ G) quando G é finito. M. Bacon [1] dá uma estimativa para 

d(G®G) em termos de d(G) no caso em que G é um grupo nilpotente de classe 2 e mostra 

que para um grupo nilpotente livre de classe 2 tal estimativa é ótima. 

O objetivo deste capítulo é exibir este resultado. 

13. Resultados Básicos. 

Pela Proposição 10.6 temos que se G é um grupo nilpotente de classe 2 então 

cC( G ® G) ::=; 2. O resultado seguinte mostra que, neste caso, cC( G ® G) = 1. 

Proposição 13.1. Se G é um grupo nilpotente de classe 2 então G ® G é abeliano e 

e= [x,y] ® [z,w] para todo x,y,z,w E G. 

Demonstração. Pela Proposição 8.5 (b) temos 

(x@ y)(z@ w)(x 0 y( 1 = z[x,y]@ w[:r,y] = z G w 

uma vez que G' é central em G, e então [x@ y, z@ w] =e. Logo G 0 G é abeliano. Agora 

pela Proposição 8.5 (e) 

[x 0 y, z 0 w] = [x, y] ® [z, w] 

e portanto [x, y] @ [z, w] = e. • 

Proposição 13.2. Se G um grupo nilpotente de classe 2 então as relações definidoras 

para G @ G reduzem-se a 

xx'@ y = (x@ y)(x'@ y)([x, x']@ y)(x ® [y,x']) 

x ® yy' = (x ® y)(x ® y')(x ® [y, y'])([x,y'] ® y) 
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para todo x, x', y, y' E G. 

Demonstração. Sejam x, x', y, y' elementos de G. Pelas relações definidoras para G 0 G e 

Proposição 13.1 obtemos 

xx' 0 y (xx' 0 yx')(x' 0 y) 

Analogamente 

- (x[x, x'] 0 y[y, x1)(x' 0 y) 

(x 0 [y, x1)(x 0 y )([x, x1 0 [y, x1)([x, x'] 0 y)(x' 0 y) 

- (x 0 y)(x' 0 y)([x, x']0 y)(x 0 [y, x']) 

x 0 yy' = (x 0 y)(x 0 y')(x 0 [y, y'])([x, y']0 y). • 

Corolário 13.3. Se G é um grupo nilpotente de classe 2 então as seguintes relações 

acontecem para todo x,y, z E G 

([x, y]0 z )(y 0 [x, z])(x 0 [z, y]) = e 

(X 0 [y, Z]) ( [X, Z] 0 Y) ( [y, X] 0 Z) = e 

([x,y]0 z) = (z 0 [x,y])- 1 

Demonstração. Sejam x, y, z elementos de G. Pela Proposição 13.2 

xy 0 z = (x 0 z)(y 0 z)([x,y]0 z)(x 0 [z,y]) 

Por outro lado, como 

temos 

xy @z 

([x, y]0 zt1 = ([y, x]0 z)[x,y] = [y, x]0 z 

yx[x,y]0 z = (yx 0 z)([x,y] 0 z) 

( y 0 Z) (X 0 Z) ( [y, X] 0 Z) ( y 0 [ Z, X]) ( [X, y] @ Z) 

- (x0z)(y0z)(y0[z,x]) 

(13.3) 

( 13.4) 

(13.5) 

(por (13.1)) 

e então igualando os termos das duas expansões para xy 0 z obtemos a expressão ( 13.3). 

De modo análogo provamos que a relação (13.4) está satisfeita. Para derivarmos a relação 

(13.5) multiplicamos membro a membro (13.3) e (13.4) e usamos o fato que 

([x, y] 0 zt 1 = ([y, x] 0 z) e (x 0 [z, y])-l = (x 0 [y, z]) • 
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Proposição 13.4. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Então 

n n n i-I 

(a) IT X; 0 y = Il(xi 0 y) IT Il(x; 0 [y,xi]) 
i=l 

para todo xb . .. , Xn, y E G; 
i=l i=2 j=I 

n n n i-I 

(b) x 0 IT Yi = Il(x 0 y;) IT Il([x,yj] 0 y;) 
i=l i=I i=2 j=l 

para x,yb ... ,Yn E G; 

n m n m 

(c) IT X; 0 IT Yi = IT Il(x; 0 yj)M 
i=I j=l i=l j=I 

para todo xb ... , Xn, Yb ... , Ym E G onde 

n m j-I n i-1 m 

M = IT IT Il([xi,Yk] 0 Yi) IT IT Il(xi 0 [yj,xk]). 
i=l j=2 k=I i=2 k=I j=I 

Demonstração. A prova de (a) é por indução sobre n. É claro que para n = 1 a relação 

(a) é satisfeita. Seja então n > 1 e suponhamos que a afirmação seja verdadeira para o 

caso n- 1. Então para todo X1, ... , Xn, y E G 

(por ( 13.1 ) ) 

fi (X i 0 Y) fi rr (X i 0 [y, X j]) (X n @ [fi X i 1 y]) -I 
•=I •=2 J=1 •=1 

(fi Xj ® [y, Xn]) -
1 Cti X; 0 [y, In]) 

•=1 •=1 

(pela hipótese de indução e (13.4)) 

IT(xi 0 y) IT Yi (xi 0 [y, xi]) ( Xn 0 [v, TI x;]) 
•=1 •=2 J=l •=1 

Mas corno G' é central em G 

n-1 n-1 n-1 

Xn 0 [y, IT X;] = Xn 0 IT [y, Xi] = IT (:rn ® [y, x;]) 
i=l i=l i=I 
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e então 
n n n i-1 

II Xj 0 y = Il(xi 0 y) rr ll(x; 0 [y, Xj]) 

i=l i=l i=2 j=l 

(b) é provado de modo análogo enquanto (c) é obtido combinando (a) e (b) e usando o 

fato que 
m m 

xi 0 ITfyj,xk] = Il(x; 0 [yj,xk]) 
j=l j=l 

Como consequência temos o 

Corolário 13.5. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Então para todo x, y E G e 

para quaisquer m, n E 7L 

14. Uma Estimativa para d(G 0 G) 

Para G um grupo nilpotente de classe 2, o próximo resultado nos dá um conjunto de 

geradores para G 0 G, além de urna expressão explícita para cada g 0 h em termos desses 

geradores. Desse resultado seguirá uma estimativa para d( G 0 G). Pela Proposição 1.2 

temos que se G é um grupo nilpotente de classe 2 então para todo a, b E G e n E 7L 

( l·L 1) 

Tais relações serão muito usadas nesta seção, especialmente na prova da seguinte 

Proposição 14.1. Seja G um grupo nilpotente de classe 2 e G =< :r 1, ... , :rn >. Então 

onde 

5 

G0G=< UXi> 

X1 = { Xj 0 Xj; 1 ~ Í,j ~ n }, 

X 3 ={x;0[xj,x;]; 1~j<i~n}, 

X 5 = {x; 0 [xj,Xk]; 1 ~ j <i< k ~ n}. 
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n 

Se g,h E G com g = IJx;n• IJ [xj,xkVJk e h= IJx;n: IJ [xj,xk(;k, onde 
i=l l<j<k<n 1<j<k<n 

mi, m~, fjk' fjk são números inteiro~, e~tão os expoentes de g 0 h, q~ando expressos como 
5 

um produto de fatores em uxi são 
i=l 

exp(xi0xj) mimj para x;0XjEX1 , 

exp(xi 0 [x;, Xj]) m;f~j- m~fij + mj (~:) -

mj(~i) para xi0[x;,xj]EX2 

exp( X i 0 [x;, xi]) = mifj; - m~fji - mj ( ~:) + mj (~i) 

+ mim:(mj- mj) para Xi 0 [xj, Xi] E X3 

I I I I 
m;mjmk + m;mjmk + m;mjmk-

m:mjm~ para Xj 0 [xj, Xk] E x4 
nt t n nt t n 1 1 

m;tjk- m;tjk + mktji- mktji + mimjmk-

I I I I I 
mimjmk + m;mjmk - m;mjmk - m;mjmk + 

+ mimjm~ para xi 0 [xj, xk] E X 5 • 

Seja G =< x 1 , .•. ,xn >. Como G' Ç Z(G) temos para todo i,j com 1 :S i,j < n e 

mi, mj E LZ que 

Dessa forma, se g e h são elementos de G então 9 1 h podem ser escritos como g = UV e 

h= U'V' onde 
n 

U = IJ x;n; , V= IJ [xJ, xk]l;k 
i=l 

n ' 
U' = ITxm' I l V'= rr 

i=l 

com m;,m:,fij,f:j E LZ. Assim cada gerador g 0 h de G 0 G tem a forma UV ® U'V'. 

Como V, V' E Z(G) temos por (13.1) e (13.2) que 

UV 0 U'V' = (U 0 U'V')(V 0 U'V')([U, V]0 U'V')(U 0 [U'V'. V]) 
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= (U 0 U')(U 0 V')(U 0 [U', V'])([U, v'1 0 U') 

(V 0 U')(V 0 V')(V 0 [U', V'])([V, V'] 0 U') 

(U 0 U')(U 0 V')(V 0 U')(V 0 V') 

Agora, pelas Proposições 13.4 e 13.1 

V0V' rr l rr (1 

[xj, xk] ]k 0 [xj, xk] 1 k 
l$j<k$n l$j<k$n 

rr rr ([Xj, Xk]l1k 0 [xr, Xs]l~,) 
l$j<k$n l$r<n$n 

e 

Expandindo U 0 V' e V 0 U' pela Proposição 13.4 e Corolário 13.5 obtemos 

n 

u 0 V'= rr rr (x; 0 [xj,Xk])m,l;k 

n 

v 0 U' = rr rr ([xj, Xk] 0 xi)m:e)k 
i=ll$j<k$n 

de modo que 

(U 0 V')(V 0 U') = Il Il (x; ® [x
1

,xk])m,t;k-m:t]k 
i=11$j<k$n 

n 

(U 0 v')(v 0 u') = rr rr A~t 
i=11$J<k$n 

n n n 

rr rr A~? rr rr A~·t rr rr A~t 
i=11<j$n j=l j<i$n i= I i<j<k$n 

n n 

rr rr A~·t rr rr (A)ikAk)it·Jk 
i=l I :5J<• 

a<k$n 
i=l l$j<k<i 

já que A;jk = AjikAkji por (13.4) e (13.5). Pela Proposição 13.4, U 0 U' 
n n 1 

Il x~· ® Il x71 = LM onde 
i=l j=l 

n n 1 

L= Il Il(x;ni ® x7)) 
i=l j=l 
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e 
n n j-1 1 n n i-1 1 

M = IT IT IT ([x;'la, x:~]0 x71
) IT IT IT (x;n· 0 [x7\ x;;'~<]) 

i=l j=2 k=l i=1 i=2 k=1 

Mas, do Corolário 13.5 temos que 

n n n n m' n n 

L IT Il(x; 0xi)m,m; IT Il(xj 0 [xj,xi])m.( /) IT IJ(x; 0 [xj,X;])m~(";•) 
i=l i=l i=1 j=l i=l j=1 
nn nn ,nn 

rr ll(x; 0Xj)m,m; rr ll(x; 0 [x;,Xj])mJ(";i) rr ll(x; 0 [Xj,X;j)m;(";•) 
i=lj=l j=li=1 i=1j=1 

n n n n , 

II II ( Xj 0 X j )m,m; rr rr (x; 0 [x;, X j])mJ(";· )-m;(";·) 

i=lj=l i=lj=l 

Escrevendo /3ij = mi (~ ) - mj (m~ ) e expandindo L obtemos 

n n n n n i-1 

L= rr IJ(x; 0 Xj)m,m; rr rr A~1 II rr A~1 
i=l j=1 i=1 i=i+1 i=1 j=1 

Agora, pela Proposição 13.4, (13.6) e Proposição 13.1 

n n j-1 n n i-1 

M = rr rr rr ([x;, Xk]0 Xj)m,m;m~ rr rr rr (xi 0 [xj, xk])m,mkm; 
i=1 i=2 k=1 i=1 i=2 k=1 

n n j-1 n n i-1 

rr II rr (xj 0 [xi, Xk])-m,m;m~ rr II rr (xi 0 [xJ, xk])m,mkm; 
i=1 j=2 k=1 j=l i=2 k=l 

n n i-1 n n i-1 

II I1 I1 (x; 0 [xj, xkltm]m:m~ I1 I1 I1 (xi@ [x), xknm,mkm; 
j=1 i=2 k=1 J=l i=2 k=1 

e se escrevermos /ijk = m;mkmj - m~n1~mJ obtemos 

n n i-1 n i-1 n i-1 

M rr rr rr A~:.k = rr rr A~? rr rr rr (A)ikAk)i)'Y·Jk 
j=1 i=2 k=1 i=2 j=1 i=2 k=1 J<k 

n i-1 n i-1 

rr rr rr (AjikAkjir·Jk rr rr rr A~~.k 
i=2 k=1 k<j<i i=2 k=l i<j~n 

n n 

al - rr ll(x; 0 Xj)m,m; E< XI> 
i= I j=l 
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n n n 

rr rr Aa'~J Il Il A~'J E< X 2 > 
11) 11) 

i=li<j<n i=1j=i+1 

n n i-1 n i-1 

a3 rr rr A':N' rr rr A~'j II II AJ;'Y E< x3 > 
j=l j<i~n i=1 j=1 i=2 j=1 

n n n i-1 n i-1 

II II A~'t II II Ajk~•jk II II II Ajk~l]k II II II AZ'Jt 
i=li<j<k~n i=ll~j<k<i i=2k=lj<k i=2k=lk<j<i 

n n n i-1 n i-1 

as II II A~·t rr II A~;t II rr II AZj]t II II II Ajk~•Jk 
i=l l<J<i i=ll~j<k<i i=2 k=l j<k i=2 k=1 k<j<i 

iZk$n 

n i-1 rr rr II A~Y]k E< Xs > 
i=2 k=l i<j~n 

Daí segue o resultado. • 

Teorema 14.2. (M. Bacon [1]) Se G é um grupo nilpotente de classe 2 com d( G) = n 

então 
d(G ® G) ~ n(n2 + 33n- 1). 

Demonstração. Seja { x 1 , ..• , Xn} um conjunto gerador para G. Da Proposição 14.1 segue 

que se n = 2 então G ® G é gerado pelos elementos 

A . d(G G) 6 2( 4 + 6 - 1) ' A . 3 T b' I ss1m 7 ® ~ = 
3 

, como quenamos. gora seJa n ~ . am em pe a 

Proposiçã.o 14.1 temos um conjunto de geradores para G0G. O que faremos aqui é contar 
, n(n2 + 3n- 1) . . 

esses geradores e mostrar que essa soma e 
3 

. Agora veJamos, existem n 2 

geradores da forma x; ® x j e n( n- 1) geradores do tipo X i 0 [1'r x;], i =f:- j. A princípio há 

n(n- 1 )(n- 2) geradores da forma x; 0 [xJ, xk] com i, j, k distintos. l\1as pela Proposição 

8.5 

x; ® [xk, xil = x; ® [xj, xkt
1 = (x; ® [x1, xk])-

1 

e então podemos supor j < k. Além disso, por (13.5), 

X;® [xj, xk] = (xj ® [x;, xk])(xk ® [xy, x;]) 

Assim há apenas 2(;) = ~n(n- 1)(n- 2) geradores da forma xi ® [xj,xk] e então 

1 1 
d(G ® G) ~ n 2 + n(n- 1) + 3n(n- 1)(n- 2) = 3n(n 2 + 3n- 1) • 
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Sejam n um inteiro positivo e Fn o grupo livre de posto n. Consideremos o grupo 

quociente 'Hn = 
13

f;n) onde /3(Fn) = [F~, Fn]. É claro que d(1ín) ::; n. Além disso, 

e como 1í~ =/:- {e} (pois Fn é livre) temos 'Hn um grupo nilpotente de classe 2. Segue daí 

que se 'Hn =< xb ... ,xn >então 1í~::; Z('Hn) e 'H~=< {[xj,xk]; 1 ::; j < k::; n} >. 

U "l.J/ [ Fn Fn ] F~ 'Hn Fn "1.1 /'LI' . ma vez que ''-n = ( D ) , ( ) = ) temos -, ~ -, e portanto 'Ln 'Ln e 
/3 rn /3 Fn /3(Fn 'Hn Fn 

abeliano livre de posto n. Assim para cada elemento 9 de 'Hn existe um único conjunto 

de inteiros { mi, fjk I 1 ::; i ::; n, 1 ::; j < k ::; n} tal que 

n 

9 = IT x~· IT [xj, xkt;k 
i=l l:Sj<k:Sn 

Veremos a seguir que d(1ín 0 'Hn) = ~n(n 2 + 3n- 1), ou seja, que a estimativa para 

d( G 0 G), como dada no Teorema 14.2, não poderia ser melhor. 

Teorema 14.3. Para qualquer inteiro n ~ 2 o quadrado tensorial de 'Hn é abeliano livre, 

d 
n(n2 + 3n- 1) 

e posto 
3 

. 

Demonstração. Seja 'Hn =< x 1, ... , Xn >. Vamos definir uma função() : 'Hn X 'Hn -t ~n·, 
1 

onde n* = 3n( n 2 + 3n - 1) e mostrar que () é uma biderivação e que o homomorfismo 

"estendendo" () a 1ín 0 1ín é sobrejetor. Daí teremos que d( 'Hn 0 'Hn) é pelo menos 
n(n 2 +3n-1) 
--'------ e a igualdade seguirá do Teorema 14.2. Vamos reindexar a soma direta 

• 3 
~n como 

Zij, 1 ::; i,j ::; n, para n 2 cópias; 

Ziij,1::; i< j::; n, para(;) cópias; 

Ziji, 1 ::; j < i ::; n, para (;) cópias; 

Zijk, 1 ::; i < j < k ::; n, para (~) cópias, e 

Zijk, 1 ::; j < i < k ::; n, para (~) cópias. 
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Sejam g, g', h E 'H.n. Esses três elementos se escrevem na forma g = M L, h = M' L', g' = 

NI< onde 

L= 

n 

M = I1 x;n•, 
i=l 

rr [X· X ·]('1 

" J ' 
l~i<j~n 

rrn m' 
M'= X;·, 

i=l 

L'= rr r J(' X;, X j I)' 

l~i<j~n 

n 

N = ITxn' I l 

i=l 

K= rr [X X ·]k'1 
ll J 

l~i<j~n 

Definirenos a função () componente a componente de acordo com a Proposição 14.1.. 

Para (g, h) E 'H.n X 1-ln denotaremos o ij-componente de (g, h )O por Z;j(g, h). Em cor­

respondência, z;;j, Z;j;, Zijk denotarão os iij, iji, ijk-componentes de (g, h)O. Definimos 

então 

Z;j;(g,h) 

Zjjk(g,h) 

Zijk(g,h) 

m;mj 

I I Tnj I Tnj ( I) ( ) mJ;j - m/.ii + mi 
2 

- mj 
2 

1 I (mi ) 1 (Tnj ) 1 1 - m;fii- m;fji- mi 
2 

+ mi 
2 

+ m;m;(mj- mj) 

m;f.jk - m~f.ik + m~f.ii - mke:i -

I + I I+ I I I - m;mjmk m;mjmk m;m;mk- m;m1 mk 

/)I li! + {JI I f) I I 
m;{_jk- m;{_jk mk{_ji - m0ii + mimjmk -

Uma vez que os inteiros m;,f.;i,mi,f.ii são únicos, e está. bem definida. Devemos mostrar 

que() é uma biderivação, i.e., que para todo g,g', h E G 

Como 

(gg',h)B 

(g, hg')() 

(g9',h9')0+(g',h)B e 

(g, g')O + (g9 ', h9 ' )B 

n n n [ ] m, m. nJ rr X; rr rr X; , Xj 
i=l i=l j=l 

n rr x;ni rr [x;, Xj]m,n;-n,m; 

i=l l~i<j~n 
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segue que 

n 

g 
gl 11 x;n; 11 (xi, Xj]l•J+m;nJ-n,mJ; 

i=l l~i<j~n 

11
n m 1 

11 
(I + 1 1 X· i [x· x·J ,1 m,n1 -n,m1 • 

t 'tl J ' 

i=l l~i<j~n 

n 

gg' 11 x;n•+n, 11 [x;, Xjt•J+k,J-n,mJ 
i=l l~i<j~n 

e 

hg' = 
n I 11 X~;+n; 11 (xi, Xj]e:J+k,;-n,m~. 

i=l l~i<j~n 

A verificação de (14.2) e (14.3) é feita componente a componente. Para componentes da 

forma Zij isto é óbvio. No caso de componentes da forma z;;j e Ziji usamos a definição de() e 

o fato que ( a~b ) = ( a2) + (b2) + ab. A verificação para componentes da forma Zijk é direta, 

embora um pouco trabalhadosa. Temos assim que() é uma biderivação e portanto() induz 

um homomorfismo ()* : 1tn 0 1tn ~ ~n • tal que (g 0 h )B* = (g, h)() para todo g, h E 'Hn. 

É óbvio que (x; 0 Xj) E XI, (x; 0 [xi, Xj]) E Xz, (x; 0 [xj, x;]) E x3, (x; 0 [xj, xk]) E x4 e 

(x; 0 [xj, Xk]) E X 5 são levados por(}* sobre os geradores de 7Zn". Assim()* é sobrejetora 

e portanto 

d(1t 1t )> n(n
2
+3n-1) 

n 0 n _ 
3 

, n(n 2 +3n-l) 
Do Teorema14.2 segue que 1tn®1tn e um grupo abeliano livre de posto 

3 
• 

15. O Quadrado Tensorial não Abeliano de um p-Grupo 
2-Gerado de Classe 2. 

Consideremos os seguintes grupos: 

G1 =(<c> x <a >)>q < b >,onde [a,b] =c, [a,c] = [b,c] = 1, jaj 

rf3, jcj = p'\ p um número primo Ímpar, o, (3, 1 inteiros, o ~ (3 ~ 1 ~ 1. 

Gz =<a> >q < b >,onde [a,b] = aPa-\jaj = p()t, jbj = rf, j[a,b]j = p'"~,o,(3,1, p E IN, 

p um número primo Ímpar, o~ /3, o~ 21, f3 ~ 1 ~ 1. 
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G3 =(<c> X <a >):>q < b >,onde [a,b] = aPa--,c, [a,b] = a-p2<o--rJc_Po--r, lal = 

pOt, lbl =V, lei = Pui[a,b]l = p\ o.,/3,/,a,p inteiros, p um número primo ímpar, 

I > a 2:: 1 a + a 2:: 21, o. 2:: f3, f3 2:: I. 

É fácil ver que G1 , G2 , G3 são p-grupos 2-gerados de classe de nilpotência 2. Nesta seção 

veremos o cálculo do quadrado tensorial não abeliano de cada um deles. Começaremos 

com um grupo do tipo G2 , que é um grupo metacíclico. Para este caso, necessitaremos 

do seguinte lema: 

Lema 15.1. Sejam a, /3,1 E IN tais que 21 :::; a, 1 :S /3, e p um número primo Ímpar. 

Para n E ~denotamos por [n]p a maior potência de p que divide n. Então 

(pOt - po--y + 1 )P.B = 1 mod pOt 
p.B-1 [L (po- po--y + 1)k] = /3, se f3:::; a. 
k=O P 

(15.1) 

(15.2) 

Demonstração. Sejam a, /3, /, p E IN tais que p é um primo ímpar, 21 :S a e 1 :S /3. 

Como 

p.B-1 

para provarmos (15.1), basta mostrarmos que p0 divide L (P;)(p()'- po--.)P
8
-J. Para 

]=0 

j = 0,1, ... ,pP- 1 

(pP . .. (r~ (j -l)))P~(-lfpo(pB-J-•)+(o--y)i 
J. •=O 

(
(pP -1) ... (~- (j -l)))p~(-lrpÚ'<pt3- 1 -iJ+{o--.Ji+;'í 

J. i=O 

Se O :Si< r- j é claro que po divide po(p.B-i-i)+(o--y)i+/3. Para i= r- j, 

Como 

/i= /i- 1 + 1 =!(i- 1) + 1 :S a(i- 1) + f3 
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segue que 

a( i - 1) - '''fi + f3 ~ O, 

(a-1)i+f3~a. 

Assim po- IP(o--')')i+~. Concluímos então que p0 divide (P;) (p0 
- p 0 -"~ )P~'-j para todo j E 

p~'-I 

{0, 1, ... ,~- 1} e, portanto, que p0 divide L (P;)(p0
- p 0 -"~)P~'-J. Logo 

j=O 

(p 0 
- p0

-"' + 1 )P
13 = 1 mod p0

. 

Agora sejam a, (3, 1 E IN tais que 21 ~ a, 1 ~ f3 ~ a e p ~ 3 um número primo. 

Vamos provar que (15.2) ocorre. Temos que 

p~'-I 

L (po - po-')' + 1l 
k=O 

onde 

ptl-1 k-I k-j-I (k) (k ') 
X L L L ( -l)i . ~ J po(k-j-i)+(o-')')i 

k=I J=O a=O J 

p~'-Ik-I (k) 
Y = L L(-1)k-j . p(o-')')(k-j)

1 

k=I j=O J 

Obviamente~ !x pois, o( k- j- i) ~ a ~ f3 para todo 1 ~ k ::=; pP- 1, O ::=; j :::; k- 1, O :::; 

i ~ k- j- 1. Além disso, não há. nenhuma parcela de x igual a -V. Agora 

y = - G)p"_, +E( -1)'-j G)p(o-,)(J-;) + · · · + 
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p~-2 

Temos que rJ3 divide E [(-l)ll(a--r)C~~;+IJ)) pois para 1 :S f :S ~- 2, 

(r-~+1)) =ze~ 
<r - 1) ... <r - e) ..J3 

onde Zl = (f+ 
1
)! E~. como p?:: 3, f3?:: 1, o:-1?:: 1 temos (y -1)(o:-l)?:: 

/3, ou seja, rf3 dividde p(P~-I)(a--r). Notemos que também não há nenhuma parcela em y 

igual a -r. Segue assim que f3 é a maior potência de p que divide 

pil-I 

L (p"- pa--y + 1 )k =r/+ X+ y, 
k=O 

concluindo a prova. • 

Proposição 15.2 (M. Bacon e L.C. Kappe [2]). Seja C =< a > XI < b >, onde 

[a,b] = aPo--y,lal = p", lbl =r, j[a,b]l = p-r, p um primo ímpar o:,/3,/ inteiros, 

o: ?:: f3, o: ?:: 21, f3 ?:: 1 ?:: 1. Então 

Demonstração. É claro que C é um grupo metacíclico gerado por a, b, sujeito às relações 

definidoras 
o ll I o a--y+l aP = e, bP = e, b- ab = aP -p . 

Pelo Lema 15.1 temos que (p"- p"--r + l)P
11 = 1(modp"). Dessa forma, C é um grupo 

metacíclico do tipo (12.1) com a= y, b = x, n = p", m = p6 e fi= p0
- pcx--r + l. Da 

Proposição 12.7 temos que 

c @ c ~ ~ Pl X ~ P2 X ~ P3 X ~ P4 

onde PI = m, P2 = mdc(n,f -1), P3 = mdc(n,f -1,1 +f+ ... + fm-J ), P4 = rndc(n, 1 + 
f+ ... , +r-I). É óbvio que PI = ~ e p2 = pa-"Y. Vamos calcular p3 e p4 explicitamente. 

Como 
pil-1 

1 +f+ ... + em-I= L (P 0
- PC>-"y + 1l 

k=O 
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e o ~ f3 temos pelo Lema 15.1 que a maior potência de p dividindo 1 +f+ ... + em- 1 e 

pf3. Assim 

e 

Da demonstração do Teorema 15.3 temos que se fiz =< xb Xz >, u, v E fiz com 

U = xrx2[XJ,Xz]', V= xr'x2'[xi,xz]l' então a aplicação(): fiz X fiz -t ~ 6 , definida 

componente a componente como 

z1(u,v) = z11 (u,v) = mm' 
zz(u, v)= Zzz(u, v)= nn' 

z3(u, v)= z1z(u, v)= mn' 

z4(u,v) = Zz 1(u,v) = nm' 

z5(u,v) = z11z(u,v) = mf'- m'f + n(~')- n'(;) 
z6(u, v)= Zz1z(u, v)= nf'- n'f- m (~') + m'(~) + nn'(m'- m) 

é uma biderivação. Faremos uso desta biderivação na determinação do quadrado tensorial 

não abeliano dos grupos G1 e G3 . 

Proposição 15.3. (M. Bacon e L. C. Kappe [2]) Seja G um grupo do tipo G1 , isto é, 

G ~(<c> x <a>)~< b >,onde [a,b] =c, [a, c]= [b,c] =é. JaJ = p'>, JbJ = p6
, JcJ = 

p"~, p um primo Ímpar, o :::: f3:::: 1 :::: 1. Então 

Demonstração. Como G é um grupo nilpotente de classe 2 temos pelas Proposições 13.1 

e 14.1 que G ® G é um grupo abeliano gerado por 

a® a, b ® b, a® b, b ®a, a&, c, c® a 
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Do Lema 13.5 segue que 

) 
"' ) (3 .., .., (3 " (a®aP =(b®bP =(a®c)P =(b®c)P =(a®b)P =(b0a)P =e 

Assim temos que G ® G é uma imagem homomórfica de L = ~P"' x ~: 13 x tz;"'. 
Seja g E G com g = ambnct, onde m,n,f são inteiros módulo p 0 ,rl,p'"'~, respecti­

vamente. Analogamente para h = am'bn'ct' E G. Sejam z1 a componente de LZp"' em 

L = LZp"' X 7Z;13 x tz;"', z2, z3, z4 as componentes dos três fatores da forma LZp/3, e z5 , z6 

as componentes dos dois fatores da forma LZP..,. Definimos uma função r..p : G x G -t L 

componente a componente como segue: 

(g,h)r..p=(zi(g,h), z2(g,h), z3(g,h), z4(g,h), zs(g,h), z6(g,h)) 

onde 

zl(g, h) = mm' (mod p0
), z4(g, h) = nm' (mod r), 

z2(g, h) = nn' (mod ri), z5(g, h) = mf'- m'f + n (~') - n' (;) (mod p'"'~ ), 

z3(g, h)= mn' (mod ri), z6(g, h)= nf'- n'f- m(~') + m'(;) + nn'(m'- m) (mod p'"'~). 

Como m, m' são únicos módulo p0
, n, n' únicos módulo ri, f, f' únicos módulo p-y e 

o: ~ f3 ~ 1 é fácil ver que r..p está bem definida. Vamos mostrar que r..p é uma bide­

rivação. Observemos que r..p é obtida da biderivação e reduzindo-se Z] módulo PC>' 22. 23· z4 

módulo ri e z5 , z6 módulo p'"'~. Sabemos que 

(99 ',h)e 

(g,hh')e 

(g9', h9 ' )e + (g', h )O 

(g, h')B + (l'' h h' )e 

acontecem componente a componente para e como equações em inteiros. Segue então 

que essas relações estão satisfeitas como congruência módulo qualquer inteiro. Como os 

módulos dados para ZJ, ••• , z6 são os menores para os quais r..p está bem definida temos 

que r..p é uma biderivação. Logo existe um único homomorfismo r:p : G 0 G -t L tal que 

(g@ h)cp = (g, h)r..p. Como os geradores de G 0 G são levados sobre os geradores de L 
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concluímos que G 0 G ~ L. • 

Proposição 15.4. Seja G um grupo do tipo G3 , isto é, G ~ (<c> x <a>)~ < b >, 
onde [a,b] = aPo-..,c, [c,b] = a- 2(a---y)c-po-..,, JaJ = pa, JbJ = rfi, JcJ =pu, J[a,b]J = p~', p 

um primo ímpar, a., /3, /,a inteiros, 1 >a~ 1, o+ a ~ 21, o~ f3 ~ I· Então 

onde b = min {a. - 1, /3} e T = min {o - 1, a}. 

Demonstração. Sejam g = am 1 clbn, h = am~cl'bn' elementos de G. Observemos que 

m 1 , m; são únicos módulo pa, f, f' únicos módulo pu e n, n' únicos módulo rf3. Das relações 

de G temos que g, h podem ser escritos como 

mbn l h m'bn' l' g=a z, =a z, 

onde z = [a,b],m = m 1 - fpa--y,m 1 = m~- f'pa--y. Pela Proposição 14.1 

onde 

01 (m1 - fpa--y)(m~ - f'pa--y) mod Ja 0 aJ, 

o 2 nn' mod Jb 0 bJ, 

o 3 (m1 - fpa--y)n' mod Ja ® bJ, 

04 n(m~ - f'pa--y) mod Jb ® aJ, 

os (m1- fpa--y)f'- (m~- f'pa--y)f + n (m;-;'po-')- n'(m1 -
2
tpo-')mod Ja c:;, .::J, 

o6 nf'- n'f- (m1 - fpa--r) (~') + (m~- f'pa--y) (;) + 

+ nn'(m~ - f'pa--y- m 1 - fpa--r) mod Jb 0 zj. 

Seja L= 7Lpa-.., X 7L;6 x 7L;T, onde b = min{o -1,/3} e T = min{o -1,a}. Os 

componentes de L são indexadas como segue: z11 o componente de 7Lpa--,, z2 , z3 , z4 , os 

componentes dos três fatores da forma 7LP6' z5 , z6 , os componentes dos dois fatores da 
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forma ?Lp-r. Definimos uma função t.p G x G ---.. L componente a componente como 

segue: 

(g, h)t.p = (zt(g, h), z2(g, h), z3(g, h), z4(g, h), z5 (g, h), z5(g, h)), 

onde 

Zt(g,h) - f d n--y m 1m 1 mo p , 

z2(g, h) nnf mod l, 
z3(g, h) - f d ó m 1n mo p, 

z4(g, h) 

zs(g,h) f (mt) d r - n 
2 

mo p, 

z6(g,h) 

Vamos mostrar que t.p está bem definida. Observemos que os componentes z1, ... , z6 

são obtidos reduzindo-se os expoentes o:1 , ... , o:6 (que aparecem na expansão de g 0 h) 

módulo pa--r. Por outro lado, mt, m~ são únicos módulo pa e como o: - 1 < o: temos 

z1 = m 1 m~ mod pa--r. Uma vez que n, nf são únicos módulo rJ e (3 ~ o:, as congruências 

para z2 , z3 , z4 acontecem módulo p8
• Finalmente, f, f' são determinados módulo p(J, 

a < 1 ~ (3 ~ o:. Assim as congruências para z5 e z6 acontecem módulo pr. Logo 'Y 

está bem definida. 

Agora provaremos que 'Y é uma biderivação. Observemos que ..p é obtida da bide­

rivação () reduzindo z1 módulo pa--r, z2 , z3 , z4 módulo p6
, e z5 , z6 módulo p''. Agora 

(ggf,h)B 

(g, hh')B 

(g 9 ', h9 ' (J + (g', h )B 

(g, h')B + (l', h h' )B 

acontecem componente a componente como equações em inteiros. Segue então que eles 

acontecem como congruências módulo qualquer inteiro. Como os módulos dados para 

z11 ... , z6 são os menores para os quais r.p está bem definida concluímos que t.p e uma 

biderivação. Temos assim que r.p induz um homomorfismo ..p* : C 0 C - L tal que 

(g 0 h )r.p• = (g, h )r.p. Observemos que r.p* leva os geradores de C 0 C sobre os geradores 

de L. É fácil ver que t.p"' é um isomorfismo e, portanto, que C 0 C 2=' L. • 
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, -
INDICE DE NOTAÇOES 

IN 
.lZ 
n! 

conjunto dos números naturais 
conjunto dos números inteiros 
n fatorial 

(:;) coeficiente binomial 

m.d.c. { all ... , an} máximo divisor comum de a 1, ... , an 

m.m.c.{all ... ,an} mínimo múltiplo comum de a1, ... ,an 

alb a divide b 
< é um subgrupo de , menor ou igual que 
< é um subgrupo próprio de , estritamente menor que 
<I é um subgrupo normal de 
<I é um subgrupo normal próprio de 
)----t monomorfismo 
~ epimorfismo 
~ isomorfismo 
Idx função identidade sobre o conjunto X 
Nuc núcleo de um homomorfismo 
I m imagem de uma função, homomorfismo 
e elemento identidade de G 
[x,y] 

lXI 
comutador x-1y- 1 xy 
cardinalidade do conjunto X 
subgrupo de G gerado por X Ç G 
fêcho normal de R Ç G 

<X> 
R,< R >G 
G 
N , G IN grupo quociente de G por N 

G' grupo derivado de G 
cab grupo abelianizado, G I G' 
Z ( G) centro de G 
Aut(G) grupo de automorfismo de G 
d( G) número mínimo de geradores de G 
G EB H soma direta de grupos 
G x H produto direto de grupos, produto cartesiano de conjuntos 
G ~ H produto semidireto de grupos 
G * H produto livre de grupos 
G ®R H produto tensorial de R-módulos 
G 0 H produto tensorial não abeliano de grupos 
LZn grupo cíclico de ordem n 
Dn grupo diedral de grau n 
Q2n grupo quaterniônico de ordem 4n 
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