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INTRODUCAD

Nosso prdpasito neste trabalho e desenvolver de-
talhadamente a teoria do Grau, dando na medida do possivel al-
gumas apTicagGes.'Para isto dividimos o texto em 4 capitulos.

0 capitulo I, & puramente preparatorio; ele -con-
tem resultados de aproximagdo de funcoes continuas, um teorema
de extensao de J. Dugundji e o teorema de Browﬁ—Sard 0 qual de
monstramos num caso particular de funcoes que sao definidas e
tomam valores no R".

No capitulo II tratamos do Grau de Brouwer, do Grau
de Leray-Schauder e suas propriedades. Sendo que o-Grau de Brou
wer & baseado no niumero algébrico de zeros e o Grau .de'.Leray-
-Schauder @ uma extensao do Grau dé Brouwer para campos de ve-
tores comnactos definidos em aspacos vetoriais normadds arbi-
trérioé. Co]océmos algumas aplicagoes tais como: Demonsfragﬁo
do teorema do ponio fixo de BrOUWer} enunciado no capitule I ,
Teorema de Poincare-Brouwer, do qﬁal tiramos como coloraric, que
S2n

todo campo de vetores tangentes a2 se anula em pelo menos um

ponto e o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder.

0 capitulo I1I podé ser encarado como uma comple-
mentacdao do capitulo II, onde trabalhamos com campos de vetores
compactos diferenciaveis ou impares. Demonstramos o teorema de
Borsuk, referente a pontos antipodas, e damos algumas das mais
importantes aplicacoes deste teorema, em particular ¢ teorema

da Invarianga do Dominio.

.Finalmente, no capitulo IV, nos usamos os resulta

dos dos capitulos precedentes, para investigar a estrutura do



CAPTTULD I

PRELIMINARES E TEOREMAS DE PONTO FIXO DE BROUWER

E DE SCHAUDER

Um espago topologico X tem a propriedade do pon-
to fixo {p.p.f.)} se toda fungao continua de X em X tem um pon-

to fixo.

Exemplos: O0s intervalos fechados de R, diferentes do vazio,

tem a p.p.f.. 0 circulo S] nio tem a p,p.f..

Lema 1.1: Apropriedade do ponto fixo e uma propriedade topolo-
gica, isto @, se X tem a p.p.f. ent3o todo espago homeomorfo a
X tambem a tera.

Demonstracio:

Imediata.

Seja X um espago topoldgico e A um subconjunto de
X, Dizemos que A € retrato de X se existe f:X » A continua tal

que f/,= id,. Neste caso f g€ chamada retracdo sobre A.

Teorema 1,2: (J.Dugundji) Seja F um subconjunto fechado de um

espag¢o metrico X e C um subconjunto convexo de algum espago ve-
torial topologico localmente convexo E. Ent3e toda fungao con-
tTnua f: F = C admite uma extens3io continua F:X = C. |

Demonstracao:

Referéncias. [4] e |5] .

Observacao: Durante todo este trabalho 0s espagos vetoriais se-
rao sempre sobre o corpo dos Reais R ou sobre os Complexos C e

indicaremos por B a bola unitaria com centro na origem de um
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dado espag¢o vetorial normado.

Corolario 1.3: Seja E um espago vetorial normado e § # AC E

fechado e convexo. Ent3do A € retrato de E.

Demonstracao:

Basta notar que a aplicacdo id:A » A admite exten
sio f:E > A pelo teorema (%1.2) | | h
Lema 1.4: Se X @ um espago topologico com a p.p.f.. Entdo todo

retrato de X tambem tem a p.p.f.

Demonstracao:

Se A & retrato de X, existe f:X + A contTnua tal
que f/A= idA, e se g:A > A € continua, consideramos a composta
gof:X >~ A, que tem um ponto fixo x peTa_hipEtese, entdo xe A
e g{x)=x. |
Lema 1.5 Sejam E um espago vetorial normado, X um subconjunto
de E e f iX ~ E uma aplicacdo tal que (id=f, ) (X) e fechado em
£, Suponhamos que exista uma sequéncia de fungdes (fj)}
fj:X -~ E, convergindo uniformemente para fo’ tais que, cada

1

fj (j> 1) tem um ponto fixo. Entdo f, tambem tem um ponto fixo.

Demonstracao:

Seja gjgid-fj, 2 claro que fj tem ponto fixo se,
e somente se Oe gj(X). Por hipotese temos que g; converge uni-
formemente para g , isto &, dado e>0 arbitrario, existe N tal

que, para j> N temos || gj(x)—go(xﬂ<epara todo x de X, ou seja
gj(X)(: go(X) + €B para j2 N

Como O¢ gj(X) para j> 1 temos gque Q¢ gO(X)+58 qualquer que se-

Ja e , entao Q¢ gO(X) = gO(X) L
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Seja E um espago vetorial normado e X um conjunto
diferénte do vazio. Nos denotaremos por B{X,E)} o conjunto de
todas as fungoes limitadas de X em E, Colocando,para

fe B(X,E),

I £1l = supll fF{x)1]
XEeX

temos que B(X,E) & um espago vetorial normado Eompleto, se E
for completo.,

Seja X um espago topologico compacto e E um es-
paco vetorial normado. Ent3o nos denotaremos pok C(X,E) o
espaco vetorial de todas as fungGes continuas de X em E., E
facil ver que C(X,E) & um subespago fechado de B(X,E), logo
C(X,E) & de Banach se E for completo.

Uma aplicaca £:9 > BM ande o & RT3 abértn;
e dita ser de classe C*, se existir uma vizinhanca aberté U

de @ e uma aplicacio F:U - R™, de classe C”, tal que ?/ézf.
Lema 1.6: Seja QC 3" aberto e limitado. Entdo Cm(ﬁ,Rm) e
denso em C(5,R"). L

Demonstracgao:

Seja fe C(Q,Rm) peto teorema (1,2} existe uma

extensao F:R" + R™ de f continua.
Temos de mostrar que dado > 0, existe

f e Cm(ﬁ,Rm) tal que || f_-f|] = sup |F_(x)~f(x)|<e.
£ € XEQ £

Definimos w:iR" R, por:

: 2 44-1
moexp(|x| -1) se [x[< ]
wix) = :

0 se  {x|> 1



-

onde «_ e uma constante tal que énw(x)dx =1. temos que
we Cm(Rn,R+).'

como F:R" + R™ & contTnua, ¥ & uniformemente
continua em toda vizinhanca compacta de &, entio existe 6>0

tal que
ly-x[<s = [F(y)-f(x)|<e (1.7)

para xel e y pertencendo a uma vizinhanca compacta U de &

tal que x+8B ¢ U,

n 1
Colocamos wWg:R™ + R, dada por wa(x)=gﬁ w{ ?—)

temos waecm(R",R+)a [ Wg(x)dx =1 (por mudanga de variavel)
R .
e o suporte de wg 8 {xe R" / [x]|g8}= 6B,
A fungao fE:R" + R™ dada por
fo(x) = éhWG(X=y}?(y}dy
satisfaz as condicGes da fungdo procurada, pois f_e c”(&,R™
(regra de Leibniz) e se xe & |

f(x)-f(x) = én we(x-y)T(y)dy - f(x) én ws(x-y)dy =

= [ oW (x=y)(F(y)-f(x))dy ent3o

X+88 .

£ _(x)=f(x)[z [ _ wg(x=y)max |F(y)-f(x)|dy =

£ X+§8B ye(x+6B)
y)=-f{x)|<e (por (1.7)), isto &, | f -flie |
) .

Seja U;:R" aberto e f:U = R™ diferenciivel. Dize-

mos que xe U & um ponto regular de f se f'(x):R" - R™ & sobre-

jetora. Caso -contriario x & um ponto critico (def), Um ponto

ye R™ & chamado valor critico de f se f"](y) contem pelo menos
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um ponto critico. Caso contririo y & um valor regular (de f).

Observe que todo ye Rm-f(U) e um valor regular de f.

Teorema 1.8: (Brown-Sard) Seja UC R® um aberto e f:U = R™ de

classe ¢”. Ent3o o conjunto dos valores chticos de f tem medi
da (Lebesgue) zero em R™,

Demonstraremos um caso particular deste teorema
que @ considerar f:U - R" e mostrar que f(B) tem medida zero
em Rn, onde B = {xg U / det f'(x) =0}

Demonstracao:

0 resultado e claro se f for linear, porgue se
det f # 0 temos f(B) = 0 e se det f = 0 temos B=U e f(B) es~
ta contido em algum subespago proprio de Rnlque tem medida -
nula. .

Se f nfo & linear, mostraremos que o “volume"
de f(B) e arbitrariamente pequeno,

Seja YC U um cubo arbitrario de diégona1‘a,
dividimos ¥V em N" sub cubos Vk de diagoné1 A | se kaWB # @
nos aproximaremos f por sua derivada en a1gﬁm ponto dessa
interseccao e desprezaremos V, se Uk/XB = §. Mais precisa=-
mente dado e¢> 0, como f' & uniformemente continua em V, en
contramos &>0 tal qué se x e Yy estao em V el[x-ylgﬁ temos
[} £'(x)-f'(y)ll<e . Dai, dividindo ¥ em sub cubos V, de dia
gonal &, e pela desigualdade do valor medio temos, para X

ey em Vk
FE{y)=F{x)-f {x){y-x}]| 2 ly-X|'supH frix+t(y-x)) = f'(x)}[
0<t<]

< ely-x] £ &6 {1.9)
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Para x«€BNY, consideramos a transformacao linear
. I

L (y) = £{x) * £1{x)(y-x)

Ly leva Vi dentro de algum sub espago proprio i do R" e (1.9)
implica que a distancia de f(y), para y em Vk, a Hx @ menor
que €6,

Chamando M = supll f*'(x)|| temos novamente pela

_ xeV
desigualdade do valor medio que

[F(x)-F(y)] £ ly-x] supll ' (x+t(y-x)}] < Mly-x] < M8
0<t<1

Portanto f(Vk) esta contido numa regiao cujo vo-

Tume & Kn(ZE:cS)(rv‘ltﬁ)"'"I onde K @ uma constante que depende da

dimensdo, isto &, depende de n. Observe que f(Vk) esta conti-
do entre duas "fatias" paralelas de uma_esfera.

| Como temos W Sub Cubos [P voiume cotal ae Co-

dos os f(¥,) @ no maximo
N (2e8)(M8)™! = 2k " TsM" = Re ,

mas © =~%~ logo R= 2KnM""]&", isto 8, K independe de e N. Pa-

ra completar a prova basta observar que B admite cobertura enu-

meravel por cubos |

Proposicio 1.10: Sejanc R" aberto e limitado. Ent3o C:(ﬁ,Rm)

g denso em C(2,R™), onde C:(Q,Rm) denota o conjunto de todas
as funcdes de classe ¢® de { em R™ que possuem 0 Zero como va=-
lor regqular,

Demonstracao:

Dado >0 e fe C(3,R™), pelo iema (1.6), existe

- ©, = o e
f o€ C (2,R") tal que I fE-f”“_g. 0
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Pelo teorema de Sard o conjunto dos valores regu-
lares de f, & denso em R™, logo existe Y € Rm, valor regular
de f_, tal que |y < 5—. Portanto g =f -y : g+ R™ & de clas-
e’ € z° STl ™Yt ©
se CC e tem o 0 como valor regular, pois

9:'(0) = (f,-y)7(0) = £1'(y,) e

g -Fll =l (fo-p)-fll < Il fo=fll + ly.l<e , que completa a

prova da proposicao. |

Teorema 1.11: (Ponto fixo de Brouwer) Todo subconjunto ndo

vazio, compacto e convexo de um espag¢o vetorial normado de
dimens3ao finita tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstracao:

Vide (2.9).

F.ste tenrema nao vals nara esnacos vetoriais nor-

mados ém geral (dimensao infinita). Seja E o espago de Hi]bert
das sequéncias de quadrado somavel, isto e, E & 0o conjunto das
2

. .
sequencias x = (xj) de niumeros reais tais que || x| =_Y1 X < =
J:

Seja s:E » E a transformagdao linear

S(XqaXpreae) = (0,X73%50000) @ ¢:B » E dada por
c{x) = _%_(1-H xuz,0,0,...) temos s e ¢ continuas logo f=s+c
& contTnua, f:B » 8 porque se xe B (]| x|| <1), temos

2 . 2 2.2 2 2
|| FOxH| =) (u%_(l—llxn %,x1,x2....)“ a_%”(l—“ ] } FX{HXgt e s

2.2 2 2,

e AL I LR TS S FY IR

e f nao tem ponto fixo, pois se x=(x1,x2,x3,...)e B e f(x)=x,

isto &, -(—%*(1-||x]|%,x1,x2,x3,...) = (x1,x2,x3,x4,...) temos
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xg 2 1 devemos ter

e |

2 .
_%_(1—H X| 7Y =x12X5=X4=. .., dai para
. j=1

[

02X,=X,=X35000y OU seja x=0, mas f(0)={ ; »0,0,0,...) que @

uma contradigao.

Para obtermos um teorema de ponto fixo em es-
pagos vetoriais normados de dimensdo infinita, faremos uma
restrigdo na classe das fungoes, consideraremoé as fungodes
compactas, isto e:

Se X e Y s3ao espagos topologicos. Uma aplicacde
f:X >+ Y € compacta se e continua e se f{X) & relativamente cogI
pacto em Y. No caso especial em que X e Y s3o espagos vetoriais
normados e f & linear, f & dita compacta se a imagem da bola
unitaria tiver fecho compacto,

Sejam ¥ um conjunte um ecnape vetnrial e

*
fam Y " 4 o
LY R == e BEY BRI r —

f:X >~ E uma aplicac3o. Dizemos que f & de dimens3o finita
se f{X) estiver contido num sub espago de E de dimensdo fini-
ta,

Nos usaremos as seguintes notagdes:
K(X,E) = {f:X - E / f e compact§}' e
FK(X,E) = {f:X » E / f € compacta de dimens3o finita} ,
& imediato que |
FK(X,E} C K(X,E) C B{X,E)

Mostraremos que toda fungao compacta pode ser apro

ximada por funcOes compactas de dimensdo finita.

Lema 1.12: Seja E um espago vetorial normado e KCE compacto.
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Ent3ao para todo ¢> 0 existe uma aplica¢do continua de dimensdo
finita p_:K » E tal que || pe(x)-xﬂ <e para tode xe E e ainda
mais pa(K)C co{K). Onde co(K) denota o fecho convexo de K em
E, isto e, a interseccao de todos os subconjuntos convexos de
E que contem K. Logicamente co(K) @ um conjunto convexo.

Demonstracao:

Como K e compacto podemos cobri-lo com um numero

finito de bolas de raio £, isto &, existem elementos XpsevesXy

de K tais gque

CE

KC U (x +eB)

=]

Cbe

Definimos, para cada j, a aplicac¢do rj:E > R,

dada por rj(x) = max{ 0, e~|| x~xjﬂ} temos que rj e continua
e para todo xe K existe Jj, 1<i<m, tal que rj(x)>0, togo po-

demos definir gj:K -~ [0, 1] por

r.(x}
gj(x) = J
m
r.{x)
by
- - - ! m
e @ facil ver que g; € continua, § gj(x)=1 e gj(x)>0 sa, @
_ =1
somente se xe (x.+eB). '
J n
Definimos p_:K » E por p.(x) = %zlgj(x)xj,

temos p_ continua e de dimensdao finita, pois pE(K) esta con-
tido no sub espago gerado por _{x1,...,xm} .Mostraremos que
]]p (x)-x]| <¢ para xe K, isto &: -

e (x)-xIl = i 91(><)x1+---+9 (x)x, - x -

= 9y () (x=x) 40 (x) () e e 3G (1) (X,7K) = % +(§_] RO
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hs 91(X)” Xl“X” fgz(x)ﬂ xz-x” +...+gm(x)H xm-x“;e pois
gj(x)so se X ¢ (xj+aB).

Resta mostrar que pE(K)C co(K), Para isto basta
observar que co{K) pode ser expresso diretamente em termos
dos elementos de K, isto e, seja F ={ y],...,yn}(I K e

n n :
o(F) ={ } Ay, [ A>0e ) Ay =13
'i:] .i='| :

entio co(K) = U ¢ o(F) / FCK & finito} e e imediato que

este conjunto contem p_(K) (Vide |5] - pag. 411). |

Observacdo: A aplicagao pE:K - E € uma aproximagio ndo Tinear
de dimens3o finita da id,. Algumas vezes chamada de Schauder-

-projection,

Proposicao 1,13: Seja X um espago topolpgico e E um espago ve

torial normado, Entdn K{X,F)C FRIX.F)
(isto @, toda funcdo compacta pode ser aproximada por fungdes
compactas de dimensao finita).

Demonstracao:

Seja fe K{X,E) entdo f(X) e compacto, pelo lema
anterior {1.12) existe pezf(X) > E tal que Hkpeiy)-yﬂ <e pa-
ra ye f£(X) (e arbitrario), Colocamos fezx -+ E dada por
f. = p.of, da¥ temos f.& FR(X,E) e Il f (x)=-FOO) =l p (f(x))-
-f(x)]l 2 que completa a prova.]

Corolario 1.14: Para toda fungdao f de K(X,E) existe uma se-

quencia (fj) de fungdes compactas de dimensio finita conver-
gindo para f e satisfazendo fj(X)C co{ F{X) ) para todo je N

Demonstracaos

Basta observar que f_ definida na proposicao a-
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cima satisfaz f_(X)Ccol f(X) ), pois

o ————

F(X) = p (FUO)C o FIX) )Ccol F(X) )

Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que uma
aplicacdao continua f:X » Y @ aberta, se leva aberto em aberto;
e fechada, se leva fechado em fechado; e & propria, se a imagem

inversa de conjunto compacto & compacto.,

Lema 1.15: Sejam X e Y espacos metricos., Entdo toda aplicagio
propria f:X + Y & fechada.

Demonstracao:

Seja F um subconjunto fechado de X, temos de mos=-
trar que f(F) & fechado em Y. Seja (yj) sequencia em T(F) con-
vergindo para ye Y, temos entao que para cada je N, existe -

e como K ={ y; / JeW} U {y } e com=

J
pacto,-f“](K) tambem sera compacto, Dai exite uma sub sequen-

X € F tal que f(xj)=y.

cia (xk) de (xj) convergindo para xe F (F contem todos os seus
pontos de acumulagdo) e f(x)=y, pois f e contTnua, logo ye f(F),

isto €, f(F) & fechado em Y. |

1

Seja E um espaco vetorial normado e X um subconjun~
to de E., Dizemos que f:X =~ E & um campo de vetores compacto se
id-f e compacta.

Lema 1.16: Seja E um espago vetorial normado & X um subconjun-
to fechado de E. Entao todo campo de vetores compacto f:X » E
e proprio, dal fechado.

Demonstracao:

Seja KCE compacto e A=f"](K), temos que A €

fechado em X e da7 fTechado em £, Fazendo g=id-f, vem que g{A)
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e compacto e & facil ver gque

Al————

AC X + g(A)C K + G(K)

e K + g{A) € compacto (soma de 2 compactos), logo A & compac-

to de E e portanto compacto dé K.

Teorema 1.17: (Ponto fixo de Schauder) Seja C um subconjunto

fechado e convexo de um espaco vetorial normado. Entao teda
fungao compacta f:C > C tem um ponto fixo,

Demonstracao:

Como f:C > C & compacta, pelo coroldrio (1,14)
existe uma Sequencia (fj) de fungoes compactas de dimensao
finita convergindo para f, satisfazendo f (C)C co(f{C)) pa-
ra todo je M, mas co(f(C})) T C éntﬁo fj (je N) sao fungﬁes'
de C em C,

Como id-f:C = E & um campo de vetores compacto
temos que (id=-f){(C) & fechado {lema{1.16)), logo,pelo lema
(1.5), basta verificar o teorema para fungoes compactaé de
dimensdo finita f:C » C, |

Seja FCE um sub espaco de dimensdo finita tal
que f{C)C F. Fazendo X=co{Tf(C)) temos que X & um subconjunto
de F (F & convexo) convexo e compacto (X & fechado e Timita-
do e F~R"), ainda mais X=co{f(C))} C C entdo se g=f/, temos

g:X » X porque
g(X) = F{(XYCF{CYCco(f(C)) = X

da¥ pelo teorema de ponto fixo de Brouwer g tem ponto fixo,

donde concluimos que f tem ponto fixo tambem, |
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CAPTTULD II

0 GRAU DE BROUWER E 0 GRAU DE LERAY-SCHAUDER

a) 0 GRAU DE BROUUWER

Séja E um espaco vetorial normado de dimensdo fi
nita e @ C E aberto e limitado. Desejamos éssociér a toda fun
¢io continua f:8 - E um nimero inteiro que grosseiramente fa=-
lando, E uma medida a]gEbrica para o numero de zeros de f em
(. Queremos ainda que esse inteiro dependa continuamente de f,
isto &, seja invariante por pequenas mudancas na funcgao f, pa
ra isto, devemos pedir em primeiro lugar que f nao tenha ze-
ros em 3%, |

0 objetivo fundamental deste capTtulo & a cons -
trugﬁﬁ_de tal fungao.

Definicdo 2,1: Seja @CR" um aberto limitado e fe C:(Q,Rn)

tal que 0 ¢ T{30).
Definimos o nlmero algeébrico a(f,?) de f em €

|l

por

a(f,0) = 1} sign det f'(x)
xef™1(0)

onde a(f,2) = 0 se ful(o) = 9
Observe que, como & & compacto e 0 & valor regu=-

lar de f, a soma acima e finita.

Lema 2,2: Nas condi¢des da definigao (2.1), existe uma vizinhan

ca V do 0 em R" tal que, todo ye V & um valor regular de f e

a(f-y,Q) = é(f,ﬂ)
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Demonstragao:

Observe primeiramente que f e fechada, pois
0 & compacto.
Se 0¢ T(Q) o lema e imediato.
Se Oc f(d), f '(0) & formado por uma quantidade
finita de pontos XseeesXp escolhemos vizinhangas U],...,U

m

de x],...,x em @ disjuntas duas a duas, tais que sao leva-

m
das difeomorficamente por f em V1,...,Vm vizinhancas do 0,

entio £/y.:9; ~ Vi e difeomorfismo, logo sign det f'(x) =
i

= sign det f'(x;) qualquer que seja xe U,.

Colocamos
m m
V= Oy, - f(8-UJU,)
j=1" =1’
' -1 m o
temas que ¥ & vizinhanca da 0 e s8 we V. § (v)C 1) Hj
. i=1

donde concluimos que y e valor reguiar de f e

a(fey,q) = 7 sign_det (f-y}'(x} = } si?n det f'(x) =
xe (F=y)~1(0) xef 1 (y)

= ? ign det f'(xi) = a(f,2).l
i

s
=1
Lema 2.3: Seja @C R" aberto e limitado. Entdo a aplicagdo

> 7

a.,0): {fe CL(2,R") / 0 ¢ £(20))

e localmente constante,

Demonstragao:

- n :
Seja f ¢ C?(Q’R } com'o ¢ fo(aﬂ). MOStrarempé'
que para toda fungdo fie C?(Q,Rn) tal que

| £ =f 1l < dist(0.£ (32))> 0 temos a(fy,2) = a(f},9)
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isto &, a(.,?) Elconstante na bola de centro em f_ e raio
dist(0,f (30)) (observe que nessas condigdes 0¢.f1(aﬂ)).

Para todo e [0, 1] a aplicagdo
h: @xfo, 1] ~ R" definida por h(x,})=(1-X)f (x) + AFL ()
g de classe C e 0f h{32x{o, 1])

Pelo lema {2.2) encontramos uma vizinhanga V

do 0 tal que, todo ye¢ V & valor regular de fj e
a(f5-y,0) = a(f0) j=0,1 (2.4)

da¥ e pelo teorema de Sard, existe ye V, lyl<dist(o,h{3ax[0,1])
tal que y & valor regular de h e f; (3=0,1).

Como

(¥) = {{x:r)e 9X[0,1] / (1-x§f0(x) +Af (x) =y} =

fre " v ~Avin 7 P R N O R O N 2 AT T T S |
LiAgn je un |Vt ¥ \:“:‘.;\IO\:\;"J, (IS l-i\.n;*-_)'; T

i
3

1*

temds, trocando fj por fj-y,.que 0 e valor regular de h e Fj
e que 0¢ h(a0Xx[0,1]) (por causa de (2.4) a troca fj por
fo-y nio alterard a demonstracgio). '

Temos entao que h'T(O) e formado de ma quantida=-
de finita de curvas C”3 61,...,Cm {pois h’](o) e compacto ¢ 1o
calmente conexo, portanto admite somente um numerc finito de
componentes conexas) contidas em X[0,1] e C, ou & difeomorfa
a s! ou ao intervalo [0,1] (vide |2| , apéndice). No primeiro
caso temos C,  contida em 2X(0,1),
porgue se Ck contem um ponto do tipo

(xo,j) . 3=0,1, como th(xo,j)zfé(xo)

e isomorfismo, deveriamos ter pelo

teorema das funcgtes implicitas,
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x=x{t) para t nas vizinhancas de j e x nas vizinhangas de X
que & uma contra&igﬁo.
Para € =C (k=1,...,m) nds definimos uma orienta-
cao da seguinte maneira: |
Seja z(s)=(x(s),A(s)) uma parametrizacdo de C

pelo comprimento de arco
a:1Cc R~ [0,1]
x:ICR » R"

dal denotando §—~ = ¢ temos
5

h'(z)z = 0 (hoz=0) e 1212 = 1

. h'(z)
NOos orientamos C pedindo que det( . )> o,
- Fi
z # 0 exis-
z [/

tem eqs...,€ € RP*1 tais que {eqsoeese 2} e uma base para

h'(z
note que det( . \ # 0 para ze¢ C, porgue como
) BN

R pe h'(z) ter posto n vem que h'(z)e1,...,h’(z)en; R

sao linearmente independentes, pois h'(z)i = 0, Daf

C e ) e (T ()
n+l

sao vetores linearmente independentes de R , isto @&,

h'(z) o
( : tem posto maximo {(n+1).
z

Por propriedades dos determinantes e facil ver

que para pontos z = (x,x}e C temos



(ah, oy
EET(X, ) 5;—(x,k)
. h'(z) 1o .
rdet ( . )= det * *
z ahn' _ ahn
W(X,X) -n -3—-)-{-;.-()(,1)
L x
) n
D h(x,1) h'(z)z
= det = det D _h(x,})
X 1

—

dA

Bhn

A

(%, )1

(x,l)i

onde hys ovos s h_sao as funcoes coordenadas de h e X1s eve sXp

n
s30 as coordenadas de x, dai

sign i = sign det th(x,h)

Seja C uma curva com pontos finais e

(xsd)e QX{j}

um de seus pontos finais, dizemos que C intercepta QX{j} po-

sitivamente se X(s )> 0 onde z(s )=(x,i) e negativamente se

A(s,)< 0. Como sign A(s,) = sign det D h(x,5) = sign det f'(x)

temos que a(f.,0) & igual ao numero algabrico de intersecgoes -

J
das curvas Ck’ k=1,...,m, com QX{J}.

Para cada curva C, existem 4 possibilidades:

(1) €, e uma curva fechada contida em.QX(0,1)
(i) Ck tem seus pontos finais no mesmo QX{j}
{ii1) Ck vai de 9X{0} a aX{1}
{iv) Ck vail de QX{1} a QX{0}



mas 05 casos (i) e (i1) nao afetam a(fj,ﬂ), 10go chedgamos a

nossa conclusao

_a(fo,n) = a(fy,0). |
Para a construcio da aplicagdo 0 Grau de Brouwer

precisamos do seguinte resultado tecnico.

Lema 2.5: Sejam E um espacgo vetorial normado, X um conjunto
e Y um subconjunto de X. Ent3o {fe B(X,E) / 0 ¢ T(VJ} @
aberto em B(X,E).

Demonstragio:

Seja fe B(X,E) tal que O¢ F{Y) entaoc
e= dist{0,f(Y)})> 0 e para toda fungio ge B(X,E) tal que

llg‘f”é-é}-temos para ye Y | -
lg(y)l = [f(y) + g{y) = f(il zlvwi - Tgy)-t)i 2
> €= _%_’ isto e, 0 ¢ 9(V) . |

No que seque, Z sera considerado com a topologia

discreta.

Teorema 2,6: Seja E um espago vetorial normado de dimensio fi-

nita. Ent3o para todo aberto limitado 2 £ e todo ye E, exis-

te uma aplicacao "0 Grau de Brouwer®
d(..0,y): {fe C(Q,E) /7 yé f(o)} ——> I

satisfazendo:
(i)} (Normalizacgao) Se ye £ entao d(id,R,y)=1.
(ii) (Aditividade) Para todo par Q] e 92 de subconjuntos aber-

tos disjuntos de @ e toda funcio -contTnua f:8 .+ £ com
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y¢ f(& - (2;V9,)) temos
d(f,92,y) = d(flﬁl.ﬂl,Y) + d(flﬁz.ﬂz,YJ

(iii) (Continuidade) d(.,2,y) & contTnua

(iv) (Invariante por translagdo) d(f,2,y) = d(f-y,R,0) qual-
quer que seja f:8 > E contTnua e y ¢ £(39).

Demonstracao:

E suficiente mostrar a existencia da aplicagdo

d(.,2,0): {fe C(A,E) / 0 ¢ f(39)} > 7

satisfazendo (i), (ii), (iii}, porque o caso geral segue sim-

plesmente definindo
d(fstY) = d(f'Ysgso) R .

1a, parte: Suponhamos F=R" e D= {fe C{Q,R“) /0 ¢ £y M

C?(Q,R").-Em-D temos a aplicagdo
a{.,2):D +» Z satisfazendo:
1} a(id,R)=1 se Q€
2)a({f,a) = a(f/g 2q) + a(f/g s0,) se @, e Q sao subcon
1 2
juntos abertos disjuntes de @ com 0 ¢ f(Q - (Q]LJ 92)), pois
al{f,0) = § sign det f'(x) = } sign det 7z (x) +

xef1(0) xe(ffﬁl)“(O)

+ 3} sign det f'/ﬁ (x) porque f'1(0)C: Q9 o,
xe(f/5 )71(0)
2

3) a(.,R) e continua (Tema (2.3)).



T

Mostraremos gque a(.,0) definida em D admite ex-
tensao contThua a {fe C(O,R") / 0 ¢ f(3q)} .

Pelo lema (2.5) temos que {fe C(3,R") / ogf(aq)}
& aberto em C({,R") e daT pela proposicio (1.10) D € denso
em {fe c({&,R™y 7 ogr(aa)} .

Entao dada fe C(ﬁ,Rn) com 0¢f(3Q), existe sequen
cia de fungoes (fj), fjeD, tal que, fj + f. Estendemos a(.,R),

denotando por d{.,2,0), colocando

d{f,q,0} = lim a(fj,ﬂ)

Joroo
Observe que (a(f;,0)) e finalmente constante,
pois se €= dist(0,f(39Q)), tomamos Ne N tal que para Jj>N te-

. £ - . : 2
mos "fj—fﬂ < ——, daf d1st(0,fj(ag))> —5-€.

Fara 1 e J maiuras que N Leidos

| fi=F5ll =l fymfyafafll < Fomfll + Bey=fll< e, dsto &,
IIfi-fjH <dist(0,fj(aﬂ))

da7 usando o lema (2.3) vem que a(f;,0) = a(fj,ﬂ). |
Observe ainda que d{f,2,0) indeﬁende da sequencia (fj) conside=
rada. ”

Para a extensao d(.,?,0) as propriedades (i) e
(ii1) sFo trivialmente verificadas e para (i1}, se feC(fl,R")
com 04f{30) e, 2 e 9y sao subconjuntos abertos disjuntos de
Q tais que Oéf(ﬁ-(ﬂlk)gz)), consideramos uma segquéncia (fj)
em D convergindo para f e Ne N suficientemente grande tal que
para j>N temos ﬂfj~fﬂ<€ onde €=d15t(0,f(ﬂ-(ﬂ]k)92)). Assim
temos 0¢fj(ﬁ-(R]LJRé)), |
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a(f;.e) = a(fj/§1,ﬂ]) + a(fjfﬁz,gz) para j> N e fazendo

jo=, concluinmos que

d(f,2,0) = d(#/ +220) + d(flg +25.0).

2a. parte: Seja E espago vetorial normado sobre R com n=
=dim E, entdo existe um isomorfismo topoldgico u:E > R" e

podemos definir
d(£,2,0) = d(uofou™',u(2),0) se fe C(T,E) e .04F(30).

Precisamos mostrar que a definigdo acima inde-
pende do isomorfismo u, isto g, se v:E - R" & outro isomor-
fismo, entdo

1

d(vofov 1,v(0),0) = d(uofou™',u(2),0)

Para isto, como vofov-1=(v0u”])0(uof0u-})o(vou-])_] e

vou":Rn > R™ & um automorfismo, basta verificar que
d(F,0,0) = d{wofow ', w(2),0)

onde fe C(G,R"), 0¢f(32) e w:R" > R" & um automorfismo qual-
quer, e aqui, de acordo com a la. parte, podemos particularizar

e verificar o caso em que fe D, entdo

1

d(wofow'1,w(ﬂ).0) = a(wofow ,w(R)) =

Y sign det (wofow-1)'(x) = )} sign det (wof'(y)ow-]) =
xe(wofow'1)'1(0) _ yef-1(0)

1

= Y sign det f'(y) = a(f,Q) = d(f,2,0)
yef 1 (0)
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onde y = w—1(x), observe gusa xe (wofow-1)-1(0} g cquivalen-
te a w'1(x)e f'l(O).

As propriedades (i), (ii).,e (iii) podem ser

justificadas sem nenhuma dificuldade.

Ja, parte; Seja L espago vetorial normado sobre C com n2
=dim E, entdo E e topologicamente isomorfo a C", togo, co-
mo na 2a, parte, basta mostrar que d{.,2,0) pode ser defi~-

nide para E=c e feC(ﬁ,Cn) com Ogf(3Q), de modo gque
d(f,2,0) = d{uofou™',u(a)},0)

qualquer gue seja o automorfismo usze > ¢,

Para isto, seja h o homeomorfismo canaonico de
2n -

c" para R°", isto &,

R(x+iy) = (X,¥)

n .
onde consideramos cN=r"+ir"

Nos definimos para todo feC(#,C") com 04f(3Q)
d(f,2,0) = d(hofoh™ ' ,h(2),0)
com esta definigdo temos.que:
4(f.2,0) = d(uofou™',u(2),0)

se u:C" > ¢" & um automorfismo, pois, pela 2a., parte, sabe=

mos que d(hofoh'l,h(ﬂ),O) nao se altera por conjugagao por

2n

automorfismos do R®, logo

1

d{uofou”T,u(a),0) = d(houofou Toh"', h(u(a)}, 0) =

d((houoh™ 1) & (hofoh™') o (houoh™"

n

)™1, (houoh™ V) (h(2)),0)=
d(hofoh™ 1, n(a), 0) = d(f,2,0). |

H
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Note ainda que a definicao acima ndo depende do
particular h considerado, as propriedades (i), (ii) e (iii)

decorrem sem muito trabalho e isto completa a prova.]

Corolario 2.7: 0 Grau de Brouwer tem as seguintes proprie-

dades:

(v) (Excisdo) Para todo subconjunto aberto 24 de @ e toda
fungao fe C{{,E) com y¢f(G-0,) temos
d(fsﬂ,y) = d(fs Q] ,}f)
onde d(f,0,,y) = d(f/§1sﬂ],Y)
{vi) (Propriedade da Solugao) Se d(f,%,y) # 0 entao f({)
& vizinhanca de y em E.
{vii) (Dependeéncia dos valores no bordoi Se f ey sEo'fun-
¢Oes continuas de % em E tais que ffan = g/ag e
y ¢ f{30R) ent3o
d{f,,y} = d(9.,%,y)
(viii) (Dependencia da componente conexa) Se feC(%,E), en-

tio d{f,%,+) @ constante nas componentes de E-f(3Q)

(ix) (Invariante por homotopia) Seja @#ICR intervalo com-
pacto. Entio para toda funcio continua h:fXI > E e
toda curva continua y(.):I > E tal que y(A)¢h(3R,X)
qualquer que seja Ael, d{(h{.,A), &, y(A)) independe

de Ael.

Demonstracio:

{(v) Observe primeiramente que d(f,@,y} = 0
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para isto, basta colocar em (ii), Q=91=92=G. pDa¥ colocando

92=ﬂ temos novamente por (ii)
d(f,Q,y) = d(fsg] Y)

(vi) Temos que yef(R), porque se y¢f(R) fazendo Q]=ﬂ em (v)

obtemos

d(f,2,y) = d{(f,f,y) = 0 que e uha contradicao.
Como {feC(R,E) / ygf(39)} & aberto em C({,E),

existe £>0, tal que F+eB C{fecC(Q,E) / y¢f(an)} e por (iii)
podemos pedir que para toda ge{f+cB) temos d{g,Q,y) # 0

| Dado yle(y+eB) temos gque f+y-y, e{f+eB) en-
tao d(f+y-y1,9,y) £ 0 e ye(f+y-y1)(9), 1ogo y1ef(ﬂ), isto
§ y+eB C f(n). o |
{vii) Essa propriedade ¢ consvquencia imediaia dé {ix}
Tocando h{x,x) = {(1=A)}f(x) + Ag{x} e y:[0,1] » E tal que
y{+)zy |
(viii) Dada feC(8,E) por (iji) e (iv) a aplicacio
d(f" . Q’ 0)=d(f’ Q’ '):E-f(aﬁ) a Z

esta bem definida e & continua, portanto necessariamente cons

tante nas componentes conexas de E-f{3Q).

(ix) Como h: GXI - E & uniformemente continua, isto &, dado
e>0, existe §>0 tal que se [ (X1,h7) = (X5,2,)[<$ entao
I h(x1,1]) - h(xz.kz)ﬂ<a , onde consideramos [[{x,A}] =

H x|l + A} 5 temos que a aplicagao

A ) > h(.,x)=y(})



e contTnua de I para C(%,£), logo

3 > d(h(.,3)=y(A), R, 0)=d(h(.,A), 2, y(}))

o1

contnua de I em Z, portanto constante (1 & conexo)._L

Daremos a sequir algumas aplicacoes do Grau de

Brouwer

Teorema 2,8: Seja E um espaco vetorial normado de dimens3o fi-

nita e P # QC E aberto e limitado. Ent3ao 39 nio & retrato de
q, |

Demonstracgao:

Suponhamos que exista f:& » 80 contTnua tal que

/oy = 1d/5q5 entdo para yeQ vem que
d(f,2,y) = d(id,R,y) =1

logo ye (), isto &, existe xeQ tal que f{x)=y, absurdo pois

fQ)Co0 .|

Demonstracao do teorema do ponto fixo de Brouwer (1.11) usando

0o Grau de Brouwer (2.9)

Se E e um espago vetorial normado de dimensao fi-
nita e p # CCE & compacto convexo ent3do toda fungdo continua
f:C » C tem um ponto fixo.

A funcio f:C - C admite extensao continua
F:¥E » ¢ (teorema (1.2)), onde r & tal que ¥B contenha C.

Se ¥ tem ponto fixo ent3o f tambem tem, podemos supor portan-
to que T nio tem ponto fixo em 3{rB).

Sejam



=26~
g:7B » E dada por g{x)=x=F{x)
h:vBX{0,1] + E dada por h{x,A)=xg(x)+{1-A)x =
= A(x=F(x))+(1=2)x = x=-AF(x).
Como O¢ h(d(rB)}X[0,11), pois se xea(rB) e
h{x,x) = 0 entdio x = Af(x) da¥ F(x)=x (] F(x)/l& r) que @ uma
contradicio, temos que d{h{.,*), rB, 0) independe de *[0,1] ,

entio

1

d{g, rB, 0) = d(id, r8, 0)

donde, por {(vi}, concluimos que existe xeC tal que f{x)=x.|

Zn+]

Teorema 2.10: (Poincare-Brouwer) Seja @ C R aberto e 1i-

2n+1

mitado contendo o zero. Suponha que f:32 -+ R e continua

e nao tem zero. Entd3o existe xe€3R e e R-{0}tal que

F{x) = Ax
Demonstracao:
A aplicagdo f admite exten§50 continua
f:0 - R2"+], entio podemos definir h:8x [~1,1] - 2N+l por

h{x,A) = (1=-1X1)}F(x) + rx

Seja y:[-1,11 - r&M*1

constante igual a 0. Se
0¢ n{30x[~1,1]) temos que d(h(.,%), 2, 0) independe de X, en
tio d(7, @, 0) = d(id, @, 0) = d(-id, ®, 0), mas d(id,2,0)=1
e d{-id,R,0)=-1 {dimens3o impar). Portanto existe xe3fl tal
que h{x,A) = 0, onde X, pelas nossas hipoteses, deve ser di

ferente de 0, 1.e -1, temos entdo

(1=]A])F(x) + Ax = 0, isto &, F(x) ] ( yx. |
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Corolario 2.11: Todo campo de vetores tangentes a 52" se

anula em pelo menos um ponto.

Demonstracgdo:

Suponhamos por absurdo que existe um campo

2n . R2n+1 (

de vetores tangentes f:S entdo <f{x),x>=0 para

todo x de Sen) que nao se anula. Pelo teorema anterior e=-

xiste xeszn e Ae R-{0} tal que f(x)=ax, da¥

<F{x),x> = <AX,X> = X <x,Xx> = X # 0 que e uma contradi

¢an. |

b) 0 GRAU DE LERAY-SCHAUDER

Nosso propdsito aqui & estender o Grau de
Brouwer para camnos de vetares rompactns definidos no fe-
cho de subconjuntos abertos e limitados de um espago ve-

torial normado,

Seja E um espaco vetorial normado e SiCE a=-

berto e limitado, Denotaremos por
KV(R,e) = {f:& > E / f & campo de vetores compacto}

Temos que KV(R,E) & um subconjunto convexo de C(8,E}, por-
que se T e g pertencem a KV(Q,E), temos id-f e id-g com-

pactas e
id=((1=2)f + Ag)=(Aid + (1-4)id) = ((1-2)f+ Ag) =
Alid-a) + {1-A)(id-f)

tambem & compacta qualquer que seja Ae[o,]] , isto B,
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(1-A}f + Xg pertence a KV(Q,E) para todo A def0,17.
Temos tambem que KV{{R,E) contem a idz, & in-
variante por translacio, isto e, se ye E
KV(R,E) + y = {f+y / feKV(Q,E)} = KV(R,E),
e pelo lema {1,16) os elementos de KV(Q,E) s3o aplicagdes

fechadas. Em particular f{3Q) € fechado se feKV(Q,E), e

ainda mais se E tem dimensdo finita entdo KV(Q,E) = C(Q,E).

Lema 2,12: Sejam E espago vetorial normado de dimens3o fini

ta, F subespago vetorial de E e QCE aberto ¢ 1imitado. Su-

ponha que fe C({&,E), 0¢ f(9R) e (id-f)(Q) C F. Entdo

d(f, 9, 0) = d( /5 g, ONF, 0)

Demonstragao:

Seque da demonstragao do teorema (2.5) {exis-
tencia do-Gfau de Brouwer) que basta mostrar o caso em que
E = R", NGs podemos identificar F com R™ e R"= R"Xx 0 C R"
(isto e, F & identificado com o subespago das m primeiras
coordenadas de R").

Mostraremos que f pode ser aproximada por uma
sequencia de fungdes fj tais que: fje C?(ﬁ,R") e fj=id-gj
com g€ ¢ (%,R™). De fato, a aplicacio id-f:8 + R™ pode
ser aproximada por uma sequencia de fungdes gj com
gjecw(ﬁ,Rm) {lema {1.6)). Colocamos fj = id-gj, temos
fs > f, fjeCm(ﬁ,R") e podemos pedir que o zero seja valor
regular de fj {je N), porque caso contrario, consideramos
a restrigao fj/ﬁijm:ﬁ/)Rm » R™ ¢ achamos pelo teorema de

Sard Y€ R™, valor regular de ./ tal que ij]<—%—.

I g g™
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Da7 chamando fj-yj de fj (observe que com esta alteracdo a

nova fung¢do gj continua pertencendo a Cm(Q,Rm)) temos que

o zero e valor regular de f./ e consequentemente de
N el

f; porque se (x,2)eR" = R"® R"™™ & um ponto de fJ1(0),
isto e,

f.{x,2) = (x,2) - (g:;(x,2), 0) = (0,0)

J J
vem que z=0 e
f D, F 3 (X,0) D, 3(%50)
det f&(x,O) = det =
0 id
RN
~ r

} . :
dget (T3/gppn) (x) # 0
Portanto |
. = . = . Qnpr™
d(fJ,Q,O) a(fJ,Q) d(fJ(quRm’ NR",0)
donde concluimos que
d(£,2,0) = d(f/g~ps2NF,0). |

Teorema 2,13: Seja E espago vetorial normado e QC E aberto

e limitado. Entado para todo ye E existe uma aplicagao "0

Grau de Leray-Schauder?

d(is 2, ¥y): {feKV(R,E) / y¢f(aq)} > T
satisfazendo as quatro propriedades do teorema (2.6)

Demonstracao:

E suficiente considerar o caso y=0, para a pro-



-30-
priedade (iv) usamos o fato que KV(Q,E) & invariante por

translagao e definimos

d{f, @, y) = d{f-y, @, 0)

Definiremos primeiramente d(f,2,0) onde
feKV(Q,E) tal que O4f(30) e (id~f) & de dimensdo finita,
indicaremos o conjunto de tais fungbes por FKV (%,E)

Seja Eﬁ o conjunto de todos os subespacos de E
de dimens3ao finita ordenados por inclusdo,

Dada feFKVO(ﬁ,E) e Fe ¥ definimos

de(F/5 nps @ NFa 0)  se (id=F)(8) C F
S(f.F) = _
0 caso contririo

onde'dF(. s ROYF, 0} denosta ¢ grau de Deosuwsry em T

Agora para toda feFKV (Q E} existe FEE; tal
que (id-f)(R) C F. Da¥ para todo F' EE; com FCF' temos
que

S(FaF") = dpu (F/gape ROF', 0) = de(f/5ps 00F, 0) =

= §(F,F) pelo Tema anterior (2.12) pois (id=f/5 ¢+ ) (8NF)CF,

Portanto 1im &§(f,F) existe e definimos

d(.s R, 0): FKV_(Q,E) > 7 por

d(f, 2, 0) = lim 8(f,F)
( g

Esta ap]icagﬁo'possue as propriedades (i), (ii) e
{ii1) do teorema (2.6) e as propriedades (i) e (i1) sdo de ve=
rificagao imediata, para (iii) seja FeFKVO(ﬁ,E). Temos que

dist(0,f(3R)) = e > 0 (f(3Q) @ fechado). Mostraremos que
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d{.,0,0) & constante na bola aberta de centro em f e raio ¢,
isto e, se geFKVo(ﬁ,E) e | f-gl} < £, existe Fef? tal que

(id=-f)(Q)C F e (id~g){(R)CF, entdo

d(9,2,0) = dc(9/5 ~ s ONF, 0) = de(f/5 o £20NF, 0) =

= d(f,n,0) pela propriedade (ix){invariante por homotopia)

do Grau de Brouwer. Basta considerar h:QNFX[0,1] + @NF da-

da por h{x,x) = (1-2)Ff/_ (x) + xg/
F Qn

(x), temos que
2n F

0¢h(3 (R NF)X[0,1]).

Estenderemos a aplicacdao acima ao Kvo(ﬁ,E) =
= {feKV(Q,E) / 04f(9n)} . Para isto, observaremos em primei-
ro lugar que FKV(Q,E) & denso em KV(Q,E), isto &,se
feKV(3,E) temos que (id-fle K(2,E), entéo dado £>0 arbitra-
rio, peia proposicao (1.13), existe heFK(3,E) tal que

| h - (id?f)“ < e¢. Logo chamando g=id-h, temos que geFKV(Q,E) e
W f-gll = || £ = (id=h)|| = {[ h = (id=F}f < e

Da¥, como KV (i,E) & aberto em KV(Q,E) (Tema (2.5)), temos que
FKVO = FKVf1KV0 e denso em KVf}KVO = KVO.

Portanto dada feKVo(ﬁ,E) existe uma sequencia
(fj), fjeFKVO(Q,E) tal que fj - T,

Definimos
d(f,2,0) = lim  d(f;,2,0)
joroo
temos, d{.,Q,0) bem definida, pois d(fj,Q,O) e finalmente cons
tante (demonstrac¢do analoga a efetuada na la. parte do teorema
{2.6)), independe da sequencia (fj) considerada e as proprieda

des (i), (ii) e (iii) sdo verificadas sem dificuldade. |
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Teorema 2.14: (Invariante por homotopia) Sejam E espaco ve-

torial normado, RCE aberto e limitado, # # ICR intervalo
fechado e h:{IXI » E aplicacao compacta. Suponha que
y(.):1 »- E & uma curva continua tal que x-h{(x,A) # y(})

quaisquer que sejam Ae [ e xe 3R , Entao
d(id-h{.,2), 2, y(A))

esta bem definida e independe de Xlel,

Demonstracao:

Como id-h{.,A) e um campo de vetores compacto
(h(.,A):& > E & compacta) e (id-h{.,1))(32) # y(}) por hi-
potese, temos que d(id-h{.,A), 9, y(A)) esta bem definido
para Ael, -

Como o Grau de Leray~Schauder & invariante por
transla¢ao, basta mestrar que d{id-{h{.,A)+y(2}), 2, 0)
independe de Ae I e como h(.,.)+y(.):8XI ~ E € compacta (a
imagem esta contida no compacto ETﬁYYT+y(I)) e suficiente
mostrar que d{id-h{.,Xx), £, 0) independe de A, Para isto se-

jam X, e A,e I tais que A1<2,, pela proposigao (1.13)

1
heBXI » E pode ser uniformemente aproximada por aplicagOes

hn compactas de dimensio finita. Portanto @ suficiente jus-
tificar a afirmacio no caso em que h e compacta de dimensao
finita e neste caso encontramos Fefgta] que h{8XI)YCF e pa-

ra j=1,2 temos

)/ s 80F, 0)

d(id-h(.,25), @, 0) = dp((id-h(.,A; 2 F

Como (id=h{.,.))/ 'S AFXTA ,0,] »~ F & contT-
( { 8 AF [] 2] |
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nua, X-h(x,A} # 0 para {x,i)e (anr\F)X[A1,A2] e o Grau de
Brouwer & invariante por homotopia temos que
d(‘id-h(o’l])’ R’ 0) = d(id-h(agng Q’ 0) J_

Coroldrio 2.15: Seja f_ e fie KV(J,E) tais que

(1-x)}f (x) + Afy(x) # y (yeE) quaisquer que sejam xe[0,1] e
xe 30, Entdo d(f , @, y) = d(f,, @, y)

Demonstracao:

Como f e fie KV(Q,E) temos que id-f e id-f,
sao aplicagbes compactas, ent3o a aplicagao h:QX[0,1] » E
dada por h{x,x) = (1=2)(x-f _(x} + X(x-f,(x)) tamben & compac-
ta e
Xx=h{x,1) = (I-A)fo(x) + Af](x) £y
qualquer que seja Ae|0,7]e qualquer que seja xedn, iogo pelo
~teorema anfefior.vem que d(fo, R, y) = d(f}, Qs ¥). |

Corolario 2.16: 0 Grau de Leray-Schauder tem as propriedades

de (v} a (viii) do Grau de Brouwer

As demonstracdes s3o analogas as efetuadas no Corolario 2.7.

Para as aplicagoes da teoria do Grau dadas no
Capitulo IV, precisaremos de um teorema de invarianca por
homotopia, mais geral, durante a qual o dominio @, varia con-
tinuamente, Mais precisamente: Seja § # 1 C R um intervalo e

A um subconjunto de EXI. Denotaremos por
AX = {xek / {%x,1)eh}

Observe que, se A e aberto em EXI {(a topologia em EXI & a to-



~34e
pologia induzida pela topclogia produto de EXR) ent3o para

todo rel, A, & um subconjunto aberto de E.

A

Teorema 2.17: (Geral da Invarianga por homotopia) Seja

p # ICR um intervalo fechado e Q um subconjunto aberto e
limitado de EXI, Suponha que h:® - F & uma aplicagio com-
pacta e que y(.):I = E & uma curva continua tal que, para

todo (x,A)ed , x=h{x,rA) # y{(}). Entdo
d(id'h(osl): Q;\a y(l))

esta bem definida e independe de A€l

Demonstracgao:

Como no teorema (2.14) & suficiente mostrar
para y(A) = 0 para todo 2€l,
£ 1> Temos que

K= {{x,2)eQ / x-h{x,A)=0} & um

subconjunto compacto de R, porque,

como x-h{x,A) # 0 para {x,2)edQ ,

temos que K & um subconjunto fecha

do de EXI e esta contido no compac=-

to h({f)x1, Da¥ para todo xel, k

A
e um subconjunto compacto de 2.

Mostraremos que para cada Ael, existe um (pos=-
sivelmente vazio) subconjunto aberto U, de 2, e e(A)>0 tal
que, com I, = I Y (A=g(x),A+e (X))}, temos
Kf)(EXIX)(: UAXIAC Q | (2.18)

Suponhamos que para algum Ael, Ky= 8. Entao pe-
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1a compacidade de K, encontramos €{A)>0, tal yue, para todo
teIl,’Kt=ﬁ, neste caso colocamos Uk=ﬁ. Consideramos agora
Ael tal que Klﬁ ¢. Dal pela definicao de topologia produto e
pela compacidade de K,, existenm Xys ees oX €K, niimeros posi

tivos E1s see 5EL 8 Dys cu. S0 tais que |

CS

Ky C (xj+°j8) C Q_A e

1

<,
It

(xj+piB)X(I(\(l-8j y AHE. ))C Q
m
CoTocando U, L)(x +0 ., B) e e(X) = min{e], e s Em} temos

U, XI,C Qe

Suponhamos que a inclus3o a esquerda de (2.18)

-

nae @ verificada, por monor gue sz2jzs ¢ valer do €{)) censide-

[$)

rado. Entdo tomando para £({(A) os valores da sequencia (“l_)
- n

encontramos para cada ne [N, (xn,kn) tal que
(xsh,)e KO(EXL) e {x A ) ¢ UyXI,
logo ln >+ ) e anUE. Como K E‘compacto podernos supor que
(xn,ln) converge para (x,A)e K, encontramos portanto o elemen
to x que pertence a U§ (U§ e fechado) e a K, que e uma conira
dicao pois KAC Uk'

Da compacidade de I e da propriedade {2.18) en-

r
is @ = U
contramos l1<A2< ces <Ar tais que I j=1Ilj » & pelo teorema

(2.14) para 1£jsr temos que

d(id-h(.,k),‘ua.. 0) (KEIA.) esta bem definida e independe
! J
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de leIAja
Pela propriedade {v)} do Grau de Leray~-Schauder,

para todo Aec IA

J
d{id-h{(.,A), 2y 0) = d{(id-h{.,2}, UA » 0)
J
Finalmente, se e I, M1 , tambem pela pro-
A A
priedade (v) vem que
d(id-h(..2), Uy , 0) = d(id=h(.,A), @,, 0) =

J
= d(id=h(.,2), U, , 0)
j+1
como queriamos verificar. |

Teorema 2.19: (Leray-Schauder) Seja Q um aberto e limitado con

tendo o zero em algum espaco vetorial normado E. Seja
f:Q ~ E uma aplicacao compacta satisfazendo a sequinte condi-

¢ao:

Se existe x €32 e A>0 tal que f(x ) = Ax
(LS) 0 0 0

entao A< 1,

Entdo f tem um ponto fixo em Q.

Demonstracao:

Podemos supor que f ndo tem ponto fixo em 5Q.
Entao para xed e ie[0,1] temos que
(1-X)x + X{x-f(x}) # 0
porque, caso contrario teriamos Af(xo) = X, para algum X €99
e algum Ae[0,1] e ainda mais x> 0 (pois x #0). Desse modo po-
1

demos escrever f(xo) = = X, que pela condigdo (LS) sai
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£ <1, isto &€, X = 1, que & uma contradigio pois f n3o tem pon
N :

to fixo em 39, Logo pelo corolario (2.15) e propriedade (i)

temos
d(id-f, @, 0) = d(id, @, 0) = 1
e dai pela propriedade (vi) concluimos que Oe (id-f)(Q). |

Observacao: Demonstra-se {[3]) que o Grau de Brouwer e o Grau

de Leray-Schauder, determinados pelas propriedades (i}, (ii),
{ii1) e (iv), s3o Unicos., Da7 se dim E<o temos que os dois

graus coincidem,



-38-

CAPITULO TII

CAMPOS DE VETORES COMPACTOS DIFERENCIAVEIS E CAM-

PO DE VETORES COMPACTOS IMPARES

Nosso objetive aqui & obter resultados que nos for
nega o Grau explicitamente, para isto, pedimos algumas proprie
dades adicionais paré as aplicagoes. Trabathamos com Campos de
vetores compactos diferenciaveis ou Campo de vetores impares.

a} CAMPOS DE VETORES COMPACTOS DIFERENCIAVEIS

Lema 3.1: Seja E um espaco de Bamach e QCE uma aplicacao com-
pacta diferenciﬁve] em algum ponto xef. Entao f'(x) e uma apli
cagdo linear compacta. -

Demonstracao:

Suponhamds por absurdo que f'{x) ndo & compacta ,
isto e, f'(x).B nao & compacto, ent3do f'(x).B nao po-
de ser totalmente limitado, logo existe 6>0 e uma sequencia

(¥5) ey m E com Hyju<1 tais que, para j # k

IF (xdyg = #1000y 1= 18 0ty =yl 2 0

» Como f e diferenciavel em x, temos

fF(xty)-f(x) - f'(x)y = ﬁiﬁl Iyl e ﬁiﬁl + 0 quando y+0. Lo-
J y .

go existe p>o tal que para y € p B temos
' § §
IF(x+y) = F(x) = £ (x)yl] <5 Iyl < o3

Mostraremos que a sequencia (f(x+pyj))\].€[N nao tem

ponto de acumulacao contrariando o fato de que f e compacta.



-39-
Para isto, seja j # k e

I {xtey ;) = fixroy )l =

I F(xtoy)-F(x)-F' (x)epyy = Flxtoy J4F(x)+F" (x).oy, +

<+

fr(x).oy; - FHx).oyll 2

v

o IF' (x)(y;-v )l = IF(xroy)-F(x) - £ (x) oy ]l -

' ' 8
1 Croy, )= FO)=F7 (x) oy, [l 2 08 - 053 -05 = 05 > 0 |

Seja E um espago vetorial normado ¢ QCE aberto.
Seja f:0»E uma aplicacao compacta e suponha que existe um pon-
to fixo X,eQ de f. Dizemos que X o e um ponto fixo isolado de f
se existe uma viz?nhan§a Q de X; em 2 tal que f(x) # x = para
xa:Uf{xo}. Neste caso para todo >0 tal que Xy + ¢Bc U, o Grau
de Leray-Schauder d(ide, Xy t eB,0o) esta bem definido e pela
propriedade (v} independe de ¢. Dai
i(f,xo) = lim d{id-Tf, x0+gB,0)

£0

esta bem definido e @ chamado de Tndice de f em Xg

Proposicao 3.2 Sejam [ espago de Banach, RCE aberto e f:Q-E
aplicacao compacta. Seja ker um ponto fixo de f. Suponhamos
que f e diferenciavel em X, € que 1 ndao e auto valor de f'(xo).
Entao X, e um ponto fixo isolado de f e

1(f,x0) = i(f (xo),O)

Demonstracdo: Como 1 nao e auto valor de f’(xo) e f'(xo) e com

pacta (lema anterior), temos como resultado da teoria de Riesz-

-Schauder que id—f'(xo) admite inversa continua. Entao existe
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«>0 tal que, para todo xeE
k=" (x ) x]l > 2] x ]

Em particular o 0 8 0 Unico ponto fixo de frx,).
Como f e diferenciavel em X,» existe e>o tal que,

para X e X +eB

I ()= F(xg )= F' (%) (x=x Il < = [[x=x,

Colocando g = id-f temos que as duas desigualdades

anteriores podem ser escritas:
lo* (xg)-xlf 2 2=]x| para xeE e
lla(x)-g" (xg ). x=x M ¢ =lx=-xg Il (pois f(x;) = x;)

para x e x_+eB. Logo para xe:x0+eB e xe[0,1] temos

-0 (x)*+ag" (x) (x| = fg (x)-Ag(x)+rg" (x,) (x=x,) +

g (xg) (x=x,)=8" (x ) {(x=x5) | 2

> 18 (xy) (x=x ) = (1=0)]lg(x)-g" (x) (x=x )| 2
s 2alhexy Il - = [x-x] = =lic-x, |
DaT; em particular para A=0, vem que
[lg (x}] = [ x-f{x}]| z'wﬂx~xoﬂ para x ¢ x _+eB donde concluimos que

X @ um ponto fixo isolado de f e usando o corolario (2.15)

cbnc]uimos que
d(g, x,+eB,0) = d{g'(x,} -y, , x,+eB.o)

onde Yo = g'(xo).x0
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Desde que g'(xo)-y tem seu unico zero no ponto

D

X4 pois g'(xo) e bijetora, vem, pela propriedade (v} do Grau

de Leray-Schauder , que para p>Hx0[['temos
d(gl(xo)-yo > XO-!-E:B,O) = d(gl(xo)‘yo y szO)
Ainda mais temos que
(1-2)g" (x ). x + A(g"(x,).x-y,) # 0 se x| = p e Ae[0,1]
pois caso contrario teriamos que

que & uma contradicao pois 9'(x,) & bijetora e X=Ax, # 0. Entao

1 ~ - I -
Portanto usando a propriedade (v} do Grau de Leray

- Schauder e asligualdades anteriores podemos escrever:
d(id-f'(x;), €B,0) = d(g'(x,), €B,0) =

d(g' (xy)» 0B,0) = d(g'(x )=y . 0B,0) =

d(g'(x,)-¥,> x,*€B,0) = d(g, x_+eB,0) =

I

d{id-f, x0+eB,0) que impiica

P(F'(x,)s 0) = i(f,x,) |

Seja F um espago de Banach e seja T:E+FE aplicagao
lTinear continua. Seja X um auto valor de T. Entao a multiplici
dade (aigébrica) m{i} de A€ por definicao a dimensao do sub-es-

pace vetorial

B, = U ker[(Aid-T)”]

nel
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Como resultado da teoria de Riesz-Schauder , todo auto valor di-
ferente de zero de uma aplicagao linear compacta tem multipli-

cidade finita e neste caso E.= E, 8 F, onde E, e F, sao sub-es

pagos vetoriais invariantes por T. Ainda mais temos somente uma

quantidade finita de auto-valores (Reais) maiores que 1.

Teorema 3.3 Sejam E um espac¢o de Banach, RCE aberto e f:Q~>E

aplicacao compacta.
Seja X, €9 um ponto fiXxo de f ¢ suponhamos que f e diferencia-
vel em x e 1 ndo ¢ auto valor de f'(x,). Entdo x, & um ponto

fixo isolado de f e se E & real

i(f.x,) = (-7

onde-m 2 2 soma das multiplicidades de tgdes o3 aute-valorss
reais a>1 de F‘(xo).”Se'E e complexo entdo

T(f,x,) =1

Demonstragao: Sejam X],.;.;Ak 0s auto valores distintos de

f'(xo) (Reais) maiores que 1. Entao E = N1@...®Nk®M onde M e

05 N‘j sao invariantes por f'(xo) e dim'Nj = m(xj). Seja

k
N o= N,8...8N, e m= jzim(lj)

Pela proposi¢ao (3.2) basta mostrar que
P(F'(x,),0) = (=1)"
Para 2e[0,1] e x # 0 temos que

(T—k)(id—f'(xo)) + k(-idN@ idM) # 0 pois para A =1 e A =20
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& imediato, basta observar que NNM = {0} e {(1d-f'{x ))(x) # 0
se x # 0. Suponhamos agora que para Ae{0,7) e 0#x = y+z ¢ NOM

temos

o

= (1-2)(y+z ~ f'(xo)(y+z)) + A(-y+z) =

- ! - 1 - - 1 1
y+z f (xo).y f (xo).z Ay-rz + Af (xo).y + AT (xo).z

AY + Az =

{(y-2)y - f'(xo).y + Af‘(xo).y) + (z-f'(xo);z + hf‘(xoyz)

Como o elemento do primeiro parenteses pertence a

N e o do segundo pertence a M devemos ter

y = 2y - U {x ly + Aft{x ).y =0 e

z - f'(x ).z + Af'(x,).z = 0 isto &
Frixy = 2y e ek )z =
' T-A 1-X-
Como 1222 o7, L 5, f'(xo)/ tem somente
T=2 1-2 N

auto valores maiores que 1 e f'(xo)/ somente auto valores me-
M

nores que 1 vem que y = z = 0 que & uma contradigéo.

Dai temos para >0 que
d(id-F'(x_ ) , €B,0) = d(-idy 0 idy , €B,0)

e o termo do Tado direito dessa igualdade esta bem definido,

porque

i¢ ~ (-idy 0 idy)(y+z) = 2y fisto @

(id-(~idy 8 idy))(eB)cN
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e N & de dimens3o finita, logo -idy @ id, e um campo de veto-

res compacto e pela definigao do Grau de Leray-Schagder vem que
' (-idy © idy) /s 5

d(-idy 0 idy , €B,0) = dy( MJEBON a0y =

= dy(-1idy » €BAN , 0)
Se E & real temos

dy(-idy » eBNN , 0) = (-1 H (qm

Se E e complexo temos

dy(-idy » €BNN , 0) = d(ho(-idy)o h™', h(eBAN), 0)

onde h & o homeomorfismo canonico considerado na definfgﬁo do
Grau de Brouwer, logo

dy{~idy » eBNAN , 0) =1

]

pois ho(-idy)o h™! & a identidade de R®™ . |

Teorema 3.4 Seja E um espago vetorial normado, Real e de di-

mensao finita. Sejam QCE aberto e limitado, feC(ﬁ,E)ﬂC1(Q,E)
tal que 0¢f(3Q) e que 0 & um valor regular de f.

Entao

d(f,2,0) = )3 sign det f'(x)
xef~1(0)

Demonstracao: Temos que Q e compacto e que 0 e um valor regu-

lar de f, entao f_](O) e formado por uma quantidade finita de
pontos isolados X]s«e-sXy » portanto pela propriedade {v), pe-
1o teorema (3.2), pelo teorema (3.3) e e>o suficientemente pe

queno podemos escrever:
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d(f,,0) = ¥ d(f,x+eB,0) = ) i(id-f,x) =
xef 1(0) xef 1 (0)

[}

) i(id-f'(x},0} = ) (-T)m(x){(pois 1 nao & auto
xef 1 (0) xef 1 (0) )

valor de id-f'(x)), onde m(x) e a soma das mu]tiﬁlicidades de to
dos os auto valores x>1 de id-f'({x) .
Como (id-f'(x))y = Ay @€ equivalente a f'{(x).y = (1-A)y temos
que m(x) @ a soma das multiplicidades de todos os auto valores
negativos de f'(x}.

Sabemos que det f'(x) & igual ao produto de todos

os auto valores da complexificagao de f'(x), Togo

sign det f'(x) = (-1)m(X)
Portanto
d(f,0,0) = ) sign det f'(x). |
xef™ ! (0) -

Encerraremos este item com uma aplicagao, para is-
to, observaremos o seguinte:

Sabemos que num espago metrico conexo M, para toda
bola com centro em x,-Bx , tal que, MFWBE #F @ temos Mrwan F Q.
Dai, podemos concluir que num espago metrico conexo M, com mais
de um ponto, qualquer vizinhanga V de xeM, contem uma quantida- -
de nao enumeravel de pontecs e ainda mais se A & um subconjunto

enumeravel de M, M-A & denso em M, pois se existem xeM e V, vi-

zinhanga de x em M tais que erﬁ(M~A) = @ temos

g = (V,NM)-A = V -A

que implica V,CA , absurdo pois A e enumeravel.



-46-

Com estas observagoes e o Grau de Brouwer podemos

mostrar o seguinte teorema.

Teorema 3.5: Se Ff:RT+R" (n > 2) & de classe C] com uma quanti

dade enumeravel de pontos criticos. Entao f e uma aplicagdo .a-

berta.

Demonstragao:

Seja A o conjunto dos pontos criticos de f. Entao
R"-A & conexo, da7 det f'(x) para xeR"-A tem sempre o mesmo si-
nal.

Se UCR™ & aberto e Yoef{U) temos de mostrar que
existe uma vizinhanga de y, 1nté1ramente contida em f(U).

a) Se existe xeU-A tal que f{x) = y_ , 0 proble-

0
ma nio apresenta dificuldade, pois f & um difeomorfismo de clas

1

'se C' de uma vizinhanga de x sobre uma vizinhanca de Yo = f(x).

b} Caso contrario temos que existe xer(WA tal
que f(xo) = Y, {note aqui que somente os pontos de A podem ir
em yo) e como A & enumeravel existe e>0 tal que
Yo ¢ f(a(x0+aB)) e (x0+sB)CZU

Pela observagdo feita anteriormente temos que

f(x0+eB]-f(A) e denso em f(x0+eB), logo podemos escolher yq em

f(x0+eB)~f(A) suficientemente proximo de Y, de modo que
d{f, x +eB,y )} = d{f+y0—y] » XoteBs ¥ )

pela continuidade do Grau de Brouwer, e devido ao fato de_yT

estar em f(x0+€B)"f(A) temos ainda mais que:

UNICAMP N
BIBLIOTECA CENTRAL
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Yq & valor regular de f/ e

‘X _+eB
oFe

. ‘] ’
.F
( /X0+€B) (.V]) 0

Pelo teorema (3.4) podemos escrever:

d(f, x +eB, y ) = d{f+y -yy . x *eB, y ) =

= E sign det (f+y0—y])'(x)-=

(fty -¥q) -1
XE( ) T/XO+EB) (yo)

= E : sign det f!(x} # 0

-1
X e (f
/x0+eB) (y])

(det f'(x) tem Sempre o mesmo sinal se xeRan)
Finalmente 'pe1a propriedade (vi) do Grau de Brouwer

f(x,teB} & vizinhanca de y  em f(U}). 1

b} CAMPOS DE VETORES COMPACTOS TMPARES

Um sub conjﬁnto $ de um espaco vetorial & chamado
symétrico, {com respeito a origem) se -2 = Q. Sejam E e F es-
pacos vetoriais e QCE simétrico. Dizemos que a aplicagio
f:Q@ > F & Tmpar (respectivamente par) se para todo xeQ,

f{-x) = -f(x) (respectivamente f(x) = f(-x)).

Comegaremos com alguns resultados tecnicos

Proposigao 3.6 Seja K< RN compacto e seja feC(K,Rm) com m>n e

0 ¢ f(K)}. Entio f tem uma extensadao continua FiR"+R™ com
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0 ¢ T(RM)
Demonstragao: Seja & = dist(0,f(K)). Escolhemos e>0 tal que
2e<§. |

Pelo lema (1.6) existe geCw(Rn,Rm) tal que
”f'g”C(K,Rm) < ¢ (Verifique na demonstragao do lema (1.6}, que
f€ esta definida em todo o Rn). |

Como m>n, pelo teorema de BROWN-SARD, g(Rn) tem
medida nula em R™ e daf existe yeRM-g(R™) com ly| arbitraria-
mente pequeno, portanto mudando g por g-y se necessario, pode-
mos supor que 0 ¢ g(R").

Modificaremos a fungao g de modo a obter uma fun-
cao h tal que [h(x)]| 3'@2 para xeR" & h(x) ='g(x) para xeK.

Para isto consideremos o:Rk—»R% dada por

. %T - se 0<t< %
o(t) =
1 se ¢ >%
Calocamos
n(x) = —9x)
o(lg(x)])

temos h e C{R",R™) , |h(x)] = %' se o<|g(x)| < % ,

lh(x)| > % se  |g(x)| > % e finalmente se xeK, como
lg(x)] > [F(x)-la(x) - F(x}] 2 8-¢>%, ,

temos h{x) = g(x), Tlogo

“f“h”C(K,Rm) < g
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A fungao f-h: K-+eB, pelo teorema (1.2), admite
extensdo k:R" »eB. Portanto a fungdo f = h+k satisfaz as condi

- ¢oes de proposigao pois

£, = +k, = f e para xeR"
v Ty Tk

B0 2 I =Tk ] 2 ¥, - ev0. L

Lema 3.7 Seja KCR™ compacto e simétrico.
Seja feC(K,Rm), impar, tal que 0 ¢ f{K) e m>n. Entao existe uma

extensdo continua Tmpar F:R" +R™ de f tal que F(x) # 0 se x £0.

Demonstragao

Como f & Tmpar e 0 ¢ (K} temos 0 ¢ K. Colocamos

entao § = dist{0,K). Demonstraremos o lema por indugao schre n.

1) n = 1: Pela proposigao (3.6) f tem extensao con
tinua, sem zeros, sobre R. Restrinjimos esta extensdao a [§,=)

obtendo fl:fd,m)-rRm e colocamos para xeR,

) fi(x) se X >4
f1(x) =
£,(8)
3 X se 0<x2¢8
[T Finalmente obtemos a funcao F:R+>R™ desejada co-

locando
f(x) = ?](x) se x>0 e
f(x) = - ?](-x) se  Xx<0 .

2) n-1-n: Identificamos R"™ 1 com R""'x{0}<R" e

escolhemos p>o0 tal que KCpB, entio KT pB-§88.
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Construimos ¥ por etapas:
a) Se KARN™! # @, pela hipotese de indugao, pode
mos estender f/ n-1 continuamente, Tmpar, e sem zeros para
KO R _
a aplicacao
£l Rn-T{\(pE—SB) ~— RT
se KNR"™! = g tomamos para f; uma funcdo conti-

nua, impar e sem zeros arbitraria.

b} Seja
f1(x) se xeRn_](\(pﬁ—GB)

F(x) se xekn (R"TxR,)

- y - e - . .
(observe que f] ja e impar enm R N (pB-8B))
Estendemos ?T pela propesicao (3.6) continuamente
e sem zeros para
£,: (pB-68)N (R"T1xR,) — R"
¢) Estendemos f, obtendo f3E:C(pB-GB,Rm) por re-

flexdo em torno do hiper plano Rn"Tx{O}, isto a, se

xe (R™ 1xR_)n(pB-8B) colocamos fy(x} = -F,(-x)

d) Definimos finalmente f e C(Rn,Rm) por:
f3(x) se § < ’XI <P
f(x) = ¢ [x| fof ) x) se 0<|x| < 8§
Sl BERCAN IS, -
8
Ei] fg(l%|x) se |x| >0
[
0 se X =0 l
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Teorema 3.8 (BORSUK)

Seja E um espaco vetorial normado e QCE, aberto,
limitado, contende a origem e simétrico,

Seja f: @ —E campo de vetores compactoe tal que‘g. e impar

) 30
e 0¢F(3R). Entao

d(f,2,0) =1 (mod. 2}
e ¥ tem um zeroc em 2

Demonstracao

a) Primeiramente suponhamos dim E = n<e, Pela de-
fini¢ao do Grau de Brouwer, podemos supor sem perda de genera-
lidade, que E = R", pois d{f,0,0) = d(udfou71, u(fR),0) onde
wE -+ R" & um isomorTIsHS topolﬁgica & tamos ucfau"] e u{®@)

dentro das hipoteses do teorema.

Escolhemos >0 tal que eB Q.

A fungao gy eB U aq - R" dada por o = ing e 91 - ﬂ%n
/B - hg
ad mite, pelo teorema (1.2), extensio para ﬁle:C(Q,R").
Ry Entao pela propriedade (vii) temos
d{f,0,0) = d('g1 , 2,0)
Y3 _
" mas
//,e d(g,,2,0) = d(id, €B,0) +
1 i )
\\H//’ R" + d(gy » 9-eB,0) pela propriedade
(ii). Dai, como d(id,eB,0) = 1, res
ta-nos mostrar que

d(gy » 2-¢B,0) = 0 (mod. 2)
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Seja g, = 61 onde
i30ueaB) n R

RA-T R“"lx{o}C:Rn, temos ¢, continua, Tmpar e ndo se anula,

logo pelo lema (3.7) g, tem uma extensao
G, (3 - eB)NRMT — g"

continua, impar e sem zeros
Definimos g5 por:

g](x) se xe 00UedB

QS(X) = 9

9,(x) se xe (& - EB)(\RH"T

temos g4 continua, impar e sem zeros.

Seja A =.Q@ - eB , novamente, pelo tecorema (1.2)

93 pode ser estendida continuamente para 53: A — R" e como

§3 = §] vem que
%& %ﬂ

d(g; , 4,0) = d(gq ,4,0)

Como dist(0,3,5(3AU(ANR"T))) = 350 , pelo Tema
{1.6) e a continuidade do Grau de Brouwer podemos encontrar
heCmEE,Rn) com 0¢h(aaU(Er\R”"])) e d(ﬁ3 , 4,0) = d(h,A,0), Bag
ta tomar h dentro de uma vizinhancga de §3 onde d(-,A,0} e cons
tante e tal que [h-g5] < ¢
Para xeB&U(EﬂRn—l) e xe[0,1] temos

‘53()() = 53(")() e

(1-0)55(x) + 2 Ml s al=xdy




: 5300 | - F [ne - a500]- F g0 - nex >
> 626 - 56 = (1-1)8 > 0

DaT, trocando h pela sua parte Tmpar h(x)éh(“x)’

se necessario, podemos supor que h @ Tmpar e colocando

n-1
2" e an (R xR,
AT = an (R x R_) temos
d(h,A,0) = d(h, A",0) + d(h, 47 ,0)
Seja yeRn um va]or'regular_de h tal que
d(h,A,0) = d(h,A,y), entdao como h e Tmpar temos que -y tambem

B valor reQu]ar de h,

{xeﬂ+/h(x) =y} = - {xedA /h(x) = -y} e h'(x) = h'(-x), isto

-

e, h' & uma fung¢dao par. Portanto

d(n,a%,0) = d(h-y,a%,0) = 7 sign det h'(x) =
xeh™ 1 (y)na*

= ) sign det h'{x}) = ) sign.det h'{-x)=

-xeh™ (=y)n a” | xeh™ 1 (-y)n a”

= 7 sign det h'(x) = d{h+ty,A”,0) = d{h,A ,0)

xeh™ T (-y)yna
Da¥ d(h,r,0) = 2d(h,A7,0) = 0 (mod. 2)
b) Observaremos primeiramente que a aplicagao”

X b~ - f{-x} & tambem um campo de vetores compacto, pois, co-
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mo @ & simetrico, temos

{x+f(-x)/xeQ} = ~ {~x-f(-x)/xeld} = - {x-f(x)/xef}

Da7 a parte impar de f, f*(x) = f(x)zf(-x) & um

campo de vetores compacto e

*
d(f,u,0) = d(f ,2,0) poiS'ﬁ = f
' afl

Jogo podemos supor que f & um campo de vetores compacto Tmﬁér,

e f pode ser aproximada por campos de vetores compactos Tmpares .

de dimensao finita. Agora a conclusao decorre de parte a).
Finalmente pela propriedade (vi) sai que f tem um

zero em Q . |

Veremos a seguir algumas aplicacoes do teorema de

Borsuk’.

Teorema 3.9: Seja @ um aberto, limitado, simétrico, contendo

0 zero num espago vetorial normado de dimensao finita E. Seja
f: a0 — E  continua e Tmpar tal que f{3Q) esta contido num sub

espaco proprio de E. Ent3o f tem um zero.

Demons tracao:

Suponhamos por absurdo que 04f{3Q), pelo teorema
(1.2) f tem uma extensdo continua F sobre O tal gque F(Q) esta
contido no sub-espaco proprio de E, Pelo teorema anterior
d(f,2,0) # 0 entao F(Q) @ uma vizinhanga do zero em E que con-

tradiz o fato de F(R) estar contido no sub-espaco proprio. |

Teorema 3.10: (Borsuk — UTam)

Seja @ um aberto, limitade, simetrico, contendo o
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ZEro nﬁm'éspago vetorial normado de dimensao finita E, Seja
f: 3Q— E continua tal que f(5R) esta contido num subespago
pfﬁprio de E. Entao existe xedR tal que

f(x) = f(-x)

isto &, no minimo um par de pontos antipodas sao aplicados no

mesmo ponto.

Demonstracao:

* — -
Tomamos a parte Tmpar de f, T (x) = f(x) Zf( x)’

* - » -
temos que f esta nas condig¢oes do teorema anterior, logo exis-

te xe3Q tal que f*(x) = 0 , entao f{x) = f{-x} . |

Teorema 3.11: (Lusternik - Schnirelmann)

Seja @ um aberto, limitado, simetrico, contendo o
zero num espaco vetorial normado E, com n = dim E < = , Entao
‘em cada familia de n conjuntos fechados cobrindo 32, no minimo

um conjunto contem um par de pontos antipodas.

Demgnstracao:

Sejam A1,...,A conjuntos fechados tais que

n n
N = &JAJ
J=1 .
Suponhamos que para j = 1,...,n-1, Ajf\(-Aj) = @
entao para cada j = 1,...,n-1 existe uma funcdo continua

£i:00 — [0,1] tal que Fi(Ay) = (0} e fj(—ﬂj) = {1} (fungdo de

Uryshon). Sejam Brsee-s8 1> n-1 vetores Tinearmente independen
n-1
dentes de E e seja f:30-— [ey,...,e _;] dada por F:j§1 fjoej te

mos f continua e pelo teorema anterior existe X, €98 tal que
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f(xo) = f(-xo), isto e, fj(xo) = fj(-xo) para j = 1,...,n-1,

Entao

n-1 '
o ¢ (AU 0Ap)

mas
n n

\JA, = \J (-A,) = 30

j=1 9 3=1 9

Togo x, € Anfﬁ(—An) que prova o teorema. 1

Seja X um espago topoldogico e Y um conjunto. Uma
aplicagao f:X — Y e localmente injetora se para todo xeX, exis

te uma vizinhanca U _ tal que f e injetora

A
Uy

Teorema 3.12: (Invarianca do dominio)

Seja Y um aberto num espago vetorial normado £ e
'seja f: = E-um campo de vetores cdmpacto, localmente injetor.
Ent3o f & uma aplicacdo aberta, em particular f(U) & aberto em
E.

Demonstracgao:

Seja U,C U aberto. Mostraremos que f(U;), e aberto
em E. Seja ye:f(U1),mostraremos que existe vizinhanca V de y em

E com VC:f(Ui).

Seja Xy e U, tal que f{xo) = y, escalhemos e>0 tal

1
t eBCU; e @ g injetora.

¥ +eB
ot€

que X,

Definimos 0: U] T X, T E por 8(x} = f(x+x0)_ 2

temos que © €& um campo de vetores compacto, {simplesmente trans
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ladamos para a origem) %,- é injetora e 8(0o) = 0
cB

Seja g = id-@ e h:eBx[0,1] — E dada por
NGO = 9015 - gl
temos que:

a) h @ composta (h{eBx[0,1])C{g(x)-g(-x)/xecB})

b) h(-,1) & Tmpar em B

c) Para x # 0 e rel0,1] ,

-2
X X
x = (x4} = x - glyp) + 9lggy) =
X -A
- . X X — Xy -
=x ot ey) ot o) -
- A
— ___‘5'___\ - N . ?E\ - o= ~ 5 - [
= 3(-['1_)\)‘ U{1+)\.J ;"5 O JERV I u./aB i i’lJ»tO At

Dai, como o grau de Leray-Schauder & invariante
por homotopia, vem que
d(id-h(+,0), €B,0) = d(id-h(-,1), €B,0)
isto &,
d(8,eB,0) = d(id-h{-,1), B,0)
que pelo teorema de Borsuk e diferente de zero, logo 8(eB) & vi

+eB)

133

zinhanca de zero em E, entao V = f"(x0 8(eB) + y & vizinhan

¢a de y em E contida em f(Uy). 1.
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CAPITULO IV

UM TEOREMA GLOBAL PARA UM PROBLEMA NAO LINEAR DE

AUTO VALORES

Entendemos como um problema de auto valores nao 11

near -uma equagao da forma
(4.1) x = G(A,x)

onde x pertence a um espa¢o de Banach real E, AeR e G:RxE— E @
compacta (isto &, G @ continua e aplica conjuntos limitados em
conjuntos relativamente compactos),

Nos estudaremos a equagﬁo (ﬁ.]) sob as hipoteses
que G(A,x) = aLx + H({(A,x) onde L:E - E & uma apiicdgao Tinear 
compacta e H{Ax,x} = O(|[x]|]) para x nas vizinhangas do 0 e X em .
intervalos limitados.

Cbserve que {({A,0)/2eR} s3o solugoes de (4.1) as
guais chamaremos de solugoes triviais.

Chamaremos (u,0) de ponto de bifurcagao de (4.1)
com respeito a linha de solugoes triviais se toda vizinhanga de
(u,0) contiver solugoes nao triviais.

Dizemos que peR e um valor caracteristico de L se

existe xeE, x # o tal que x ulx.
. Denotaremos . por ;3 o fecho do conjunto das solucgoes
nao triviais de (4.1) e por r(L) o conjunto dos valores caracte

risticos de L.
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Lema 4.2  Se u0'¢ r{L) existe uma vizinhanga V de (uO,O) que :

nao contem solugoes nao triviais

Demonstracao:

Observe primeiramente que 1 - ”oL tem inversa con
tinua pois u, ¢ r(b).

Chamaremos de U1 0 intervalo

DeR /7 r-u,] < — }
3lT-u L)L

e de U2 uma vizinhanca de 0 em E tal que

Koux) . Ixl

se er2 > para leU]',

1.

3 (1-u 1) -
Mostraremos que a vizinhanga V = U1 X U2 satisfaz

as condic¢oes do lema, pois se (A.x)eV e

Xx = G(A,x) = ALx + H(X,x) temos

%1 = H(I-uoL)_]-(X"uOLK)H = |I(I;u0L)"TII '[Ix—uoLxll

]

I )7 g dtx + HOGON <

I A
[ Fal

ez L™ =g L Tl + B = 71 FROG0l

A

—%—ﬂx|!, donde concluimos que x =0 . |

Seque imediatamente desse Tema, que 0s pontos de
bifurcagao de (4.1) possuem na primeira componente um valor ca-
racteristico de L, porem a reciproca e falsa, basta tomar

3.

G:RxR 'dada por G(X,(X,y)) = x{X,y) + (~y3,x
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A equagao (4.1) fem a forma x = Ax—y3 ey = Ay + x3 donde con-
cluimos, multiplicando a primeira por y, a segunda por x e sub
traindo, que x4 + y4 =0, isto &, (x,y) = (0,0). Portanto
(1,(0,0)) n3o e ponto de bifurcacao.
.-Note que a multiplicidade do valor caracteristico 1, deste exen
plo, & par (igual a 2). Provaremos abaijxo, que-todo valor carac
teristico com multiplicidade impar do operador L & ponto de bi-
furcagao de (4.71).

Observe que os pontos u para os quais (n,0) SEO:

pontos de bifurcacao formam um sub-conjunto discreto de R, pois

pertencem ao conjunto dos valores caracteristicos da transforma

cao linear compacta L.

-l 3 12 » = -
by | ] T M~ Iy
tHl luull,.l;.zlz\..:da H

impav. Cntao (uO,G) 2

fis
[
[4+]

Lema 1.3 . Se o €i(L) ¢
ponto de bifurcacaoc de (4.71).

Demons tracgao

Seja V uma vizinhanga de (pé,O) em RxE. Temos de
mostrar que existe uma solugao Aﬁo trivial de (4.1) em V.
E Seja e>o0 tal que [u ~e ,u +e]Nr(L)=
= {u,} (os valores caracteristicos

de L formam um subconjunto discreto

de R).

Pelo lema {4.2) existe QCE vizi-

nhanca do zero tal que

id-G(uoﬂe,-): Q@ — E
e ' _ '
Td-G(u te, ) QG — E
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se anultam somente no zero. Escolhemos ¢ e 0 de tal modo que
[uo-e . u0+e]'.x Qo v

Pelo teorema {3.3) temos que
d(id—G(uo-e,-), Q,0) = (-1)m1 onde. m, e a soma das multiplicida
des de todos os auto valores maiores que 1 de (HO“E)L e
d(id-G(u0+e,-), 0,0) = (-1)mz onde m, e a soma das multiplicida

des de todos os auto valores maiores que 1 de (u0+e)L. Logo

d(id—G(uo—a,'), Q,0) # d(id-G(poﬂ:,'), £,0)

pois m, inclui a multiplicidade de (u +¢) que e Tmpar.

1

Ho
Dai, considerande h: & x [-1,1]— E dada por

h{x,x) = G(u0+le,x) e y(rx) = 0, no teorema (2.14) temos ' que

para algum Ae[-1,1] e algum xedR,- x-G(u +ie,x) = 0. Como

po= u0+Aeei[pOfe ,p0+e] vem que (u,X) e a solugao nao trivial

procurada. |

Seja X um espago t0p0169100 e AC X, chamamos de
subcontinuo de A, um subconjunto de A feéhado e conexo em X,

Seja ?§= RxE, dizeﬁos que um continuo ?;(fEChado
e conexa de 25) encontra o infinito se ?;' nao & limitado, onde
a norma em Ezé dada por || (X,x}| = (|}\[2+[|><||2)1/2 Denotaremos
por Be(“’x) e Be(x) as bolas em 75&2 E delraio e e centro em

{u.x}, x respectivamente.

Lema 4.4 Seja K um espago me trico compacto e A e B subconjuntos
fechados disjuntos de K. Entao existe um subcontinuo de K encon
trando A e B ou K = K,UKg onde Ky e K, sae subconjuntos disjun

tos compactos de K contendo A e B respectivamente.
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Dem: Referéncia: |8| pag. 12 |
Lema 4.5 Seja per(L). Suponhamos que nao existe um subcontinuo

de L’YU{(n,O)} que encontra (u,0) e

1. encontra o infinito em E, ou
2. encontra (j1,0) onde p # ﬁeF(L)_.
Entao existe um aberto Timitado Qc:Z'v tal que
(u,0)ef , 30 s = 9 e Q nido contem solugoes triviais {(r,0) se

|A-u] > ¢ com O<e<dist{u, r{L)-{ul).

Demonstracgao

Seja Zgu a componente conexa de (p,0) em JU{(U,O)}.

Por 1. temos que ;u e um sub conjunto Timitado de E, logo po-

demos -escolher a e b reais tais que Z:“ < [a,b]x G(@fu) e dai con
cluir que -Gu & compacto, pois G e compacta. Por 2. junto com o
tema (4.2) podemos escolher uma &-vizinhancga Uﬁ de @u tal que
Ug nao contem solugoes (A,0) de (4.7) para [A-ul >¢.

| Seja K = ﬂ"ﬁn,ef, temos que K com a topologia induzi
da de E’é um espaco metrico compacto (ﬁfé' Tocalmente compacto)
e Cu N 'aU(5 = § por construgao. Se SUS(\JS: @ colocamos U(S = Q
e o lema esta demonstrado. Se BUSGES]# # pelo Tema (4.4) existem
subconjuntos compactos disjuntos A e B de K ;cais que CHC A ,.
(audné)c B e K=AUB e neste caso tomamos como £ uma 61-Vi

zinhanga de A em Z onde 84 e menor que a distancia entre A e B.

1

~Com esta preparacao podemos$ provar o teorema cen-

tral deste capitulo.



-63-

Teorema 4.6 Se pe vr(L) tem multiplicidade Tmpar entao ﬁgpossui

um subcontinuo (maximal) z% tal que (p,0)e ?;n e_Z%

1. encontra o infinito em ?% ou

2. encontra (,0) onde 1t # er(L)

Demons tragao:

Suponhamos por absurdo que nao existe CL com as
propriedades acima, entao existem 2 e £ como no lema (4.5). Co-
mo { n3o intercepta a linha de solugdes triviais fora do inﬂ'
tervalos (u-e , ute), temos que para |A-u| > e existe p(A) >0 tal
que Bp(l)(O)fW 4, =@ e pelo lema (4.2) para O<[A-p[<e pode
mos determinar p{(X)>o tal que {1,0) & a Unica solucdo de (4.1)
em {A}x Ep(k)(o)

| Para simplificar as notacoes da demonstracao es-

cotheremos p(Xx) com as seguintes propriedades:

constante se |A-u| > e

a) p{r) e
b) p(x) & constante se -2t < [A-u] <-$} para nel
{usamos o Tema (4.2} e a compacidade de H%T < Ja-ul < -f%)

c¢) p{()r) decresce quando X se aproxima de u, isto e,

p(Ay) < p(Rp) se lag-ul < |ay-ui . Q

: %,

Hte s R

|

u-e
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Para X #1:, nao existe solugoes de (4.1) em
{x}x 3(97\ - Bp(”(o)), logo d(id=-G({r,+), 2y - BD(:\)(O) » 0)
esta bem definido.,

Mostraremos que

d{id-G(r,-), 91 - Ep(h)(O) , 0) =0 se X #u (4.7)

e com este resultado chegaremos a uma contradicao.

Seja A>u . Escolhemos k* > A suficientemente gran-
de tal que, (6,x) € @ implica que 8<A*. Temos que _ _
U=g9- Dualx §;?;7Tﬁj e um aberto limitado em %; DA )x E
e x -~ G(8,x) # 0 para (8,x)ec augem’%) » logo, pelo teorema
(2.17}, vem que '
d(id-6(0,-), 2, - B (A)(O) , 0)

e constante para © e_[k,k*], mas ., - Bp(h)(o) =@ entdo
d(id-6(27,), 24 - Ep(k)(q) , 0) >——\'0. Para A<p um argumento si
milar & empr‘egazo .

Tomando & suficientemente pequeno, tal que
Ba(u,O)c:Q, podemos concluir tambem pelo teorema (2.17) que
d(id-G(xr,-), 0,,0) = constante se |A-u| < & (4.8)

Pela propriedade (i1} do Grau de Leray-Schauder, se

u-6 < A < p < A < u+d podemos escrever

d(1d-G(2.7), 8,.0) = §(B(2,"),0) + d(id=6(2,"),2,-B_ 1 1(0) , 0)

(4.9)

d(1d-G(X,"),05,0) = i(G(X,),0)+d(id-G(X,), ag - B 5)(0), 0)

A

usando (4.7) vem que
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d(id-G(X,"), @,,0) = 1(G(2,-), 0)

1l

d(id-G{x,*}, 2_, 0)
. A
e finalmente por (4.8) chegamos a

'i(G(l\,'),U) = i(G(X")’ 0)

mas i(G(r,-),0) = -i{G(A,-),0) # 0 pois p e um valor caracteﬁ?g
‘tico de multiplicidade impar {teorema (3.3)). Chegamos assim a

contradigao e a prova esta completa. |

Corolario 4.10 Se & aberto e limitado em ?i contendo (u,0) ,

G(x,x) & compacta em Q e per(L) tem multiplicidade Tmpar. Entao
ﬁgpossui um sub continuo {maximal) ¢L<Z §  tal que (u.0)e Zi e
Gy

1. encontra 30, ou

2. encontra (p,0) onde y #uev(l), {(u,0) ¢ @

A demonstragdoc e a mesma do lema (4.5) e do teore-

ma (4.6)

Teorema 4.11 Suponhamos que as hipoteses do teorema (4.6) estdo

satisfeitas e.(l) nao ocorre. Seja I' = {yer(L)/(y,0)e 'Gu}. En-

tdo I' possui pelo menos um ponto y # u com multiplicidade impar

Demonstracao

Como (1) nao ocorre I possui uma guantidade finita
de pontos Yys..-sY5 s suponhamo-os ordenados, isto e ,
Y1 € ¥y Seee< Yy e v T onde 1<s<j (Ses =1o0us =] a
dempnstragﬁo € a mesma)

Com a mesmé teecnica usada no lema (4.5) encontramos

um aberto e limitado ﬂClg tal que z%CZQ s BQﬁJ::G e { nao con-
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tem soTugﬁes (A,0) de (4.1} se |x-vy| > e para algum vel, onde &
e um real positivo menor que a distancia entre T e os demais pon
tos de r(L).

Usando agora os argumentos empregados no teorema

(4.6) podemos definir p(A), conluir que

d{id-G(r,*), QA - Bp(k)(O) » 0) = constante se Ye <X <Y s

T <r <j 4.12

e ainda mais, como em (4.8), para § suficientemente pequeno
d(id-G(x,-), 2,,0) = constante se Ix - y| < & para algumy & T
(4.13)
Seja Yoo 8 <y <y, < vy o< Yt 6 s entao, como em

(4.9), podemos escrever que

1'_(6(1,-),O)+d(1’d—G(I,'),QY - B

d(idée(l,-),ﬁl,OJ | o(y)

d(id-6(Y,-),0_,0) = 1({6(¥,-),0) + d(id-6(Y,"), a_ - Bo(3) (005 0)
Y Y

i

e dai usando (4.13) chegar que

T(G{y,*),0) + d(id-G(y,"), Q, - BD(Y)(O) , 0) =

Y

= 1(6(F,7), 0)+ d(id-G(7,"), o_ - B .z, {0} , 0)

Y
Se Y, tiver multiplicidade par temos

oY)

P(6(y>")s 0) = 1(G(y,-), 0) , logo
. - - i
id- y.0 - 1 = d(1d-6(%,-)» 9= - B _,-\(0) , 0
d(1d-6(y,+),8y = By (0) (1d-6(¥,-), Q- (0) )
(4.14)
Supondo QUE Yqa...Yg 7 5 Yguq TENE sao todos de

multiplicidade par, usando as equagoes (4.12), (4.14) e notando
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que @, = § se A e suficientemente grande concluimos que
d(id-G(x,+) , @, - Ep(l)(O) » 0) =0 se X #vg = u 4.15

De modo andlogo, se p - 8§ < A < g < X <y + 8

temos que

i
o]

P(G(2.7). 0) + d(id - 6(2,"), @,
= i(6(X,+), 0) + d{id - G(X,-), o5 - B (31(0)5 0)

Desde que i(G(X,-},0)==i(G(X,+), 0) #0 , pois u = Yg
tem multiplicidade Tmpar, pelo menos um dos inteiros

d('id - G(i,')s QA - Ep(;\)(o), 0) s

d(id - G(X,*), 23 - ED(X)(O), 0) tem que ser diferente de zero,

contrariamos desse modo a equag¢ao {(4.15) e compietamos a prova.

1
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