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INTRODUÇM 

Nosso propôsito neste trabalho ê desenvolver de

talhadamente a teoria do Grau, dando na medida do possível al

gumas aplicações. Para isto dividimos o texto em 4 capitulas. 

O capitulo I, ê puramente preparatõrio; ele ·con

tem resultados de aproximação de funções continuas, um teorema 

de extensão de J. Dugundji e o teorema de Brown-Sard o qual de 

monstramos num caso particular de funções que são definidas e 

tomam valores no Rn_ 

No capitulo li tratamos do Grau de Brouwer, do Grau 

de Leray-Schauder e suas propriedades. Sendo que o Grau de Brou 

wer ~ baseado no .nümero algãbrico de zeros e o Grau de .Leray-

-Schauder ê uma extensão do Grau de Brouwer para campos de ve-

tores ·com~actDs definirlos em ~sr~ço~ vAtnri~is nnrmado5 arbi-

trãrios. Colocamos algumas aplicações tais como: Demonstração 

do teorema do ponto fixo de Brouwer, enunciado no capitulo I , 

Teorema de Poincarê:-Brouwer, do qual tiramos como colorãrió, que 

todo campo de vetores tangentes ,a s2n se anula em pelo menos um 

ponto e o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder . . 
O capitulo III pode ser encarado como uma comple-

mentação do capítulo 11, onde trabalhamos co~ campos de vetores 

compactos diferenciãveis ou impares. Demonstramos o teorema de 

Borsuk, referente a pontos antipodas, e damos algumas das mais 

importantes aplicações deste teorema, em particular o teorema 

da Invariança do Dominio . 

. Finalmente, no cap1tulo IV, nos usamos os resulta 

dos dos capitulas precedentes, para investigar a estrutura do 



CAP!TULO l 

PRELIMINARES E TEOREMAS DE PONTO FIXO DE BROUWER 

E DE SCHAUDER 

Um espaço topolÕgico X tem a propriedade do pon

to fixo (p.p.f.) se toda função continua de X em X tem um pon

to fixo. 

Exemplos: Os intervalos fechados de R, diferentes do vazio, 

tem a p.p.f •• O circulo s1 não tem a p.p.f •• 

Lema 1.1: Apropriedade do ponto fixo e uma propriedade topolÕ

gica, isto é, se X tem a p.p.f. então todo espaço homeomorfo a 

X tambem a terã. 

-~·~~_ação: 

Imediata. 

Seja X um espaço topolÓgico e A um subconjunto de 

X. Dizemos que A i retrato de X se exis~e f:X + A contTnua tal 

que f/A= idA. Neste caso f e chamada retração sobre A. 

Teorema 1.2: (J.Dugundji) Seja~ um subconjunto fechado de um 

espaço mêtrico X e C um subconjunto convexo de algum espaço ve

torial topologico localmente convexo E. EntãD toda função con

tinua f: F ~ C admite uma extensão contínua f:X + C. 

Demonstração: 

Referências- 141 e ISI • 

Observação: Durante todo este trahalho os espaços vetoriais sew 

rão sempre sobre o corpo dos Reais R ou sobre os Complexos C e 

indicaremos por B a bola unit~ria com centro na origem de um 
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dado espaÇo vetorial normado. 

Corol~rio 1.3: Seja E um espaço vetorial normado e~ 1 A C E 

fechado e convexo. Então A é retrato de E. 

Demonstração: 

Basta notar que a aplicação id:A ~A admite exten 

sao f:E ~ A pelo teorema (l.2) l 

Lema 1.4: Se X e um espaço topolÕgico com a p.p.f •• Então todo 

retrato de X tambem tem a p.p.f. 

Demonstração: 

Se A e retrato de X, existe f:X ~ A continua tal 

que f/A~ idA, e se g:A ~A é contínua, consideramos a composta 

gof:X ~ A, que tem um ponto fixo x pela hipÕtese, então xe A 

e g(x)=x. l 

Lema 1.5: Sejam E um espaço vetorial normado, X um subconjunto 

de E e f
0

:X ~ E uma aplicação tal que (id-f
0

)(X) ê fechado em 

E. Suponhamos que exista uma sequincia de funç5es (fj}·, 

f.:X +E, convergindo uniformemente para f
0

, tais que, cada 
J ' 

fj (j~ 1) tem um ponto fixo. Então f
0 

tambem tem um ponto fixo. 

Demonstração: 

Seja g.=id·f., e claro que f. tem ponto fixo se, 
J J J . 

e somente se OE gj(X). Por hipÕtese temos que gj converge uni· 

formemente para g
0

, isto é, dado c>O arbitrârio, existe N tal 

que, para j~ N temos 11 gj(x)-g
0

(xi<cpara todo x de X, ou seja 

gj(X) C g
0

(X) + eB para ji:, N 

Como Oe gj(X) para j~ 1 temos que Oe g
0

(X)+sB qualquer que se

ja E , então Oe g
0

(X) = 9
0

(X) 1 
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Seja E um espaço vetorial normado e X um conjunto 

diferente do vazio. NÕs denotaremos por B(X,E) o conjunto de 

todas as funções limitadas de X em E. Colocando,para 

fo B(X,E), 

11 f 11 = sup 11 f(x) 11 
XEX 

temos que B(X,E) e um espaço vetorial normado completo, se E 

for completo. 

Seja X um espaço topolÕgico compacto e E um es

paço vetorial normado. Então nõs denotaremos por C(X,E) o 

espaço vetorial de todas as funções contínuas de X em E. r 
ficil ver que C(X,E) e um subespaço fechado de B(X,E), logo 

C(X,E) e de Banach se E for completo. 

é dita ser de classe C~, se existir uma vizinhança aberta U 

de n e uma aplicação f:U + Rm, de classe C~, tal que r/-=f. 
Q 

Lema 1.6: Seja QC Rn aberto e limitado. Então C~(ii,Rm) e 
denso em C(n,Rm). 

Demonstração: 

Seja fo c(n,Rm) pelo teorema (1.2) existe uma 

extensão f:R 0 
+ Rm de f continua. 

Temos de mostrar que dado s> O, existe 

tal que 11 f
0

-fll = sug lf (x)-f(x)l«. 
XE.\1 E 

Definimos w: R0 
+ R+ por: 

2 -1 
lxl< 1 =C0 exP(Ixl -1) se 

w(x) 
se I X I~ 1 
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onde oco e uma constante tal que /
0
w(x)dx =1. temos que 

R 
m n 

WE C (R ,R+)' 

Como f:R" + Rm ê continua, f ê uniformemente 

continua em toda vizinhança compacta de 5, então existe ó>O 

tal que 

IY-xl<ô "" ll'(y)-f(x)l<< ( 1. 7) 

para X€5 e Y pertencendo a uma Vizinhança compacta U de Ó 

tal que x+ôB c U, 

Jnw 6 (x)dx 
R 

=1 (por mudança de variãvel) 

-e o suporte de w6 e { XE R n I I xl;sôl= ôii, 

A função f :R"+ Rm dada por 
E 

satisfaz as condições da função procurada, pois fEE Cro(fi,Rm) 

(regra de Leibniz) e se XE fi 

= r _ w,(x-y)(f(y)-f(x))dy então 
x+ôB " 

f _ w6 (x-y)max lf!y)-f(x)ldY = 
X+ôB Y<(X+ôB) 

= max lf(y)•f(x)l<< (pOl" (1.7)), isto e, 11 f -fll<< l 
Y<(X+oii) 

Seja UcR" aberto e f:U + Rm diferenciãvel. Dize-

mos que XE u e um ponto regular de f se f'(x):R" + Rm ê sobre

jetora. Caso·contririo x i um ponto crttico (def}. Um ponto 

Ye Rm ê chamado valor crÍtico de f se fw 1(y) contem pelo menos 
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um ponto crrtico, Caso contrãrio y e um valor regular (de f). 

Observe que todo Y< Rm-f(U) ê um valor regular de f. 

Teorema 1.8: (Brown-Sard) Seja UC R" um aberto e f:U + Rm de 

classe C
00

• Então o conjunto dos valores críticos de f tem medi 
m da (Lebesgue) zero em R • 

Demonstraremos um caso particular- deste teorema 

que ê considerar f:U + R" e mostrar que f(~) tem medida zero 

em R", onde~= {Xe UI det f'(x) =01 

Demonstração: 

o resultado é claro se f for linear, porque se 

det f # O temos f(~) = ~ e se det f = O temos ~=U e f(~) es

ta contido em algum subespaço prÕprio de R" que tem medida· 

nula. 

Se f nao i linear, mostraremos que o "volume" 

de f(m) ê arbitrariamente pequeno. 

Seja VC U um cubo arbitrãrio de diagonal' t:., 

dividimos V em N" sub cubos Vk de diagonal!!.__. Se vkn~ # ~ 
, N 

nõs aproximaremos f por sua derivada em algum ponto dessa 

intersecção e desprezaremos Vk se Vk!IIB = ~. Hais precisa· 

mente dado c> O, como f' ê uniformemente continua em V, e~ 

contramos ô>O tal que se x e y estão em V e lx-yl<ô temos 

11 f'(x)-f'(Y)II<< • Dai, dividindo V em sub cubos Vk de dia 

gonal õ, e pela desigualdade do valor médio temos, para x 

lf(y)-f(x)-f'(x)(y-x)l;;. ly-xl supll f'(x+t(y-x))- f'(x)ll< 
O<t<l 

( 1 • 9) 
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Para x~'e!Bn V1_ consideramos a transformação linear 
• 

L
1

(y) = f(x) + f'(x)(y-x) 

L
1 

leva Vk dentro de algum sub espaço prÕprio rr
1 

do R" e (1.9) 

implica que a distância de f(y), para y em Vk, a rr
1 

ê menor 

que <o, 

Chamando M = supll f'(x) 11 
X€V 

desigualdade do valor media que 

temos novamente pela 

lf(x)-f(y)l ~ ly-xl supll f'(x+t(y-x))~ < Mly-xl ~Mo 
O<t<l 

lume e 
Portanto f(Vk) 

Kn(2eo)(Mii)n-l onde 

esta contido numa região cujo vo-

-K
0 

e uma constante que depende da 

dimensão, isto ê, depende de n. Observe que f(Vk) esta conti

do entre duas 11 fatias" paralelas de uma esfera. 

t..omo temos i'i
11 

sub cuoos Vk o voiume cotai ae to~ 

dos os f(Vk) ê no mãximo 

NnK (2<6)(Mo)n-l = 2K Mn-lonNn< = Re , 
n n 

6 mas ô =--- logo R= 
N 

2K Mn-l6n isto ê R independe de 6 e N. Pa-n • , , 

ra completar a prova basta observar que ffi admite cobertura enu

merãvel por cubos 1 
n - oo- m Proposição 1.10_: Sejanc R aberto e limitado .• Entao Cr(n,R ) 

e denso em C(n,Rm), onde c;(n,Rm) denota o conjunto de todas 

as funções de classe C00 de n em Rm que possuem o zero como va

lor regular. 

Demonstração: 

Dado o>O e f< C(Õ,Rm), pelo iema (1.6), existe 

fé Cro(1i,Rm) tal que 11 f
0
-fll<+, 
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Pelo teorema de Sard o conjunto dos valores regu

lares' de f
0 

ê denso em Rm, logo existe y
0

o Rm valor regular 
o 

de fo' tal que IYol< r· Portanto go=fo-yo: ll + Rm ê de clas-

se C~ e tem o O como valor regular, pois 

11 90 -fll =11 (f 0 -~iJ·fll:;, 11 f 0 -fll + IY0 I<o , que completa a 

prova da proposição. 1 

Teorema 1.11: (Ponto fixo de Brouwer) Todo subconjunto nao 

vazio, compacto e convexo de um espaço vetorial normado de 

dimensão finita tem a propriedade do ponto fixo. 

Demonstração: 

Vide (2.9). 

mados em geral (dimensão infinita). Seja E o espaço de Hilbert 

das sequências de quadrado somãvel, isto é, E ê o conjunto das 
2 ' 

sequincias x = (x.) de nGmeros reais tais que ~ xll = Y x~ <. 
J j = 1 J 

Seja s:E +E a tra~sformação linear 

s(x 1 ,x 2 •••• ) = (O,x 1 ,x 2 , ••• ) e c:ii +E dada por 

1 2 ' 
c(x) = -(1-11 x11 ,0,0, •.. ) temos se c continuas logo f=s+c 

2 
ê continua, f: ii + B porque se x,; ii ( 11 XII _:::1 L temos 

li f(x)ll 
2 

=11 (+(1-ll xll ~ •"1'"2' • ··lU 2 
=+(l-11 "11 2 l 2 +xi+x~+ ... = 

=+(1-11 •11
2
)

2
+11 •11

2
=+ (1+11 •111

2
,:;, 1 

e f não tem ponto 

isto ê, 

fixo, pois se x=(x 1 ,x 2 ,x 3 , ••• )g B e f(x)=x, 

2 •11 ),x1 ,x 2 ,x 3 , ... ) = (x 1 ,x2 ,x 3 ,x 4 , ... ) temos 
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__l_(l-ll xll 2)=x1=x 2=x 3= ••• , dai para 
2 . 

00 

L xj ~ 1 devemos ter 
j = 1 

O=x 1=x 2=x 3= ••• , ou seja x=O, mas f(O)=(-t-,0,0,0, ••• ) que e 
uma contradição. 

Para obtermos um teorema de ponto fixo em es

paços vetoriais normados de dimensio infinita, faremos uma 

restrição na classe das funções, consideraremos as funções 

-compactas, isto e: 

Se X e Y sao espaços topolÕgicos. Uma aplicação 

f:X + Y ê compacta se é continua e se f(X) ê relativamente com 

pacto em Y. No caso especial em que X e Y são espaços vetoriais 

normados e f é linear, f ê dita compacta se a imagem da bola 

unitãria tiver fecho compacto. 

f:X +E uma aplicação. Dizemos que f é de dimensão finita 

se f(X) estiver contido num sub espaço de E de dimensão fini-

ta, 

NÕs usaremos as seguintes notações: 

K(X,E) = (f:X + E I f e compact~l e 

FK(X,E) = {f:X + E I f e compacta de dimensão finita} , 

ê imediato que 

FK(X,E) C K(X,E) C B(X,E) 

Mostraremos que toda função compacta pode ser apr~ 

ximada por funções compactas de dimensão finita. 

Lema 1.12: Seja E um espaço vetorial norma do e KC E compacto. 



-9-

Então para todo o> O existe uma aplicação continua de dimensão 

finita p
0

:K 7 E tal que 11 p
0

(x)-xl! ~o para todo xo E e ainda 

mais p (K)C co(K). Onde co(K) denota o fecho convexo de K em 
E 

E, isto é, a intersecção de todos os subconjuntos convexos de 

E que contem K. Logicamente co(K) ~ um conjunto convexo. 

Demonstração: 

Como K é compacto podemos cobri-lo com um nÜmero 

finito de bolas de raio E, iStO é, eXiStem elementOS x,, ••• ,Xffi 

de K tais que 

KC 
m 
U (X ·+EB) 
j=l J 

Definimos, para cada j, a aplicação rj:E ~ R+ 

dada por rj(x) = max{ O, o-11 x-xjlll temos que rj e continua 

e para todo xo K existe j, l~j~m, tal que rj(x)>O, logo po-

demos definir gj:K 

r j ( x) 

m 

4 
J = 1 

r. (x) 
J 

7 [o, 1] por 

m 
e i ficil ver que gj i contfnua~ r g. (x)=l e gj (x)>O se, e 

J =1 J 

somente se XE (xj+~B). 

Definimos p0 :K 7 E por p0 (x) = 

temos pE contínua e de dimensão finita, pois pE(K) esta con

tido no sub espaço gerado por {x 1 , ••• ,xm} ~Mostraremos que 
~ 

para XE K, isto e: 

11 p
0

(x)-xll = 11 gl (x)x1+ ••. +gm(x)xm - x 11 

= 11 g1 (x)(x 1-x)+g 2(x)(x 2-x)+ ••• +gm(x)(xm-x) - X 
m 

+(Í 9 · (x) )xll~ 
j =1 J 
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g1(xJII x1-xll +g 2(xJII x2-xll +,,,+gm(xJII •m·xll5_o < - pois 

gj(x)=O se x i (xj+oB). 

Resta mostrar que p
0

(K)C co(K). Para isto basta 

observar que co(K) pode ser expresso diretamente em termos 

dos elementos de K, isto 
n 

o(P) ={ I À.y. I À.> o 
i=l 1 1 1 

- . e, seJa 
n 

e I À. 
. 1 1 1 = 

F ={ 

=ll 

e 

então co(K) = U { o(F) I FC K ê finito} e ê imediato que 

este conjunto contem p
0

(K) (Vide ISI - pãg. 411). 1 

Observação: A aplicação p :K +E é uma aproximação nao linear 
€ 

de dimensão finita da idK' Algumas vezes chamada de Schauder-

·projection. 

Proposição 1,13: Seja X um espaço topolÕgico e E um espaço ve 

toria1 normarlo, En+;;0 KfX .rl r FiUX .F) ' . . - . . ' 

(isto e, toda função compacta pode ser aproximada por funções 

compactas de dimensão finita). 

Demonstração: 

Seja fc K(X,E) então f(X) ê compacto, pelo lema 

anterior (1.12) existe p
0

:f(X) _,.E tal que II'P
0

(y)-YII <o pa

ra Yc f(X) (o arbitrãrio), Colocamos f :X_,. E dada por 
€ 

f
0 

= p
0
of, dai temos f

0
<: FK(X,E) e 11 f

0
(x)-f(x)ll =11 p0 (f(x))-

·f(x)l\ ~o que completa a prova.l 

Corolirio 1.14: Para toda função f de K(X,E) existe uma se

quência (fj) de funções compactas de dimensão finita conver· 

gindo para f e satisfazendo fj(X)C co( f(X) ) para todo je ~ 

Demonstração: 

Basta observar que fe definida na proposição a-



·11-

cima satisfaz f E(X) C co( f(X) ) , pois 

f
0

(X) = p0 (f(X))C p0 ( f(X) )C co( f(X) ) 

Sejam X e Y espaços topolÕgicos, Dizemos que uma 

aplicação continua f:X ~ Y é aberta, se leva aberto em aberto; 

e fechada, se leva fechado em fechado; e ê prÕpria, se a imagem 

inversa de conjunto compacto e compacto. 

Lema 1.15: Sejam X e Y espaços mêtricos. Então toda aplicação 

prÕpria f:X + Y e fechada. 

Demonstração: 

Seja F um subconjunto fechado de X, temos de mos· 

trar que f(F) e fechado em Y. Seja (yj) sequência em f(F) con· 

vergindo para yE Y, temos então que para cada je ~. existe 

x.E F tal que J . 
- l pacto, f (K) 

• e com· 

tambem serã compactoo Dai exite uma sub sequen-

cia (xk) de (xj) convergindo para XE F (F contem todos os seus 

pontos de acumulação) e f(x)=y, pois f e continua, logo YE f(F), 

isto e, f(F) e fechado em V. 1 

Seja E um espaço vetOrial normado e X um subconjun• 

to de E. Dizemos que f:X + E i ~m campo de vetores compacto se 

id-f e compacta. 

Lema 1.16: Seja E um espaço vetorial normado e X um subconjun

to fechado de E. Então todo campo de vetores compacto f:X + E 

ê prÕprio, dal fechado. 

Demonstração: 

Seja KC E compacto e A=f·l ( K), temos que A e 
fechado em X e dai fechado em E. Fazendo g=id~f, vem que g{A) 
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é compacto e e fâcil ver que 

AC K + g(A)C K + g(A) 

e K + g(A) ê compacto (soma de 2 compactos), logo A é compac

to de E e portanto compacto de X. 

Teorema 1.17: (Ponto fixo de Schauder) Seja C um subconjunto 

fechado e convexo de um espaço vetorial normado. Então toda 

função compacta f:C ~ C tem um ponto fixo. 

Demonstração: 

Como f: C~ C é compacta, pelo corolãrio (1. 14) 

existe uma sequência (fj) de funções compactas de dimensão 

finita convergindo para f, satisfazendo fj(C)C co(f(C)) pa

ra todo jc ~1, mas co(f(C)) C C então fj (je N) são funções 

de C em c. 
Como id-f:C ~ f ê um campo de vetores compacto 

temos que (id-f)(C) e fechado (lema(l.l6)), logo,pelo lema 

(1.5), basta verificar o teorema para funções compactas de 

dimensão finita f:C + C. 

Seja FC E um sub espaço de dimensão finita tal 

que f(C)C F. Fazendo X-co(f(C)) 'temos que X e um subconjunto 

de F (F e convexo) convexo e compacto (X e fechado e limita

do e FzRn), ainda mais X=co(f(C)) C C então se g=f/x temos 

g:X .. X porque 

g(X) = f(X) C f(C) C co(f(C)) = X 

dai pelo teorema de ponto fixo de Brouwer g tem ponto fixo~ 

donde concluimos que f tem ponto fixo tambem. 1 
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CAP!TULO I! 

O GRAU DE BROUWER E O GRAU DE LERAY-SCHAUDER 

a) O GRAU DE BROUWER 

Seja E um espaço vetorial normado de dimensão fi 

nita e n C E aberto e limitado. Desejamos associar a toda fun 

ção continua f:Q ~ E um nUmero inteiro que grosseiramente fa

lando, e uma medida algebrica para o numero de zeros de f em 

n. Queremos ainda que esse inteiro dependa continuamente de f, 

isto é, seja invariante por pequenas mudanças na função f, P! 

ra isto, devemos pedir em primeiro lugar que f não tenha ze

ros em an. 
o objetivo fundamental deste capitulo e a cons -

trução de tal função. 

Definição 2,1: Seja QCRn um aberto limitado e fe c;(ll,R") 

tal que o 1 f(an). 

Definimos o numero algébrico a(f,Q) de f em Q 

por 

a(f,n) = í 
1

sign det f'(x) 
x<r (O) 

onde a(f,n) = o se f" 1(o) = ~ 

Observe que, como ~ é compacto e O é valor regu

lar de f, a soma acima ê finita. 

Lema 2.2: Nas condições da definição (2.1), existe uma vizinhan 

ça v do o em R" tal que, todo YE v e um valor regular de f e 

a(f-y,n) = a(f,n) 
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Demonstração: 

Observe primeiramente que f e fechada, pois 

ii e compacto. 

Se Ot f(ii) o lema e imediato. 

Se Oe; f(ii), f-l(O) e formado por uma quantidade 

finita de pontos x1 , •. .,xm escolhemos vizinhançaS u1 , .• .,Um 

de x1 , .•• ,xm em n disjuntas duas a duas, tais que são leva~ 

das difeomorficamente por f em v1, ••• ,Vm vizinhanças do O, 

então f/U :U. • V. e difeomorfismo, logo sign det f'(x) = 
i , 1 

~ sign det f'(xi) qualquer que seja xe; Ui. 

v = 
m 
(1 v. -
j = 1 J 

Colocamos 
m 

f(n - u u. l 
j =1 J 

m 
I i li . 
f=l J 

donde concluimos que y e valor regular de f e 

a(f-y,n) • L sign det 
Xe;(f-y)-1 (0) 

(f-y)'(x) • 

m 
=L sign det f'(xi) = a(f,il).l 

i= 1 

L si~n det f'(x) 
x~r- (Y) 

= 

Lema 2.3: Seja nc Rn aberto e limitado. Então a aplicação 

a(.,n): {fe; c~(ii,R") 1 o t f(an)} -> z 

e localmente constante. 

Demonstração: 

Seja fo< C~(Q•R") com O~ f 0 (an), Mostraremos 

que para toda função f 1o C~(ü,R") tal que 

11 f
0
-f111<dist(O,f

0
(an))> o temos a(f

0
,il) = a(f1,n) 
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isto é, a(.,D) é constante na bola de centro em f 0 e raio 

dist(O,f 0 (an)) (observe que nessas condiç5es ot .f
1

(aD)). 

Para todo À< [O, 1] a aplicação 

h; iix[o, 1] + R" definida por h(x,À)=(l-À)f
0

(x) + Àfl (x) 

~ e de classe C e Ot h(àriX[O, 1]) 

Pelo lema (2.2) encontramos uma vizinhança V 

do o tal que, todo yo v e valor regular de fj e 

j =O, 1 (2.4) 

daí e pelo teorema de Sard, existe y< V, lyl<dist(O,h(àr!X[O,l]) 

-tal que y e valor regular de h e fj (j=O,l). 

Como 

h-l(y) = {(X,À)E r!X[O,l) I (l-À)f
0

(x) + H 1 (x) = y} = 

• f _, " ' '' .,,rn ,] ' /1 '\I~ 1,.\ ,.\ ; ;-, (fl {;~~ -·y) a ' l\"~"/'f:.. '""Lvli ' 1.•""1\' \"'í"JI " ' o 

temos, trocando fj por fj-y, que O 

e que ot h(àr!X[O,l]) (por causa de 

ê valor regular de h e fj 

( 2 • 4) a troca fj .por 

fj-y não alterarã a demonstração). 

- -1 -Temos entao que h (O) e formado de ma quantida-

de finita de curvas Coo; c1 ,. •• ,Çm (pois h-l (O) e compacto e lo 

calmente conexo, portanto admite somente um numero finito de 

componentes conexas) contidas em nX[O,l] e Ck ou é difeomorfa 

a s1 ou ao intervalo [0,1) (vide 121 , apêndice). No primeiro 

(} 
' - - _/~".> l- -1-

caso temos Ck contida em ílX(O,l), 

porque se ck contem um ponto do tipo 

(x 0 ,j) , j=O,l, como Dxh(x
0
,j)=fj(x

0
) 

é isomorfismo, deveriamos ter pelo 

teorema das funções implicitas, 
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x=x(t) para t nas vizinhanças de j e x nas vizinhanças de x
0

, 

que e uma contradição. 

Para Ck=C (k=l, ••• ,m) nõs definimos uma orienta

çao da seguinte maneira: 

Seja z(s)=(x(s),Ã(s)) uma parametrização de C 

pelo comprimento de arco 

I.:ICR+(O,l) 

x:ICR + Rn 

dai denotando 

• 

d 
ds 

h'(z)z =o (hoz=O) 

= • temos 

e 

NÕs orientamos C pedindo que det (h' lz))> O, 

• 
note que (

h'(z)) 
det • ~ O para z € C~ porque como z f. O ex i s-

\ z I 

Rn+l tais tem e 1, ••• ,e
0

t:: 
• 

que {e 1 , ••• ,e 0
,z} e uma base para 

Rn+l.Deh'(z) ter posto n vem 

são linearmente independentes, 

que h'(z)e 1, ••• ,h'(z)en~ R" 

pois h'(z)z =o. Dai 

(
h'(z)) (h'(z)) '(h'(z)) • =(O) . e

1
, ••• , • e

0
, • z 

z z z 1 

são vetores linearmente independentes de Rn+l, isto é, 

(

h'

2

(.z)) 
tem posto mãximo (n+l). 

Por propriedades dos determinantes e fãcil ver 

que para pontos z = (x,Ã)o C temos 
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ah 1 
a.<x.~) 

ah 1 
a.{x,~) 

a h 1 • 
rr---(x.~)~ ... 

1 n 
• • • 
• • • • 

).det • • • C'(z) 
~ = det 

ahn ahn ahn • 
a.(x,À) a.(x,À) ã'À(X,À)À ... 

1 n 
• • • 2 
xl ... xn À 

• 
h' {z)z 

= det 
• 
X 1 

onde h1 , ••• , h
0 

são as funções coordenadas de h e x1 , •.• 

sao as coordenadas de x, dai 

• 
sign À= sign det Dxh(x,À) 

,x 
n 

Seja C uma curva com pontos finais e (x,j)E nX{j) 

um de seus pontos finais, dizemos que C intercepta nX{j} po~ 

• 
sitivamente se À(s

0
)> O onde z(s

0
)=(x,j) e negativamente se . . 

).(s
0

}< O. Como sign À(s
0

) = sign det Dxh{x,j) = sign det f'(x) 

temos que a(fj,Q) ê igual ao numero algebrico de intersecções 

das curvas ck, k=l, ••• ,m, com QX{j), 

Para cada curva Ck existem 4 possibilidades: 

(i) Ck e uma curva fechada contida em nX(O,l) 

(ii) Ck tem seus pontos finais no mesmo nX{j} 

(iii) ck vai de nX{O} a nX{l} 

(iv) Ck vai de nX{l} a QX{O} 
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mas os casos (i) e (ii) não afetam a(fj,n}, logo chegamos a 

nossa conclusão 

Para a construção da aplicação O Grau de Brouwer 

precisamos do seguinte resultado técnico. 

Lema 2.5: Sejam E um espaço vetorial normado, X um conjunto 

e Y um subconjunto de X. Então (fe B(X,E) I O ~ TTfrl 

aberto em B(X,E), 

Demonstração: 

Seja fe B(X,E) tal que O~ TTYT então 

<= dist(O,f(Y))> O e para toda função g< B(X,E} tal que 

11 g-fll.:o.+ temos para y< Y 

jg(y}i = lf(y) + g(y)- f(y)l ""if(y)i- jg(y)-f(y)j;;, 

~e- +· isto e, o ~ 91VT . 1 

-e 

-No que segue, Z sera considerado com a topologia 

discreta. 

Teorema 2.6: Seja E um espaço vetorial normado de dimensão fi~ 

nita. Então para todo aberto limitado n C E e todo ye E, exis

te uma aplicação "O Grau de Brouwer" 

d(.,n,y): {fe C(ii,E) / yt f(~n)} --->. z 

satisfazendo: 

(i) (Normalização) Se ye n então d(id,n,y)=l. 

(ii) (Aditividade) Para todo par n1 e n2 de subconjuntos aber

tos disjuntos de O e toda função continua f:Õ +E com 
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y <t f(il- (n1un2)) temos 

d(f,>~,y) = d(f/ii ,n1 ,y) + d(f/ii ,n 2 ,y) 
1 2 

(iii) (Continuidade} d(.,!1,y) ê continua 

(iv) ~nvariante por translação) d(f,!1,y) = d(f-y,ri,O) qual

quer que seja f:n +E continua e y ~ f(â!1). 

Demonstração: 

t suficiente mostrar a existência da aplicação 

d(.,n,o): {fc c(n,E) 1 o~ f(â!1J} -----<> z 

satisfazendo (i}, (ii), (iii), porque o caso geral segue sim

plesmente definindo 

d(f,!1,y) = d(f-y,!1,0) 

la. oarte: Suoonhamos E=R" e Do {f< crn,Rn) I O f/. f(an)l n 
oo ~ n Cr(",R ). Em D temos a aplicação 

a(.,!1):D + Z satisfazendo: 

1) a(id,rl)=l se 0<!1 

2)a(f,n) = a(f/5 ,n 1 ) + a(f/ii ,n 2 ) se n1 e 
1 2 

n2 sao subcon 

juntos abertos disjuntos de n com O t f(ii- (n 1 U n 2)), pois 

a(f,n) =I sign det f' (x) 

xd- 1(0} 

+I sign det f'/ii (x) 
xe(f/ii )- 1(0) 2 

2 

= I sign det f'/ii (x) 
Xe(f/ii }-1(0) l 

1 

porque f-l (O) C n
1 

U n 2 

3) a(,,n) ê continua (lema (2,3)). 

+ 
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Mostraremos que a(.,Q) definida em D admite ex

tensão continua a {fe c(n,Rn) I o ~ f(an)} • 

Pelo lema (2.5) temos que {f< C(n,Rn) I D1f(:lQ)} 

e aberto em c(n,Rn) e dai pela proposição (1.10) De denso 

em {f< c(n,R"l 1 01f(3D)} • 

Então dada fe C(n,Rn) com Oif(:ln), existe sequê~ 

cia de funções (fj)' fjED, tal que, fj +f. Estendemos a(.,n), 

denotando por d(.,n,O), colocando 

d(f,n,o) = lim a(f.,n) 
j+co J 

Observe que (a(fj,Q)) -e finalmente constante, 

pois se E= dist(O,f(:JQ)), tomamos N< IN tal que para j>N te

mos llfj·fll < +• dai dist(O,fj(an))> +E· 

11 fi-fjll = 11 fi-fj+f-fll < 11 fi·fll 

11 f.-f.ll <dist(O,f.pn)) 
1 J J 

dai usando o lema (2.3) vem que 
' 

-isto e, 

a(f.,Q) = a(f.,D). 
1 J 

Observe ainda que d(f,D,O) independe da sequência (fj) conside-

rada. 

Para a extensão d(. ,n,O) as propriedades (i) e 

(iii) sao trivialmente verificadas e para (ii), se feC(Õ,R 0
) 

com Oif(an) e, n1 e n2 são subconjuntos abertos disjuntos de 

n tais que Oif(n-(n 1vn 2)), consideramos uma sequência (fj) 

em O convergindo para f e NE ~ suficientemente grande tal que 

para j>N temos llfj·f~<E 

temos 01fj(n-(n1v n2)), 
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(f A) (f I A ) + (f I n ) para J'> N e fazendo a . •" = a . ii •" 1 a . ii •" 2 
J J 1 J 2 

j~oo, concluímos que 

2a. parte: Seja E espaço vetorial normado sobre R com n= 

=dim E, então existe um isomorfismo topolÕgico u:E ~ R0 e 

podemos definir 

d(f,n,O) = d(uofou" 1,u(n),O) se fc C(s'i,E) e 0\lf(an). 

Precisamos mostrar que a definição acima inde

pende do isomorfismo u, isto é, se v:E ~ Rn ê outro isomor-

fismo, então 

1 - 1 d(vofov- ,v(rl),O) = d(uofou ,u(R),O) 

Para isto,_ 
-1 n 

como vofov" 1=(vou" 1)o(uofou" 1)o(vou" 1)" 1 e 

vou :R -+ Rn -e f· b ·f· um automor 1smo, asta ver1 1car que 

d(f,rl,O) = d(wofow" 1,w(rl),O) 

onde f< C(~,R"), 0\lf(orl) e w:Rn + Rn e um automorfismo qual

quer, e aqui, de acôrdo com a la. parte, podemos particularizar 

e verificar o caso em que f€ D, então 

-1 -1 d(wofow ,w(rl) ,O) = a(wofow ,w(rl)) = 

= 

= 

I sign det (wofow" 1)' (x) = 
xc(wofow" 1 )" 1 (O) 

I sign det (wof' (y)ow- 1) = 
ycr" 1 (O) 

l: sign det f' (y) 
yd-l (O) 

= a(f,rl) = d(f,rl,O) 
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onde 
-1 y = w (x), observe -1 -1 -que XE (wofow ) (O) e cquivalen-

te a W-l (X)E f-l (0). 

As propriedades (i), (ii),e (iii) podem ser 

justificadas sem nenhuma dificuldade. 

3a. parte: Seja E espaço vetorial normado sobre C com n= 

=dim E, então E ê topologicamente isomorfo a c", logo, co-

mo na 2a. parte, basta mostrar que d(.,n,O) pode ser defi

nido para E=Cn e feC(Q,Cn) com Otf(an), de modo que 

d(f,n,O) = d(uofou- 1 ,u(n),O) 

qualquer· que seja o automorfismo u:c" + c". 

Para isto, seja h o homeomorfismo canônico de 

C0 para R20 , isto i, 

h(x+iy) = (x,y) 

onde consideramos c"=R"+iR" 

N6s definimos para todo foC(5,cn) com Otf(an) 

d(f,n,O) = d(hofoh- 1,h(n),O) 

com esta definição temos que: 

-1 d(f,n,o) = d(uofou ,u(n),O) 

se u:c" +c" e um automorfismo, pois,· pela 2a. parte, sabe

mos que d(hofoh-l ,h(n),O) não se altera por conjugação por 

automorfismos do R2", logo 

d(uofou-l ,u(n),O) = d(houofou- 1oh-l, h(u(n)), O) = 

= d((houoh" 1) ó (hofoh- 1) o (houoh" 1)" 1 ,(houoh- 1)(h(n)),O)= 

= d(hofoh- 1, h(n), O) = d(f,n,O). 
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Note ainda que a definição acima não depende do 

particular h considerado, as propriedades {i), {ii) e {iii) 

decorrem sem muito trabalho e isto completa a prova.l 

Corolãrio 2.7: O Grau de Brouwer tem as seguintes proprie

dades: 

{v) {Excisão) Para todo subconjunto aberto n1 de n e toda 

função fo C(Õ,E) com y~f(n-n 1 ) temos 

d{f,n,y) = d(f, n1 ,y) 

onde d{f,n 1 ,y) = d{f/n ,n 1 ,y) 
1 

{vi) {Propriedade da Solução) Se d(f,D,y) F O então f(D) 

e vizinhança de y em E. 

{vii) {Dependência dos valores no bordo) Se f e g são fun

ções contínuas de ú em t tais que flan = g/an e 

y ' f{aD) então 

d{f,D,y) = d(g,n,y) 

{viii) {Dependência da componente conexa) Se foc(n,E), en

tão d(f,D,·) é constante nas componentes de E-f(aD) 

(ix) (Invariante por homotopia) Seja ~flCR intervalo com

pacto. Então para toda função continua h:nxr + E e 

toda curva contínua y(.):I +E tal que y(À)~h(aD,À) 

qualquer que seja ÀEJ, d(h(.,À), n, y(À)) independe 

de Ào!. 

Demonstração: 

(v) Observe primeiramente que d(f,~,y) =O 
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para isto, basta colocar em (ii), n=n 1 =n 2 =~. Dal colocando 

n 2 =~ temos novamente por (ii) 

d(f,!l,y) = d(f,n 1 ,y) 

(vi) Temos que y~f(n), porque se y~f(Q) fazendo n 1 =~ em (v) 

obtemos 

d(f,Q,y) = d(f.~,y) = o que e uma contradição. 

Como {f<C(Q,E) I y~f(3Q)} e aberto em C(fi,E), 

existe o>O, tal que f+cBC{fcC(~,E) I yif(an)} e por (iii) 

podemos pedir que para toda g~(f+cB) temos d(g,n,y) f O 

Dado y1o(Y+cB) temos que f+y-y 1 c(f+cB) en

tão d(f+y-y 1 ,n,y) f O e Ydf+y-y 1 )(n), logo y1d(n), isto 

e Y+cB C f(!l). 

co-

locando h(x,À) = (1-À)f(x) + Àg{x) e y:[ü,l] +E tal que 

y(.)õy 

(viii) Dada f<C(Q,E) por (iii) e (iv) a aplicação 

d(f-· , n, O)=d(f, n, ·):E-f(an) + z 

esta bem definida e ê contínua, portanto necessariamente cons 

tante nas componentes conexas de E-f(an). 

(ix) Como h: 5XI ~ E ê uniformemente continuat isto é, dado 

c>O, existe ô>O tal que se Hx1 ,:>. 1) - (x 2 ,À 2)II<ô então 

11 h(x 1,). 1)- h(x 2,). 2)JI<c , onde consideramos ll(x,Ã)II = 

11 xll + IÀI , temos que a aplicação 

f----> h(.,À)-y(À) 
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e continua de I para c(n,E), logo 

>. 1---------'> d(h(.,>.)-y(>.), n, O)=d(h(.,>-), n, y(>-)) 

e continua de I em Z, portanto constante (I e conexo).l 

Daremos a seguir algumas aplicações do Grau de 

Brouwer 

Teorema 2.8: Seja E um espaço vetorial normado de dimensão fi~ 

nita e ~ # ll C E aberto e limitado. Então an não e retrato de 

n. 
Demonstração: 

Suponhamos que exista f:n + an continua tal que 

f/an = idlan• então para y€11 vem que 

d(f,ll,y) = d(id,ll,y) = 1 

logo y< f(ll), isto e, existe x<ll tal que f(x)=y, absurdo pois 

f(ll)Oil ·1 

Demonstração do teorema do ponto fixo de Brouwer (1.11) usando 

o Grau de Brouwer (2.9) 

Se E ~ um espaço vetorial normado de dimensio fi

nita e 0 f. C c E é compacto convexo então toda função continua 

f:C + C tem um ponto fixo. 

A função f:C + c admite extensão continua 

f:~+ c (teorema (1.2)), onde r e tal que~ contenha c. 

Se f tem ponto fixo então f tambem tem, podemos supor portan

to que f não tem ponto fixo em a(rB). 

Sejam 
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g:i'll" ->E dada por g(x)=x-f(x) 

h:i'll"X[O,l] +E dada por h(x,Ã)=Ãg(x)+(l-Ã)x = 

= À(X-f(x))+(l-À)X = X-Àf(x). 

Como O~ h(a(rB)X[O,l]), pois se xca(rB) e 

h(X,À) = O então x = Ãf(x) daf f(x)=x (U f(x)[~ r) que e uma 

contradição, temos que d(h(.,Ã), rB, O) independe de À€[0,1], 

então 

d(g, rB, O) = d(id, rB, O) = 1 

donde, por (vi), conclui mos que existe XEC tal que f(x)=x.l 

Teorema 2.10: (Poincare-Brouwer) Seja n C RZn+l aberto e li

mitado contendo o zero. Suponha que f:3n + RZn+l e continua 

e não tem zero. Então existe xE3!l e À€ R-{Oltal que 

f(x) = Ãx 

Demonstração-: 

A aplicação f admite extensão continua 

f:ii + RZn+l, então podemos definir h:iiX [-1, 1] + RZn+l por 

h(x,Ã) = (1-f!,[ )f(x) + Ãx 

Seja y:[-1,1] + RZn+l constante igual a O. Se 

Ot h(311X[-l, 1]) temos que d(h(. ,À), n, O) independe de À, e_!! 

tão d(f, n, O) = d(id, n, O) = d(-id, n, O), mas d(id,ll,O)=l 

e d(-id,ll,0)=-1 (dimensão impar). Portanto existe xE3!l tal 

que h(x,Ã) = O, onde À, pelas nossas hipÕteses, deve ser di 

ferente de O, 1 .e -1, temos então 

(1-[À[ )f{x) + ÀX = O, isto ê, f{x) = (----'À--)x.1 
1-1 À I 
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Corolãrio 2.11: Todo campo de vetores tangentes a s2n se 

anula em pelo menos um ponto. 

Demonstração: 

Suponhamos por absurdo que existe um campo 

de vetores tangentes f:S 2n + R2n+l (então <f(x),x>=O para 

todo x de s2n) que não se anula. Pelo teorema anterior e-

. t s2n x 1 s e X e e À< R-{0} tal que f(x)=Ãx, da1 

<f(x),x> = <Àx,x> = À <x,x> =À #a que ê uma contradi 

ção.l 

b) O GRAU DE LERAY-SCHAUDER 

Nosso propõsito aqui ê estender o Grau de 

cho de subconjuntos abertos e limitados de um espaço ve

torial normado. 

Seja E um espaço vetorial normado e >ICE a

berto e limitado. Denotaremos por 

KV(Q,E) = {f:Q + E I f ê campo de vetores compacto} 

Temos que KV(n,E) ê um subconjunto convexo de c(n,E), por

que se f e g pertencem a Kv(n,E), temos id-f e id-g com

pactas e 

id-({1-Ã)f + Ãg)=(Ãid + (1-Ã)id) - ((1-Ã)f+ Ãg) = 

Ã(id-g) + (1-Ã)(id-f) 

tambem e COmpacta qualquer qUe Seja ÀE[o,l] 1 istO ê, 
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(1-Ã}f + Àg pertence a KV(ii,E} para todo À de[O,l], 

Temos tambem que KV(ii,E} contem a idii, e in

variante por translação, isto e, se YE E 

KV(ii,E} + y = {f+y I fcKV(Õ,E}} = KV(ii,E), 

e pelo lema (1.16} os elementos de KV(Q,E} sao aplicações 

fechadas. Em particular f(an} e fechado se f<KV(ii,E), e 

ainda mais se E tem dimensão finita então KV(ii,E} = C(ii,E}. 

Lema 2.12: Sejam E espaço vetorial normado de dimensão fini 

ta, F subespaço vetorial de E e nc E aberto e limitado. Su

ponha que fc C(ii,E), Ot f(an} e (id-f}(ii} c F. Então 

d(f, n, O} = d( f/iinF' QnF, O} 

Demonstração: 

Segue da demonstração do teorema (2.6) (exis

tência do Grau de Brouwer) que basta mostrar o caso em que 

E= R". NÕs podemos identificar F com Rm e Rm= RmX O C R" 

(isto é, F é identificado com o subespaço das m primeiras 

coordenadas de R"). 

Mostraremos que f pode ser aproximada por uma 

sequência de funções 
~ ~ m com g jc C ( , R } • De 

f j tais 

fato, a 

que: fjc c;(5,R"} e fj=id-gj 

aplicação id-f:5 + Rm pode 

ser aproximada por uma sequência de funções gj com 

gjcC~(5,Rm) (lema (1.6)). Colocamos fj = id-gj' temos 

f ~~- n d • 1 j + f, fjcC n,R } e podemos pe 1r que o zero seja va or 

regular de fj (jc m), porque caso contrãrio, consideramos 

a restrição f/iinRm:iinRm 

Sard yjc Rm, valor regular de 

achamos pelo teorema de 

tal que IY·I<--1-. 
J J 

f./ 
J li n Rm 
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Daí chamando fj-yj de fj (observe que 

nova função gj continua pertencendo a 

com esta alteraçio a 

oo " m C (><,R )) temos que 

o zero e valor regular de f./ e consequentemente de 
J !1 n Rm 

n m n-m - -1 fj porque se (x,z)€R =R ~R e um ponto de fj (O), 

isto ê, 

fj(x,z) = (x,z) - (gj(x,z), O) = (0,0) 

vem que z=O e 

. det fj(x,O) = det 

o 

Portanto 

donde concluímos que 

d(f,ll,O) = d(f/ilnF'IlnF,O). 1 

id n-m 
R 

= 

Teorema 2,13: Seja E espaço vetorial normado e nc E aberto 

e limitado. Então para todo YE E existe uma aplicaçio "O 

Grau de Leray-Schauder~ 

d(;, n, y): {f€KV(~,E) I Ytf(an)} -----> z 

satisfazendo as quatro propriedades do teorema (2.6) 

Demonstração: 

t suficiente considerar o caso y=O, para a pro-
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priedade (iv) usamos o fato que KV(n,E) e invariante por 

translação e definimos 

d(f, n, y) = d(f-y, n, O) 

Definiremos primeiramente d(f,n,O) onde 

feKV(n,E) tal que Oif(an) e (id-f) e de dimensão finita, 

indicaremos o conjunto de tais funções por FKV
0

(n,E) 

Seja :f o conjunto de todos os subespaços de E 

de dimensão finita ordenados por inclusãoo 

Dada feFKV
0

(ii,E) e Fe ~ definimos 

se (id-f)(n)C F 

ô(f,F) = 
O caso contrãrio 

- r:l Agora para toda feFKV
0

(D,E) existe FEJ tal 

que (id-f)(ii) C F. DaT para todo F'e§ com FC F' temos 

que 

ô(f,F') = dF,(f/iinF" D ri F', O)= dF(f/iinF' DnF, O)= 

= ô(f,F) pelo lema anterior (2,12) pois (id-f/iinF')(ii()F')(F, 

Portanto lim ô(f,F) existe e definimos 
_'f 

d(., o, 0): FKV
0

(ii,E) > Z por 

d(f, D, O) = lim ô{f,F) 
5 

Esta aplicação possue as propriedades (i), (ii) e 

(iii) do teorema (2.6) e as propriedades (i) e (ii) são deve-

rificação imediata, para (iii) seja feFKV 0 (fi,E). Temos que 

dist(O,f{an)) =E> o (f(an) e fechado). Mostraremos que 
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d(.,n,O) i constante na bola aberta de centro em f e raio E, 

isto ê, se gâKV
0

(1i,E) e 11 f-g[[ < o, existe Fe :f tal que 

(id-f)(Õ) C F e (id-g)(Õ)C F, então 

= d(f,n,O) pela propriedade (ix)(invariante por homotopia) 

do Grau de Brouwer. Basta considerar h:QIIFX[O,l] + iinF da-

da por h(x,À) = (1-Ã)f/ (x) + Ãg/_ (x), temos que 
iinF nnF 

Ot h (a ( ii nF) X [O , 1] ) • 

Estenderemos a aplicação acima ao KV
0

(Õ,E) = 

= {feKV(Õ,E) I Otf(an)) • Para isto, observaremos em primei

ro lugar que FKV(ii,E) ê denso em KV(ii,E), isto ê,se 

foKV(ii,E) temos que (id-f)e K(Õ,E), então dado o>O arbitrã

rio, pela p>·oposiçáo (1.13), existe heFK(ii,E) tal que 

11 h- (id-f)!l <o. Logo chamando g=id-h, temos que geFKV(Q,E) e 

11 f-g[[ = 11 f- (id-h) 11 = 11 h - (id-f) 11 < e 

Dai, como KV
0

(ii,E) ê aberto em KV(ii,E) (lema (2.5)), temos que 

FKV
0 

= FKVIIKV
0 

e denso em KVC)KV
0 

= KV
0

• 

Portanto dada foKV
0

(ii,E) existe uma sequência 

(fj)' fjeFKV
0

(ii,E) tal que fj +f. 

Definimos 

d(f,n,O) = lim 
j-+oo 

temos, d(.,n,O) bem definida, pois d(fj,n,O) ê finalmente con~ 

tante (demonstração anãloga ã efetuada na la. parte do teorema 

(2.6)), independe da sequência (f.) considerada e as proprieda 
J -

des (i), (ii) e (iii) são verificadas sem dificuldade. 1 
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Teorema 2.14: (Invariante por homotopia) Sejam E espaço ve

torial normado, >!C E aberto e limitado, ~F IC R intervalo 

fechado e h:QXJ + E aplicação compacta. Suponha que 

y(.):I + E e uma curva continua tal que x-h(x,Ã) F y(Ã) 

quaisquer que sejam À€ I e X€ an • Então 

d(id-h(.,À), ll, y(À)) 

esta bem definida e independe de Àcl. 

Demonstração: 

Como id-h(.,Ã) ê um campo de vetores compacto 

(h(.,À):ii +E ê compacta) e (id-h(.,Ã))(3ll) 1 y(Ã) por hi

pÕtese, temos que d(id-h(.,À), n, y(À)) esta bem definido 

para Ãd. 

Como o Grau de Leray-Schauder ê invariante por 

translação, basta mostrar que d(id-(h(.,À)+y(À)), ll, O) 

independe de ÀC I e como h(.,.)+y(.):nxr +E e compacta (a 

imagem esta contida no compacto h(OX!)+y(I)) ê suficiente 

mostrar que d(id-h(.,Ã), 11, O) independe de À. Para isto se

jam Àl e À2c I tais que À1<À 2 , pela proposição (1.13) 

h:~XI 7 E pode ser uniformemente aproximada por aplicações 

hn compactas de dimensão finita. Portanto ê suficiente jus

tificar a afirmação no caso em que h ê compacta de dimensão 

finita e neste caso encontramos FcSftal que h(nxr)CF e pa-

ra j=l ,2 temos 

d(id-h(.,ÀJ.), ll, O)= dF((id-h(.,Ã.))/ , llf'\F, O) 
J n nF 

Como (id-h(.,.))/ :ii!1FX[À1 ,À 2) +Fê conti-
n 11 F 
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nua, x-h(x,;\) # O para (x,il)e (aQf\ F)X[>. 1 ,>. 2] e o Grau de 

Brouwer ê invariante por homotopia temos que 

d(id-h(.,>. 1 ), Q, O)= d(id-h(.,>. 2 , Q, O) 1 

Corolãrio 2.15: Seja f
0 

e f 1e KV(Q,E) tais que 

(l->.)f0 (x) + H 1(x) # Y (yd) quaisquer que sejam 1e[O,l] e 

Xê aQ. Então d(fo' Q, y) = d(fl' Q, y) 

Demonstração: 

Como f
0 

e f 1e KV(n,E) temos que id-f
0 

e id-f1 
sao aplicações compactas, então a aplicação h:nX[O,l] + E 

dada por h(X,À) = (l->.)(x-f
0

(x) + À(x-f 1 (x)) tambem e compac

ta e 

qualquer que seja le[O,l]e qualquer que seja xeaQ, Jogo pelo 

teorema anterior vem que d(f
0

, ll, y) = d(f1 , n, y). 1 

Corolãrio 2.16: O Grau de Leray-Schauder tem as propriedades 

de (v) a (vi i i) do Grau de Brouwer 

As demonstrações são anãlogas ãs efetuadas no Corolãrio 2.7. 

Para as aplicações da teoria do Grau dadas no 

Capítulo IV. precisaremos de um teorema de invariança por 

homotopia, mais geral, durante a qual o domínio n, varia con

tinuamente. Mais precisamente: Seja ~ ~ I C R um intervalo e 

A um subconjunto de EXI. Denotaremos por 

A1 = {xoE I (x,>.)oA) 

Observe que, se A ê aberto em EXI (a topologia em EX! e a to-
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pologia induzida pela topologia produto de EXR) então para 

todo Àol, AÀ ê um subconjunto aberto de E. 

Teorema 2.17: (Geral da Invariança por homotopia) Seja 

0 #!C R um intervalo fechado e Q um subconjunto aberto e 

limitado de EX!, Suponha que h:~~ E ê uma aplicação com

pacta e que y(.):I ~E ê uma curva continua tal que, para 

todo (x,À)oan , x-h(x,À) # y(À). Então 

d(id-h(.,À), QÀ' y(À)) 

esta bem definida e independe de À<!. 

Demonstração: 

Como no teorema (2.14) ê suficiente mostrar 

para y(À) = O para todo Ào!. 

E '"' 

I ' 

Temo<: C'JUP. 

K= {(x,À)oQ I x-h(x,À)=O} -e um 

subconjunto compacto de n, porque, 

como x-h(x,À) I O para (x,À)ean , 

temos que K e um subconjunto fech! 

do de EXI e estã contido no compac

>, r, ! to h(n)XI. Daí para todo Àd, kÀ 

e um subconjunto compacto de nÀ. 
Mostraremos que para cada ÀEI, existe um (pos-

sivelmente vazio) subconjunto aberto UÀ de QÀ e <(À)>O tal 

que, com !À= In(Ã·o(Ã),H<(Ã)), temos 

(2.18) 

Suponhamos que para algum Ãol, KÀ= 0. Então pe-
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la compacidade de K, encontramos •(l)>O, tal ~ue, para todo 

t€1\, Kt=~, neste caso colocamos UÀ=~. Considerámos agora 

lei tal que K1# 0. Daí pela definição de topologia produto e 

pela compacidade de KÀ, existem x 1 , ••• ,xme:K , nUmeras pos..:!. 

ti vos E 1 , ••• ,e:m e pl, ••• ,pm tais que 
m 

K1 C U(x.+p.B) C n1 e 
j=l J J 

(x.+o.B)X(In(l-e., l+e.))Cn 
J J J J 

Colocando u1 
m 

= U(x.+o.B) 
j=l J J 

e E(l) temos 

Suponhamos que a inclusão ã esquerda de (2.18) 

n ~n ; ••criç4c••a """ m~~~r .,.._- 1 ,, ........ 't'"'' "~''"' 
.. ,.., ........ """' •')) ..... ' ... . .... ~ \ ' ccn$idc-

rado. Então tomando para e(À) os valores da sequência ( __ 1_) 
n 

encontramos para cada ne: ~, (xn,Àn) tal que 

e 

' logo Àn ~ À e x 0 (U~. Como K ~ compacto podemos supor que 

(xn,ln) converge para (x,l)e K, •encontramos portanto o elemen 

to x que pertence a U~ (U~ ê fechado) e a K1 que ê uma contra 

dição pois K1c U1 • 

Da compacidade de I e da propriedade (2.18) en-

I = 
r 
UI 
j =1 lj 

, e pelo teorema 

(2.14) para l~j~r temos que 

d(id-h(.,l), u1 .• o) 
J 

(lei 1 ) esta bem definida e independe 
j 
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Pela propriedade (v) do Grau de Leray-Schauder, 

para todo ÀE IÀ. 
J 

d(id-h(.,À), nÀ, O) • d(id-h(.,À), UÀ.' O) 
J 

Finalmente, se ÀE 

priedade (v) vem que 

IÀ n 
J 

I , , 
"j+ 1 

d(id-h(.,À), uÀ·' o) • d(id-h(.,l), nÀ, o) 
J 

• d(id-h(.,À), UÀ , O) 
j+l 

como queríamos verificar. l 

tambem pela pro-

• 

Teorema 2.19: (Leray-Schauder) Seja num aberto e limitado con 

tendo o zero em algum espaço vetorial normado E. Seja 

f:fi +E uma aplicaçio compacta satisfazendo a seguinte condi-

çao: 

(L S ) { 

Se existe x0Ean 

então À.:;_ 1. 

Então f tem um ponto fixo em n. 

Demonstração: 

Podemos supor que f nao tem ponto fixo em an. · 

Então para xoan e À€(0, 1] temos que 

(1-À)X + À(X-f(X)) ~ 0 

porque, caso contrãrio teriamos Àf(x
0

) • x
0 

para algum x
0
Ean 

e algum ÀE[O, 1] e ainda mais À> 

demos escrever 1 
À •o 

o (pois 

que pela 

x
0

FO). Desse modo 

condição (LS) sai 

po-
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--1- ~1, isto e, À= 1, que ê uma contradição pois f nao tempo~ 
~ 

to fixo em a~. Logo pelo corolãrio (2.15) e propriedade (i) 

temos 

d(id-f, n, O) • d(id, n, O) • 1 

e dai pela propriedade (vi) concluímos que DE (id-f)(Q), 1 

Observação: Demonstra-se (131) que o Grau de Brouwer e o Grau 

de Leray-Schauder, determinados pelas propriedades (i), (ii), 

(iii) e (iv), são Ünicos. Dai se dim E<oo temos que os dois 

graus coincidem. 
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CAPfTULO 111 

CAMPOS DE VETORES COMPACTOS DIFERENCIAVEIS E CAM-

PO DE VETORES COMPACTOS IMPARES 

Nosso objetivo aqui E obter resultados que nos fo! 

neça o Grau explicitamente, para isto, pedimos algumas propri~ 

dades adicionais para as aplicações. Trabalhamos com Campos de 

vetores compactos diferenciáveis ou Campo de vetores lmpares. 

a) CAMPOS DE VETORES COMPACTOS DIFERENCIAVEIS 

Lema 3.1: Seja E um espaço de Banach e llCE uma aplicação com

pacta diferenciâvel em algum ponto X<ll. Então f' (x) e uma apli. 

caçao linear compacta. 

Demonstração: 

isto ê, 

Suponhamos por absurdo que f'(x) nao e compacta , 

f'(x).B n~o ê compaCto, então f'(x).B não po-

de ser totalmente limitado, logo existe 6>0 e uma sequência 

(y.). fi\! em E com IIYJ·II<l tais que, para j r k 
J JO 

- f ' (X) j li 
k 

!: Como f e diferenciãvel em x, temos 

f(x+y}-f(x) - f' (x)y = !:..J.UIIYII 
IIY 11 

e !:..Jll + o 
IIY 11 

go existe p>o tal que para y c p B temos 

llf(x+y) - f(x) - f' (x)yll ~i IIYII <oi 

quando y-+0. Lo-

Mostraremos que a sequência (f(x+py.)) .• , nao tem 
J Jc"' 

ponto de acumulação contrariando o fato de que fê compacta. 
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Para isto, seja j I k e 

= llf(x+pyj)-f(x)-f' (x).pyj- f(x+pyk)+f(x)+f' (x).pyk + 

+ f' (X) . PY j - f' (X) · PY k li > 

> p llf'(x)(yj-yk)ll- llf(x+pyj)-f(x)- f'(x).pyjll 

> o 1 

Seja E um espaço vetorial normado e ncE aberto. 

Seja f:n+E uma aplicação compacta e suponha que existe um pon~ 

to fixo X
0

€Q de f. Dizemos que x
0 

e um ponto fixo isolado de f 

se existe uma vizinhança U de X0 em n tal que f(x) f x para 

x E. U-:-{x
0

}. Neste caso para todo e>o tal que xc + EBcu, o Grau 

de Leray-Schauder d(ld-f, x
0 

+ EB,o) esta bem definido e pela 

propriedade (v) independe de •· Daf · 

i(f,x
0

) = lim d(id-f, x
0

+EB,o) 
E+O 

esta bem definido e ê chamado de lndice de f em x0 . 

Proposição 3.2 Sejam E espaço de Banach, ncE aberto e f:n+E 

aplicação compacta. Seja x
0

EO um ponto fixo de f. Suponhamos 

que f e diferenciãvel em xo e que 1 nao ê auto valor de f' (xo). 

Então x
0 

ê um ponto fixo isolado de f e 

i(f,x
0

) = i(f'(x
0

),0) 

Demonstração: Como 1 não ê auto valor de f' (x
0

) e f' (x
0

) e com 

pacta (lema anterior). temos como resultado da teoria de Riesz

-Schauder que id-f' (x
0

) admite inversa continua. Então existe 



-40-

~>o tal que, para todo XEE 

Em particular o O e o Gnico ponto fixo de f 1 (x
0

). 

Como f e diferenciivel em x
0

, existe e>o tal que, 

para x e: x
0

+EB 

Colocando g = id-f temos que as duas desigualdades 

anteriores podem ser escritas: 

para x c x
0

+EB. Logo para x e x
0

+eB e Àe [O ,l] temos 

Daí. em particular para À~a. vem que 

ffg(x)[[ "[[x-f(x)[[ ~ ~[[x-x 0 [[ para x c x
0

+cB donde concluimos que 

x
0 

ê um ponto fixo isolado de f e usando o corolârio (2.15) 

concluimos que 

d(g, x
0

+cB,o) " d(g' (x
0

) - y
0 

, x
0
+sB,o) 

onde y
0 

"g'(x
0

).x
0 
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Desde que g 1 (x
0

)-y
0 

tem seu Uni co zero no ponto 

x
0

, pois g'(x
0

) e bijetora, vem, pela propriedade {v} do Grau 

de Leray-Schauder , que para p> llx
0 

11 temos 

Ainda mais temos que 

pois caso contrãrio teríamos que 

que ê uma contradição pois g' (x
0

) ê bijetora e x-Ãx
0 

# O. Então 

Portanto usando a propriedade (v) do Grau de Leray 

- .Schauder e as igualdades anteriores podemos escrever: 

d(id-f'(x
0

), e:B,O) o d(g'(x
0

), e:B,O) o 

= d(g' (x
0

), pB,O) = d(g' (x
0

)-y
0

, pB,O) = 

o d(id-f, x
0

+e:B,O) que implica 

Seja E um espaço de Banach e seja T:E +E aplicação 

linear continua. Seja À um auto valor de T. Então a multiplici 

dade (algébrica) m(Ã) de), ê por definição a dimensão do sub-es-

paço vetorial 

E o 
À 

U ker[().id-T)nJ 
n<n'j 
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Como resultado da teoria de Riesz-Schauder, todo auto valor di-

ferente de zero de uma aplicação linear compacta tem multipli-

cidade finita e neste caso E = EÀ @ FÀ onde EÀ e FÀ são sub-es 

paços vetoriais invariJntes por T. Ainda mais temos somente uma 

quantidade finita de auto-valores (Reais) maiores que 1. 

Teorema 3.3 Sejam E um espaço de Banach, ncE aberto e f:n +E 

aplicação compacta. 

Seja x
0 

t: n um ponto fixo de f e suponhamos que f ê diferenciã

vel em x
0 

e 1 nã'o ~~ auto valor de f' (x
0

). Então x
0 

e um ponto 

fixo isolado de f e se E ê real 

onde·m ~ 3 so~a dJs multiplicidade: de tcdc~ cs auto -~:lor:s 

reais À>l de f' (x
0

). Se E e complexo então 

Demons.traç·ã·a·:· Sejam :\ 1 ,. .. ,Àk os auto valores distintos de 

f' (x
0

) (Reais) maiores que 1. Então E = N1@ ... IDNkiDM onde M e 

os NJ. são invariantes por f' (x ) e dim N. = m(À.). Seja 
k o J J 

N = N1ID ... @Nk e m = I m(l.) 
j = 1 J 

Pela proposição (3.2) basta mostrar que 

i(f'(x
0
),0) = (-l)m 

Para lc[O,l] ex -f O temos que 

(1-À)(id-f' (x
0

)) + À(-idNID idM) f O pois para À = 1 e À = O 
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e imediato, basta observar que N11M ={O} e (id-f'(x
0
))(x)! O 

se x ! O. Suponhamos agora que para Àt (O, 1) e O!x = y+z c NIDM 

temos 

O = (1-À) (y+z- f' (x
0

) (y+z)) + À(-y+z) = 

- Ày + À z = 

Como o elemento do primeiro parênteses pertence a 

N e o do segundo pertence a M devemos ter 

z - f' (X o) . z + À f' (X o) . z = o 

1-n y e f'(x)z= o 

Como 1-n < 1 
1-À 

1 

1 -À 

isto e 

1 --z 
1-À· 

> 1 tem somente 

auto valores maiores que 1 e f' (x ) 1 somente auto valores me
o 'M 

nores que 1 vem que y = z =O que ê uma contradição. 

Dai temos para ~>o que 

d(id-f' (x
0

) , oB,O) = d(-idN ID idM , oB,O) 

e o termo do lado direito dessa igualdade esta bem definido. 

porque 

icf- (-idN ID idM)(y+z) = 2y isto ê 



-44-

e N ê de dimensão finita, logo -idN @ idM -e um campo de veto-

res compacto e pela definição do Grau de Leray-Schaoder vem que 

(-i d m i d )/ -
d(-idN@ idM, eB,O) = dN( N M e~nN, cBnN, O)= 

= dN(-idN , cBn N , O) 

Se E é real temos 

O)= (-l)dimN (-l)m 

Se E é complexo temos 

onde h e o homeomorfismo can~nico considerado na definição do 

Grau de Brouwer, logo 

dN(-idN, cBnN, O)= 1. 

pois ho(-idN)o h-l e a identidade de R2m l 

Teorema 3.4 Seja E um espaço vetorial normado, Real e de di-

mensão finita. Sejam ~cE aberto e limitado, fcC(~.E)nc 1 (~.E) 

tal que Oif(3~) e que O e um valor regular de f. 

Então 

d(f,Q,O) = E sign det f' (x) 
XEf-l (0) 

Demonstração: Temos que Õ é compacto e que O é um valor regu

lar de f, então f- 1(0) ê formado por uma quantidade finita de 

pontos isolados x1 , ... ,xm , portanto pela propriedade (v), pe

lo teorema (3.2), pelo teorema (3.3) e c>o suficientemente p~ 

queno podemos escrever: 
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d(f,n,O) = L d(f,x+eB,O) = 

xd-l(O) 
L i (id-f,x) = 

xd-l (O) 

= L i(id-f'(x),O) = (-l)m(x), (pois 1 nao e auto 

xd-l (O) 

valor de id-f'(x)), onde m(x) e a soma das multiplicidades de to 

dos os auto valores Ã>l de id-f' (x) . 

Como (id-f' (x))y = ÃY e equivalente a f' (x) .y = (1-Ã)y temos 

que m(x) ê a soma das multiplicidades de todos os auto valores 

negativos de f' (x). 

Sabemos que det f' (x) e igual ao produto de todos 

os auto valores da complexificação de f 1 (x), logo 

sign det f' (x) = (-1 )m(x) 

Portanto 

d(f,n,O) = L sign det f' (x). 1 
xd-l (O) 

Encerraremos este item com uma aplicação, para is-

to, o~servaremos o seguinte: 

Sabemos que num espaço mêtrico conexo M, para toda 

bola com centro em x, ·sx, tal que, MriB~ f~ temos MndBx f. 0. 

Dai, podemos concluir que num espaço mêtrico conexo M, com .mais 

de um ponto, qualquer vizinhança V de xcM, contem uma quantida

de não enumerãvel de pontos e ainda mais se A ê um subconjunto 

enumerãvel de M, M-A ~ denso em M, pois se existem xeM e Vx vi

zinhança de X em M tais que vxn(M-A) =~temos 

~ = (V n M)-A = V -A 
X X 

que implica vxcA , absurdo pois A e enumerãve1. 
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Com estas observações e o Grau de Brouwer podemos 

mostrar o seguinte teorema. 

Teorema 3.5: Se f:Rn +Rn (n ~ 2) é de classe c1 com uma quantj_ 

dade enumerâvel de pontos criticas. Então f i uma aplicação .. a-

be r ta. 

Demonstração: 

Seja A o conjunto dos pontos crlticos de f. Então 

R"-A e conexo, dai det f 1 (x) para xr::R"-A tem sempre o mesmo si-

na 1 . 

Se UCRn ê aberto e y
0
<f{U) temos de mostrar que 

existe uma vizinhança de y inteiramente contida em f(U) . 
. O 

a) Se existe x cU-A tal que f(xl " y
0 

, o proble-

ma nao apresenta dificuldade, pois f e um difeomorfismo de elas 

se c1 de uma vizinhança de .x sobre uma vizinhança de y
0 

= f(x). 

b} Caso contrãrio temos que existe x
0

cUfiA tal 

que f{~ 0 ) • y
0 

{note aqui que somente os pontos de A podem ir 

em y
0

) e como A ê enumerãvel existe s>o tal que 

y
0 

i f{õ(x
0

+cB)) e (x
0
+cB)CU. 

Pela observação feita anteriormente temos que 

f(x
0
+c8)-f{A) ê denso em f{x

0
+cB), logo podemos escolher y1 em 

f{x
0
+cB)-f(A) suficientemente prõximo de y

0 
de modo que 

pela continuidade do Grau de Brouwer. e devido ao fato de y 1 

estar em f{x
0

+c8)-f{A) temos ainda mais que: 

UNICAM,_ 
IIILIOTHA CENTUl 
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y
1 

e valor regular de f 
/x

0
+oB 

e 

X E 

Pelo teorema (3.4) podemos escrever: 

> 

> sign det f' (x) i' O 
- 1 

(f/ ) (yl) 
X +sB o 

(àet f' (x) tem sempre o mesmo sinal se xcRil-A) 

Finalmente pela proprie~ade (v.i) do Grau de Brouwer 

f(x
0

+oB) e vizinhança de y~ em f(U). l 

b) CAMPOS DE VETORES COMPACTOS TMPARES 

Um sub conjunto n de um espaço vetorial e chamado 

~'m~trico, (com respeito i origem) se -n = n. Sejam E e F es

paços vetoriais e ncE simêtrico. Dizemos que a aplicação· 

f:Q ~ F é Ímpar (respectivamente par) se para todo XEQ, 

f(-x) = -f(x) (respectivamente f(x) = f(-x)). 

Começaremos com alguns resultados técnicos 

Proposição 3.6 Seja Kc Rn compacto e seja fEC(K,Rm) com m>n e 

.... - n m 
O if_ f(K). Então f tem uma extensão cont1nua f:.R +R com 
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Demonstração: Seja o= dist(O,f(K)). Escolhemos c>o tal que 

2c<o. 

Pelo lema (1.6) existe gcCro(R",Rm) tal que 

l[f-g llc(K,Rm) < c (Verifique na demonstração do lema (1.6), que 

f esta definida em todo o R"). 
c 

Como m>n, pelo teorema de BROWN-SARD, g(Rn) tem 

medida nula em Rm e dai existe y~Rm-g(R") com IYI arbitraria

mente pequeno, portanto mudando g por g-y se necessário, pode

mos supor que O t g(R"). 

Modificaremos a função g de modo a obter uma fun

çao h tal que lh(x)l ~ 0/ 2 para x.R" e h(x) = g(x) para xcK. 

Para isto consideremos p:R.~R. dada por 
o c 

p ( t) = 

h (X) = 

2t 
T 

1 

g(x) 

se t>.O. 
2 

Colocamos 

o(lg(xlll 

temos hcC(Rn,Rm), lh(x)l o 
= 2 se o<lg(x) I o 

~ 2 ' 

lh(x)l >% se lg(x)l >% e finalmente se xcK, como 

lg(x) I > lf(x) 1-lg(x) - f(x) I o > O - E > / 2 

temos h(x) = g(x), logo 
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A função f-h: K~oB, pelo teorema (1.2), admite 

extensão k:R" +EB. Portanto a função f = h+k satisfaz as condi 

çoes de proposição pois 

1:1 = h; + k; = f e par a xoRn 
K K K 

lf(x) I ~ lh(x) 1-lk(x) I ~ 
6
! 2 - o>o. 1 

Lema 3.7 Seja KCR" compacto e simétrico. 

Seja foC(K,Rm), Tmpar, tal que O~ f(K) e m>n. Então existe uma 

... ... - n m -
extensão cont1nua 1mpar f:R +R de f tal que f(x) i' O se xi'O. 

Demonstração 

Como f ê Tmpar e O t f(K) temos O t K. Colocamos 

então 8 = dist{O,K). Demonstraremos o lema por indução sobre~· 

l) n = l: Pela proposição (3.6) f tem extensão con 

tTnua, sem zeros, sobre R. Restrinjimos esta extensão a ~,oo) 

obtendo e colocamos para X€R+ 

se X > O 

- - m Finalmente obtemos a funçao f:R +R desejada co-

locando 

f(x) = f 1 (x) se x~o e 

f(x) =- f
1 

(-x) se x~o 

2) n-1 +n: Identificamos Rn-l com Rn-lx{O}c:Rn e 

escolhemos p>o tal que KCpB, então KCpi3-óB. 
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Construímos f por etapas: 

a) Se Kn Rn-l f~. pela hipõtese de indução, pode_ 

mos estender 

a aplicação 

f; _1 continuamente, impar, e sem zeros 
K n R" 

f
1

: Rn-l r, (pB-88) --+ Rm 

para 

Se K nRn-l = ~ tomamos para f 1 uma função conti

nua, impar e sem zeros arbitrári~. 

b) Seja 

se n-1 -xeR n (pB-88) 

(observe que fl jâ e 1mpar em Rn-l n (pB-oB)) 

Estendemos f 1 pela proposição (3.6) continuamente 

e sem zeros para 

- m 
c) Estendemos f 2 obtendo f 3 e C(pB-ôB,R ) por re-

flexão em torno do hiperplano Rn-lx{O}, isto e, se 

xe(R"- 1xR_)n(pB-oB) colocamos f 3 (x) = -f2 (-x) 

d ) Definimos finalmente fcC(Rn,Rm) por: 

f 3 (x) se 8 < I X I < p - -

f(x) I X I 8 o < I X I 8 = f3(lxlx) se < -T 

I X I f3(l§lx) se I X I ~ p 
p 

l o se X = 0 
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Teorema 3.8 (BORSUK) 

Seja E um espaço vetorial normado e ncE, aberto, 

limitado, contendo a origem e si_m~trico, 

Seja f: fl-+E campo de vetores compacto tal que fr e ímpar 
an 

e Otf(an). Então 

d(f,n,O) = 1 (mod. 2) 

e f tem um zero em n 

Demonstração 

a) Primeiramente suponhamos dim E = n<oo, Pela de-

finição do Grau de Brouwer, podemos supor sem perda de genera-

lidade, que E = Rn , pois ct(f,n,o) = - 1 d (uofou. , u(n) ,O) onde 

u:E -+ Rn - ~SOli1ütfi:;i7.0 2 ur;; tc~o1Õg~cc f t.~JõiOS ucfou-l e rtn\ 
' \ •• I 

dentro das hipâteses do teorema. 

A função g1 : 

Escolhemos s>0 tal que tBcn. 

cB u on ~ R" dada por g1 
/E B 

= i d -cB e 

admite, pelo teorema (1.2), extensão para g1 €C(ri,R"). 

R Então pela propriedade (vi i) temos 

mas 

d(gl ,il,O) = d(id, EB,O) + 

+ d(g 1 , Q-cií,O) pela propriedade 

(i i). Dai, como d(id,cB,O) = l, res 

ta-nos mostrar que 

d(g 1 , Q-cií,O) =O (mod. 2) 
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-= gl 
lpnuoaB) n Rn-l 

onde 

Rn-l = R"- 1 x{O}CR", temos g
2 

contínua, ímpar e nao se anula, 

logo pelo lema (3.7) g
2 

tem uma extensão 

9
2

: Ui - sB)!l Rn-l ___,.R" 

continua, • 1mpar e sem zeros 

Definimos 93 por: 

g 1 (X) se X< anUo a B 

g3(x) = 

g2(x) s'e XE (n - oB)n Rn-l 

temos g 3 contínua, Ímpar e sem zeros. 

Seja !J. = n - d3 , novamente, pelo teorema (1.2) 

g3 pode ser estendida continuamente Qara 93 : E --+ R" e como 

vem que 

= d(g3 ,6,0) 

Como dist(O,g 3 (a~U(~nR"-
1 ))) = 3>o, pelo lema 

(1 .6) e a continuidade do Grau de Brouwer podemos encontrar 

hoC 00 (~.R") com Oo'h(a~U(~nR"- 1 )) e d(g
3

, ~.O)= d(h.~,O), ba~ 

ta tomar h dentro de uma vizinhança de §3 onde d(·,!J.,O) ~ cons 

tante e tal que ~h-g 3 ~ < 6 • 

Para xdóU (EnRn-l) e ÀE [O, 1] temos 

-g
3

(x) = §
3
(-x) e 

[(l-À)g3(x) +À h(x) Z h(-xl[ = 
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= ls
3
(x)--} g

3
(x) - -} g3 (x) + -} h(x)- -} h(-x)l > 

> ls3(x) I --} lh(x) - g3(x) 1- -}I 93(-x) - h(-x) I > 

> ó --}ó - -}ó = ( H ) ó ~ O . 

Da1, trocando h pela sua parte 1mpar h(x)2h(-x), 

se necessãrio~ podemos supor que h é impar e colocando 

~+ =ti\ (Rn-l X R++) 

~ = ~11(Rn-l X R __ ) temos 

d(h.~.o) = d(h, ~+.o)+ d(h, ~-,o) 

Seja ycR 0 um valor regular de h tal que 

d(h,~,O) ~ d(h,~,y), então como h é lmpar temos que -y tambem 

ê valor regular de h, 

{xc~+/h(x) = y} =- {xc~-/h(x) = -y} e h'(x) = h'(-x), isto 

ê, h' ê uma funçâo par. Portanto 

+ + ' d(h,~ ,0) = d(h-y,~ ,0) = c sign det h' (x) = 

xch-l (y)11 ~+ 

= L sign det h ' (X) = L sign det h' (-x)o 

-xch-l (-y)n ~- xch-l (-y)l1 ~-

= L sign det h ' (X) o d(h+y.~ 'o) o d(h,~ 
-

'o ) 
xch-l (-y)n ~-

+ Da1 d(h,~,O) o 2d(h,~ ,0) = O (mod. 2) 

b) Observaremos primeiramente que a aplicaçã6 

X 1-+ - f{-x) é tambem um campo de vetores compacto, pois, co-
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mo n ê simêtrico~ temos 

{x+f(-x)/xdi} =- {-x-f(-x)/xdil =- {x-f(x)/xdil 

Daí a parte ímpar de f, f*(x) = f{x)-:(-x) e um 

campo de vetores compacto e 

* d(f,Q,O) = d(f ,n,O) pois * = f 
1an 

logo podemos supor que f e um campo de vetores compacto ímpar, 

e f pode ser aproximada por campos de vetores compactos lmpares 

de dimensão finita. Agora a conclusão decorre de parte a). 

Finalmente pela propriedade (vi) sai que f tem um 

zero em n . 1 

Veremos a seguir algumas aplicações do teorema de 

Bors 1di;. 

Teorema 3.9: Seja O um aberto, limitado, simétrico, contendo 

o zero num espaço vetorial normad~ de dimensão finita ~- Seja 

f: an ___..E cont1nua e ímpar tal que f(an) esta contido num sub 

espaço prÔprio de E. Então f tem um zero. 

Demonstração: 

Suponhamos por absurdo que Oif(an), pelo teorema 

(1.2) f tem uma extensão contínua f sobre ii tal que f(ii) esta 

contido no sub-espaço prÕprio de E. Pelo teorema anterior 

d(f,n,O) # O então f(n) e uma vizinhança do zero em E que con

tradiz o fato de P(n) estar contido no sub-espaço pr5prio. 1 

Teorema 3.10: (Borsuk - Ulam) 

Seja n um aberto, limitado, simétrico, contendo o 
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zero num espaço vetorial normado de dimensão finita E. Seja 

f: a>J- E continua tal que f(all) esta contido num subespaço 

pr~prio de E. Entio existe XEdO tal que 

f(x) " f(-x) 

isto ê, no mínimo um par de pontos antipodas sao aplicados no 

mesmo ponto. 

Demonstração: 

Tomamos a parte impar de f, * f (X) _ f(x) - f(-x) 
- 2 

* temos que f esta nas condições do teorema anterior, logo exis-

* te xcaQ tal que f (x) "O , então f(x) " f(-x) . 1 

Teorema 3.11: (Lusternik- Schnirelmann) 

Seja Q um aberto, limitado, simêtrico, contendo o 

zero num espaço vetorial normado E, com n ~ dirn E < w Então 

em cada família de n conju~tos fechados cobrindo an, no mínimo 

um conjunto contem um par de pontos antipodas. 

Demonstração: 

n 
Sejam A

1
, ... ,An conjuntos fechados tais que 

an " U A. 
j "1 J 

então para 

f j: an -
Suponhamos que par a J " 

cada j " l, ... ,n-1 existe 

[o, 1] tal que fj(Aj) " {O} 

l, ... ,n-1, A.I'\(-A.) " J J 

uma função contlnua 

e f.(-A.) " {1} (função 
J J 

0 

de 

Uryshon). Sejam e
1

, ... ,e _ 1 , n-1 vetores 1 i nea rmente i ndepende_!! 
n n-1 

dentes de E e seja f:aQ- [e 1 , ... ,en_ 1] dada por f=.I 
J=l 

mos f continua e pelo teorema anterior existe x
0 

e an 

f. e. te 
J J -

tal que 
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f(x
0

) = f(-x
0

), isto e, f j (X o) = fj(-x 0 ) para j = l, ... ,n-1. 

Então 

n-1 
X o t u 

j = 1 
(A.U (-A.)) 

J J 

mas 

n n 
U A. = U (-Aj) = an 

j = 1 J j = 1 

logo X o e Ann(-An) que prova o teorema. l 

Seja X um espaço topolôgico e Y um conjunto. Uma 

aplicação f:X -+ Y ê localmente injetora se para todo XEX, exis 

te uma vizinhança Ux tal que f;, ê injetora 
ux 

Teorema 3.12: (Invariança do domfnio) 

Seja U um aberto num espaço vetorial normado E e 

seja f:U-+ E ·um campo de vetores corilpacto, localmente injetor. 

Então f é uma aplicação aberta, em particular f(U) ê aberto em 

E • 

Demonstração: 

Seja u1c U aberto. r~ostraremos que f(Uj ), é aberto 

em E. Seja yef(U 1 ),mostraremos que existe vizinhança V de y em 

E com Vcf(U
1

). 

Seja x
0 

E u
1

, tal que f{x 0 ) = y, escolhemos e>o tal 

e 

Definimos e: U - x --+E 1 o por e(x) = f(x+xo)- y, 

temos que e e um campo de vetores compacto, (simplesmente trans 
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ladamos para a origem) e
1 

ê injetora e e(o) =o 
oB 

Seja g = id-e e h:dix[O,l] ~ E dada por 

x -Àx 
h(x,;\) = g(lH) - g(lH) 

temos que: 

a) h ê composta (h(dix[O,l])c{g(x)-g(-x)/xcdi}) 

X - h(x,À) 

= e(----~·) -l+À 

b ) 

c) 

= X -

h ( .• l ) 

Par a X 

X 
g(ml 

e 'ímpar em E:B 

" o 

+ 

e Àc[O,l] 

-À 
X 

g(lH) 

o 

"! oB 

= 

• 

Dal. como o grau de Leray-Schauder e invariante 

por homotopia, vem que 

d(id-h(·,O), oB,O) = d(id-h(·,l), cB,O) 

isto ê, 

d(e,€8,0) = d(id-h(·,l), cB,O) 

que pelo teorema de Borsuk ê diferente de zero, logo 6(EB) ê vi 

zinhança de zero em E, então V = f(x
0

+oB) = B(cB) + y e vizinhan 

ça de y em E contida em f(U 1 ). 1 
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-
CAPITULO IV 

UM TEOREMA GLOBAL PARA UM PROBLEMA NAO LINEAR DE 

AUTO VALORES 

Entendemos como um problema de auto valores nao li 

near uma equação da forma 

(4.1) X= G(À,X) 

onde x pertence a um espaço de Banach real E, ÀtR e G:RxE-+ E é 

compacta (isto~. G ~ contfnua e aplica conjuntos limitados em 

conjuntos relativamente compactos). 

Nõs estudaremos a equaçao (4.1) sob as hipõteses 

que G(Ã,x) == ALx + H(Ã,x) unUe L:i: -1- E é uma ctpi·icctçdo J·inear 

compacta e H(À,X) = O(l!xlll para X nas vizinhanças do o e À em 

intervalos limitados. 

Observe que {(À,O)/ÀcR} sao soluções de (4. 1) as 

quais chamaremos de soluções triviais. 

Chamaremos (u,O) de ponto de bifurcação de (4.1) 

com respeito a linha de soluções triviais se toda vizinhança de 

(~,0) contiver soluções não triviais. 

Dizemos que ucR e um valor característico de L se 

existe XEE, x -f o tal que x ~ 11Lx. 

Denotaremos por ;J o fecho do conjunto das soluções 

-nao triviais de (4.1) e por r(L) o conjunto dos valores caracte 

risticos de L. 
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Lema 4.2 Se ~o i r(L) existe uma vizinhança V de (~ 0 ,0) que. 

não contem soluções não triviais 

Demonstração: 

Observe primeiramente que I - ~ 0 L tem inversa con 

tinua pois ~o i r(L). 

Chamaremos de u1 o intervalo 

1 } 

e de u2 uma vizinhança de O em E tal que 

H(À,x) < lf X 11 

Mostraremos que a vizinhança V = u1 x u2 satisfaz 

as condições do lema, pois se (À,x) c V e 

x = G(À,x) = Hx + H(À,x) temos 

llxll = IIII-~ 0 L)-
1 .(x-~ 0 Lx)ll = IIII-" 0 L)-

1
11 llx-" 0 Lxll = 

= 11 (I-~ 0 L)-
1 11 11 (À-~ 0 )Lx + H(À,x)ll. ~ 

< IIII-~ 0 L)-
1 111À-~ 0 111LIIIIxll + IIII-~ 0 L)-

1 11 IIH(À,x)lf < 

< -j- llxll , donde conc1uimos que x =O 1 

Segue imediatamente desse lema, que os pontos de 

bifurcação de (4. 1) possuem na primeira componente um valor ca

racterlstico de L, porem a reciproca ê falsa, basta tomar 

2 2 3 3 G:RxR __,_R dada por G(À,(x,y)) = À(x,y) + (-y ,x ). 
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A equaçao (4. 1) tem a forma x = Àx-y 3 e y = Ày + x3 donde con

cluímos, multiplicando a primeira por y, a segunda por x e sub 

traindo, que x 4 + y 4 =O , isto e, (x,y) = (0,0). Portanto 

(1' (0,0)) não e ponto de bifurcação. 

Note que a multiplicidade do valor característico 1, deste exe~ 

plo, e par (igual a 2}. Provaremos abaixo, que todo valor carac 

terlstico com multiplicidade Ímpar do operador L ê ponto de bi-

furcação de (4.1). 

Observe que os pontos u para os quais (u,O) sao 

pontos de bifurcação formam um sub-conjunto discreto de R, pois 

pertencem ao conjunto dos valores caracterlsticos da transforma 

ção linear compacta L. 

Lemu 4.3 S;:; J..t t: r-(L) o ::ntão 

ponto de bifurcação de (4.1). 

Demonstração 

Seja V uma vizinhança de (u 0 ,o) em RxE. Temos de 
' 

mostrar que existe uma solução não trivial de {4.1) em V. 

E 

v 

\lo llo+E R 

Seja c>o tal que [~ 0 -c, ~ 0 +c]nr(L)= 

~ {u
0

} (os valores caracteristicos 

de L formam um subconjunto discreto 

de R). 

Pelo lema (4.2) existe ~CE vi zi-

nhança do zero tal que 

id-G(~ 0 -c,·): ll - E 

e 

id-G(~ 0 +o,·): ~ - E 
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se anulam somente no zero. Escolhemos e e Q de tal modo que 

c~o-e • ~o+eJx 5 c: v 
Pelo teorema (3.3) temos que 

d(id-G(~ 0 -e,·), Q,O) = (-l)ml onde m1 e a soma das multiplicid~ 

des de todos os auto valores maiores que 1 de (0
0

-e)L e 

d(id-G(~ 0 +e,·), Q,O) = (-1 )m2 onde m2 e a soma das multiplicid~ 

des de todos os auto valores maiores que 1 de (u
0

+E)L. Logo 

d(id-G(~ 0 -e,·), Q,O) I d(id-G(~ 0 +e,·), Q,O) 

pois m2 inclui a multiplicidade de (u 0 +e)u~ que e Ímpar. 

Dai' considerando h: n X [-1 '1]--+ E dada por 

h(x,l) = G(~ 0 +le,x) e y(l) =O, no teorema (2.14) temos que 

para algum le[-1,1] e algum xeaQ, x-G(~ 0 He,x) =O. Como 

u = 1-!
0

+Ãe E [1-l
0
-e, 1J

0
+E] vem que (JJ,X) e a soluçáo nao tr~ivial 

procurada. 1 

Seja X um espaço topológico e AC X, chamamos de 

subcontinuo de A, um subconjunto de A fechado e conexo em X. 

Seja Ç = RxE, dizemos que um contlnuo Y (fechado 

e conexo de 7;,) encontra o i nfi ni to se Tf na o e 1 imita do, onde 

Denotaremos 

por í3e(u,x) e BE(x) as bolas em Çe E de.raio E e centro em 

{u,x), x respectivamente. 

Lema 4.4 Seja K um espaço mêtrico compacto e A e B subconjuntos 

fechados disjuntos de K. Entio existe um subcontfnuo de K ~nco~ 

trando A e B_ou K = KAU K8 onde KA e K8 são subconjuntos disjuQ 

tos compactos de K contendo A e B respectivamente. 
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Dem: Referência: )81 pâg. 12 1 
Lema 4.5 Seja ~<r(L). Suponhamos que nao existe um subcont1nuo 

de ;Ju{(~,O)} que encontra (~,0) e 

1. encontra o infinito em Ç, ou 

2. encontra (0,0) onde~ I 0•r(L). 

Então existe um aberto limitado nc~ tal que 

a>Jn,J = ~ e ~não contem soluções triviais ().,O) se 

IÀ-~1 ~ < com O<c<dist(~, r(L)-{~}). 

Demonstração 

Seja t:~ a componente conexa de (~,0) em Au{(~,O)}. 

Por 1. temos que Ç
11 

ê um sub conjunto limita do de Ç, logo po

demos escolher a e b reais tais que "ÇJI c [a,b]x G(Ç,
1

) e da1 con 

cluir que ~ ê compacto, pois G ê compacta. Por 2. junto com o 
~ 

lema (4.2) podemos escolher uma O-vizinhança u6 de ~\1 tal que 

1Jõ não contem soluções (À,O) de (4.1) para IÀ-~1 ~c. · 

Seja K::: u6 n..J, temos que K com a topologia induzi 

da de Ç ê um espaço mêtrico com;acto (;J ê localmente compacto) 

e ?,:~ n au 6 = ~ por construção: Se 8U 6 n,J = ~ colocamos U6 = n 

e o lema estã demonstrado. Se au 61lJf ~ pelo lema (4.4) existem 

subconjuntos compactos disjuntos A e B de K tais que C
11 

C A , 

(au
6

n.<l} C B e K =AV B e neste caso tomamos como >l uma ó 1-vi_ 

zinhança de A em~ onde o1 e menor que a distância entre A e B. 

1 
. Com esta preparaçao podemos provar o teorema cen

tral deste capítulo. 
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Teorema 4.6 Se ~e r(L) tem multiplicidade 1mpar então J possui 

um subcontlnuo (maximal) Y~ tal que (~,O)e y~. e <,::~ 

l. encontra o infinito em C,, ou 

2. encontra (~,0) onde ~ 'f~ e r(L) 

Demonstração: 

Suponhamos por absurdo que nao existe ~ com as 
~ 

propriedades acima, então existem n e E como no lema (4.5). Co-

mo n não intercepta a linha de soluções triviais fora do in

tervalo (wc, ~+e), temos que para IÀ-~1 ~c existe p(À) >o tal 

que Bp(À)(O) n iiÀ = 0 e pelo lema (4.2) para ü<IÀ-~1< c pode. 

mos determinar p(À)> o tal que (Ã,O) ê a Ünica solução de (4.1) 

Para simplificar as notações da demonstração es-

colheremos p(À) com as seguintes propriedades: 

a) p(À) e constante se IÀ-~1 ~ c 

b) p(À) e constante se n~l < IÀ-~1 < T para n c IN 

(usamos o lema (4.2) e a compacidade de n!l ~ IÀ-~1 ~ T) 
c) p(À) decresce quando À se aproxima de ~. isto e, 

o(Ã 1) < o(À 2 ) se IÀ 1 -~I < IÀ 2 -~I 

E 

~+c R 
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Para Àtl'• não existe soluções de (4.1) em 

{À}x a(nÀ- Rp(À)(O)), logo d(id-G(l,·), nÁ- Rp(À)(O) , O) 

esta bem definido. 

Mostraremos que 

e com este resultado chegaremos a uma contradição. 

* 

( 4. 7) 

Seja À>g . Escolhemos À > À suficientemente gran-

* de tal que, (e,x) e Sl implica que 8<À . Temos que 

U = Sl- [À,À*]x Bp(À)(O) ê um abert~ limitado em 'Ç:= [l,À*]x E 

e X G(8,x) f o para (e,x)c aU(em G) logo, pelo teorema 

(2.17), vem que 

d(id-G(e,·), n8 - Bp(À)(O) O) 

- * e_constante para e c [À,À ], mas ri*- então 
À 

, O) =O. * -d(id-G(À ,·), "*- B (À)(O) 
À p . 

Para À<~ um argumento si 

milar ê empregado. 

Tomando ê suficientemente pequeno, tal que 

a 8 (~,0)Cn, podemos concluir tambem pelo teorema (2.17) que 

( 4. 8) 

Pela propriedade (i i) do Grau de Leray-Schauder, se 

~-ó < ~ < ~ < À < v+ô podemos escrever 

d(id-G(},·), SJÀ,O) = i(G(},·),O) + d(id-G(},·),n_~._-Rp(~)(O) , O} 

( 4. 9 ) 

d(id-G(À,·),n'i,O) = i(G(À,·),O}+d(id-G(À,·}, n;;- Rp(À)(O), O) 

usando (4.7) vem que 
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d(id-G(~,·), QÀ,O) = i(G(À,·), O) 

d(id-G(À, · ), 

e finalmente 

n ,O)=i(G(À,·),O) 
À 

por (4.8) chegamos a 

i(G(~,·),D) = i(G(À,·), O) 

mas i(G(À,·),O) = -i(G(À,·),O) f O pois~ ê um valor caracter1s - -

tico de multiplicidade impar (teorema (3.3)). Chegamos assim a 

contradição e a prova esta completa. l 

Corolãrio 4.10 Se n ê aberto e limitado em Ç contendo (~,0) , 

G(À,X) ê compacta em n e 

,d possui um sub contlnuo 

~cr(L) tem multiplicidade impar. Então 

(maximal)~ C i'i tal que (~,O)c 'Ç e 
~ ~ 

1. encontra dO, ou 

2. encontra (~,0) onde ~ f 0 c r(L), (0,0) c n 

A demonstração ê a mesma do lema (4.5) e do teore-

ma ( 4. 6 ) 

Teorema 4.11 Suponhamos que as hipÕteses do teorema (4.6) estão 

satisfeitas e (l) não ocorre. Seja r = {ycr(L)/(y,O)c ~~}. En

tão r possui pelo menos um ponto y F p com multiplicidade ímpar 

Demonstração 

Como (1) nao ocorre r possui uma quantidade finita 

suponhamo-os ordenados, isto -
e ' 

Y1 < Yz < ••• < Yj e y 5 = 11 onde 1 <s <j (Se s = 1 ou s = j a 

demonstração e a mesma) 

Com a mesma técnica usada no lema (4.5) encontramos 

um aberto e limitado ncl? tal que '/f C n, an0•L~ e ii não con
~ 
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tem soluções p,,O) de (4.1) se p,-yj ~ E para algum ycf, onde E 

é um real positivo menor que a distância entre r e os demais po~ 

tos de r(L). 

Usando agora os argumentos empregados no teorema 

(4.6) podemos definir p(À), conluir que 

d(id-G(À,·), QÀ- Bp(À)(O) , O) ~constante se Yr <À< yr+l , 

1 < r < j (4.12) 

e ainda mais, como em (4.8), para ô suficientemente pequeno 

d(id-G(À,·), nÀ,0) =constante se IÀ- yj <o para algum y c r 

(4.13) 

-
Seja Yr- ó < y < Yr < y < yr+ó , então, como em 

(4.9), podemos escrever que 

d(id-G(y,·),ny,O) = i(G(y,·),D)+d(id-G(y,·),ny- iip(y)(O) , O) 

d(id-G(y, ·) ,n_,O) 
y 

= i(G(y,·),O) + d(i.d-G((,·), n - iip(y)(O), O) 
y 

e dai usando (4.13) chegar que 

i(G(y,·),O) + d(id-G(y,·), Qy- iip(y)(O), O)= 

= i(G(y,·),O)+ d(id-G(y,·), n -
y 

Se yr tiver multiplicidade par temos 

i(G(y,·), O)= i(G(y,·), O) , logo 

' o ) 

d(id-G(y,·),n - ii ()(O)= d(id-G(y,·), Q- - iip(y-)~~) , O) - y p y y 

Supondo que y
1

, ... ,y
5

_ 1 , 

multiplicidade par, usando as equações 

(4.14) 

-Ys+l , .. ·Yj sao todos de 

(4.12), (4.14) e notando 
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que nÀ - ~ se À e suficientemente grande conclui mos que 

d(id-G(\, ·) , o -À iip(Ã)(O) , O) -o se À ' Ys - ~ 

De modo anãlogo, se ~ - ô < À < ~ < À < ~ + 

temos que 

i ( G (~, · ) , O ) + d (i d - G (~, · ) , o À - ii P (~) (O ) , O) • 

= i(G(À,·), O)+ d(id- G(À,·), nÀ- iip(À)(O), O) 

Desde que i(G(~,·),O)=-i(G(À,·), O) -f O, pois~ • Ys 

tem multiplicidade impar. pelo menos um dos inteiros 

d(id- G(~,·), OÀ- iip(~)(O), O) 

(4.15) 

ô 

d(id- G(À,·), nÀ- iip(À)(O), O) tem que ser diferente de zero, 

contrariamos desse modo a equação {4.15) e completamos a prova. 

1 
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