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Introducao

Parte I Um resultado elementar | mas instiutivo, da chamada Teoria de
Ramsey afirma que seis ¢ o menor bimero de pessoas num grupo tal que: ou
existem trés pessoas que se conhecern mutuamente, ou existem trés pessoas
que sfo estranhas entre si { assumimos gue a relacio "conhecer” & simétrica,
ou seja, se x conhece v, entho v conhece x). Este valor da famosa funcéo
de Ramsev refere-se a um dos casos mals simples dentre os poucos valores
conhecidos até o momento.

O problema de se determinar os valores exatos desta funcio parece ser
bastante dificil , haja visto que, em mais de seis décadas de pesquisa, as
solughes exatas foram obtidas apenas para alguus poucos e geralmente pe-
guenes valores dos parametos do dominio.

A partir de 1971, passou-se a investigar varianfes deste problema; o ar-
tigo[Cal | apresenta wma versdo cuja variante consiste na possibilidade da
relacao “eonhecer” nio ser necessariamelte simétrica. Nesta versio, um pro-
blema similar ao descrito acima pode ser reformulado do seguinte modo:

gqual € o menoer numero de Pessoas NInNa reuniao que garanta a
existéneia de dois grupos de trés pessoas cada tal quer ou cada
pessoa do primeiro grupo conhece todas do segundo grupo, ou
cada pessoa do primeiro grupt nao conhecs nenhuma do segundon?

Esie problema pede ser generahizado, gevando uma funcao que chamamos
funcao polorizada. Como se irata de literaiura recente, ha varios problemas
aparentemente complicados em aberto e cujos similares na cldssica teoria de
Ramsey j8 foram solucionados. Por exemplo, enguanio ¢ valor do problema
do perdgrafo introdutdrio j4 fol estabelecido, continua em aberto a deter-
minacan exata do seu similar na fungéoe polarizada. Resolvemos parcidlmente
o problema: o valor estd entre 10 ¢ 18,

Para os casos finitos, a 1‘)ri1'1£1{1)io, a determinacao dos valores exatos desta
nova fungio pode ser taodificil gquanto seu similar na teoria cldssica { am-
bas sfic problemas NP-completos ). As primeiras ¢inco se¢des tratam deste

problema.
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O propédsito deste trabalho € estudar, de um ponto de vista introdutério,
duas classes de problemas extremos em combinaiéria finita e uma versio
transfinifa de uma delas

O capitulo T ( secdes 1 a 5 ) consta inicialmente de uma breve discussio
sobre alguns conceitos combinatdrios, tais como: planejamentos, guadrados
latinos e apresentacao de uma nova maneira de construir determinados plane-
jamentos. A formulacao da funcio polarizada encontya-se na segunda parte.
As préximas duas segdes descrevem resultados ( na sua maioria originais) so-
bre limites inferiores e superiores para certas classes de pardmetros da fungao
mencionada. A altima secho deste c:apﬁ:nlo estabelace uma conexdo entre o
preblema de Zarankiewicz e a fungio polarizada.

Parte 11 O gutro assunto abordado nesta monografia referese a um
conthecido problema combinatdrio, também de carater vetorial, que passamos
4 descrever.

Gual & o ndmero minimo de torres de xadrez para satisfazer a
propriedade seguinte: qualquer posicao do tabuleiro pode ser
atingida com um movimento de uma das torres 7

Nao ha dificuldade em ver gue a resposta ¢ 8. No entanto.a resposta
nac é tdo facil se considerarmos a mesma pergunta para rabuleiros de for-
mato hiperciibicos no espago n-dimensional. Esta situacao particulariza nm
problema conhecido comao cobertura por hipertorres . Embora estudada ha
déeadas, conhecen-se apenas poucas classes de valores exatos para a fungao
relacionada . _

Este problema sera abordade no capitulo II { secdes 6 a 10 ) . Discn-
tiremos hrevemente alguns topicos da teoria dos codigos em (6). Posterior
mente, enfocaremos algumas estimativas de pardmetros da fungao associada
a cobertura por hipertorres . Dedicamos maior atengdo a wina nova proposta
de ataque a tals problemas, conhecido como méfodo de cobertura usando
malrizes { parte 9 ), reservando a dltima secao deste capitulo a uma breve
exposicao dos avancos realizados neste problema através de recursos com-
putadionais e otimizacao combinatdria. _

Nio podemos deixar de mencionar o fato curiose: um caso espeefﬁco
desta funcio determiua uma estratégia de apostas para ganhar na Loteria
Egportiva com mimero minimo de cartoes.

Parte 111 O capitulo II] apresenta um estudo sobre as versbes transfini-
tas das particdes encontradas no cra;ﬁtnlm [ { num certo sentido, extensdes in-
finitarias da fungdo polarizada). Tal assunto faz parte da teoria das particoes
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polarizadas, Bm particular , dedicamos atengio especial ao Principio de Ari-
adne, umas versae proposta por Carnielli e Di Prisco.

Este capitulo tem como escopo a apresentacio de resultados relativos hs
particoes polarizadas, dando énfase a algumas comparacoes entre a teoria
dos conjuntos ZF | a teoria de Ramsey jnfinita e o Principio de Ariadne.

Para isto, um breve resurmo de alguns tépicos de ZF é descrito na secaoll,
Em seguida, descrevemos alguns dos principails resultados da teoria de Ram-
sey infinita em 12

A teoria das parti¢hes polarizadas é assunto das dvas dllimas se¢des,
sendo gue a parte 13 trata da classe destas particoes definidas em produtos
cartesianos de dimensdo finita . E, finalmente, o F‘iﬁirmi’pio de Arviadne 8
discutido na ltima , a gual tem como prineipal resultado deste capitulo: o
Principio de Ariadne é contraditério com o axioma da escolha.

A maloria dos trabathos publicades sobre a teoria das partigGes polariza-
dax refere-se as partices definidas em produtos cartesianos de dimensio 2.
Por ontro lado, as referéncias biblicsrdficas das duas fitimas se¢oes sio pre-
cursoras de um novo enfoque desta teoria, & saber :particdes cuja dimensio
pode ser maijor que 2, ou mesmo transfinita. Come se trata de literatura re-
cente, ha varios problemas aparentemente dificeis em aberto e cujos similares
na teoria de Ramsey infinita ja foram sohicionados.

Pressupomos, nesta dissertacio, apenas familiaridade com alguns topicos
matematicos elementares :  construgao de corpos finitos GF{g) para g
poténcia de primo, rudimentos da teoria de grupos e anéis, nogoes de espago
votorial, elementos de teoria dos conjuntos.

Finalizando esta introdugdo, comentaremos a onginalidade deste tra-
batho. O capitulo 1Tl é uma mera exposigio. O mesmo acontece com as
seches 0, 7 e 8 © enquanto 9 apresenta algumas generalizacoes de teoremas
J4 conhecidos. Resultados via métodos computacionals e a conexac entre
o pmwoblema da cobertura por hipertotres e a Teorla dos Grafos { secaol )
foram obtides com a colaboragio dos professores do DCC-Unicamp: Cid C.
Souza e Marcus V.S.P. Aragao.

O capitulo 1 {em particular as secées 3 |, 4 e 5 ) consta essencialmente
de modestos resuliados originais, com dependeéncia de nosso conhecimento
sobre o tema. Quante aos demais resultados apresentados neste trabalho,
procuramos citar as fontes bibliogrdficas.



Capitulo 1

Funcao Polarizada
1 Teoria dos Planejamentos

Neste capitulo vamos assumir que todos os conjuntos mencionados san fing-
tos e que todos os paramelros sao nimeros naturals positivos. Injcialmente,

apresentaremos alguns conceitos combinatorios:

1.1 Conceitos

Definicio 1.1 Segjam V7 wm conjunto de cardinshdade « [ V] = ¢ b e J uma
familia de subconjuntos de 17, Os elementos de V' { respectivamente de 7 )

4

receber o nome de penfos (respectivamente blocos ou bnhas §
Um planejamenfo com pardmetros (o k X} consiste em um par

e (V) 4) tal gque
i} gualguer bloco tem cardinalidade k|
it gqualquer 2—subconiunto { subconjunto de tamanho 2 } de V' esta contido

em exatamente A blocos de 3.
I“EI } ilil HATEINOS & 1ot ﬁg: {'-]_() (8] ilI i j:\; ta ( v 11,".'_1}11 } as e ('}1 AT j d 5 ?}EO R (_1 1161 {.1 O

nao houver perigo de confusio.

A= {013,124, 235 346, 045, 156, 026 )

Por simples Inspecan, verifica-se que {1V, 7} € um planejamenio (7. 30 1},



Definiggo 1.3: Diz-se que P = ( V, 5) é um planejamento resolivel
{v, k, X} quande:
i) P é um planejamento (v, k. A)
i} a familia de blocos 3 pode ser dividida em classes tais que cada classe &
uma partigée de V.

Unia classe de § que particiona 1" recebe o nome de classe de paralelns.

Exemplo 1.4: Sejam V = {0.1... .8} e # a familia de 3-subconjuntos:
by = 036 by = 048 b = (357 big = 012
bow= 147  bs = 156 bg =138 by, = 345

by = 238 be = 237 be = 246 bin = 678

=

O par [ V0 31 é um planejamento resolhivel {9.3.1} . onde os blocos de

cada coluna acima estabelecemn uma classe de paralelas |

Defini¢do 1.5 Sejam ! 2 2 em > 1. Atnpla T = V.G, 3) é uma
configuragan transversal {1} quandor Vi = lyn : & particiona V' em |
grupos Gy, Ga. ... Gpoonde |G = mpara 1 <7 <[ 7 uma familia de
{-subconjuntos de 17 tal que :

i) cada bloco contém um inico ponto de cada bloco de & .
1) cada 2-subconjunto {r.y} de V', onde 1 ¢ y pertencem a grupos distintos
de &, estd nmum vinico bloco de 3.

Exemplo 1.8 : Utilizando o exemplo acima e denotando:
Gy ={bh 1 €18} G = {0,1.2} Cg = {3.4,5} Gy = {6, 7 8}
obtemos (V, {G, G» Gz}, 1) uma configuragio transversal (3.3}

Definigdo 1.7 : Seja A = (a;;)uma matriz quadrada de ordem m cujas
- entradasa;; esthoem | = {0,1,....m=1}. Aéum guadrado latine de ordem
1m se cada elemento de F ocorre exatamente uma vez em cada linha e em
cada coluna de A ,ou ainda, todas as linhas e colunas de 4 s&o permutacoes

de E.



Exemplo 1.8 : Denotande F = {0, 1,2}, considere as matrizes:

0 0 0 01 2 6 1 2 0 1 2
111 ¢ 1 2 120 2 01
2 2 2 01 2 2 41 1 20

As duas dltimas sdo quadrados latinos de ordem 3.
Definigao 1.9 Sejam duas matrizes A = lagi)mom e B = (bij}mxr_x - Deno-
tamos por Ax B a matriz concatenagcao de B em A, definida por 42 B = (cy)

onde: ¢ = (@, byt para 1 <i<nel <j<n

Definigdo 1.10: As matrizes A ¢ B sdo ditas orfogonuis se a con-

catenagao A + B possuir todos os elementos de F ¥ E . As matrizes
Ay, Ap, . Ap sko mutuamente ortogonais se A, for ortogonal a 4; para i # 3,

Exemplo 1.11: As matrizes do exemplo 1.8 sao mutuamente ortogonais,
De modo geral, podemos caracterizar quadrados latinos em termos de orto-
gonalidade.

Proposigao 1.12: Uma matriz 4 de ordem m é quadrade latino se e

somemte se as matrizes:

0 { 5] 0 1 ... m—1
1 i 1 0 1 ... m-—1

: ) . . e A
mi—1 m-—1 ... m-1 6 1 ... w1

s&0C mulitamente Ortogonals.
Prove: Conseqiiéncia direta da definicdo de quadrado latino.

1.2  Alguns resultados combinatdrios

Dado seu interesse particular para o nosso trabalho, mostraremos wma forma
direta de construir certas classes de planejamentos, que seréo usadas poste-
riormente na obtencio de limites inferiores para a funcao polarizada |



Neste capitulo, salve mencao coutrdria, denotaremos um vetor -
dimensional X por {(Xg Xy, .., Xo .., X 1) onde X, representa a i-ésima
coordenada de X (0 <{<r—~1} .0 vetor X! denota o transposto de X

Lema 1.13: Be r ¢ primo entao:

(a) existe planejamento resolivel (r r, 1)

(b} existe confignracio transversal {r, r);

{c) existemn r — 1 quadrados latinos de ordem v mutuamente ortogonais,

Prova: Seja &, o anel dos inteiros médulo r, onde + e - denotam as
operacoes usnais de adicio e produto, respectivamente. Contruiremos o

identificar V' como constituido pelos elementos da soma direte Z, & Z,. As-
sim. sens elementos tém a forma: (o, b) = o -7 4+ b onde § < o, b < r — 1.
Tome G = { {i,y) eV : 0€y<r—I}parad <71 <r~1 Desse

modo, (= {G 0 <0 <y — 1} particiona V' oem r blocos. Mais ainda, & é

nmia clagse de paralelas na segunda coordenada.
Para 0 <L a, b < v — 1, considere:
(if Fla, by = {a.bva.2b 40, -, (r —1}b 4 o)

iy Bla.b) o r-subcvoujunto de V. formado  pelos  elementos  de
(0,1, . v — 1) Fla bi' | isto &

Bla.b) = {{0 ), {L.b+a),. . {r—1{r—1b+a}}

Seia B o conjunte cujos elementos sao os bloces B b}, Finalinente,
A= B UG € o conjunto de blocos desejado.

Claramente temos [V] = r? e qualquer bloco tem tamanho 7. Para (V, B)
ser planejamento reschivel, resta provar que qualquer Z-subconjunto de V
eatd contido em wm dnico bloco de . Dividivemos esta tarefa em trés partes,

Primeira parte: a interseccao de dois blocos nao excede um elemento:

(1.2} 130 Bla, b} = 1 por construcdo de Bla, b) ;

(1.3} a intersecgao de dois blocos de B tem cardinalidade menor ou ignal a
um. De fato, digamos que 2 # y e {r.y} C Bla.b} 1 B(c. d). Como
{z.y} C Bloby temos z = {(monb+a)ey = {m mb+a), onden £ m
por {1.2}. Por outro lado, {r,y} C Bl d) e assint



Subtraindo membro a membro as duas jgualdades . {5 — di(n —m) == (),
Como Z, ¢ corpo e n — m # 0, obtemos d = b Claramente temos
a = ¢ e, portanto, Ble,b) = Ble 4}

Parte dois: qualguer 2-subconjunto {2, y} de V aparece nma vez nos blo-
cos de g, De fato, dado um 2 de V', ele estd contido e v 4+ 1 blocos, pois
hi r classes de paralelas em B mais a classe G{ parte 1rés §. Para cada um
desses blocos, @ se relaciona com r — 1 pontos. Entac z se relaciona com
(r—1}{r+1) = r* — 1 pontos, Ha {7¥ — 1) 2-subconjuntos de V" que contém
e, nenhum deaaoa poiiv aparecer mais dc uma vez { primeira parte ). Assim

todos sao distintos.

Jarte trés: Dado 0 <b <r—1, aunido B(OHUR{LEU. . UBF—1Lh)
forma uma classe de l.':la..ra}ela% . Tome (i, 7) G V. Claramente existe wm
0<a<r—1talguedb4a = 74, ousea, (1,7 € Bla k. Por outre lado,
{7. 7} pertence apenas a um bloco da classe de pdralela&;_

Com estas trés partes, conelul-se o item {(a) do lema . A tripla (V. G, B)
forma wma configuracao transversal (r,7) pois:

(i} cada bloco de B possui um ponto de cada bloco de &7
(i) cada Z-subcorjunto {x. ¥}, 7 e y portencentes a blocos distinios de &
esta nim rnico bloco de B -

Finalmente, os r — 1 quadrados latinos podem ser coustruidos da seguinte
forma. Dado 1 < 4 < v~ 1, considere F; a matriz culas entradas sio as

i-ésimas projecées dos vetores Fla, b

Fiw{ Fla,b); ) onde 0 < h<r—1
Utihizando o fato de Z, ser um corpo, prova-se que F; é gquadrado latine
e que {F.Fq, .., Fr.1} contitul um conjunto de mairizes mutuamente or-

togonals, U

-Matriz Geradara-

O leitor deve notar que as componentes de (0,1, ...r — 1) = Fla,b)
foram definidas adicionando-se ¢ nas segundas coordenadas das compo-
o ]

wentes de (0.1, v — 1)+ F{8,8)0 J4 vimos que U0 { Bla,b) } é uma
classe de paralelas. Dessa forma, para b fixado, (0.1, v —~ 1V % F{o, by




podem ser construidos a partir de (0.1,...,r — 1) = F(0,5).  Assim,
B({0,0), B{O,1),.. . B{0,r — 1) geram as familias de paralelas de B,

Com este prineipio, intreduziremos um algoritme de obtencao desses ge-
radores e, em conseqiiéncia , todos os blocos de B.

Definicdo 1.14: Fixe 0 < k £ 7 — 1, denote por ¥y a mairiz geradora
definida por ¥y = (ka + blocaber-1, iSto &

] § 1 ' 2 S -1 7
k (k+1) k+ 2 S
=Dk (r=Dk+1 -Dk+2 0 (k41

A coluna j de ¥, coincide com o vetor F {7, k} ; os elementos da diagonal
principal de ¥, . com as componentes de F{. & + 1), Este, por sua vez,
aparece na primeira coluna { 7 = 0 } de ¥y e gera o bloco B0k 4 1) .
Analogamente, os elementos da diagonal principal de Wi ; coincidem com os
pontos de F{0, k +2) , gerando B(0, k-+2} e assim sucessivamente. Portanto,
este procedimento recursivo produz F (0,0}, F{0,1). ..., F{0,r~1) 05 quais
geram a familia B . -

Exemplo 1.15: Construcao de planejamento resohivel (9,3.1) . Con-

sidere V = Zs & Zs e a bijecio candnica entre Ve {0, 1... . 8}, Pelo lema
1.13 ) temos F(b, ()" = {b b, b} para b=-0,1.2 . Assim
0 1 2
Y= 10 1 2
6 1 2

Concatenando o vetor (0,1, 2)" com as colunas de ¥, , obtemos trés blocos

de H:

B(0,0) = (0,3,6;  B(1,0)={1,47) B(2,0}=1(258)
Das outras duas matrizes geradoras:
0 1 2 0 1 2
=11 2 0 Vo= 2 0 1
2 01 1 2 0

&



{}1"}?'-(:!'{1'3 08 0% blocos:

BOT = (0.4.8)  B(L1) = (1.5,6)  B(2.1) = (2.3,7)
B0.2) = (057} B(L2) = (138)  B(2.2) = {24,6)
Tomando-se & {00,1,2),(3,4,5),(6.7.8}}. o plangamento

Em 1.13{c} . vimos que Fy, Fy, .., Frop sdo matuamente ortogonais. De

um modo geral vale:

Lema 1.16: Para qualquer poténcia de primo g = r", existe nm copjunto
de g — 1 quadrados latinos mutuamente ortogonais de ordem ¢ .

Prove: Seja o corpo de Galois GF{(g) com g elementos . Para b € GF(g)\
{0} | defina a matriz:
Frp= {Flboa)) = (kat+b) {a.b} C GF{g)

A qual e quadrado latine devido & eostrutura de corpe em FF(g)
Falta mostrar que Fi e F, sao ortogonais para k& # j . Suponha que
(Frtboal, Filboal) = (Fp(d, o), Fi{d, e}, Assim como na demonstracao do

lema 1.13{c}, encontramos o = ¢ da igualdade (k — 73 (e — ¢} == 0, desde que
B i, Logob = d . pois Fy é quadrado latino.

No lema 1.13{cl, poderfamo& coustruir o8 blocos de 7 partindo da
exisiéncia de (r — 1) guadrados latinos mutuamente ortogonais de ordem
roe vice-versa, Na realidade. os conceitos: guadrado latino, planejamento
resolavel, confipuracao transversal estao imtimamente ralacionados pela:

Proposigio 1.17: Param > 2, as afirmacdes seguintes sao equivalentes:
{a} existe planejamento resolivel (™, m, 1)

(b} existe configuracao transversal {m,m )
{¢] existe m — 1 quadrades latinos de ordem m mutuamente ortogonais,

Prova: Ver [Sif.
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2  Formulagao da Fungao Polarizada

No primeiro pardgrafo da Introducio lembramos um resultade folclérico da

- Teoria de Ramsey :
seis é a quantidade minima de pessoas numa reuniao para garan-
tir a existéncia de um grupoe de {rés pesscas gue se conhecem
mutuamente, ou de um grupo de trés pessoas que sado estranhas
duas a duas { assumimes a simetria da relacio "conhecer 7).

Podemos generalizar este problema de varias maneiras, a saber;

{a}) subistitair a relacao bindria "conhecer” por uma n-dria (nao necessaria-
mente simétrica }:

{b} supor que a velacdo possa assumir v valores distintos e ndo apenas dois
{conhecido ou desconhecido):

(¢} exigir que o grupo tenha um valor arbitrdrio ¢ de pessoas,

Afim de formular matematicamente estas possiveis generalizaches do pro-
blema em gquestdo |, vameos adotar algumas notacoes e definicdées. Dadoz um
conjunto X e um nimero naruyal o, denotamos por X a sua cardinalidade,
por X7 o produte cartesiano de X nvezese X = {Y 1YV ¢ X Y] = n}.
Salve mencio contréria. assumiremos a simbologia da teoria dos conjuntos

conforme [Je| .

Definicazo da Fungio de Ramsey

Seiam a,i.m e r cardinais finitos. Uma r-coloragdo do conjunto § é sim-
plesmente uma fungio x : § — r . Para cada s € 8, x{s) recebe ¢ nome
de cor de ¢ {em relagéo a x). Um subeconjunto 7 C & é menocromdtico ou
homogéneo se a imagem de T, x"{T') , tem apenas um elemento.

A relacio de particio a -~ {t); { l&se a flecha t.n,r ) significa: para
- Fal TP : L alt
qualquer r-coloracio de o™ existe um subconjunto T C o, (T} = ¢, T

homogeéneo.



Obviamente guande a — (f)] néo vale { neste caso, indicado por
a /4 (1)} - lé-se a nio flecha {,n, 7 ) signitica que h4 pelo menos uma r-
coloracio de o™ onde nenluma das r cores contém um subconjunto T
homogéneo, com IT'] > 1.

Os indices inferior e superior nio serao indicados em alguns casos, Nestes,
assumiremos o valor como sendo 2. Por exemplo: ¢ — (1) representa
a -~ ()3 e a A {1}y significa a /A (1) . Conforme estas notagdes, a assercio
a que nos referimos no pardgrafo iniclal resume-sea: 6 — (3 e 5 4 (3) .

F. Ramsey, em 1928, provou que para toda tripla {{, 7. n) sempre existe
un o suficientemente grande satisfazendo e — (1)7 . Dessa forma, o problema
relativo & generalizacho comentada da assercéo acima pode ser interpretado
simbolicamente por: dados r. . n ; gqual 0 menor ¢ tal que ¢ — {377 Logo,
faz sentido definir

R, r.n)=min{a e N :a — (1)7}

Esta é a famosa funcao de Romsey Desde que 6 — (31,5 4 {3) e que
a relacia ¢ — {1) é claramente mondtona crescente em f | n e r |, temos
R(3,2.2) = 6 . Np entanto, conhecem-se poucos valores exatos dessa funcao,
mesmo para parimetros pequenos, HA mais de sete décadas esta Tuncho
vem resistindo a todos os tipos de “ferramentas” mateméaticas e investidas
(mesmo em computadores) empregados na sua determinacio.

Definicdo da funcao polarizada

A partiv de 1971, variantes desse problema comecaram a ser pesquisadas
{ ver [Fe] ). O artigo {Ua3 |, publicado em 1986, apresenta uma versio na
qual considera a possibilidade da relacdo nao ser necessariamente simétrica,

Passamos a sua formulacio.

Seiam t,r, n naturais, A relacdo de particio a=s(ii { lé-se @
i * P g ir

duple flechat, n,r ) significa: para toda r-coloragho y de o™ existe
uma cor i e existen H; C a, com [H;] = 1,1 £ 5 < n, tals que

x(Hy x Hyxo.ox Hy) = {i}.



Neste caso, o conjunteo Hy x Hy % ... X H, recebe o nome de -
monocromalice Se a=3{t)] néo vale, escrevemos a=2{1)7 { 1é-se o ndo dupla
flechat, n,r) . Em alguns casos, omitiremos o indice inferior r { indice supe-

No artigo {Ca3 | é demonstrado o similar do teorema de Ramsey finito:
dados t,7,n ; sempre existe um natural ¢ sufidentemente grande tal gue
a=2{t)? . O menor ¢ satisfazendo tal propriedade ¢ definido como sendo o
valor da funcdo p{t,r,n) , ou seja,

plt,ron) = min{a € IV : a=={t)] }

Clomeo retiramos a obrizatoriedade da simetria, esta nova funcao tem
carater vetorial. Por este motivo, p é dite fungdo polorazida,

Ja mencionamos que R{3,2,2) = 6 ; em compensacao, a determinacio
exata de seu similar nesta versdo vontinua em aberto, tendo até o momento
a solncdo parcial + 10 < p(3,2,2) €19

Este fato nao é isolado. Ha vdrios problemas em aberto nesta versdo cujos
similares na Teoria de Ramsey ja foram soluclonados.

Impondo a restricio Hy = Ho = .. = H,  sea==3{{)" entdoa — (&) Tal
observacao mostra que o — (1) reduz-se a um caso particular de a={1 )7,
no entanto, por serem problermas NP-completos, apresentam a principic a
mesma difieuldade computacional . Das delimitacoes feitas para a funcio p
neste trabalho consegnimos obfer um inico valor exato dos casos nao trivias,

Vejamos os casos triviais, Dadost,r,n . o menor e tal que a== (1)} da =t
( g{t,1,n) = 1 ). Por outro lado, p(l.r,n}) = 1 gnando ¢ = 1. Agora, para

sentido, a fun¢io p pode ser encarada como uma das possivels generalizagdes
do principio citado. Pagqui em diante, vamos considerar os casos onde os

parametros sao todos superiores a 1. Claramente vale:

Proposicao 2.1:{ regras de monotonicidade) Seo < a1 <t , 1 < r |
n < n ea=()F entdo arz{t)]
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3 Delimitagoes Inferiores

Para a determinacio de um limite inferior da fungéo p, digamos a < p{t, v, n)
( e=A(1)7} ), basta exibir uma r-coloragio de a™ gue nio apresente um f-
subconjunto monocromaéatico.

Até o momento, nio é de nosso conheciments a publicagio de nenhum
trabalho referente ao assunto que nos propomos a enfocar nesta secio (a
saber, obtencdo de limites inferiores ), salvo os poucos resultados devidos a
Carnielli { ver [Ca3] e [Cad] ).

Tendo em vista os comentdrios acima, apresentaremos algwmas novas
classes de limites inferiores cujas coloracdes dependem essencialmente das
estruturas de certos plansjamentos ¢ de quadrados latinos.

Teorema 3.1 Se r é primo entio r- < p{2. 7. 21
£ s &

cores nac comtém um conjunto da forma: {2y, 20} % {3, ¥2}. Sem perda
de generalidade, podemos identificar os pontos de V' com os elementos de
Zy x &, e as cores, com {01, ..., r — 1}

Dado um z; € V), adotaremos a tabela:

Po Ao A A

para indicar que as células {2;} X A; de V x V recebem a cor j ., onde
<j<r—leAgU AU, UA, ; particiona V.
Para um ¢ de Z, fixado, considere a tabela:

(.00 1 Bloe) [T Bla B(r—1.a)
.H,_(-f*.::.b,ﬂm”___?_g:ﬁ}__ ,,,,,, .;_;;.m___.Aﬂﬁli‘_fi}__m;;' BB rr-la)
G S B La) [ T Br—ivhe | [ Br—1i7 1]

onde a familia dos blocos B(b,a) , 0 < b < r — 1 | consiste na classe de
paralelas gerada pelo vetor F(0, ¢} na demonstracio do lema 1.13
Agora, vartando g, obtemos a coloracao y com as propriedades:
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(P1} pcna qualquu elerne nto 2 do i x 17 existe uma corj tal que x{v) = 7,

{P2) ndo existe um 2-subconjunto homogéneo para v . De fato, se tal ocor-
resse, existinia um Z-subeonjunto de V aparccendo 2 vezes em blocos
de B contidos nesta cor . Mas isto leva a um absurde, desde que B ¢ §
e (V, ) é planejamento.

A prova esta completa.0

Comentério Assumindo as notagoes acima, podemos notar que, com a
fixado, a eliminacao da primeira coluna da tabela acima origina um quadrado
latine dado pela matriz (B{i + j,a))rxr -Varlando ¢ | obtemos r cépias de
quadrados latinos isomorfos € a propriedade:

(P3) os blocos de uma cor sio os mesmos 7~ blocos de B do Lema 1.13

As propriedades (P1) a (P3) evidenciam uma simetria muito especial na
classe de coloragdes descrita.

Exemplo 3.2, 10 < {2,3.2) .
7 = 3 defermina a coloracio { empregamos & bijegao ususl entre Zy x s e
{0,1,...,8} pars facilitar a Jeitura }:

A aplicagdo do teorema 3.1 quando

cor O cor 2 cor 2

0V (0,3 {0,6) (0,1) {0, 4) (0, 7} {0,2) (0,5 (0,8)
(m (1,4) (1,7) (1.2) (1.5) (1.8) (1,0 (1, 3; 1,6)
(2.2) (2,5) (2,8) (2.0) (2.3) (2.6) (2.1) (2.4) (2,7)
{3,0) {3,4) {3,8) (3,1) (3,5 (3,6) {3.2) (3,31 {5, 7)
(421) (4?5) (4:6) (42) (4'3) (4‘?} (4 O) (4 4\ (4 8}
(5,2) (5,3) (5,7) (5,0 (5,4) (5, 8) (3.1} (5,5} {5,6)
(6,0} {6,3) {6,7) (6,11 (6,3) (6,8) (6.2} (6,4} (6,6)
(7. 1) {7.3) (7, 8) (7.2} {7,4) {7,86) (7.0} (7,5} {7, 7)
(8.2) (3,4) (8,6)  (8,0)(85) (87  (81)(83)(88)



Nota:Esta construgdo ndo se aplica quando r ¢ potéucia de primo. Ve-
Jjamos o contra-exemplo r = 4 . Seguindo a construcdo mencionada, a cor 0
conteria as células do tipo

(0,0} = B{0O,0) e (2.0) x B{G,2;

Como F{0,0) = (f, 0.0. 0) e F(0,2) = (0,1.2,22,23} = (0,2,06,2)
(operagbes em Zs), teriamos B{0,0) = (0.4.8,12) e B(0.2) = (0,6,8, 14).
G conjunto {0, 0} x {0, 8} seria ham{_mgeneo.

Esta limitagho acontece pelo fato de empregarmos a estrutura ciclica do
grupe {Zr, +) para r primo, o qual ndo ¢ valido diretamente em (GFy, +)
para ¢ poténcia de primo.

No entanto, uma generalizacdo do resultado acima ¢ possf\-’al para 1
poténcia de primo {Teorema 3.5). Para aproveitar a nomenclatura veremos

antes o resultado:
Teorema 3.3. Para v primo, r{r + 1) < p{2,r + 1,2}
Frova, Seja a coloragio desejada ¥ @ V % ¥V - {0.1,....r}. onde

V o= ooy & Z,.. Considere y 1 ¥V x V = {6.1....,v ~ 1} do teorema
3.1 representada na forma de tabelas:

(e ®) [Bo) |  ]Bl+jae | [Bl+r—1a]]

Exibiremaos ¥ em etapas, algumas delas haseadas em certas alteracoes dos

bloros de
(1) Fixemos (e, b} e V.0 < a, b <7 —1.

{2} Construcio do bloco B(b+7,0) a partivr de B{b-+j,01.0< j <r—-1. Na
cor j, substituinos o elemento de B (b -+ . @} cuja primeira coordenada
é{a+7)por(ra+sieV . Seja B(b+ 5 a) este novo bloco:

B'b+ja) = B+ ja)u{lre+it\{{etifotilatb+i)}
Variando j , o conjunto dos elementos substituidos na tabela acima
foram:

{(a,a“3 +b)(a+ L& +b4+at+i)..., la+r—1a"+b+(r—Da+ 1))}

Por outro lado, B(b — a,e + 1) contém os mesmos 7 pontos.
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(3) Como B(h,aiUB(b+1,a)U.. . UB(b+r—1,a)UB{b—a,a+1) . forma
uma particin de V| colorimos as células com primeira coordenada igual
a {a,b) conforme a nova tabela:

l {a.b) ] B a) ] =  B'(b+ el [ B'b+r—1a)| B(b a0+ }LI

{4) Variando (¢ §) e repetindo as 3 etapas inicials, obtemos a coloragao de
r3{r 4 1) células.

{3} Para os pontos da forma {r.5),0 <& < r — 1, considere as tabelas:

E (Tab) ] Gr& | ‘ Gb#j ‘ l__?b”“i %_?bw |

onde G; = {i} x #Z, e » denota a adi¢do exy Z,. .

A contrucio de ¥’ manteve as propriedades:

(p1} |Ge NGyl = 0 para k3§,

(p2) 1G,; N Bk} < 1 {lema 1.13)

(p3) |B{b, )N Bic,d)| < 1 {lema 1.13}

Mais ainda, a nova coloracao satisfaz:

{p4) 'E;’('b, ) 1 Bic. a‘ﬁ)‘ < 1. Suponha que {z,y} C B{ba) N Blcd) .
Nag podem acontecer os casos {z.y} © Ve {z. 3} C {r} x Z, devido
-As propriedades {p3) e {pl), respectivamente. Hesta o caso z € V
ey € {r} x Z, . Por construcdo, y aparece em 7 blocos, digamos

By Ba,.... B, . Mas By U By U .. . U B, particiona V e contém o
conjunto (B, UBsU. . U B, Y\ {r} x Z, . Portanto, nesses r blocos,
nao h4 dois distintos que contenha .

As guatro propriedades provam que ndo existe uma cor i € uimn

Go=1{0,1.2} Gy={3,4,5} Gs= {678} Ga={9,10,11}

A coloragdo ¥ 0V x V — {0,1,2, 3} definida pela tabela abaixo nio produz
2-quadrado monocromatico
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cor 4 cor cor 2 oor 3
6 936 1107 2511 048
1 947 2108 0311 136
2 458 106 1411 237
3 O0WE 1511 G937 246
4 1106 2311 D48 057
b 2107 0411 956 138
6 0511 938 2106 147
7T Oo1311 8446 0107 238
£ 2411 957 1104 036
9 012 13495 672 G0t
M 345 678 G1811 012
1T 678 41611 012 345

Ja observamos que a classe de coloracdes construida na prova do teorema
1.3 nao funciona para v poténcia de primo. No ewranto, podemos propor
outra contricao para tal resultado fazendo uso do lema 1.16 .

Teorema 3.5 Para ¢ = p"poténcia de primo vale g7 < p{2,4.2) .

Frova: Considere G'Fyyy o grupe de Galois com g elementes. Pelo lema
1.16 | existem ¢ — 1 quadrados Jatinos de ordem 4 com entradas em & Fg.
Através de uma bijecao entre Z, e GFy, transforme estas ¢ — 1 matrizes em
quadrados latinos, digamos 4y, Az, ... Ay culas entradas estio em Z,

A proposicas 1.12 garante a ortogounalidade mnltua emtre estes hovos
quadrados latinos e a matriz:

g1 ... ¢—1

01 ... g-1

Considere a g-coloragio y @ (Z 5 Zy)” — {0.1.- - ¢~ 1} da seguinte forma.

Para todo (. b) € (Z, & Zy) ¢ para toda coy j. defina x{ {a.b) {c,d} ) = §
se e somente se
(c.d) € {(0, Aofa.b) + 7). (1, Ay{@ b} 7). o= 1, dg_yla ) + 1))
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Da ortogonalidade miitua do conjunte {4y Ay As, ... cAg.1} prova-se a
mexisténcia de Z-subconjunto monocromatico para a fangio x 2.

-1

Teorema 3.6: Se a < p{t, 7, 2) entio [*‘f——;} e < plm,r,2) param > 1,

Prove: Sejam I = [’%;1}-] Vo= Zy i &, ¢ x uma r-coloragio desejada.
Por hipdtese, para cada 1,0 < i < I~ 1, existe uma fungio x;: ({i} x Zu)*
gue nao apresenta f-subconjunto moneocronmédtico. Fixemos uma cor dentre
egtas, digamos .
Para cada x € Z, , denoie por;
1) Ti{z}) o subconjunto de {i} x %, tal que {i, 2} x Ty(z) é pintado de ( com
respeito a y, onde 0 < i<l —1
1) A{z) = To{eyu Ty{zy U .. U T (z) .
. ’ L] + &
Agora, pintamos com a cor {0 as células de V¥ que pertencem & familia
(i,2) % Alz) .0 < i <1 ~1 Tomando-se o mesmo procedimento para as
outras cores, construimos a coloracio y.
Nio existem subconjuntos 3 C V@2 C V com (@1} > m . Qo] > m

particionado em ";’53«] clagses . existem 1 destes y's contidos puma tnica

Por hipétese. {31, y2. ..., ¥} aparece no maximo ¢ — 1 vezes nos blocos
- ~ R et . . e 4o 3 =l .
do tipe To{z) . Assim, {y1,y2.. ..,y } aparece no miximo (i — 1 [g—f] < m

vezes como subconjunto de bloces do tipo 4{z). Logo, {y. % .., m} néo
chega a estar contido em m blocos de x na cor 0.0

Corolarie 3.7 :Se a < p{2,7.2) entio (m ~ 1la < p(m,r. 2" para m > 2.
FProve: Basta tomar § == 2 no tecrema acima. [l

Teorema 3.8 [Ca3]: Sem > 3our > 3 entdo {m+ iy < pim, 7,2}
Prova Denote por {a/b} a estrutura formada pela matriz {m+ 1} x mm +1)
cuja diagonal principal recebe a cor @ € as entradas restantes, cor b . Fixe

um quadrado S deserito pela superposicao de dois quadrados latinos r x r |
por exemplo:
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©/1 (12 .. - 1/0)
(zy Q@) - /1)

r—1/00 /1 ... ¢—=2/r-1

Vamos mostrar gue nio existe quadrado m x m homogéneo contido na matyiz
r{m + 1} X r{m + 1) gerada por S. Fixe a cor # . Para cada linha ¢ | denote
por L; o conjunto de colunas tal que{z’irx L; tenha cor 0. Por construgdo,
{L;] = m + 1 para todo i

Mais ainda, |[L; N L;{ <m — 1 parai# j. De fato; sefa [Ls N Ly 2> m |
entdo obrigatoriamente estas m colunas em comum aparecem em estruturas
do tipo {a/(). No entanto, como se vé diretamente da coustrugio de § | ndo
hé duas estraturas distintas {¢/0} e {b/0) numa mesma linha ou coluna de
5, desde que a formacio deste quadrado provém da concatenagio de dois
guadradoes latines, Forcosamente ¢ = 7 .U

Nota: A restricio m > 3 our 2 3 se explica porgue, no ¢aso m = v = 2,
temos a matriz gerada por 5

01110 07
101010
110001
100011
010101
00111 0]

Note que o$ pontos centrais formam um quadrade 2 x 2 de cor 0 .
As idéias relativas & construcio acime e argumentos de cardinalidade po-
dem ser aplicados no resultado seguinte

Teorema 3.9 :25 < p(3.3,2) .

Prove: Conforme a prova acima, tome estruturas de tamanho 4 x 4 (a/b)
formadas pelas cores 0,1 e 2. Seja S 0 quadrado 6 % 6 :
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©/1) ©72) 070 /0 (/2 (2/1)
072y (1/0) 270y /D (/D (0/1)

(2/1) (/1) ©/2) /0 (2/0) <'1/2>
Para evitar confusio, trocaremos o substantive “linha de § 7 por "bloco de
5 7 Considere a matriz 24 ¥ 24 gerado por 5 . Fixe a cor {§ e assuma a
mesma definicdo dada para L; na demonstracdo anterior.

Falta provar a inexisténcia de J-subconjunto monocromatico. Sejam 3
linhas distintas Ly Ly Ly tal que [N L0 L] =2 3, digamos gque o 3-
subconjunto de colunas {1, ep, 02} estéd em {L;. L g b ;,_} . Devide as siipetrias
das linhas, podemos supor 7 == 1 s’&%;im‘

{m.eo ) C {1 11, 12,14, 15, 16}

Claramente {1, )}(‘i(fn;Ljr‘L;w ----- @.

Devido as simetrias da coloracio. os 3-subconjunto formados pelas 6 co-
hunas restantes podem ser reduzidos, sem perda de generalidade, em apenas
dois casos:

¢y = 10 e ez 11
£y = 1{ e e 11

No pritneiro caso, as eolunas {10, 11,12} apareceriam em 3 estruturas
{a/0) . No entanto, s6 hd 2 delas. Assim, {1, 7.k} < 3, levando « uma
contradicas. o

Analisemos a sepunda possﬂ‘:ili(ia.de (o = 14} Como [L; N LN Lyl »
3, temos [Li0Ly 2 3e{Lin Ly = 3. Assim, estas duas linhas estio
obrigatoriamente nos blocos 1,2 ou 6 de S

A 14% componente de cada linha gerada pelo segunde bloco de S
diferem de ¢ { S{2.4}) = (1/8). Por outro lado, nao aparece o vetor
{0, 0 mm epordenadas 1 e 11 das linhas geradas pelo sexto bloco de 8
{ §(6,3) = - (01! Y.

Re:;ta a possibilidade {7 k} sdo livhas do 1% bloeo. Por simples inspecao
concluimos {1.7.k} < {1.4}, levando novamente a uma contradicdo, pois
supomaos L. Ly, Ly mutuamente distintas O

O préximo coroldrio provem de relagtes entre resultados apresentados

neste capitulo.



Coroldrio 3.11: Para 7 primo, g poténcia de primo, m > 2 e 0 > 3
valem: '

1. {m o~ 1)1¢” < plin, g.2)

2 {m—D.lr+1Dr<plmr+1,2)

3.3 (m—1la<pimae 2)

Prova: Os itens (1) e (2) provém de aplicagdes diretas dos teoremas 3.3,
3.5 e 3.6. Pelo teorema 3.8, temos 3a£(2)2 quando m = 2 e assim pelo
coroldrio 3.7, 3(m — lje=¢{m): .0

Até agora, todos os resultados desta seqdo apresentam provas construti-
vas, Este procedimento ndo é o inico possivel,

De fato, o método probubilistico de Frdés , o qual fornece provas existen-
cials de estruturas finitas com certas propriedades, foi utilizado na prova do
seguinte limite inferior para a funcdo de Ramsey { ver [GRS! )

" Paratodo t > 3, R{:. 2,2} » 2%

Baseado nesta demonstracao, propomos resultado simiar para a fungio
polarizada. O simbole K, denota um grafo bipartide completo de dimensao
{n,n) . Desta forma, um t-subconjunto monocromatico é somorfo { ~ ) a

um Ky monocromatico.

. 1 .
Teorema 3.12 Se (7;‘)~?,1.., "< 1 entio p(f, 7,21 >
Prowg Vamos mostrar que existe uma funcio K, — {0.1.... r -~ 1}
desprovida de t-subconjunto homogéneo, Considere §) o espago amostral
formado por todas as r-coloragdes de R, e & probabilidade P definida por:
Pl{a.b)] = = para toda aresta (a,b) em Ko, .
Dado 5 um subgrafo de K, isomorfo a Ky | denotando por Ag o evento
5 ¢ monocromitico”, temos P{A.] = r'” LA Veuk, As tepresenta o
evento “algum f-subconjunto é homogénso | entao

. . n 2
Pi\ A4si< >, Plasjsy jror!
Heo K HeeHyy ¢

Por hipdtese, alguma 7-coloragao de K, estd no complementar do evento
Vﬁ'm-}{ﬂ '45 L
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Exemplo 3.13
{a}Parar =2  t=6en=125,

(Zf:) = 177100 < 185.363, . = 25

Counforme 3.12, p{6,2,2) > 25 . melhorando o limite p(6,2,2) > 20
{corolario 3.11)
{b) Mais ainda:
pl{t. 2.2} » 38,61,94, 144 | respectivamentie para t = 7. 8,810

os guals melhoram as estimativas determinadas pelo corolario 3.11 .
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4 Delimitacoes superiores

Como vimos, basta exibir wma tinica r-coloracao de ¢ desprovida de qualquer
t-subconjunto homogéneo para valer o imite inferior ¢ < plf. r,n) . Por outre
lado, para valer a desigunaldade g{f, 7. n) < o é necessdrio mostrar gue todas
as r-coloracdes de a® contém um f-subeonjunto monoeromatico.

Nesta secao veremos 0s poucos resultados referentes a tais Bmites. Inieis
amos com dois resultados obtidos em {Ca3).

Lema 4.1 [Ca3] Paran > 11>t e {a;1 <7< n} um conjunto de n

Inteiros . tenos

"1+ a; ! Zy
}_J f o e L{J; ----- 4 (13
o] i=1

onde (:) denota a funcdo binomial sujeita & convengao (;) = 0 para x < f

Prova : Por indugae em » - A afirmacao ¢ verdadeira quando n == 1,
CSuponha que seja valida para n > 1. Se a,y = 0, (1) se verifica. Para
ty,-1 # 0. obtemos a desigualdade acima aphcando um ndmero finite de

vezes a relacao:

Pay— 1Yy fltag+l Pty . I sy (25
1 t ! { '

s ;- 1 2 oop .
Falta veribcar (2} . Da identidade de Pascal: (;1) + (;) (1;; I‘) . Ve

{ ' f— 1 H t

Lt ag [+ ap + ) ( P4 ag flta,—1 T4 a [l4+a;—1
_ . -
t— 1 i

De a; — 1 2 ap obtemos (E"'"a."“) < (z,‘ﬂj; 1)5 provande a relagio (2).0
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Teorema 4.2 [Cad] : Se n® > r(k — 1) para k onde

?z(%]) > ;‘zmz)(‘:) , H >

entdo p{f, 7,2} < n .

. ] - - ¥

Prova: Se n® > v(k ~ 1) entdo, dado uma r-coloragao de n” | sempre
existe uma cor com pelo menos k células. Tome um subeonjunto S formado
por n [:;} < k pares ordenados da cor mencionada e considere a particao de

Hé no méximo n classes, cada uma contendo [ﬂ + ¢; células { ¢; pode

ser negative ), sujeito & restricio

(i) el

A
. -y ~ o -?ﬂg i . : . g —— .
De cada classe podemos extran ([ (@ ]f ‘) t-subconjuntos de n . Tomando-

se | = [;’f} .o lema acima fornece:

(1) =)

Da hipotese e do Principio da Casa do Pombo garante-se a existéncia de

um f-subeonjunto homogéneo em 5.0

Exemplos 4.3 De acordo com o teorema 4.2, as melhores delimitacdes
encontradas nos exemplos abaixo séo:

p(2,2,2Y < B p(2.3,2) <12 p(3,2,2) < 20

{Corolario 4.4 Para qualquer r > 2, p(2.7.2) < o#(r+ 1) .

-1

e . - ! 1_-“1 . .
?‘ly(; 1):}”(‘” ).]_@y,{yw1)>r.(r+1}—1

jaS]



Sey =141, a desigualdade acima vale. Tome o menor k tal que y = [:‘7]

couseja , k= r{r+ 1) . Como r*(r + 1) > (r{r + 1) — 1).7 , temos
n > r{k —~ 1), satisfazendo &s condigdes do teorema.

Nos proximos resultados desta secfio utilizaremos a nomenclatura
kil

e to=3 0

o)
onde 1 é um nmimero natural e ¥ um vetor n-dimensional | z = (z;, 70 .., 3,).
Para facilitar a leitura, os indices da somatdria serfo omitidos quando nao
houver perigo de confusio.

Teorama 4.5 Seja kb > 2 e m um nimero natural, vale :

m]

min{ | 2|, §zfl, =m} =0 ]w’;‘_[» 4+ {n — ) [?i {3}

onde v = m — 7 [%] :
Frova:  Usaremos as notagoes e desigualdades do lema 4.1, Definindo
[ o= i’;}’l L = gy —Iparal < ¢ < neaqa = (a0 .. .,a8,) , ohtemos
3 ="y devido & condicdo restritiva [ixfly = m . Vamos analisar dois
casos. A igualdade (3} se verifica para 2 natural ;basta aplicar lema 4.1 pois

Soa; = v = (. Caso contrario, se 2 nio é natural, temos 0 < e [%} < 1
e assim 0 < 3oy = v < n— 1. Ailgualdade abaixo vale:

]m? m
min{ | (I+altas. . Ddald], el = v} =0l ';‘]L + (n — v} u’;x

De faio, a melhor solucio desse problema de minimo se verifica quando h4
v d;5 com valor 1 e (n — v} com valor 0 : pois se a; — ax > 2, podemos
aplicar a desigualdade {2) . Como Ya; = v < n — 1, as solucdes possivels
(g1, 89 ... Gg) téx v valores iguais a 1 e o5 (n — v} valores testantes iguais a

0. Mas:

min{ | (I +anl+ag. I +a)l el =v}=min{ | 2, || ], = m}

e isto completa a prova.ll
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Comentirio A solugde da classe de problemas de yrogramacio inteira
estabelecida pelo teorema acima propicia determinacac de novos Hmites su-
periores . Mais ainda, até o final deste capitulo, veremas aplicucoes desie
resultado, Entre estas, cotas superiores de p e da fungao relativa ao pro-
blema de Zarankiewicz ( sevdo 5 } mellioram as propostas obtidas por vérios
pesquisadores.  Desta forma, embora de demonstracao simples, o feorema
4.5 tem se revelado eficaz | configurande-se como o principal resultade desta

SECRO

Teorema 4.6: Se min{ [ zfl, : {2, = j%[} > {1~ 1_)\(?;') entiao
pltor, 20 < n.

Frovaer Claramente, para m < » Lemos:

win ool Nl = om} Swmind {2l o= o}

- T . [p) y . . ! - .
Fu ama r-eoloracdo de n~ hi n~ células distribuidas em » cores. Por hipétese,
TLEL . - . i
221 eélulas. Considere 2; como

existe una cor, digamos azul, com pelo menos |-

sendo o mimero de célnlas pintadas de azal na Tnha i para 1 <+ < n
D obgervacao inicial e hipdtese, concluinos que existe nm subconjunto
de colunas, com [l 2 1| aparecendo num subconjunto L das linhas 7 vezes.

Assim, L = ¢ forma um conjunte homogéueo U

Coroldario 4.7: Para qualquer r > 2, p{2. 7,2V < v{r + 1} ~ 1.
Prove: Aplivacio diveta de 4.6 . Dado r | fomamoes o = r{r 4 11— 1 e

T . S, e .
o J?:—iL consela. o= e 4 2T e — 10 Como

P A - <rr+ =2+ b T m < (o= Dr(r+ 1= 1)

r [ - - . e o .
temos &?}g = p 4 1e Efj =, Pordd  hd (b4 Dr{er £+ 1)~ 11— = 7
i " .
componentes x; de valor r e = — 1 de valor v + 1, ou sejae
r{r - 1) Y Crir 4 1) 1
. et LI e gy b R PR T
mind || xfl, - §2ll, = m}=71- 5 + (=11 5 >y

satisfazendo &s condigbes de 4.6 .11

Exemplos 4.8 Conforme 4.6 | as delimitacoes sdo

g2 <5 p23.27<11 p(3.2.9 <19
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as quais fornecern melthores estimativas do que as encontradas via 4.2 | mesmo
para o ultimo caso, quando § = 3 . '

Nota Estes exemplos nao sio fatos isolados; da comparacao entre esses
teoremas, podemos notar que o dltimo fornece mf'irr’étiwus melhores para
quaisquer valores de 1 e 7. De fato, dados t e r, se]dm n e k satisfazendo as
condicées de 4.2 '

n? n®  In*
k< ——Flek<— L —
7 r T

. fr
Da hipdtese e desde que n lﬂ < ]&[ valem as demgmld&des

n o il o n?
-0 (1) < min o, l el =0 Sy < mind J 2l 2l = )

Em outras palavras; dados { e v, se n satisfar o teorema: 4.2 entdo o mesmo n
também satisfaz as condicdes do teorema 4.6, Poxtanto este Gltime fornece
um menor ou igual limite superior. '

O resultado 4.5 também € Gt na determinagao do nimero maximo de
celulas de uma cor sem que esta apresente um conjunio monocromatico de
certa ordem. Para Hustrar esta declaracio, levantamos A conjectura seguinte:

Conjectura 4.9: p(2.3,2) = :
Fuvidéncias J4 sabemos que 9 < p(?, 3,2) < 11. Claramente, se m > 36

10 .
I oxlly, = 36} > 5 1= 45 = min{ || zllo: || 2ol = m} > 45

Vamos mostrar a primeira desigualdade do pro‘r}laemd de programacao

linear inteira descrito acima. Por 4.5, a solugas minimia z = (2, Ty ... . Zn)
tem 6 coordenadas com valor 4 e 4 coordenadas de v -al:or 3. assim '
o ) 4 3\
mind || 2ll, 0 § zll; = 36} = 6. 5 + 4 9 -=:48>4}

formendo um Z-conjunto monocrematico, ou seja, se 10 < p{2, 3,2} entdo
nenhuma cor pode ter 36 células. 526 100 células distribuidas em 3 cores,
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digamos, azul, verde e amarela. Restam | sem perda de generalidade, apenas
as configuraches seguintes;
(35,35,30) (35,34,31) (35,33,32) (34,34,32) (34,34.33)

onde as entradas dos vetores representam o mimero de células da coloragio
respectivamente nas cores azul, verde e amarela.

Afirmamos gue nenhuma cor pode ter 35 células caso acontega 10 <
p(2,3,.2). Sela a cor azul com 35 celulas. Por 4.3, a solucho minima o =
{z1, 20 ... . 7y,) tem 5 coordenadas de valor 4 e 5 de valor 3 para o problema

Para nao formar Z-conjunto monocromatico, todos os 2-subconjuntos
{,7} 0 € ¢ # j < 10 devem aparecer um unica vez. Como ki 5 blocos
de tamanho 4 e b blocos de tamanho 3, entio deverd aparecer um elemento,
digamos o "17, em pelo menos dois blocos de tamanho 4. Temos:

(1) num bloce de tamanho 4, o elemento “17 ge relaciona com os outros 3
elementos, formando 3 2-subconjuntos do tipo {i. 7}

(ii} num bloco de tamanho 3, o elemento * 17 se relaciona com os outros 2
elementos, formando 2 2-subconjuntos do tipo {4, 7}.

Como todos o3 {1, 7} ( sfo ac todo 9) devem ccorrer mma tnica vez, nos
deparamos com a equacao diofantina 3.¢ + 2.5 = 9 cujas possiveis solugGes
Bao '

a=3b=0 ou a=1b=~3

O elemento 717 aparece em pelo menos dois blocos de tamanho 4 (o > 1),
Assim, este elemento estd em 3 blocos de tamanbio 4 {a == 3) e em nenhum
bloco de tamanho 3 (b = 0} . Ou seja, 3 dos blocos tém a configuracio:
{1, . .. .}, onde o5 espagos vazios sao preenchidos com cuiros elementos.

Para a formacho do quarto bloce de tamanho 4, precisaremos repetir um
Z-subeonjunto confido em um dos 3 blocos iniciais jé descritos,  inevitavel
a formacao do Z-conjunto monocromitico na cor com 35 células.

Continuam os easos: (34,34,32) (34,33.331 Se 10 < p(2,3,2), entdo
obrigatoriamente a 3-coloracio de {01, 1, ..., 9}? gue nAC possui conjunto ho-
mogéneo apresenta uma das duas confipuragbes restantes. '

Testamos diversas coloragoes dessas configurages restantes do seguinte
modo: Criamos 34 células que nic apresentam conjunto monocromatice cujos

blocos sao
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{m 9310456} {1 47825800791 60{357H349}{267}1{368)

{eliminamos as vi’rguias_} Em seguida, geramos coloracoes das odlulas
restantes através do pacote "Mathematica”™, ver {Wol. Foram feitas centenas
de tentativas e em todas, encontradas conjunto homogéneo.

Esses testes corroboram a nossa conjectura,

Tabelas de limites: funciAo polarizada

Apresentamos os limites de p{t, v, n} para os casos iniclais de / e v | com

e 2 {1 < plt, v, 28 < 8. A coluna da esquerda de cada tabela indica
Limite inferior { 7 1 bem eome sua justificative { expoente de [ ) dada através

do apéndice abaixo. Cotas superiores { coluna da diveita: 5 ) foram obtidos

via 4.5 . 4.6 ¢ 4.7 . [ ;‘ J_Qﬁ;:Z‘W—I
&
o
043 |1
7A T4 e
WA 126
BEAIRET

!()(‘3._ 7, 2*
i Ty T8
WS 2 119
THRE T3 T
33014 1137
R SR )

169019 | 1482

TTe2F 0] 2027
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135191 55
287013 255
6557 1 41 786
767 15 1899 |

Apéndice: resumo de limites

Se ¢ € poténeia de primo, v primo, 7 e ¢ paturais :

(A) g% < p(2, ¢, 2). { teorema 3.5

(B r{r + 1) < p{2, v + 1, 2). { teorema 3.3}

{Chser >3oum> 3, entao r{m+ 1) < plm, r, 2). { de 3.8)
(i) g% m—1) < plm g 2

(D) () rir+ D~ < plm, r4+ 1, 2) {por 3.11)
(i1} 3.a{m— 1)< plm. o, 2}

(E) 24 < p(3, 3. 2) (por 3.9)

{F} regras de monotonicidade { 2.1 }
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5 O problema de Zarankiewicz

Nesta segac, pretendemos estagbelecer a conexfio entre dois problemas
aparentemente independentes, a saber, a funcéo polarizada e o problema
de Zarankiewicz.

Através desta conexao, & possivel “traduzir” delimitactes entre as fungoes
p e K { relativa 20 problema de Zaravkiewicz ).

Partindo de resultados deste capitulo { segbes 3 e 4 }, tal traducio de valo-
res fornece boas estimativas para K | chegando inclusive a apresentar limites
superiores otimos em alpuns casos, Mails ainda, outros casos melhoram as
estimativas obtidas por alguns pesquisadores ( ver [GZ] e [Zn] ).

Motivados pela conexdo entre K e p, propomos uma generalizacao do
problema de Zarankiewics. :

5.1 Introducao
Zarankiewicz, em 1951, propos 0 problema seguinte.

Seja A, uma matriz quadrada de ordem n | cujas entradas re-
cebem exclusivamente as cores O e 1. O problema de Zarankiswicz
consiste em determinar o menor ndmero de 1's em 4, de modo
gue assegure a existéncia de uma submatriz de ordem ¢ formada
apenas pela cor 1, onde 2 < ¢ < »n . Tal mimero sera denotado
por K {n) .

Convém notar que K;{n} independe de permutacéo das cores 1 e 1, isto
é, a cor da submatriz homogénea nao interfere na determinagio de K {n) .

Guy e Znam mencionam, na introducde do artizo |GZ], resultados refe-
rentes & delimitaches superioves de K,{n), alguns deles obiidos por outros
pesguisadores via conexdo com a Teoria dos Grafos, Citamos alguns:

o Kin) <tin+ [{7‘ - 1)?1":}1( 2""'%11 {1}

Lo
e

o Kifn) 14+ 25 4 (0 - pial 8]
) (

e Ka(ni <14 n+ [ﬂ(?ﬂg - %’5 4 g)s
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s O principal resubtado de (GZL cuja prova wiiliza argumentos de Analise
Real. afirma: se 4, possul mais de nou s e

. Z; > (=11 ? entdao Ky(nj < 1+In.yj (4)

O artigo {Zn} mostra

o Kyni <1+ [3'«»(-2—3 + (-~ 1)%,11,( " — ;;(f — 1) 1= )} { )
Kfn) <14+ {r?-%—i (=1 }‘3‘,?‘3{- E%JJ (6}

L g ) X _ 3

onde e = (2. -1/~ (-1 =un /

5.2 Conexao entre p e K

) . . _ . PR &
Dado 1 » 2 | considere a funcdor g(n) = K{n} - 1% 1 onde | 1 { denota o
[IR%

menor infteiro ndo inferior a 1. De acordo com a designaldade {11
’1'm min) = —oc {vi > 2
R

Assim, a seeuinte funcio de ninimo esta bem definida:

3
_ A, a
minda € IV K o)~ 53 < {3
O prévimo vesultado val ao encontro dessa (uestao, s resposta

relaciona-se com a funcio p. Antes disso. convém observar que uma particio
de A4, em 1 eores sempre pode ser reduzida a uma particdo con 2 cores, e
vice-versa. Desse modo, K (n) ndo depende da gquantidade de cores e da cor
da submatriz de ordem 7.

Lema 5.1: Dadost > 2ev > 2,

&)

) 2 . .
se Wyley < |— entao a={rl,
: .

T

Prova: Dada uma r-colovagio de a”, sempre existe uma oor com pelo

s 19 cdtulas, F WU e B s T
menos 155 celulas. Esta cor apresenta t-subeonjunto homogéneo pois assum-
. PP @
imos que K{e} < ];;_F O

L
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Teorema 5.2: Parai1 2 2er 2> 2|

P(f«?“s 2') < min {a. e N K'g(a) < }{‘:[}

-
Frova: Consequéncia direta do lema anterior. O
Através dos resultados da secdo 4 e do teorema 5.2 obtém-se diretamente

Corgldrio 5.3 Seia oténcia de primo, ¢ primo e o gualquer, entao:
la g ¥ g 1 :

{a} Koly) > ]QH pata y < g°

2

(b} Kaoly) > };35”:[ para y < (r.{r +1))°

{e) Asly) > }%:{ para y < 24

Nota A matriz 5x 5 abaixo, com 12 elementos 1 ¢ | nao forma submatriz
de ordem 2 nesta cor

11 1 a4
¢ 011 1
10 06 01
41 006 1
g 1 01 48
Mais ainda, nao é dificil ver que Ka(3) == 13 { ver préximo resultado).
Os fatos 5={2k e ]%5-{ = 13 sugerem a validada da reciproca de 5.1. Por

outre lado, um argumento adicional usado na corroboracdo da conjectira
p(2,3.2) = 1 { secho 4 ) é Ko{10) = 35. Assim, a reciproca de 5.1 resultaria
falsa se 10=(2}a.

Teorema 5.4: Se min{]zf], : el =m} > {t~ 1} (’;) entdo K,{n) < m.
Prova Andloga & demonstracio do teoremna 4.6 [0

Este resultade, em conjunto com 4.5 | permite determinar novos limites
para a funcdo K. Vejamos alguns exemplos.

Exeraplo 5.5: K8} <€ 53 e K4{9) < 65 . Faremos apenas a prova do
primeiro lmite. Tome m = 53, por 4.5
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113.in{||:z;[[4 izl =53} = 5. (Z) 4.2 (Z) = 220

Mas 220 > “y(i) = 210, satisfazendo &s condi¢Bes do corolario 5.77. Iistas
cotas melhoram em uma unidade os limites obtidos e Zn}{ Kq(8) < 54 ¢
K+(9) < 66 ).

Tambhém obtemos K4{6) < 32 ¢ K4{7) < 43, as quais s&o cotas superiores
Stimas, desde que K4(6) > 31 e K{7} > 42 (ver [Zn] ).

Exemplo 5.6 De acordo com 4.5 e 5.4 , temos K3(19) < 181, Por
outre lado, as estimativas determinadas pelas desigualdades (1) a (6} foram,
respectivamente:

K3(19) < 227,180,182, 182, 185, 184

O resultado por nds obtide melhora em uma unidade a cota superior de
Ko {19,

5.3 Generalizagao do problema de Zarankiewicz
Em vista da conexdo entre K e p , propomaos a generalizacio do problema
de Zarankiewicz formmlada logo absaixo.
O problema de Zarankiewicz multidimensional e multicolorido
considere {Z,)% particionada em r coves: €, Cs,....C, . Qual
o menor nimero de oflulas necessdrias , Ki{n, d), para garantir

a existéneia de um produto cartesiano Hy x Hy »x ..o x Hy { [H;]
>t } homogéneo nas cores com [ 2 Ky{n.d) ?

Guandor = Zed = 2, esta nova questio se reduz ao conhecido problema
de Zaraunkiewicz. Claramente K;{n, 2) = Ky{(n).

Nestas condicoes, paratodo 1 > 2, r 2> 2 ed > 2 valem

Lema 5.7 d

se K(a.d) < }a_{ enttio a:ﬁ(i:)f
.
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Teorema 5.8:
P

pli.r dl = mindg € N : Ko, d) < {—
”

As provas sao andlogas as J4 vistas, Dessa forma, este generalizacao

mantém a conexao entre A e p.
Destacamos duas questdes em aberto.

Problema Hesultados { exemplos 5.5 e 5.6 ) sngerem que as cotas de-
terminadas para A via teoremas 5.4 ¢ 4.5 sdo sempre melhores ou iguais do
gue as encontradas em aleuma das designaldades (1) a (6). Tal supestao &
correta”

Problema Como estender 03 teoremas 5.4 ¢ 4.5 para dimensoes d supe-

riores a dois 7
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Capitulo I1
O Problema das Hipertorres
6 | Cédigos Latinos

6.1 Resultados Basicos

Dados naturais positives ¢ e n , denotamos por V' o espago formado por
todas os vetores { palavras ) de tamanho © cujas componentes { lefras ) estio
no anel dos inteiros médulo ¢ , Z, { alfebeto g—nario ).

A distancia de Hamming d{x,y) entre duas palavras de V* estabelece o
nimero de coordenadas nas guals elas diferem.

Um ecodwe ¢ consiste simplesmente num subconjunto de v Seus
elementos recebem o nome de palavras-cddige . Dado (| associamos a este
codigo o disténcia

d=min{dlz.y):x #£yeC}

Definigao 6.1: Seja L um codigo em V' com ¢™ palavras-codigo . Dize-

mos que L € d-codige latine se as distdncias de Hamming entre o8 pontos de

L nio sho inferioresar+ 1 {(d>r+ 1), onder =n—m .

Exemplo 6.2 Seja N formado juelas 8 palavra :
{0,0,0,00 (0,0,1,1) {0,1,0.1y (0,1,1,0)
{1,0,0,1 (1,0.1,0) {(1,1,0.0) (1,1, 11)

Por simples inspecio, verifica-se que N é 2-cédigo latino em Vi\
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Exemplo 6.3 Beja L em Vi constituida pelas palavras:
' (0,0,6.00 {1,012  (2.2.1.0)
(0,1.1. 1) {1,1.2,0) (2,0.2, 1)
{0,2,2.2) (1,2,0,1) (2,1,0,2)

Neste caso, L forma um 3-cédigo latino em V¥ .

Na literatura, os c¢odigos latinos recebem varios nomes; por exemplo,
também sdo chamados de cddigos com distancie de separagde moxime | ou
simiplesmente, c¢ddigos MDS | A motivacdo dessa nomenclatura se deve ao
fato: .

um cddigo MDS de tamanho ¢ em V' er = n — m satisfaz d <7 + 1

0O exemplo 6.2 ilustra um caso onde d atinge a distdncia méxima. Neste
exemplo, escolhidas gquaisquer m = 2 coordenadas, obtemos os 9 vetores de
i;’f como projecoes das palevras-cddige de L . Em geral, esta propriedads de
simetria vale para todo cddigo MDS devido

Proposigho 6.4 [Snj Seja L um cddigo MDS de tamanho ¢ em V|
e d = r-+ 1. Entdo m coordenadas das palavras-codigo podem ser consi-
deradas como posigoes de " informacgdes” e as r restantes, como posigoes de
Vchecagem” { redundantes 1. Ou seja, com m posicées de uma palavra-cddigo
¢ }}(‘)s&:i‘\-’el recuperar as  remanescentes.

Frova: Hé ¢™ vetores num alfabeto g—nério em m puosices fixadas. Como

= -1, duas palavras-cadigo 2, ¥ nao podemn coincidir em todas estas m

caordenadas. (aso contrario, d{2,y) < n —m = 7, contrariando a hipétese

=+ 1. Assiin cada wma das ¢ associagdes possivels ceorre exatamente
numa tnica palavra-cédigo.

Proposicao 6.5 [Sul Um céddigo ¢-nério L de tamaho ¢ e d = v + 1
equivale a4 um conjunto de r guadrados latinos mutuarmente ortogonaws de
ordem g .

Prova: Seja {La. L4, ... Leoo} vin conjunto de » gnadrados latinos mu-
tuamente orsagonais de ordem ¢ , onde as entradas estdo em Z,; . Construa
o cédigo L com ¢° palavras-cédigo

L= { (2*33 LS(?—?} Lé(?z }}‘ ce LT“'Q{?‘J}) ?j = zq}
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Dados 7 ¢ y distintos em L |, eles diferem em pelo menos r — 1 das
dltimas 7 coordenadas, devido & ertogonalidade miitua dos guadrados latinos.
Mais ainda, se z e y coincidem em uma das duas posigéeé miciais, entdo
diferem nas r restantes, pois L, é quadrados latines . Das observacoes feitas,
diz.y) > r+Iparatodor # yem L .

Reciprocamente, suponha a existéncia de um codigo g-miric L com

{L] = ¢° Pela proposicdo 6.4 , todos os vetores (i, j) € %3 aparecem exata-
mente uma unica vez nas duas primeiras coordenadas das palavras-codigos,
Assim, podemos encarar ¥ em L como funcao das coordenadas mencionadas:
z=xz{i,j) , onde :
{7} = {4, 7. 234, 30 mald, 7)o Tpanld, 7)
Paracada k. 3 < k < r+2 definimos o quadrado latino: L{i. 5 = (2(4, §)),
onde 0 < ,7 < g~ 1. Variando {i, 7} , as projecdes dos vetores x{i, j) nas
eoordenadas k e | contém todos os elementos de Z 2. Como h4 ¢° entradas na
concatenacao Li x Ly | obrigatoriamente cada par ordenado de Z ;,? aparece
um unica vez em Ly * L; . Assim, Lg e L; sdao guadrados latinos ortogonais,
onded <k #1<r+ 20

Exemplo 6.6: Sejam os dois quadrados latinos ortogonals
0 1 2 21 40
Ly= 11 20 Li=1{0 21
2 01 1 6 2

Pela proposicao acima, definindo L = {{ 7.7, Ls{e. 31, Lo{d. 513, 0 <4, 5 <2},
abtemos o cédigoe do exemplo 6.3,

Analogamente, de um cadigo MD3 com m 2 3, podemos contruir um
copjunto de v "hipercubos” latinos m-dimensionais de ordem q. Estes "hiper-
cubos™ terdo relagdo de oriogonalidade como consequéncia do fato: duas
palavras-cédigo nao coincidem em mais de m — 1 coordenadas. A recipzroca
também se verifica .

E um fato conhecido a nao existéncia de um eonjunto com mais de ¢ — 1
quadrados latinos (Thipercubos™ ) nmtuamente ortogonais de ordem g . As-
sim, pela proposicio 6.5 | num cddige MDS com m > 2, for¢osamente temos
r<g—1{oud<g}
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6.2 Cddigos Lineares

Afé o fim desta secao, ¢ Tepresenta um mimero primo ou poténcia de prime.
Portanto, o alfabeto V| de todas as n-uplas cujas coordenadas pertencem
ao corpo finito GFy . fmma um espaco vetorial. Neste contexto, um cddigo
finear V € simplesmente um subespaco vetorial de V .

Exemplo 6.7 : O conjunto constituido pelos 8 vetores :

{0,0,0,0,0) (1,0.0,1,1} (0.1,0,1,0} (1.1,0.0,1)
(0,0.1,0,1) (1,0,1,1,0) (0,1.1.1.1) (1.1,1.0,0)

forma um subespago vetonial N e portanto, um codigo linear.

(Considere os vetores de uma base de um ¢ddigo linear V' como linhas da
matriz associada G . Portanto, um vetor pertence ao cddizgo V ose e somente
se ele é combinagao linear das linhas de ¢ .Q posto desta matriz se iguala &
dimensiao de V

Seja V o espaco dual de V em Vi e H sua matriz associada.{ matriz
checagem de V' ) Assim, v € V se e somente se ele é ortogonal a todas as
linhas de #, vH! = 0 . Esta igunaldade acontece para todo v em V : em
particular, para 0s vetores da base d@ {5

Exemplo 6.8 (O espaco obtido pela dualidade dao r:,(kdlm em 6.7 é
constituido por guatro palavras

(0,0,0,0,0),(1,1.0. 1,0, (1.0, 1,0, 1}, {0.1.1. 1. 1)
Os primeiros dois vetores nao nulos sao Ineramente mdependentes. Neste

110610
Hj’{l(}l@l}

Caso,

Claramente ¢ nticleo de H coincide com N
Proposicdo 6.9 [BM]: Seja V um cddigo linear formado pelo nicleo de

uma matriz F. Para cada palavra codigo © tal que d{v. 0) = 5 existe uma
dependéncia Huear de s colunas de H . Reciprocamente. para cada relacao
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de dependéncia linear envolvendo s colunas de | existe uma palavra-codigo
v com d{v,0) = s .

Prova: Seja v = {ay, as,...,0,) um vetor de 1-';;‘ ; v € palavra-codigo se e
somente se vH' = 0 | ou , denotando a i-ésima coluna de H por by |
O nimero de colunas de A que aparecem com coeficientes nido nules coincide
comn o nimero de componentes ndao nulas de v . Analogamente, os coeficientes
de uma relacdo de dependéncia linear sobre as colunas de H séo componentes
de uma palavra-cédigo. O

Logo. um c6digo linear g-nario com matriz checagem H |, tem disténcia d
8 ¢ SOMmente s '

{a} todo subeonjunto de d — 1 colunas de H & linearmente independente,

(b} algum subconjunto de d colunas de H & linearmente dependente |

A distancia de Hamming é invariante sobre | operagdes nao singulares
de permutacao de colunas, multiplicacdo de linhas por constantes nso nulas.
Consideramos dois cedigos egquivelentes gnande um pode ser transtormado
no outro através de operagdes descritas neste pardgrafo. Em particular, um
codigo linear pode ser tranformado e um equivalente cuja matriz checagem

TR, .
Desde que todo conjunto de r 41 colunas de H é hnearmente dependente,

femos d <r+4 1 e

Coroldrio 6.10 {Sul: Seja V um cédigo linear em V' | com matriz
checagert H e m posicdes de informagho. As equivaléncias valem:
(Byd=r+1,
{2} todo conjunto de v colunas de H ¢ linearmente independente,
(3} toda submatriz quadrada de ordem j em A tem determinante ndo nulo,
onde 1 < 7 < min{r, m}.

Prova: ver [Sul

Dado um cbdigo linear MDS em V' com matriz checagem H . Inicial-
mente tranformamos a matriz checagem na forma H = {4,]}. Denotamos
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por H a matriz H = (A7} & qual é comtituida pela juncio da matriz iden-
tidade [, com & fmmpmi de A . Do covolario 6.10 [ H é um ¢ddigo lineay
(chamado cddigo dual de V7§ com 7 = LT o moe (h*«i ancia d = m 4 1.

6.3 Construgao de algumas classes de cédigos latinos

Teorema 6.11:[5n]
{a} Para todo n , g { ¢ 2 2 } existe 2-c6digo Iatino em Vo
{bl Se g é poténcia de 2 existe um g-cddigo lating em ‘i--"q“"’"“’
Se g é primoe ou poténcia de primo existeny
(¢} (1 — 1}~ eddigo latine em 1 o bara todo 2 <n <g 4 h
(d) 3-eédigo latino em V" paratodo 4 <n < g+ 1.

Prova : { a } Dados r = 1 e um m qualquer, podemos formar um ¢ddigo
MDS em 1-"'(;“'5'3 de tamanho ¢ e d = 2 . Basta deliniv as palavras-cédigo
como sendo todas as (m + 1-uplas com eoordenadas em Zy cujas somas das
entradas é nula modulo ¢

Lo {{ﬁ.l, Giv, . Ty | & 1-;;”'"3'1 Day b Gan b gy = 0 (roed) q}

( b} Sefa o uma raiz primit'iw de 7 F,, definimo$ a matriz checagem
do obdigo desejado por H = (A ], Jonde 4 = ( ('}:f‘ii" J para § = (3.1,2 ¢
d<igg—2 o

As componentes de 4 diferem do zero em GF,y . Néo é dificil ver que
as determuinantes das submatrizes 2 ¥ 2 em 4 nunea se anulam. Por tltimo,
qualquer determinante de wima submairiz 3 = 3 em A nao coincide com zero,
pols sua expressiao tem a forma: '

(o ~ o7 Y od o e - oY # 0
para {4, 7 k} = {0, 1,2} . Assim .a condicdo {3 dn corplério 6.10 ¢ satisfeita

{ ¢ ) Considere ¢ umas raiz primitiva de @ Figy - Parar = ¢ — 1, tome a
matriz checagem H = (A7, 1} onde A = { o' Y para j = {'},_ tel << g2

O item {3} do o 01&1;0 {3. 10 se vertfica . Para n < g 1, a eliminagio
de ',5 hinhas, div'a-mm Liloo.. 1 e as 1‘&'*:1‘)@{*1‘.3&?&'&*‘4 colunas c-l oo .oy de T
e g - 71— }

o

( d } Ba...sm tomar os ('mhgos <1tmzm {105 ronstr uldos no item (_ ¢ )
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7 Formulagao do Problema das Hipertorres

7.1 Introducao

Conforme a Introducao deste trabalho, haviamos comentado gque 8 é o pvimero
minimo de torres necessarias para satisfazer a seguinte propriedade : gualquer
posi¢io do tabuleiro de xadrez pode ser atingida movendo-se uma Unica vez
uma das torres .

Podemos generalizar esta situacdo pelo menos de duas formas, a saber;
considerando tabuleiro com k7 posigdes no espaco n-dimensional ¢ possibili-
tando que cada torre realize até R movimentos.

Em termos pictdricos, é este problema que nos propomos a estudar neste
capitulo. Passamos a descricio formal do mesmo. Antes relembraremos
alpnmas definicbes da secéo anterior.

Denotamos por V7' o conjunto de todos as palavras 7 = {21, 20, ..., Zn)
com 1t letras , onde z; assume um dos valores 0, 1., .., £ — 1, tomados sobre
o anel dov inteiros médule b |25 .

Definimos a distancia de Hamming, d{z. %) , entre dois vetores x, ¥ em Vi
como sendo o mimero de letras nos quals os dois diferem. Com esta distdncia,
(V' d) tornasge um espago métrico.

Dado B .0 < B < n ., o dominio F-dimensionol de z em Vi de-
notado por Bz, R), é definido como o conjunte de todos as palavras vy
em V' cuja distancia de Hamming nao excede R do dado pouto imcial
zou seja, Blz, R) = {y € V7 d{z,y) < R}. Claramente B{z,0) = {2} e
Bz, n) = V. '

Se V' pode ser dado como uma unido de dominios H-dimensional de
vetores em H |, entao o subconjunto H é chamade uma R-coberiura de V),
ou uma cobertura {n, k.n — R) ; ou melhor, H forma uma F-cobertura se e
somente se

V"= |} Blz. R).
e H
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Elementos de H recebem o nome de hgperforres e este conjunto, dorminio
de hipertorres. Desde que a unido dos dominios de todas as palavras cobrem
¥® | podemos definir a funcéo ~(n. k,» — K) como a minima cardinalidade
das coberturas {n, k,n ~ R), isto &

yin, k.n — R} = min{{H|: H é cobertura {n, k,n — R}}.

Quando R = 1, frequentemente utilizaremos o{n,k) para representar
w{n, k,n— 13

O problema da cobertura por hipertorres consiste em se determinar os va-
lores exatos da fungho v .

A motivagdo da nomenclatuta fol inspiradanocason = 2,k =8e N = 1,
gue pode ser inferpretada como o problema descrito no pardgrafo inicial |
Para fixar conceitos, vejamos algumas situacées simples. '

Exemplo 7.1 lunicialmente vamos verificar que 0(2, 8} = 8. Tome H em
V7 composto pelas 8 palavras do tipo (0,4}, 0 € i < 7. Claramente H
¢ l-cobertura de Vi ( 0(2,8) < 8} . Dado 7 palavras, digamos (x,. v |
considere a palavra {a.b) , onde ¢ { b} difere de todas as letras z; {3 ) .
Assim, d ({a.b), {5, 1)) = 2 para 1 <4 €7 e a igualdade segue .

Exemplo T2 Paran =3 , k=2, R =1, H = {{000), (111)} é 1-
cobertura de ‘.-‘}f A o(3,2) £ 2. Por outre lado, como as letras assumem
valores 0 ou 1, gqualguer vetor em 1‘ cobre apenas 4 palavras {2 < o(3,2)).
Logo, 0{3.2) = 2.

Das condicoes acima, nao € dificil ver qgue:

H = {{0000), (0001). (1110}, (1111}}

é 1-cobertura de V! . Porém 3 palavras nao sao suficientes, pois cada uma de-
las cobre exatamente 5 vetores , ficando pelo menos uma palavra descoberta,

Embora a formulacdo deste problema necessite de uma lingnaguem

matemitica simples, o leftor ndo deve se enganar quanto a complexidade
envolvida na determinagao de seus valores exalos.
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7.2 Campeonato de futebol com n jogos

A fungdo o{n, 3) tem uma aplicaciio interessante, Num cartio da Loteria
Esportiva, em cada jogo de futebol ba trés possibilidades: coluna "1 72" on
a do "melo ", Assim, o valor de ¢(13, 3) pode ser interpretado como o ntdmero
minimo de apostas que garanta pelo menos 12 acertos mum dos cartdes .
contemplandoe o apostador. Pesquisas j4 demonstraram que o(n, 3) = 319,

Num torneio com 5 jogos de futebol, hd 3% possibilidades distintas de

resultados destes jogos. Kamps e van Lint [KvL] provaram que o(5,3) = 27:

27 previsdes de um modo "inteligente” garantem o aceric de 4 xem.litados
numa das apostas . A demonstracio, elementar mas nada trivial, faz uso de
11 péginas no periodico " Jonrnal of Combinatorial Theory”

Curiosamente os casos o{n, 3] , para n = 6,7.8, .. continuam em aber-
tog, resistindo a todeos as tentativas de resolucdo. A computacio dos exatos
valores da funcho ¢ constitui um problema combinatdrio dificilimo: hasta
dizer que a cobertura das hipertorres ja fol classificada como um problema
NP-completo.

Aplicagbes do caso geral de v sdo menos 6bvias, exceto no caso y(n, 3, s},
o gual pode ser visto come a maneirs mais eficiente de assegurar s p: evisdes
corretas nmum tornelo de futebol com n Jogos.

7.3 Evolugao do problemsa

O problema precursor da cobertura das torres fol proposto por Taussky e
Todd, em 1948, cuja formulacido segue.

Seja {7 um grupo abellano com n geraderes gy, ¢, .. -, On . t0dos
de ordem k. Originalmente, o problema consistia em determinar
o{n, k), definido como a minima cardinalidade de um subconjunto
H de G com a propriedade gque todo elemento g € G pode ser
escrito na forma g = kg , onde b € H e ¢ uma poténcia de

um gerador,

Em 1960, eles reformularam o mesmo problema em ifermos puraments
combinatdrios. Este nove enfoque tornon-se predominante ao longo dos anos.
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Os primeiros trabalhos publicados re ferentes a cobartura das tores
trataram exclusivamente a funcio v { R = 1 ). No weio da déeada de
70, apenas poucas classes infinitas de valores exatos {on mesmo desigual-

dades) eram conhecidos.

Teorema 7.1 ( Resultados prévios ) O artigo [Cal] 1985, apresenta um
resumoe dos principais resulados ©

fa) {2k} =keo(3 k)= ]“‘}—3 [ para todo k [St]
(b o{n. k) = BT para k poténcia de primo e 14 n(k ~ 1) = 17

ey alk + 1kp) = p]"' R e b é Drimo

{3 o(n.2) = 4,7,12,32 para n = 4.5, 6 ¢ & respectivamente. {3t

(es_!‘:} ;}(;( 43 fa 24 £ (¥ (‘"':I, Y } L 2? E}\,\'L} .

A partiv da década de 30, passou-se a estudar a funcao v em sua forma
mais geral { B > 1) {ver [Cal],[Ca2] 3.

Dra forma como foi defizida, as componentes do espago “hipercibicos™ sia
Axas { Ky &« .o x Zyt Mals recentemente, a cobertura das hipertorres
foi generalizado constderando-se componentes mistas na sua constituigao dos
espagos { 00 x Ei7 wox 2y Y ver [Os] ).

No  entanto, a,bm daremos  apenas  tals  coberfura  em £spacos

“hipercibicos”,



8 Resultados Gerais

Inicialmente, abordaremos alguns resultados triviais da cobertura das
hipertorres.

Em seguida, descreveremos metoedos construfivns . os guais produzem
"novas coberturas através de certas comhinacdes de cddigos previamente
conhecidos,

Utilizando resultados das segdes anteriores { 6 e 7 . aplicacbes destes
métodos fornecem boas estimativas superiores para 7 , tornando possivel
inclusive a deteminacao de valores exatos de certas classes infinitas de
pardmetros.

Todos os resultados desta se¢do encontram-se em [Cal .

8.1 Resultados elementares

t'ité 0 ﬁm desta Segﬁo denotaremos s = n — K em (?“J kori~— R) Nao hd

trivias (ﬂ k. ﬂ) = ?1” e 7(??, k. 8‘* = {wpe‘(’tn-ainent-e }-""d.}a R = T - i ,
uio é dificil ver gque ~v{n. k, 1) =k { }3;01}0‘\1((1(} 8.13 ;

Proposigao 8.1 Para quaisquer 7 e k , valem :
{a) vi{n. k,n) = k"
(b} +(n.k,0) =1
(e} 2k, 1)
(d) v(n. k.,s) < kS,

Portanto, estaremos interessados na determinagdo de ~v{n,k, s} onde
nz3 krl2e?2<s<n~1{1<R<n—2).

Considere H e H' codigos em VJ© e V" | respectivamente. Definimos a
soma direta de 2 vetores € = (23,24, ., 2, € H ey = ( WL Yy € T
como sendo T ey = (1,20, . En YW . Ym) € V7 L Analogamente,
definitmos & soma direta de 2 wdmos por H « = {:r sy c Vo™i €
Vg e V")
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Proposigao B.2 ( regras de monotonicidade ) Para § < s < n, valem
as desigualdades: :
(a) vin + 1, k. s) < v(n, k, 5)
(b) y{n. k, s) < v{n k.5 + 1)
() y(n,kys) €l k+1,8).

Prowa: (a) De H uma cobertura minimal (n, k,s) . H o {{0}} produz uma
cobertura (n 4 1, k, 5);

{b) direto , pois Blz,n — s~ 1) C Bla,n — s} ;

{c} Para z = (x), 29,..., 24} em V7, , definimos
- xy se 1, €401, k-1 ,
3};=={ k-1 a sez:?,-rrk} 1sisn

De uma cobertura {n, k + 1,8} H ., podemos produzir a cobertura

(nk,s) : {Te¥l . xe H}.O

. R .
Um domimnio R-dimensional em V) tem cardinalidade v = 37 (Z’)(!\ - 1"
e}
Assim obtemos o hmite trivial ¢

. R .
Proposicac 8.3 Dadosn . ke R sev = 5 (’:)(L - 1Y entéo

FE=|
o i 57
y{n. kon—R) > }—{

12

8.2 Métados Construtivos

Proposicio 8490 <m <n ,0<g<s,s~g<n—meg<mentiao:
{a) y{n k,s) <vln—m ks —glylm k.g)
(bY y(n+rk s+r) < y(nk, 8) k" para todo r > 1.
Prova ; (a} Tome H uma cobertura (n — m, ks — ¢} ¢ H' uma cober-
tura (m,k,q) . Afirmamos que H & H' é uma cobertura {n.k,s) . De

fato, dado 2 em V' , podemos representd-lo na forma 2 = z; e 22 , com
2, € VI e ze € V' . Por hipdteste, existem y; € H e yo € H' tais que
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dlzs,y) Sln—m)—{s—q) ed{zs, y2) < m~¢q . Pela propriedade triangnlar,
d{xy @ yyzoeys) < n—s. A parte (b) é conseqiiéneia direta de (&), pois
e k) = kTG

Exemplo 8.5 De ¢(13.3; = 3% { teorema 7.1{g) J, obtemos o{14, 3) <
31 Deo{5,3) = 27 { teorema 7.1{c) ) ganhamos v(15, 3, 12} < (5. 3)° = 3%,

Teorema 8.6 : Paratodon , k|, v, pe ¢ satisfazendo 0 < p < re
} < g < n, acontece:

ynrk n - gilr —p) Y <oy nv{r ke ~pln—q)

Prova: Dado

2= {0y, To T Tyl Dyt T T rads Anm e o 2 Epp) € Vi
podemos representd-1o como um vetor de tamanho n formado peios simbolos
Yi = (Bipoy, Xren, L T em VP L 0 < 8 < n— 1. Considere Hy uma
cobertura minimal {r.k.r —pl e a = y(r kv —p) = {H:;} . Para todo
existe z; € Hy com y; € B(s.p) . ou seja, y; e z diferem em y coordenadas
no méxime. Seja Hq um ¢-eobertura minimal de V" { [Hol = ~v(n. k. n—q) ),
onde os simbolos estio em H. | isto é . H o forma uma g-cobertura de (H,)" .
Dado z = (29, 20,.. ., 2, ) . existe um v == {wy, Wy, . .., wy) em Hotalguez ew
diférem em g coordenadas no maXimo, Logo, o primcim veror {y,1 bo: C Yn)
e w coincidem em pelo menos nr — ((n — glp 4+ gr} = (n — g}{r — p} posigdes
e a desigualdade segue. 0

Exemplo 8.7 : Vamos Justrar o caso n = r=3.k=2eqg=p=1
Sebemos que v(3,2,2) = 0{3,2} = 2, basta l;omaz a cabert.n.z & minimal

Hy = 1{0.0,0), {1,1, 1)} { exemplo ?,2 } . Seguindo os passos do teorema
acima, considere
"_7"_)4 o (H 4 o

onde {0 = (0.0.8)eT=(1,1.1).
O cédige Ho = {{5 0.0,0 (ﬁ 1,1, D{1.6,0.0), (T‘f,fj’}} forma 1-

e,
)
=
=
i
ol
=i
o
o
i
=i}
]
<
)
-
i
e}
et

Por exemplo, seja o vetor ¥ = (0,0,0,1,1,1,0,1,0,0.0,1) . Tomando-
se 2p = fp e 23 = De s = 1, vem d{y 2:) = 0,0,1.1 respectivamente
para 1 = 0,1,2.3. Como = = (0.7,0,0) € (H))* . tome w = (0.G,0.0) ¢
Ho (d(z,w) = 1) . Destes comentarios, concluimos : diy, w;) < 0,3,1,1,
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respectivamente para ¢ = (,1.2.3 . Lopo. d{y.w) < 5 { veja lustragao
abalxo}
o — Q06 Uy == 111 oy = 010 Ya == 001

zp = 000 5y 111 20 = 000 23 = 000
wy = 000wy = 000 1wy = 000 wz = 000
Por simples inspegdo, d{y, ;) = 0,3, 1, T parad = 0, 1,2, 3 | respectivamente.

Para o vetor z == (101,010,001, 110) , cousiderande os mesmos Hy e Hs
acima , tome zp = 23 = {111} e 2y = z2 = (000) . Definaw = (0,0,0,1) € H..

Neste exemplo, d{z,w) = 3+ 1+ 14 1= 6= pln ~¢) 4 gr .
Quando p == 0 e g = 1 no teorema acina, obfemos y(nr. k. (n — 1ir) <
rglr ke n~ 1 sk on—- 1) =on k). Ocasog=0ep <rdiz

que +{nr, k,n{r — )} < v{r k.7 — )" (caso particular da proposigac 8.4 }.

Exemplo 8.8 Tomer =3, b =3ep=1,v(3.3,2) =5
(a paran = 3 e g = 2 , o teorema acima fornece v(9,3,2) < ~(3,5,1) = 5
{ resultado 8.1 ) , melhorando o limite trivial .
(byparan =3 eqg =1, ¥v(9.3.4] < ¥{3,5.2] = ]é%ii = 13 { ver teorema

71:

() proximo teoreme possibilita a construgao de limites superiores partindo
de ¢ddizos latinos conhecidos { ver secan 6§ .

Teorema 8.9 : Se existe um (K + 1}-c6dico latino em V" entao a de-
i k
sigualdade abaixo vale para todo r 2 1

Alndkr,n — K S K fy(nron — R)

Prove : Recordemos o resultado 6.4 num (R + 1)-cddigo latino ' em
¥ uma escolha de n — R coordenadas fornece todos os vetores de \;-";:*"“R
comu projecoes das palavras-cddiges nestas coordenadas consideradas.

Seia ¥ = {aq, qg,...,0,) em V) podemos vepresentar a; , 1 <4< n , na
forma a; = rbj+o¢; ,onde 0 < B <k ~1e0< ¢ <7 —~1. Da nomenclatura
i = by bg, . bp) e 39 = {c1,69,. .., Cn) . VW 2 =7 - 21 + 29 {onde - & +
denoctam as operacdes produto escalar e adicdo vetorial | respectivamente) .
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Se H é uma cobertura minimal (n,r,n— R} e &' um (K + 1}-cédigo latino

cobertura {n, kr,n—R) . De fato, qualquer  em V7 pode ser decomposto em
F=roxy+re, 2y € V8 exn € V'L Por hipdtese, existe yo € H que coincide
com z3 em (n— R) coordenadas pelo menos, e que existe uma palavra-cédigo
y1 cotneidindo com 7 nestas mesmas posicdes, como observamos no inicio da
prova. Lopo, o vetor z pertence ao dominio R-dimensions! de uma palavra
emr.G+ H O

Exemple 8.10 Seja 7 o 3-cidigo latine descrito no exemplo 6.2 . O
eSdigo H = {{0000)}, (1111)} constitui uma cobertura minimal (4,2.2) .
Dessa forma, 2.6+ H possul os elementos:

0oo0 2204 4204 1111 3303 3305
0222 2420 4042 1333 3330 3053
0444 2047 4420 1555 3053 3330

As trés primeivas tabelas sho geradas por (D000} € H e as restantes, por
{1111) € H . Pelo teorema 8.8, 2.6 + H descreve uma 2-coberura de 1 .

8.3 Classes Particulares

O teorema 6.11 em conjunte com o teorema acima permire-nos obter direta-

mente 0 seguinie:

Corolério 8.11 As desigualdades valem :

(a) of{n, kr) < ol{n,r)k® paratodon , k.7

(b) (2" + 2,2 33 < 27 4(2" + 2,7.3) para todo 7 , k .7
Se k é primo ou paténcia de primo, entao

{ed v(n,rk,2) <k®(nr 2 para todo 2 < n < k+1

{dy v{n,rk,n—2) < 2y (n, 7 D paratodod <n<k+1.



Coroldrio 8.12 Se k ¢ primo ou poténcia de primo entdoo(k + 1. rk) =
v 5 paratodor 2 lek > 1.

Prova; Conforme o resultado 7.1 {itens ¢ e d ) | temos o (k + 1, k) = k51
eolb+1,kr) > P51 Mas ok + 1, kr) < v%k* ! por 8.11(a) .

( Principio da Casa do Pombo valida o resultado abaixo, o qual genera-
liza a proposicdo 8.1(c). Dessa forma, mais wma classe infinita de valores da
fungdo v passa a ser conhecida

Prova : Tome y em V¥ |, para cada § < 7 < k — 1 definimos a funcao
: ko g

fi{y) como sendo o nfmero de letras ¢ em ¢ . Dado 2 em V' | afirmamos

queexistewmn §,0< 7 <k—-1, tal que f;{2) > 5. Se a assercho nao vale,

18TNosS
ko

1 .
S htn < rs=1 s k(] 1) <
o kL
e isto & impossivel , pois a soma do membre & esquerda sempre coincide com
n . Portanto, as k palavra-cédigo (00. .0y, (11. .. 1), . (k-1 k-1.. . k-1)
formam uma cobertura {n, k, s) . Por outro lado, wma cobertura {n, k, s} tem
pele menos k vetores. De fato, consideremos um conjunto com m palavras
(elal, . .,03) 1 €< m< k. Os vetores formados pelas letras b nio
pertencentes & coluna ¢ deixam de ser cobertos pelos m vetores Iman(:ibz;adus.
Logo, v(n, &k, s} = k.

Coroldrio 8.14 Se k & primo ou poténcia deprimo e 2 < n < k+ 1 entao
o, kin — 13,2) = k*(n —- 1)

Prova @ Conforme o coroldrio 8.11{¢) e 7.1{e] , v{n.k{n — 1).2) =
Eay{n,n—1,2) . Mas y{n,n — 1,2) = n — 1 pela proposi¢io acima .

com resultado acima, tais limites produzem:
(a) ¥(9,3,4) € ¥(7,3,2). 4(2,3,2) = 3.3% = 27
(b} v(9,3.4) < 7(8,3,3). 4(1,3,1} = 3.3, melhorando o limite encontrado
em 8.8 .
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Tabelas

As tabelas apresentadas encontram-se nos trabalhos : [Call { k
[Os] { k=345}.
ENNE -
| R=1]|R=2|R~3|R=4]|R=5
2] 2 1
3 2 2
4 4 2 2
5 7 2 2 2
6 12 4 2 2 2
AN LA NS 2 1.2 ]

v(n, 3, n-~ R)

5 ;

3 5 :

4 o 3 3

51 27 6-8 3 3

6| 6373 | 1217 6 3 3
7 (147186 1 26-34 | 712 | 3 | 3
3 R T
n| R=1 [R=2 RK=3TR=d[R=3|
| 2 4 ; |
] 3 & 4
4 24 7 4
I 5 64 12-16 4 4
|6 228256 | 2864 | 816 | 4 4
| 7| 748-1024 | 80-102 | 1632 | 7-12 4 |
B vn, 5, n—- R ]
L I R=1]R=2|R=3R=4[R=35
sl 13 1 s |
4] 4551 | 911 | 5
| 5] 157-184 | 20-35 | 8-10 5
6] 625 165125 1125 | 3 5
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9 O Método de Cobertura por Matrizes

Em [KvL} Ramps e van Lint provaram que 0(5,3) = 27 e 0(9,3) < 2.3%
Baseados neste artigo, Lam e Blokhuis { ver [BL| ) sistematizaram um método
de determinacao de cotas superiores de 0 conhecido como metode de cober-
fure por matrizes. Por sua vez, Carnlelli [(Ca2] estendeu este método para o
caso multidimensional { £ > 1} . obtendo algumas classes de delimitacdes ¢
ralacoes de pardmetros da funcio - .

Nesta secio abordaremos tal método. Baseado nos artigos [BLL[Ca2),[Zal.
couseruimos obter resultados novos ¢ algumas generalizagtes de teoremas em
BL e [Ca2l

9.1 Descricao do Método

Inirialmente. vamos estabelecer algnmas notagoes: I, denocta a matnz iden-
tidade de ordem v . Sejam B ¢ Cmatrizes v X noe v x mn , respectivamente,
Definimos a justaposicae de " em B | denotada por (B (") . como sendo a
matriz # > (14 m) cujas primeiras nocolunas provem de B e as m restantes.
de . Em particular, para 2 € 177 e y € V7 | o vetor {21y} represetita a

justaposivan de y em 1.
. & E

Definicao 8.1 Seja M uma matriz r » (n -7} com entradas em Z;.
F»2.r<n. Tome 0 < B <ned={IIA}. Uma colecio & em

17 é chamada de R-coberture de V) wsando A se cada vetor de V) pode ser
i it i
coberto por & com Tajuda 7 de K colunas de 4 |, ou melhon

H
- i s " d -
Vi sk Y agag s €8 o; € Zy. o, cohma de 4
j.:'.:]_
A R-cobertura de V) definida na secao 7 corresponde ao caso v = 1 ; ou

seja. corresponde & R-cobertura de V) usando apenas os vetores candnicos de
I, . Para ver isto, considere § uma R-cobertura de V) . Dado o € V), existe
wm s em S tal gue d{r, 53 < R . digamos que 2 e s diferem nas coordenadas
ipie. i seom 0 < R Logo



T 8w g ey b€ b oy ey
onde ¢; representa i-ésimo vetor candnico de V7 (e, em I, ) e oy € Zy .

Logo, § é R-cobertura usando I,

Exemplo 9.2 O conjunto § = {5; = {¢,7,1.7,7),0 <4 < 4} é 3-cobertura
de V. usando a matriz : '

100000
0160 0 1
A=100100 2
6001603
0000 1 4|

De fato, denote v = ({,1,2.3,4) e considere y um vetor arbitrario de
V> . Néao hd nada a fazer se y apresenta pelo menos 2 coordenadas com
o mesmo valor, pois diy, s;) £ 3 para algum ¢ . Caso contrario, resta a
sitnacao onde todos oz valores das coordenadas sao distintos; assim , basta
verificar que existem « € {1,2,3,4} e s; € § tais que dly —av,5) < 2.
Pelo configuraciao de § | podemaos supor gque y = (0, a, b, ¢, d).

Fixe inicialmente g = 1. Se o &% Tentao b # 2, ¢ # Jed # 4, Logo
por simples inspecio, restam os casos y = ((1,1.4.2. 3} ey = {0,1,3,4.2,
quais respectivamente fornecem diy — 2 v,sg) <2 {f(’y — 3.9, .5{}) < 2. P.a,m

¢ # 1 a verificagao é andloga.
Em seguida, apresentamos o feorema Drincipal desta secio.

Teorema 9.3 [ Ca2 [Sejal < R<n,1 <r <neSé&uma Rcobertura
de V] usando A = (M ],) . Nestas condigoes, '

win kyn— R) < |{8LE"T

Prova © Considere z em V' eserito na forma {z;y) ,comz € V] ey €
Ve Camo S é R-cobertura de V) usando A e Az;y) = {I - M){z,y) =
T+ My€ L existem s € 5 e 4y, in ..., 1p tals que

z 4 My =54 Za'ﬁja;}
!
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Reordene se necessirio, os indeces de tal modo que: o i, $80 vetores canonicos
de Vi pare 1 < 7 < g ¢ ay; sio colunas de M para ¢ < 7 € K. Denotando:

% 1 Ctemos 2t = ox — Ayt pois
g
TR
i, Gy iy

Assim d{_y, y*) < R-—-gq, (f( v, 8 — ;\,fy*j <ge
d{{riy) (s~ Myhy'y £ R)

Desde que y* é um vetor arhitrario de V777 . a colecio de todos os
Jue ¥ i
vetores do tipo {5 — A y": y*} forma R-cohertura de 10 .0

;,\C“I ) kﬂ_..._..}.

Quandn F = 1, o teorema fornece:
se 8 forma l-cobertura de Vi enfdo a(n ki < |87 077

{ principal resultado de [BL] ) . Neste sentido. o teorema 9.3 pode ser visio
COMO & Leney alizacao mult 1{11111011(*1011,11 do método deserito neste artige, como

havi ]d[ll(.!‘\ comentado no 1111( i da "‘{j‘gd(} .

9.2 Aplicagbes do Método

via codigos latinos
o alguns casos, ¢odigos latinos permitem a constiucao sistematica de certas
classes de coberfuras usando matrizes apropriadas, como moestran os resul-

tados desta subsecdo:

Lema 9.4 [Ca2 Seja b > 2, v 2 1, n 2 d . 5e existe um {(d 4 1}
cidigo latino L oem V) entao 0}.140 eodigo satisfazendo: & é uma {d + 1)

cobertura de V) usando wma matriz A de dimensdes n x {rn4 k"% 1) com
(S e e m — d)
Prova Pdid cada r &€ , podemos escrevé-lo na forma & = 2y + vz,

coma €V eas € lf’ %e;a N uma {I mhe‘num mlmmal de V7 e /1 = (_M ¥l

11111 as d{: 1'



Para cada o = &, + r.za , existe y; em S que coincide com z; em pelo
menos n — d coordenadas. b pc;ssfvei escolher y2 € L que coincide com 2o
nestas mesmas n — d posigoes. { ver proposicdo 64 ). Logo , = e 1y + rae
diferem: em d coordenadas no maximo. Note que se yo # {0,0,...,0) € L
entho ys ¢ uma coluna de A . Caso coptrdrio { ya = (0.6,...,0) ) entdo yo
e 7 se igualam em n — d coordenadas, ohtendo d{z, ) < d . Em qualquer
Caso: ¥ = Yy + rys i o6y Portanto, 8 é uma (d + 1j-cobertura de V7

(£

usando 4 0

Exemplo 9.5 Vamos ilustarocason =4 k=3 [ d =2 . J4d vimos que
S = {(0000), {1000}, (0111), (1111)} forma 2-cobertura minimal de V3¥ . Pelo

teorema acima, S também é uma 3-cobertura de V! usando a matriz

001112221000
4. 1121200210100
fTl1 20121020010

122012100001

Note que a uniac das primeiras oito colunas com o vetor nulo forma 3-cddigo
latino de Vi descrito em 6.3 .

. Teorema 9.8 [Ca2iSek>2 ., r21 ., n>d. g= ET 1 e existe um
{d + 1)-cddigo latine em V)] |, entao

g kr.ntg—(d+1)) < v{n, v, n—d).(kr}¥ {1)
Prove : Consequéncia direta de 8.3 940
A obtencio de desigualdades do tipo (1) fica dependendo da existéncia

de eddigos latinos . Countude, 6.11 fornece algumas classes de tais eddigos e

por 9.6 :

Coroldrio 8.7:{(a?2]
“{a)paratodor,n>2 2. k> 2eqa= el g
wnta krnt+a— 2y <oln rh k)
{b) para todo 7, n, k primo ou poténcia de primo com 2 < n < k+le
Ai’(?? N'i_ b‘ }{‘T‘, ﬂ- “j” b) g ’Y(J}"L‘ 1{‘-1 2}(R4?<}b
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(¢} para todo n.r | k primo on poténcia de primo com 4 < n < k+ 1 e
o= kM

v+ e kron4o—3) < yl{n,rn — 2).(kr)°¢
Fxemplos 9.8
(a) Paran =4, k= 3 er = 3, de 9.7(a) temos (30,9, 28) < 3%

{(b) Paran =4, k =3 e r = 2, obtemos 7¥(12,6,9) < 2.6° de 6.7(b)
{c) Paran =4, k=5er =3, ~(28 1525) < 3.15% por 9.7{c)

via relagGes indutivas

Teorema 9.9: Sejan =ty {r — s, b {r — s}~ (R— 1))+ (r—sipara k > 2,
2i<k , s<rer—s8> R —~1. Nestas condigbes vale
vi{nkon— RY<{k—f+ 1777

Prova: Tome & = {(} x Vil © V] e s matiz:

* { 1
{r— sk (r—si— (A1) | T
A= ¥ |
! ......
] u | o6

onde a submatriz i o o lres k(=) —(R—1)) « ° u ]T representa
todas as colunas do tipe {viu) com ; v perfence a uma (R — 1}-cobertura
minimal de V7% & gual contém o vetor nulo e u pertence 2 V7 . A matniz A
tem dimensbes v X 1 e contém os vetores de f, . Falta provar que 5 é uma
cobertura de V' usando A .

Dado um veter em VY | ele pode ser representado por {z;y) comx € V[ 7°
ey e VY Tome: € Vi, ,ej e V' talsque z+3j =y . Assim
{z;4) = (0i2) + {x;j). Por construcic de A, existe uma coluna da forma
{v;7) com diz,v) < K -1, dizamos

R-1
fom}

-

fate



oude §§ < a; < k£ — 1 e ¢, denota o j~ésimo vetor candnico de V' . Logo
Rl
(riy) = 02+ Ll b+ Y ovey,
i=1

Como (23 e &, 1, C Ae(vij) € A, temos que S é cobertura de V[
usando A . Pelo teorema 9.3, a relacdo indutiva segue. I

Observacoes:

{1) Em particular, para 5 = 1 ¢ R = 2 obtemos

i kn -2y <[(k=t+ k" Tsen=tolr - 1LE+(r—1)
que corresponde ao teoreme 3.7 de [Ca2]. Neste sentido, 9.9 generaliza tal
resultado. :
{2} Nas hipdteses de 9.9, para m > n vale:
Ai{mukm— RY < v{nkn— Ry ETTT < (k—1 4+ 100577

Neste contexto, para s = 1 . A =2, n = to{r — 1, k] + (r — 1} a relagao
acima valida

v{mokom —2) < (k=141 k" se mo= 1+ k+0 (3 k)4 Holr—1 k)]

Mas esta designaldade & a tese do teorema 3.6 de [Ca2] | ¢ qual pode
ser obtido via teorema 3.7 de [Ca2], como fol verificado acima.

. - & P T - U LA TP 3 L .. -
¥ (nk,n — R < ke sbros= (R s e do limite trivial k"%

Exemplos $.10
(a} Pa.z-a T oo 2,(}'(3! 4.) -+ 3 — 19. temos ,}(19 4? 1?} S 3‘415 ‘
(b) Para n = 3.4(4,3,3) + dvale 7(31,3,20) < 3% |

0 teorema acima estabelece uma classe de Hmites para v(n, k,n — R)
quande n & uma "combinacic linear” de valores de v cujos pardmetros ap-
resentam o raio constante, a sabher K — 1 . Contudo, podemos obter cer-
tas delimitacbes para v com n dependendo de valorves de v cujos rajos dos
parametyos nao excedam K .
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Teorema 8.11: Sejar = 37 ja; en =r— 14, vie, k. a; — R;)
pata k> 2, a; > R, s> 2en>1+3Y" K, . Entio:

N k3

"y (?’é? k.n— (1 4 Eﬁf)) < kU7

Prova: Defina 8 = {0} x V] e 4 = (B;C) com

[ T(le k?aﬁ - R'l\} ]
(o, k, ag — Ra)

L y{ag, k. oa, — Rs)

ok

onde a submatriz B ¢ constituida pelas colunas do tipo {vy;0e: .. 1 vs) com:
{a) v; pertence & uma Ry-cobertura minimal de V7' a qual contém o vetor
node 0 & V™ para 1 <4 < s~ 1: (b} v, pertence a uma Rcobertura

minimal de V7* a qual contém o vetor {0,0,....1} € 1} .
Assim, I, estd na matriz A de dimensdes r « n . Falie verificar que § é
uma {1+ 3.5, R;)-cobertura de V| usando 4 . Considere {z1:20;...,72,) €

VY, onde x; € V* . Por construgao de A |, existe uma coluna da. foma
{yiiyat. .1y, tal que d{zy,y;) € Ryparatodo 1 <1< 5. _

A apliche do teorema principal completa a prova. pois {7174, :.:2,) €
{ysiye: - ys) diferem em (370, R} coordenadas no maximo. O

Observacao © O limite por nds encontrado equivale a
i

mite trivial k- (<50 R
kzj:___]_(ﬁ-i'“Ri}”‘l do limite trivial k £

Exemplos 8.12;
(a)Bemn=(5+4-1)+7(532).7(4,3,2) = 17 entdo +(17.3.11) < 3%
(b) Paran = (4 + 2~ 1)+ 0(4,2) + (2 2) = 13, temos (13,2, 10} < 27 .

{c}Sen = (33 —-1)+0(3,2% = i6 entio v(16.2.12) < 27 . Mas este
resultado melthora +{16,2,12) < 2° desde que 4{9,2.5) =2 .



Teorema 9.13: Seja p prime oun  poténcia de primo,

o}
n=R+ [ y{i,p,i— R)parar > R+ 1. Bntao
i B
yinpn— Ry <[+ p—1).r— R)] 5"
Prova: Tome
H o {(G‘QEJ) e 1"};’MR+I & {}F(p) B & IT..WR} e 8 = H x {0} o L;:‘
Claramente |8 = 14 (p — 1).(r — R}. Considere

[ 0 0 1 O
i 0 oo lr—=1pr—~1~R) Og
0 : - *
0
1
A= 1 yR-1p1) Or
v{R.p,0) * h —
Ir
- * - * |

onde [0.. 01 ~{i,p.i — Ry*. .. *]T represefita & submatriz v{i,p, 71— R) xr
composta pelas colunas (0,0,...0,1,v)7 | sendo v uma palavra-cédico de uma
R-cobertura minimal de V) contendo o vetor nulo { para B < ¢ <r 1) A
submatriz [Og ... Og: 1 R]T denota os vetores (0;e;) € V) com e; € Ig

Desde gue v(R,p,0) = le (R +1,p.1) = p . I, estd em A, Do
teorema 9.3, basta verificar que § € uma cobertura de V) usando A .

Seja w = (0,0,..,0,a3,an, ..., um vetor arbitrdrio de V[ |, onde as
primeiras ¢ — 1 coordenadas sdo nulas, 0 <1 < v . Bei = 0entdow =0 € 5;
em geral , se i < R

= 04 @iy b 09.80mien F o b @36,
Como € See,estdem A, we B{OLR).

Se i > R+ 1 existe § € G'Fy, tal que a;. 4 =1, pois a; # 0 . Assim,
Bu = (0,0,...,0,1, Ao, ..., Aas) e por construgao de A , existe uma coluna
vemi{l, .. 0, Ly(i-1pi—1—K)» .. *]rtal que d{fw v} = 5 < R, ou
melthor, '
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Juw = vt oare, toaney +. . boge, 0 € GFp, g, €1,1<7<s

Vamos considerar dois casos possiveis. Se s « R |, obrigatoriamente w é uma
combinacac linear de s +1 < A colunas de A . Para s = R, podenios supor
sem perda de generalidade gque ¢, tem as iltimas R — 1 coordenadas iguais
a zero, pols hd R vetores unitdrios distintos. Logo
- g - —
w o= 3 1{11.6’33 + 4 1y + 4 asey, + ...+ 8 l{}f}{,ﬁfﬂ

{J vetor _(:?"1@1,&;_!‘ pertence a S pois 2 <y <r— R-+1. Portanto, § é uma
R-cobertura de V] usando A .12

Observacao @ Em particular, o caso R = 1 coincide com o teorema 3.9 de
1Ca2].

Fxemplos 9.14:

secio 8 ) e v{13,2,11) € 6.2% . Este resultado melhora 7(13,2, 11) < 2°
obtido através de v{5,2,3) = 2

outras aplicagbes

Teorema 8.15: Para 1 < H < n e p primo ou poténcia de primo, vale
. YLty ) . NEE RN - o R\‘_{_p'—'.i).(—‘!l‘“ﬁ‘?i)
Y(pn - R+1+Bppln—~ R+ 1)} < v(npn-Rjp

Prove: Considere § o subeonjunio de 1;"*“1 composto pelos vetores (z;0),
onde = é uma palavra-codigo de uma R-cobertura minimal de V)" contendo
o vetor nulo. Seja a matriz

[ Ivfﬂ—Hvi—} }-(jﬂ.wR‘hl 2'1?1—‘-3%—;—1 (j{“‘ - ])'Iﬂ.——R-n.’—-l 0 ]
0
A= Or-1 Or-s Og-1 0r-1
Ig
000 1110 111 1.1 |
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A notacao Ox. indica a matriz guadssda nula de ordem K — 1. Claramente
|Sl= v {n,p,n— R) e I,y estd na matriz Aqstyupin- Re1}+R-

Considere w = {x;1) € if';”'”l yeomz € 1, et € GFy) . Existe um z em
S satisfazendo d {{z;0),{z;0)) = s < R, digamos
(:ﬁ;ﬁ) = (3;0) toe tase t o Qe 0y & GF{},) e €l 1< i<

A continuagdo da prova € andloga A demonstracho anterior. Claramente
w estd em B{(z;0).R) set = 0. Para t # 0 vamos analisar dois casos. Se
s < R temos w € B{{z;0}, R) pois

w = (2:0) + Lensa + 0.6 + 0oy, . F Gty
Por dltimo, s = R . Como hé R vetores candnicos {todos distintos de e,.1),
existe um deles, digamos ¢;, ,tal que 1 <1, <n— R+ 1. Logo
w o= {210} + 1. (eﬂ_“;,l “+ i"iosl_egl) + e b age,

Por construcio , e,y +1 ‘a6, € A, satisfazendo &s condigdes de 8.3 .07

Observacoes:

ainprn—R)

{1} A cota superior encontrada equivale a e do limite trivial
LB Sy ]

pP R4 Quanto menor v (n,p.n — R) e maior
cota em relacio ao hmite trivial

. melhor a

{2) Em particular, o caso p primo e R = 1 coincide com o teorema 4.1 de
BLL
{3} Em [Osl, pdgina 16, consta o resultado seguinte Se p € primo ou poténcia
de primo entao
Aipn+lppn~ R+ 1D <n{npn—~Rip
Ora, da proposican 8.4 e de 8.15 | temos
F{pn+ Lpprn— R+1)) < {np.n— Ryjp™4
Logo, o teorema acima implica o resultado apresentado em [Os]

n{p-1}

Coroldrio 9.16 [BL}]: Para p primo ou poténcia de primo e R arbitrario,
vale
. . Pl
ap+lpp) £ 7
Prova : Basta tomar n = K =1 em 8.15
Esta classe de desigualdades produz as melhores delimitacdes possivels,
como haviamos comentado anteriormente.
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Exemplos:9.17

{a)Sen=4,R=1ep=3entioo{13,3) <935 =30 sendo este limite
Stimo {ver secio 7). '

(b)Sern=3,R=1ep= 3 obtemos 0{10,3) < 5.3% | cujo limite coincide
com a tabela em {Os].

(¢) De 7(5,2,3) = 2 temos +(10,2,8) < 2° , melhorando o limite
(10,2, 8) < 2° obtido através de v{5.2.5) = 2.

{d) Como v(8,2,5) = 4, vale +(13,2,10) < 2%

(e) De 016 0{4,3) <3, o(5.4) < 4% o(6,5) < 5% .. estas estimativas
sao Otimas.

Seja M uma R-cobertura de 17 e Af um subconjunto de M satisfazendo
a propriedede: tode m em A pode ser expresso como m = @7 , onde
l<ao<sk-leme M,

Lema 9.18 Considere M e 3 nas condigées mencionadas , com ﬁff! =5

Se n = r + v entio '
v kn-Ry <1+~ R+1).(k-1}k

Frova: Tome § o subeconjumto de V[ constituido pelos vetores do tipo
o= af; onde 0 < a<k~1e¢ oj-ésimo velor umitirio de V;f com
1 <4 <r~K+1 Claramente (S 5 {14+ (r -~ R+ 1) (k~1)]. Defina
A= (A1)

Dado x em ¥V | existe m € M comd{az.m} =s < K. Comom = o.M e

i € M | temos :
T o= b e b e L g6y,

Nio hid nada a fazer se 8 < R . Quando 5 = R , pelo Principio
da Casa do Pombo, existe um vetor canépico, digamos e, , satisfazendo
1<ey<r—R4+1. Comoaye, €Sef €A, (:{:-nclui’nms'q_ue S é uma
R-cobertura de V] usando A e a tese segue pelo teorema 9.3 .

Observacao :
{1) Este lema pode fornecer melhores estimativas para v {n, k,n — R} se
L+ (r~R+1){k—- 1< y{rkr—R)
Como a maioria dos valores v € desconhecida, a cota proveniente deste
lema melhora o limite trivial gnando {1+ (r — R + 1).(k ~ 1)} < &8,
ou eguivalentemente,
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(r— R+ 1) < KORD LBy
mas esta desigualdade acontece desde que (r — R + 13 <7 — 2.

Teorema 9.19 Para ¢ = v (r, k,r — R} acontece :
yle+r—Lkatr—1—-R) <[+ (r—R+1).{k~ 1]k

Prova: Conside M uma R-cobertura minimal de VY contendo o vetor
nulo. Aplique 9.18 para M = M ~ {0} .

Exemplos §.20

teorema 9.19 fornece 5(27,4) < (1 +4.3).4% = 134%

(b} Como o(6,3) < 73, significa que existe l-cobertura de VJ° com 73
palavras , sendo uma delas o vetor nulo . Para esta sitwacho , ¢{78,3) <
13.37, melhorando o limite o(78,3) < 37 desde que #{13, 3) = 30

i

{e] De ¢(6,2) = 12 , vem 0{17.2} < 7.28 que equivale a : do limite
o(17,2) < 2% | pois o(8, 2) == 2% { ver segdio 7 ) . Mals ainda | o caso
a{7,2) = 16 produz 0(22,2) = 2**  methorando o{22 2} < 7.2' obtido

anteriorimente.

A diminuicio da cardinalidade de M necessita de uma propriedade par-
ticular: muiltiplos de "poucas” palavras-cddige geramn toda a cobertura M .
Tal situagio ocorre nas seguintes situagoes:

Corolario 9.21 Seja A > 1 e p primo . Suponha ainda gue exista um
subgrupo M no grupo aditive V) tal que M também ¢ uma H-cobertura de
B = —

Vy com [M|= 7’ . Sew == %535 en =7+ v entao
o kom = RY € [L+ (r — B+ 1.0k = 1)}
Prova: Como p é primo, todo elemento nao nulo de 17 tem ordem p .

Desse modo, M pode ser particionado em classes laterais disjuntas { descon-
siderando o elemento nulo do grupo ) . Defina M como sendo a unido de

i [
representantes { geradores ) de cada classe lateral. Logo, /M I = Y = P{;”—T} e
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seus multiplos geram o subgrupoe M . O lema 8.18 completa a prova. U

Coroldrio 8.22 [{Ca2] Nas condigbes do coroldrio acima, para R = 1 e
14 {p — 1jr poténcia de p, vale:

o {np) <14 (p— Lr]p"

Prova: Basta aplicar 8.91 e o resultado devido a Zaremba [Za] | o gual
PassaInos a descrever,

Considere (V],+) grupo aditive, onde p é primo. Seja § =
{ig;:0<i<p-1e;€ L} . Sel+(p—1)réprimo ou poténcia
de primo, entio existe um subgrupo M < Vtal que M + 5 = V]

M| = i

¢ l-,'—fp:T};D‘

Observagdes:
(1) O casor = p+ 1 e [M] = pP! deste corolario coincide com o teorema
3.4 de [Ca2]

£ H 3, Tl . 5 117 2 _uml-..— 31111 LT
{2} A cota obtida por 9.22 equivale a --5—; do limite trivial |

Teorema 9.23 [Ca2] Para todon, k 2> 2, se k(n— 2~ R} < n~ 2 entéo

v{nkon— R)<{k~1)k

Prova: Tome 8 em V™ formado pelas palavras {2.a.....a}, onde a #
k— 1. Defina a matyiz (n — 1) x n abaixa :
10 .00 1
01 ... 01
A= A .
0o ... 11

Por 9.3, basta provar que § é R-cobertura de V™! usando 4 . Se r em
Vit tem n — 1 — R letras ignais entao ndo ha nada a fazer . Caso contririo,
z obrigatoriamente deve apresentar n — K letras do tipe £ — 1 . Neste caso:

H-1
r={0,0 ... 0+ k-1 1. . 1)+ }: oy, €4,

LES
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e a tese segue por 9.3 0]
Exemplos 9.24
(a‘) ﬁf/(’g! 4-': 3) S 12
(b} v{8,3.4) < 6, melhorando o limite v(9,3,4) < 9 em 8.15 .

Tabela

{lustramos na seguinte tabela alguns Hmites obtidos nesta se¢do. As letras
correspondem a0s exemplos origindrios de tais delimitacbes: A=~ 9.12 B

coincide com {Os] e * que o limite é dimo.

172 B

4(16,2,12) < 77 A +(16.2,13) <
v{17,2,16) <729 D 1 4(13,2,10) < 2° C
+{22,2,21) < 218 D +{10,2,8) < ¥ C
+17, 8,11 < 3F A v(46,3.45) < 11.3B
+(18,3,12) € 310 Cx | 4(10,3,9) <53 C o
7{78,3,753) < 13.37 D | v{(9,3,4) < 6 E
(4,3,3)<9Cx | (5,44) <4 C

| 1(27,4,26) < 134D | (8,431 < 12 E
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10 Abordagem Computacional

10.1 Grafos

Um? grafo G consiste em nm par ordenads {V, E) onde:
(i) V éum conjunto nao vazio cujos elementos sdo chamados nos ou vértices
de & ;
{ii) E uma relagio’bindria®( E € V& = {Y ¢ V : [¥] = 2} cujos
componentes recebem o nome de arestas de 7,

Uma aresta do tipo {z,r} ¢ chamado logo. Dois vértices , 7 e y |, sao
adjacentes se eles estdo ligados por ums. aresta |, {x,y) € F .

Para cada no r em G = (V| F), denote por 1V, os uds adjacenies a z:
V., = {yeV . {op)eE}te B, = {ny)c B {z,yInV #£8} . Por
tltimo, defina o subgrafo G, = {V \ V., E \ E.}.

Dado sen interesse particular, apresentaremos um problema cldssico em
Teoria dos Grafos intimamente relacionados com a cobertura por hipertorres

{ ver [PS }.

Conjunto Dominante

Um conjunto deminante H em am grafo (7 é umna colecio de vértices que
"dominam 7 todos os outres nos , ou melhor, para todo vértice x em G ou
x estd e H | ou existe um vértice y em H adjacente a x|

Tim conjunto dominante minimal é um conjunto dominante tal que nen-
hum vértice possa ser removido sem destruir a propriedade de dominéncia .
O menor mimero de vértices N D{G) de um conjunto dominante minimal é
denominado numers dominador.

YTépico ebtide com a celaboragio do prof. Cid C. Souza DCC-Unicarp
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Formulacao da cobertura por hipertorres via grafos

Dados naturaisn , k e R, considere o grafo QY{R} = (V. F) onde V = VI
e £ < vV tal que
(z.y) € E« 1<d(z,y) <R
Exemplo 10.1 OQcason = 2,k =3 e B = 1 estd associado ao grafo
Q1) abaixo:

Propriedades de QF(R}

Para que um grafo sem lagos ¢ = (V. B} possa estar associado & um
problema de cobertura por hipertotres | ele deve apresentar as caracteristicas
seguintes:

13 ¢ Y

{a) V] = k™ ;

(b} G é regular, o grau corresponde a 3.7, (":)(k 1)

(¢} para todo né 2 em G | (3, é isomorfo { isomorfismo de grafos: ® ) a
@1 (R}, devido ao resultado:

Proposicao 10.2 : Para todo 16 z em QF(R) |, vale:
Prova: A tese se verifiva para z = (k — 1k -~ 1,... .k — 1} pela
propria definicdo de QP{R),. Os outros casos podem ser reduzidos ao

anterior através de representacdo do grupo V' por translagdo, desde que
d(u,v) = d{e(u), (¢{v)) para toda translacio ¢ em V' [,
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Exemplo 10.3: Para todo z no exemplo anterior. temos a representacio

de Qf(l)z :

Apresentamos a cobertura por hipertorres em termos da Teoria dos
Grafos, cuja formulagio segue. Dado o grafo QF(R) , uma R-cobertura mini-
mal H de V' pode ser interpretada como um subconjunto de vértices H em

AR} de cardinalidade minimae, satisfazendo & propriedade: para todo né z
em QL(R}, on r estd em H ou z é adjacente a um nd em QP{R) . Ora, esta
situacio corresponde a determinacao do conjurdo dominante minimal 7 em
QT{R). Portanto, estabelecemos a relacio formal :

Proposigao 10.4: Para todon , k e H |, temos
v{n, k,n— R)=ND{QI(RE})

Comentdrios 10.5 Algumas propriedades mencionas de Q7{R) nos
levam a conclusdo de gue estas classes de grafos apresentam estruturas muito
particulares: grande simetria . alta regularidade, propriedade de decom-
posicdo { proposicdo 10.2 ) . Isto sugere que o tamanho grupo de auto-
morfismos de @F{R] é relativamente alto.

Desse modo, & cobertura por hipertorres pode ser reduzida a uma classe

muito particular do problema conjunto dominante.

10.2 Programacio Linear Inteira

Na® primeira parte desta secio, estabelelecemos a relagao entre o problema

do conjunto dominante e a cobertura por hipertorres. Também ¢ possivel

formular este problema em termos de Programacio Linear Inteira.
Considere H um conjunto dominante minimal de QF{R) = (V. E) . Para

T épico obtido com a colaboracio do prof. Cid C. Souza ,DCC-Unicamyp
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cada nd w em V | associe a fungio caracteristica

S 1 s€ ue H
R T 5€ wg H

Desse modo, a asser¢io H € um conjunto dominante pode ser expressa por :

Ty + Z Ty > 1 YueVv
eV,

Neste contexto, a minimalidade de H é representada pelo minimo da funcédo
objetiva ¥, z, .

@ity

Proposigio 10.6: Dado QF(R) = (V. E}, vale a igualdade:

vin, kon— R) = min Z Tq - Ty A Z 2, > 1 Yu ¥V

uet veld,

Preva: Consequéncia imediata dos comentarios acima e de 10.4.

A determinacao do valor exato de ¥{n. k,n — R} envolve duas etapas, a
saber : coustruir uma RB-cobertura em V' de tamanho y(n. k, n— A}: segunda.
etapa, mostar a nao existéncia de um conjunto com menos de y(n, k.n — R)
vetores satisfazendo a propriedade de cobertura . _

A interpretacio da cobertura por hipertorres via FProgramacao Linear
possibilitou a obiencao de boas cotas superiores e inferiores de v(n, k. n — R)
{ algumas exatas } , para valores pequenos dos parametors n, ke R .

No entanto, tal método revela-se pouco eficiente basicamente por dois
motivos. Primeiro, em gersl apresenta distncia relativamente grande entre
as duas cotas de v{n, k,n — R) . Segundo, por se tratar de um problema NP-
completo, a busca de limites via Programacao Linear torna-se rapidamente
infactivel na medida gue forem aumentando os valores dos pardmetros.

Contudo, cotas superiores 34 foram obtidas gracas a um método chamado
“Simulated Annealing” gque passamos a comentar .
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10.3 Algoritmo "Simulated Annealing”

No inicio da década de 80, alguns pesquisadores desenvolveram um algoritmo
probabilistico conhecido por *Simulated Annealing” { ver [AK] }. Esta téenica
consiste basicamente @4 versio aleatdria do método de iteragoes melhoradas
, utilizado em problemas de otimizagdo combinaidria.

Inicialmente,” Simulated Anealing” fol empregado na déterminag&o de co-
tas para o problema do campeonato de futebol com n jogos { ver secao 7 ),
possibilitando o limite #(6,3) < 74 .

Laarhoven e outros [LAL|, em 1988, obtiveram os resultados:

{a) 0{6,3) € 73 , methorando em uma unidade o limite ja mencionado. No
entanto, a cohertura com 72 torres revelou-se infrutifera, apesar de ter
sido {eita ventenas de mithares de iteracoes. Os autores constataram
que, do ponto de vista computacional, hé evidéncias que v(6,3) = 73 ;

(b} Apds 100 horas de execucio em um computador VAX 11/785 | encon-
traram uma coberfura gue implica {7, 3} < 186 .

Tais resultados ilustram a grande dificuldade na determinacdo de boas co-
tas superiores para cddigos de tamanho relativamente grande, mesmo usando
algeritmos ndo deterministicos. _

No entanto, ¢ uso simttaneo de "Simulated Annealing” e do método
de cobertura por matrizes tem se revelado eficaz para parametros poucos
maiores dos de método anterior, inclusive para o{n. 3} onde n = 8,9,11,12
epara y(n, k.n— R} com R > 2. '

Umia aplicagio de ”Simulated Annealing ”

A principal consequéncia do método cobertura por matrizes diz
que: se S ¢ uma R-cobertura de V) usando a matriz Ay, entao
t{nk,n— R) < [STE T

Este método pode ser reduzido ao problema de otimizagao combinatdria

descrito abaixo.
Dados n, k e R, inicialmente fixamos 7 e t = |S|. Em seguida, produza

configuragoes W = (S, 4) onde

Q g {-{,'1? = (*9; _4} N E‘l C 1:;: 1S| = f. -A'?')Ln}



Considere a funcao custo ¢ de W como sendo o ntmero de palavras fora da
cobertura W { ver definigdc 9.1 ), ou melhon:

R
e{W) = [{V) s+ o5 0 €S8 w; € L a;€ A
j:l

Assim, o problemna equivale & determinacac de W* € ) que minimiza a funcao
custo ¢ . Se , por sorte, for encontrado um cddigo W = {S, A) satisfazendo
efW) = 0 entio & é uma R-cobertura de V[ usando A e pelo teorema 9.3,
temos v{n, k.n — R} < £.k™ 7, Nesta situagdo, t ¢ decrescido em 1 unidade
e 0 problema novo é executado.

O algoritmo "Simulated Annealing” foi utilizado no problema de minimo
relativo ao método das matrizes por varios pesquisadores, apresentando boas
cotas superiores para véries pardmetros . No artigo [LAL! consta o limite
a{8.3) < 486 { encontrado em pouco mais de 10 minutos num computador
VAX 11/785 } . Por sua vez, [Ko] apresenta o(8, 3} < 53.3%

Através deste procedimento, [Os| fornece os limites 5{11,3) < 8477 ¢
¢(12,3) < 27702 , bem como vérios coberturas com raio A 2> 2.

10.4 Busca Tabu

A® Busca Tabu é um procedimento adaptativo que vem sendo empregado
na resolu¢iio aproximada de um vasto universo de problemas de otimizagac
combinaténia { ver [GI-1], {G1-2] ). :

Tal algoritmo explora ¢ espaco de solugGes a partir de uma solucdo inicial
que é modificada sucessivamente. Assim, a sequéncia de solugbes visitadas
descreve um caminho no espaco de solugbes, O Tabu consiste em um meca-
nigmo que tem como objetivo princpal evitar que o caminho descrito pela
busca possua ciclos, o qual reduziria a abrangéncia da busca no espacgo de
solucoes. Para a escolha da solugdo a ser visitada € necessdrio gue se defina
& vizinhanca da nesma. O critério de selecho da proxima solugdo corrente,
embora guloso, considera apenas as solugoes dentro da vizinhanca que podem
ser alcangadas stravés de movimentos que nao ssoe tabu, dai o nome Busca
Tabu.

3Esta descrigao da Busca Tabu é devide ao prof. Marcus V.8.P. Aragdo , DCC-Unicamp
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A aplicacio da Busca Tabu na determinacko do menor conjunto domi-
nante de um grafo utiliza como espago de solucoes todos os subconjuntos do
conjunto de vértices V. Abaixo descreveremos o mecanisnio para a obtencao
de conjuntos dominantes dentro deste espago. Neste problema, a vizinhancga
de uma solugio corrente é definida como os subconjuntos de V obtidos pela
exclusdo ou inclusao de um outro vértice do grafo. Descarta-se aqui a pos-
sibilidade de se considerar apenas ¢ espaco de conjuntos dominantes devido
a severas restrigbes impostas sobre o caminho de busca em um espago assiin
definido.

Falta comentar como o tabu é utilizado e como as solugoes que nao sio
conjuntos dominantes sio descartadas. O primeiro é implementado pela
proibicac de entrada , ou saida { caso esteja dentro ), de um vértice da
solugdo corrente. Um tabu € imposto sobre a trocs de um vértice quando
o sew movimento na iteracko anterior degradou uma func¢io que avalia a
gualidade do subeonjunto de vértices corrente, Esta funcao poderia ser sim-
plesmente a cardinalidade deste subconjunto, pois procura-se o menor sub-
conjunto dominante, entretanto, € preciso que esta condicao { domindncia )
se verefique. Para tal, contabiliza-se durante todo o procedimento o nimero
de vértices do subconjunte corrente que dominam cada v dos vértices de V.
Desse modo, nma. funcio para medir a qualidade de um subconjunto pode ser
obtida através do produte de uma "penalidade ” {(um nimero positive} pelo
nimero de vértices de V nao atingidos pela cobertura da solucio corrente
adicionade a cardinalidade deste ditimo. Um valor "grande ”desta penali-
dade garante que o caminho descrito pela Busca Tabu ird convergir para um
subconjunto dominante.

A Busca Tabu procede repetindo diversas vezes um ntmero fixado de
iteracoes. Para cads repeticao, tanto a solugdo corrente como o valor da
penalidade sac modificados, de tal forma gue este valor descreve uma fungao
dente de serra compreendida entre zero e um ndmero suficientemente grande.
Ao final de um ciclo de repeticfes entre 0s valores das penalidades, sem que
seja encontrado um conjunto dominante de valor inferior ac do menor con-
junto dominante obtido até o ciclo anterior, o procedimento termina.

Uma aplicacio da Busca Tabu

Um trabalho relativo & aplicago da Busca Tabu no problema das hiper-
torres estd sendo desenvolvido pelos professores do DCC-UNICAMP : Cid
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C. Souza ¢ Marcus V.5.P. Aragio e pelos orlentador e autor desta tese,
Embora em fase inicial de pesquisa, tal trabalho j4 apresenta resulta-
dos animadores. De uma bateria de simulagtes executadas para varios
parametros da funcdo v, obteve-se boas cotas superiores em tempo relati-
vamente pequeno { menos de um minuto em alguns casos).
Citamos o limite v(5, 3,2} < 8, dado pelas palavras-codigo:

01101 10022
(02212 21200
02220 21202
100106 22112

A tabela abaixo ilustra alguns dos limites mais siznificativos. O mimero
em colchetes indica a cota conforme {Os] e o simbolo e, que o limite coincide
com o valor apresentado nesta referéneia,

~(6,3]1) <73
7(5.3,2) <8
7{6,3.2) <17 e
~{7,3.1) <189 {186]
+{5,4,2) <16 e
+{4,5,1) <52 {51]
+{4,5,2) <1l




Capitulo III
Particoes Polarizadas Infinitas
11 Alguns Tépicos de Teoria dos Conjuntos

Assumimos como pré-requisito alguma familiaridade com a Teoria dos Con-
juntos de Zermelo-Fraenkel ( ZF ) | principalmente os i6picos referentes aos
nimeros: cardinais { manipulagio aritmética ) e ordinais . A titulo de re-
visdo, comentaremos brevemente ( embora seja necessdria nma extensa lista
de defini¢bes } alguns topicos que serio utilizados no decorrer do capﬁ:-uic.

Dado uma funcdo f X — Y e A C X | f| A representa a restrigio de
fem A,e f"A aimagem de [ | 4 . Indicamos por |X| a cardinalidade de
X e w o conjunto dos mimeros naturais. Bm geral, as notagdes seguerm as
mesmas de Jech | Je |[.

Uma ordem linear (£, <} tal que todo subconjunto nio vazio de P tem
menar elemento recebe o nome de boa ordem. Um conjunto X € transitivo
se: Vylye X =y C X

Definigao 11.1 Todo conjunto transitive e bem ordenade pela relacao
de pertinéucia é denominado numero ordinal { ou simplesmente ordinal }.

Para cada ordinal @ , 0 +1 = a U {a} . Se existe um ordinal g tal que
8+ 1=, entdo ¢ é ordinal sucessor ; caso contrario, o é ordinal limite.

Definicao 11.2 Um ordinal « € numeroe cardinel{ cardinal ) se no existe
uma bijecdo f @ A — & para algum A € K .
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Para cada cardinal, A7 denota o menor cardinal maior que A . Um cardi-
cardinal liraite. Todo cardinal mmfinito pertetree a classe dos ordinais limites,

Proposigho 11.3 { Lei de absorcio dos cardinais nlinitos } Se x ¢ X sdo
cardinais, com pelo menoes wn infinito, entao -

Prova © ver | Je | .

Axioma da Escolha
O Arxioma dao Escolha { AC } alirma:

"toda famlis de conjuntos nac nulos € possui funcao escolha,
isto &, existe ¢ em 7 fal que (AN} € XN para tode X € £ .7

Denotamos por ZFC a teoria ZF munida do AC { este axioma é indepen-
dente de ZF }. Hé vérias assercdes equivalentes do AC, dentre elas, citamos:

{a) Lema de Zorn |,

{h) Todo conjunto possui uma boa ordem |

Um versao mals fraca do AC . conhecida como forma enumeravel do
axioma da escolha ( ACL) | postula

" toda familia enumerdvel de conjuntos nao vazios possumt funcao
escotha, particularmente, a unifo enuineravel de conjuntos enu-
meravels é enumeravel 7.

Cardinais Inacessiveis
Considere ¢ nm ordinsl Hmite; a cofinelidade de o { notacho @ cofln)

denota o menor cardinal 3 tal que existe uma fungao f 17 — o cuja imagen
f77 ndo ¢ imitada em o , ou equivalentemente,

cof(0) = Fe domnid<a: o= =2, Viel (< a)
Ty



onde X ¢ cardinal. Um cardinal infinito reguler satisfaz a propriedade
cof{0) = a. Sio exemplos de cardinais regulares : w = Rp , cardinais
sucessores , cof(a) se o é ordinal limite. Como cof(Ny) = w | ¥, nio é
regular.

Um cardinal x é lmite forte se : 2* < k para todo A < x . Claramente w
& limite forte, mas Ny ndo o é. '

Definicdo 11.4: Um cardinal & com as caractensticas . x > w , & limite
forte e regular recebe 0 nome de cardinal ingcessivel .

Sabe-se que demonstrar a existéncia de um cardinal inacessivel no Ambito
de ZFC nao ¢ possivel, supondo a consisténcia desta teoria.

Hipétese do Continuo Generalizada

No inlcio deste séeulo, Cantor j& havia demonstrads o resultado abaixo,
o qual ficou conhecido como:

Teorerna de Cantor. Para todo cardinal « , vale x < 2% { x7 < 2%},
Prova « ver I Je ],

A assercao { também independente de ZF ) proposta por Cantor segue.
k. 3

A Hipdiese do Continuo Generalizada { GCH ) ;

Y ¥ k cardinal infinite A cardinal A tal que x < A < 27 7
Em vista do teorema de Cantor , GUH pode ser reformulada como

gt e OF para todo cardinal infinito x .

Sabe-se que ZFF- GCH—AC | fato &emonsilrada por Sterpinski em 1927
{ ver {le] §.



Axioma da Determinacao

Denote por P{w®) o conjunte formado por todos os subconjuntos de
w¥ = {f 1 fw — w} . Considere dois jogadores, digamos A e B, dis-
putando a partida X € P{w*): X — Gy tal que o resultado deste jogo,
Gy, ¢ definido por uma sequéncia em w®

@, bl? o, bg‘_ Cees ﬁ'..;‘._f’i?, -

sujeito & regra: o segundo jogador B escollie um natural b; loge apds o jo-
gador A ter escolhido um natural a; , para 7 € w { cada jogador conhece os
movimentos prévios na elaboracio da sequéncia .

A norma estabelece gue A vence o jogo X se Ly estd em X | caso
contrério, B o vence. Uma ssiratégia vencedors do jogo X comnsiste em um
plano de jogo |, segundo o gual, o competidor que escolher os nimeros baseado
neste plano sempre vence a partida X . O jogo X é determinado se um dos

participantes possui uma estratégia vencedora,

O Arxioma da Determinogae { AD ) postula:

¥ todos o8 jopos sio determinados.”

Convém observar um fato interessante : embora AD contradiga o AC |
ele implica a sua versao mais fraca, Al
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12 Teoria de Ramse_y Infinita

(3 Principio da Casa do Pombo afirma:

“qualquer parti¢ao de um ntmero finto de bolas 7 {2 > 2 } em
x = 1 classes apresenta wma delas com pelo menos 2 bolas { ou

+ 2 - =
simplesmente z ~— (2);_,, conforme sec¢do 2 ).

A versiio infinitéria deste principio diz:

“se o8 elementos de um cardinal regular & forem distribuidos
numa quantidade de classes inferior a este cardinal |, entdo hi
uma destas com & elementos.”

Andlogo ao caso finito, viste na secdo 2, a versdo transfinita de tal
principio pode ser generalizada como segue.

Definigao 12.1 Sejam ~ , A, n & & cardinals néo nulos |, finitos oun
infinites. A relacédo de particio

k= ()

significa: para toda coloracio F : k™ — § existem uma cor £ € § e um

subconjunto H C « , [H| = A, tal que F"{H ) = {¢} ( Hf é monocromético
ou homogéneo sobre F ), onde X1 = {¥ © X : Yt = n} . Escrevemos
k A (A)F gnando x — (M)} néo se verifica.

Desconsideramos 0§ cases triviats: n =1, 8 =1 e x < A . O enunciado
do segundo pardgrafo expresso em termos desta notacao fica

k — (k)} para & cardinal regular e & < & .

A drea pertinente ac estudo destas parti¢des denomina-se Tecria de Ram-
sey, a qual, em termos intulfivos, consiste na deferminagac de alguma "or-
dem” { subestrutura regular ) em ambientes de "grande desordem ™ ( estry-

tura cadtico } .
Para fixar conceitos, tomemos & funcio F o — 2

0 sea-+bépar
1 se a-+béimpar

F{{a b}) =
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Claramente, a classe dos mimeros pares forma um subconjunto homogéneo de
grandega infinita . Mais ainda, a afirmacdo: 7 toda 2-coloracio de o¥ apre-
senta subconjunto monocromatico infinito” particulariza o resultado clissico
devido a Ramsev , 1930 .

Teorema 12.2 {Teorema de Ramsey} Para naturais ner , vale w— (w)?.
Prova: ver | DP Jou|Dr ]

Sierpinski, em 1933, obteve certa classe de contra-exemplos para relacbes
. 13 . .
do tipo & — {K}5 , mals especificamente:

Teorema 12.3: Para todo cardinal x | 2% 4 (&7)2

Prova: ver [ DP Jou | Je |

Cnja consequéncia imediata obtém-se @ Ry 4 (Ry)5 , Re A& Nejg ... A
questao da existéncia de um cardinal x > w em ZF( satisfazendo & — {&)3
foi solucionada pelo:

Teorema 12.4 Se £ > w e & — (k)5 entiao & é inacessivel,
Prova: ver [ DP 1.

Destes fatos, conclui-se que « é o Unico cardinal com a propriedade
I o . . < . . . oa .
kK — {xk}; no &mbhito de ZFC, pois este nao suporta a existéncia de um
cardinal inacessivel, conforme haviamos comentado na segiao anterior.

Na década de 50, os eminentes matematicos P.Erdos, R.Rado e A Hajinal
iniciaram o desenvolvimento de umia teoria que aborda virias generalizacoes
e problemas variantes das particdes mencionadas. Ao longo dos anos, a con-
tribuicdo de muites matematicos nesta linha de pesquisa gerou uma extensa
gama de resultados. Apresentamos mals duas contribuigoes importantes, per-
tinentes aos Fundamentos da Teorla dos Conjuntos, as quals vao ao encontto

de nosso sbhjetivo:

Teorema 12.5 Se n e 7 si0 naturais e x > @ entdo & — (k)3 equivale a

ko= (K}
Prova: ver [ CP2 |
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Teorema 12.6: A relacio w— {w)! independe de ZF, pois algum uso do
AL é necessirio para validi-la:

ZF P lw—{(w)), ZFV¥{eA{wilie ZFEAC= {w— (w)])
Prova: ver | CP2 |.
Contrastando a situagho com expoente 1 linito, citamos o fato curioso:

Teorema 12.7 Embora a particho w— {w)8 seja consistente com ZF,
ela contraria o axioma da escotha,

ZF b AC = (w /& (219) (1)

7

Prova: ver | CP2] { apresentaremos uma prova alternativa de (1) na segio
143 .

Nos iltimos anos, a area de pesquisa relacionada & Teoria de Ramsey
tem se expandido em vérias direcdes. Conexdes e aplicacoes foram estabele-
cidas com as dreas de Geometria, Topologia. Teoria dos Nimeros, Teoria dos
Grafos . Fundamentos da Teoria dos Conjuntos.

Recentemente, conforme | NR |, surgivam novas publicacées associando
esta teoria As dreas de Andlise Funcional, Teoria dos Ultrafiltros, Légica-
Matemarica e Computabilidade.
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13 Particoes em Dominios de Dimensao
Finita

Erdos, Rado e Hajnal foram os precursores da Teoria das ParticBes Polarizadas;
tal fato se deve a um trabalho publicado em 1956, o qual apresenta particdes
de produtos cartesianos de dimensao dois, tendo este caso recebide atencéo
especial na maloria da literatura publicada nesta érea.

Apresentamos aqui alguns resultados relativos as parti¢des pelarizadas
em produtos carfesianos de dimensao finita encontrados em [CD11 ou [CD2].

Conforme seclo anterior, a relagio k — (A)) pode ser vista comao uma
generalizacin da versio infinita do Principio da Casa do Pombo. No entanto,
esta generalizagio nao é a tinica possivel; de fato, exibiremos outra relagio |,
conhecida como particdo polarizada, que também estende tal prilxt‘i})io.

Definigdo 13.1 Considere Ay, dg, ..., Ap, 1,02, ... Gy § € 7 cardinals,
finitos ou infinitos. A particas polarizada
M ey
)\'T> Crs

— {1)

Aoy Gy /g
significa: para toda F @ Ayx A % .. % Ay -~ &, existem conjuntos
H; C X, com [Hyl = ey para 1 < 4 € 5 e existe uma cor £ € § tal gue

FP( Hyx Hox ... x Hp) = {¢}.

O cardter vetorial dos dominios destas coloracdes caracterizam as
particoes polarizadas como uma variante ordenada da cldssica teoria de Ram-
sev { seches 2 ou 12 ), Quando A, = A ea; = a paratodo 1 < <5 |
denotamos a relagdo { 1 ) simplesmente por

d=t{a)] (2)

Indicamos por + ezf nas situacoes onde (1) e (2) ndo se verificam, respec-
tivamente . A classe particular formada pelo cardinais initos ¢ , 7 € § gera
a funcéo p ( capitulo [ ).
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Assim como na versdo fnitdria, ¢ de interesse a determinacao do menor
cardinal transfinito A que satisfaz A=z(a 1. '

Até o fim desta secdo abordaremos exclisivamente particoes polarizadas
cujo dominio tem dimensao finita ( nE ).

Resultados Principais

Proposigae 13.2: { regras de mounotonicidade) Se m < n |, §° < &,
A< A eal <oypara todo 1 <4< n, temos

t '

X H Y] A 1 5]

/\g [£13] )\}, e

o = - J— o7

; " ' K
Ay tn [, A Gy /g

Prova: Consequéncia imediata da definicdo 13.1.

O proximo resultado apresenia consequéncias interessantes, pernntindo o
inicio das comparactes entre as versoes infinitas da teoria de Ramsev e das
relacdes polarizadas.

T o ok . . . €1
Proposigao 13.3 : Para todo cardinal v . s=i{x)z .

Provg . Considere a 2-coloracio Foem k=

. . Bsea <

_F' ({_'1 i 3) 1 ouz ) ) ’
' ' sed <o

Suponha, sem perda de generalidade, gue existam Hy < s ¢ fy € & com
FU{Hy» Hot e {0} . Fixe 7 € Ho . As condicdes: 7 ¢ ordinal ( 3 € ),
(Hil < 3 e x cardinal implicam [Hil < & . Logo, ndo hi formacio de con-
junto monoecromatico de tamanho vk O

Observacao 13.4 Em particular , a relacao similar ao teorema de Ram-
sey nac se verilica; ou seja k(i
it (L"‘".}T
revelando uma diferenca importante entre as duas teorias. O mesmo acou-
tece para o teorema 12,4, Contudo, enfragquecendo as exigénelas relativas i
homogeneidade, o teorema de Ramsey pode ser utilizado para mostrar:
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Proposicao 13.5: Pars quaisquer naturais ¢ e 7| (j) = (:) :

B = - _— N T
Prove Dado F 1 w? — 2 | tome a restricio F | {{o.b) 1 a > 8} . O
teorema de Bamsey afirma a existénda de um conjunto infinito H em w

monocmmatico. Defina Hy como sendo os primeiros a elementos de H e

Proposicao 13.6: Considere a classe de funcoes recursivas de w em w
foln)=2n—1  feog{n41)=max{n+ fuln+ 1L frarl}  fr(1) =1

Nestas condicoes | para todo natural 7

il it N
L - Y1 & o

f.An) 7i

FE -

Prova - A der . S . 9 Inducao dunla nasg variavies r ) [
ove ;A demonstragio segue por Inducio dupla nas varidvies r e n {ver

detalbes em | CP1] ).

Das vegras de monotonicidade e da proposicao 13.6, daramente obiemos

a proposicae 13.5

Observagao 13.7 Couvém notar gue as doas particoes concordam nas

relacoes:
ZFOE{ve >w) 5 A (&) e TR ow) k=E{R)D
stugerinde a validade do resultado similar ao teorema 12.3 | a saber
(vr) 2 =A(kT) (3]

De um lado. a existéncia de cardinal satisfazendo 2% ={x™)3 implica a
negacio da hipotese do continuo, a qual & independente de ZF. Restam duas
possibilidades:

{a) ou {3} & demonstravel em 2

{b} ou (3! ¢ independente de ZF .

i contrapartida, a solucio desta guestao pareca ser (iiﬁ(.'iL entrando na
lista dos problemas em aberto. Propomos a guestao : seriam (3} e a hipdtese
do continuo generalizada equivalentes ?



A=t () entao a < A (4)

O préximo teorema exemplifica relagdes do tipo (4} .

Lema 13.8 : Se A, , Ao ... A, sao cardinais infinitos tals que
cof{ Apm1) > 2 paratodo 1 <i<mn—1,esed< cof{ A) entio:
Ay At
An Al
}‘ﬂ '}\1’! &

 Prova: Tomeocason =2 . Dado F : Ay x Ay — § | considere a relacao
de eguivaléndia ~ em Ao .
O mimero de classes de equivaléncia ndo supera 2 | pois

{70 o — 8 =M < (2 <200 = oh
pela lei de absorcao dos cardinais transfinitos. Assim, como A foi parti-
cionado numa guantidade de copjuntos menor que cof{Xs) , hé uma classe
Hy C Ao de tamanho As .
Defina a funcho auxiliar &+ Ay — 6 ¢

Analogamente | deve existiv Hy homogéneo parsa G com [Hy = A; ., pois
cof (A} > 6. Logo, Hy » Ho é monceromdtico em F . A demoustragido con-
tinua por inducao na varidvel n, a passagem n = k para 1 = £ + 1 segue em
analogia ao cason = 2 .00

O caso mais simples deste resultado &

Cw Lf
((zw}*') - ((2‘*’}“’”), e

Teorema 13.%: Sen € w , » inacessivel e o, 6 < # entdo « ={a)}
Prova : Dados ¢, 8 < # , tome A = max{e, 8} e A; = max{w, A"} As-
simi, A € cardinal regular infinito pertencente a k , pois A < A~ <€ 22 <« « .
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Definindo Appy = (2*‘) Cpara 1 £7 < n-—1, aprova segue da aplicacio do
lema anterior e das regras de monotonicidade.

Nota: O teorema continua vélido apenas considerando « hmite forte.
Cormo consequéncia imediata, 12.4 e 13.9 estabelecem outra conexio en-
tre as duas teorias, a saber:

Corolirio 13.10 : Se x > w e 5 — (x)3 entao x=3{0)7 para o, 8 < &

Teorema 13.11 . Para todo cardinal infinito # e n natural:
H.-EL- {n-13% :_r_i{’z}il

Prova: Fixe imicialmente n = 2 . Variando ¢ . o < &7 | considere uma
classe de funcoes injetoras {ea: o~ &, 0 < &7} Defina F k" x &% — &
por:

g se ¢ = 3

F(a: j) N Er.r;ax{&.ﬁ}(rﬁin{ﬁr 3}} +1 sea ?{ -"3

Nio ¢ dificil ver que nao hé formacio de conjunto homogéneo do tipo (2, 2]
, ou seja, nao existe H; x Hs monocromitico com |Hy] =2 ,4=1,2.

Por hipdtese indutiva, suponha a existéncia de uma & (k7 (7B)" &
que nao apresenta sequéncia homogénes do tipo {2,2....,2) de tamanhe
7. Andlopo an caso n = 2, fixe uma funcio injetora ¢4 @ o — &7 (07
para cada o < k7 7. Defina F @ (7 ™" — & como segue. Para cada
(01,9, .., Ginur) do dominio tome a; = max{ay. an... . e

{0 s¢ 3 7 # 1 tal que a; = oy
G {n, {01}, - - ol faltet). . Ea{om)) +1

Seja Hix Ho x ... x H,.; uma sequéncis homogénea para F com
\Hi = 2,4 = 1,2,...n+ 1. A cor difere de 0 pois é sempre possivel
encontrar uma sequéncia {0y, &g, .., Geeyd em Hyx Hox % Hooy que ap-

resente um unico elemento maximal ({H,] > 1 }. Para outras cores, tome
o = max{Hy, Ho,...,Hp,1} . digamos a € H; . Por definicdo de F
o Tlizi66” (Hy) € sequéncia homogénea para G, contrariando a hipodtese

indutiva. O
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Proposigao 13.12 : Para cads 1 £ w e & infinito:

) 6)

Prova : Tome F : k%" x k1 — x . Para cada p < &7 | F | {u} x &7
determina uma particio de k¥ em & . Como &7 é regular, para cada ;r escotha
{ AC) uma cor g¢{p) tal que:

tertha cardinalidade ™ . Variando ¢ < &7, afuncéo g 1 7% — x estabelace
uma particho de 77 em & partes . Logo, existem uma cor § e um conjunto

Aem k77 de tamanho £ tais que (A, 5] == &7 paratodo p € A .
Dado »n natural ; para cada p € 4, {A,s)" ={Y C Aus Y] = n} tem
cardinalidade x|, pois

£7 = Al < HAEs) ] s [T = kT

i

pela lei de absorcio dos cardinais infinitos.

ha um n-subeonjunio destes escolhidos , digamos Hy |, que aparece k7 vezes
em Hy = {p: Hy O Aust. Logo, Hix Hy € homogéneo para F .1

Como consequéncia imediata , temos

Coroldrio 13.13 : Para cada « infinito,

Exemplo 13.14 : De { 13.11 ) . obtemos w™=£{ w}? . Por outro lado,
pelo corolario acima, wT=4{ w)> . Com isto, wtt é o menor cardinal que
satisfaz a relacho x=z{ w)? .



14 Particoes em Dominios de Dimensao In-
finita

Esta secao versa sobre relagoes do tipo x=3{A)] onde o expoente 7 as-
sume valores infinitos. Abordamos principalmente um caso particular destas
particées, conhecida como " Principio de Ariadne ”

Assim come na secho anterior, optamos pela apresentagio dos principals
resultados de {CP1] e | CP2| dando énfase nas comparacgbes entre ZFC, Teo-
ria de Ramsey Infinita e o Principio de Ariadne.

Principio de Ariadne

O nome Principio de Ariadne é devido a uma interpretacio baseada nums
estéria da mitologia grega.

Pedimos certa liberdade para adaptar a conhecida versio envolvendo Ari-
adne, Tesen e o labirinto e possibilidade de acrescentar um fato na histdria
da matemaitica - esta ilustracio trata de flegdo cientifica: portante, tudo é
permitide, inclusive alterar a ordem cronolégica e utilizar como personagem
de nossa versao um countemporaneo mestre na arte de inventar personagens,
crigturas e objetos fantdsticos [Bol.

Imaginemos & situacio seguinte. Ariadne, 2 bela fitha do rei Minos, e seu
amado Teseu estdo presos pum labirinto projetade por Dédalo e auxiliado
POT it perverso grupo de matematicos. Hstes ja assumiam a validade de um
princi'.pio, segundo ¢ gual, dois nimercs sempre podem ser comparados em
gualquer sistema aritmetico.

Estamos numa €poeca em que se acreditava na existéncia de uma unica
matematica. Toda verdade era passivel de demonstracio. Nao menos ver-
dadeiro eta o principio mencionado.

O labirinto é constituido de infinitos niveis, cada um deles possuindo
infinitas portas { pontos) - 0,1,2,.. .

Para um prisioneiro que estd no nivel i passar ao préoximo, ele obrigato-
riamente deve abrir uma porta do nivel i + 1. A fuga se realiza quando for
possi\zel percorrer um caminho , passando em todos os Rg niveis do labirinto,
perfazendo uma sequéncia de pontos ¢y, 00 ... Cpy ... N E W .
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Cada um dos 2% caminhos estd pintado de uma das cores, branco ou
cinza. O labirinto foi projetado tomando-se certos cuidados:

(a) o prisioneiro ndo pode voltar a um nivel anterior, pois as portas se
fecham automaticamente

(b} dois prisioneiros ndo podem passar haa mesma porta de um determi-
nade nivel ; fogo, eles percorrem caminhos ay, 40 a3, . e f1,tals, ..
totalmente disjuntos, a; # t; para todo i em w .

(¢} feita inicialmente a escolha da cor, os fugitives s6 podem caminhar em
trilhas desta cor , poils os caminhos da sutra cor sao impedidos.

Além disto, o labirinto possui um sistema de bloqueio ao acesso de por-
tas controlado por Bergos, o unico auxiliar de Dédalo disposto a dedicar
toda sua vida numa tarefa potencialmente sem fim. Embora cético & filosofia
matematica da época, ele nao esbogava qualquer oposicao perante & comu-
nidade.

Enguanto Teseu e Ariadne tentam escapar | acessos & determinadas portas
vio sendo fechados da seguinte forma. Fara cada nivel i , se Teseu e Ariadne
orupam as portas {; e ¢; , Bergos pode impedir o acesso a uma porta do nivel
i+ 1, digamos e; & 421 » de tal modo que todas os caminhos iniciados por
ay, an ... .4, 640y fecam blogueados.

Dado uma coloracdo dos caminhos, Bergos vence se ele possui um es-
tratégiz eficaz que impeca a fuga de pelo menos um dos prisioneiros. Por
outro lado. Tesen e Ariadune vencem se possueln nma estratégia gue garanta
a fuga dos dois , por mais que Bergos tente impedi-los através do sistema

mencionado.

O Principio de Ariadne { PAr ) postuls que

"Em todo labirinto, sempre hé estratégia de fuga para Tesen e Ariadne”

Esperamos gue os dois préximos resultados esclarecam a nossa verséo.

87



Resultados
Proposigao 14.1: PAr equivale a relacho w=3(2}y .

Prova De w=m(2)y , existem conjuntos Hy Ha . .. Hpo .. |Hel = 2,
n € w tais que Hy ¥ Ho x .. X Hy ¥ ... é monocrométics . Logo, se Teseu
e Ariadne percorrem caminbos , digamos i,.%s ... 1, € ay, a0,..., 0, €M
H, x Ho x ... % H, . hé pelo menos duas possibilidades no préximo nivel,

Sem perda de generalidade, suponha gue Bergos blogueie o acesso de 1,
a byy; , entao Ariadne pode ocupar a poria by e Tesen | a porta ¢ney .
Portanto, Teseu e Ariadne possuemnt estratégia vencedora.

Reciprocamente, assumindo PAr, devemos mostrar a existéncia de
Hy x Hy % ... x H, » .. . homogéneo . Isto serd feito por indugdo . Para
n=1, tome Hy = {a;, 11} as posigoes ocupadas pelo casal no nivel 1 .

Por hipdtese indutiva, existe Hy x Hox. .. x H, homogéneo . Desse maodo,
hd duas portas no nivel n + 1 ., digamos by.; @ ¢pep . tals que ambos tém
acesso & elag; caso contrario, se um deles s6 tem acesso & uma destas porias,
entio Bergos poderia bloqued-la através do mecanismo de defesa. Mas isto
contraria a hipdtese inicial, Definindo Hyoy = {bass, on: } . & prova segue
indutivamente.

Em seguida, apresentamos o principal resultado deste capitulo, surpreern-
dendo os auxiliares de Dédalo e 1alvez o leitor também : pois o principio de
Ariadne afirmia a existéncia de um certo tipo de ordem [ regularidade ) no
universo do labirinto, isto €, a destruicdo total da possibilidade de fuga de
Teseu e Ariadne é impossivel. No entanto, este tipo de ordem contradiz o
axioma da escolha, o gnal intuitivamente representa a esséncla da nocgido de
ordem { boa ordem } em matemstica.

Teorema 14.2 [CP1] O principio de Ariadne contradiz o axioma da
escolhia :
ZF i+ AC = —~FPAr
Prova: Defina a relacho de equivaléncia ~ em w*™:

p~g e (3n e w) {{(Vm 2 ) plm) = glmi)
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Pelo AC, tome um representante de cada classe de equivaléncia. Dado p em
u™, denote por F o representante da classe a qual p pertence e seja 11, 0 menor
natural tal que - (Vi > n,) plm) = F(m).

Finalmente, defina a coloragdo F © o — 2 por:

0 se  n,épar

F =
() 1 s8¢  ny, € ¥mpar

Seja {H;: 1 € w} uma colecdo de subconjuntos de w com [H,| = 2 para
i € w . Vamos mostrar gue 1. H; ndo é monocromatico para F . De fato,
dado p em [l Hi ., p e T satisfazem (Von 2> n,) (p(m) = F(m)) .

Uma vez gue Hﬂ?} = 2, defina g em {[;c, H: como g{m} = p{m)
para m % ny, e qf ny) # p{ n,). Por definicho, § = P pois g ~ ¢
( Yo > np 41 glm) = plmy ) . Assim ny, < ny, +1. Por outro lado,
p( np) = B np) # gl np) Logo Flg) # Flp) pois ng = n, +1 . O

Corolaria 14.3 . BEm ZF, nac existe uma sequencia de naturals

a1, 89,. .., 0y, ... satisfazendo

(2} — 2

Prova . De fato, se tal sequéncia de naturais exitisse, entao w =2 (2} pela
regra de monotonicidade. Mas pelo teorema 14.2 | tertamos a demonstracao
di negacao do axioma da escolha |, levando-nos a uma contradigao |, pois AC
& independente de ZF.0

i

Pelo teorema 12.7 e o resultado acima. ambas as relagbes PAr e w — (w)y
mmplicam a negacdo do axioma da escollia, sugerindo a pergunta:

Problema : Sao PAr e w —{w)¥ equivalentes ?
Até agora, sabe-se a resposta parcial | descrita abaixo.
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Lema 14.4 [ CP1]: Sew —{w)¥ entdo para todo seguéncia de naturais

81,00, ... 0y, ... € w vale:

[ 23]
w! J—S Q;B

Prova : Identifigue ™ como o conjunto das sequéncias estritamente
crescentes em w* . Dado F w® — 2, defina & como F | w™) | Por hipétese,
existe um conjunto monocromdatico infinito H € w para G . Tome H;os
primeiros o, elementos de H , Hp os primeiros a; elementos de H — H| e
assity sucessivamente. Logo, Tl Hi forma conjunto homogéneo para F .U

Comeo consequéncia imediata:
Teorema 14.5 [ CP1] A relagio & —{w)¥ implica PAr .

Ohservacao: Por outre lado, provar a reciproca ( ou refutd-la através de

um contra-exemplo } continua em aberto.

Observacio 14.6 : Vimos que «w —{w}y =PAr e que PAr = AL .
Destes fatos, encontramos uma prova alternativa de uma parte do teorema

12.7. & saber: w —{wlf = AT .

Problema Um problema que continua em aberto € investigar as relagbes
enire PAr e 0 axioma da determinacio.
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Problemas

Elencamos agul alguns problemas que nao sd nos parecem relevantes,
mas sohre 08 quais esta dissertacio oferece algumas informacoes e referéncias
bésicas. Alguns sio aparentemente dificeis { marcados com + ) € os que
apresentam um grau maior de dificuldade sao marcados com » *

-3

Da existéncia de classes de planejamentos com pardmetros (v. %k, 1)
derivam-se limites proximos dos otimais, conforme teoremas 3.1 ¢ 3.5,
Como estender este resultado { ou seja, encontrar limites inferiores
para g} partinde da construgao de planejamentos com pardmetros
fvk,A), A>17 '

Em termos computacionais, um desafio estimulante seria obter cotas in-
feriores para p ¢ K { pelo menos para pardmetros peguenos do donﬁnia}
via programas baseados em construches de coloraghes desprovidas de
cORTUNTO MOnoCromatico |

E possivel estender os resultados 4.5 e 5.4 para dimensotes d supenores
a 2 7 Isto possivelmente determinaria 7 boas 7 ¢otas superiores para g
e para a funcdo de Zarankiewicz generalizada.

x Como haviamos comentado, o estudo da funcao polarizada encontra-
se em fase embriondria, contrastando com a classica funcio de Ram-
sev. Devido a simileridade entre elas, traduzir mérodos empregados
na teoria cldssica para a funcéo p . em especial, aprofundar o métedo
probabilistico de Erdés { ver [GRS} .

As relacoes da partigoes polarizadas tambéra podem ser reformuladas
em termos de hipergrafos , permitindo ralvez a traducao de delimitagdes
atraves de resultados previamente conhecidos desta teoria .

+ Qual o comportamento assintdtico de p{i, r,n} 7

* Este problema foi proposto pelo prof. Cid C. Souza, IMECC: Pode-se
interpretar a cobertura por hipertorres como uma classe de problemas
da programacso linear inteira e neste comtexto, utilizar o método de
“relaxacao linear 7. A etapa de tranferéncia de solugdes reals para
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10.

i1

12.

13.

14.

sohigoes Inteiras exigiria wn estudo aprofundado dos grafos associa-
dos as coberturas, tendo em vista a determinacio de novas condicdes
restritivas ao problema.

* Nas hipéteses do lema 9.13 e do coroldrio 9.21 aparecem R-coberturas
cujos mijltiplos escalares das palavras-cdédigo geram todo o espaco,
Cdédigos satisfazendo fals condi¢des relacionam-se com o problema
seguinte. Encarando V' como (%:)" . gual a minima cardinalidade
de W C V[ cujas combinaches lineares de tamanho até R cobrem todo
o espaco 7 Por exemplo, W = {{0,1),{1,0),{1,1).{2.1}, (3.1}, {4, 1}} €
um cbdigo enjos miltiplos cobrem {Zs)”

Limites encontrados nas secdes 8 e 9 {oram obtidos gracas & existéncia
de certas classes de codigos latinos. A referéncia |Os] apresenta boas
cotas superiores para v, cujas demonstracoes fazent uso de cddigos nor-
mais e subnormais. Sabe-se que a existéncia de determinados cédigos
propieiaria novos limites superiores ; contudo, este problema existencial
continua em aberto,

* % Babe-se que o{n, k) > {ﬁ -3‘; e que y{n, k, 2) > ~-~—- . E verdadeira

3

para todo 5

a conjectura: y{n.k,s) > (ﬁ__

Encontrado o valor de v{n. k, n— R}, uma questao ainda pouceo estudada
refere-se & determinacho da quantidade de R-coberturas minimais de
V' nao isomorfas.

* (uais s80 as relacoes entre {(¥Yx) 2°=5{x" )5 e a hipdtese do continuo
generalizada 7

Vale o similar do teorema 12.5 | ou melhor: para « infinito e r natural,
k== {K)g = k=2 {K)r ?

O Princpio de Ariadne e w=(w)¥ sdo equivalentes 7

* * Tanto o axioma da determinacho como o principio de Ariadne
contrarialm o axioma da escolha, sugerindo a questiio; quais as relagoes
{se existirem) entre AD e PAr ?



. Lista de Notagoes
E\#_mm&)—lﬁunw dos mimeros naturais
Z conjunte dos nimeros inteiros
g anel dos inteiros médulo g
Gl corpo de Galois com g elementos
Iy matriz identidade de ordem g
0, matriz nula de ordem ¢
AT transposta de A
AxB concatenacao das matrizes A ¢ B
{A;B) justaposicio de B em A
el soma. direta dos codigos C e ¢
X cardinalidade do conjunto X
P AT produto cartesiano de X' 1 veyzes
Ly {(Y:Y CcXx, i¥l=n}
a — (1)7 relacao de particae Ramsey
a /(1) negacho de a — {{)]
N relacéo de particio polarizada
a=k {117 negacdo de a=3(t),
R{t,r,n}  funcéo de Ramsey
plt, r.n) funcic polarizada
Kiln) funcdo de Zarankiewicz
v,k n—R  funcdo associada 4 cobertura das hiper-torres
a{n, k) funcao v{n, k. n — 1) ‘
d{x,y) distdnecis de Hamnung entre oz pontos r e y
[} MA0r intelro nio Superior a x
£ menor inteiro nao inferior a x
(T) funcio binomial . sujeita & convenglo {i’;") =0 sem <t
e S (%) para = (21,220 )
FlA fungdo F restrita ao dominio A
F A imagem de F | 4
w conjunto dos mimeros naturals
cof {a) cofinalidade do ordinal o
at cardinal sucessor de o
A A & teorema na teoria [
- A negacio da formula A
l N a-ésime cardinal infinito :
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