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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados sobre o fluxo de curvatura média, Gauss e
harmonica de superficies de revolucao sujeito a condi¢oes de fronteira do tipo Dirichlet,
Neumann ou singular. Solugoes de alguns dos fluxos de curvatura com alguma destas
condicoes de fronteira ou se anulam em tempo finito ou existem globalmente no tempo

convergindo a um segmento de reta.
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Abstract

In this thesis we present results on mean curvature flow, Gaussian curvature flow
and harmonic mean curvature flow subject to boundary conditions of Dirichlet type,
Neumann or singular. Solutions to some of curvature flows with some of these boundary
conditions quench in finite time or exist globally in time and converge to a straight

line.






xi

Notacoes

e C(D), espaco das func¢oes reais continuas em D.

C"(D), espago das fungoes que possuem todas as derivadas até ordem n continuas

em D.

C™™(D), espaco das fungbes que possuem todas as derivadas até ordem m com
relacao a primeira varidvel continuas em D e todas as derivadas até ordem n com

relacao a segunda variavel continuas em D.

H'(Q) é o espaco de Banach cujos os elementos sido funcdes u continuas em Q

com derivadas até a ordem [l] continuas e
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l l j
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CAPITULO

1

Introducao

1.1 Histéria e Motivacoes

Sejam M"™ n > 1, uma variedade Riemanniana n—dimensional e Fy : M" — R+
uma imersao suave de M™ em uma hipersuperficie no espaco Euclidiano R"™!. Dizemos
que My = Fo(M™) evolui através de um fluxo de curvatura se existe uma familia F'(¢, .)

de imersoes suaves, com hipersuperficies correspondentes M; = F'(t,.), satisfazendo

OF n
- (tp) = —f(t.pv(tp),  peM”, (1.1)
F(0,.) = Fy,

onde f(t,p) e v(t,p) sdo respectivamente alguma curvatura e vetor normal exterior a
hipersuperficie M; em F(t,p).
Definindo por Aq,..., A, as curvaturas principais da hipersuperficie M;, temos que

quando

Mt
n

f=f,....; ) =—H=-—

o problema (1.1) é chamado de fluxo de curvatura média, quando

1
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f=f ) =—K==A....\

o problema (1.1) é chamado de fluxo de curvatura de Gauss, quando

f:f(/\la--w)‘n):_ﬁ

o problema (1.1) é chamado de fluxo de curvatura média inversa e quando

F= IO ) = =

o problema (1.1) é chamado de fluxo de curvatura média harmonica.
Tais fluxos de curvatura tem sido estudados por muitos autores. Nesta secao iremos

apresentar alguns resultados conhecidos sobre eles e 0 que motivou a estuda-los.

1.1.1 Fluxo de curvatura média

Uma motivacao para este tipo de fluxo é encontrada em [9], em que é estudada uma
superficie que se encontra entre os estados fisicos, liquido e solido, movendo-se a uma
velocidade v proporcional a curvatura média. Se esta superficie for convexa, entao em
[51], foi mostrado que permanece convexa para todo tempo, e se encolhe a um ponto.
Entretanto, uma superficie nao convexa pode se dividir em outras duas. Por exemplo,
quando constituida de duas esferas grandes e um tubo ligando-as, um haltere. Em [44]
foi mostrado que as duas esferas encolhem mais devagar do que o tubo que as liga.

Em [19] e [29], os autores estudaram o fluxo de curvatura média em superficies de
revolucao. Este fluxo neste tipo de superficie se reduz a uma equacao de evolucao em
uma dimensao. Desta forma, os autores nestes trabalhos conseguiram descrever em de-
talhes como a evolucao de superficies via fluxo de curvatura média ocorre. Uma solucao
u da equacao de evolucao que representa o fluxo de curvatura média em superficies de
revolucao existe até um tempo finito 7', com u(t,z) — 0 quando ¢ — T~ somente em
um tnico ponto x e com alguma de suas derivadas explodindo neste ponto.

Em superficies mais gerais, Huisken provou em [51] que a forma limite de uma
superficie inicial convexa é a de uma esfera quando a evolugao se da pelo fluxo de

curvatura média. Extraimos o seguinte teorema de [51].
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Teorema 1.1. Seja n > 2 e suponhamos que os autovalores da sequnda forma fun-
damental de My sdao estritamente positivos. Entao, a equacdo de evolugao (1.1), com
f = H, tem uma solucao suave em um intervalo de tempo finito 0 < t < T que converge

a um ponto P quando t — T.

1.1.2 Fluxo de curvatura de Gauss

Em [33], o fluxo de curvatura de Gauss foi estudado com a motivacao de que este modela
a mudanca no formato de uma pedra ao se chocar contra uma superficie. Supde que
a pedra é sujeita a colisoes em todas as diregoes com intensidade uniforme. Neste
artigo o autor conjectura que, independentemente da forma inicial, a forma limite seria
a de uma esfera. Tal conjectura foi provada em [5] usando idéias de [79] que prova
a existéncia, unicidade e convergéncia de uma hipersuperficie convexa fechada a um

ponto. O seguinte teorema foi demonstrado em [5].

Teorema 1.2. Seja My = xo(M) uma superficie em R3 compacta, suave e estritamente
conveza, dada por um mergulho xo. Entdo, eriste uma unica solugio suave {M; =
x(M,t)} da equagao (1.1), caso f = K, parat € [0,T), onde T = % e V(M) é
o volume da regigo formada por My. Além disso as superficies M, sao estritamente

convera e converge a um ponto ¢ € R3 quando t — T.

Em superficies de revolugao, Jeffres prova em [61], que independentemente da con-
vexidade de uma superficie de revolucao inicial esta evolui pelo fluxo de curvatura de

Gauss a um segmento de reta ou a um cilindro em tempo infinito.

1.1.3 Fluxo de curvatura média inversa

O interesse no estudo do fluxo de curvatura média inverso vem do papel que ele de-
sempenha na interpretacao geométrica de alguns fatos da Teoria da Relatividade rela-
cionados com o conceito de massa quase local de Hawing, conforme [56]. Neste mesmo
artigo foi introduzida a nocgao de solucao fraca para este fluxo com a restricao de que a
hipersuperficie inicial fosse de curvatura média positiva. Com a hipotese adicional de
limitacao por baixo da curvatura média da hipersuperficie inicial, o artigo |54], mostra

resultados sobre regularidade do fluxo de curvatura média inversa.
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1.1.4 Fluxo de curvatura média harmonica

Este fluxo trata-se de uma equacao totalmente nao linear que torna-se degenerada
quando K — 0 e singular quando H — 0. Em [3] foi mostrado a existéncia de solucao
suave para este tipo de fluxo com a hipdtese de que o hipersuperficie inicial M, fosse

convexa.

Teorema 1.3. Seja My uma hipersuperficie compacta em R?® de classe C*' tal que
H(M,) > 0. Entao, existe um tempo T > 0 tal que a deformagcdo desta hipersuperfi-
cie pelo fluzo de curvatura de Gauss admite solugdo tnica M, de classe C*' tal que
H(M,;) >0, para t € [0,T).

Também neste artigo, Andrews mostra que a solu¢ao do fluxo curvatura média
harmoénica evolui a um ponto em um tempo finito 7y. Mais tarde, Dieter estatabeleceu
em [18] a existéncia local para uma classe mais geral de fluxos. Em [13], foi estudado
o fluxo de curvatura média harmonica de superficies de revolucao e com este estudo os
autores concluiram que este tipo de fluxo nao se comporta como o fluxo de curvatura
média no sentido de que uma superficie do tipo “halter” se entrangula quando fazemos
esta evoluir pelo fluxo curvatura meédia, vide [19], e ndo quando esta superficie evolui

pelo fluxo curvatura média harménica.

1.2 Os problemas estudados

Considere um conjunto de superficies formado pela rotacao de uma curva em torno do

eixo Ox. Para cada t a superficie é

o(t,0,z) = (z,u(t,z)cos O, u(t, z)sin )

Derivando-se obtemos

or = (0, uy cos 6, uysin 9),
o9 = (0, —usin 0, u cos )

0 = (1, u, cos 6, u, sin 6).
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N .. , Uy cos 6 sin 6
O vetor normal & superficie o(t,0,x) é 1 = ; , )
V1F (u)? 1+ (ue)? 1+ (ug)?

Derivando-se mais uma vez temos

oeg = (0, —ucosf, —usinb),

00, = (0, —u, sin 6, u, cos 0)

Ope = (0, Ugy cOS O, Uy, sin ).

Assim conseguimos determinar os coeficientes da primeira forma fundamental da geo-
metria diferencial (5.13) (vide Apéndice E)

E= <O’9,09> = U2,
F = {(0g,0,) =0,
G=(0,,0,) =1+ (ux)2

e também os coeficientes da segunda forma fundamental da geometria diferencial (5.14)
(vide Apéndide F)

— u
f = <09x7ﬁ> = 07

ul‘ﬂ?

= (Oaa, ) = ——ees.
9= 0 ) =
As curvaturas média (H), de Gauss (K), harmonica (A) e média inversa (H ') sao

dadas pelas expressoes

H

_leG-2fF+FEg 1 1+ Uy
2 EG-F* 2T+ (w2 \ u 14 (u)?)’
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s
K eg— f Ugq

TEG-F u(l+ (up)?)?

_ €g — f2 — _9 Uz 1
- TeG—-2fF+Eg (14 (ug)?)2 \ Wtaw — (1+ (ug)?) )

g BG-F (L (w))iu
Assim as equacdes de fluxo curvatura média, Gauss, harmoénica e média inversa

respectivamente, sao dadas pelas equagoes abaixo:

D — 2HT,
O = —Kii,
5 = 347,
[§]
A

quando v for uma superficie de revolugao, estas equagoes podem ser reescritas da
seguinte forma:

Ugpy 1

U TR

Fluxo de Curtxrfatura média
U/mx
U = ———— 3>
u(1+ (ug)?)?

Fluxo de curvatura de Gauss

ul’l’
Uy + (1 + (u)?)

-~
Fluxo de curvatura harmoénica

Uy =
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(1+ (Uﬂc)2)2u
Uzt — (1 4 (um)Q)j

=

—~—
Fluxo de curvatura média inversa

O objetivo do nosso trabalho foi estudar os seguintes problemas de valor inicial e

de fronteira:

e Fluxo de curvatura média em superficies de revolucao com as condigoes de fron-

teira: Dirichlet (1.2), Neumann (1.3) e Singular (1.4),

( U 1
S 0,a),t >0
Uy 1 + (Ux)z U, YIS ( 7a>7 )
\ uz(t,0) = 0,u(t,a) =1, t >0, (1.2)
| w(0,2) = uo(z) >0, z € [0,al,
( Ugy 1
util—f— ux)Q_E’ z € (0,a),t >0,
wp(£,0) = 0, ua(t, a) = 0, >0, (1.3)
\ u(0,z) = ug(x) > 0, z € [0,al,
( Upa 1
- — €(0,1),t>0
Uy 1+<Uz>2 U,, x ( ) )7 )
1
(t,0) =0, uy(t,1) = — t>0 (1.4)
0lt0) = 0t 1) = ,
[ w(0,2) = ug(z) >0, x € [0,1],

onde feRe [ >0.

e Fluxo de curvatura de Gauss em superficies de revolugdao com as condigoes de
fronteira: Dirichlet (1.5), Neumann (1.6) e Singular (1.7),

u:):x

U= —— 7, x € (a,b),t >0,
T ()] (@?)
ult, a) = up(a), u(t,b) = uo(b), t>0, (1.5)
u(0,2) = up(x) > 0, z € [a,b),
u

Uy = ——— x € (a,b),t >0,

C (1 (u)2) (@)
uz(t,a) = 0,u,(t,b) =0, t>0, (1.6)
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( Ugr

wy = e ze(0,1),t>0,
Tl (1)) 0
1
£,0) = t1) = ———— t (1.7)
UT( 70) 07uz( ) ) U(t,1)67 > O,
[ u(0,2) = up(z) >0, z € [0,1],

onde S eRe >0.

e Fluxo de curvatura harmonica em superficies de revolugao com as condicoes de

fronteira Dirichlet (1.8) e Singular (1.9)

ul’l’
= €(0,1),t >0,
B Uy + (ux>2 + 1’ o ( ’ >’
u(t,0) = 0,u(t, 1) =1, t>0, (1.8)
w(0, ) = ug(z) > 0, z e 0,1],
( u$$
= €(0,1),t>0
B —UUgy + (u:r)2 + 1’ . ( ’ )7 ’
1
| u(0,x) = ug(x) > 0, x € 0,1],

onde S eRe >0.

Nao iremos estudar o fluxo de curvatura média inversa e o fluxo de curvatura
harménica com condi¢ao de fronteira tipo Neumann.

Alguns destes problemas ja foram estudados por alguns pesquisadores da &rea e
outros sao novos. Nesta tese iremos apresentar tanto os resultados novos quanto os re-
sultados ja conhecidos. Isto sera feito porque temos como objetivo fazer um estudo geral
de alguns fluxos em superficies de revolucao com as trés condi¢oes de fronteira Dirich-
let, Neumann e Singular. Nesta introducao iremos apresentar os principais resultados
do trabalho, dividindo-os em resultados obtidos nesta tese e resultados conhecidos. As

demonstragoes de tais resultados encontram-se no corpo da tese.
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1.2.1 Resultados obtidos nesta tese

Fluxo de Curvatura Média

Resultados sobre o problema (1.4)

O primeiro resultado sobre o problema (1.4) diz sobre a existéncia e o anulamento
em tempo finito de sua solugao. Para mostrarmos a existéncia de solucao, primeira-
mente estudamos um problema auxiliar que tem solucao pelo Teorema 5.2 do Apéndice
A e provamos que a solu¢ao do problema auxiliar é também solu¢ao do problema (1.4)
(demonstragao vide Teorema 2.13 da se¢do 2.4). Para mostrar o anulamento, usamos
técnicas similares as ténicas utilizadas em [17]| para se provar o anulamento em tempo

finito de outro tipo de problema (demonstragao vide Teorema 2.15 da segao 2.4).

Teorema 1.4. Se ug € C*([0,1]), entdo existe solugio para o problema (1.4) em

Ch2([0,T) x [0,1]), para algum T < oo e esta se anula em T somente em x = 1.

O segundo resultado sobre o problema (1.4) exibe o comportamento de sua solugao
proximo do ponto e do tempo de anulamento (demonstrac¢ao vide Proposigao 2.16 da
secao 2.4). A técnica utilizada foi aplicar o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B

como em [29] que estuda os problemas (1.2) e (1.3).

Proposigao 1.5. Se ug € C3([0,1]), entdo a solugdo u do problema (1.4) satisfaz as

sequintes estimativas:

a) u(t,x) > C(T —t)2 para todo x € [0,1] e t € [0,T),

=B
2

b) —u.(t,x) < Co(T —t)2 para todo x € [0,1] et € [0,T),

onde C1,Cy sao constantes dependendo apenas B e T, o tempo de anulamento.

Fluxo de Curvatura de Gauss

Resultados sobre (1.7)

O primeiro resultado a seguir versa sobre a existéncia de solu¢ao global no tempo

do problema (1.7) para dados iniciais nao convexos e que a solu¢ao neste caso converge
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a um segmento de reta quando ¢t — oo. Por outro lado , este mesmo resultado mostra
que, para dados iniciais convexos, existe soluc¢ao de (1.7) que se anula em tempo finito
(demonstragao vide Teoremas 3.5, 3.7 e 3.8 da se¢ao 3.4). Para a existéncia de solucao,
usamos ténicas similares as das referéncias [16], [17], [61] que provam a existéncia de

solucao para outros tipos de problemas.

Teorema 1.6. Se uy € C*([0, 1]), entdo o problema (1.7) admite solugao em C2([0, T]x
[0,1]). FE mais,

a) Se ug for um dado inicial nao convexo, entio a solugao de (1.7) € definida para

todo t e lim u(t,z) € um segmento de reta.
t—ro0

b) A solugao do fluzo de curvatura de Gauss (1.7) com dado inicial convezo se anula

em tempo finito.

O segundo resultado sobre o problema (1.7) é sobre o comportamento de sua solug¢ao
proximo do tempo e ponto de anulamento. Para a demonstracao deste resultado, cuja
a demonstragao pode ser encontrada na secao 3.4 Teorema 3.16, utilizamos o Principio
do Maximo 5.6 do Apéndice B.

Teorema 1.7. Se ug for um dado inicial convero, positivo e ug € C3([0,1]), entdo

existe uma constante Cy tal que

u(t,1) < Cy(T — t)2(51+1>, para todo t € [0,T).

Fluxo de Curvatura Harmonica

Resultados sobre (1.8)

O resultado sobre o problema (1.8) versa sobre existéncia global no tempo de sua
solucao e o comportamento desta solucao quando ¢ — oo. Para a existéncia de solucao,
primeiramente estudamos um problema auxiliar que tem solucao pelo Teorema 5.2 do
Apéndice A e depois provamos que a solucao do problema auxiliar é também solucao do
problema (1.8) (demonstracao completa vide Teorema 4.1 da se¢ao 4.2). Para mostrar
o comportamento assintotico utilizamos um funcional como na referéncia [61| onde é
estudado o fluxo de curvatura de Gauss nos casos Dirichlet e Neumann (demonstragao

vide Teorema 4.2 da secao 4.2).
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Teorema 1.8. Se o dado inicial ug € C*([0,1]), entdo existe solugao para o problema
(1.8) em CY2([0,T) x [0,1]). E mais, se ug for convezo, entio a solu¢io converge para

um segmento de reta quando t — oo.

Resultados sobre (1.9)

O primeiro resultado sobre o problema (1.9) versa sobre a existéncia e anulamento
em tempo finito de sua solucao. Para provarmos a existéncia usamos o método de sub
e supersolucao (demonstragao vide 4.6 da se¢do 4.3) e para o anulamento em tempo
finito fizemos comparac¢ao com um problema que tem solucao explicita se anulando em
tempo finito e aplicamos o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B (demonstragao

completa vide 4.7 da se¢do 4.3).

Teorema 1.9. Se o dado inicial uy € C*([0,1]), entdo o problema (1.9) admite solugdo
em CY2([0,T) x [0,1]). Além disso, se o dado inicial for convero, entdo a solugdo de

(1.9) se anula em tempo finito somente em x = 1.

Os dois tltimos resultado sobre o problema (1.9) sao sobre o comportamento da
solugdo de (1.9) préximo do ponto e do tempo de anulamento (demonstragoes Propo-
sicoes 4.8 e 4.9 da sec¢do 4.3). Para obtermos tais estimativas, usamos o Principio do

Maéximo como em [30].

Proposigdo 1.10. Se uy € C°([0,1]) e ug) < 0,7 = 1,...5, sao nao positivas, entao

obtemos as sequintes estimativas:
a) u(t,x) > C1(T —t)* para todo x € [0,1] et € [0,T),

b) —uy < Co(T — )2 para todo x € [0,1] e t € [0,T),

1

3T ¢ T o tempo de

onde C1,Cy sao constantes dependendo apenas de B e ug, \ =

anulamento.

Proposicao 1.11. Se ug estiver nas condi¢oes da Proposicao anterior, entao obtemos

as sequintes estimativas:
a) u(t,1) < Cs(T — )2 para todo x € [0,1] et € [0,T),
b) —u; < Cy(T — )™ para todo x € [0,1] et € [0,T),

onde C3, Cy sao constantes dependendo apenas de [ e uyg.
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1.2.2 Resultados conhecidos

Fluxo de curvatura média

Os resultados sobre os problemas (1.2) e (1.3) enunciados abaixo, sao retirados das
referéncias [19] e [29]. Tais referéncias nao tratam da questdo de existéncia de solucao
para tal problema. Nesta tese melhoramos os trabalhos de [19]| e [29] mostrando a

existéncia e a regularidade de solugao para os problemas (1.2) e (1.3).

Resultados sobre (1.2)

O primeiro resultado sobre (1.2) versa sobre o anulamento em tempo finito da
solugao de (1.2) cuja demonstragao pode ser encontrada no corpo da tese Teorema 2.11

da secao 2.3.

Teorema 1.12. Para cada a, sejam wi(x,a) e we(x,a) solugoes do problema estacio-
ndrio associado a (1.2). Se o dado inicial uy € C3([0,a]) e for nao negativo, entio a

solugao de (1.2) satisfaz as sequintes propriedades:

a) Sea < apge0 < uy(x) < we(w,a), up(0) < we(0,a), entdo a solugdo do fluzo

curvatura média (1.2) se anula em tempo finito somente em x = 0.

b) Sea < ag e wa(z,a) < ug(x) < 1, up(x) # we(z,a), entdo a solugio de (1.2)

converge para w(x,a) quando t — oo.

c) Sea>ag el <uy(z) <1, entdo a solucio de (1.2) se anula em tempo finito

somente em x = 0.

O segundo resultado, cuja a demonstracao se encontra na secao 2.3 Teorema 2.12,

mostra como a soluc¢ao de (1.2) se comporta proximo do tempo de anulamento 7.

Teorema 1.13. Se ug satifaz as condigcoes do Teorema anterior. Entdo, existem cons-

tantes Ly, Ly e L3 tais que a solucdo u de (1.2) satisfaz as sequintes condi¢oes:
a) Ly <u(t,z)(T —t)"2, para x € [0,a] e 0 <t <T.
b) u(t,0)(T —t)~2 < Ly, para 0 <t < T.

c) —u(t,z)(T —t)

N

< Ls, para x € [0,a] e 0 <t <T.
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Resultados sobre (1.3)

O primeiro resultado sobre o fluxo (1.3) diz sobre o anulamento em tempo finito de

sua solugdo. A demonstragao pode ser encontrada na segao 2.2 Teorema 2.3.

Teorema 1.14. Se uy € C*([0,1]), ufy # 0 e suas derivadas u(()j), Jj = 1,2, sdo nao

negativas, entao u se anula em tempo finito somente em x = 0.

O segundo resultado sobre (1.3) exibe o comportamento de sua solugio proximo do
tempo de anulamento 7" e do ponto de anulamento z = 0 (demonstragao vide Teorema
2.5 da secdo 2.2).

Teorema 1.15. Se ug € C°([0,1]), ufy # 0 e suas derivadas u(()j), j=1,...5, sdo nao

negativas, entao existem constantes Ky, Ko, K3 tais que:

a) Ki < u(t,x)(T—t)_ﬁ, para x € [0,a] e 0 <t <T.

1

b) u(t,0)(T —t)" ™F < Ky, para 0 <t <T.

c) —u(t,z)(T — t)% < Ks, para x € [0,a] e 0<t<T.

Fluxo de curvatura de Gauss

Na referéncia [61] sdo estudados os problemas (1.5) e (1.6). Os resultados obtidos
neste artigo sao a existéncia, regularidade e comportamento assintotico de solugao para
os problemas (1.5) e (1.6). Os resultados sdo enunciados abaixo e detalhados no corpo
da tese.

Resultados sobre (1.5)

O resultado sobre o fluxo (1.5) garante existéncia de solu¢ao globalmente no tempo
para este tipo de fluxo e mostra o comportamento assintotico desta solucao quando

t — oo (demonstracao vide Teoremas 3.3 e 3.4 da secao 3.3).

Teorema 1.16. Se ug ¢ uma funcao positiva em H*™(a,b) com sequndas derivadas

continuas até o bordo satisfazendo

ug(a) = ug(b) = 0.
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Entao existe uma solugio v € H*T((0,1) x (0,00)) para o problema (1.5). A solu¢ao

é suave para t > 0 e quando t — 0o u(t,.) converge para um segmento de reta unindo

(a,uo(a)), (b, uo(b)).

Resultados sobre (1.6)

Este resultado, cuja a demonstragao se encontra no corpo da tese Teoremas 3.1 e
3.2 da secao 3.2, versa sobre a existéncia de solucao do fluxo de curvatura de Gauss

com condicao de fronteira do tipo Neumann.

Teorema 1.17. Se uy ¢ uma funcdo positiva em H***(a,b) com sequndas derivadas
continuas até o bordo. Suponhamos que a primeira derivada de ug assume valor zero
no pontos v = a e x = b. Entao existe uma solugao u € H* *((a,b) x (0,00)) para o
problema (1.6). A solugdo € suave para t > 0 e u(t,.) converge para um segmento de

reta horizontal quando t — oo.

1.3 Comparacoes dos Resultados

Nesta secao iremos fazer uma comparacao entre resultados ja existentes e os resultados
obtidos nesta tese (novos).

Em [61], a autora mostra a existéncia e regularidade de solu¢do para os problemas
(1.5) e (1.6), porém nos artigos [19] e [29] a questdo de existéncia e regularidade de
solu¢do para os problemas (1.2) e (1.3) nao ¢é tratada. Nesta tese melhoramos os
trabalhos [19] e [29] provando a existéncia e regularidade de solugao para os problemas
(1.2) e (1.3).

Na dissertagao de mestrado [73] estudamos, com base em [30], o seguinte problema

de valor inicial e de fronteira:

Up = Ugy, z € (0,1),t >0,
0 0,1) = 0, (1, 1) = —[u(1, 5] 7 (>0, (1.10)
u(z,0) = up(x) > 0, x € [0,1],

onde 5 > 0 e ug é suficientemente suave. Nesta dissertagao foi provada a existéncia de

solugdo para o problema (1.10) via método de sub e supersolugao, o anulamento em
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tempo finito 7" da soluc¢ao de (1.10) somente em x = 1 e obtido o comportamento da

solugao proximo do ponto x = 1 e do tempo T através das seguintes estimativas:

Ki(1—2)? <u(z,t) < Ko(1 — ),

K3(T —t)* <u(l,t) < Ky(T —t)*

—(T — t)l_Aut(x, t) < K,

para z € [0,1] e t € [0,7),
onde K, K5, K3, K, e K5 sao constantes positivas e
A=
206+ 1)

Este trabalho de mestrado juntamente com as referéncias [19] e [29] nos motivou a
estudar os fluxos de curvatura média, de Gauss e harmonica com a condic¢ao de fronteira
do problema (1.10). Nesta tese provamos a existéncia e regularidade de solu¢do para
os problemas (1.4), (1.7) e (1.9), o anulamento em tempo finito destas solugdes para
dados iniciais convexos e obtivemos algumas estimativas parecidas com as obtidas acima
mas para as solucoes de (1.4), (1.7) e (1.9) perto do seus tempos e seus pontos de
anulamento. A existéncia e regularidade, o anulamento e estimativas das solugdes do
problemas (1.4), (1.7) e (1.9) para dados iniciais convexos sdo novos.

Em [61], a autora demonstra, sem qualquer hipotese sobre a convexidade da super-
ficie inicial, tanto o fluxo (1.5) quanto o fluxo (1.6) existem globalmente no tempo e
convergem, quando t — oo, para um segmento de reta. Nesta tese, com a hipdtese
de nao convexidade no dado inicial, mostramos que o fluxo (1.7) tem o mesmo com-
portamento. A existéncia, regularidade e comportamento assintotico da solucao do
problema (1.7) s@o novos.

O fluxo de curvatura harmonico com condigao de fronteira do tipo Dirichlet (1.8)
nunca foi estudado anteriormente. Nesta tese provamos a existéncia e regularidade de
solugdo globalmente no tempo para o problema (1.8) e obtivemos o comportamento

assintotico de sua solucao.
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Resumindo, as contribuicoes desta tese sao:

e Existéncia e regularidade de solugao para o fluxo de curvatura média com condi-

¢ao de fronteira do tipo Dirichlet (Teorema 2.6 da secao 2.3).

e Existéncia e regularidade de solugao para o fluxo de curvatura média com condi-

¢ao de fronteira do tipo Neumann (Teorema 2.1 da secdo 2.2).

e Existéncia e regularidade de solugao para o fluxo de curvatura média com condi-

¢ao de fronteira singular (Teorema 2.13 da segao 2.4).

e Existéncia e regularidade de solucao para o fluxo de curvatura harmonica com

condicao de fronteira do tipo Dirichlet (Teorema 4.1 da secdo 4.2).

e Existéncia e regularide de solugao para o fluxo de curvatura harmonica com

condigao de fronteira singular (Teorema 4.6 da sec¢do 4.3).

e Anulamento em tempo finito e estimativas da solucao do fluxo de curvatura média

com condigao de fronteira singular (Teorema 2.15 e proposi¢ao 2.16 da se¢ao 2.4).

e Anulamento em tempo finito e estimativas da solucao do fluxo de curvatura de
Gauss com condicao de fronteira singular e condigao inicial convexa (Teoremas
3.8 e 3.16 da se¢ao 3.4).

e Comportamento assintotico da solucao do fluxo de curvatura de Gauss com con-
digao de fronteira singular e condi¢ao inicial ndo convexa (Teorema 3.7 da se¢ao
3.4).

e Comportamento assintotico da solucao do fluxo de curvatura de harmoénica com

condicao de fronteira do tipo Dirichlet (Teorema 4.2 da secdo 4.2).

e Anulamento em tempo finito e estimativas da solucdo do fluxo de curvatura
harménica com condi¢ao de fronteira singular (Teorema 4.7, Proposicao (4.8) e

Proposigao 4.9 da se¢ao 4.3).



CAPITULO

2

Fluxo de curvatura média

Neste capitulo iremos demonstrar resultados sobre os problemas (1.2), (1.3) e (1.4).
Na secao 2.1 iremos demonstrar como fica o fluxo curvatura média em superficies de
revolucao. A secao 2.2 sera dividida em duas subsecoes, na primeira delas iremos apre-
sentar resultados de existéncia e regularidade do problema (1.2) e na segunda resultados
sobre anulamento e estimativas de sua solucao perto do seu ponto e seu tempo de anu-
lamento. Os resultados da subsecao 2.2.1 sao novos, porém os da subsecao 2.2.2 sao ja
conhecidos (vide [19] e [29]). A secao 2.3 também sera dividida em duas subse¢oes, na
subse¢ao 2.3.1 iremos demonstrar a existéncia de solu¢ao para o problema (1.2) e na
subsecao 2.3.2 mostraremos o anulamento em tempo finito e estimativas de sua solucao
perto do seu tempo e ponto de anulamento. Os resultados da subsegao 2.3.1 sao novos,
mas os da subse¢ao 2.3.2 ja sao conhecidos (vide [19] e [29]). Finalizando o capitulo
temos resultados sobre o problema (1.4) divididos em duas subse¢oes, na subsegao
2.4.1 demonstraremos a existéncia e regularidade de solu¢do para o problema (1.4) e
na subsecao 2.4.2 mostraremos o anulamento em tempo finito e estimativas de sua
solucao perto do seu tempo e ponto de anulamento. Os resultados das duas subsecoes

2.4.1 e 2.4.2 sao novos. A justificativa de detalharmos resultados ja conhecidos neste

17
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capitulo é que temos como objetivo fazer um estudo mais geral de fluxo de curvatura
em superficies de revolucao com as trés condicoes de fronteira: Dirichlet, Neumann e

singular.

2.1 Motivacao

Considerando uma familia de superficies (¢, 0, ) C R3, dada por:

v(t,0,2) = (z,u(t, z) cos O, u(t, z) sinb),
onde 0 € [0,27] e x € [0,a]. Fazendo esta evoluir através do fluxo curvatura média,
isto é

onde H respresenta a curvatura média e 77 o vetor normal exterior a superficie, con-

cluimos que u satisfaz

Upa 1
= — — 2.2
1+ (w)? (22)

rx ]' — .
Mo D) ef= L Uy, —CcOS O, —sinb |.
1+ (ug)? u 1+ (ua)?

2.2 Fluxo de curvatura média com condicao de fron-

Uy

N

observando que H = 3 (1+(u,)?)~

teira do tipo Neumann

A equacao deduzida anteriormente com condicao de fronteira tipo Neumann foi estu-
dada nos artigos [19] e [29]. Em nenhuma destas referéncia a questdo de existéncia do
problema foi tratada. Esta secao serd dividida em duas subsecoes, na primeira delas
iremos apresentar resultados sobre existéncia e regularidade do problema (1.3) e na
segunda resultados sobre o anulamento em tempo finito e estimativa para este tipo de
fluxo perto do seu tempo e seu ponto de anulamento. Os resultados da subsegao (2.2.1)

sao novos, mas os da subsecao 2.2.2 ja sao conhecidos (vide [19] e [29]).
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2.2.1 Existéncia e Regularidade

O problema a ser estudado nesta se¢ao é o problema (1.3), ou seja

Uge 1
= - — 0 t>0
Uy 1 4+ (uag)2 ’U,’ VS ( 7a>7 > )
uz(t,0) = 0,u,(t,a) =0, t >0,
u(0,z) = ug(x) > 0, z € [0,al,

Teorema 2.1. Se uy € C*([0,4a]), entdo existe T > 0 tal que o problema (1.3) admite
solugao em CY2([0,T) x [0, a]).

Demonstracao: Considere o seguinte problema auxiliar

v = F(t,z,0,0,, V), x € (0,a),t >0,
0,(t,0) = 0,v,(t, @) = 0, £>0, (2.3)
v(0,2) = vg(x) > 0, z €0, al,

,
1+ p?

1 m
onde F(t,x,z,p,r) = — — para x € (0,a), 5} <z<Mel|pl|<C, com
2

"

M = max vy(x)
z€0,a]

C = max ug(x).
z€[0,a]

Com estas condigoes sobre a F, garantimos a existéncia de solu¢ao para o problema
auxiliar (2.3) através do Teorema 5.4 do Apéndice A.
De fato, as condigoes (i), (i), (i77) e (iv) no Teorema 5.4 do Apéndice A sao satis-

feitas, tomando
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AU:1+’p’7

1
ag = ————
0 1+027

CL1:1

e para qualquer funcao crescente ag e quaisquer constantes nao negativas My e M;.
2
m

A condicao (v) do Teorema 5.4 do Apéndice A ¢ satisfeita se tomarmos ¢; = 7 °

Cy = 2C.

De fato, primeiramente observemos que

(@-P)r _, z-w

S0+ T s

F<t7$7z7p7 T) - F(t>y7w7Q7r)

Usando o Teorema do Valor Médio e os valores de ¢; e ¢y obtemos

F(t,I7Z,p7 T) - F(t7y7w7qu) < <|$ - y| + |Z - U}| + |p - QD<01 + 02)'

Assim, como as hipoteses do Teorema 5.4 do Apéndice A sao satisfeitas, concluimos
sobre a existéncia de solu¢do para o problema auxiliar (2.3).

Em seguida vamos provar que v satisfaz as condigoes que foram impostas sobre a
F concluindo assim que v é também solu¢ao do problema (1.3).

Observe que a solugdo de (2.3) satisfaz % <v<Melv,| <C, para algum T > 0
comt € [0,T] e z € [0,a]. De fato, pelo Principio do Maximo 5.5 do Apéndice B

obtemos

m = min vy, M = max vy
z€[0,a] z€[0,a)

C= /
Zg6)

tais que
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v(t,z) <M e |v.(t,x)|<C, (2.4)

para algum Ty fixado e (t,z) € [0, Tp] x [0, al.
. ~ m . .
Considerando a funcao w = v — 5 + kt, temos que w satisfaz o seguinte problema

de valor inicial e de fronteira:

wy — F(t, 2, w, We, Wey) > 0, x € (0,a),t € (0,T),

w,(t,0) = 0,w,(t,a) =0, te(0,7), (2.5)
w(O,x):vo—%>0, z € [0,al.

Dai, pelo Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B temos que w > 0, para = € [0, a] e
t € [0, Tp).
Assim, existem 7' < min{Tj, %} tal que

v < (2.6)

m
5
para x € [0,a] e t € [0,T].

Logo, de (2.4) e (2.6) concluimos que v satisfaz as condigbes impostas sobre F.

Assim v ¢é soluc¢do do problema de valor inicial e de fronteira (1.3).

2.2.2 Anulamento e Estimativas

Nesta secao iremos descrever as técnicas utilizadas nas referéncias [19] e [29] para a
obtencao do anulamento em tempo finito 7" das solugoes de uma classe de problemas
que contém o problema de valor inicial e de fronteira (1.3). Além disso apresentaremos
resultados sobre o comportamento da solucao proximo do tempo T

Considerando o problema de valor inicial e de fronteira:

p = (B(1))s — % re(0,a)t>0,
uy(t,0) = 0, uy(t, a) =0, t>0, (2.7)
u(0, ) = ug(x) > 0, z € [0,al,

onde 8 > 0 e ¢ é uma funcao, temos os seguintes resultados:

Lema 2.2. Suponhamos que ¢ € C3([0,00)), entio temos as sequintes propriedades:
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a) Se ug € CH([0,a]) e ug >0, em [0,al, entio u, >0 em [0,a] x [0,T).
b) Se ug € C*([0,4a]) e [p(up)] — uig <0, entao uy <0 em [0,a] x [0,T).

¢) Seug € C3([0,al), satisfaz as hipdteses dos item anteriores e
/
{[¢(U0)/]/ - Lﬁ} >0, entao uy >0 em [0,a] x [0,7T).
Uo

Demonstragao: a) Definindo a = u,, temos que « resolve o seguinte problema:

@ = (90 () + (Dra(ue)) e + Bu™ o,z € (0,a),t> 0,
a(t,0) =0, a(t,a) =0, t >0, (2.8)
uw(0,x) = (ug)(z) >0, z € [0,al,
Logo, pelo Principio do Méaximo 5.6 do Apéndice B, concluimos que u, > 0 em [0, a] X
[0, 7).

b) Observe que, definindo h = u,, temos que h satisfaz o seguinte problema

he = (60 () hae + (Duw(uz))he + Bu P hy, 2 € (0,a),t >0,

h(t,0) = 0, h(t,a) = 0, t>0, (2.9)
u(0,2) = [o((ua). L. ~ = <0, v € [0,d,

Assim, pelo Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B, concluimos que u, > 0 em
[0,a] x [0,T).

c¢) Usando os itens anteriores deste lema e definindo r = w,,,, obtemos que r satisfaz

7y — & (Ug)Tae — ¢ (U UgaTe — (¢ (ue)u2, + Bu™P"Hr = —B(B + Du " 2uzu, > 0,

com r(t,0) =0=r(t,a) e
r(0,z) = ([¢((u0)x)]x - u—15> (x) > 0.

Portanto, pelo Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B concluimos que uy,(t,z) > 0,

parat € [0,7) e z € [0, qa].
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Teorema 2.3. Se ¢ e ug satisfazem as hipdteses (a), (b) e (c) do Lema 2.2 e uy # 0,
entdo a solucdo u do problema (2.7) se anula em tempo finito somente em x = 0. Em

particular a solu¢ao de (1.3) também se anulam em tempo finito somente em x = 0.
Demonstragao: Comparamos o problema (2.7) com

1

Qt:—e—ﬁ, xE(O,a),t>0,
0.(t,0) =0,0,(¢t,a) =0, t>0, (2.10)
0(0,2) = M = max up(x) > 0, z € 10,al.

z€[0,a]

A solucao de (2.10) é explicita e é dada por:

O(t) = [M — (B + 1)t]7+1.

Usando o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B, podemos concluir que u < 6 em
[0,a] x [0,Ty). Assim, como 6 se anula em tempo, entdo u se anula em tempo finito.

Do item (a) do Lema 2.2, temos u(t,0) < u(t,z) para todo = € (0, a]. Portanto u
se anula em tempo finito em x = 0.

Para mostramos que ela se anula somente em x = 0, dividiremos em dois casos:

Se uy > 0 concluimos, pelo Teorema do Valor Médio e pelo item (¢) do Lema 2.2,

que

u(t,x) —u(t,0) = u.(t, &)z > ug(§)x > 0,

para x € (0,a]. Dai

lim u(t, z) > 0,

t—=T
para x € (0, al.
Caso contrario, se existe um xy = min{z > 0| uj(z) = 0}. Primeiramente, com o

mesmo argumento do caso anterior, conseguimos mostrar que

lim u(t, z) > 0,

t—T

para x € (0, 2], e para concluir utilizamos o item (a) do Lema 2.2 para obtermos

lim u(t, z) > 0,

t—T
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para = € (0, al.

O resultado obtido anteriormente coincide com o resultado gerado numericamente
pelo software Maple segundo a figura abaixo. Neste caso, aproximamos o problema

(1.3) pelo seguinte problema com € > 0 :

(Ue)zz (ue)

B N A (TR R L
(ue)(t,0) =0, (u)(t,a) =0, t>0,
u(0,z) = up(x), x € [0,a]

e o resolvemos numericamente dando valores ug(z) = 22 + 1,5, B =1e ¢ = 0,2

Linhas de Comando:

>PDE :=dif f(u(x,t),t) = (dif f(u(z,t),2,2)) /(1 + (dif f(u(z,t),2))?) —u(z,t)/(0.2 + u(z,t))>
> IBC = u(z,0) = 22 + 1.5, (D[1](u))(0,¢) = 0, (D[1](w))(1,¢) = 0

> pds := pdsolve(PDE, IBC, numeric)

> pds: —plot3d(t = 0..1.3,z = 0..1)

Como no Lema 2.2 e no Teorema 2.3 foram colocadas véarias hipoteses sobre ¢ e
ug, no proximo resultado mostramos que de fato existe um dado inicial que satifaz tais

hipoteses.
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Teorema 2.4. Se ¢ € C1([0,00)) e ¢’ > 0 em [0,00), entio existe uy satisfazendo as

hipdteses do Lema 2.2 com g # 0.

Demonstracao: Consideremos o problema

AN/, 1_

¢ (v —U—B—(S, z € (0,a),t>0,
v(0) = a >0, (2.11)
v'(0) = 0.

w' = (v — ) >0, (2.12)

(v(0),w(0)) = («,0), > 0.

Observando que o tinico ponto critico do sistema é {(67%)}, pois ¢ > 0 em [0, 00),

temos que a matriz de linearizacao em torno deste ponto critico é

[0)

onde d = %5%1 Assim os autovalores sdo 4-v/di e portanto (—5_%, 0) é um centro.
Definindo
w i can
/ r¢' (r)dr + +dv,8#1
0 f-1
Fv,w) = w
/ r¢' (r)ydr —Inv + v, 5 =1
0
dF

temos que <= (v(t), w(t)) = 0, portanto F' é uma integral primeira para o sistema (2.12).

dt
Assim, pelo Teorema de Lyapunov, existem solug¢oes periodicas (v(z, d, p), w(z, d, p))

com periodo minimo \2/—% tais que <v(0,(5, ), w(0,6, 1) | = ((57%,0). Logo v(x,d, ) é

solugao de (2.11).
Por continuidade dos dados iniciais para o bem préximo e menores que 575 teremos
v(x,d, ) bem proximo de v(x, 0, ). Assim para a < 5_%, como v(z, d, i) sdo periodicas

1
de periodo \2/—%, temos que v(x,d, ) para a bem proximo de § ¢ também o sao.
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Como v”(0,0,a) > 0, existe b > 0 tal que v/(z,0, ) > 0 para todo 0 < x < 2—\;“5.

Dai, se 0 for pequeno teremos d pequeno e entao 2—\%[’ serd grande. Portanto, certa-

mente a < 2—%’, concluindo assim o resultado.

[
Depois de exibir as ténicas utilizadas nas referéncias [19] e [29] para provar o anu-
lamento em tempo finito somente em um ponto, iremos obter o comportamento das

solugoes de (2.7) proximo do seu tempo de anulamento.

Teorema 2.5. Se ug salifaz as condigoes do Lema 2.2 e ¢ € C3([0, +0)), ¢'(s) > 0,
s>0e¢"(s) <0,s > 0. Entao, existem constantes Ky, Ko, K3 tais que:

a) K; < u(t,x)(T—t)_ﬁ, para x € [0,a] e 0 <t <T.

b) u(t,0)(T — )" 5 < Ky, para 0 <t < T.

c) —u(t,x)(T — t)$ < Ks, para x € [0,a] e 0<t<T.

Demonstracao: a) Pelo Principio do Méaximo 5.6 do Apéndice B u; < 0 em (0, a) X
(0,7). Usando o item (c¢) do Lema 2.2 concluimos u;(t,0) < u(t,z) em [0,a) x (0,7)

Seja 0 < n < T, com 1 pequeno. Observe que —u,(n,z) e u?(n,x) sdo positivos

para x € [0,a — |, pois x = 0 & o Gnico ponto de anulamento da fungao u e definamos

6 = min {—u(n,z)u’(n,x)}.
z€[0,a—n]

Observe também que o item (b) do Lema 2.2 implica 0 < u(T,a —n) < u(t,a —n),

para todo t € [0,7). Como x = 0 é o tinico ponto de anulamento de u podemos definir

6y = min {—u(t,a — n)u’(t,a —n)}.
ten,T)

Tomando § = min{dy, dy, 1}, definindo J (¢, z) = w,(t,z) + du=?(t,z) e derivando J

obtemos

¢// (ux)

Jy — qb/(ux)Jm— [—Uact + Bu_ﬁ—ll J— (1 B 5) (b”(ux

o' (u)
— BB+ 1)¢ (ug)ou " (uy)? <0.

~—

B

Uyt U

¢ (uz)
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Ja sabemos que
J(n,z) = ui(n,x) + du=P(n,z) <0, para todo x € [0,a — 7] e
J(t,a—n) =ut,a—n) +o6u=P(t,a—n) <0, para todo t € [, T).

Dai, pelo Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B concluimos que J < 0 em [n,T) X
[07 a— 77]

Assim uy(t, 2) < —du=P(t,x) em [0,a —n] x [n,T), ou seja u;(t, z)u’(t,r) < —6 em
[0,a —n] x [, T). Particularmente temos u(t,0)u’(t,0) < —d. Se t > 5, integrando

de t a T temos

B+1 B+1
= (Tv O) - u
B+1 B+1

e como u(7T,0) = 0 obtemos

(t7 0) S _5(T - t)

u(t, 0)(T — )71 < [5(8 + 1)]7+1,

para todon <t <T.

Uma vez que u(t,0)(7 — t)_ﬁ ¢ uma fun¢io continua positiva em [0, 7).

Tomando K; = min I[Blir]l{u(t, 0)(T — t)_ﬁ, [0(8+ 1)]ﬁ} concluimos
777

u(t,0)(T — )71 > K.

Para obter a desigualdade para todo x, basta observar o item (a) do Lema 2.2.

b) Fixando t, u(t,z) assume valor minimo em x = 0, pois o item (a) do Lema 2.2

¢ valido. Assim ., (t,0) > 0 e entao

wy(t,0) > uP(t,0).

Integrando de 0 a T, sabendo u se anula em tempo finito para = 0 e tomando

Ky =(p+ 1)ﬁ conclufmos o item b).

¢) Como uy; > 0 em [0,a] x [0,T) pelo item (c¢) do Lema 2.2 teremos

w(t, ) > uy(t,0) = ¢ (ug(t,0))uze (t,0) — u=(t,0)
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Por hipotese temos que ¢(s) > 0, para todo s > 0 e como u(t, ) atinge seu minimo
para t fixado em x = 0 obtemos u,,(t,0) > 0.

Usando o item a) concluimos que

w(t,x) > —ub(t,0) > —K; AT — 1) 7,

Dai, tomando K3 = Kl_’B, finalizamos o item c).

2.2.3 Interpretacao dos Resultados

Para finalizarmos, vamos interpretar os resultados (2.3) e (2.5) da subse¢ao anterior
(2.2.2). Uma superficie inicial & esquerda evolui pelo fluxo curvatura média em super-

ficies de revolucao com condicao de fronteira do tipo Neumann a superficie & direita

2.3 Equaciao curvatura média com condicio de fron-

teira do tipo Dirichlet

Estudar a equagao fluxo curvatura média com condigao de fronteira Dirichlet também
fez parte do trabalho das referéncias [19] e [29]. Porém, como no problema com condi-
cao de fronteira tipo Neumann, a questao de existéncia e regularidade nao foi tratada.

Esta secao sera dividida em duas subsecoes, na primeira iremos mostrar a existéncia
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e regularidade de solugdo até um tempo finito T para o problema (1.2) e na segunda
apresentar os principais resultados e técnicas utilizadas nos trabalhos [19] e [29] para
descrever o comportamento da solugao de tal problema proéximo do tempo de anula-
mento. Os resultados da subsecao 2.3.1 sao novos, porém os da subsecao 2.3.2 ja sao
conhecidos (vide [19] e [29]).

2.3.1 Existéncia e Regularidade

O problema tratado nesta se¢do é o problema (1.2), ou seja

Ugq 1
= —, € (0,a),t >0,
S Tr ) w T
uz(t,0) = 0,u(t,a) =1, t>0,
U(O,I‘) = uO(x)7 T e [07 CL],

A existéncia e regularidade sao obtidas, como em [16] Teorema 2.1, estudando a
existéncia e regularidade de um problema auxiliar e depois provando que a solucao do

problema auxiliar também ¢é solucao de (1.2).

Teorema 2.6. Se ug € C*([0,a]), entdo existe T > 0 tal que o problema de valor inicial
e de fronteira (1.2) tem solugcao em C%([0,a] x [0,T)).

Demonstracgao: Considere o seguinte problema

u:r:r
ut:m—b(u), mE(O,CL),t>O,
Uy (t,0) = 0, uy(t,a) = 0, t>0, (2.13)
u(0,z) = ug(x) > 0, x € [0,al,

onde b é uma funcao positiva limitada inferiormente e superiormente respectivamente
por constantes positivas C e (s, com derivada negativa e limitada inferiormente por
uma constante negativa C'.

Utilizando o Teorema 5.1 do Apéndice A temos a existéncia de solucao do problema
auxiliar (2.13). De fato, os coeficientes e os dados de fronteira satisfazem as hipoteses
do Teorema 5.1 do Apéndice A param =0, v = 1, p = 3, u; = 2max{12,Cs} e

e = —(C3). De fato, neste caso temos

aij(t7x7u7p) = (1 +p2)_1
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| z | +2?

Assi <1 2
ssim, como | p |[< 1+ p?, 11 22

Lo tt2lpl 4 (e )
- 1+ p? 14 p? 1+p*

(1 +[p? [z [ (4 [z ]) A+ [2])?
—= +b(u) <2 .
(1+102)2Jr (W) < 1+ 22 1+ 22

e sabendo que a derivada de b é limitada inferiormente temos

—b'(u) S —Cg.

Portanto, temos a existéncia e regularidade do problema auxiliar.
Em seguinda iremos mostrar que a solu¢ao do problema auxiliar ¢ também solucao
do problema (1.2).

Observamos, usando o Principio do Méximo 5.6 do Apéndice B como em 2.2, que

a) Se up € C1([0,a]) e uy > 0, em [0, a], entdo a derivada com relagao a variavel

da solugdo do problema auxiliar u, > 0 em [0,a] x [0,T).

b) Se ug € C?*([0,a]) e a curvatura média da superficie de rotagio inicial uy for
nao positiva, entao a derivada com relacao a variavel ¢ da solugao do problema

auxiliar u; < 0 em [0,a] x [0,7).

Assim, se o dado inicial vy satisfaz as condigoes a) e b) acima, entao a solugao
do problema auxiliar é também solu¢do do problema (1.2). De fato, como a solugao
do problema auxiliar (2.13) é regular e tem dado inicial positivo, existe T tal que

m = u(Tp,0) > 0. Note que dos itens a) e b) obtemos respectivamente

u(t,x) >m

u(t, z) < M,
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para x € [0,a] e t € [0,T}], onde M = max ug(x).

z€]0,a]
Assim se b(u) = £ teremos
1 1
— <b < —
ar St s
e
1

Logo, existe T > 0 tal que T' € [0, Tp], onde a solu¢do do problema auxiliar (2.13)
¢ também solugao do problema (1.2) para t € [0,T) e x € [0, al.

2.3.2 Anulamento e Estimativas

Nesta se¢do apresentaremos resultados e ténicas utilizadas em [19] e [29] sobre um
classe de problemas que contém o problema (1.2) (fazendo § = 1 e ¢(s) = arctg(s))
que exibem o comportamento das solucoes desta classe de problemas perto dos seus
tempos e dos pontos de anulamento.

Considerando o problema de valor inicial e de fronteira:

s = (O(1))s — % re(0,a)t>0,
ug(t,0) = 0,u(t,a) =1, t>0, (2.14)
u(0, ) = up(x), z € [0,al,

temos os seguintes resultados:

Lema 2.7. Se ¢ € C3(]0,00)), temos:

a) Se ug € C*([0,a)) e [p(up)] — % <0, entdo uy <0 em [0,a] x [0,7T).

b) Se uy satisfaz as hipdteses do item a) e ug > 0 em [0,a], entdo u, > 0 em
[0,a] x [0,T).

c) Se ug € C3([0,a]), satifaz as hipdteses dos itens a) e b) e ainda

Yo

{[(b(ug)]/ — %} >0, entdo uy > 0 em [0,a] x [0,7).
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Demonstragao: a) Como o dado inicial ¢ uma fun¢do par, u solu¢ao de (2.14)
pode ser estendida de forma par, isto é u(t, —x) = u(t, x), para x € [0, a].

Definindo o« = u; e derivando temos

o — ¢ (Ug) gy — & (Ug ) Ugpry — fu P 1a =0,

a(t)(t,—a) = 0= a(t,a) e a(0,z) = (¢'(up)ug — (ug) ™) < 0.
Dai, pelo Principio do Maximo temos u; < 0 em [0, a] x [0,7).

b) Se 8 = u,. Derivando § obtemos

6 — &' (Ug)0pz — & (up)0p —u P15 =0, x€(0,a),t>0,
6(t,0) = 0,6(t,a) >0, t>0, (2.15)
6(0,2z) = (ug)z(x) > 0, z € [0, 4],

Dai, pelo Principio do Maximo, concluimos que u, > 0 em [0,a] x [0, 7).

¢) Definindo 6 = u,; e derivando obtemos

0 — Qb/(ur)em - 2¢//(Uw)um‘9w - (¢/,(um)urxw + ¢///(um>(uwx)2 + 61[6—1)9 =
= —B(B + Du " 2uu, >0,

0(t,0) =0, 0(t,a) > 0 e 6(0,2) = (¢ (uy)ug — (uo)~?)" > 0. Logo, pelo Principio do
Maéximo 5.6 do Apéndice B u,; > 0 em [0, a] x [0, 7).

Com os sinais das derivadas obtidos no Lema anterior, concluimos o anulamento
em tempo finito da solugao de (2.14), em particular o anulamento da solugao de (1.2),

através do seguinte resultado:

Teorema 2.8. Seja T, o tempo mazimal de existéncia de v e h(x) = 5= cos (%x)

—_

Suponha que $(0) = 0, ¢(t) < kit + ky e [¢((uo)z)]s — =5 < 0 entdo as sequintes

Up

afirmagoes sequem:
(a) Se/ up(z)h(x)dx é pequeno, entdo T < +oo.
0

(b) Se a é grande, entao T < oco. Mais precisamente,

k1§06a>%:>T<oo,
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ki<0eky<0ea>VkE=T<oe

k1 <0eky>0ea>3ky+34/k3+ 2k =T < 0.

Demonstragao: (a) Definindo [;(t) = / u(t, x)h(x)dx, derivando e substituindo
0

u; obtemos

I(t) = /0 a(gb(ux))mhdx— /0 " Phda.

Integrando por partes e usando as hipoteses concluimos

I(t) < _/Oa d(ug)hodr — /Oa u P hdx

Pela desigualdade de Jensen 5.27 temos

[L(1)] ™ = [ /0 ' uhdw] _Bg /0 " Phde

e entao

1) < - / " Slun)hodi — (1(1) .

Usando a hipotese ¢(t) < kit + ko, substituindo o valor de h, e integrando por
partes temos
2 2

s ™ ™
-8

O item (b) do Lema 2.7 implica que

L(t) = /Oa u(t, z)h(x)dx < /Oa uo(z)h(x)dx

Assim I (t) é pequeno e portanto (I;(t))~? é grande. Dai obtemos

I(t) < —¢c,c > 0.

Se T' = 400 teremos tli+rn I1(t) = 0, pois I (t) é descrente e limitada inferiormente.
—+00
Isto nao é possivel. Logo T' < +o0.
(b) Multiplicando u; — (¢(uy))s = —u~" por w(z) = a* — 22, definindo Ir(t) =

u(t, z)w(z)dr e derivando obtemos
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50 = [ utaute)s = [ @) - s

Integrando por partes, observando que u(t,z) < u(0,z) = ug(x) < 1 e usando a

hipotese de limitagao por uma func¢ao linear obtemos

L(t) < 2/ krugzrdr + 2/ koxdx —/ (a® — 2*)dz.
0 0 0

Integrando por partes o primeiro termo do lado direito e calculando os outros dois

temos

/ @ 9 2q3
I(t) < 2kia — 2k | udx + kea® — .
0
Se k1 < 0 temos 2kia — 2k [ udz < 0. Dai Ij(t) < kya® — 2a® = a?(ky — 2a).

Assim se a > %kz e k1 <0 temos T < +00

w

Logo, se k; > 0 teremos

2 2
I(t) < 2kia + kqa® — gag = a(2k:1 + koa — §a2>.

As raizes do polinomio sdo 3ky & 34/k3 + Lk;.
Daf se a > 3ko + 31/k3 + 2ky e ky > 0 entdo T < +oc.

Se ki > 0 e ko < 0 temos I5(t) < 2kja — 2a®. Assim, se ky > 0,a > vk e ky <0
entao T < +o0.
[
O proximo resultado dos trabalhos [19] e [29] que vamos apresentar é o anulamento
em tempo finito da solucao de (2.14) somente em = = 0. Para se chegar a este resultado

foi preciso primeiro fazer uma anéalise do problema estacionario associado.

Lema 2.9. Suponha que B =1 e ¢ satifaca as condigoes:
a) ¢ € CY([0,00)), ¢'(r) >0 parar >0,

b) tim () = fim [ by =+,
0

T—00

L |
c)/o —5_1(n>dn<+oo.
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Entao, existe ag > 0 tal que:
(a) Sea < ag existem duas solugées, wy(x,a) > wy(x,a), positivas de (2.16).
(b) Se a > ag o problema de valor de fronteira (2.16) nao tem solug¢do.

(¢) Se a=ag existe exatamente uma unica solugdo de (2.16).

(Gwa)e =, 7€(0,0)
w,(0) =0, (2.16)
w(a) =1

Demonstracao: Pela hipdtese a) e pela positividade de u temos que w,, > 0 em
(0,a) x (0, T). Assim, w, é crescente e como w, > 0 em (0, a).

Para facilitar a notagdo chamamos wy = w(0).

Observe que a seguinte equivaléncia é valida: w é solucao de

(Gwa))s =+, z€(0,a)

w,(0) =0,

g

(2.17)

se e somente se w for solucao da equagao integral

p(wy) = /sz n¢'(n)dn = In (%)?) :

De fato, para ida multiplique a equagao de (2.17) por w,. Integrando de 0 a x

temos

/Ox ¢ (ww"w'ds = In(w(z)) — In(wp).

Definindo n = w'(s) temos

o) = [ ooy = 1n<w£f)).

Para a volta basta definir n = w'.

wo

Dai, como ¢ é invertivel, obtemos w, = ¢! <ln<w(m)>>. Integrando de 0 a x

temos
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)

Desta forma o namero de solugoes de (2.16) é igual ao nimero de solugoes wy da

1
1
/ ds = a.
wo

Substituindo y = In (%) temos

equacao integral

1

In| —
wo y
wo/ ( >e—dya.
0

)
Como w’ > 0 em (0,a) teremos que w(z) < w(a) = 1. Definindo z = wio obtemos

1< wio Dai devemos contar o nimero de solugoes de

Inz ey
H(z ::/ ——dy = az.
(2) 0o o)

Derivando H observamos que ela é crescente e concava em z. Notando as outras

informacoes sobre H conseguimos esboc¢ar um grafico.
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+2.00

- 1,00
H

7 1.00 2.00 2.00 z

Assim existe um tnico ag tal que a reta y = apz tangencia H(z). Mais ainda, para
a < ag temos duas solugoes de H(z) = az as quais denotaremos por zi(a) e z3(a) com
z1(a) < z3(a) e para a > ag nao teremos solugao de H(z) = az.

Observemos também que }ng(l) z1(a) =1e tlllir(l) 29 = 400, correspondentemente temos

para a < ag duas solugdes wi(x,a) e we(x,a) do problema (2.16) tais que w;(0,a) =
1
zi(a)*

Como z1(a) < z3(a) temos wq(0,a) < wi(0,a). Mostremos que wy(x,a) > wy(x,a)
em (0, a). Suponha que nao, isto ¢, existe y em (0, a) minimo tal que w; (y, a) = ws(y, a).
Note que wy(x,a) < wq(z,a), para todo 0 < z < y, pela definicdo de y. Dai y é ponto

de minimo de w; — wy em [0, y]. Logo (w1).(y,a) = (w2).(y,a). Portanto

p((w1)a(y; a)) = Inwi(y, a) = ¢((w2)2(y; a)) — nws(y, a)

e da equagao integral concluimos

wi1(0,a) = we(0,a)

contradi¢ao. Entao wq(z,a) > we(x,a) em (0,a).
|
Depois de ter sido feita uma andlise do problema estacionario, antes de mostrar a
existéncia do anulamento em tempo finito para solucao de (2.14), vamos apresentar um

resultado que mostra que se ha anulamento entao este s6 pode acontecer em z = 0.
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Lema 2.10. Suponhamos que B =1 e que ¢ safisfaca as hipdteses do Teorema 2.9 e
mais ou ¢ € convera ou s > ¢(s) para s > 0. Suponha também que as hipdteses do
Lema 2.7 sao satisfeitas e que u se anula em T € (0, +0o0]. Entdao u se anula somente

em x = 0.

Demonstracao: Caso ¢ convexa: Inicialmente observamos que temos o re-
sultado se provarmos que para cada b € (0,a) e para algum €(b,d) a desigualdade
J(t,x) == u,(t,z) — e(x — b) & valida em Q, = [b,a] x [0,T).

De fato, se a desigualdade é valida temos

z AV
/ us(t, s)ds > M
b 2

Assim

u(t, z) > +u(t,b) > 0,

para = € (b,a), isto é u ndo se anula em (b,a). Como b é arbitrario e u se anula no
tempo 1" entao u vai se anular somente na origem.

Voltamos a analisar o sinal de J em (). Derivando temos

Uy

Jt - gb,(ua:)t]:m = E + ¢”(uw)(u9€$)2‘

Usando o Lema 2.7 obtemos

Analisando na fronteira parabélica temos

J(t,b) = u.(t,b) >0
J(t,a) = u.(t,a) — e(a — b)

J(0,2) = u,(0,2) — e(x — b) > (ug)z(x) — €(a — b)

g [b,a] @ —

U
Tomando € = min{% min ( O)Z} temos
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J(t,b), J(t,a) e J(0,2) > 0.

Logo, pelo Principio do Méaximo 5.6 do Apéndice B temos J > 0 em [b,a] x [0,T").
Caso s > ¢(s) > 0: Definindo J(t,z) := $(uy) — e(x — b) e derivando obtemos
7 / T / Ug

Usando as hipoteses e o Lema 2.7 concluimos que

jt - ¢/(UI)JII Z 0

A analise na fronteira parabolica fica

J(t,b) = ¢luq(t,b)) > 0,

e
j(O,x):qﬁ(um(Ox —e(x—0b)>¢ ) —e(a—b).
Tomando € = mm{ (_62, m[i b } e usando o Principio do Maximo 5.6
z€[b,al a —
do Apeéndice B concluimos que J > 0 em [b,a] x [0,7). Como vimos anteriormente

integrando temos
(z —b)?
2 Y

para todo x € [b,a]. Como por hipotese u se anula em tempo finito 7', entdo u se anula

u(t, ) —u(t,b) > €

somente na origem.
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Finalmente, utilizando teoria de semigrupos, mostraremos o anulamento em tempo
finito da solugdo de (2.14) Particularmente, estaremos mostrando o anulamento da
solugao de (1.2).

Teorema 2.11. Se S =1 e ¢ e ug satisfazem as hipdteses do Lema 2.10, entdo:

a) Sea < ag el <uy(r) <wsy(z,a), up(0) < wy(0,a), entdo u se anula em tempo

finito somente em x = 0.

b) Sea <agewx,a) <ug(x) <1, up(x) # wa(x,a), entdo u converge assintoti-

camente para wi(x,a) quando t — oo.

c) Sea>ayge0<ug(x) <1, entdo u se anula em tempo finito somente em x = 0.

Demonstracao: Item a): Suponha que u nao se anula em tempo finito
Consideremos X = {ug € C(—a,a),up > 0} e definimos F': X — R dada por

a

F(ug) =27 o (@)

V14 ((w0)z)?

Derivando temos que J é funcional de Lyapunov. Dai pelo Teorema 5.1 do livro

dz.

[64] temos que u converge para solugdo estacionaria w; ou wy. Se convergir para w;
teremos uma contradicao com a ordem de w; e wsy e se ela convergir para ws teremos
uma contradi¢do com a hipotese do item a). Portanto u se anula em tempo finito.

item b): Do item a) o problema estacionario admite um funcional de Lyapunov.
Dai estamos nas hipoteses do Teorema 5.1 encontrado em [64]. Assim u ird convergir
para w; ou wy. Concluimos pela estabilidade de w,, que u converge para w;.

item c): Analogamente ao item a) observando que na conclusao teremos u con-
vergindo para uma solu¢ao do problema estacionario, porém neste caso nao ha solugao
deste problema criando assim uma contradi¢ao com o fato de u nao se anular em tempo
finito. Dai u vai se anular em tempo finito.

[

Com o auxilio do software Maple, vemos que o resultado obtido anterioremente (Te-

orema 2.11) coincide com o resultado niimerico. Aqui estamos aproximando o problema

(1.2) pelo seguinte problema
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. (Ue)m (ue)
B A A (A E e

(ue)z(t,0) =0, (ue)(t,a) =1, t>0,

uw(0, ) = up(x), x € [0,a.

41

e em seguida resolvendo este problema aproximado usando o Maple, fazendo g = 1,

e=0,2euy(r) =—a*>+25

Linhas de Comando:

> PDE :=dif f(u(z,t),t) = (dif f(u(z,t),z,2)) /(1 + (dif f(u(z,t),2))?) —u(z,t)/(0.2 4+ u(z,t))?

> IBC :=u(1,t) = 1,u(z,0) = —2% + 2.5, (D[1](u))(0,) = 0
> pds := pdsolve(PDE, IBC, numeric)

> pds: —plot3d(t = 0..1.2,z = 0..1)

Para concluir esta se¢do apresentamos o comportamento da solu¢do de (2.14) pro-

ximo do tempo de anulamento T e do ponto x = 0.

Teorema 2.12. Se 3 =1 e ug satifaz as condigées do Lema 2.7 e ¢ € C3([0, +0)),

&(s)>0,s>0e¢"(s) <0,s >0. Entao, existem constantes Ly, Ly e Ls tais que:

a) Ly < u(t,0)(T —t)"2 < Ly, para 0 < t < T.
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b) —uy(t,z)(T —t)2 < Ls, para x € [0,a] e 0 <t < T.

Demonstracao: a) Observando inicialmente que w = u; satifaz

wy = ¢ (U )Wy — ¢ (), — fu " =0
em (0,7) x (0,a).

Assim, o minimo e o maximo de w sao atingidos na fronteira parabdlica e portanto
ur < 0 em (0,7) x (0,a), pois se vi(ty,x9) = 0 para (to,zo) € (0,7) x (0,a) terfamos
(to, o) ponto interior da fronteira parabolica sendo maximo. Sabendo que u; < em
[0,7) x [0,a] pelo Lema 2.7 e usando o Principio do Maximo temos u; = 0 em [0,7") X
[0,a] o que implica que u(t,x) = u(T,x), para todo t < T.

Como u(T,0) = 0 teriamos u(t,0) = 0, para todo t < T.

Mas T é o minimo tal que u(¢,0) = 0. Assim u; < 0 para t € (0,7) e x € (0,a).
Sabendo que wuz; > 0 em [0,7) x [0,a] temos ug < ui(t,x) < 0, para t € (0,T) e
z € (0,a).

Logo u(t,0) < 0, concluindo assim que u; < 0 em (0,7) x (0,a).

Definindo 0 < n < T, observando que —u;(n, z) e u”(n,z) sdo positivos para x €
[0,a — 7], definindo

51 = min {_ut(na x>uﬁ<7]7 I‘)}
z€[0,a—n)]

)

e notando que 0; = n[lin){—ut(t, a—n)} existe e é positiva, pois u, satisfaz uma equacao
T
parabdlica.

Como u; < 0 temos

0<u(T,a—n) <u(t,a—n) <u0,a—n) =uo(a—n).

Seja 0o = H[lir%){—ut(t, a —n)u’(t,a —n)}, tomando § = min{d;, 5y, 1} temos
teln,

§ <0 = 6 < —uy(n, 2)ul(n, x),

z € [0,a — 7], ou seja

Ut(%x) + 5u7ﬂ(777$) § 07
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para todo = € [0,a — 7].

Temos ainda que § < 9, implica que

0 < —Ut(ta a— n)u6<t’ a— 77)’

para t € [n,T), ou seja

wy(t,a —n) +6u(t,a —n) <0,

para todo t € [0,T).
Definindo J(t,7) = u:(t, z) + du=?(t, z) temos

J(n,x) = w(n, z) + ou’(n,x) <0,

para todo t € [0,a — 7]

J(t,a—n) = w(t,a—mn)+ouP(t,a—n) <0,

para todo t € [n,T)

e
J.(t,0) =0,

¢ (ug)

43

para todo t € [0,T) e sabendo que J; — ¢'(uy)Jps — ATy Buﬁll J <0, con-

cluimos pelo Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B que
J<0em[nT)x[0,a—n]
ou seja

ut(t7 ZL‘) S _(Su_ﬂ(tu SL’),

parat € [n,T) e x € [0,a — 7).

Particularmente temos

w(t, 0)u’(t,0) < —4.

Se t > n. Integrando de t a T" e usando o fato de que u(7,0) = 0 obtemos
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—u(t,0) < =08+ 1)(T — 1),

ou seja

u(t, 0)(T = )7 7% > [§(8 + 1))t

paran <t <T.

Como u(t,0)(T — t)ﬁ é uma fungdo coninua positiva em [0, 7], tomando

L= min{min{u(t, 0)(T — t)*ﬁ}, [0(5 + 1)]61+1}

[0,7]

temos

u(t,0)(T — )77 > (.

Como u(t,.) ¢ minimo em = = 0, pois u, > 0, temos u,,(t,0) > 0 e portanto

w(t,0) = ¢ (ug(t, 0)) g (t,0) — u=P(t,0) > —uf(t,0),

isto é

wy(t, 0)u’ (t,0) > —1.

Integrando de t a T' e sabendo que u(7,0) = 0, existe Cy = (8 + 1)ﬁ tal que

u(t,0)(T — )77 < L.

b) Como, pelo Teorema 2.7 temos que u,; > 0, em [0,7T) x [0, a] temos

wy(t,2) > uy(t,0) = ¢ (ug(t,0))uze(t,0) — u=P(¢,0) > —uP(t,0).

Sabendo que ¢(s) > 0 para todo s > 0 e como u(t,.) atinge minimo em = = 0, entdo
Uze (t,0) > 0.

Utilizando o item anterior obtemos

—B

Ly(T — )71 < u(t,0) < Ly(T — )71

Dai
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~LA(T - )7 < —u A (1,0) < ~L, (T - t)7

e portanto existe L3 = LQ_B tal que

—<T — t) p+1 Ut(t, x) S Lg.

2.3.3 Interpretacao dos Resultados

De acordo com o lema 2.10 e o teorema 2.12 da segao anterior 2.3.2, o fluxo de cur-
vatura média em superficies de revolucao com condicao de fronteira do tipo Dirichlet
transforma uma superficie inicial a esquerda em uma superficie a direita da figura

abaixo.

2.4 Fluxo de curvatura média com condicao de fron-

teira singular

O estudo de equagoes do fluxo curvatura média com condicao singular foi motivado

pelo que fizemos na dissertacao de mestrado [73], pelos artigos [19] e [29] e pelo motivo
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de que nao ha bibliografia que consta tal estuda. Todos os resultados desta segao
sao novos. Esta secao serd dividida em duas subsecoes, inicialmente provaremos a
existéncia e regularidade de solugao até um tempo finito 7" do problema (1.4) e depois
mostraremos resultados sobre o comportamento da solugao de (1.4) proximo do seu

tempo e seu ponto de anulamento.

2.4.1 Existéncia e Regularidade

O problema a ser estudado nesta se¢do é o problema (1.4), ou seja

( wy = —— 1 z € (0,a),t>0
t_1+(Ux)2 u7 ) ’ )
1
$t7 =Y, rtu N TERYE t )
u(t,0) = 0, u,(t, a) it o) >0
[ w(0,7) = ug(z) >0, x € 0,al,

onde 5 > 0.
A existéncia de solucao de tal problema é obtida estudando-se a existéncia de solu-

¢ao de um problema auxiliar e depois provando que toda solugao de (1.4).

Teorema 2.13. Se ug € C%([0,a]), entdo o problema (1.4) tem solugio em C**([0, a] x
[0,T7)).

Demonstracgao: Considere o seguinte problema de valor inicial

vy = F(t,2,v,0;, Vss ), x € (0,a),t >0,
v2(t,0) = 0,v,(t,a) = —g(t,x,u(t,a)), t >0, (2.18)
v(0,2) = vo(x) > 0, z € [0,al,
r

1
onde F(t,x,z,p,1) = — — para x € (0,a) % <u<Mel|p|<C, com

1+p* =z

A

M = max vy(x)
z€]0,a]

C = max ug(x)
z€]0,a]
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e g uma funcao limitada.
Com estas condigoes sobre a F, garantimos a existéncia de solu¢ao para o problema
(2.18) através do Teorema 5.4 do Apéndice A. De fato, as condigoes (7)), (i7), (iii) e (iv)

no Teorema 5.4 do Apéndice A sao satisfeitas tomando-se

2
pllz)==+1z1,

1
—— a1 = 1 e para qualquer funcio crescente
ek 1 p qualq ¢
ag € quaisquer constantes nao negativas My e M.

2
a1:_+’p’7A0:1+|p|7a0:
m

2
m
A condicao (v) do Teorema 5.4 do Apéndice A ¢é satisfeita se tomarmos ¢; = =

¢y = 2C. De fato:

(¢> — p?)r z—w

= (1+p2)(1+q?) wz

F(t,x,z,p,'r’) - F(t,y,lU,q,T)

Usando o Teorema do Valor Médio e os valores de ¢; e ¢
Obtemos

F(t,ZL‘,Z,p, T) - F(t,y,w,q,r) < (|I‘ - y| + |Z - U)| + |p - Q|)<Cl + 02)‘

Logo, existe solugao para o problema auxiliar (2.18).
Finalmente para concluir a prova, basta observamos que pelo Principio do Méaximo
5.6 do Apéndice B que

%gu(t,x)gl\/[e | u, |< C.

Assim a solucdo do problema inicial e de fronteira auxiliar também é solucao de
(1.4) .

2.4.2 Anulamento e Estimativa

Nesta secao mostraremos resultados que conseguimos obter sobre anulamento somente

em x = 1 da solu¢oes de uma classe de problemas que inclui o problema (1.4) (Tomando
a=1c¢e ¢(s) = arctyg(s)).
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Considerando a classe de problemas

1

up = (P(ug))e — et z € (0,1),t >0,
U (t,0) = 0, ug(t, 1) = —(u(t, 1)), t>0, (2.19)
u(0, ) = ug(x) > 0, z € [0,1],

onde «, 8 > 0, temos os seguintes resultados:
Lema 2.14.  a) Se ¢/(up)uj — == <0 em [0,1], entdo u, <0 em [0,1] x [0, 7).
0
b) Seuy <0 em[0,1], entdo u, <0 em [0,1] x [0,T).
/
c) Se <¢’(u{))u8 - %) <0 em [0,1] e as hipdteses do item a) e b) sio satisfeitas,
entdo uz; <0 em [0,1] x [0,7).

Demonstragao: a) Definindo w = u; temos
wy — ¢ (Ug)Wey — ¢ (ug)wy —u 1w =0,
w,(t,0) = 0, wy(t, 1) = Bu=P1(t, Dw(t, 1) e w(0,x) = ¢' (uh)uf — % <0.

Definindo v = e?®)yw temos

1
TR

2¢2 2uacu;tw

IT+u2  (14wu2)?

77/)// _ (¢/)2 2uacua:x¢2 1 O
— — v =
1+ (14+u2)2  w? ’

Uy +

v.(t,0) — (0)v(t,0) = 0 e vy (t, 1) — [Bu=P71(t, 1) + ' (1)]v(t, 1).

Tomando 1 de forma que ¢'(0) < 0 e [Bu=P71(¢,1)+1'(1)] < 0 e usando o Principio
do Méaximo 5.6 do Apéndice B temos que v < 0 em [0, 1] x [0,7), ou seja

ut<t7 JT) S 07

em [0,1] x [0,7).
b) Definindo h = u,, temos

he = ¢ (we)hay — & (ua)he —u™ " 1h =0
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Como h(t,0) = 0, h(t,1) = —u?(t,1) < 0 e h(0,7) = u)(z) < 0. Assim, pelo

Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B temos

ug(t, ) <0,

para todo z € [0,1] e t € [0,T).

¢) Definindo de r = u,; e usando os itens anteriores temos

Ty — ¢/(um>rm - 925//(“9096)“9&7”&? - (¢///<ur>uix + BU_B_I)T = _B(B + 1)u_ﬁ_2utum <0

Observe também que

r(t,0) = ug(t,0) =0,

r(t, 1) = ugp(t, 1) = BuPTH(t, Duy(t, 1) <0

1 !
r(0,x) = <¢’(u6)ug — E) <0.

0

Dai, pelo Principio do Maximo, concluimos que u, < 0, parat € [0,7) e x € [0, 1].
[ |

Teorema 2.15. Se ¢ € nao decrescente ¢(0) = 0 e ¢(u) < 0, para u < 0, entio a
solu¢do do problema (2.19) se anula em tempo finito. Em adicional, se as hipdteses
do Lema 2.14 sao satisfeitas entao esta solugao se anula em tempo finito somente em
x = 1. Particularmente, a solucio de (1.4) se anula em tempo finito somente para

r=1.

Demonstragdo: Defina F(t) = fl

o u(t,z)dx.

Derivando obtemos

u

F(t) = / wrde — / (O(12))s———d < / (6(t))e = dlus(t, 1)) (s (£, 0) = S(—(u(t, 1))P).

Usando as hipotese —(u(t,z))~# decrescente e ¢ nao decrescente concluimos que
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F'(t) < d(=uo(1) ).

Assim F(t) < F(0) — ¢(—up(1)77))t e daf existe ty > 0 tal que F(ty) = 0. Como u

¢ nado negativa e u, < 0 existird um 7' (0 < T < ¢y) tal que lim u(¢,1) = 0.
t—T—

Para a unicidade basta aplicarmos o Teorema do Valor Médio:

u(t, 1) = u(t, z) = ux(t, (1 — ) < up(§)(1 —x) <0,

para 0 <z < 1.

Dai lim wu(t,x) >0, para 0 < z < 1.
t—T—

Na figura abaixo, o resultado obtido numericamente pelo software Maple aproxi-

mando o problema (1.4) do seguinte problema

( <u6)m (Ue)
e = - , 0,1),¢ >0,
(ue)t TF (@) (et o z € (0,1),t>
— _ (U€>(t, ]-)
(Ue>x(t7 O) = 07 (Ue)x(ty 1) = —m, t > O,
[ (ue)(0,2) = uo(x) > 0, x € [0,1],
fazendo ug(z) = —2'°+1,5, 8 =1e e = 0,2, concorda com o que conseguimos mostrar

anteriormente (Teorema 2.15).
Linhas de Comando:

>PDE :=dif f(u(z,t),t) = (dif f(u(z,t),z,2)) /(1 + (dif f(u(z,t),2))?) — u(z,t)/

(0.2 + u(z,t))?

SIBC = (0.2 + u(1,))? % (D[1](w))(L,t) = —u(L,t), u(z,0) = —2'° + 1.5, (D[1](w))(0,) = 0

> pds := pdsolve(PDE, I BC, numeric)
> pds: —plot3d(t = 0...8,z =0..1)
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Finalmente para concluir este capitulo sobre equacoes fluxo curvatura média mos-
tramos o comportamento da solucao da equacao fluxo de curvatura média com condicao

de fronteira tipo mista singular préximo do tempo de anulamento 7.

Proposicao 2.16. Se as hipdteses do Lema 2.1/ sao satisfeitas para o dado inicial,

entao obtemos as sequintes estimativas:
a) Cy <u(t,1)(T — t)a;+11 < Cy para todo t € [0,T),
b) —uy(t,x)(T —t)a+1 < Cs para todo x € [0,1] et € [0,T),

c) Cy < —u,(t,1)(T — t)a;fl < C5 para todo t € [0,T),

onde C1,Cy sao constantes dependendo apenas de o e e T o tempo de anula-

mento.

Demonstragao: a) Observemos inicialmente que w = u; satisfaz

wy — ¢ (Ug)Waz — " (uz)w, — au w=0
em (0,1) x (0,7).

Assim o minimo e o maximo de w sao atingidos na fronteira parabolica e portanto
ur < Oparat € (0,1)x(0,7T), pois se us(ty, x9) = 0 para (to, o) € (0,1)x(0,T) teriamos
(to, o) ponto interior da fronteira parabolica sendo o méaximo, visto que u; < 0 em
[0,1] x [0,T") pelo Lema 2.14.

Dai, pelo Principio do Méximo 5.6 do Apéndice B teriamos u; = 0 em [0, 1] x [0,T")
o que implica que u(t, ) < u(T,x), para todo t < T.
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Como u(T,1) = 0, pelo Teorema 2.15, teriamos wu(t,1) = 0, para todo t < T.
Portanto, como 7" é o minimo tal que u(t,0), temos u; < 0, parat € (0,7) e x € (0,1).

Como pelo item ¢) do Lema 2.14 temos uy < 0, em [0, 1] x [0,7") teriamos

ut(t7 1) S ut(tax) < 07

para t € (0,7) e portanto u; < 0 em (0,1] x (0,7).
Observe que —u;(n, z) e u”(n, z) sdo positivos para = € [, 1 —n] e pelo fato de que

u, satisfaz uma equacao parabolica e u; < 0 em (0,1] x (0,7) temos que

min {—u(¢,n)}, min {—u(t,1 —n)}
) tem.T)

ten,T
existem
Assim, definindo &, = min {—u(n,2),u’(n,2)}, 62 = min {—u,(t, n)u®(t,n)} e
z€[n,1-n] z€[n,T)
03 = rr[lir%){—ut(l, 1 —n)u*(t,1 —n)}, tomando § = min{d, dy, 03} e definindo
xe(n,

J(t,x) = u(t,x) + ou(t, z)
temos J < 0 em [0,1] x [0,7).
Como, pelos itens b) e ¢) do Lema 2.14, temos u(t,1) < u(t,x) e w(t, 1) < u(t, )
em [0, 1] x [0,T) obtemos
w(t, Du(t, 1) < —0.

Integrando de 0 a T" temos para t > n a seguinte desigualdade

u(t, )™ > ala +1)(T —t),

Como, pelo item a) do Lema 2.14

UtSO

em [0,1] x [0,T), temos que existe C = [a(a + 1)]1%0 tal que

u(t,1) > C\(T — t)w,

para todo t € [0,7).
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Utilizando o item b) do Lema 2.14, temos que a func¢ao u(t,.) atinge seu minimo

em x = 1 e portanto u,,(t,1) > 0.

Assim,
Uy = ¢ (U )Ugy — U™ > —u™",
ou seja
uu® > —1,
em [0,1] x (0,1).

Integrando de t a T obtemos Cy = (1 + a)a%rl tal que

u(t, 1) < Co(T — )&

b) Como pelo item ¢) do Lema 2.14 temos u,; < 0 em [0, 1] x [0,T") obtemos

wy(t, ) < up(t, 1) = ¢ (up(t, 1))uge(t, 1) —uP(t, 1) > —u=P(¢,1).

Note que para obtermos a desigualdade anterior observamos que ¢(s) > 0, para
todo s > 0 e como u(t,.) atinge minimo em = = 1 temos u,, (¢, 1) > 0.

Do item anterior a) temos

Ci(T — )7 < u(t,1) < Co(T — 1)7a

e portanto

o

—Or* (T =) < —u(t, 1) < —Cy (T — )7,

isto é existe C5 = Cf tal que

ut(twr) S _uia(tv 1) Z _CB<T o t>_liia
¢) Sabendo que uy(t,1) = —u~?(t,1) utilizando o item a) obtemos C; = C,” e
Cs = C;” tal que

Ci < —ug(t,1)(T — 1)1 < Cs,
para todo t € [0,7).
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2.4.3 Interpretacao dos Resultados

Sabendo que a evolucao de superficies de revolucao via fluxos de curvatura podem ser
encaradas como evolucao de curvas. O Teorema 2.15 e a Proposicao 2.16 da segao
anterior 2.4.2 garantem que uma superficies inicial do lado esquerdo da figura abaixo
evolui pelo fluxo de curvatura média com condi¢do de fronteira singular a uma superficie

ao lado.




CAPITULO

3

Fluxo de curvatura de Gauss

Neste capitulo iremos estudar os problemas (1.6), (1.5) e (1.7). Na primeira se¢ao deste
capitulo, deduziremos a equacao do fluxo de curvatura de Gauss em superficies de revo-
lucdo. As duas secoes posteriores, 3.2 e 3.3, serdao ambas divididas em duas subsecoes,
na subsecao 3.2.1 (3.3.1) mostraremos a existéncia e regularidade global no tempo da
solugdo para o problema (1.6)((1.5)) respectivamente e na subse¢ao 3.2.2 (3.3.2) exibi-
remos o comportamento assintotico desta solugao. Todos os resultados das secoes 3.2
e 3.3 ja sdo conhecidos, vide [61]. Os resultados novos deste capitulo encontram-se na
secao 3.4. Esta tltima secao é dividida em trés subsecoes, na primeira mostraremos
resultados sobre a existéncia e regularidade de solu¢ao para o problema (1.7), na se-
gunda exibiremos o comportamento assintotico da solu¢do de (1.7) para dados iniciais
nao convexos e na ultima subsecao demonstraremos o anulmento em tempo finito e
estimativas da solugao de (1.7) para dados iniciais convexos. Os resultados ja conhe-
cidos deste capitulo serao detalhados nesta tese, pois temos como objetivo fazer um
estudo mais geral de fluxos de curvatura com as trés condigoes de fronteira: Dirichlet,

Neumann e singular.

%)
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3.1 Motivacao

Considerando uma familia de superficies (¢, 0, z) C R? dada por:

v(t,0,2) = (z,u(t, z) cos O, u(t, z) sinb), (3.1)
onde x € [a,b] e 0 € [0,27]. Fazendo esta evoluir através do fluxo curvatura de Gauss,
isto é

onde K respresenta a curvatura de Gauss e 77 o vetor normal & superficie, concluimos

que u satisfaz

U = 3 (33)
2
ull+ (u$)2]
Ugy - Uy cosf sin 0
observandoque K = ——— en= | — , , .
d u(l 4 uy)? < V14 (ux)? 1+ (uz)? /1+ (ux)2>

3.2 Fluxo de curvatura de Gauss com condicao de

fronteira do tipo Neumann

A equacao deduzida anteriormente com condicao de fronteira tipo Neumann, problema
(1.6), foi objeto de estudo no artigo [61]. Os resultados obtidos em [61] sobre o problema
(1.6) sao existéncia e regularidade de sua solugao para todo t> 0 e comportamento
assintotico desta solucao. Nesta secao iremos detalhar os principais resultados da
referéncia [61]. Primeiramente apresentaremos resultados de existéncia e regularidade

de solugao para (1.6).
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3.2.1 Existéncia e Regularidade

Consideramos nesta se¢ao o problema de valor inicial e de fronteira (1.6), ou seja

( Uy = Yoz T x € (a,b),t >0,
ull+ (ux)2]
(3.4)
uz(t,a) = 0,u,(t,b) =0, t>0,
L u(0,2) = up(z) >0, x € |a, b,

Em [61] prova-se existéncia de solu¢ao global no tempo para o problema (1.6) utili-

zando o Teorema 5.3 do Apéndice A. Prova-se também que a solucao tem regularidade
H?***((a,b) x [0,00)) (Ver Notagoes)

Teorema 3.1. Seja ug(x) um dado inicial positivo em [a,b], com uy € H*™*(a,b) e
derivadas de sequnda ordem continuas satisfazendo
up(a) = ug(b) = 0.
Entao, existe uma solugao u € H*T*((a,b) x [0,00)) do problema (1.6).

Demonstracao: Seja M = max{ug(z)} e € > 0. Definindo

z€la,b]
t _
1 Aesin(wi_ Z),

onde A é uma constante positiva satisfazendo

, M(b— a)?
A< mm{l,m}.

Desta maneira —v; + ——————,, < 0 e portanto u(t,z) < v(t,z), para todo
o1+ 12)}
x € [a,b] x [0,T). De fato, primeiramente temos que

v(t,x) =M +e+e

(u—wv) — Vgz <0

Nlw

5 Uzy +
u(l+u2)z v(l+v2)
Sabendo que nas condigoes de fronteira temos u,(t,a) = 0, u,(¢,0) = 0, v.(t,a) <0

e v, (t,b) > 0, temos pelo Principio do Maximo que
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u(t,z) <wo(t,z) < sup wo(t,z) =M + 2e.
[a,b]x[0,T")

Como € foi tomado arbitrariamente, temos u(t,z) < M, para todo x € [a,b] e
t € [0,7). Assim estamos nas hipoteses do Teorema 5.2 do Apéndice A e portanto

concluimos a existéncia de solu¢do para o problema (1.6).

3.2.2 Comportamento Assintético

Também em [61] foi obtido, sem qualquer hipdtese de convexidade sobre o dado inicial,

o comportamento assintotico da solucao de (1.6) pelo seguinte Teorema:

Teorema 3.2. Se uy ¢ uma funcio positiva em H?T*(a,b) com sequndas derivadas
continuas até o bordo. Suponha que a primeira derivada de ug assume valor zero no
pontos x = a e x =b. Entao a solugao de (1.6) u(t,.) converge para um segmento de
reta horizontal, quando t — oo.

b
Demonstragao: Definindo F(t) = / (1+u2)dz, derivando, integrando por partes

e utilizando as condigdes de fronteira do problema (1.6) obtemos

b b b
E'(t) = 2/ UplUyy = 2/ UpUppdT = —/ Up Uy AT

Sabendo que u; e u,; tem o mesmo sinal temos E’(t) < 0 e como E é limitada
inferiormente devemos ter F(t) decresce para uma constante e E'(t) — 0 quando
t — +o0.

Assim uu,, — 0 quando t — oo e usando a equagao de (1.6) temos que u; — 0 e
Uz — 0 quando t — oo.

Logo, como u se torna independente de ¢ com segunda derivada u” (x) = 0 temos

que u(t,.) converge a um segmento de reta.
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Aproximando o problema (1.6) do problema

( (Ue) za

N|w

(ue) +€) [ 14 (ue),)?

(ue)x(tv Cl) =0, (ue)z(tv b) =0,

(ue)e = , x € (a,b),t >0,

| (ue)(0,2) = uo(z) >0, z € [0,1]

29

(3.5)

e utilizando o software Maple, conseguimos obter as solucao ntimericas nos casos

dado inicial nao convexo (¢ = 0,2, up(z) = 2 +2, a = 0 e b = 1) e no convexo

(e = 0,2, up(z) = =2 +2,a = 0 e b = 1) respectivamente. Em ambas as figuras

podemos observar a concordancia do resultado ndmerico com o resultado analitico

obtido na referéncia [61].

Linhas de comando para o problema de Gauss com condigao de fronteira

Dirichlet e condicao inicial nao convexa:

>PDE := dif f(u(w,t),t) = (dif f(u(,t), 2, 2))/((u(z,t) + 0.2) (1 + (dif f (u(@, 1), 2))*)"

>IBC = u(x,0) = 219 + 2, (D[1](u))(0,t) = 0, (D[1](u))(1,t) = 0
>pds := pdsolve(PDE, I BC, numeric)
>pds: —plot3d(t = 0..3,z = 0..1)
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Linhas de comando para o problema de Gauss com condigao de fronteira

Dirichlet e condig¢ao inicial convexa:

>PDE :=dif f(u(x,t),t) = (dif f(u(z,t), z,2))/(u(z,t) + 0.2) * (1 + (dif f(u(x,t),x))?)+>
>IBC2 = u(x,0) = —2'% + 2, (D[1](u))(0,t) = 0, (D[1](u))(1,) =0

>pds2 := pdsolve(PDE, I BC2, numeric)

>pds2: —plot3d(t = 0..3,2 =0..1)

3.2.3 Interpretacao dos Resultados

Segundo o Teorema 3.2 e o software matematico Maple, o fluxo curvatura de Gauss
com condicao de fronteira Neummann transforma superficies iniciais do lado esquerda

das figuras em superficies do lado direito respectivamente.

SR
A\\\\\\\\\\\\\\'\‘\“\h
AN
ummumm}?l}}}\}}

i
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3.3 Fluxo de curvatura de Gauss com condicao de

fronteira do tipo Dirichlet

A equacdo fluxo de curvatura de Gauss com condicao de fronteira tipo Dirichlet, pro-
blema (1.5), também foi objeto de estudo da referéncia [61]. Neste artigo os resultados
obtidos sobre o problema (1.5) foram existéncia e regularidade de sua soluc¢do, na sub-
secao 3.3.1, e o comportamento assintotico desta solugao, na subsecao 3.3.2. Nesta

se¢ao apresentaremos os principais resultados do trabalho [61].

3.3.1 Existéncia e Regularidade

Consideramos nesta se¢ao o problema de valor inicial e de fronteira (1.5), ou seja

( up = Uaa g x € (a,b),t >0,
2
ull+ (u$)2]
u(t, @) = o(a). u(t,b) = up(b), {0,
L u(0,2) = up(x) >0, x € [0,1],

Em [61] prova-se existéncia de solu¢ao global no tempo para o problema (1.5) uti-

lizando o Teorema 5.3 do Apéndice A.

Teorema 3.3. Se ug(z) for positiva em [a,b], com f € H*™*((a,b)) e com segunda

deriwada continua satisfazendo
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ug(a) = ug(b) = 0.
Entao, eziste uma solu¢io u € H*™((a,b) x [0,00)) para o problema (1.5).
Demonstracao: Consideramos o seguinte problema auxiliar

( Ugr
Ut =

, x € (a,b),t >0,

Njw

glu) |1+ (Ux)2]
(3.6)
u(t,a) = up(a),u(t,b) = ug(b), t >0,
L u(0,2) = up(x) >0, x € [0,1],
onde m = min uy(z) e g(z) ¢ uma fungao decrescente em [0,00), g(z) = F, para

z€[a,b]
z <%, 9(2) = z, para z >

negativos.

% e g(z) ¢ estendida de maneira simétrica para valores
Pelo Princpio do Méaximo 5.6 do Apéndice B temos que u atinge seu maximo na
fronteira parabolica. Como u(t,a) = ug(a) e u(t,b) = up(b), temos que o maximo de u

é realizado por f e portanto

u(t,x) < M = max ugp(z),
z€la,b]

para x € [a,b] e t € [0,T).
Sabendo que g foi definida simetricamente, entdo —u é solugdo do problema (3.6)

e pelo Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B temos

m < u(t,x),

para z € [a,b] x [0,T)

Definindo v(t,z) = max uy(t,x), onde I' ¢ a fronteira parabolica, obtemos usando
o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B que u(t,z) < v(t,x). Assim, estamos nas
condicoes do Teorema 5.2 do Apéndice A, portanto concluimos a existéncia de solucao
do problema (1.5).
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3.3.2 Comportamento Assintético

Tambem em |61] foi obtido, sem qualquer hipotese de convexidade no dado inicial, o

comportamento assintético da solucao pelo seguinte Teorema:

Teorema 3.4. Se uy ¢ uma funcdo positiva em H?T*(a,b) com sequndas derivadas

continuas até o bordo. Suponha que

ul(a) = wl(8) = 0.
Entao a solugao de (1.5) u(t,.) converge para um segmento de reta unindo (a, f(a)), (b, f(b)),

quando t — o0.

b
Demonstracao: Definindo E(t)/ (1+u2)dx, derivando, integrando por partes e

a
substituindo as condig¢oes de fronteira do problema (1.5) temos

b b b
E'(t) = 2/ UpUyprdr = 2/ UpUppedr = —/ UpUp AT

Como u; e ug, tem o mesmo sinal temos que E(t) decresce para um constante e
FE'(t) = 0, quando t — oo.

Dai pela equagao (1.5) temos u; — 0 e u,, — 0, quando t — 0.

Como u se torna independente de ¢ com segunda derivada v/ (x) = 0. Portanto a

solucdo de (1.5) u(t,.) converge a um segmento de reta.

Aproximando o problema (1.5) do problema

( (ue)t _ (ue)xac
((ue) +€) |1+ (ue)m)Ql

, x € (a,b),t >0,

nlw

(3.7)
(e)o(t,a) = up(a), (ue)(t, b) = uo(b), t >0,
u(0,z) = up(x) > 0, x € [a,b],

\

e utilizando o software Maple, tanto para o caso em que o dado inicial é convexo
(€ =0,2, ug(z) = 2" + 2, a =0e b= 1) como no nao convexo (¢ = 0,2, ug(r) =
—2'%+ 2 a = 0e b = 1) respectivamente. Em ambos os casos podemos observar
nas figuras que os resultados niimericos coincidem com o resultado analitico obtido no
trabalho [61].
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Linhas de comando para o problema de Gauss com condicao de fronteira

Dirichlet e condic¢ao inicial nao convexa:

>PDE := dif f(u(x,t),t) = (dif f(u(z,t), z,2))/(u(z,t) + 0.2) * (1 + (dif f(u(x,t),x))?)+>
>IBC = u(0,t) = 2,u(1,t) = 3,u(z,0) = 219 +2

>pds := pdsolve(PDE, I BC, numeric)

>pds: —plot3d(t = 0..3,2 =0..1)

Linhas de comando para o problema de Gauss com condicao de fronteira

Dirichlet e condigao inicial convexa:

>PDE :=dif f(u(z,t),t) = (dif f(u(z,t), z,2))/((u(z,t) + 0.2) * (1 + (dif f (u(z,t),2))?)'
>IBC2 = u(0,t) = 2,u(1,t) = 1,u(x,0) = —2'% +2

>pds2 := pdsolve(PDE, I BC2, numeric)

>pds2: —plot3d(t =0..3,2 =0..1)
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3.3.3 Interpretacao dos Resultados

Com base no Teorema 3.4 e com o auxilio do software Maple concluimos que as su-
perficies do lado esquerdo das figuras evoluem via fluxo de curvatura de Gauss com

condicao de fronteira Dirichlet a superficies do lado direito respectivamente.

A
.1\\%\\\\\\\\\\

3.4 Fluxo de curvatura de Gauss com condicao de

fronteira singular

O estudo da equacao de fluxo curvatura de Gauss com condi¢ao de fronteira tipo

singular, isto é o problema (1.7), nao consta em nenhuma referéncia da area. Todos os
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resultados desta secao sao novos. Nesta secao mostraremos todos os resultados obtidos

sobre o estudo do problema (1.7).

3.4.1 Existéncia e Regularidade

O objetivo desta se¢ao ¢ estudar sobre o problema de valor inicial e de fronteira (1.7),

ou seja
Uy = Yea T r € (a,b),t >0,
2
u 1+(ux)2]
(ta) = 0, up(t,b) = ——— >0
Uy 7(1 - 7ux ) - U(t,b)’37 )
\ u(0,z) = up(x) > 0, z € [a,bl,
onde 8 > 0.

Como o problema acima (1.7) nao esta nas condigbes dos teoremas 5.1, 5.2 e 5.3
do Apéndice A, entdo, para provar a existéncia de solugao de (1.7), provamos que a
solugdo do problema auxiliar (3.8), obtida diretamente aplicando o Teorema 5.3 do

Apéndice A, é também solugao de (1.7).

Teorema 3.5. Seja ug € C%([0, 1)), entdo o problema (1.7) tem solugao em C12([0,T) x
[0,1]) para algum T > 0.

Demonstracao: Considere o problema auxiliar

up = Yz e r € (a,b),t >0,
g(u) |1+ (Ux)2]
< ] (3.8)
uy(t, a) :0,ux(t,b):—W, t >0,
\ u(0,2) = ug(x) > 0, x € |a,b),

onde 8 > 0, g(u) = 7, para u < 7§, g(u) = u, para u > F, g estendida por simetria
para valores negativos e m = min ug(z).
z€|a,b|
Nestas condigoes, aplicando o Teorema 5.3 do Apéndice A, obtemos uma solucgao
para o problema auxiliar (3.8). Em seguida iremos provar que toda solu¢ao do problema

auxiliar (3.8) é também solu¢ao do problema (1.7).
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Primeiramente observamos que a solu¢do do problema auxiliar (3.8) satisfaz as

hipoteses do Teorema 5.3 do Apéndice A, isto é, que a solugao u de (3.8) é tal que

min uy(z) =m < u < M = max ug(x).
x€[a,b] z€[a,b]

t .
P —Aesin(wi_;b),

De fato, definindo

v(t,x) =M +e+e

M(b — a)?
onde A < min{l, ﬁ} e suficiente pequeno de forma que
v > G (3.9)
2
g() |1+ (vg)?

Note que v é tal que v, <0e M < v < M + 2e.

Note também que u(t,xz) < v(t,x) para (t,z) € [a,b] x [0,T]. De fato, u e v ndo
se interceptam em t = 0 pois ug(x) < M e vy(z) > M e além disso u e v nao se
interceptam em ty, > 0 e x € (a,b), pois se isto ocorresse supondo que ty é 0 primeiro
tempo que u e v se interceptam no interior de [a,b] existird um zy € (a,b) tal que
v(t,xg) > u(t,zp), para t < to, vi(to, xo) — ue(to, xo) < 0, vy(to,z0) = ux(to, zo) €

Ve (to, To) = Ugz(to, To). Assim

Tx t 5 Vex t , L
v (to, o) < ug(to, o) = Ugz (to, Zo) _ (to, o) |

g(ulto, 70))(1 + (us(to,20))2)2  g(v(to, 20))(1 + (va(to, 20))2)2

o que contraria (3.9).

u e v também nao se interceptam em ty > 0 e x = a ou b pois as condigoes de
fronteira u,(t,a) = 0, u,(t,b) < 0, vy(t,a) < 0 e vy(¢t,b) > 0 indicam que se u e v se
interceptam na fronteira de [a,b] entdo certamente u e v também se interceptam no
interior de [a, b], 0 que jA provamos que nio ocorre.

Assim como ug < M temos u < v em [0,7] X [a, b].

Logo, v < M + 2¢ e u < v implicam que u < M + 2¢ e pelo fato de e ser arbitrario
concluimos que u < M em [0,T] X [a, b].

Para obter a estimativa de u por baixo, observamos que g é uma funcao simétrica,
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min ug(r) = — max —ug(x), inf u = — sup(—u).
aje[a,b] xe[a,b]

m = min ug(z) e M = max uy(z).
x€la,b] z€[a,b]

Finalmente, finalizamos o problema de existéncia de solu¢ao para o problema (1.7)
observando que toda solucao de (3.8) é também solucao de (1.7), De fato, como a
solugao do problema auxiliar (3.8) satisfaz u > m > % e como por defini¢ao g(u) = u,
para u > 3 segue o resultado.

|

3.4.2 Comportamento Assintético(Condicao inicial ndo convexa)

Os resultados desta secao diferem um pouco dos resultados obtidos em secao anteri-
ores (secoes 3.2 e 3.3). A hipotese de convexidade sobre o dado inicial é de extrema
importancia, uma vez que os resultados obtidos para o caso dado inicial convexo e nao
convexo sao diferentes. Nesta secao iremos mostrar resultados sobre o comportamento
assintotico da solugao da equacgao de fluxo de curvatura de Gauss com condicao de

fronteira tipo singular e com dado inicial ndo convexo.
Lema 3.6. Se uy € C*([a,b]) e uj >0, entdo uy >0 em [a,b] x [0,T).

Demonstracgao: Definindo h = u; e derivando obtemos

1 3'U/$ Uzy
hy = ————hew + h +
u(l+u2)z

5 T 3 + h
u?(1 4 u2)2 w?(l+u2)z  u(l+u2)

(SIS

Nas condicoes de fronteira temos
he(t,0) =0 e h.(t,0) = fu=P~1(t,1)h e na condigdo inicial

"
h(0,z) = o (@) 5.
uo()(1 + (up)?)?
Assim, aplicando o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B temos o resultado.
|

Teorema 3.7. Se wy estio nas condi¢ées do Lema 3.6 entdo a solu¢io de (1.7) é

definida para todo t e tlim u(t,x) € uma segmento de reta.
—00
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b
Demonstracao: Defina E(t) = / (1 + (ug)?)dz. Derivando e depois integrando

por partes obtemos

b b
E'(t) = 2/ Uptgrdr = 2| ug(t, b)us(t,0) — uy(t, a)us(t, a) — / utumdx>.

Da equagao do problema (1.7) concluimos que u; e u,, tem o mesmo sinal. Usando
as condigoes de fronteira de (1.7) obtemos E’(t) < 0. Assim, F ¢ uma fungio decres-
cente.

Como E é limitada inferiormente, ou seja

E(t) Z b — a,
e F é uma funcao descrescente, temos que tlim E'(t) = 0. Assim ustiz, — 0.
—00
1
Sabendo que u; = ——— concluimos que u; — 0 e u, — 0.

u(l+ (ug)?)z
Como u(t, z) é limitado por cima e por baixo e ndo descrescente em ¢. Assim existe

Uso () tal que tlim u(t, r) = us(x) e esta convergéncia é uniforme pois [0, 1] é compacto.
—00

Assim, usando o Teorema 5.25 temos que u/ (x) = 0, ou seja um segmento de reta.

[
Aproximando o problema (1.7) do problema
(
(ue)e = () z € (0,1),t>0,
2
((ue) +€) |1+ (ue)z)?
(3.10)
(ue)z(t,0) =0, (ue)(t, 1) = — uelt, 1 t>0
€)x\" - €)x\% - ((uﬁ)—ke)ﬂ“’ )
([ (1e)(0,2) = uo(x) >0, x € [0,1],

e resolvendo o problema aproximado numericamente pelo software Maple fazendo
€=0,2, up(xr) = 2° + 1,5 e B = 1, podemos observar que o resultados analitico desta
secao coincidem com o resultado nimerico plotado pelo software através da figura

abaixo:
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Linhas de Comando:

> PDE :=dif f(u(z,t),t) = (dif f(u(z,t), z,2))/((u(z,t) + 0.2) * (1 + (dif f (u(z,t),2))?)1)
>IBC2 := {(0.2 +u(1,t))? * (D[1](u))(1,t) = —u(1,t),u(z,0) = 2® + 1.5, (D[1](u))(0,t) = 0}
> pds2 := pdsolve(PDE, I BC2, numeric)

> pds2:—plot3d(t = 0..3.6,x = 0..1)

3.4.3 Anulamento e Estimativas(Condicao inicial convexa)

Nesta secao iremos apresentar os resultados sobre a equagao de fluxo curvatura de
Gauss com condicao de fronteira singular. Nos proximos resultados mostraremos que a
solucdo de (1.7) no caso convexo se anula em tempo finito 7" e de que forma tal solugao
se comporta proximo do tempo de anulamento 7.

Os primeiros resultados apresentados sao sobre o anulamento em tempo finito da
solucdo de (1.7).

Teorema 3.8. Se § > 1 euj <0, entdo a solugao de (1.7) se anula em tempo finito.

Demonstracao: Considerando o problema auxiliar:

( hxm
ht: 3 $6(0,1)7t>0,
h{1+ (hg)?
) (3.11)
ha(t,0) = 0, hy(t, 1) = ———— t>0,
(0.0 = 0.ha(t1) =~ >
h(0,x) = V1?2 — 22, z € [0,1],
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cuja solugao explicita é h(t,z) = \/(7“3 — 3t)3 — 22. Se tomarmos

1
> 1 f—
r> max{\/ +£{%§} (uo(z)) ,%},

compararmos este problema auxiliar com o problema (1.7)(0 < § < 1) usando o

Principio do Méaximo 5.6 do Apéndice B, concluimos que u < h em [0,1] x [0,T}).

Como h se anula em tempo finito, u vai se anular caso g > 1.

Lema 3.9. a) Seuy € CH[0,1]) eup <0 em [0,1], entdo u, <0 em [0,1] x [0,T).
b) Sewug € C?([0,1]) e uy <0, entio uy <0 em [0,1] x [0,T).

Seug € C3([0,1]) e § —1 % >0, entdo uy >0 em [0,1] x [0,T).
c¢) Se ug ([ De{uo{lﬂ(u{))]?}%}x_ entdo uz > 0 em [0,1] x [0,7T)

Demonstragao:

a) Definindo o = u, temos que « satisfaz o problema:

( ay = ! 5 Oy — Falls S0 — Has so, v €(0,1),t>0,
ull+ (Ux)2] 2 ull+ (%)2] 2 u? |1+ (uz)gl 2
alt,0) = 0,a(t,1) = ——~ <0, L0,
u(t,1)8
[ (0, 7) = ug(z) <0, z € [0,1],

Assim, usando o Principio do Méximo 5.6 do Apéndice B, temos u,, < 0em [0, 1]x[0,T).

b) Definindo h = u; temos que h satisfaz o problema

. 1
hy = gy — Hazlia Dy — B b oz e(0,1),t>0,

2 2 2

u 1+(u$)2] w1+ (ug)? u? 1+(um)2]

1
ha(t,0) = 0, hy(t,1) = f———h(t,1) < 0, t>0,
(1.0) = 0.y {t.1) = Frpozhlt.1) >
1
h(0, ) = uw(®) g v € 0,1,

nlw

L up(1 + (ud)?)
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Assim, usando o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B, temos u; < 0 em [0, 1] X
[0,7).
¢) Observando que u,; satisfaz uma equacao parabolica e suas condi¢oes de fronteira

sao
Ut (t,0) = 0 € ug(t, 1) = fu=Ptuy(t, 1),

concluimos, pelos Principio do Maximo que uy, > 0 em [0, 1] x [0,7)).
|

Teorema 3.10. Se g satisfaz as hipdteses do Lema 3.9 e u solugio de (1.7) se anula

em tempo finito, entdao ela se anula somente em x = 1.

Demonstracao: Se (ug), < 0, pelo Teorema do Valor Médio e pelo item ¢) do

Lema 3.9 existe um 7 € (a,x) tal que

u(t,a) —u(t,z) < (up)z(n)(a —x) < 0.

Dai }irr%u(z;a:) > 0, para todo z € [0,1). Se ndo, existe um 0 < zp < 1 tal que
%
(uo)z () < 0, para x € [zg,1]. Assim, usando o Teorema do Valor Médio e o item c)
do Lema 3.9, temos que }mrTl u(t,z) > 0, para todo = € [xg,1). Observando o item a)
H

do Lema 3.9 concluimos que thHTl u(t,z) > 0, para todo z € [0,1).
—

[
Aproximando o problema (1.7) do problema
[ ()= () ) ze(0,1),t>0,
((ue) +€) |1+ (ue)s)?
1 (3.12)
(uﬁ)x(tv 0) = 07 (us)x(ta 1) = _W, t > 0,
[ (ue)(0,2) = ug(z) >0, x € 10,1],

e resolvendo numericamente o problema aproximado para um dado inicial convexo
através do software matematico Maple fazendo € = 0,2 ug(z) = —2° + 1,5 e 8 = 1,
podemos observar que o resultado analitico que obtemos coincide com o resultado

numerico gerado pelo software.
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Linhas de Comando:

>PDE := dif f(u(z,t),t) = (dif f(u(z,t), ,2))/((u(z,t) +0.2) * (1 + (dif f(u(z, ), 2))*)"?)
>IBC = (.2 +u(1,1))? * (D[1](u))(1,t) = —u(1,t),u(x,0) = —2 + 1.5, (D[1](u))(0,t) = 0
> pds := pdsolve(PDE, I BC, numeric)

> pds: —plot3d(t = 0..1.6,2 = 0..1)

002040608 1 121.
t

Os proximos resultados mostramos sao direcionados ao estudo do comportamento
da solugao do problema (1.7) com dado inicial convexo proximo do tempo de anula-
mento 7.

Primeiramente observamos que o problema (1.7) tem um funcional de Lyapunov.
Lema 3.11. O problema (1.7) admite um funcional de Lyapunov.

Demonstracao: Considerando o funcional

Tult, 7)) = /0 1 %ui(t,x)dx—i— — S
dJ

e derivando-o com relagao a varidvel ¢ ao longo das 6rbitas obtemos &~ (u(t,z)) < 0,
portanto J é um funcional de Lyapunov para o problema (1.7)

Considerando os seguintes problemas auxiliares de valor inicial e de fronteira:

/UZ‘iE

v = — z € (0,1),t >0,
v
1
xtao :Ovl‘tvl:_—a
{1.0) = 0,05(0,1) =~

v(0,x) = vo(z) > 0, x € [0,1],

t>0, (3.13)
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( Wy

w, =C -, z€(0,1),t>0,
2

1+ (wx)zl

1
w(t, 1)’
| w(0,2) = wo(x) >0, z € [0,1],

w,(t,0) = 0,w, (¢, 1) = — t >0,

-1
onde 5 >0e (C = (max{uo(:v),x € [0, 1]}) , temos os seguintes resultados:

O primeiro deles versa sobre os sinais das deridadas da solugao de (1.7)

Lema 3.12. Seja T,, o tempo de anulamento de w, entao:

a) Se wy € CH([0,1]) e (wp)z <0 em [0,1], entdo w, <0 em [0,1] x [0,T,).

b) Sewy € C([0,1]) e (wo)zz <0, entao wy <0 em [0,1] x [0,T,,).

{1+(u0)2]2} 2

¢) Sewy € C3([0,1]) e {M} >0, entao wy >0 em [0,1] x [0,T,).

Demonstragao: a) Definindo a = u, temos que « satisfaz o problema:

( C C T X
= N + | 22 N 2 € (0,1),8 >0,
(1+w2): (1+w2):
1
t,0) =0 t1l)= — <0 t>0
at.0) = 0.a(t,1) =~ <0, ,
| (0, 2) = (up)o(x) <0, x € [0,1],

Assim, usando o Principio do Méximo 5.6 do Apéndice B, temos u,, < 0 em [0, 1]x[0,T").

b) Definindo h = wu; e derivando obtemos

(
hy = L:a P + CLmrwms hza $E(O,1),t>0,
(1+w3)? (I +w3)>
h.(t,0) =0, h,(t,1) Bu(t, 1)ﬁ+1h(t, 1), t>0,
ul/
h(0,x) = 9 - <0, x €[0,1],
( ug(1+ (up)?)2
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Assim, aplicando o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B, obtemos

utSOJ

para todo z € [0,1] e t € [0,T5,).
[

Em seguida temos resultados sobre o comportamento da solucao de problemas per-

turbados e do problema (1.7).
Lema 3.13. Seja T, o tempo de anulamento de v, entdo:
a) Se vy € CH([0,1]) e (vy)r <0 em [0,1], entio v, <0 em [0,1] x [0,T,).

b) Se vy € C*([0,1]) e (v0)zx < 0, entdo v, <0 em [0,1] x [0,7T,).

¢) Sewvy € C3([0,1]) e

(v%m] , entdo vy, > 0 em [0,1] x [0,T,).

Demonstracao: a) Definindo a = v, temos que « satisfaz o problema:

( 1 v
o = [— Oy + v—2]oz, z € (0,1),t>0,
v v
(£,0) = 0,a(t1) = ———— <0 >0
« I - 704 I - U(t,l)ﬁ_ ) )
| a(0,2) = (u).(x) <0, z € [0,1],

Assim, usando o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B, temos u, < 0em [0,1]x [0, 7).

b) Definindo h = u; e derivando obtemos

(
]- rr
hy = H hew + [”—2] h, ze(0,1),t>0,
v v
1
h = 1) = B————h(t,1
+(t,0) =0, hy(t, 1) Bu(t’ 1)5Hh(t, ), t>0,
U”
h(0,2) = 0 <o, z €10,1],
\ uo(1+ (up)?)2

Assim, aplicando o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B, obtemos

utgou
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para todo x € [0,1] e t € [0,T3,).
[

Lema 3.14. Se wq satisfaz as hipoteses do Lema 3.12, entao existe uma constante C

tal que
w(t,1) < C(T, —t) 2(61+1>, para todo t € [0,T,,).

Demonstragao: Defina J(t,7) = u,(t,z)+¢(x)w=?(t,z). Derivando J e tomando
¢ da mesma forma que foi tomada em [30](Lema 2.57)) obtemos:

C(14+w2)2 Jy— Jow = —3C(1+w2) 2wowe — BB+ 1) dw "~ (w, ) +2B¢,w 71w, —
brsw™? < 0 e concluimos com o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B que J < 0
em [0,1] x [0,T).

Ja que J <0em [0,1] X [0,T3,) e J(t,1) =0 temos que J,(t,1) > 0. Assim

Jo(t,1) = wae — Bow P71 (¢, Dwy(t,1) > 0,

onde substituindo os valores de fronteiras temos

(w? P (¢, 1)), > —26(6 4+ 1)C.

Dai, integrando de 0 a T, concluimos tomando C; = (26C(8 + 1))2(ﬁ1+1) que

w(t, 1) < C(Ty — 25)2(ﬁl+1>7

para todo t € [0,T,).
[

Lema 3.15. Se vy satisfaz as hipotoses do Lema 3.13, entdao existem constantes Cy e

Cs tais que
a) v(t, 1)(T, — t)_ﬁ > (Y, para todo t € [0,T),).
b) —v.(t, z)(T, — t)%% < (s, para todo t € [0,T)).

Demonstragdo: a) Considerando ¢(u) = 3u® e g(u) = —u™? no artigo [17],

estaremos nas hipoteses do Teorema (3.2) pagina 579 de [17]. Assim,
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v(t,1) s
| sz K

onde K ¢é a constante obtida no Teorema (3.2) em [17]. Portanto,
v(t, 1)(T, — t)" 77 > O,
onde Cy = [3(28 + 3)K]77.
b) Pelo Lema 3.13 temos que u,, < 0 em [0,1] x [0,7,). Assim,
—u,(t, ) < —vg(t,1) = u P (¢, 1).

Usando o item a) concluimos

—uu(t, 2)(Ty — )75 < O,

onde C5 = C; °.
|

Teorema 3.16. Se ug satisfaz as hipdteses do Lema 3.12 entao existe uma constante

C1 tal que
u(t,1) < Ci(T — t)2<ﬁl+1>, para todo t € [0,T).

Demonstragao: Inicialmente comparamos os problemas (3.13) e (3.14) e conclui-
mos, usando o Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B, que u < w em [0, 1] x [0, 7).

Aplicando o Lema 3.14, obtemos

u(t,1) < Oy(T — t) 73D,

para todo t € [0,T).

3.4.4 Interpretacao dos Resultados

De acordo com o Teorema 3.7 e o software Maple, uma superficie inicial nao convexa
a esquerda da figura abaixo evolui pelo fluxo curvatura de Gauss com condig¢ao de

fronteira singular a um segmento de reta.
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Por outro lado com os Teoremas 3.8 ¢ 3.10 e o software Maple concluimos que
uma superficies inicial que se encontra no lado esquerda da figura abaixo evolui via
fluxo curvatura de Gauss com condigao de fronteira singular a uma superficie do lado

esquerdo da mesma figura.




CAPITULO

4

Fluxo de curvatura Harmonica

Neste capitulo serdo demonstrados resultados sobre os problema (1.8) e (1.9). A pri-
meira secao deste capitulo deduziremos a equacao do fluxo de curvatura harmnénica
em superficies de revolucao. A secao posterior 4.2 serd dividida em duas subsecoes, na
primeira demonstraremos resultados de existéncia e regularidade para o problema (1.8)
e na segunda exibiremos o comportamento assintotico da solugao de (1.8). Na ultima
secdo deste capitulo apresentaremos resultados sobre o problema (1.9) divididos em
duas subsecoes, na subsecao 4.3.1 mostraremos a existéncia e regularidade de solugao
para o problema (1.9) e na subse¢ao 4.3.2 mostraremos o anulamento em tempo finito e
estimativas da solucao de (1.9) perto do seu tempo e seu ponto de anulamento. Todos

os resultados deste capitulo sao novos.

4.1 Motivacao

Considerando uma familia de superficies (¢, 6,x) C R?® dada por:

v(t,0,2) = (z,u(t, z) cos O, u(t, z) sinb), (4.1)

79
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onde 6 € [0,27] e x € [0, 1]. Fazendo esta evoluir através do fluxo curvatura harménica,
isto &
K

onde K representa a curvatura de Gauss, H a curvatura média e 77 o vetor normal &

superficie, concluimos que u satisfaz

Ugg
= 4.3
Ut —UUgy + (ua:)Q + ]-7 ( )
_ Uz 1 2y—1 Uz 1
observando que K = —m, H = 5(1 -+ (um) ) 2 (m — a) e

cos 0 sin 6

(_ V14 (uz)? /14 (ux)?’ /1 + (ux)2>

—

n =

4.2 Fluxo de curvatura harmoénica com condicio de

fronteira do tipo Dirichlet

O estudo de equacao de fluxo de curvatura harmonica com condicao de fronteira tipo
Dirichlet, isto é o problema (1.8), ndo consta em nenhuma referéncia da érea. Portanto
todos os resultados desta secao sao novos. Nesta secao mostraremos resultados sobre
existéncia e regularidade de solu¢ao para o problema (1.8), assim como resultados sobre

o comportamento assintotico da solucao de tal problema.

4.2.1 Existéncia e Regularidade

Primeiramente mostraremos resultados sobre existéncia e regularidade estudando um
problema auxiliar que tem solucao regular pelo Teorema 5.3 do Apéndice B como em
[16] e depois provando que toda solu¢ao do problema auxiliar ¢ também solucao do
problema original.

Consideremos o problema de valor inicial e de fronteira (1.8), ou seja
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( Uy

Uy = s $€(O,1),t>0,
[—uum + (ug)?2+1
uz(t,0) = 0,u(t,1) =1, t >0,
\ u(0,z) = up(x) > 0, x € [0,1],

Teorema 4.1. Seja ug(z) € C*([0,1]) e convezo entdo existe um T > 0 tal que o
problema (1.8) admite solugao em C*2([0,T) x [0,1]).

Demonstragao: Obtemos existéncia do problema acima estudando o seguinte

problema auxiliar

w = F(t, 2,0, Ug, Usy ), x € (0,1),t >0,
Uz (t,0) = 0,u(t,1) =1, t >0, (4.4)
u(0,z) = up(x) > 0, x € [0,1],

onde satisfaz as seguintes condicoes:
(i) Existe uma fungao crescente p tal que | F(X, 2,p,0) |[< u(| 2 )(| p |* +1)

(i) Existem funcoes ag, a; e Ag crescentes tais que

sgnzF(X,z,p,0) < ao(|p|) | 2 | +ar(| p ),
| FT(X,Z,p,T) ’S AO(’ p ’)

(iii) Existem constantes by e b tais que by < F, < by,

(iv) Existem constantes nao negativas My e M; tais que

sgnzg(X,2) = =M,

para | z |> M.

(v) Supondo que exista uma constante K > 0, existem constantes ¢; e ¢ tais que

| F(X,2,p,7) = F(Y,w,q,r) [S | X =Y [+ |z —w|+[p—q[le+e | 7],

para X e Y em Q e sempre que | z |+ |w |+ |p|+ | q|< K.



4.2 Fluxo de curvatura harmonica com condicao de fronteira do tipo Dirichlet 82

(vi) g € H'™(0Q x [- K, K]), para alguma constante positiva K.Entao para qualquer
v € H*re,

Neste caso o problema (4.4) tem solucdo pela teoria de equagdo totalmente nao
lineares,

Mas o nosso objetivo é provar que toda solu¢ao do problema perturbado (4.4) e
também solu¢ao do problema original (1.8). Para isto, vamos verificar que a solugao u
de (4.4) para F(t,x, z,p,7) = —————

Observe que se o dado inicial ug for positivo e convexo, temos que existem constantes

satifaz as condigoes (i) — (iv) acima.

C1, Cy e Cs tais que a solu¢ao u do problema (1.8) satisfaz as seguintes desigualdades:
Ci <u< Oy, |up |<C% —up, < C,

para z € [0,1] e t € R. Em particular a solugao de (4.4) é também solucao de (1.8). De

fato, pelo Principio do Méaximo para equagoes parabolicas, a solucao de (1.8) atinge

seu maximo na fronteira parabolica. Assim existe Cy = max< 1, max ug(z) p tal que
xz€(0,1]

u(t,z) < Cy, para x € [0,1] e t € R. Desde que —u também satisfaz a equagao

do problema (1.8) ¢ minu = —max —u, existe C| = minq 1, m[in]uo(:c) tal que
z€|(0,1

u(t,z) > Cy, parax € [0,1] et € R. Também, pelo Principio do Méaximo para equagoes
parabolicas obtemos C5 = xlg[%ﬁ{ug(x)}. e Cy = xlg[%ﬁ{ug(:c)} tais que | uymid*> < C3
e —uz, < C3, paraz €[0,1] et € R.

Assim, a solucgao de (4.4) é também solucao de (1.8), concluindo assim a existéncia

de solugao para o problema (1.8).

4.2.2 Comportamento Assintético

Nesta secao iremos mostrar, com a hipdtese de convexidade sobre o dado inicial ug,

resultados sobre o comportamento assintotico da solugao de (1.8).

Teorema 4.2. Se o dado inicial uy € positivo e convexo, entdo a solugao u(t,.) de

(1.8) converge para um segmento de reta quando t — oo.

1
Demonstragao: Considerando a funcao E(t) = / (14 (ug)?)dx e diferenciando-a
0

obtemos
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1
E'(t) =2 (uxut I —/ utumda:)
0

Sabendo que u,(t,0) = 0 = w(¢, 1) temos

1
E'(t) = —2/ Ul AT
0

Assim, usando a equagao do problema (1.8), concluimos que E(t) ¢ uma fungao
decrescente. Portanto E(t) é uma fung¢io limitada inferiormente que descresce, logo
E'(t) — 0 quando t — oo.

Dai, como u; e u,, tem mesmo sinal, concluimos que uzu,, — 0.

Desta forma u; — 0 € uz, — 0, ja que C; < u < Oy, | u2 |< Cs € —uy, < Cy com
constantes C, Cy C3 e Cy independente de t. Assim, u(.,t) converge para uma fungao
cuja a segunda derivada é nula, isto é um segmento de reta.

|
Utilizando o software matemético Maple podemos observar que o resultado gerado

numericamente pelo Maple no estudo do problema

(uﬁ)m
(ue)s o ova ey v s S € (0,1),t >0,
(ue)a(t,0) = 0, (ue)(t,1) =1, t>0, (4.5)
(ue)(0, ) = ug(z), x € [0,1],

através da figura abaixo tem o mesmo comportamento do resultado que obtivemos
analiticamente. Neste caso fizemos € = 0,2 e ug(z) = 32° + 3

Linhas de Comando:

> PDE i= ((—u(z,1) +0.2) x (dif f(u(e,£),,2)) + (dif f(u(z,£),2)) + 1) % (dif f(u(z, ), 1)) =
dif f(u(z,t), x,x)

IBC :=u(1,t) = 1,u(z,0) = (1/2) * 2% + 1/2, (D[1](u))(0,t) = 0

pds := pdsolve(PDE, IBC, numeric)

pds : —plot3d(t = 0..4,x = 0..1)

A figura a seguir mostra a comportamento assintético de ..
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4.2.3 Interpretacao dos Resultados

De acordo com o Teorema 4.2 da secao anterior 4.2.2 e o software Maple, o fluxo de
curvatura harmonica com condicao de fronteira dirichlet deforma uma superficie do

lado esquerdo da figura abaixo em uma superficie ao seu lado.

4.3 Fluxo de curvatura harmonica com condicao de

fronteira singular

O estudo sobre a equacao de fluxo de curvatura harmonica com condicao de fronteira
tipo singular, isto é o problema (1.9), ndo consta em nenhuma bibliografia da area.
Todos os resultados mostrados nesta se¢ao sao novos. Neste secdo mostraremos pri-

meiramente resultados sobre existéncia e regularidade de solucao até um tempo finito
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T para o problema (1.9) e depois mostraremos o comportamento assintotico da solugao

de (1.9) proximo do tempo de seu tempo e seu ponto de anulamento.

4.3.1 Existéncia e Regularidade

A existéncia de solugao para o problema (1.9) serd mostrada através do método de sub
e supersolu¢ao como no trabalho [73] e na referéncia [74] para mostrar existéncia de
solucao para outros tipos de problemas. As técnicas utilizadas no capitulos anteriores,
para concluir a existéncia de solucao, nao se aplicam para este tipo de problema.

Considerando problema de valor inicial e de fronteira (1.9), ou seja

(= Yae . 2 e(0,1),t>0,
[—uum + (ug)?2+1
T t7 = U, Ug tu 1) = YR t )
Uz (t,0) = 0, uy(t, 1) Wt 1) >0
[ u(0,2) = uo(z) >0, z €[0,1],

onde g > 0, temos os seguintes resultados:

Lema 4.3. Se uy for tal que up(x) > 0 ug(x),ug(x) < 0 em [0,1] e curvatura média
H(up) > 0 entdo ug, uy € Uy, <0 em [0,1] x [0,T).

Demonstracgao: Definindo v = u; temos

(um)Q +1 2uxuaca: (uaca:)z
vy — Uy + Uy — v=20
(—utigy + (ug)? + 1)2 (—utigy + (ug)? 4+ 1)2 (—utigy + (ug)? 4+ 1)2

e w = e?@y onde ¢ serd tomada posteriormente obtemos

Wy

w},

Uy + (ug)? + 1)%w, = { [(um)2 + 1| wy, — [2%11,,31c +2¢' ((ux)2 + 1)

20 U Uy + Uy + ((so/)Q - @") ((Ux)2 + 1)

wy(t,0) — e#© ug, (t,0) —¢'(0)w(t,0) = 0
——

=0

+
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wy(t, 1) = [Bu(t, 1) + ' (D]w(t, 1) = 0

w(0,7) = ug () _ ug(7) LY

2 H{(ug(x))
<_“0($)“8(9‘3) + (up(2))? + 1) uo() (1 + (%(@)2)

Assim, tomando ¢ tal que [B(u(t, 1))=Y + ¢/ (1)] < 0 estaremos nas hipoteses do
Lema 5.6 do Apéndice B. Logo podemos concluir que u; < 0, para todo = € [0,1] e
te€0,7).

Como
— Uy + 1+ (uy)?

u(l + (uy)?)2
e H(up) > 0 = H(u) > O(resultado de [18]) concluimos que u,, < 0, para todo
zel0,1]etel0,T).

Definindo f = u, temos

H(u) =

F(E0)=0 e f(t1) <0

£(0,2) = u,(0,2) = ug(z) <O0.

Portanto, pelo Principio do Maximo 5.6 do Apéndice B obtemos u, < 0, para todo
rel0,1]etel0,T).

Lema 4.4. O problema (1.9) admite subsolucio e supersolugao

Demonstragao: Primeiramente encontraremos uma supersolucao. Notemos que
esta é facilmente encontrada, ja que u(t,x) = K = max{ug(z),z € [0, 1]} é supersolu-

¢ao para o problema (1.9). De fato,
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ufEfL'
) =0= )
(@ —(T) g + ()2 + 1
ou
—(t,0) =
7 (1,0)
e
ou
—(t,1) => —K % = —(a(t,1))7”
1) => (@t 1)
Procuremos uma subsolu¢ao para o problema (1.9). Na referéncia [73] prova-se que
u(t,z) = =42 + 60 — ot, onde 0 = &n(n — 1), 0 = minug,z € [0,1] e n & tal que
-8
0 < 0
__n —_— —
2 4 ’
é subsolucao do seguinte problema:
UV = Ugss x € (0,1),t>0,
1
(t,0) =0,0,.(¢,1) = ————<=, t>0, .
(8.0 = 0,05{t,1) = = (1.6
v(0,2) = up(z) > 0, z € [0, 1],
Porém, pelo Lema 4.3 temos u,, < 0. Assim,
(Waa
A T S )
e portanto u ¢ subsolugao de (1.9).
[

Lema 4.5. A subsoluc¢do e a supersolucao encontradas anteriormente estao ordenadas

Dij

Demonstracao: Tomando F(t,z,p, p;, pi;) = — i v
i 7

=u e w = u temos

V= Uy > F(t7x7ﬂaﬂz7ﬂxx) = F(t,CC,'U,Uz,’Uxx)

em (0,1) x (0,7) e

wy =u, < F(tx,u,u,,u,,) = F(t,z,w, W, W)

=y Dy Zxx

em (0,1) x (0,7).
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Assim, aplicando o Teorema 5.8 do Apéndice B, obtemos

v > w,

em (0,1) x (0, 7).
n

Teorema 4.6. Se uy € C*(|0, 1]), entdo o problema (1.9) admite solugiao em C**([0,T)x
0, 1], para algum T.

Demonstragao: Do Lema 4.4 garantimos a existéncia de uma subsolucao e de
uma supersolu¢do para o problema (1.9). Usando, o Lema 4.5 concluimos que u < 1,
em (0,1) x (0,T). Dai, pelo Lema (5.9) do Apéndice C, as sequéncias {a®} e {u®}
estdao bem definidas e estao em C12((0,7") x (0,1)). Logo, aplicando o Teorema 5.13 do

Apéndice C, temos a existéncia e regularidade para o problema (1.9).

4.3.2 Anulamento e Estimativas

Nesta secao iremos mostrar resultados sobre o anulamento em tempo finito da solucao
de (1.9) e sem seguida resultados sobre como a solugao de (1.9) se comporta proxima
ao tempo de anulamento 7.

Primeiramente mostraremos o anulamento em tempo finito da solugao de (1.9),

utilizando comparacao de problemas.

Teorema 4.7. Se as hipdteses do Lema 4.3 sao satisfeitas para o dado inicial ug e
uy # 0, entao a solugiao do problema 1.9, para [ > 1, se anula em tempo finito

somente em x = 1.

Demonstracgao: Considerando o problema de valor inicial e de fronteira

( v
o R z e (0,1),t e (0,r),
1
=(t,0) =0,v,(¢,1) = — t 0 4.7
0, (t,0) = 0, v, (¢, 1) D) € (0,7), (4.7)

| v(0,2) = 7+ (1—2?), x € [0,1],

cuja uma solugio algébrica é v(t,z) = \/(r —t) + (1 — 22) e definindo w = u—v, temos
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Ugn Vg
Wy = —_ e
T g, + uz+1  —vvg, +v2+1
! ! ( +u+1) +ul+1)
= . — VU + U Upy — —Ullgy + U Vg
—Ulyy +u2 + 1 —vv,, +02 + 1
. 1 1
Definindo a(t, x) = obtemos

— Uy + U2+ 1 =00, + 0241

2 2
Wy = CL(wa:J: — Vg UgaW + VyUpy — uzvxa:)

Pelo Teorema do Valor Médio, existe (¢, x) tal que

wy = a ((1 + V) ) Wep + 20426 (L, )W, — vmumw>

Nas condicoes de fronteira temos

W, (t,0) = u,(t,0) —v,(¢,0) =0—-0=0

we(t, 1) = ug(t,1) — v (t, 1) = —u P (¢, 1) + v (¢, 1)

Como, pelo Lema 4.3 temos u; < 0, para todo z € [0,1] e t € [0,T) podemos supor
que 0 < u(t,x) < 1, para z € [0,1] e t € [0,T). Como por hipétese § > 1 obtemos

u? > u~! e portanto

wy(t,1) < —u H(t, 1) + v (¢, 1) = %[—v + ul.

Definindo h = ?@¥ temos

o0 ,0) + (O)A(1,0) < 0

oh
5(157 1) -

=4 ¢1<1>] h(t,1) <0

Na condigao inicial tomamos r grande o suficiente para que /7 + (1 — 22) > ug(x).
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Assim, tomando ¢ tal que ¢/(0) > 0e ¢'(1) < —% e usando o Principio do Maximo
5.6 do Apéndice B, obtemos

u < v,

para todo x € [0,1] e t € [0,T).
Logo, como v se anula em tempo finito, entao u se anulard em tempo finito.

Para unicidade de anulamento, utilizamos o Teorema do Valor Médio

u(t7 1) - u(tv I) = ux(tvg)(l - 93),

para algum & € (0,1) e em seguinda o Lema 4.3

ua(t, §) < up(§)(1 —x) <0.

Assim, como u se anula em tempo finito temos que isto s6 ocorre em = = 1.
[ |
Usando o software matematico Maple, iremos aproximar o problema (1.9) pelo

seguinte problema

( (Uc)za
Ue)p = , x e (0,1),t>0,
S ) )+ @2 1 01
1
Ue)e(t,0) =0, (ue)z(t, 1) = — , t>0, (4.8)
el 0 =0 (0D = Gy
\ (UG)(O,l’) = uo(x)> YIS [O, 1]7
e entdo resolver numericamente dando valores =2, = 0.2 e uy = —z° + 20.

Linhas de Comando

> PDE = (—u(z, t)x(dif f (u(x, t), 2, 2))+(dif f (u(z, t), 2))2+1)x(dif f (u(z, t), 1)) = dif f(u(z,1), 7, 2)
> IBC = (0.2 + u(1,1))? * (D[] (u))(1,£) = —u(1,£), u(z,0) = —2° + 20, (D[1)(w))(0,) = 0

> pds := pdsolve(PDE, I BC, numeric)

> pds : —plot3d(t = 0..0.5¢ — 2,2 = 0..1)

A figura a seguir descreve o comportamento de u,. antes do tempo de anulamento.
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Finalmente para concluir o trabalho temos resultados sobre o comportamento da

solugdo de (1.9) proximo do tempo de anulamento 7.

Proposicao 4.8. Se u(()i) <0,t=1,..5 e as hipoteses do Teorema 4.7 sao satisfeitas,

entao obtemos as sequintes estimativas:
a) u(t,x) > C(T —t)* para todo x € [0,1] et € [0,T),
b) —uy < Co(T — )2 para todo x € [0,1] e t € [0,T),

onde Ch,Cy sdo constantes dependendo apenas de [ e ug, \ = 57 el o tempo de

_ 1
B+1)
anulamento.

Demonstragao: a) Considerando o problema de valor inicial e de fronteira

Vp = Vg, z € (0,1),t >0,
1
T t7 =Y, Uy tal = T \a t ) .
v2(t,0) = 0,v,(¢,1) 1) >0 (4.9)
v(0,2) = up(z) > 0, x € [0,1],

e definindo w = u — v, temos que existe §(¢, 1) uma func¢do positiva tal que

Wt = Wey, LS (071)7t€ (07TM)7
wy(t,0) = 0,1, (t, 1) + 0(t, 1)w > 0, Le(0,Ty),  (4.10)
w(0,z) =0, x € [0,1],



4.3 Fluxo de curvatura harmonica com condigao de fronteira singular 92

onde T,,, = max{7T,,T,}. Assim aplicando o Principio do Méaximo 5.6 do Apéndice B

temos que

u(t,z) > v(t, ), (4.11)

para todo x € [0,1] e t € [0,T)) e portanto T,, > T,.

Usando o Lema 2.4 i) da referéncia [30], temos

v(t,1) < —mv 1, 1)

Integrando de t a T' = T, temos
26+2 2
o(T,1) v <t’1)§— 87 +e (T—1).
28+2 28+2 2(26 + 1)

Sabendo, da referéncia [25|, que a solugdo pode ser estendida e v(t,1) = 0, para

todo t > T temos

p2ht2 B? +e

BECET IR

ou seja

B e \ T T (T — 1) 7050
v(t, 1) > (2(25—+1)) (208 + 2)2G+D (T — t)26+D .

 \mm 1
Dai, existe C = % (268 + 2)2G+D tal que

u(t,1) > v(t, 1) > C(T — t)*.

Como, pelo Lema 4.3 temos u, < 0 em [0,7") x [0, 1], entdo concluimos a demons-

tracao do item a), isto é

f(t,z) > C(T —t)*,

para todo z € [0,1] e t € [0,T).
b) Usando a desigualdade u,, < 0 para todo x € [0,1] e t € [0,T") provada no Lema

4.3 temos
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uz(t,1) < wug(t, x).

Substituindo a condi¢ao de fronteira e usando o item anterior a) obtemos

—ug(t,x) < —ug(t,1) = uP(t,1) < CTHT —t) ™ = Oy /(T — t)* =

Y

isto é, existe Cy = C’l_ﬂ tal que

—uy(t,2)(T — t) 2 < Oy,

para todo z € [0,1] e t € [0,T).

Proposicao 4.9. Se as hipdteses da Proposicao4.8 entao obtemos as sequintes estima-

livas:
a) u(t,1) < Cs3(T — )2 para todo z € [0,1] et € [0,T),
b) —u; < Cy(T — )~ para todo x € [0,1] et € [0,T),

onde C3,Cy sao constantes dependendo apenas de B e ug e T € o tempo de anulamento

de u.

Demonstragao: a) Pelo Lema 4.3 temos que u,,(t,x) < 0 para z € [0,1] e

te[0,7).
Assim
) 1 1
—Ulgy + Uy + 1 > —Ulyy = < =
Uy + U2 + 1 7 — Uy
(L 1 1 1 2
- > -S> ——=uu > —1= | -u > —1.
—Ulgy +u2 + 1 u u 2 .

Integrando de t a T temos

u (Z,x) _u (;,x) > _(T—1).

Avaliando em z = 1 e utilizando o Teorema 4.7 temos
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~~

t,1)
2
ou seja, existe uma constante C5 = v/2 tal que

u2

> _(T - t)a

[NIES

ult, 1) < Cy(T — t)3.

b) Como, pela Proposi¢ao4.8 temos

u(t,x) > Cy(T — t)’\

e sabendo, pelo item anterior a, que u; > —— temos
u

1
u(t, x) > —E(T—t)‘k,

isto é, existe Cy = X tal que
9 Cl

w(t,x) < OW(T — )™,

4.3.3 Interpretacao dos Resultados

Com base no Teorema 4.7, nas Proposicoes 4.8 e 4.9 e fazendo uso do Maple concluimos
que o fluxo de curvatura harmonica deforma uma superficies do lado esquerdo da figura

abaixo em uma superficie do lado direito da mesma figura.




CAPITULO

5

Apéndices

Este capitulo sera dividido em 6 secdes. Na primeira delas, o apéndice A, apresenta-
remos resultados importantes sobre existéncia e regularidade de equagoes parabolicas
quasilineares e equagoes parabolicas totalmente nao lineares. Na segunda, o apéndice
B, versaremos sobre resultados sobre Principio do Maximo e Teoremas de Comparagao
para uma classe de equacoes parabolicas. No apéndice C, nos preocuparemos em lidar
com resultados sobre o método de sub e super solucao, No apéndice D exibiremos resul-
tados sobre teoria de semigrupos. Na pentltima secao, o apéndice F, introduziremos
nocoes importantes de geometria diferencial e na tltima, o apéndice F, enunciaremos

outros resultados importantes que utilizamos durante o desenvolvimento do trabalho.

5.1 Apéndice A: Teoremas de Existéncia

Neste apéndice apresentaremos resultados os quais foram importantes para provarmos
a existéncia e regularidade de solucao dos fluxos de curvatura estudados anteriormente,

decidimos coloca-los separadamente por questoes de estética do texto.

95
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Teorema 5.1. (Teorema 4.1, pdgina 558 do livro [63]) Considere o sequinte problema

de valor inicial e de fronteira

Uy — @i (t, 2, U, U YUz, + alt, z,u,u,) =0, em Q x (0,T), 5.1)
uFT = quﬂ
onde T'r € a fronteira parabolica e definida por Ty = Q x [0, T] — Q x (0, 7).
Suponha que as sequintes condicoes sao satisfeitas:

a) (lw’(f, xT,u, 0)§2£j Z 0
b) ua(t,z,u,0) > —bju? — by, onde by e by sio constantes nao negativa.

¢) a;;(t,x,u,p) e a(t,z,u,p) sio continuamente diferencidveis com respeito a todas

as suas varidvers.

d) Ezxistam constantes positivas v, p, 11, m, € e uma fun¢ao continua nao negativa

P(p) onde P(p) — 0, quando |p| — oo, tais que

v(1+ |pl)" %€ < ag(t,,u,p)&6; < p(1+ [p])" 22,

8@1-- a m
o |1+ 1PD* + Jal 4+ | 5= (14 [pl) < g (1+ [p)™,
Pk k
aaij 2 m+1
T (L 1) + | 5| < (e PP + o)™,
k
9% | (e + P(p))(1 + [p)"2
ou | — ¢ p p

_%§@+Pwma+mw

e) A condicio de fronteira ¥(t,x) estd em H?**P18/2(Qr) e as condicoes de com-

patibilidade sao satisfeitas.
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f) S =00 e H>.

Entio eziste uma nica solugio do problema (5.1) em H?**%1F5/2(Qr).

Teorema 5.2. ( Teoremas 8.2 e 8.3, pdginas 200 e 201 do livro [70]) Suponha que
'y € H® e € H(T'y) para algum 6 € (1,2). Entdo ewiste uma constante positiva
e tal que o problema (5.1) tem solugio em H?**7% para T = e. Se I'p,p € H*™ ¢
as condicoes de compatibilidade sio satisfeitas, entdo v € H***. Mais ainda, se existe

uma constante Ms(independente de €) tal que toda solu¢ao de (5.1) é tal que

‘U/|5 S M57
entao eriste uma solugdo de (5.1).

Teorema 5.3. ( Teorema 14.24 pdgina 379 da referéncia [70])Considere o problema

— o F(m g, ,0) = 0, om Qp = % (0.7), 5:2)

UFT = ?/)FT.

Se I'p € H*** ¢ que F satisfaz as sequintes condigoes:
(i) Existem constantes positivas X e A tais que A\ < F(X, z,p,r) <A,
(ii) Ezistem constantes k e by tais que zF (X, 2,0,0) < k| z |* +by,
(1ii) Existem constantes ag e ay tais que ag < F,. < ay,

(iv) Supondo que exista uma constante K > 0, existem constantes c; e ¢y tais que

| F(X,2,p,7) = F(Y,w,q,r) S| X =Y [+ |z —w|+[p—q[la+e| 7],

para X eY em Q e sempre que | z | + | w | + | p| + | ¢ |< K. Entao para

qualquer ¢ € H*™ existe uma solugio u € C* do problema (5.3).

Teorema 5.4. (Teorema 14.25 pdgina 379 da referéncia [70])Considere o problema

—uy + F(t, z,u,up, upy) =0, em Q x (0,7,
Uy = g(t,z,u), em 0Q x (0,T), (5.3)
u(0,x) = ug(x), em Q.

Se I'r € H?>T® ¢ que F satisfaz as sequintes condig¢oes:
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(i) Emiste uma funcdo crescente p tal que | F(X, z,p,0) |< u(| 2z )(| p |* +1)

(ii) Existem fungoes ag, ay e Ny crescentes tais que

sgnzF(X,z,p,O) < CL0<| p |> ’ < | —|—CL1(| p |)’

’ FT(X,Z,p, T) ’S AO(’ p D
(1ii) Existem constantes by e by tais que by < F, < by,

(iv) Ezistem constantes nao negativas My e My tais que

sgnzg(X,z) > —M;,
para | z |> M.

(v) Supondo que exista uma constante K > 0, existem constantes ¢y e ¢y tais que

| F(X,2,p,r) = FY,w,q,r) S| X =Y [+ ]z—w|+[p—q|’le+e|r]]
para X eY em Q e sempre que | z |+ |w |+ |p|+|q|< K.

(vi) g € H'T(0Q x [-K, K]), para alguma constante positiva K.Entdo para qualquer
Y € H* existe uma solugio u € C*' do problema (5.4).

5.2 Apéndice B: Principios do Maximo e da Com-
paracao

Nesta secao iremos exibir resultados sobre Principio do Maximo e Teoremas de Compa-
racao que sao importantes para todo o desenvolvimento dos capitulos anteriores, desde
a existéncia de solucao até o comportamento assintético ou anulamento em tempo finito

das solucoes das equacgoes de fluxo de curvatura.

Teorema 5.5. (Teorema 9.6 pdgina 215 da referéncia [70]) Seja

Pu = —u; + a”(t,z,u, Du)Diju + a(t, z,u, Du)
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um operador quasilinear. Supondo que P seja parabdlico e que exista constante nao

negativa  tal que

aft,z,z,p)sgnz _ 1
ai(z,z,p)pip; ~ |pl|

Se Pu >0 em (), entdo

supu < suput.
Q PQ

Lema 5.6. (Lema 2.1 pdgina 54 da referéncia [74].) Sejaw € C(Qx (0,T)) N CH4(Q x
(0, 7)), onde Q € o dominio da fun¢do w. Suponha que

wit) — Llw(t,2) 20, zeQ  te(0.7)
ao(t,x)g—f(t,x) + Bo(t, x)w(t,x) >0, =€, te(0,T),
w(0,z) > 0, r€Q,

n

onde L(w(t,x)) = Z i (t, ) We 0, (T, 7) —Z bj(t, x)ug, (t,x)+c(t, x)w(t,x), ag >

i,j=1 J=1 _
0, Bo >0, ag+ fo > 0 em 9N x (0,7) e ¢ uma fungao limitada em Q x (0,7, entao

w(t,z) > 0em Q x [0,7T).

Teorema 5.7. ( Teorema 1.4 pdgina 53 da referéncia [74]) Seja w € C*1(Qr) tal que

wy — Lw+cw >0 (t,x) € Qr

onde L é o mesmo operador do Lema anterior. Se w atinge um valor minimo mq

em um ponto em Qr entao w(t,z) = mg em Qr. Se IQ tem a propriedade da esfera

. . . L. - w

inferior e u atinge o minimo em um ponto (to,xo) € S, entdo M < 0 em (tg, x0)
v

quando w nao for constante.

Teorema 5.8. (pdgina 52 da referéncia [34]) Seja v(t, ), w(t, x) fungdes continuas em
Qp. Suponha que Uy, vy, uy e v continuas em Qp. Seja F(t,z,p,pi,pij)(i = 1,...,n)
uma funcao continua com u,,, continua em um dominio E contendo o fecho dos pontos

(t> mapvpiapij>7 onde
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(t,z) € Qr, p € <U(t,x),w(t,:c)>,

pi E (vxi (t7 ﬂj), wdfi (t7 ﬂj)) ’p’l] E (Uxixj (t7 x)) wxixj (t7 x)) )

onde (a,b) denota o intervalo que liga a e b. Suponha que (thk> € uma matriz semi

definida positiva. Se

vy > F(t,x,v,vmi,vmj> em Qr, (5.4)
wy < F(t,x,w,wxi,wxixj> em Qr, (5.5)

e se
v>w € Qr, (5.6)

entao v > w em Qr.

5.3 Apéndice C: Método de sub e supersolucao

Esta secao sera dedicada a exibir o método de sub e supersolucao, utilizado algumas
vezes para provar-se existéncia de alguns problemas parabolicos. Esta secao foi baseada
nas referéncias [73] e [74]. A questao de existéncia de solugdo para a equagao de fluxo
curvatura harmonica com condicao de fronteira tipo singular estudado anteriormente
(se¢@o 3 do Capitulo 4) foi respondida provando a existéncia por este método.

Para obter solugao para o problema

u(z,t) = L(u(z,t)),  Qx(0,7T],

%(I,t) = g(z,t,u), o x (0,77, (5.7)
u(z,0) = ug(x), Q,

onde g é continua em 02 x (0,7] x J, em que J é um setor entre a subsolugio u e a

super solucao u, e satisfaz a condicao abaixo
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e Existem funcdes b e b € C(OQ x (0,T]) tais que

—u(uy; —ug) < g(t,z,u1) — g(t, x,us) < buy — ug) (5.8)

em 0N x (0,T], onde us < uy e uy e uy estao em J, utilizaremos o método de sub-
supersolucio. E um processo iterativo em que criaremos uma sequéncia de funcoes a
partir de uma subsolucdao e outra a partir de uma supersolucao. O método consiste
em provar que estas sequéncias estao bem definidas e que elas convergirao para uma
mesma solugao do problema (5.7).

O processo iterativo é feito da seguinte forma: Seja

G(z,t,u) = bz, t)u+ g(z,t,u)

entao, usando a condigao 5.8, chegamos a seguinte desigualdade:

G(z,t,u1) — G(x,t,uz) > 0,

para us < uq e ug,us € J. De fato,

G(z,t,uy) — G(z,t,us) = bz, t)uy + g(x,t,uy) — bz, t)us — g(z,t,us)
> b(x,t)(ug — ug) — bz, t)(ug — ug) = 0.

Além disso, usando o fato de g satisfazer a propriedade 5.8 obtemos outra desigualdade:

G (z,t,u1) — Gz, t,us)| < k(z,t)|ur — usl,
onde k(z,t) = |b(z,t) + b(x, t)|.
Supondo a existéncia de subsolugao e supersolucao para o problema (5.7), obtemos
as sequéncias iterativas.
Seja u uma subsolugao do problema (5.7). Considere o problema abaixo:

u = L),  Qx(0,1],

(1)
agy +l—)g(1) = G($at>g)a o€ x (OvT]a (59)

g(l)(x, 0) = ug(x), Q.
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Como u, b e g sdo continuas em Q x (0, 7], temos que a fun¢io G ¢é continua em
Q x (0,T]. Assim, por teoremas classicos de equagoes parabolicas, existe u),

Usando sucessivamente teoremas classicos de existéncia obtemos uma sequéncia u*)
de funcoes, a qual formara uma sequéncia nao-decrescente, e neste caso obtida atraveés

da subsolucao e que satisfazem:

u” = Lu®), Q% (0,7,
(k)
ag— +bu® = Gla,t,u®V), 09 % (0,7], (5.10)
1%
Q(k) (SC, O) = UO(IL’), ﬁ7

Também, usando o Teorema de Existéncia sucessivamente, obtemos uma outra

sequéncia ©*) nao-crescente de funcodes, partindo-se da supersolucao e tal que:

o = La®), Q x (0,7,
)
ag +ba® = Gz, t, V), 00 x (0,7, (5.11)
14
a*)(2,0) = uo (), Q,

onde u® =y e a® =7.

Notemos que essas sequéncias estao bem definidas e além disso possuem expressoes
analiticas. Isto é devido a um teorema classico de equacgoes diferenciais parciais para-
bolicas. O Lema seguinte, encontrado em [74], descreve as expressoes analiticas das

sequéncias encontradas pelo método iterativo.

Lema 5.9. As duas sequéncias {u®} e {u®)} estido bem definidas e estdo em C>' (£ x
(0,7)), para cada k.

Demonstragdo: Notemos que, por hipotese, u e b sao continuas em 92 x (0, T].
Dai G(x,t,u) = b(z,t)u+ g(x,t,u) é continua em 0 x (0,7, pois g é continua em
00 x (0,T] x J. Também por hipdtese 1y é continua em Q. Logo, por Teoremas de
Existéncia de equacoes parabolicas, temos que o problema (5.9) tem solucdo u(V), a

qual pode ser representada por:

WOz, t) = /Q D1, €, 0)up(€)dE + /0 [) Tt (€ e,

onde g(l) ¢ dada por:
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(1) —2HW (s, 2t N (x,t,&,7) | HY (€, 7)dédr,
VWD (x,t) = 2HD (2, 1) + A/@Q[;Qj(xtfﬂl_ (&, 7)dedr

com

HWY(z,t) = ” Q(z,t,& 0)u(£)dé — G(z,t, u),

Qi(x,t,6,7) =Q(x,t, &, 1) = 22—5@,@5,7‘) + 2b(z, t)(x,t,&,7)

Qj-l—l(xa t’ 57 T) - /U 20 Q(l’, ta Y, S)Qj(y7 S, 57 T)dde

Sucessivamente, usando Teorema de Existéncia, obtemos:

(2, 1) = /Q D(,,€, 0)uol€)de + /0 /6 Tt & e e

onde g(k) é dada por:

o ® (2, t) = 2H® (2,1) + 2 /O /8 ) [2 Qj(x,t,€, ﬂ] HW(¢, 7)dédr,

com

H® (@, t) = | Q(z,t,&0)ug(§)dé — G(z, t,u® ).
o0

Analogamente, usando Teoremas de Existéncia, obtemos uma expressio para a®:

1) (2, ) = /Q D1, €, 0)up(€)dé + /0 /a Tt &) (€ e

onde E(k) é dada por:

o Y—) ' — (k)
0 (x,t) =2H (x,t)—i—?/o /é)g[jle](x,t,f,T)]H (&, 7)dedr,

com

ﬁ(k)(x7t) = / Q(x,t, &, 0)ug(€)dé — Gz, t, T V).
Q
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Finalmente, temos em maos as sequéncias de funcoes. A partir desse momento
vamos nos concentrar na convergéncia para uma solu¢ao do problema (5.7). Comega-
remos com um Lema de [74] que diz respeito & monotonicidade das sequéncia obtidas

através do método de iteracao, via subsolucao e supersolucao.
[ |

Lema 5.10. Se g satisfaz a propriedade 5.8, entio as sequéncias {u®} e {u®} sao

mondtonas e satisfazem

u< - <u® <y < <ght) < g <<

k)

Além disso, u™ e u®) sdo subsolucio e supersolugio de (5.7), respectivamente.

Sabendo que as sequéncias de subsolucao e supersolucdo sao mondtonas entao os
limites dessas sequéncias existem. Teremos que, de fato, essas sequéncias vao convergir
para a chamada solugio da equacao (5.7). Primeiramente, comecaremos com um Lema

de [74] que conclui que os limites satisfazem uma equacao integral.

Lema 5.11. Os limites u; = klim ) e uy = klim u® sdo continuos em Q x (0,7 e
—00 —00
satisfazem a equacao integral:
t
uot) = [Tt &0u@d+ [ [ Tweenuenign (a2
Q o Joo

onde
=2H ; H déd
Y(x,t) =2 (m,t)+2/0 /69[;@](%@5,7)] (&, 7)dédr,
Hiw.0) = [ Qla.t.60)un()de - G u)
or
Q(z,t,&,7) = 2%(1’,1&,5,7’) + 2b(x, )T (x, ¢, &, 7)
QjJrl(xat?gvT) :/0 50 Q(.’L’,t,y, S)Qj(y737£77_)dyds>

Q1 =Q
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Dai, com o Lema 5.12, temos informagoes sobre a continuidade da solugao de (5.7).

Lema 5.12. Seja V(z,t) fo Joo D, 8,6, 7)0(E, T)dédT.  Entao V' € continua em
Q x (0,7].

Concluiremos a questao de existéncia de solu¢ao para o problema (5.7) através do
Teorema 5.13, encontrado em |74], e que mostra que os limites das duas sequéncias
de funcoes, uma de subsolucdes e outra de supersolugoes, convergem para a mesma
fungao, e esta é solu¢ao da equagao (5.7). Notemos que a continuidade de tal solugao

ja foi provada no Lema 5.11 com a ajuda do Lema 5.12.

Teorema 5.13. Seu e u sao, respectivamente, supersolucao e subsolucao do problema

(5.7) e g satisfaz a propriedade 5.8, entao as sequéncias

{@™} e {u}

convergem monotonicamente para uma mesma solu¢io de (5.7).

5.4 Apéndice D: Teoria de Semigrupos

Neste secao apresentamos resultados da teoria de semigrupos, usando como bibliografia
a referéncia [64]. A teoria de semigrupos foi importante no trabalho para mostrar o
anulamento em tempo finito da solucao do fluxo de curvatura média com condicao de

fronteira tipo Dirichlet (Teorema 2.11).

Definicao 5.14. Seja X um espacgo vetorial métrico completo e seja Vy : X — X uma

familia de operadores continuos. Dizemos que {V;} € uma semigrupo se

‘/;51(‘/,52(1')) = W1+t2<x)>
para todo ti,t, € RT e x € X.
Definigao 5.15. O conjunto v (z) = {y € Xy = Vi(x), t € RT} € chamado de semi-

trajetoria positiva de T e o conjunto v, (x) = {y € X|lu=V,, 7 € [t,00)} € chamado

de semi-trajetoria positiva de x a partir do tempo t.
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Definicao 5.16. Dizemos que A atrai M, com A, M C X, se para todo € > 0 existe
um ty = t1(e, M) € RY tal que V,(M) C O.(A), para todo t > t;. Sendo O.(A) a unido
de todas as bolas abertas de raio € centradas em pontos de A.

Se A atrai cada ponto de x € X, entao A € chamado atrator global.

Definicao 5.17. O conjunto w—limite w(x) é o conjunto de todos y € X tal que

y= lim V, (x), para uma sequéncia t — oo.
tp—roo(x)
Lema 5.18.

onde o simbolo [|x € o fecho em X.

Definicao 5.19. Dizemos que um semigrupo {V;} pertence a classe K se para cada
t > 0 o operador V, € compacto, ou seja, para qualquer conjunto limitado B C X lem

sua 1magem Vi(B) precompacta.

Definicao 5.20. Um funcional de Liapunov é uma funcao continua L : X — R, o
qual decresce ao longo de cada trajetoria v+ (x), isto é L(Vi(z)) ¢ quando t /(exceto

nos pontos estaciondrios z = Vy(z)).

Teorema 5.21. Suponha que o semigrupo {V;} pertenca a classe K e v (x) é um
conjunto limitado para todo x € X. Se para este semigrupo existir um funcional de
Liapunov L, entdo a uniao dos w—limite w(x) € nao vazia e coincide com o conjunto

Z de todos os pontos estaciondrios.

5.5 Apéndice E: Formas Fundamentais da Geome-

tria Diferencial

5.5.1 Primeira Forma Fundamental da Geometria Diferencial

Nessa se¢ao, com base nas referéncias [11] e [80] , apresentaremos a primeira forma

quadratica, denominada primeira forma fundamental, que nos permite efetuar alguns
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calculos geométricos, tais como o comprimento de arcos, angulos entre curvas e areas

de regites na superficie.

Definicao 5.22. Seja S uma superficie reqular e T,,S o plano tangente a S no ponto

p. A forma quadrdtica I, é uma aplicagao I, : TpS — R definida por:
L(w) =< w,w >,=|| w []”
€ chamada de primeira forma fundamental.

Como podemos observar, a primeira forma fundamental é basicamente o produto
interno usual do R? restrito aos vetores tangentes a S.

Dai podemos expressar a primeira forma fundamental na base {X,, X} associada
a parametrizacdo X (u,v) em p.

Seja o vetor w € T,,59, fagamos uma curva v tal que v(0) = p, 7/(0) = w e definimos

uma fungio 8 : (—¢,¢) — U C R? dada por 8 = X 10+, tal que

B(0) =qe X(q) =p.

Notemos ainda que V(—e, €) teremos v/ (t) = X'(5(t))5'(t) = Xu(B(t))u'(t)+X,(5(¢))v'(¢),
onde 5'(t) = (v'(t),v'(1)).

Assim,

L(w) =< w,w >, =< 7(0),7'(0) >,0)=
=< Xu(8(0))u'(0) + X (5(0))v"(0), Xu(B(0)u'(0) + Xo(8(0))v'(0) >p=
=< Xy, Xy > (0)? + 2 < Xy, Xy > o'+ < X, X, > (0)?

Vamos denotar
E=<X,X,>F=<X,X,>G=<X,;X, >, (5.13)

que chamaremos de coeficientes da primeira forma fundamental da geometria diferen-

cial.
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5.5.2 Segunda Forma Fundamental da Geometria Diferencial

Nesta sec¢ao, também com base nas referéncias [11] e [80], definiremos a segunda forma

fundamental.

Definigao 5.23. A forma quadrdtica I1,, definida em T,S por II, = — < dN,(v),v >,

onde N = %, é chamada a sequnda forma fundamental de S em p.

Vamos calcular a segunda forma fundamental em um vetor +/(¢) em 7,,S. Sejam X(u,
v) uma parametrizacao de p € S e y(t) = X (u(t),v(t)) uma curva parametrizadaem S,
com (0) = p.

Temos que v = X, u' + X, v/,

Assim, a expressao da segunda forma fundamental na base (X,, X,) é dada por

II,(y) = — <dN,(¥),y >=
= — < Nu' + N/, Xu' + X0 >
= —(u)2 < Ny, Xy > +u'v' < Ny; X, > +0'u' < Ny; Xy > +(0)? < Ny, X, >).

No entanto, < N,, X, >=< N,, X,, >, entao

IIp(y) = —((v)* < Ny, X > +2u'v' < Ny: X, > +(0")? < N, X, >

Vamos denotar

—e =< N, Xy >,

_f =< Nu>Xv >
e

—g =< N,, X, >

Por outro lado, como < N, X, >=< N, X,, >= 0, entao obtemos

<N, X, >=<N, Xy >+ <N, Xy, >=0

<N, X, >=<N,, X, >+ <N, X,, >=0
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<N, X, >=<N,, Xy >+ <N, Xy, >=0

Portanto das equaAgAtes acima temos que:
< Ny, Xy >= — < N, Xy >,

< Ny, Xy >=— < N, X, >,

< N, X, >=—< N, X, >.

Logo,

e=< N, Xy > [=<N,Xy, >,9g=<N,X,, >. (5.14)

sao os chamados coeficientes da segunda forma fundamental da geometria diferencial.

5.6 Apéndice F: Outros resultados importantes

Nesta se¢ao, com base nas referéncias [76], [77] e [78], apresentaremos alguns resultados
que foram importantes para a aplicagdo do método de sub e supersolucao (vide Apén-
dice D), para concluir o anulamento em tempo finito da soluc¢ao do fluxo de curvatura
média com condigdo de fronteira tipo Dirichlet (Teorema 2.8) e para provar a existéncia

de um dado inicial que satisfaz todas as hipoteses enunciadas (Teorema 2.4).

Teorema 5.24. (Teorema de Dini) Seja X C R compacto. Se uma sequéncia de
fungoes continuas f, : X — R converge monotonamente para uma funcdo continua

f: X = R, entao a convergéncia é uniforme.

Teorema 5.25. Seja (f,) uma sequéncia de fun¢oes derivdveis no intervalo [a,b]. Se,
para um certo ¢ € |a,b|, a sequéncia numérica (f,(c)) converge e se as derivadas f,
convergem uniformemente em |a,b|] para uma fun¢ao derivdvel g, entao (f,) converge

uniformemente em [a,b] para uma funcdo derivdvel f, tal que f' = g.

Teorema 5.26. (Teorema central de Liapunov) Seja xq um ponto de equilibrio da
equacio ©° = f(x), onde f : W C R" — R" € uma fun¢io analitica no aberto W.

Suponha que o imagindrio puro ic € um autovalor simples de D f(xy). Suponha que
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% ¢ 7 para todos os autovalores de A = D f(xg) diferentes de +ia. Suponha ainda

que exista uma integral primeira F(x) da equacio x' = f(x) tal que

D?F(z0).(v,v) # 0,
onde v é a parte imagindria de um autovetor de ia. Entao, existe uma familia uni-
paramétrica de solugées periddicas x(t,p) tal que x(0,u) = xy com periodo T(u) e

) 2
By 0 =

Lema 5.27. (Desigualdade de Jensen) Seja f uma func¢ao integrdvel nao negativa tal

oo
que / f(z)dz = 1. Se g € uma funcao integravel e 1 € convexa, entao
—00

¢< / N g(x)f(a:)dx> < / " (o) f()d.
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