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CAP. I 

1.- INTRODUÇlO 

Mui~os problemas prá~icos, provenien~es das 

ci6ncias aplicadas, 

cons~i~uidos por 

sl:o simulados por modelos ma~emá~icos 

equaç~es diferenciais. A crescen~e 

so~is~icaç•o na modelagem ~em conduzido a sis~emas de equaç8es 

com nl:o linearidades e/ou regi8es complexas onde as soluçees 

procuradas s~o definidas. Como conseqüência dificilmen~e es~So 

disponi~is express8es anali~icas para as soluç8es desejadas. 

Nes~as si~uaç8es uma al~erna~iva que ~em se mos~rado eficien~• 

é a utilizaç~o de mé~odos numéricos convencionais ~ais como as 

di~erenças ~ini~as e os elemen~os ~ini~os. Es~as ~~nicas 

númer i cas s:o baseadas na sol uçl:o aproximada de uma equaçl:o, 

ou conjunto de equaçees. que descrevem o compor~amen~o fisico 

do problema. O douú ni o é di scret.i zado em element.os e as 

aproximaç8es s~o realizadas sobre a regi~o par~icionada; as 

condiçBes de contorno, que acompanham as equaç~es. s~o 

~ot.alment.e ou parcialmen~e sat.is~ei~as. Es~es mé~odos, jun~o 

com ou~ras ~écnicas aplicadas sobre o dominio, s~o conhecidos 

como mé~odos de domi ni o. 

Dliitn~re os métt.odos de douúnio, o primeiro 

largament.e empregado ~oi o de di~erenças ~ini~as, o qual 

aproxima as equaç&s usando expans&s locais para as 
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CAP. I 

variáveis. geralmenle lruncadas pela série de Taylor. 

Já o ou~ro mé~odo de donúnio, o dos 

elemen~os ~ini~os. ~•m a~raido a a~enç•o de um grande número 

de pesquisadores devido a sua ~acilidade em dividir a regi~o 

espacial conseguindo bons resul ~ados numéricos, além de uma 

re~inada ~undamen~aç:lo ~eórica. En~re as impor~ant..es 

conseqüências provenientes dos elemenlos ~inilos, deslacam-se 

os expressivos ~rabalhos compulacionais com e~ i ci «iimles 

programas numéricos e as diversas pesquisas em principies 

básicos, lais como a lécnica variacional e o t..ralamenlo com 

pilSOSO pender adoso. Os; el ement.oso f' i ni t.oso podem uso ar t.écni caso 

di~erenles para lrabalhar com as equaçESes, como: Galerkin, 

Minimos Quadrados, Colocaçi:o, Galerkin-DireçESes Allernadas, 

ele .. 

Além dos mélodos de domi ni o, já cilados, 

podemos allernalivamenle, ulilizar ~unç5es de aproximaçi:o que 

sat.isf'azem exat.ament.e as equaç3es sobre o donúnio, mas ~o as 

condiç8es de conlorno. Eslas lécnicas s~o conhecidas como 

mélodos de conlorno. 

O rnQt.odo doso element.os de cont.orno é uma 

lécnica numérica reconhecida, alualmenle, como uma allernaliva 

eficienle para a análise de diversos problemas de engenharia. 

O mét.odo consist.a, basicamen~a. na t.ransf'ormaç~o da aquaç~o 

dif'erencial que governa o problema, envolvendo os valores da 

variável em lodo o domi ni o, em uma equaçllo inlegral 
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CAP. I 

relacionando somen~e seus valores no con~orno da regiSo. 

Con•egue-••• d .. ~a maneira. uma reduçKo no núm.ro da dimen•Ko 

espacial do problema. A equaç:t:o in~egral. discre~izada. é 

resolvi da numer i camen~e; val oras da var i ával no i n~ar i or da 

regi:ro, se requeridos, s:ro en~:ro de~erminados a part..ir dos 

valores prescrit..os e calculados no cont..orno. 

A ~ransformaç~o da equaç~o diferencial do 

problema em uma equaç:ro in~egral pode ser f'ei~a a~raws de 

t..eoremas clássicos, como as ident..idades de Green para 

problemas po~enciais, a iden~idade Somigliana para problemas 

da ~eor i a da cwl as~i c i dadcw, e~ c. . Al t..cwr na t,i vament..fit, pod«it-sfit 

t-ambém empregar o mét..odo dos residuos ponderados para deduzir 

as equaçBes básicas relacionadas com o mé~odo. 

A modcwrna t,~ria das cwquaç3es int..cwgrais dcw 

cont..orno iniciou-se com Fredholm, que est-abeleceu a exist-ência 

de sol uç&s dependendo de processos de di scret..i zaç~o, que 

imediat-os. Todavia, com o advent-o dos modernos comput-adores 

digi ~ais, possibilit-ou-se i mpl emen~ar o processo de 

discrfitt..izaç:ro fit permit-ir soluç3es numéricas com precis5es 

pré-est-abelecidas. Est..a viabilidade de resoluç~o numérica, 

daria assim uma considerável cont..ribuiç~o para que novas e 

JDQlhorcws f'ormulaç8cws ajudasscwm a dcwscwnvol vcwr os mé~odos dcw 

equaç3es i nt..«itgrai s. 

Dent-re algumas mot.i vaçl3es para est.udarmos os 
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CAP. I 

elementos de contorno. podemos destacar a curiosidade em 

desenvolver um mét.odo numérico rel at.i vament.e recent.e • bem como 

analisar a vi abi 1 idade deste na r esol uç::lo de problemas em 

meios infinitos. cuja representaç:~o das condiç:ees de contorno 

com os m6t.odos conV&nci onai s de dom! ni o ser i a mui t.o 

complicada. 

4 



CAP. II 

11. - PRELIMINARES 

Neste capitulo é feito inicial mente uma breve 

exposiça:o de vários resultados matemáticos básicos, visando 

f ami 1 i ar i zar e auxi 1 i ar o 1 e i tor durante a apr esent aç~o do 

trabalho. 

, 

2.1.- CONCEITOS BASICOS 

n 
Denotaremos o n-espaço euclidiano por ~ , sendo 

um ponto em ~n i denti ficado como x = Cx ••.•• x ) . 
i n 

Para a 

distância euclidiana entre os pontos X e em ~n. 

escreveremos: 

= Cx- ~ ) 2 
+ ..• + Cx- { ) 2 

( )

1/Z 

i i n n 

X 
2 

X 



CAP. II 

Um element.o de volume dx ... dx ser• abreviado 
i n 

por dx, e a int.egral de uma ~unçko ~ sobre uma regiko R será 

indicada por 

I ~ex,, ... ,xn) dx, ... dxn 

R 

DEFINIÇXO Urna 

i nt.egr~vel em !Rn se I ~~~ dx é 

R 
limi t.ada R de IRn • 

ou 

~unç:lo 

~init.a 

I ~Cx) dx 

R 

~(x) é 1 ocal ment.e 

para cada regi:(o 

Ident.i~icaremos um operador di~erencial linear 

arbit.rãrio L de ordem p, no IRn como: 

onde ak(x) = ak kcx , ... , x ) 
• • • s. n 

s~o ~unç~es arbit.rãrias e a 
1 n 

soma em L é t.omada sobre t.odos os mult.iindices k de ordem n. 

Por exemplo, 

linear de ordem 2 é: 

+a 
'·'itx itx 

i 2 

no 

+ a 

6 

o operador 

+ a 
&,O itx o,1itx 

1 2 

di ~erenci al 

+ a 
o,o 



CAP. II 

2.11- DISTRIBUIÇÕES 

Uma f'unçl:o .,C x) = .,C x •... , x ) ser • chamada uma 
t n 

f'unç~o ~es~e. se sa~isf'izer: 

Ci) p é inf'ini~amen~e dif'erenci.vel sobre o ~n. 

é um mul~iindice de ordem n, Dkp exis~e. 

Assim, se k 

Cii) Exis~e A ~al que 9(>0 = O, para ~odo lxl > A. 

Deno~aremos o espaço de ~odas as f'unç~es ~es~es 

n n-dimensionais por ~ . 

CONVERG:tNCI A NO ESPAÇO DAS FUNÇOES lESTES : Uma 

n seqüência de f'unçeíes ~es~es <p (x)) converge para zero em IK 
m 

se, e somen~e se, . 

C i) Todas as seqüências p (x) anulam-se f'ora de uma esf'era 
m 

f' i ni ~a comum. 

C i i) p C :x) e ~odas as suas derivadas parciais aproximam-se de 
m 

n zero uniformemen~e sobre ~ , quando m ~ende ao infini~o. Assim 

para cada mul~iindice k de ordem n. 

lim uniformemen~e sobre ~n. 
m -+ co 

Di • .L f · 1 sobre rvn, zemos que v ~ um unc~ona ~ se 

exis~e uma regra que garan~a para cada em ~n um número 

real <~.p>. 

O f'uncional é di~o linear se, sempre que Ot e 
i 
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CAP. II 

a
2 

forem números reais e se t'i e t'z 
n 

es~iverem em ~ , en~ao 

<t , a f' + a t' > = a <t i i z z i t' > + a <t , f' > 
i z z 

Um funcional t é continuo se, sempre que 

(f' (x)) for uma seqüência nula em ~". a seqüência de números 
m 

reais <<~,f' >> converge para zero. quando 
m 

infini ~o. 

m ~ende para o 

DEFINIÇÃO : Um funcional linear con~inuo sobre 

~n é chamado uma di s~r i bui ç~o. Se ~ é uma dis~ribuiç~o. o 

número <t , f') é as vezes chamado a aç~o de ~ sobre t'· 

OBSERVAÇÃO : Cada funç~o localmente integrável 

fCx) define uma dis~ribuiç~o através da fórmula: 

<f • t'> = I fCx),Cx) dx 
IRn 

EXEMPLO 

definimos o funcional. 

n Seja ~ um pon~o fixo qualquer do IR ; 

<ó~ • '(>> = ,C~) 

que atribui a cada funç~o ~es~e 'P seu valor em ~· 

Claramen~e este funcional é linear e continuo. 

logo define uma dis~ribuiç~o. Es~a dis~ribuiç~o é conhecida 

como dis~ribuiç~o de Dirac, e escrevemos: 

8 



CAP. II 

<6~ • tp) = I 6~Cx)tp(x) dx. 
IRn 

Entenderemos sendo uma fonte de densidade 

volumétrica. por uma carga unitária concentrada atuando no 

ponto~. 

2.1.2.- DIFERENCIAÇÃO DE; DISTRIBUIÇÕES 

Se f(x:) é uma funç'~o localmente intagrával. 

cuja derivada ~ é também localmente intagrável, o funcional 
i 

M correspondente a ~ é: 
i 

< ~ > itx • tp 
i 

in~agrando por par~as, 

< ~ • tp> = - I f :: dx = 
i IRn i 

-<f • ~> 
lhe 

i 

es~a última propriedade é usada para definir a derivada de 

qualquer dis~ribuiç~o ~. 

DEFINIÇÃO 

definida por: 

<t.. 

Dada uma dist..ribuiç~o Õ'l 
t.., ~será 

i 

.- ~> itx 

8tp 
= - <t.. ·~>. 

i i 

g 
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~ imediato verificar que - :: é uma funçko teste e que o .. 
funcional definido anteriormente é linear e continuo. 

Repetindo a aplicaçko da definiçko anterior. 

vemos que uma distribuiçko pode ser diferenciada quantas vezes 

for desejada e com respeito a qualquer combinaç~o de variâveis 

x •...• x: De fato. 
t n 

EXEMPLO : Seja L um operador diferencial linear 

qualquer de ordem p. com coeficientes infinitamente 

diferenciáveis akCx). Se t é uma distribuição arbitrária. a 

derivada no sentido de distribuição está bem definida. 

como vimos nas observações anteriores. valendo: 

<Lt • p> <t 

O operador de p-ésima ordem que aparece do lado 

direito da equação acima é conhecido como o adjunto de L e é 

• denotado por L . Assim. 

10 



CAP. li 

OBSERVAÇXO • Se L = L , o operador • chamado 

de aut.o-adjunt.o. 

EXEMPLO : O operador 

T = IJZ 

1 apl aci ano , 
IJZ 

+ • • • + 
itxz 

s 
itxz 

n 

é ~ormalment.e aut.o-adjunt.o, de modo que 

DEFINIÇÃO Sej~m e t. z dist.ribuiçE!Ses em 

n-variáveis, sendo que se anula ~ora de uma es~era 

~init.a, de~inimos o produt.o de convoluç~o 

dist.ribuiç~o n-dimensional: 

h = t.Mt. como uma 
S. z 

<h • p> = < t. C x) , < t. C z) • f'( x+z) > > z S. 

EXEMPLO 1 Seja a convol uç~o de 6C x) e t.C x) , 

onde 6 é a dist.ribuiç~o de Dirac n-dimensional e t. uma 

dist.ribuiç~o n-dimensional qualquer. Pela de~iniç~o ant.erior, 

<6Mt. , p> = <t.Cx) , <6Cz) , p(x+z))) = <t.Cx) , f'(x)) 

EXEMPLO 2 : Sejam L um operador di~erencial de 

ordem p e t. uma dist.ribuiç~o qualquer, ent.~o: 

<CL6)Mt. • p> = <t.Cx) <L6Cz) , f'(x+z)>> 

= <tCx:> <6Cz) ' 
• L f'(x+z)>> 

= <tCx) L•p(x)> 

= <Lt. p> 

11 



CAP. II 

assim, 

CL6)Mt. = Lt. 

2.13.- TEOREMA DE GREEN 

Vamos agora apr~sent.ar uma vers~o do t.eorema de 

Green, baseado nas definiç~es vist.as at.é aqui. 

Se assumirmos que u e v s~o funç~es possuindo 

derivadas cont.i nuas de ordem p no !Rn, i st.o é, Dk u e Dkv s~o 

cont.inuas para cada mult.iindice k com lkl S p. Ent.~o pode-se 

most.rar [6] que: 

• vLu - uL v = div JCu,v) 

onde J é uma forma vet.orial bilinear em u e v, envolvendo 

apenas derivadas deu e v com ordem menor ou igual à p- 1. 

A forma int.egral da express~o ant.erior é 

conhecida como t.eorema de Green: 

I [vLu- uL•vl dx = J ~.J ds 

R u 

onde R é uma regi ~o 1 i mi t.ada em com superficie u cuja 

normal ext.erna é denot.ada por ~· 

EXEMPLO Considere o operador laplaciano 

12 
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definido an~eriormen~e o qual é au~o-adj un~o. is~o é, 

Desse modo, 

~u - u~v = divCv grad u - u grad v) 

e o ~eorema de Green, ~orna a sua ~orma usual, 

I [~u - uvZvl dx = I (v * -u *l ds 
R u 

2.2.- SOLUÇÕES f'UNDAMENT AIS 

Um mé~odo bas~an~e conhecido para resolver 

problemas envolvendo equaç&s di~erenciais parciais, é o que 

~ az uso de sol uçESes f'undamen~ai s par a as equaçi:Ses que s~o 

modeladas. A idéia é encon~rar soluç3es que as sa~isf'açam 

em algum sgn~i do. Vamos dgf'inir o qug s~o gs~as soluç&s 

f'undamen~ais no sen~ido de dis~ribuiç3es. 

DEFINIÇÃO Seja L um operador dif'erencial 

parcial e linear de ordem p. Uma soluç~o f'undamen~al para L 

com pólo em ~ é uma dis~ribuiç~o E em x, dependendo 

parame~ricamen~e de~. que deno~argmos ECx~). sa~isf'azendo: 

LE = 6Cx - {) C2. 2.1) 

13 
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OBSERVAÇÃO : Por definiç•o. uma dis~ribuiçKo 

sa~isfaz C2.2.1) se, e somen~e se, 

<LE para cada funç•o ~es~e 9· 

Vis~o que E necessariamen~e n•o é diferenci•vel 

para LE no sen~ido clâssico, en~enderemos que 

definido no sen~ido de dis~ribuiç~es por: 

< LE , tp> . = < E • L • 9> 

<LE 

Assim. uma dis~ribuiçS:o E é uma soluçS:o de C2. 2.1) se, e 

somen~e se. 

<E • L 'P> = t?(~) C2. 2. 2) 

para cada funç~o ~es~e 'P· 

OBSERVAÇÃO : Se o opera dor L ~em coef i c i en~es 

cons~an~es, poderemos achar a soluçS:o fundamen~al com pólo em 

o. ou seja, ECx'-0) e ~ransladar sua soluçS:o para ob~er a 

~undamen~al com pólo em x : ~- Assim. 

onde ECx'-0) será indicado por ECx). 

2.2.t- SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS PARA A EQUAÇÃO DE LAPLACE 

Vamos apresen~ar agora uma maneira de ob~ermos 

as soluç~s ~undamen~ais para as equaç~es envolvidas na ~eoria 

14 
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do pot.encial. 

Consideremos o operador laplaciano 

3-dimens6es, indicado por: 

+ a
2

) +-E= 6Cx:> 
ilxz 

• 
ou, - V2 E = cSCx:> 

c a. 3.1:> 

ou ainda, - div grad E =·cScx:> 

Fisicament.e podemos int.erpret.ar ECx:> como um 

po~encial ele~ros~ã~ico num pon~o de observaç~o arbi~rário x, 

devido a uma carga uni~ária posi~iva em x = O. 

Em coordenadas polares, o operador di~erencial 

acima pode ser resscri ~o, como: 

1 
2 

r 

1 8 [ 8) 
2 

-- sen 9 -- + 
r senG ae 89 

1 iJZ 

2 z 2 
r sen ~ iJ~ 

= - cSCx:> 

Para est.e operador em coordenadas polares, 

considerando a hi pó~ese de si me~ r i a, poder amos ob~er uma 

soluç~o que depende apenas de r = lxl, para r> O. 

Logo ECr) sa~is~az a equaç~o homogênea VZE=O, e 

~oma a ~orma: 

1 
2 

r 

iJ 

iJr r· : l =o 
C2. 3. 2) 

1!5 
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e para o 

Da equaçl:o C2. 3. 2) encontraremos E • ( ; ) + D, 

potencial anulando-se no infinito teremos 

E = c 
[6]. --r 

Para determinarmos C, levamos em consideraçl:o a 

magnitude da fonte em x = O. Integrando C2. 3.1) 

esfera R de raio &, centrada em x = O obteremos, 
& 

-J 1 di v gr ad E l dx = 1 

R 
& 

Pelo teorema da divergência, 

onde u é a superficie de R . 
& & 

sobre uma 

(2. 3. 3) 

Fisicamente esta última equaç~o expressa a 

conservaç~o de carga: o fluxo do campo elétrico através de 

uma superficie fechada o é igual a carga no interior de o . 
& & 

Na equaç~o C2. 3. 3) substituindo E 
c 

1: --r 
acharemos. 

1 = I ( ~ )r~~ = -I ( :r (+))r~~ 
o u 

& & 

= c sJ :·L:: = c [4::·) 
& 

15 



CAP. II 

entl:o 

Logo 

, assim 

1 
ECx'{) = 4n Jx-( I 

EC r) 1 = 4nr 

C2. 3. 4) 

Para problemas bi-dimensionais, a versl:o de 

C2.3.1), tem a ~orma: 

1 !r(r :)=o, r > O --r 

onde r = lxl 

Procedendo de modo análogo como 

anteriormente, obteremos EC r) = C 1 og r + D Tomando 

arbitrariamente D = O e usando o teorema da divergência 

encontraremos, 

ECr) = - 2
1 

n log r = 2
1 

n log (+) C2. 3. 5) 

que é a soluç~o ~undamental do problema de potencial em duas 

dimenseíes. 

Mostraremos agora que a soluç~o ~undament.al 

dada por (2.3.4) é uma soluç~o no sentido de distribuiç~es de 

C2.3.1). Deveremos provar que para cada ~unção test..e p(x), a 

identidade C2.2.2) de ~alo ocorre. 

Visto que C92
)• = VZ, bastará provar que para 

cada 9· 

17 



CAP. II 

I 1 
cVZf>) dx • - .,CO) iiir 

R • 
A int.egrabilidade local de 1 

:llnr implica que 

I 4~r 
R • 

I 4~r 
R-R 

• & 

onde R
8 

- R& é a regi~o fora da esfera R& anles indicada. 

I 
1 cVZp)dx 4nr'" 

R-R a & 

Pelo t-eorema de Green. vemos que 

f ( 1 8p 8 ( 1 )) IJr 
+ 4nr ~ - P IJr 4nr 87i ds 

0'-0' 
• & 

onde usamos o falo que f> anula-se para r suficientement-e 

grande. eliminando assim a int-egral de superficie no infinit-o. 

Observando que VZ (4;r) = O em R - R 
• & 

IJr t-ambém que~= 1. pois 

I 1 cVZp) dx 
4nr 

R-R a & 

= 

r = & em R • ficamos com 
& 

1 
z 4nr 

e 

Vislo que lodas as derivadas da funç~o lest-e 

s~o li mi t.adas em R • lemos a 

18 
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~~~ S M , par a t.odo x. 

Desse modo, 

I 1 IJtp 
ds s 1 M4ne z 

Me 4nr ~ 4ne = 
u 

Também, & 

I f?( >O ds = I 
f?( O) 

ds + I 
f?( x) - f?( 0) 

ds 
4nr z 4nr z 4nr z 

u u u 
& & & 

= f?(O) + I f?( >O - f?(O) ds , 
4nr 

z 
u 

& 

e 

I f?( x:> - f?( O) ds 
z 4nr 

máx lf'Cx:> - f'CO) I 
u 

& 

Sendo f?(x:> cont.inua em O, 

XEO' 
& 

lim ( máx lf?C>O-f?(O) I) = O 
& -+ 0 XEO' 

& 

Assim por est.as últ.imas est.imat.ivas, 

lim 
& -+ o I 

1 C~tp) dx = 4nr 
R-R 

8 & 

- f?(O) 

o qual most.ra que C2.3.4) é da ~at.o uma solução no sant.ido de 

dist.ribuiç~es de C2.3.1). 
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111.- PROBLEMAS DE POTENCIAL 

3.1- INTRODUÇÃO 

Nest..e eapit..ulo. diseut..iremos a ut..ilizaç:i:o do 

Mé~odo dos Elemen~os de Con~orno CM.E.C.) para de~erminarmos a 

dis~ribuiç~o do po~encial em alguns problemas. 

Analisaremos inicialmen~e as ~ormulaçees dos 

problemas 

capi~ulo 

at..ravás da 

ant..arior. 

I dant..i dada da 

Procuraremos 

Graan. desenvolvida no 

at..ravás das aquaçeas 

es~abeleeidas. en~a~izar a necessidade de ~rabalhar-se apenas 

com as equaç3es 

in~ernos poder~o 

in~egrais sobre o con~orno; os valores 

ser t..ambém ob~i dos uma vez conheci do o 

eompor~amen~o da soluç:go no bordo. 

Nos Problemas da Po~encial, iremos u~ilizar a 

sol uç~o ~undamant..al 

dimansees discut..ida 

da aquaç:o 

no capit..ulo 

da Laplace 

II. Como 

em duas a ~rês 

veremos est..as 

soluç5es sa~is~azem a aquaç:o de Laplace no in~erior do 

dominio. a s:o carac~erizadas pela aplicaç:o de uma carga 

eoneent..rada e unit..ária num pont..o qualquer da regia:o de 

i nt..erêsse. 

Os aspact..os numéricos ser:o t..ambém abordados. A 

t..écnica numérica consis~e basicament..e em discre~izar o 

20 
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con~orno numa ••rie de segmen~os Celemen~os), assumindo alguns 

valores nodais do po~encial ou de sua derivada •~•rna nes~ .. 

elemen~os. A equaç•o in~egral, de~inida no con~orno, • en~•o 

aplicada para um número par~icular de pon~os Cnós) em cada 

elemen~o. e os coe~icien~es de in~lu•ncia s•o calculados 

aproximadamen~• usando ~t6cnicas numt6ricas de in~egraçlro. A 

exceçlro t6 ~-i~a para os coe~icien~es que resul~am em 

singularidades sob cada elemen~o. os quais en~re~an~o. podem 

ser calculados anali~icamen~e. Es~e procedimen~o numérico 

léva-nos a um sis~ema de equaç~ algébricas, que s•o 

resolvi das compu~aci onal men~e pelo mé~odo de el i mi naç:l:o 

gaussiana. 

Também analisaremos o compor~amen~o do méo~odo 

dos elemen~os de con~orno para a equaçlro de Poisson. onde 

apon~aremos algumas al~erna~ivas 

evi ~ando-se sempre que possi vel 

i n~er i or do domi ni o. 

32.- FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

para lidar 

o cAlculo de 

com ~on~es. 

i n~egr ais no 

Nes~a seçll:o deduzi remos a equaçlro ~undamen~al 

para o mé~odo. par~indo do problema de po~encial. 

21 
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Consideremos uma funçZo pot.enci al u defini da 

b d mini 1 do I'Dz Cou I'D•.,.. so r • um o o qua quer .,.. "" ., sat.is!'azendo a 

• as condiç6es de cont.orno; 

ond~. d~ 

denot.ada 

acordo 

r = 

X z 

r 
1 

u(x) = ucx:> 

8uCx:> qCx) = ür,Cx:> 

com a !'igura 

u r z 

r z 

= q(x) 

abaixo, 

; em O (3. 2.1) 

a 

em r 
1 (3.2.2) 

em r z 

!'ront.~ira d~ o s~rá 

x pont.o campo 
t pont.o f'ont.~ 

1 

Usando a s~gunda id~nt.idad~ d~ Gr9&)n, pOd~mos 

t.ransf'ormar o problema C3.2.1) com as condiç8es (3.2.2), numa 

equaç~o integral equivalente 

= (3. 2. 3) 

onde v é uma funç~o regular qualquer. 
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Se escolhermos v de modo que VZv = O, en~~o a 

expressko (3.2.3) ~orna-se dependen~e apenas do con~orno, 

A desvan~agem observada, a~ravés de 

experiências numéricas. na escolha de uma f'unç~o v qual quer 

sa~isf'azendo o laplaciano, es~á no condicionamen~o numérico 

apresen~ado. Uma melhor opç~o para es~a escolha. é dada pela 

soluç~o f'undamen~al do problema. 

Deno~aremos • • u = uC{.x:> como a soluç~o 

f'undamen~al para a equaç~o de Laplace, represen~ando o 

po~enci al medi do num pont.o x devi do a uma f'ont.e uni t.ár i a 

at.uando num pont.o {. 

Como vimos no capit.ulo II. 

f'undamen~al para o laplaciano, sat.isf'az 

2 • 
V u C{,x) =- 6C{,x) 

onde 6 é o Delt.a de Dirac. 

Out.ra propriedade observada é que 

I 2• " I 2. u[V u + 6 J dO = uV u dO 

o o 
+ i. 

u 

a soluç~o 

(3. 2. 4) 

i. u represent.a o valor da f'u~ç~o desconhecida u no pont.o de 
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aplicaç•o da carga. Pela equaç•o (3.2.4), ob~eremos 

I 
2 • i 

uCV u ) dO = - u 

o 

Como analisado no capi~ulo an~erior para 

problemas em duas ou ~rês dimensões, as soluç~es ~undamen~ais 

são dadas por : 

3-D: 
• 1 u c~.x) = 

" 4nr 
Po~encial Ne~oniano 

2 - D 
• 1 u c~ ,x) = 

"' 2 n 
; Po~encial Logari~mico 

onde r = rC~,x) indica a dis~ância en~re os pon~os x e e. 

Dessas express~es, observemos que as sol uç~es 

~undamentais an~eriormente de~inidas apresen~am singularidades 

no pon~o X = e. Par a prossegui r mos na análise das equaç~es. 

necessariamen~e ~emos que isolar esta singularidade. 

Vamos considerar uma es~era O centrada no 
e 

ponto~. no in~erior do dominio, com raio e. 

r 
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Consideremos agora a equaç~o C3.2.3) modi~icada 

pela integraç~o na regi~o O O& em substituiç~o a 

integraç~o em O. Teremos ent~o. 

I [u(x)~u•c{,x) - u•c{,x:>~uCx:>l dOCx:> = 

o-o 
& 

= 

+ I r 
r 

& 

Observando que na 

bem como ~u • C { , x) = O, 'leremos 

região 

I ( cru • c~ • x:> • cruc x:> ) 
uC x) 8r,C x) - u C~ , x) itrJC x) dr = 

r 

= I uCx) 
r 

& 

(3. 2. 5) 

2 
O - O , '\1 uC x) = O , 

& 

(3. 2. 6) 

Tomando o limit.e & -+ O no primeiro membro do 

segundo lado da expressão ant.erior, e escrevendo: 

uCx) = uCx:> - uC{) + uC{) 

segue que, 
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lim 
& .. o 

I uCx) 

r 
& 

lim 
& .. o 

+ lim 
& .. o 

I [uCx) 

r 
& 

I uC() 
r 

& 

• 
- Cft)JIIu C( ,x:> dr 

u .. 67)c ;o & 

(3. 2. 7) 

Pelas express&s das soluçESes f'undament..ais 

dadas ant.eriorment..e obt.eremos, 

C i) Em 3-0 
au•c( ,:>U au• ilr 1 C-1) 1 = ~ iiil = = ih}Cx:> 

4nr 2 
4nr 2 

assim, 

2n R/Z 

lim Jr 
au•c( .x:> 

dr 1 lim I I 1 2 z sen B dB d~ 8T}CX5 = 4 n & 
& 2 

& .. o & .. o & 
o o • 
zn 

1 lim J2 d~ 1 = 4 n = 
& .. o 

o 

C i i) Em 2-0 
au•c( ,x:> au• ilr 1 C-1) 1 = ~ 8Tl = 2nr = 2nr i171C>U 

e t.ambém, 

zn 

lim Jr w•cr, .x:> dr 1 lim J+ & d~ 1 ãljCX) = 2n = 
& 

• .. o & .. o 
o 

& 
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Portanto pelas observaç~s Ci) e Cii), por 

C3.2.7? e assumindo que ué con~inua em x ~ ~. •n~ao 

Do mesmo modo, 

lim 
& ... o 

lim 
& ... o 

Assim ficamos com a equaç~o integral final: 

I ( • cruc x:> cru • c { , x:> ) dr uC {) = u C { , x) êlljC X) - uC x) êllj( X) 

r 

3.3.- EQUAÇÃO INTEGRAL SOBRE O BORDO 

C3. 2. 9) 

A equaç~o in~egral C3.2.8) é válida apenas para 

pontos no interior do dominio n; para os pontos localizados na 

f'ront..t;tira a t;txprt;tSs:ilo sof'rt;t uma pt;tqut;tna, mas signif'icat..iva 

mudança. 

Para efei~os de integraçao, considt;tremos sobre 

um ponto da fronteira no dominio tri-dimensional Ca análise 

para o caso bi-dimensional é similar) uma semi-esfera, como 
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indicada na figura: 

pont.o sobre 

bordo 

Admi t.i remos que a front.eira 

localizado o pont.o considerado seja suave. Ent.llo 

I ( • 8u(x) au·c~ .x:> 
) dr uC{) = u (~ .x:> - uC:x) étr,Cx) étr,Cx) 

r 

I ( u·c~.x:> 8u(x) 
- uC:x) au·c~ .x:> 

) dr = étr,Cx) étr,Cx:> 
r-r 

& 

I ( • 8u(x) au·c~ .x:> ) + u (~ .x) - u(x) dr étr,(X) tJr,<x:> & 

r 
& 

onde est.A 

de (3.2.8). 

(3. 3.1) 

Subst.i t ui ndo a solução fundamental 3-D par a a 

segunda int.egral do lado direit.o da equaçllo (3.3.1) e passando 

o limi t.e. 

lim 
& ... o I ( r 

& 

28 
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mas. 

lim 
& + o 

e 

I uCx:> 
r 

& 

8u(x) 
6;)CX5 I uCx:> 

r 
& 

1 

4n&2 

= lim {-J [u(x) 
& + o r 

& 

- uC{)l-
1
- dr&} 

4n&2 + lim {-J uC{)---
1 

2 dr&} . 
& .. o r 4n& 

& 

Assumindo a con~inuidad~ d~ u ~m x = {. o primeiro membro do 

lado direi~o da equaç~o acima anula-se e 

lim {-J uC{)---
1 

2 dr&} 
& .. o r 4n& 

& 

1 - ""2 uC{) 

Por~an~o. por (3.3.1) 

uC{) = J (u•c{ .x:> 8uCx:> - uCx:> 8u•C{ .x:>) dr + 1 uC{) 
iJ"QC x:> iJ"QC x:> ""2 

r 

ob~endo a express~o ~inal para um pon~o sobre o bordo: 

1 I (, . 8uCx) -a uC{) = lu C{ .x:> iJT1Cx) 
r 

• 
uCx:> 8u ~~x;u) dr (3. 3. 2) 
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OBSERVAÇÃO 1 Se colocarmos as condiçe5es de 

cont-orno: 

{ 

uc :x) = ücx:> 

ihJ(:x) 
qC :x) = ih)( )() = qC :x) 

; em r 
' 

em r z 

a equaç~o (3.3.2), t.oma a ~orma usual 

= I u•q dr -

r u r 
' 2 

• • I u•q dr -

r 
q dr - I u q dr 

port.ant.o. 

• onde q 

é: 

Iu 
r 

I u 
r 

• q dr + 

l z 

OBSERVAÇÃO 2 

z 

• u dr + • q dr 

r z 

• u dr 

(3. 3. 3) 

A express~o geral para (3.3.2) 

cC~)u(~) 

• 
= I (u • c~ • x:> cruc x:> - uc x:> cru c~ • x)) dr 

ih)Cx:> V,Cx:> 
r 

com 
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. • {
c(~) • 2 an 

a a Angulo in~erno da ~ron~eir& r. ~omado no pon~o (. 

1 
Por ex.mplo. para con~ornos suaves a = n; c(~) • ~ • para 

n 1 
con~orno com can~os a = ~ ; c(~) = ~ 

3.4.- CONSIDERAÇÕES NUMÉRICAS 

As equaç2Ses C3. 2. 8) e (3. 3. 2) es~abelecidas 

nas seçes&s an~er i ores sl:o anal i ~i c as: nelas nenhum ~i po de 

aproximaçl:o :foi ut.ilizada. Em c'-lculos e:fe~ivos ~ornam-se 

necess'-rias algumas discre~izaçeses para resolvê-las; é o que 

abordaremos nest,a seç:i:o. 

Uma observaç:i:o inicial é que nos elemen~os de 

con~orno exis~e a possibilidade de usarmos aproximaç3es 

a~ravés de :funçes&s cons~ant,es em cada el emen~o. :fa~o 

est.e i mpossi vel em ou~ros mé~odos como os el emen~os :fi ni t.os ou 

as di:ferenças :fini t.as. o t,rabalho com :funç3es de 

aproxi maçS:o const,ant,e t.orna a part,e comput-acional 

essencialment-e mais simples. 

Como o usual. as int,egrais si: o en~l:o 

di scret.i zadas numa série de el ement,os. Os pon~os onde a 

soluçl:o ser'- calculada serl:o os nós. e eles poderS:o 
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1 ocal izar-se no me i o de cada element.o nos element.os 

const.ant.es. na junç~o de dois element.os para element.os 

lineares; para element.os quadrât.icos s~o usados t.ant.o os n6s 

cent.rais como os ext.remos dos element.os. 

3.4.t- ELEMENTOS CONSTANTES 

Nos element.os 

di scret.i zado em N el ement.os, 

de r e N ao longo de r . 
1 2 2 

const.ant.es o cont.orno é 

dos quais N est.arão ao 1 ongo 
1 

8u 
Os valores de u e de sua derivada normal q = ~ 

serão t.omados const.ant.es e iguais aos seus respect.ivos valores 

nodais no meio de cada element.o. A equação C3.3.2) pode ser 

assim escrit.a. 
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~ u\ + J q•u dr = J u•q dr 

r r 
(3.4.1) 

o valor = 1 
""2 deve-se ao f'ato que para elementos 

constantes. o ponto sobre o contorno terâ bem def'inida a sua 

normal. 

Considerando constante o valor deu e q (3.4.1) 

torna-se. 

{-u, + tJJ/ 
j 

dr h= tJ J/ (3. 4. 2) 

NOTAÇl:O 

1 
""2 

,.. =I q. H .. 
\.J 

r. 
J 

e G .. 
\. J 

J 

Com esta notaç~o. (3.4.2) assume a f'orma. 

N N 

L "' I u. + H. .u. = G .. q. (3. 4. 3) 
\. \. J J \. J J 

j=~ j= i 

OBSERVAÇÃO A equação (3. 4. 3) dada 

anteriormente. representa a relação entre o i-ésimo n6 onde a 

soluç~o f'undamental é aplicada e t.odos os j-ésimos elementos 
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sobre o con~orno. 

Ainda poderemos reescrever (3. 4. 3) de um modo 

mais simplif'icado, bas~ará an~es def' i ni r mos: 

! 
A 

H .. 
\.J 

H .. = 
\.J A 

H .. + 
\.J 

Assim, 

; 

1 
~ 

quando 

quando 

N 

\H .. u. 
L "J J 
j=~ 

i '1l ~ 

i = j 

N 

= L G\.jqj 

j=~ 

que ~em a f'orma ma~ricial equivalen~e. 

HU = GQ 

Pelas condiçeíes de con~orno 

(3. 4. 4) 

(3. 4. 5) 

do problema. 

conhecemos N valores de u e N valores de q sobre o bordo. 
t 2 

assim reordenando o sis~ema ma~ricial acima ob~eremos um 

sis~ema de N equaçeíes com N incógni~as. 

Ax = F' (3. 4. 6) 

Resolvendo (3.4.6), ~eremos os valores do 

po~encial e de sua derivada normal sobre o bordo r. Com es~es 

valores podemos ~ambém es~imar o compor~amen~o da solução no 

in~erior do dominio a~ravés de (3.2.8). ou seja. 
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H 

u. c \ G .. q. .. L "J J 
j•S 

Os fluxos internos 8u 
q = 

X ~ 

pod~rKo s~r cons~guidos, s~ n~c~ssário, 

~ormal~n~~ a ~xpr~ssKo C3.2.B), 

Cq ).= J q y .. 
r 

3.4.2.- A INTEGRAÇÃO NOS ELEMENTOS CONSTANTES CASO 

BI-01 MENSI ONAL 

"' 

C3. 4. 7) 

As integrais H.. e G .. que aparecem no problema 
'-J "I.J 

aproximado, podem ser calculadas usando esquemas de quadratura 

gaussiana. Deveremos entretanto tomar cuidado quando 

estivermos integrando sob o mesmo el amento onda a sol uç~o 

~undamental as~iver sendo aplicada, pois ai ocorrem 

singularidades. 

"' Para o termo H .. não há problemas, já que ele é ...... 
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identicamente nulo devido a ortogonalidade entre a normal e a 

super~icie do elemento. isto é. 

H .. 
\.\. 

r········-· .. ·--·····--··F--.. ··r-····••m•n••·-·! u = u. 
' i • ' \. 

Para o termo G .. teremos. 
\.\. 

G .. I u• dr 1 I log(+) dr = = 2 n \.\. 

r. r. 
\. \. 

Usando o sistema de coordenadas abai.xo, para o 

i-ésimo elemento, onde r= ~Ir I ; Ir I = Ir j. 
i i 2 

~ ';'-1 I { ';'1 
Pil Ir I Pzl Ir I Pa! 

i i ! 2 ! 
!·······································································'····································································! : 1. : 
: \. ! 
r····························-··-·····································-··············-·······-·············································~ 

Obteremos para os elementos constantes, 

mas, 

G .. = 
\.\. J log(+) 

r. 
\. 

dr = 1 
n tog[+J 
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ent~o. 

p. 1 

G .. = 1 I log (+) dr 
1 I log( t ir,l) d~ - = 

\\. n n 

Pz o 

Ir .1 [ (log( 
' 

d~) 1 
,; ,) d~ + J log(+J = --n s o 

1 Ir • I [ log ( I~ • d + 1 ) = --n 

1 lr•l[log(l~.d+1) = --n 

portanto, 

G 
1 lr•l[ log( ~~.d + 1) (3. 4. 8) = --u n 

OBSERVAÇÃO A integral que aparece nos 

cá.lculos acima deve ser calculada tomando-se o limite, ou 

seja, 

1 1 

I log(+J d~ = lim I log(+J d~ = 1 
& ... o 

o & 
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onde 

1 
= :a-R 

(cxk+t- xk)a + Cyk+t- yk)aJ'"'zJs ( 1 ) 
~----------~a~--------~~ log~l{. I 

\. 
-s 

comprimen~o do k-ésimo elemen~o. 

w. PQSOS associados com a quadra~ura numérica . 
... 

R dis~Ancia en~re o n6 de aplicaç~o da carga e os 

pon~os gaussianos. 

" Já a f'6rmula envolvendo os ~ermos de H .. para 
'-J 

i~j pode ser deduzida da seguin~e maneira: 

pon~o considerado pon~o para a in~egraç~o 

gaussiana 

d // Tl 

d 
cos 8 = ~ 
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Destacando mais a regi~o do ponto 0: 

X z 

Assim, r 
dr = ~ cos9 + ~ = cos9 

port.ant.o 

ent..S:o, 

"' H.. 
1.J 

1 
=~ 

dr = 1 
2 n 

(- +) cos9 

J4 
r. 

J 

...)( ... c_x_Jc_·_~ _-_x_Jc_)_
2
-..,.;....-c_Y_Jc_•_~_-_Y_Jc_)_

2
...rL..r• {[ _ 

-~ 

]d 
1. 

Após est.as consideraçESes, 

seguint.es ~6rmulas: 

H .. 
1.J 

39 
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G .. 
'loJ 

3.4.3.- ELEMENTOS LINEARES 

Es~udaremos agora o compor~amen~o do má~odo dos 

cont..orno usando f'unçesQs apr oxi maç~o 

linear. Veremos que, apesar da necessidade do .. assemble"" para 

as equaçeses, a est.rut.ura das mat.rizes á a mesma do caso 

Out..ro f'at.o, 

simplicidade do •• assembl e •• comparado com os element..os 

f'ini t.os. 

Recordando a equaç~o de aproximaç~o deduzida 

para N elemen~os sobre o bordo, ~emos 

• q ul dr (3. 4. g) 

A idéia agora é aproximar o pot.encial u e sua 

derivada q linearment.e, ou seja, 
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{ 

uC{) = 
qC{) = 

+ t:P C{)u z z 

+ tP C{)q z z 

onde, u. e q. para i = 1.2 s:o os valores nodais e 
\. \. 

1 = ~ 
1 = """"2 

• -1 s t' s 1 
(1 - t') 

C1 + {) 

u
1 

ou q
1 

pi P2 

t' = -1 

(3.4.10) 

I t' = 
X = -L/2 L lx = 

1 
L/2 

.......................................................................................................................................................................................... 1 

x coordenadas locais 

t' coordenadas ~ransformadas 

t' = 2x/L 

Subs~i~uindo C3.4.10) em C3.4.9), 

c.u. 
\. \. = ~.( I/[~.q. 

J 

+ t:P q l dr - J q•rt:p u 
2 2 i i 

r. 
J 

ou ainda. ado~ando a no~ação: 

41 
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k = 1,2 

ficaremos com. 

N N 

L L "' c. u. = Gi. jq j - H. .u. 
\. \. \. J J 

j=t j=t 

O "assemble" para o i-ésimo nó pode ser 

ilus~rado do seguin~e modo: 

r 

G .. = g~. + 
\.j \.(j-1) 

H .. 
\.j 

chamando: H .. = H .. + c. 
\. J \. J \. 

N 

........ 
I\ -..... 
I \ ......_' 
\ \ ................ 
I \ , 

I \\ 

i 
g .. 

\.j 

I \ 

segue. 

N 

\ 

j-ésimo nó 

\H .. u. 
L '"J J 
j=t 

= L G\.jqj 

j=t 

para cada pon~o. 
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Aplicando esta última equaçl:o em todos os nós 

da ~ronteira. montaremos o sistema: 

HU = GQ 

como no caso constante. Novamente reordenando as equaçeses. 

obteremos o sistema linear de equaçeses. 

Ax =F 

3.4.4.- A INTEGRAÇÃO NOS ELEMENTOS LINEARES 

As ~órmulas de integraç~o obtidas para os 

elementos constantes continuam válidas nos elementos lineares. 

com pequenas mudanças. devi do ao "assembl e" das equaçeses na 

interseç~o entre dois elementos. Quanto as singularidades, 

deduziremos as equaçeses anal i ti cament.e para posteriores 

operações computacionais. 

Novamente o termo com k = 1 .2 é 

identicamente nulo pela ortogonal i da de entre r e TI. Os 

termos g~. podem ser ~acilmente calculados. 
\.\. 

Analisemos a ~igura a seguir: 
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y 

Cx •Y ) z z 

Cx .y ) i-ésimo nó 
1 1 

Cx •Y ) a z 

X 

1/Z 

r = I~ - xl = ( Cx 1 C~) - x
2
Cx))

2 + Cy 1 C~) - y
2
Cx))

2
) 

Transformando as coordenadas Cx .• y.) em r 
'" \. \. 

para o elemen~o padr~o. 

1 1 = "'(J?)X + "' (J?)X = -2 (1 - J?)X + -2 Cl + J?)X 
t 1 z z 1 a 

ob~eremos. 

r = ~~ - xl 

= !ex .y ) 
1 1 
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ent.:l:o 1 
1. C1 + l')) -1 :s r = a- • para l') 

\ 

Ana1ogament.e para r. • com 
1.-t 

xC l')) 1 
C1 l'))X + 1 C1 + l'))X = a- -

~ 2 s 

y< l')) 1 C1 l'))y + 1 C1 + l'))y = ~ -
~ 2 t 

acharemos. 

1 
1. C1 - l')) -1 r = ""2 • para 

1.-t 

OBSERVAÇÃO C i) Pelo "assemble" segue que 

G .. 
1. 1. 

= g~ . + 
1.(1.-t) 

t 
g .. 

OBSERVAÇÃO C i i) 

dr = 1 
2 n 

1.1. 

I log(+-) 
r. 

\.-S 

-t 

t 

dr + 

::s 1. 

:s l') ::s 1. 

= 81 n 1 i. - i I 1 og ( 1 i. - i~ 1 -l'))) C 1 + l')) dl') 

-i 
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Também, 

I u•~. dr = 1 I 1og(+-) •• dr 2ft 
r. r. 
" " 

I. 

1 J 1og( e ) 1 1 
1. = 2 7t 1 C1+ :> ~ C1 - 71)~ . TI " " -· 

1 

1 
1. J 1 og ( I i~ 1 +TI)) C 1 - TI:> dTI = 8"fi" " 

-1 

Assim pelas observaçBes Ci) e Cii), 

G .. 
"" 

1 

= rJ--n 1 \.-si 1 og ( I ~ 1 _ ) ) C 1 + TI) dTI 
i. -s TI 

-1 

1 

+ 8
1 

n 1 i. J 1 og ( 1 i. ~ 1 +TI)) c 1 - TI' dTI 

-s 

d71 

Resolvendo as in~egrais an~eriores, acharemos 

C3. 4.12) 

OBSERVAÇÃO Ciii) 
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' 1 J 1og[ 
2 ) 1 1 

1. dl) • an 1 (1+ ) a- ' 1 + l))-
i. 'F) 2 \. _, 

1 
1 i. [ ~ - 1 og( 1 i.)) (3. 4.13) IC e n 

3.5.- FONTES INTERNAS CEQUAÇÃO DE POISSON> 

Em mui~os problemas prá~icos modelados a~ravés 

da t..eor i a do pot..enci al • a i ncl usfro de :font..es i nt..ernas é 

inevit..ável. Most..raremos agora que a adapt..aç~o dest..as :font..es no 

mét..odo de cont..orno pode ser :feit..a sem grandes di:ficuldades. 

aproveit..ando-se inclusive a est..rut..ura dos problemas 

ant..eriores. 

Consideremos en~~o. uma :funç~o u que sat..is:faz a 

equaç~o de Poi sson no domi ni o O c [R
2

: 

~u(x) = :f(x) em o 

uCx:> = ÜCx:> em r (3. 6.1) 

' 8u(x) q(x) r = em ãr)(x) 2 

Como :fizemos em C3. 2. 8) podemos t..rans:formar a 

equaç~o C3. 6.1) em. 
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JcVZucx:>-fCx:>lu•ct .x:> dOCx:> = Jcu•ct .x:>qcx:>-q•ct .x:>ucx:>J drcx:> 

o r 

Usando a mesma soluçao fundamen~al • u de 

(3.2.4) para a equaç~o de Laplace. ob~eremos 

cC{)uC{) = Jcu•c{ .x:>qcx:>-q•ct .x:>ucx:>Jdrcx:> 

r 
+ Ju•c{ .x:>fCx:>dOC:x:> 

o 
(3. 5. 2) 

Observemos que a úl~ima in~egral con~ém apenas 

~ermos conhecidos. Em (3. 5. 2) se 

cons~an~es ficaremos com. 

c~u~ + J f u• dO+ J u q• dr 

o r 
que pode ser reescrit.a como, 

N N 
A 

c. u. + B. + L H. .u. = L \. \. 

ou ent.ão, 

\. \. J 
j=~ 

N 

B. + \H .. u. = '" L '"J J 
j=t. 

J 
j=i 

N 

\G .. q. 
L '"J J 
j=1 

usarmos 

• u 

G .. q. 
\. J J 

element.os 

Para um conjun~o de n-equações com n-n6s a 

úl t.ima equação pode ainda ser colocada na forma mat.ricial 

equivalent.e, 
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ond• B • J ~ u•do 

o 

B+HU•GQ 

ou ainda reordenando o sis~ema (3.6.3). ~icaremos com. 

Ax =F 

C3. !5. 3) 

(3. 6. 4) 

Depois de conhecido os valores de u e q no 

bordo. podemos conhecer ~ambém u no in~erior de O a~ravés de. 

N N 

u. = [ G. ,q. - [íi .. u. - B. 
\. \. J J \. J J \. 

(3. 6. 6) 

j•lll j•ll& 

.... 
3.5.1- INTEGRAÇAO DO TERMO FONTE 

Abordaremos inicialmen~e em (a) esquemas usuais 

de in~egraçlro na regilro O. A seguir apresen~aremos algumas 

al~erna~ivas (b) e Cc) que procuram. na medida do possivel. 

evi~ar es~a in~egraçlro ~o~al sobre O ob~endo-se apenas 

equaçé5es i n~egr ais de bordo. enquadrando-se assim mais 

adequadamen~e na ~iloso~ia dos elemen~os de con~orno. 

Ca) Como ~azemos em elemen~os ~ini~os o 

dominio é dividido em elemen~os e a in~egraçlro é realizada 
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passando-se para as coordenadas ~ransformadas, 

y 
•TI 

1 

TRANS. -1 1 

-1 

x\._ 1 xi. 

----~----------------------------~X 

Nas coordenadas ~-r,. ~amos 

Cx. + X. ) Cx - X. )~ 

x(~) " \.-1 i. \.-1 = 2 + 2 

Cy + y,) Cy - y, )l? 

yCr,) i.+t " \.+t '1. = + 
2 2 

cujo jacobiano da ~ransformaç~o é dado por: 

Cx - X. ) 
dx i. \.-1 = 
d~ 2 

J = 
dy Cy - Y.) 

\.+1 " = d71 2 

Assim para cada elemen~o. 
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J
)(\ Jy\+t 

f'Cx. y) 

)(\-t y\ 

Cx.- X. 
\ = 2 

NPI 

= J •. z= 
j=t 

\-t 
) Cy - y,) NPI 

L 
\+i \ 

2 w. 
J 

j=t 
[ ~· \ =• 

w. f'(~ .• l') ,) ] 
\ \ J 

w. f'(~. ,l') ,) ] 
\ \ J 

Nos elemen~os de con~orno o ~ermo B\ ~orna-se. 

onde. 

NPI : número de pon~os gaussianos para a in~egração em cada 

elemen~o. 

J Jacobiano da ~ransf'ormação para cada elemen~o . 
• 

w. . pesos para a in~egração. 
\ J 

OBSERVAÇÃO !: impor~an~e no~ar que para o 

pont.o onde se aplica a carga a in~egração leva em con~a a 

dis~ância en~re os n6s gaussianos, ou seja. 
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I I p(r) d~d~ = 

o 
i. 

pCrC~. , ~ .))] 
" J 

C3. 6. 7) 

ond~ pCrC~ .• n.)) é o valor da funçKo nos pon~os gaussianos a r 
" J 

6 a dis~Ancia da aplicaç~o da carga a~6 ~s~es pon~os. 

Cb) Soluç:lo Par~icular Vamos ilus~rar as~e 

mé~odo a~ravés do seguin~e exemplo, 

Equaç~o de Poisson V2 uCx) = 2 em O c [Rz 

Condições de Con~orno uCx) = ücx:> em r 
:l 

8u(x) 
qCx) r = em 

ih]Cx) z 

A soluç~o u des~e problema pode ser dividida 

formalmen~e em duas componan~es: 

uCx) = u Cx) + u Cx) 
1 z 

onde u é uma solução par~icular e u é uma solução 
:l z 

complemen~ar. 

forma: 

VZu = 2 
:l 

Vamos escolher a soluç~o par~icular 
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Pela linearidade do problema, segue que 

V2 u = VZcu + u :> • • 
= VZu + VZu = 2 .. . 

e como V
2

u == 2 , ent.~o ~u == O. 
1 z 

agora que 

V2 u Cx:> z 

uCx:> • 
8u (x) 

• 
lh?Cx:> 

encontrar 

Desse modo, mudamos o problema original t.endo 

det.er minar u tal que: z 

= o • em O c IRZ 

= ücx:> - u (x) • em r .. .. 
8u (x) 

qCx:> :1. r = • em 
ih)Cx:> 

z 

Observe que o passo crit.ico, nest.a abordagem, é 

a solução par ti cul ar u (x). 
1 

o que, aependendo da 

(c) : No caso do t.ermo ~ont.e ~ ser uma funç~o 

harmônica em O, is~o ó, vZ~ = O, podemos achar uma ~unç~o v• 

~al que vZv• 

escrevermos, 

• = u e en~i:o pela segunda i dent.i dade de Gr een, 

= J (r 
r 

• v 

o qual reduz a int.egral de dominio à: 
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I fu• dO 

o 
I (r ~·-
r 

• v 

OBSERVAÇÃO Nes~a si~uaç~o, para problemas 

• bi-dimensionais, poderemos usar a soluçao fundamen~al v para 

a equaç~o bi-harmOnica: 

• v 
z 

r = 8 n C1 - log r) 

3.6.- ESTIMATIVA DO ERRO 

Nos elemen~os de con~orno, exis~em 

essencialmen~e erros de ~runcamen~o nos cálculos das 

int..egrais e na aproximaç~o do cont..orno por polinômios por 

part..es. Como o mé~odo ~rabalha com mat..rizes cheias podem 

se usarmos uma discret..izaç~o em h Ct..amanho do element..o) 

muit.o pequena. 

Uma análise rigorosa do erro á par~icularment..e 

dificil, e de fat..o n~o exist..e uma t..eoria est..abelecida. Parece 

n~o ser conhecido. em geral. como o erro se comport..a em funç~o 

de h. embora alguns art..igos [4] que ~ra~am com problemas 

de t..ens~o. indicam que o mét..odo se comport..a como hP, p ~ 1. 
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No próximo capi~ulo. quando discu~iremos os 

aspec~os compu~acionais. apresen~aremos alguns exemplos 

e compararemos a soluç~o numérica ob~ida com a soluç~o exa~a 

para vãrios ~amanhos de h. 
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IV.- ASPECTOS COMPUTACIONAIS 

~dicamos um capi~ulo d~s~~ ~rabalho a~nas 

para discut.irmos os programas comput.acionais ~nvolvidos com 

problemas de potencial • equaç3es de Laplace e Poi sson com 

aproximaç~~s const.ant.~s ~ linsar~s. d~s~nvolvidas no capit.ulo 

III. Os programas f'oram realizados na linguagem est.rut.urada 

FORTRAN com dupla preci s:[o e inicial ment.e i mpl ement.ados em 

microcompu~adores pessoais do ~ipo IBM-PC. Para r~solv~rmos 

problemas que exi gi am malhas mais r ef' i nadas. recorremos ao 

computador VAX/VMS Vers:[o 4.5 da UNICAMP. 

4.1.- EQUAÇÃO DE LAPLACE COM ELEMENTOS CONSTANTES 

Vamos analisar primeirament.e o programa que 

r~ol~ a ~uaçiil:o d~ Laplac~ C3. 2.1) com as condiç~~s d~ 

cont.orno dadas; no programa desenvolvido usamos f'unç~es de 

aproximaç~o constante em cada elemento. Apresentaremos o 

esquema geral do programa. ~ a seguir dst.alharemos cada uma 

das subrot.inas. 
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PROGRAMA 
PRINCIPAL 

CEn~rada dos dados) 

-I MALHA 

-1 FMAT 

-IDECOMPJ 

-I SOLVE 

-IPTINT 

--lóüiJSOTI 

4.1.1.- PROGRAMA PRINCIPAL 

r I I NTE 1--1 Glüss I 
---

LttNLOf 

----1 I NTE f--1 GAUSS f 

~ o programa que ordena e dis~ribui as ~arefas 

para as várias subro~inas; nele ~ambém encon~raremos a en~rada 

dos dados que s~o armazenados nos blocos de variáveis comuns 

~NIO e STEP. Des~as variáveis des~acamos NPI que é o número 

de pon~os in~ernos e N o número de n6s sobre o con~orno que dá 

a ordem da ma~riz principal. 

No programa principal, carregamos ~ambém o 

vet-or FI que con~erá as informações do pot-encial e de sua 

derivada e~erna sobre o bordo. 
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C MNMMMMMNNNMMNMMMNMNNMMMMMMMNMMMMMMMMNMMNMNMNMNNNNNNMMM 

C PROGRAMA PRINCIPAL 
C Programa para o problema de po~encial, usando o Mé~odo 
C de In~egrais de Con~orno com elemen~os ,cons~an~es 

C MMMMMMMMMNMMMMMMMMMMMMMNMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM 

c 

c 

PARAMETERCMX=10) 
PARAMETERCMY=10) 
PARAMETERCMT=40) 
PARAMETERCMTI=81) 

REALM8 PC2,MT),PMC2,MT),PIC2,MTI),GCMT,MT),HCMT,MTJ 
REALM8 CXCMX),CYCMY),FICMTJ,DFICMT),SOLCMTI),XFICMTJ 
REALM8 FUNC,HX,HY,XX,YY,XI,XF,YI,YF 
INTEGER KODECMT),INBCMTJ,PERCMT) 
INTEGER NX,NY,NNX,NNY,NPI.N.AK 
COMMON / DOMINIO / XI.XF.YI.YF.HX.HY 
COMMON / STEP / NX,NY,NNX.NNY.NPI,N 

c 
C ENTRADA DE DADOS 
c 

WRITECtt,10) 
10 FORMATC//,T10,'DEFINICAO DO DOMINIO [a,blx[c,dl ',/) 

WRITECtt,20) 
20 FORMATC/, T10, • INTERVALO [a, bl ', /) 

WRI TEC *. 30) 
30 FORMA TC //, T1 O. • EXTREMO INFERIOR : • , $) 

READC *, *) XI 
WRITECiE,40) 

40 FORMATC//,T10,•EXTREMO SUPERIOR ',$) 
READC *, M) XF 
WRITEC•,50) 

50 FORMA TC //, T1 O, • INTERVALO [ c , d J ' , /) 
WRITEC•,30) 

c 

60 

70 

c 

READC•.•) YI 
WRITEC•,40) 
READC•, *) YF 

WRI TEC *, 60) 
FORMATC//,T10,'NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO X 
READC *. M) NX 
WRITEC•,70) 
FORMATC//,T10,'NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO Y 
READC *, *) NY 

C CALCULO DO NUMERO DE NOS 
c 

NPI = CNX-1)*CNY-1) 
NNX=NX+1 
NNY = NY + 1 
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c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

N = 2*< NX +NY) 

CALCULO DA PARTI CAO 
HX = CXF-Xl)/DBLECFLOATCNX)) 
HY = CYF-YI)/DBLECFLOATCNY)) 

CHAMADA DAS SUBROTINAS 

CALL MALHACMT,Mli,CX,CY,P,PM,PI,KODE,INB) 

FUNCAO A SER AVALIADA C CARREGA O VETOR FI) 

DO 111 I = 1,N 
XX= PMC1,I) 
YY = PMC2,I) 
AI< = INBCI) 
FICI) = FUNCCXX,YY,AJ<) 

111 CONTINUE 
c 
C FORMA AS MATRIZES DO SISTEMA Ax = F 
c 

CALL FMATCMT,P,PM,G,H,FI,DFI,KODE) 
c 
C RESOLUCAO DO SISTEMA 
c 

CALL DECOMPCG,MT,PER) 
c 

CALL SOLVECG,PER,MT.DFI,XFI) 
c 
C CALCULA O VALOR DO POTENCIAL NOS PONTOS INTERNOS 
c 

CALL PTINTCMT.MTl,KODE,FI,XFI,PI,P,SOL) 
c 
C SAI DA DOS DADOS 
c 

CALL OUTPUTCMT,MTI,P,PM,PI,FI,XFI,SOL) 
c 

END 

4.12.- PARTIÇÃO DO DOMÍNIO 

A divisão do dominio é ~ei~a pela subro~ina 
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MALHA. e a i mpl ement.açllo foi elaborada para regieses 

r et.angul ares. A enuJIII;)r açilo dos nós no Jlll;)i o de cada el eJIII;)nt.o 

sobre o contorno e no interior do dominio. assim como a 

escolha par a a a vali açllo do pot.enci al ou do f 1 uxo. pode ser 

melhor esclarecido at-ravés do exemplo abaixo. 

Consideremos o dominio [0.1Jx[0.1l do plano 

x-y. e vamos dividi-lo em dois elementos por direção: 

u 
q 

dado 
incógnit-a 

r 
8 

1 

y 
q dado 
u incógnit-a 

6 

7 

1------1-

I.::.J 
I 

B I 
I 
I 

6 

4 

--

3 
r 

a 

1 I 2 X 
--~o~r----~r~----+---~r~z----~1------------------+ 

A enumeraç~o dos n6s sobre o bordo Gl dada no 

sent.ido ant.i -horário. Segundo a convenção usual a derivada 

normal apont.a para fora. Ainda nest.a convenção, no caso de um 

domi ni o desconexo. as normais apont.am na di reç:i\:o indicada 

JXõtl a f'i gura: 
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Q 

As coordenadas dos pont.os sobre o bordo s~o 

armazenadas na mat.riz P de 2xCN+1) posiçí:Ses de memória. Os 

pont.os médios de cada el ement.o r. 
J 

onde será aplicada a 

carga. ser~o guardados na mat.riz PM com 2xN posiçí:Ses. 

Os vet.ores KODE e INB servem para indicar a 

região sobre o bordo, onde é conhecido o valor do pot.encial e 

da derivada normal. 

Os nós int.ernos são armazenados na mat.riz PI de 

2xNPI posiçí:Ses. ~ import.ant.e observar que, t.rat.ando-se de um 

mét.odo de cont.orno. a melhor opç~o seria escolhermos 

apenas alguns pont.os do dominio para serem analisados. 

Ent.ret.ant.o opt.amos por um número maior de pont.os i nt.ernos. 

pois desejávamos avaliar o comport.ament.o numérico e o t.empo 

comput.acional do mét.odo. 
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c 

SUBR~NE MALHACMT,Mli,CX,CY,P,PM,PI,KODE,INB) 
REALM8 PCM,Ml?,PMCM,M1J,PICM,Mil),CXCM),CYCM) 
REALM8 XI,XF,YI.YF,HX,HY 
INTEGER KODECM),INBCM),NX,NY,NNX,NNY,NPI,N 
INTEGER AA,BB,CC,KK,BBB 
COMMON / DOMINIO / XI,XF,YI,YF,HX,HY 
COMMON / STEP / NX,NY,NNX,NNY,NPI,N 

C CONSTRUCAO DOS VETORES CXCi) e CYCj) 
c 

CXC1) = XI 
DO 10 I = 2,NNX 
J = I - 1 
CXCI) = CXCJ) + HX 

10 CONTINUE 
c 

CYC1) = YI 
DO 20 I = 2,NNY 
J = I - 1 
CYCI) = CYCJ) + HY 

20 CONTINUE 
c 
C CONSTRUCAO DAS MATRIZES PCi.j) e PMCi,j) 
c 

c 

AA = NX + NY 
BB = 2*NX + NY 
CC = 2*CNX + NY) 

DO 30 I = 1,NNX 
PC1 ,I) = CXCI) 
PC2. I) = CYC1) 

30 CONTINUE 
c 

DO 40 I = CNNX + 1),CAA + 1) 
PC1 ,I) = CXCNNX) 
PC2,I) = CYCI-NX) 

40 CONTINUE 
c 

DO 50 I = CAA + 2),CBB + 1) 
PC1,I) = CXCBB+2-I) 
PC2,I) = CYCNNY) 

60 CONTINUE 
c 

c 

BBB = BB + 2 
IFCBBB.GT.CC) GO TO 66 

DO 60 I = CBB + 2),CC 
PC1,I) = CXC1) 
PC2,I) = CYCCC+2-I) 

60 CONTINUE 
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c 
e5 PC1.CC+1) = PC1.1) 

PC2.CC+1) = PC2.1) 
c 

DO 70 I = 1.CCC- 1) 
PMC1.I) = CPC1.I) + PC1 .I+1))M5. D-1 
PMC 2. I) = C PC 2. I) + PC 2 • I +1 ) ) MS. D-1 

70 CONTINUE 
PMC1.CC) = CPC1.CC) + PC1.1))W5.D-1 
PMC2.CC) = CPC2.CC) + PC2.1))M5.D-1 

c 
DO 80 I = 1.NX 
J<ODECI) = 1 
INBCI) = 1 

BO CONTINUE 
c 

DO 90 I = NNX.AA 
J<ODECI) = O 
INBCI) = 2 

90 CONTINUE 
c 

DO 100 I = CAA + 1).BB 
J<ODECI) = 1 
INBCI) = 3 

1 00 CONTINUE 
c 

DO 110 I = CBB + 1).CC 
J<ODECI) = O 
INBCI) = 4 

11 O CONTINUE 
c 
C ENUMERACAO DOS NOS INTERNOS 
c 

I FC NPI. EQ. 0) 00 TO 140 
J(J( = o 
DO 130 J = 2.NY 
DO 130 I = 2.NX 
KK = J<K + 1 
PIC1.KK) = CXCI) 
PIC2.J<K) = CYCJ) 

130 CONTINUE 
c 
140 RETIJRN 

END 
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4.13.- FORMAÇÃO DO SISTEMA LINEAR 

Dada pela ro~ina FMAT. es~a é a principal par~e 

de ~odo o programa. Ela ainda con~rola as subro~inas INTE e 

INLO ~ormando as ma~rizes G e H dadas pela equaç~o (3.4.6). 

a 1 
-z· pois 

Os elemen~os da diagonal da ma~riz H s~o iguais 
A 

h .. 
\.\. 

= o devido a or~ogonalidade. A soluç~o 

~undamen~al é da ~orma log(; )• sendo que os ~ermos de G e H 

já aparecem mul~iplicados por 2n. 

Pela ~6rmula (3. 4. 5), após rearranjarmos as 

equações, mon~amos a ma~riz A <armazenada em G) e o ve~or do 

lado direi~o F <agora DFI) dados pela equação (3.4.6). 

c 

SUBROU!INE FMATCMT,P,PM,G,H,FI,DFI,KODE) 
REALM9 PCM,MT),PMCM,MT),GCM,MT),H(M,MT) 
REAL*8 FICM),DFICM),CH 
INTEGER KODECM),NX,NY.NNX,NNY,NPI.N,JJ 
COMMON / STEP / NX,NY.NNX,NNY,NPI,N 

C CALCULA AS MATRIZES G e H 
c 

00 30 I = l.N 
00 30 J = l,N 
IFCI.NE.J) TIIEN 
CALL INTECPMC1,I).PMC2,l),PC1,J),PC2,J),PC1,J+1), 

1 PC2,J+1) ,HCI ,J) ,GCI ,J)) 
ELSE 
CALL INLOCPC1,J),PC2,J),PC1,J+l),PC2.J+1),GCI,J)) 
HCI,J) = 3.141592600 
END IF 

30 CONTINUE 
c 
C ARRANJA O SISTEMA DE EQUACOES Ax = F 
c 

00 60 J = 1,N 
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JJ = KODECJ) 
IFCJJ.GT.O) THEN 
D050I =1,N 
CH = GCI. J) 
GCI .J) = HCI .J) 
HCI.J) = - CH 

50 CONTINUE 
END IF 

60 CONTINUE 
c 
C G e H JA ESTAO MULTIPLICADAS POR 2•n. PELO REARRANJO 
C DO SISTEMA, TEMOS A MATRIZ A C AGORA EM G) E O 
C VETOR DO LADO DI REI TO F C AGORA EM DFI) , DADOS 
C POR Ax = F. 
c 

110 
c 

DO 110 I 
DFICI) = 
DO 110 J 
DFICI) = 
CONTINUE 

RETURN 
END 

= 1 .N 
0.00 
= 1 .N 
DFICI) + HCI ,J)MFICJ) 

SUBROTINA I NTE Calcula as mat.rizes G e H 

at.ravés de esquemas de int.egração numérica sobre os element.os 

do bordo, excet.uando-se os coe~icient.es ao longo da diagonal. 

Os valores dos coe~icient.es podem ser calculados usando-se 

2, 4 ou 6 pont.os gaussianos. A escolha do número de pont.os de 

int.egração pode ser ~eit.a considerando-se a dist.Ancia de 

aplicação da carga e o t.amanho do element.o a ser int.egrado. 

Ilust.rando a idéia é a seguint.e: 
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y 

Cx .y ) z z 

Cx •Y ) 
:l 1 

---------r------=-~~-:----~~-----------------+ Cx •Y ) 
p p 

X 

onde d é a distância do ponlo entre a aplicaç~o da carga até o 

Cx •Y ) 
p p 

coordenada do pon~o ~on~& e Cx .• y.) 
" " 

i = 1.2 

coordenadas dos pon~os e~remos do elemento a ser integrado. 

Assim. 

d = [ [ X 
p 

Cx + x) 
i. z 

2 
c_Y_1-===--Y_z ~ r r 

Considerando-se a dis~~ncia d e o t.amanho do 

element.o L. propõe-se a normalizaç~o a~ravés da divis~o por L: 
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Através de experi•ncias computacionais [121. 

ver i f i c ou-se que dependendo do valor de S • recomendâ.vel 

usar-se mais ou menos pontos gaussianos. obtendo-se 

formalmente a seguinte regra: 

s s 1.5 6-pontos de Gauss para a integraç~o; 

1. s < s < 5. 5 4-pontos de Gauss para a integraç~o; 

s 2:: 5.5 2-pontos de Gauss para a integraç~o. 

No restante da subrotina INTE. usaremos as 

fórmulas (3. 4. Q) deduzidas no capitulo anterior que aparecem 

reunidas em GG e HH. A variãvel TAUX calcula a distância entre 

o ponto fonte até o pé da perpendicular da reta ligando os 

extremos do elemento considerado. e o sinal DIST é positivo ou 

negativo de acordo com o sentido escolhido. 

c 

c 

c 

SUBR~NE INTECXP.YP.X1.Y1.X2.Y2.HH.GG) 
REAL*8 XGC6).WC6).GI.OME.XCO,YCO.XP.YP,X1.X2.Y1.Y2.HH 
REAL*8 GG,AX.BX.AY.BY.TA.DIST,SIG.AUX1,AUX2.RA.DDTT 
REAL*8 PP1,PP2.PP3.SS.LL,RARA.TAUX,TTAA 
INTEGER NPG 

AX = CX2 - X1)*5.D-1 
BX = CX2 + X1)E. D-1 
AY = CY2 - Y1)E. D-1 
BY = CY2 + Y1)E.D-1 

LL = 4. DOMDSQRTCAX*AX + AYMAY) 
PP1 = 2. DOMXP - X1 - X2 
PP2 = 2.00MYP- Y1 - Y2 
PP3 = DSQRTCPP1MPP1 + PP2MPP2) 
SS = PP3/LL 

IFCAX.EQ.O) THEN 
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c 

c 

c 

c 

c 

DIST = D~XP - X1) 
ELSE 
TA = AY/AX 
TAUX = DABSCTAMXP - YP + Y1 - TAMX1) 
TTAA = DSQRTCCTAMTA) + 1. 00) 
DI ST = TAUX/TTAA 
END IF 
SIG = CX1 - XP)MCY2 - YP) - CX2 - XP)MCY1 - YP) 
IFCSIG.LT.O) DIST =- DIST 

NPG = 4 
IFCSS.LE.1.500) NPG = 6 
IFCSS.GE.6.600) NPG = 2 

CALL GAUSS(NPG.XG.W) 

GG = O. 00 
HH = 0.00 
00 40 I = 1.NPG 
GI = XGCI) 
OME = WCI) 
XCO = AX*GI + BX 
YCO = AYMGI + BY 
AUX1 = C XP - XCO) MC XP - XCO) 
AUX2 = CYP - YCO)MCYP - YCO) 
RA = DSQRTCAUX1 + AUX2) 

GG = GG + DLOGC1. 00/RA)*OMEMDSQRTCAXMAX + AYMAY) 
RARA = RA*RA 
DDTT = DI ST /RARA 
HH = HH - CDDTIMOMEMDSQRTCAXMAX + AYMAY)) 

40 CONTINUE 
c 

RETIJRN 
END 

SUBROTINA INLO Calcula os elemen~os da 

diagonal da ma~riz G pela ~órmula (3.4.8). A subro~ina GAUSS 

indica o número de pon~os para a in~egração. 
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c 

c 

c 
c 

SUBROlTIINE INLOCX1. Y1.X2, Y2.GG) 
REALM8 X1,X2.Y1.Y2.GG.AX.AY,SR 

AX = 
AY = 
SR = 
GG = 

C X2 - X1 )*S. D-1 
CY2 - Y1)M5. D-1 
DSQRTCAX•AX + AY•AY) 
2. 00MSRMCDLOOC1. 00/SR) + 1. 00) 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

SUBROUTI NE GAUSSC NPG, XG, W) 

REALM8 XGC6). WC6) 
INTEGER NPG 

IFCNPG.EQ.2) THEN 
XGC1) =- 0.57735026918962600 
XGC2) = - XGC1) 
WC1) = 1. DO 
WC2) = WC1) 
ELSE IFCNPG.EQ.4) THEN 
XGC1) =- 0.86113631159405300 
XGC2) = - 0.33998104359495600 
XGC3) = - XGC2) 
XGC4) = - XGC1) 
WC1) = 0.34785484513745400 
WC2) = 0.65214515496254600 
WC3) = WC2) 
WC4) = WC1) 
ELSE 
XGC1) = - 0.93246951420315200 
XGC2) = - 0.66120939646626500 
XGC3) =- 0.23961918608319700 
XGC4) = - XGC3) 
XGC5) = - XGC2) 
XGC6) = - XGC1) 
WC1) = 0.17132449237917000 
WC2) = 0.36076167304813900 
WC3) = 0.46791393457269100 
WC4) = WC3) 
WC5) = WC2) 
WC6) = WC1) 
END IF 
RETURN 
END 
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4.14.- RESOLUÇÃO DO SISTEMA LINEAR 

A ma~riz A mon~ada na subro~ina FMAT. n~o 

apresen~a nenhuma es~ru~ura especial de esparsidade como em 

ou~ros mé~odos numéricos; ela é uma ma~riz cheia e não 

simé~rica. Desse modo. para ob~ermos os valores das 

inc6gni ~as usamos as subro~inas DECOMP e SOLVE para sis~emas 

lineares. 

SUBROTINA DECOMP : Faz a decomposição da ma~riz 

A na forma LU armazenando-a na própria ma~riz A. A 

decomposição é fei~a u~ilizando-se o pivo~eamen~o parcial. 

colocando sempre o maior elemen~o na posição diagonal. ~ fei~o 

simul~aneamen~e uma regularização dos dados presen~es na 

ma~riz. 

c 
c 
c 
c 
c 
c 

SUBROUTINE DECOM?CA.MT,P) 
REAL•B ACMT,MT),SCC100).PIVO,EPS,AUX,MAX 
INTEGER PCMT).NX,NY.NNX.NNY,NPI.N 
COMMON / STEP / NX.NY.NNX,NNY,NPI.N 

METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS COM PIVOTEAMENTO 
<====> METODO DE DECOMPOSlCAO L.U COM PIVOTEAMENTO 

? : VETOR INTEIRO DE PERMUTACAO 

DO 2 I= 1,N 
MAX = EPS 
DO 4 J = 1.N 
IFCMAX.GT.DABSCACI,J))) GO TO 4 
MAX = DABSCACI ,J)) 

4 CONTINUE 

70 



CAP. 

2 
c 

10 
c 

c 

IV 

SCCI) = 1. DO/MAX 
CONTINUE 

DO 10 I = 1.N 
PCI) = I 
CONTINUE 

DO 40 K = 1,CN-1) 

c 
c 

CALCULO DO MAIOR ELEMENTO EM MODULO DA K-ESIMA COLUNA. 
I >= K 

c 
L = K 
PIVO = DABSCACK,K))*SCCPCK)) 
DO 15 I = C K +1 ) • N 
AUX = DABSCACI,K))*SCCPCI)) 
IFCPIVO. GE. AUX) GO TO 15 
PIVO = AUX 
L = I 

15 CONTINUE 
c 
C VERIFICA SE A MATRIZ E• SINGULAR 
c 

c 

c 
c 
c 

IFCPIVO.LE.EPSO GO TO 50 

IFCL. EQ. K) GO TO 19 

TROCA DAS LINHAS 

DO 17 I = 1 .N 
AUX = ACK.I) 
AC K • I ) = AC L. I ) 
ACL,I) = AUX 

L e 

17 CONTINUE 

c 

II = PCK) 
PCK) = PCL) 
PCL) = li 

C I NI CIO DA DECOMPOSI CAO L. U 
c 
19 DO 30 I = CK+1),N 

PIVO = ACI,K)/ACK.K) 
DO 20 J = CK+1),N 
ACI,J) = AC!,J) - PIVO*ACK,J) 

20 CONTINUE 
AC I • K) = PI VO 

30 CONTINUE 
40 CONTINUE 
c 

IFCDABSCACN,N)).GT.EPS) RETURN 
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c 
50 WRITEC•.60) 
60 FORMATC///. T10, • MATRIZ SINGULAR'.///.> 

srop 
END 

SUBROTINA SOLVE Resolve o si st.ema 1 i near 

usando a decomposiç~o ant.erior. e armazena no vet-or soluç~o 

XFI as in~ormaç~es sobre u e q. 

c 

SUBROUTINE SOLVECA.P.MT.B,X) 
REAL*B ACMT,Ml?,BCMIT?,XCMIT?,SOMA 
INTEGER PCMTJ,IP.NX,NY,NNX,NNY,NPI.N 
COMMON / STEP / NX.NY,NNX,NNY.NPI.N 

C RESOLUCAO DO SISTEMA TRIANGULAR INFERIOR 
c 

XCl) = BCPC1)) 
DO 20 I = 2.N 
IP = PC!) 
SOMA = O. DO 
DO 1 O J = 1 • C I -1 ) 
SOMA= SOMA+ ACI.J)*XCJ) 

10 CONTINUE 
XCI) = BCIP) - SOMA 

20 CONTINUE 
c 
C RESOLUCAO DO SISTEMA TRIANGULAR SUPER! OR 
c 

XCN) = XCN)/ACN.N) 
DO 40 I = CN-1),1,-1 
SOMA = O. DO 
DO 30 J = CI+l),N 
SOMA= SOMA+ ACI,J)*XCJ) 

30 CONTINUE 
XC!) =C XCI) -SOMA )/ACI.I) 

40 CONTINUE 
c 
c 
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RETURN 
END 

4.15.- AVALIAÇÃO DOS PONTOS INTERNOS 

Uma vez resolvido o sis~ema linear e ob~ido as 

informações referen~es a u e a q no bordo. precisamos 

reordenar o ve~or XFI. colocando o po~encial no ve~or FI e o 

valor das derivadas em DFI. Após a reordenação des~es ve~ores 

podamos ob~ar a soluç~o ~ambém nos pon~os in~ernos dados pala 

equação (3.4.7). 

SUBROUTINE PTINTCMT.MTI.KODE.FI.DFI.PI.P.SOL) 
REAL*B PC•.MT).PIC•.MTI).FICM).DFIC•).SOLCM).CH.B.A 
INTEGER KODEC•).NX.NY.NNX.NNY.NPI.N.K 
COMMON / STEP / NX.NY.NNX.NNY.NPI.N 

c 
C REORDENA OS VETORES FI e DFI. COLOCANDO OS VALORES DO 
C POTENCIAL EM FI E OS VALORES DAS DERIVADAS EM DFI . 
c 

DO 20 I = l.N 
IFCKODECl)) 20,20,10 

10 CH = FICI) 
FICI) = DFICI) 
DFICI) = CH 

20 CONTINUE 
c 
C CALCULA OS VALORES DO POTENCIAL PARA PONTOS INTERNOS 
c 

IFCNPI.EQ.O) GO TO 50 
DO 40 K = 1 • NPI 
SOLCK) = O. DO 
DO 30 J = 1.N 
CALL INTECPIC1.K).PIC2.K).PC1.J),PC2.J),PC1.J+1). 
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1 PC2.J+1) .A.B) 
c 

SOLCK) = SOLCK) + DFICJ)MB - FICJ)MA 
30 CONTINUE 

SOLCK) = SOLCK)/(2.00M3.141592600) 
40 CONTINUE 
c 
50 RETURN 

END 

4.1.6.- PROBLEMA TESTE 

Com a ~inalidade de carregar o ve~or FI com as 

aproximações iniciais no bordo. e ~ambém para comparar a 

sol uç~o aproxima da com a sol uç~o exa ~a. u~i 1 i zamos algumas 

~unções que ~oram programadas de acordo com o exemplo abaixo: 

2 
'il ucx.y) = 
uCO.y) = 
uC1.y) = 
aucx.O) 

= 
8-rJ(x) 

8uCx.1) 
= 8-rJCx) 

o 

-
1 

o 

-

2 y 

-y 

2 

2 

O = ( O. 1 J x( O. 1 ] 

r 
1 

r 
2 

A soluç~o exa~a para es~e problema é: 

2 2 u(x,y) = X - y 
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c 

c 

c 
c 

REALMS FUNCTI ON FUNCC X, Y, AJO 
REAL•B X,Y 
INTEGER AI< 

IFCAK.EQ.1) THEN 
FUNC = 2. DO•Y 
ELSE I FC AI<. EQ. 2) THEN 
FUNC = 1 • DO - Y •Y 
ELSE I FC AK. EQ. 3) THEN 
FUNC =- 2.DO•Y 
ELSE 
FUNC = - Y•Y 
END IF 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

REAL•B FUNCTION UREALCX, Y) 
REAL•B x.Y 

c 
UREAL = CX•X - YMY) 

c 
RETURN 
END 

4.1.7.- SAÍDA DOS RESULTADOS E ANÁLISE DO ERRO 

Por ~im, os resul~ados ob~idos s~o con~rolados 

pela ro~ina OUTPUT, que ~ambém ~az a análise do erro. A 

respost.a numérica do mét.odo é comparada com a sol uç~o exat.a 

nos pon~os discr.ot~izados, s.otndo por~an~o o .otrro JIKõJdido na 

norma do máximo. 
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c 

10 

15 
c 

100 
1 
2 

c 

110 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

c 

130 
1 

SUBROUTI NE OUTPUTC MT, MTI , P, PM, PI , FI , DFI , SOL) 
REALM8 PCM,MlJ,PMCM,MT),PlCM,MTI),Fl(M),DFICM),SOL(M) 
REALM8 XI,XF,YI,YF,HX,HY,D,UR,FII,ERRO,UREAL,DF 
REALM8 XX , YY, MER01 , MER02 
INTEGER NX,NY,NNX,NNY,NPI,N 
CHARACTER NOMEM15 
COMMON / DOMINIO / XI,XF,YI,YF,HX,HY 
COMMON / STEP / NX,NY,NNX,NNY,NPI,N 

WRITECM,10) 
FORMATC//,T10,'ARQUIVO PARA A SAlDA DE DADOS ',$) 
READC M, 15) NOME 
FORMA TC A15) 

OPENCUNIT=60,FILE=NOME,STATUS='UNKNOWN') 
WRI TEC 60,1 00) 
FORMATC//,T25,"PROBLEMA DE POTENCIAL',//,T10, 
'METOOO DE INTEGRAIS DE CONTORNO 
Celemen~os cons~an~es)",//) 

WRITEC60,110) NX,NY,N,NPI,HX.HY 
FORMATC//,T10,'NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO X 

I5,//,T10,'NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO Y 
I5,//,T10,'NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS NO BORDO 
I 5, //, T1 O, 'NUMERO DE PONTOS INTERNOS 
I5,//,T10,'DISCRETIZACAO NA DIRECAO X 

012.5,//,TlO,'DISCRETIZACAO NA DIRECAO Y 
012. 5,///) 

WRI TEC 60, 130) 
FORMATC/,T4,'PMX',5X,'PMY',7X,'POTENCIAL',5X, 
'DERIVADA',8X,'ERRO DO POTENCIAL',/) 
MER01 = 1 . D-B 
001501 =1,N 
XX= PMC1,I) 
YY = PMC2,I) 
UR = UREALCXX,YY) 
FII = FICI) 
ERRO = DABSC FI I - UR) MER01 = ERRO 
WRITEC60,140) PMC1,l),PMC2,I),FICI),OFICI),ERRO 

140 FORMATCT1,2CF8.4),2X,3CE14.7)) 
150 CONTINUE 
c 

IFCNPI. EQ. 0) GO TO 195 
c 

WRI TEC 60, 1 60) 
160 FORMATC//, T10, 'PONTOS INTERNOS',//, T9, 'PIX' ,4X, 'PIY', 

1 7X,'POTENCIAL',7X,'ERRO DO POTENCIAL',/) 
MER02 = 1 . D-8 
DO 180 I = 1,NPI 
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170 
190 
c 
1Q6 
260 

c 

c 

1 

h 

0.600 

0.260 

0.126 

XX = PIC1.I) 
YY • PIC2. I:> 
UR = UREALCXX.YY:> 
DF • SOLCI:> 
ERRO = DABSC DF - UR:> 
IFCERRO. GT. MER02) MER02 = ERRO 
WRI TEC 60 • 1 70) PI C 1 • I) • PI C 2 • I) • SOLC I) • ERRO 
FORMATCT6.2CF9.4:>.2X.2CE14.7)) 
CONTINUE 

WRI TEC BO. 260) MERO! • MER02 
FORMATC///• no. •ERRO MAXIMO NO BORDO = • ,E14. 7 ,///, 
T10. 'ERRO MAXIMO NO INTERIOR = ',E14. 7 ,//) 

CLOSECUNIT=60) 

RETURN 
END 

Para o exemplo da seç~o 4.1.6 ob~ivemos os 

ERRO MÁXIMO NO BORDO ERRO MÁXIMO NO INTERIOR 

0.6138036E-01 0.146613QE-01 

0.3351210E-01 0.8247637E-02 

0.1772224E-01 0.424680QE-02 
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4.2.- PROBLEMAS ENVOLVENDO SIMETRIA 

De acordo com o que vimos a~é agora. um pon~o 

cri~ico no método dos elemen~os de contorno é o referente aos 

sis~emas de equaç2Ses lineares: as ma~rizes sko cheias e nko 

apresen~am uma es~ru~ura especial. Assim quan~o mais 

refinarmos a malha numérica. maior é a ordem da matriz e 

por~anto maior o ~empo compu~acional. 

Entretanto. quando lidamos com problemas que 

envolvem simetria. o sis~ema de equac;~es pode ~ornar-se 

substancialmente mais reduzido. dependendo do tipo de simetria 

que acompanha o problema. Mostraremos a seguir um exemplo no 

qual a simetria nos eixos pode ser usada para diminuir o 

número de equac;~s. 

y 

3 2 

4 li I 1 

X 

6 III IV 8 

6 7 

Admi~iremos que o problema dado possui uma 

dupla simetria. bastará portan~o conhecermos os valores de 
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e u no primeiro quadrant.e. pois 
2 

u = u = u = u 
1 4 5 8 

e 

u = u = u = u 
2 8 cs 7 

sendo o mesmo válido para os valores da derivada normal 

8u 
q = 81) Logo precisaremos obt.er apenas u 1 • u 2 • q 1 • q 2 . 

Para a primeira equação de C3. 4. 4), t.eremos 

H u +H u + ... +H u = G q + G q + •.• + G q 
ti t 12 2 t8 8 11 t 12 2 18 8 

que pode ser reordenada em, 

CH + H + H + H )u + CH + H + H + H )u = 11 14 15 18 1 12 18 t6 17 2 

= CG + G + G + G )q + CG + G + G + G )q 11 14 15 18 t 12 13 16 17 2 

Procedendo 

equação, após reordenarmos 

CH + H + H + H )u + CH 41 44 45 48 1 

= CG + G + 41 44 

mas pela simet.ria, 

H = H 
ti 44 H = H 14 4t 

e assim por diant.e. 

de maneira 

t.eremos 

+ H + H + 
42 48 46 

G + G )q + 
45 48 1 

H = H 15 48 

análoga para 

H )u = 47 2 

CG + G + 
42 43 

H = H t8 17 

G 

a quart.a 

+ G 47)q2 46 

Desse modo. a primeira equação é igual a quart.a 

equação, e o sist.ema inicial de a-equações à 8-inc6gnit.as 

79 



CAP. IV 

reduz-se a um outro equivalente agora de e-equaçees à 

2-inc:ógnitas. 

OBSERVAÇÃO 1 O pr acesso de si metr i zaç:lo no 

M. E. C. , torna a dos 

c:oor dsnados. 

OBSERVAÇÃO 2 : A implgmgntaç~o computacional do 

problsma com simstria apresenta basicamente a mesma estrutura 

da seção 4.1. , e será aqui omitida. Nota-se apenas algumas 

allgraçBgs nas subrotinas dsvido ao processo de simetrizaç~o. 

OBSERVAÇÃO 3 : Reduzindo-se a ordem do sistema, 

observa-se svidentemente uma maior rapidez computacional, mas 

é importante destacar que o erro, medido na norma do máximo, 

continua pr ali camente i nal ter ado. Isto most.r a que par a as 

matrizgs dg ordgm glgvada, as subrotinas DECOMP g SOLVE 

garantem uma boa estabilidade numérica na rasoluç~o do 

sistema. 

4.3.- ELEMENTOS LINEARES 

Faremos nesta seção a mesma discussão 
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compu~acional, agora com elemen~os lineares. realizada na 

seç~o 4.1 .. A es~ru~ura de dados é a mesma. e apresen~aremos 

somen~e algumas subro~inas que passaram por significan~es 

al~eraçeies. 

DI VI SXO DO DOM! NI O Nes~a subro~ina houve 

necessidade de várias al~eraçeies, pois agora os nós 

considerados si ~uam-se nos e:xt.remos de cada el emen~o. Também 

ocorrem problemas nos cantos do dominio, devido a má definição 

de direção dada para a normal e:xt.erna. Nos pon~os onde ocorrem 

es~as descon~inuidades geométricas (cantos), temos a seguinte 

situação: 

o que compromete o "assemble" para as equações. 

A idéia para contornar este problema é aumentar 

o número de equações, adicionando-se nós auxiliares nos cantos 

do dominio como indicado na figura a seguir: 
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r. 
J-2 

FORMAÇÃO DA MATRIZ PRINCIPAL O .. assemble .. 

exigido pela equação (3.4.11) ~orna es~a subro~ina diferen~e 

de FMAT an~erior. Ou~ro pon~o a des~acar é sobre a ob~enção do 

coeficien~e ci para os pon~os sobre o bordo. 

A suges~ão encon~rada na li~era~ura [ 2] é a 

aplicação de um po~encial uniforme nas equaçeies C3. 4. 5) do 

capi ~ ul o I I I , e assim cole~ ar os coef i c i en~es diagonais da 

ma~riz H. Quando um po~encial uniforme é aplicado sobre ~odo o 

dominio, as derivadas normais anulam-se ob~endo, 

HI = O 

T onde I = [1 1 1 ... 1J. 

Desse modo, para o ~ermo diagonal ~eremos a 

fórmula: 

N 

H .. = - L H.. 
"" l.J 

j = 1 

i.~j 
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SUBROTINA INTE Cont.inuam válidas as 

obs;er vaç&s f e i t.as; par a os el ement.os; cons;t.ant.es; • not.ando-s;e 

pequenas mudanças relat.ivas ao "assemble" feit.o. 

SUBROTINA INLO Aproveit.a os cálculos 

analit.icos do capit.ulo 111. ut.ilizando as relaç~es (3.4.12) e 

(3. 4.13). 

c 

SUBROUTINE FMATCMT.P.G,H.FI.DFI.KODE) 
REALM8 PCM,MT),GCM,MT),H(M,MT),F!CM),DFICM),CH 
REALM8 A1,A2.B1.B2 
INTEGER KODECM),NX.NY.NNX.NNY.NPI.N.JJ.NF,NS.KJ 
COMMON / STEP / NX.NY.NNX,NNY.NPI.N 

C CALCULA AS MATRIZES G e H 
DO 10 I= 1,N 
DO 10 J = 1,N 
GCI.J) = 0.00 
HCI.J) = O.DO 

10 CONTINUE 
c 

c 

c 

D0110I =1.N 
NF'=I+1 
NS = I + N - 2 
DO 50 JJ = NF,NS 
IFCJJ.LE.N) THEN 
J = JJ 
ELSE 
J = JJ - N 
END IF 

CALL INTECPC1.I),PC2.I).PC1.J),PC2.J),PC1.J+1). 
1 PC 2 • J +1 ) • A1 • A2 • Bl • 82) 

IFCJ. LT. N) THEN 
HCI,J+l) = HCI,J+l) + A2 
GCI,J+l) = GCI.J+l) + B2 
ELSE 
HCI.l) = HCI,l) + A2 
GCI .1) = GCI .1) + B2 
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c 
END IF 

HCI,J) = HCl,J) + A1 
GC I • J) = GC I • J) + 81 
HC I • I) = HC I • I) - A1 - A2 

c 
50 CONTINUE 
c 

c 

NF = I + N - 1 
NS = I + N 
DO Q5 JJ = NF,NS 
IFCJJ.LE.N) THEN 
J = JJ 
ELSE 
J = JJ - N 
END IF 

CALL INLOCPC1,J),PC2,J),PC1,J+1),PC2,J+1),81,B2) 
c 

c 

IFCJJ.LE.NF) THEN 
CH = B1 
B1 = 82 
82 = CH 
END IF 

IFCJ.LT.N) THEN 
GC I • J +1) = GC I • J +1) + B2 
ELSE 

c 

GCI.1) = GCI,1) + B2 
END IF 
GCI ,J) = GCI ,J) + B1 

96 CONTINUE 
11 O CONTINUE 
c 
C ARRANJA O SISTEMA DE EQUACOES Ax = F 
c 

DO 150 J = 1,N 
KJ = KODECJ) 
IFCKJ.GT.O) THEN 
DO 156 I = 1 ,N 
CH = GCI ,J) 
GCI.J) =- HCI,J) 
HC!,J) =- CH 

156 CONTINUE 
END IF 

150 CONTINUE 
c 
C G e H J A EST AO MULTIPLICADAS POR 2MP1 
C PELO REARRANJO DO SISTEMA. TEMOS A MATRIZ A 
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C CAGORA EM G) E O VETOR DO LADO DIREITO FCAGORA EM DF!) 
C DADOS POR Ax = F. 
c 

DO 160 I = 1,N 
DFICI) = 0.00 
DO 160 J = 1,N 
DFICI) = DFICI) + HCI,J)MFICJ) 

160 CONTINUE 
c 

c 
c 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

SUBROUTINE INTECXP,YP,X1,Y1,X2,Y2,A1,A2,B1,82) 
REAL*9 GIC4),0MEC4),XCOC4),YCOC4),XP,YP,X1,X2,Y1,Y2 
REAL*9 AX,BX,AY,BY,TA,DIST,SIG,AUX1,AUX2,A1,A2,B1,B2 
REAL*9 RA, DDTI, RARA, TAUX , TI AA. HH. GG 

C PONTOS DE GAUSS E PESOS PARA A I NTEGRACAO 
c 

c 

c 

c 

GIC1) = 0.9611363100 
GIC2) = - GIC1) 
GIC3) = 0.3399910400 
GIC4) = - GIC3) 
OMEC1) = 0.3478548500 
OMEC 2) = OMEC 1) 
OMEC3) = 0.6521451500 
OMEC 4) = OMEC 3) 

AX = CX2-X1)*6.D-1 
BX = CX2+X1)*5.D-1 
AY = CY2-Y1)M5.D-1 
BY = CY2+Y1)M5.D-1 

I FC AX. EQ. 0) THEN 
DIST = DABSCXP - X1) 
ELSE 
TA = AY/AX 
TAUX = DABSC TAMXP - YP +Y1 - TA*X1) 
TIAA = DSQRTCCTAMTA.) + 1. 00) 
DIST = TAUX/TIAA 
END IF 
SIG = CX1 - XP)*CY2 - YP) - CX2 - XP)MCY1 - YP) 

IFCSIG. LT. 0) THEN 
DIST = - DIST 
END IF 
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A1 = o. 00 
A2 = o. 00 
81 = 0.00 
82 = 0.00 
DO 40 I = 1,4 
XCOCI) = AXMGICI) + 8X 
YCOCI) = AY*GICI) + 8Y 
AUX1 = CXP-XCOCI))tfCXP-XCOCI)) 
AUX2 = CYP-YCOCI))tfCYP-YCOCI)) 
RA = DSQRTCAUX1 + AUX2) 
RARA = RA•RA 
DDIT = DI ST /RARA 
GG = DLOGK1.00/RA)*OMECI)*0SQRTCAX•AX + AY*AY) 
HH = DDTT*OMECI)•DSQRTCAX•AX + AY•AY) 
A1 = A1 + CGICI) - 1. D0)*HHM5. D-1 
A2 = A2- CGICI) + 1.DO)•HHM5.D-1 
81 = 81 - CGICI) - 1. DO)*GG*S. D-1 
82 = 82 + CGICI) + 1.DO)tfGGMS.D-1 

40 CONTINUE 
c 

c 
c 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

c 

SUBROUTlNE INLOCX1.Y1.X2.Y2.B1,82) 
REAL•S X1,X2.Y1,Y2.SEP,AX,AY,81,82 

AX = CX2-X1) 
AY = CY2-Y1) 
SEP = DSQRTCAX*AX + AY•AY) 
Bl = SEP*C15. D-1 - DLOGCSEP))*5. D-1 
82 = SEP•C5.D-1 - DLOGKSEP))tfS.D-1 

RETURN 
END 

Para comparar os resul t.ados obt.idos com 

element.os const.ant.es. t.est.amos o mesmo exemplo da seç~o 4.1.6, 

agora com element.os lineares, e obt.ivemos a seguint.e t.abela: 
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h ERRO MÁXIMO NO BORDO ERRO MÁXIMO NO INTERIOR 

0.600 0.2983194E-01 0.1269870E-01 

0.260 0.1376441E-01 0.4724464E-02 

0.126 0.0602694E-02 0.2318036E-02 

4.4.- EQUAÇÃO DE POISSON 

No f'inal do capit.ulo ant.erior. discut.imos a. 

viabilidade da f'ont.as int.arnas para problemas de pot.ancial e 

apresent.amos esquemas alt.erna.t.ivos que t.ra.ba.lhavam 

dif'eranciadament.a com a int.agraçi:o do t.ermo f'ont.a Casquamas 

C a); Cb); C c)). 

Para t.rat.ar comput.a.cionalmant.e com a aquaç~o da 

Poisson, resolvamos opt.ar palo asquama Ca). pois achamos 

int.eressant.e observar o comport.ament.o do mét.odo usando f'ormas 

dist.int.as da int.egraçi:o. 

Apresent.aremos um programa comput.aci onal onde 

usamos alamant.os const.ant.as. a port.ant.o com ast.rut.ura parecida 

com os desenvolvidos na seç~o 4.1 .. Uma novidade Q a inclus~o 

da subrot.ina MONTB que f'az os cálculos numéricos da int.egral 

de dominio para cada element.o. 
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4.4.1.- ESTRUTURA DE DADOS 

O programa possui as seguin~es subro~inas: 

PROGRAMA PRINCIPAL : Possui as mesmas carac~eris~icas que o 

programa da seç~o 4.1.1 .. 

SUBROTINA FMAT : Para os pon~os do con~orno. hà necessidade de 

adicionar o ve~or B observado na equaç~o (3.6.3) e embu~ido na 

subro~ina MONTB. 

SUBROTINA PTINT : Acrescen~a ~ambém o ve~or B para os pon~os 

in~ernos. equaç~o (3.5.5). 

SUBROTINA MONTB Faz os cálculos par a a i n~egr al de domi ni o 

usando 4 pon~os gaussianos es~abelecidas nas equaç~es (3.5.6); 

(3. 5. 7). 

FUNÇOES USADAS : U~i 1 i za a sol uçii:o :fundamen~al u • = - 1-1 og (__!__) 2 rr r 

e ~ambém o ~ermo :fon~e para a in~egraç~o. além das :funç~s 

usuais para os cálculos. 

Desenvolvemos o programa com a seguin~e equação 

de Poisson: 
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2 2 2 v ucx.y) = X + y O= [ O • 1 l x[ O • 1 3 

uCO.y) = o 
r 

uC1. y) y2/2 i = 
8uCx.O) = o 6Yj(X5 r 
8uCx.1) 2 2 = X ltr)Cx) 

2 2 
cuja soluç~o exat.a é dada ucx.y) X .y por: = 2 

PROGRAMAS: 

c 

SUBROUTINE FMATCMT.P.PM.G.H.FI.DFI,KODE,VETB) 
REALMB PC2,M),PMC2,*),GCMT.*),HCMT,M),FlCM),0Fl(M),CH 
INTEGER KODECM),NX,NY,NNX,NNY,NPI,N,JJ 
COMMON / STEP / NX.NY,NNX.NNY.NPI,N 

C CALCULA AS MATRIZES G e H 
c 

DO 30 I = 1,N 
DO 30 J = l,N 
IFCI.NE.J) THEN 
CALL INTECPMC1,I),PMC2,I),PC1,J),PC2,J),PC1,J+1), 

1 PC2.J+1), HCI. J), GCI. J)) 
ELSE 
CALL INLO<PC1.J),PC2~J).PC1,J+l),PC2.J+l),GCI,J)) 
HCI,J) = 3.141592600 
END IF 

30 CONTINUE 
c 
C ARRANJA O SISTEMA DE EQUACOES Ax = F 
c 

DO 60 J = l.N 
JJ = KODECJ) 
IFCJJ.GT.O) THEN 
DO 50 I = l,N 
CH = GCI ,J) 
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GCI,J) =- HCI,J) 
HCI,J) =- CH 

50 CONTINUE 
END IF 

60 CONTINUE 
c 
C G e H J A Esr AO MULTIPLICADAS POR 2MPI 
C PELO REARRANJO DO SISTEMA, TEMOS A MATRIZ A CAGORA EM 
C G) E O VETOR DO LADO DI REI TO F C AGORA EM DFI) , OAIX)S 
C POR Ax = F. 
c 

DO 110 I = 1,N 
DFICI) = 0.00 
DO 105 J = 1 ,N 
DFICI) = DFICI) + HCI.J)MFICJ) 

105 CONTINUE 
CALL MONTBCPMC1,I),PMC2,I),CX,CY,VB) 
DFICI) = DFICI) + VB 

110 CONTINUE 
c 

c 
c 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

SUBROUTINE PTINTCMT,MTI,KODE,FI,DFI.PI,P,CX,CY.SOL) 
REAL*B PC2,M),PIC2,M),FIC*),DFIC*),S0LC*),CXC*),CYC*) 
REALMB CH,VB.A,B 
INTEGER KODECM),NX,NY,NNX,NNY,NPI,N,K,II 
COMMON / STEP / NX,NY,NNX,NNY,NPI,N 

C REORDENA OS VETORES FI e DFI. COLOCANDO OS VALORES DO 
C POTENCIAL EM FI E OS VALORES DAS DERIVADAS EM DFI. 
c 

DO 20 I = l,N 
IFCKODECI)) 20.20.10 

10 CH = FICI) 
FICI) = DFICI) 
DFICI) = CH 

20 CONTINUE 
c 
C CALCULA OS VALORES DO POTENCIAL PARA PONTOS INTERNOS 
c 

IFCNPI.EQ.O) GO TO 50 
DO 40 K = l,NPI 
SOLCK) = O. DO 
DO 30 J = 1,N 
CALL INTECPIC1,K),PIC2,K),PC1,J),PC2.J),PC1,J+1), 
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1 PC 2 • J +1 ) • A • 8) 
c 

SOLCK) = SOLCK) + DFICJ)MB - FICJ)MA 
30 CONTINUE 

CALL MONTBCPIC1.K).PlC2.K).CX.CY.VB) 
SOLCK) = CSOLCK) - VB)/2. 00M3.1415Q2600 

40 CONTINUE 
c 
50 RETURN 

c 
c 

END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

SUBROUTINE MONTBCXP.YP.CX.CY.BI) 
REALM9 CXCM).CYCM).GIC4).0MEC4).BI.X1.X2.Y1.Y2.BB 
REAL•9 XP.YP.AX.BX.AY.BY.XA.YA.AUX1.AUX2.RA.RR 
REAL•9 FUNC1.FUNC2 
INTEGER NX.NY.NNX.NNY.NPI.N.II.JJ 
COMMON / STEP / NX.NY.NNX.NNY.NPI.N 

C PONTOS DE GAUSS E PESOS 
c 

c 

c 

GIC1) = 0.9611363100 
GIC2) = 0.3399910400 
GIC3) = - GIC2) 
GIC4) = - GIC1) 
OMEC1) = 0.3479649600 
OMEC2) = 0.6621461600 
OMEC 3) = OMEC 2) 
OMEC4) = OMEC1) 

K = O 
BI = 0.00 
DO 10 I = 1 .NX 
X1 = CXCI) 
X2 = CXCI+1) 
DO 10 J = 1.NY 
K = K + 1 
Y1 = CYCJ) 
Y2 = CYCJ+1) 
AX = CX2- X1)*6.D-1 
BX = CX2 + X1)*6.D-1 
AY = CY2 - Y1)*5.D-1 
BY = CY2 + Y1)*5.D-1 

BB = 0.00 
D030II =1.4 
XA = AXMGICII) + BX 
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AUXl = C XP - X A> tfC XP - XA> 
DO 30 JJ = 1,4 
YA = AYMGICJJ) + 8Y 
AUX2 = CYP - YA>MCYP - YA> 
RA = DSQRTCAUX1 + AUX2) 
RR = FUNC1CRA>*FUNC2CXA.YA> 
88 = 88 + OMECII)*OMECJJ)MRR 

30 CONTINUE 
c 

BI = BI + BB*AX*AY 
c 
10 CONTINUE 
c 

c 
c 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

c 

c 
c 

REAL*B FUNCTI ON FUNCC X, Y, AIO 
REAL*B X,Y 
INTEGER AK 

IFCAK.EQ.1) THEN 
FUNC = - XMXMY 
ELSE I FC AK. EQ. 2) THEN 
FUNC = Y*Y*5. D-1 
ELSE I FC AK. EQ. 3) THEN 
FUNC = XMXMY 
ELSE 
FUNC = O. DO 
END IF' 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

c 

c 
c 

REAL*B FUNCTION FUNC1CRA) 
REALMB RA 

FUNC1 = DLOGC 1 . 00./RA) 

RETURN 
END 
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c 

c 

c 
c 

REAL.MB FUNCTI ON FUNC2C X • Y) 
REALMS X. Y 

REnJRN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

c 

RILALMB FUNCTI ON UREALC X • Y) 
REALMB X.Y 

RETURN 
END 

4.4.2.- ANÁLISE DO ERRO 

Para avaliarmos o compor~amen~o do erro na 

equaçl:o de Poi sson ~es~amos algumas f'unçí5es conheci das. e 

ob~ivemos o erro máximo e rela~ivo nos pon~os do dominio 

O = [ O. 1l x[ O .11 . 

Tes~e 1: 

{ u.cx,y) = 

Tes~e 2: 

z z 
X .y 

2 
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Test.e 3: 

{ u
0
Cx,y) = .... nCn>C). •Y 

Tabela 3.1 

HX=HY=2 ; h=O.BOO u u 
s z 

H.U. ERRO NO BOROO O. 2398024E-01 0.1383640E+OO 

MÃX. ERRO INTERIOR 0.1846636E-03 0.9298418E-04 

ER. RELATIVO BORDO 0.8490761E-01 O. 2404232E-01 

ER. RELATIVO INTER. 0.5909236E-04 0.3420697E-04 

Tabela 3.2 

HX=HY=4 ; h=0.260 u u 
t z 

MÃX. ERRO NO BOROO 0.900042<4E-02 O. S&66332E-01 

MÃX. ERRO INTERIOR 0.8964470E-03 O. 1203492E-01 

ER. RELATIVO BOROO O. 232600QE-01 0.9367657E-02 

ER. RELATIVO INTER. 0.666010QE-02 O. 2686364E-02 

Tabela 3.3 

HX=HY=S ; h=0.125 u u 
t 2 

H.U. ERRO NO BOROO 0.3425961E-02 0.2650507E-01 

H.U. ERRO INTERIOR O. 9120064E-03 0.6641303E-02 

ER. RELATIVO BOROO 0.7759643E-02 0.3818417E-02 

ER. RELATIVO INTER. O. 2770404-E-02 0.1164086E-02 

u 
8 

O. 6487238E-01 

0.7348626E-01 

0.3376061E-01 

0.4467167E-01 

u 
8 

0.46007"8E-01 

O. 4248610E-01 

O. 4422770E-01 

O. 2006001 E-01 

u a 

0.2397828E-01 

0.1Q14865E-01 

O. 4521555E-01 

0.7oea343E-02 
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V.- PROBLEMAS DE EVOLUÇÃO 

5.1.- INTRODUÇÃO 

Nos capi~ulos an~eriores, descrevemos o mé~odo 

da con~orno para problemas ss~acionários envolvidos com a 

T90ria do Po~encial. Nes~e capi~ulo, es~enderemos os concei~os 

para ~ra~ar de problemas de evolução. como as equaç8as 

parabólicas a hipQrbólicas. IniciarQmos com a Qquaç~o do 

calor. onde ~aremos uma breve dascriç~o da alguns esquemas de 

con~orno in~roduzidos inicialmen~e: uso da ~ransformada de 

LaplacQ no ~ampo. asqu9mas mis~os com di~aranças ~ini~as no 

~empo e Eitlamen~os de con~orno 

fundamen~ais dependen~es do 

no espaço e o da sol uç8es 

~empo. Descreveremos. mais 

da~alhadaman~Q. um quar~o QSquQma quQ ~Qm sido rQCOmQndado na 

li~era~ura rEitcen~a: o de reciprocidade dual. Es~e mé~odo 

envolve ~ormalmen~e a separação de variáveis. u~ilizando a 

soluç~o ~undamEitn~al da aquaç~o de Laplace nas variáveis 

espaciais e discre~izando novamen~e o ~empo a~ravés das 

diferenças fini~as. 

Após uma análisQ ~ai~a sobrQ a Qquaç~o do 

calor es~udaremos os problemas hiperbólicos, ~ra~ando a 

equação da onda ~ambém pelo mé~odo da reciprocidade. Além de 
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discut.irmos os aspect.os numéricos e comput.acionais, 

onde dest.acaremos alçpns exemplos procurando ilust.rar os 

mét.oc:los. 

52.- EQUAÇÃO DO CALOR 

Consideremos o problema de 

bi-dimensional, dado pela equaçllo: 

1 
-y-

com as condições de cont.orno, 

uC x, i..) = uC x. i..) 

qCx.t.) = aucx, t.) = qCx. i..) itnCx) 

e as condiç&s iniciais, 

ucx. t..) 
o o = u Cx,t.. ) 

2 
;xc;ClciR ,t.::!!::O 

t X E r • t. 2:: o 

X E r ; 
2 

t. 2:: o 

• X60 

dif'usllo 

(6.2.1) 

(5. 2. 2) 

(6. 2. 3) 

onde K é o coef' i c i ent.e de di f'usi vi da de, que ser ft admi i.. i do 

const.ant.e. e r u r represent-a a f'ront.eira de o. 
• a 

At..ravés dest..e problema padrllo. int..roc:luziremos 

os procediment-os para resolvê-lo numericament..e. via element.os 

de cont.orno. 
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5.2. t- TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Iremos supor, nes~a seçko, que a ~unçko ucx.~) 

na equaçko do calor, possui ~ransformada de Laplace no ~empo. 

A idéia do mé~odo é resolver uma equaç:ro de con~orno no espaço 

da freqüência; um processo numérico de invers:ro deverll ser 

u~ilizado para calcular as varillveis fisicas no espaço real. 

Como sabemos, a ~ransformada de Laplace de uma 

funçko ucx.~) na varillvel ~ • é dada por: 

00 

L[uCx.~)l = UCx,Ã) = uCx.~) e J -Àl (5. 2. 4) 

o 

onde >.. é o parâme~ro da ~ransformaç~o. real e posi~ivo, 

usualmen~e chamado ~reqUência. 

Int-egrando C5. 2. 4) por par~es. ob~eremos uma 

propriedade bãsica da ~rans~ormada de Laplace: 

o o = XUCx,Ã) - u Cx.~ ). (5. 2. 6) 

Es~a propriedade nos ~ornece a seguint.e 

formulaçl(o da equaç:ro diferencial, no espaço t-ransformado. 

(5. 2. 6) 
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Trans~ormando ~amb6m as condiçees de con~orno, 

( OCx,U = ucx.~:> X & r X s 
C6. 2. 7) 

QCx.~) = 
qCx.~) 

X & r X 2 

A soluç~o ~undamen~al de C6.2.6) para problemas 

bi-dimensionais, • dada [2J por: 

1 CB. 2. 9) 2Kn 

onde K á a ~unç~o mocU~icada de Be~~el de ~egunda e~pácie e 
o 

• ordom zoro [10l. As~im, u C{.x.Ã) sa~is~az a rolaç~o. 

(6. 2. Q) 

Procedendo de modo anâ.l ogo aos Problemas de 

Po~encial. ob~eremos a seguin~e equaç~o in~egral de con~orno, 

cC{:>UC{.Ã) + K J ucx.Ã:>q•c{.x,Ã:> drcx:> = 
r 

(6.2.10) 

= K J QCx,Ã)u•c{.x,Ã) drcx:> + J u°Cx.~ 0 :>u•c{.x.Ã) dOCx:> 

r o 

Alguns exemplos mos~r am um bom desempenho do 

~~odo no espaço ~rans~ormado, mas quando i nver t.emos a 

~ransf'ormaç~o. para vol ~armos ao espaço real. podem ocorrer 

problemas numéricos. 
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S. o dado inicial u
0 

é t.al que VZu
0 = o. a 

int.egral de dominio que aparece no lado dirait.o de CB.2.10) 

pode ser t-ransformada numa int.egral de cont.orno equivalent-e. 

5.2.2.- ELEMENTOS DE CONTORNO COM DIFERENÇAS FINITAS 

Est.e mét.odo. envolve um esquema mi st.o de 

aproximaç~o. combinando diferenças finit.as com element.os de 

cont.orno. Para um passo de t.empo Ãt. suficient.ement.Q pequeno. a 

derivada 

diferença: 

cru 
~da 

crucx. t,) 
= 

clt. 

equaç~o CS. 2. 1) 

uCx.t.+Ãt.) - uCx,t,) 
Ã'l 

passando CS. 2. 1) à: 

pode ser aproximada pela 

(5.2.11) 

~ucx. t.+Ãt.) -
1 

K ât. uCx.t+Ãt.) + 
1 

K ât ucx.t) = O cs. 2. 12) 

Not.emos que (9.2.12) é similar a (9.2.6) com 

no lugar de Ã. port.ant.o podemos ut.ilizar a mesma soluç~o 

fundament-al da seç~o ant.erior. 

• uc~.x.l:a.t,) = 1 cs. 2.13) 
2Kn 

e a equaç~o de cont.orno é agora da forma: 
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cC{)uC{.~+6~) + K J ucx.~+6~)q.C{.x.6~) drCx) = 

r C6. 2.14) 

= K I qCx.t+6~)u.C{.x.6l) drCx) + ~~I ucx.~)u·c~.x.âl) dOCx) 

r o 

A equaç~o an~erior. pode ser colocada na ~orma 

de sis~emas: 

(6. 2.16) 

onde H. G e B n~o variam com o ~empo. considerando â~ 

cons~an~a. No ~inal de cada nival do ~empo. os valores de 

uCx.~) devem ser recalculados den~ro do donúnio O afim da 

serem u~ilizados para o próximo nivel. 

A express~o C6. 2.16) indica um processo da 

avanço no tempo. resolvendo a cada nivel uma equaç~o in~egral 

de con~orno inicializada com valores conhecidos em~ = ~ 0 . 

Nas~a mé~odo é recomendável [ 2J usar um 

passo de ~empo â~ suficien~emen~e pequeno. Curran [11] 

sugere o uso de esquemas de diferenças fini~a.s de segunda. 

ordem, para melhorar a aproximaç~o da derivada. 

5.2.3.- SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS DEPENDENTES DO TEMPO 

Es~e ~erceiro esquema, ~rabalha com a soluç~o 
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fundamen~al que varia com o ~empo e é dada [2l por: 

Observe que es~a funçll:o 

onde T = ~ ~-r 

exp(- • r ) 
a dis~ribuiçll:o 

A equaçSo in~egral (6.2.10) 

gaussiana1 

deve ser 

reformulada, in~roduzindo-se um in~egrando que faça a média 

a~é o nivel de ~empo ~ • ou seja, .. 
~ 

cC~)uC~.~F) + KJ rJ ucx.~)q·c~.x.~F.~) drCx)d~ = 

~ r 
o cs. 2.17) 

drCx)d~ + Ju°Cx.~ 0 )u·c~,x.~F.~)d0Cx) 
o 

Como no capi ~ulo 111, o ~ra~amen~o numérico 

consis~e em dividir o con~orno numa série de elemen~os, que 

podem ser aproximados por funçeses cons~an~es, lineares ou 

quadrâ~icas. 

Se f> e V' indicar r espec~i vamen~e. as funçeses de 

in~erpolaç~o no espaço e no ~empo en~S:o, 

T u = f> ·" .u 
• (6. 2.18) 

'I' q = f> .lp .q 
• 

~s~em dois esquemas dis~in~os para a soluçS:o 

numérica: 
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ESQUEMA 1 Considera cada nivel de ~empo como um novo 

problema. e a cada passo calcula os valores da ~unç~o 

i ncógni ~a uC x. ~) num número suf' i c i ent..e de pont..os i nt..er nos. 

afim de serem u~ilizados como valores iniciais para o próximo 

nivel de t..empo. A soluç~o num~rica no bordo ~ obt..ida at..ra~s 

de: 

~ ~ cu 
F 

onde N 

L 

F 

u 
• = 

número de element..os no cont..orno. 

número da alament..os int..arnos. 

nivel de t..empo; F= 1.2 •...• T. 
F 

cs. 2. 19) 

dO 

Assumindo as funções u e q cons~an~as no t..ampo 

em cada passo bt... a aplicaç~o da equaç~o (9.2.19) em t..odos os 

nós do cont..orno dá origem ao sist..ema: 

cs. 2. 20) 

os coe~icienl.es das mat..rizes G e H s~o dados por: 

t. t. 

hm I pm 
IF• m I pm 

IF• = K q dt. dr gFF .. = K u dt. dr 
FF .. 

~J r. t. 
~J r. t. 

J F-1 J F-1 

cs. 2. 21) 
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ESQUEMA 2 : Diferencia-se do an~erior, pois agora o processo 

de in~egraç~o no ~empo sempre inicia-se para ~ • ~
0

• Apesar de 

exigir uma grande capacidade de memória, os valores de uCx.~) 

nos pon~os in~ernos nSo precisam ser avaliados. A equaç~o de 

con~orno é dada por: 

i. i. cu .. + K 

mat-ricial: 

= K t. t.U/ 
j 

u 
• = 

C5. 2. 22) 

dO 

~ formado por (5.2.22) o seguin~e sis~ema 

.. 
\H U L fF f 
r-~ 

-
B U 

o o 
cs. 2. 23) 

e os coeficien~es das ma~rizes dados por C5.2.21), com F= f. 

Novament-e, se VZu0 = O, a int.egral de dominio 

que aparece em ambos esquemas pode ~ornar-se dependen~e apenas 

do cont.orno. 

A int.egraçllo no t.empo realizada 

anal i ~i cament.e [ 2J. e as funç2Ses in~erpolant.es, em cada 

nivel de t.empo, podem ser const.ant.es, lineares ou quadrát-icas. 
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Par a as var 1 á vei s espaci ais a i nt.egr açXo é f e i t.a como nos 

Problemas de Pot..encial, os t..ermos G ...... 
'"'" 

apresent..am 

singularidades logarit..micas e s~o resolvidos analit..icament..e 

5.3.- RECIPROCIDADE DUAL 

Racant..amant..a Elamant..os da Cont..orno com 

Reciprocidade Dual, vem sendo aplicado para a rasoluç~o 

numttir i ca de probl amas da avol uç~o. A di f'erença do MG!t..odo da 

Reciprocidade em relaç~o aos ant..eriores est..á na ut..ilizaç~o da 

solução f'undament..al da equaç~o de Laplace nas variáveis 

espaciais. Est..a f'ormulaç:io evit..a as int..egraçeses no t..ampo, 

reduzindo subst..ancialment..e as complexidades comput-acionais. 

Consideremos a equaç:io do calor, 

K Tu= u (6. 3.1) 

com as condições de cont..orno C6.2.2) e as condiçi:Ses iniciais 

em t.. = t..0 dado por C5.2.3). 

Aplicando a segunda ident..idade de Green para a 

função u, e t..omando • u como a solução 

squaç~o da Laplace, a qual sat..isf'az, 

leremos como resultado, 
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J ru•V
2

u - uV2 u•J dO = J ru•q - q•ul dr 

o r 

Aplicando (6.3.2) em C6.3.3), 

onde u indica o valor de u no pon~o ~on~e ~­
~ 

C6. 3. 3) 

(6. 3. 4) 

Para os pon~os do con~orno. a equação an~erior 

é dada por: 

J u·~u dO = c.u. + 
~ ~ 

o 

Subs~i~uindo 

(6. 3.1) ob~eremos, 

1 J u• u dO = }( 

o 
c.u. 

~ ~ 

I ru•q • dr (6. 3. 6) q ul 

r 

C5. 3. 5) na equação do calor 

dr - (6. 3. 6) 

Iremos admi~ir ~ormalmen~e. que a ~unção u 

possa ser escri~a na ~orma: 

N 

ücx.~) =L r-jcx:> ÕtjC~) 

j = 1 

onde N é o número de nós do con~orno. 

Com es~a hip6~ese, a in~egral de 

pode ser agora represen~ada como. 
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N 

o 1 J u• 
1 L: 

. j J fj • (5. 3. 8) = -r u dO = -r ()( u dO 

o j =i o 

O próximo passo será t.ransformar a expressão 

C6. 3. 8) t.ornando-a dependent.e apenas dos dados de cont.orno. 

Para ist.o. iremos supor que para cada fj(x) exist.a uma função 

~j(x) Cque pode ser conseguida por const.rução) t.al que. 

(5. 3. 9) 

Ent.ão novament.e pela segunda ident.idade de Green. C5. 3. 8) 

assume a forma: 

N N 

1 L 
. j 

Jíl fj • 1 L 
. j I "'2~j • D = )( Ot u dO = )( Ot u dO 

j=t. j=i o 
(5. 3. 10) 

N 

[ dr) 1 L - c.v) + J [u•nj 
• • . j 

= )( - q ~J] Ot 
\. I. 

j:t. r 

onde nj = 
étylj 

~ 

Assim por (5. 3. 5) e (6. 3. 10). obt-eremos a 

expressão final de cont.orno: 

c.u. + J q•u dr -I u•q dr = 
\. \. 

r r 
(5. 3.11) 

1 tJ c YIJ + I [q·~ • • dr ) . j 
= )( - u nJl Ot 

\. \. 

r 
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OBSERVAÇÃO : A transformaç~o da equaç~o inicial 

numa expressiro envolvendo apenas int.egrais de cont.orno. í'oi 

conseguida através da dupla aplicaç~o do principio de 

reciprocidade. Por causa disto. a técnica recebe o nome de 

M~t.odo de Int.egrais d~ Contorno com R~ciprocidad~ Dual. 

Conforme observado [ 7l. a eficiência do 

lnGt.odo gst.6. ligada a uma boa gscolha das í'unç&s í'j(x) para as 

aproximaçeses sobre o dominio. Alguns autores [13l sugerem o 

uso de funçeses polinomiais~ séries trigonométricas e funçeses 

com valor~s nodais avaliados ~m alguns pont.os í'ixos. reí'eridos 

como p6los. 

Para probl~mas d~ dií'us~o bi-dim~nsional. ~st.as 

funções nodais possuem a forma: 

(6. 3. 12) 

onde x coordenada de qualquer pont.o do dominio. 

x. coordenada do j-ésimo p6lo. 
J 

conseguidas por const.ruç~o e s~o dadas por: 
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C6. 3. 13) 

OBSERVAÇÃO nllo exist.irem pólos 

coincident-es, o conjunt.o de equaç~es dadas por (6.3.12) será 

linearment-e independent.e [7]. 

5.3.1.- SISTEMAS DE EQUAÇÕES 

As :funçeses u. q. Y'j e l)j podem ser aproximadas 

d~õõtnt.ro de cada el liõtm~õõtnt.o no cont.orno. usando as :funç~gs dg 

int.erpolaç~o p usuais. 

T T 
u = pu q = p qe e 

CB. 3.14) 

y) 
T . 

l)j PTl)j = p Y'J = 
• • 

Aplicando a gquaç~o CB.3.11) gm t.odos os nós do 

cont.orno. com as aproximações ant.eriores. obt.eremos o sist.ema 

de equaçeses: 

HU- GQ 
1 = ~ [H1JI - Gl)J ~j C6. 3.16) 

Desenvolvendo também C5.3.7) em todos os nós do 
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con~orno, mon~amos o sis~ema: 

. . 
U = Fa cs. 3.16) 

Pela observaç~o an~erior, desde que n~o hajam pol6s 

coinciden~es, a ma~riz F pode ser inver~ida, assim: 

(5. 3.17) 

Subs~i~uindo C5.3.17) em (5.3.15) ~aremos, 

CU + HU = GQ C5. 3.18) 

onde C = 1 -1 
f( [ HIJI - Gn l F . 

Final man~a usando um esquema da di scra~i zaçã:o 

de dois ni vei s no ~empo, f' azendo par a i s~o uma apr oxi maçã: o 

linear em U e Q em cada passo, ou seja, 

u = (1 

Q = C1 - G)Qm + eQm+1 

U = _1_ C Um+ 1_ Um) 
Â~ 

onde O< e< 1 é um parâme~ro en~re os nivais m e m+l, 

mon~aremos o seguin~e sis~ema ma~ricial: 

( ~t C + eH)um+t - eGQ.m+1 = ( ~~ C - C1 - G)H )um + C1 - G)GQm 

(5. 3. 20) 

A equação (5.3.20) acima, represen~a um esquema 

de marcha no ~empo e para o dado inicial t = seu lado 

direi~o é conhecido. As ma~rizas C, H e G dependam apenas das 
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variáveis espaciais. logo podem ser calculadas e armazenadas 

uma única vez. SO o passo do ~empo A~ ~or cons~an~e. o sis~ema 

ma~ricial reduz-se a um processo recursivo. sendo apenas 

a~ualizados os ve~ores U e Q em cada nivel de ~empo. 

Após conhecermos os valores de u nos pon~os do 

con~orno. poderemos ~ambém conhecer os valores in~ernos em 

qualquer nivel de ~empo. a~raVQS da equaç~o: 

J • • 1 f [ . u'" = [ u q - q u 1 dr + -x- L ~ + 

r j=~ 

C6. 3. 21) 

5.3.2.- FONTES INTERNAS 

Aprovei ~ando o mQ~odo de Reei pr oci dade Dual • 

iremos acrescen~ar ~on~es para o problema de di~us~o C6.3.1). 

como veremos as equaç6es ob~idas nas seç6es an~eriores 

Adicionando a à C6. 3. 1) • 

passaremos ao problema: 
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~Cx,t.) 2 p(x,t.) O c IR
2 

t t. ~ o 6t = V uCx,t.) + t X & 

uCx,t.) a: ÜCx,t.) . X E r t t. ~ o t 

' 
~Cx,t.) 

= qCx, t.) X & r t. ~o 
6'ri t 2 

t 

uCx,t.) o o o = u Cx,t. ) • X c 

Com a sol uça:o • u para a equaçJ:l:o de 

obt.aramos no cont.orno, 

Subst.it.uindo u 
2 

p = V u, em C 6. 3. 23) • 

• q ul dr 

Novament.e. t.omando 

t.eremos. 

N 

uc x. t.) = L f'jC x) ~jc t.) 

j•i 

N 

D = L ;;.j I ..,ZY'j 

j•:l o 

• u dO 

e a express~o f'inal para o cont.orno passa a ser: 
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I q •u dr -c.u .... 
\. \. 

r 

que ~em a ~orma ma~ricial equivalen~e: 

HU - GQ = [H~ - Gnla + B 

(5. 3. 26) 

(5. 3. 27) 

Com as aproximações. mon~aremos o sis~ema. 

( ~~ C + Em)um+s._ eGQm+s. = ( ~~ C - C1 - fJ)H)Um-+(1 - fJ)GQm+Bm 

(5. 3. 28) 

onde Bm = I pCx. ~ m)u• dOCx) 

o 

e para os pon~os in~ernos. 

ui. = I [ u • q - q • u J dr + 

r (6. 3. 29) 

~j + 
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5.4.- ASPECTOS NUMÉRICOS E COMPUTACIONAIS 

A est-rut-ura dos programas. com o Mét-odo de 

Reciprocidade. é similar a discut-ida no capit-ulo IV. O 

mét-odo 1'oi i mpl ement.ado ut,i 1 i zando al ement.os const-ant-es e 

obedecendo as equações desenvolvidas nest-e capit-ulo. O 

programa t-em o seguint-e esquema geral: 

-I MALHA 
IINTEI 

[jiNLoj 
--I FMAT 

PROORAMA --I CONTROLE I PRINCIPAL 
CEnt-rada dos dados) 

-I DECOMP 

-I SOLVE 

-I DEND PTI IGUARDI 

PROORAMAS: 

PROORAMA PRINCIPAL : Faz a ent-rada dos dados e cont-rola as 

várias subrot-inas do programa. Além de carregar os vet.ores UO 

e 00 com as aproxi maçeíes i ni ci ais. at.ual i za os vet.ores Um+l e 

m+i 
Q a cada passo do t-empo. equação C6. 3. 20). 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
PROGRAMA PRINCIPAL. 
Programa para a Equacao do Calor, uaando o Ne~odo de 
In~egraia de Con~orno CDual Reciproci~y B.E.N.) com 
elemen~os cons~an~es 

MMMMMMMMMMMMM.MM.MMMMMMM···························· 
PARAMETERC MX =20) 
PARANETERC NY =20) 
PARANETERC NT=QO) 
PARAMETERC MNT=202) 
PARAMETERCNji=130) 
REAL•9 PC2,Kn,PNC2,Kn,PIC2,~),HCNT,Kn,GCMT,Kn 
REALMB CCMT,MlJ,ICCMT,MlJ,PHICMT,MlJ,DPHICMT.MlJ 
REAL•9 PHCNT,Kn,DHCMT,NT),INVCMT,Kn,CXCMX),CYCNY) 
REAL•9 CTC NND , FI C NT) , DFI C NT) , UOC NT) , QOC Kn , BC NT) 
REAL.•B VXC NT) , VBC NT) , APC NT) , ADPC N1J • AFC N1J , SOLC NTI ) 
REAL•9 XI,XF,YI,YF,TI,TF,HX,HY,HT,TETA,XX.YY,TT 
REAL•9 FUNC,FUN1,FUN2 
INTEGER KODECM1J,INBCM1J,PERCM1J.NX.NY.NT,NPI,N.AK 
I NTEGER I T, .J .J 
CONNON / DONI NI O / XI • XF. YI • YF • TI • TF 
COMNON / DIVISAO / HX • HY, HT • TETA 
COMNON / STEP / NX.NY,NT,N.NPI 

ENTRADA DE DADOS 

WRITEC•.10) 
10 FORNATC//,T10.'DEFINICAO DO DOMINIO [a,bJx[c.dJ ',/.> 

WRITEC•,20) 
20 FORMATC/,T10. 'INTERVALO [a,bl • ./) 

WRiiECM,30) 
30 FORMATC//, T10, 'EXTREMO INFERIOR : • ,8) 

READCM,M) XI 
WRITEC•.40) 

.&0 FORMA TC // • T1 O • • EXTREMO SUPERIOR • • 8) 
READC•.•) XF 
WRimc•.50) 

60 FORNATC//, T10. "INTERVALO [c.dl • ,/) 
WRITECM,30) 

c 

60 

70 

READC•.•) YI 
WRITEC•.40) 
READCM,M) YF 

WRITEC•,60) 
FORMATC // • T1 O • • NUMERO DE ELEMENTOS: NA DI RECAO X 
READCtE,tE) NX 
WRITECM,70) 
FORMATe//, T1 O, • NUMERO DE ELEMENTOS: NA DI RECAO Y 
READC•.•) NY 
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c 
WRITECM,80) 

80 FORMA TC //, T1 O, ' INTERVALO DE TEMPO [ TO, TF l • , /) 
WRITECtt,90) 

QO FORMATC//,T10,'TEMPO INICIAL: ',$) 
READC M. M) TI 
WRITECM,100) 

100 FORMATC//,T10,'TEMPO FINAL ',$) 
READC M. M) TF 

c 

110 

c 

WRI TEC M, 11 0) 
FORMA TC //. T1 O. ' NUMERO DE INTERVALOS DE TEMPO 
READC *, M) NT 

WRI TEC M,120) 
120 FORMATC//,T10,'PARAMETRO TETA: ',$) 

READC *, M) TETA 
c 
C CALCULO 00 NUMERO DE NOS E DAS PARTI COES 
c 

c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

N = 2*CNX+NY) 
NPI = C NX - 1 ) MC NY - 1) 

HX = CXF-XI)/DBLECFLOATCNX)) 
HY = CYF-YI)/DBLECFLOATCNY)) 
HT = C TF-TI) /DBLEC FLOATC ND) 

CHAMADA DAS SUBROTINAS 

CALL MALHACMT,Mil,CX,CY,CT.P,PM,PI,KODE,INB) 

FORMA AS MATRIZES DA PARTE ESPACIAL 

•• $) 

1 
CALL FMATCMT,G.H,P.PM.C,PHI.DPHI.IC.PER.VB.VX,INV,PH. 
OH) 

c 

190 
c 
c 
c 
c 

WRI TEC *, 190) 
FORMA TC //, T1 O. 'AS MATRIZES ESPACIAIS EST AO PRONTAS') 

CARREGA OS VETORES UO E QO COM AS APROXIMACOES 
INICIAIS 

00130I =1,N 
XX= PMC1,!) 
YY = PMC2, 1) 

AK = INBCI) 
UOCl) = FUN1CXX,YY) 
QOCI) = FUN2CXX.YY,AK) 

1 30 CONTINUE 
c 
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C LOOP PRINCIPAL NO TEMPO 
c 

900 

910 
c 

DO 790 IT = 1,NT 
TI = CTCIT + 1) 
WRITECtt,900) IT 
FORMATC//,T10,'NIVEL DE TEMPO DO PROGRAMA 
DO 910 I = 1 ,N 
XX = PMC1, !) 
YY = PMC2,!) 
AK = INBCI) 
FICI) = FUNCCXX,YY,TT,AK) 
CONTINUE 

•• 16) 

CALL CONTROLECMT,FI,B,DPHI.IC,UO,QO,KODE,G,PHI,H,C) 
c 

c 

c 

c 

CALL DECOMPCH.MT,PER) 

CALL SOLVECH,PER,MT,B,DFI) 

CALL DENDCMT,MTI,KODE,FI,DFI,P,PM,TT,IT,A?,ADP,AF.DH, 
1 PH,SOL,PI,INV) 

C PREPARA OS VETORES PARA O PROXIMO NIVEL DE TEMPO 
c 

IFCIT.EQ.NT) GO TO 760 
DO 600 I = 1,N 
UOCI) = FICI) 
QOC!) = DFIC!) 

600 CONTINUE 
c 
750 CONTINUE 
c 
760 STOP 

END 

SUBROTINA FMAT : Mon~a o sis~ema ma~ricial (9.3.20) uma única 

vez e chama as subro~inas INTE e INLO, que s~o as mesmas do 

capi ~ulo IV. 
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c 

SUBR~NE FMATCMT.G.H,P,PM,C,PHI.DPHI.IC,PER,VB,VX, 
1 I NV, PH, OH) 

REAL•S PC2,•),PMC2,M),GCMT,M),HCMT,M),CCMT,•),ICCMT,•) 
REAL•B PHICMT,M),OPHICMT,M),INVCMT,M),PHCMT,M),VBCM) 
REALM8 VXCM),TETA.HX,HY,HT,A1.A2,B1,B2,K1,K2,AA.BB 
REALM8 DP,DT,DIST1,DIST2,DIST3 
INTEGER PERCMTJ,NX,NY,NT,N,NPI 
COMMON / DIVISAO / HX,HY ,HT, TETA 
COMMON / STEP / NX,NY,NT,N,NPI 

C CALCULA AS MATRIZES G e H 
c 

WRITEC•.•) 'MONTA AS MATRIZES G e H' 
DO 30 I = 1,N 
DO 30 J = 1,N 
IFCI.NE.J) THEN 
CALL INTECPMC1,I),PMC2,I),PC1,J),PC2,J),PC1,J+1), 

1 PC2,J+1) ,HCI ,J) ,GCI ,J)) 
ELSE 
CALL INLOCPC1,J),PC2,J),PC1,J+1),PC2.J+1),GC!,J)) 
HCI ,J) = 6. D-1 
END IF 

30 CONTINUE 
c 
C FORMA AS MATRIZES PHI , DPHI E F C u = F•z ) 
c 

WRI TEC •, •) • FORMA AS MATRIZES PHI , DPHI e F' 
DO 60 I = l,N 
A1 = PMC1, !) 
A2 = PMC2,I) 
DO 60 J = 1,N 
Bl = PMC1, J) 
B2 == PMC2,J) 
CCI,J) = DIST1CA1,A2,B1,B2) 
PHCI,J) = DIST2CA1,A2,B1,B2) 

60 CONTINUE 
c 

DO 62 I = 1,N 
A1 = PMC1, I) 
A2 = PMC2,1) 
Kl = C PC 1 , I +1 ) - PC 1 • I ) ) 
K2 = CPC2,I+1) - PC2,!)) 
IFCK1.GT.O.AND.K2.EQ.0) THEN 
AA = O. DO 
BB =- 1.DO 
ELSE IFCK1.EQ.O.AND.K2.GT.0) THEN 
AA = 1.DO 
BB = O.DO 
ELSE IFCK1.LT.O.AND.K2.EQ.0) THEN 
AA = O. DO 
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88 = 1.00 
ELSE IFCK1.EQ.O.AND.K2.LT.0) THEN 
AA =- 1.00 
88 = 0.00 
END IF 
DO 64 J = 1,N 
81 = PMC1, J) 
82 = PMC2, J) 
DHCI,J) = DIST3CA1,A2,81,B2,AA,BB) 

64 CONTINUE 
62 CONTINUE 
c 
C INVERTE A MATRIZ C E ARMAZENA EM I C 
c 

c 

c 

WRITECM,M) 'INVERTE A MATRIZ F' 

CALL DECOMPCC,MT,PER) 

DO 70 I = 1,N 
VBCI) = O. DO 

70 CONTINUE 
c 

DO 85 I = 1,N 
VBCI) = 1. DO 
CALL SOLVECC,PER,MT,VB,VX) 
DO 80 J = 1,N 
ICCJ, !) = VXCJ) 

80 CONTINUE 
VBCI) = O. DO 

95 CONTINUE 
c 

DO 88 I = 1,N 
DO BB J = 1,N 
INVCI,J) = ICCI,J) 

88 CONTINUE 
c 
C MONTA A MATRIZ C C C = CHMPHI - G*DPHI)M!C , IC = C ) 
c 

WRITECM,M) 'MONTA A MATRIZ C' 
DO 100 I = 1, N 
DO 100 J = 1,N 
CCI,J) = 0.00 
DO 110 K = 1,N 
DO 110 L= 1,N 
CCI,J) = CC!,J) - HCI,L)MPHCL,K)M!CCK,J) + 

1 GCI,L)MOHCL,K)MICCK,J) 
11 O CONTINUE 
1 00 CONTINUE 
c 
C MONTA O SISTEMA DE MATRIZES 
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c 
c 
c 

PHI = CDTMC+TETAttH) 
IC = C1-TETA)MG 

DPHI = C DTMC-C 1 -TETA) ttH) 

WRI TEC *, M) 'MONTA O SISTEMA DE MATRIZES' 
DT = 1. 00/HT 
DO 200 I = 1,N 
DO 200 J = 1,N 
PHICI,J) = 0.00 
DPHICI,J) = 0.00 
ICCI .J) = O. DO 

200 CONTINUE 
c 

DO 250 I = 1.N 
DO 250 J = 1,N 
PHICI,J) = DTMCCI,J) + TETA•HCI.J) 
DPHICI,J) = DT*CCI.J) - C1.00- TETA)•HCI.J) 
ICCI.J) = C1.00- TETA)*GKI.J) 
G<I .J) = TETA*GKI ,J) 

250 CONTINUE 
c 

RETURN 
END 

SUBROTINA CONTROLE : Organiza. a cada nivel do ~empo, a ma~riz 

principal a o va~or do lado dirai~o B, a~im de saram 

resolvidos dira~amen~e pelas subro~inas DECOMP a SOLVE. 

c 

SUBROUTINE CONTROLECMT,FI,B.DPHI,IC,UO,QO,KODE,G.PHI, 
1 GG.CC) 

REAL*8 DPHICMT,M),PHICMT,M),ICCMT,M).G<MT.•),GG(MT,*) 
REAL*S CCCMT,M),B(M),FlCM),UOCM),QO(M),CH 
INTEGER KODECMT),NX,NY,NT,N.JJ,NPI 
COMMON / STEP / NX,NY,NT.N,NPI 

C ARRUMA O SISTEMA DE EQUACOES 
c 

DO 10 I= l,N 
DO 10 J = 1,N 
GG(I ,J) = G<I ,J) 
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CCCI,J) = PHICI,J) 
10 CONTINUE 
c 

00 70 J = l,N 
JJ = KODECJ) 
IFCJJ.GT.O) THEN 
DO 60 I = l.N 
CH = GGCI ,J) 
GGCI,J) =- CCCI,J) 
CCCI,J) = - CH 

60 CONTINUE 
END IF 

70 CONTINUE 
c 
C FORMA O VETOR B 
c 

DO 110 I= 1,N 
BC!) = O. DO 
DO 110 J = 1,N 
BC!) =BC!) + CCC!,J)MFICJ) - CDPHICI.J)MUOCJ) + 

1 ICCI.J)MQOCJ)) 
11 O CONTINUE 
c 

RETURN 
END 

SUBROTINA DEND : Ordena os ve~ores com as saldas dos dados FI 

e DFI. armazenando as respos~as numéricas em alguns niveis do 

~empo at.ravés da subrot.ina GUARD. Chama ~ambém a subro~ina 

?TI. 

SUBROUTINE DENDCMT,MTl.KODE,FI.DFI,?,?M,TT.IT.AP,AD?. 
1 AF,DH,?H,SOL,Pl,INV) 

REALM8 ?C2,M),?MC2,M),?IC2,M),DHCMT.M),?HCMT,M) 
REALM8 INVCMT,M).Fl(M),OF!CM),A?CM),ADPCM),AF(*) 
REALMB SOL(M),CH,TT 
INTEGER KODECM),NX.NY,NT,N.IT.IA,N?I 
COMMON / STE? / NX,NY,NT,N,N?I 
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CHARACTER RESM1 
c 
C REORDENA OS VETORES FI E DFI 
c 

DO 10 I = 1 ,N 
IFCKODECI)) 10,10,5 

9 CH = FICI) 
FI C I ) = DFI C I) 
DFICI) = CH 

10 CONTINUE 
c 

c 

CALL PTICMT.~.AP.ADP.AF,DH,PH.SOL.PI.P.PM.FI,DFI. 
1 INV) 

I A = MODC I T. 9) 
IFCIA.EQ.O) THEN 

160 WRITECM,162) 
162 FORMATC//,T10,•DESEJA GUARDAR OS VETORES SOLUCAO 

1 ( S/N) ? : • • $) 
READC *, 1 64) RES 

164 FORMATCA1) 
IF'CRES. EQ. 'N•) GO TO 168 
IFCRES. NE. 'S') GO TO 160 
CALL GUARDCMT.Mll.P,PM,TT,FI,DFI.IT.PI,SOL) 

168 END IF 
c 

c 

IFCIT.EQ.1.0R.IT.EQ.2.0R.IT.EQ.NT) THEN 
CALL GUARDCMT.MTl,P,PM,TT,FI.DFI,IT,PI.SOL) 
END IF 

RETURN 
END 

SUBROTINA PTI : Est.a subrot.ina calcula os valores de uCx,t.) 

nos pont.os int.ernos do dominio, equaç~o C9.3.21). 

SUBRO~NE PTICMT,Mll.AP.ADP,AF,DH,PH,SOL,PI,P,PM,FI, 
1 DF!. !NV) 

REAL*8 PC2,M),PMC2,M),PIC2,*).DHCMT,*),PHCMT.*) 
REAL*8 INVCMT,M),F!(M),DFIC•),SOLC•),AP(M),ADPCM) 

121 



CAP. V 

c 

REALM8 AF(M).A,B.SS.DlS,DlST2 
lNTEGER NX.NY.NT.N.NPl.K 
COMMON / STEP / NX,NY,NT,N,NPI 

00 !51= 1,N 
AFCJ) = 0.00 
00 !5 J = 1.N 
AFCl) = AFCI) + INVCI.J)MFICJ) 

!5 CONTINUE 
c 

0010 I= 1,N 
APCI) = 0.00 
ADPCI) = 0.00 
0010 J = l,N 
APCI) = APCI) + DHCI.J)MAFCJ) 
ADPCI) = ADPCI) + PHC!,J)MAFCJ) 

10 CONTINUE 
c 

IFCNPI.EQ.O) GO TO 60 
DO 20 K = 1,NPI 
SOLCK) = O. DO 
00 30 J = 1,N 
CALL INTECP1C1,K),PIC2.K),PC1.J).PC2,J),PC1,J+1). 

1 PC 2. J +1) • A. B) 
SOLCK) = SOLCK) + B*CDFICJ)-APCJ))-AMCFICJ)-ADPCJ)) 

30 CONTINUE 
c 

SS = O. DO 
00 3!5 L= 1,N 
OIS= DIST2CPIC1,K),PIC2.K),PMC1.L),PMC2.L)) 
SS = SS + DISMAFCL) 

36 CONTINUE 
SOLC K) = SOLC K) + SS 

20 CONTINUE 
c 
60 RETURN 

END 

FUNÇOES UTILIZADAS : Mont-a as ma'lr i zes dadas pelas f'unçeíes f'j. 

Y'j e 11j. equaçeíes C !5. 3. 12) e C !5. 3. 13) respec'li vament.e. Faz 

t-ambém as aproxi maçeíes para os vet-ores UO e QO no t-ampo 
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inicial. 

c 

c 

c 
c 

REAL*S FUNCTION DISTleX.Y,Z,W) 
REAL•S X.Y.Z.W.AUX1,AUX2 

AUXl = ex - Z>*CX - Z> 
AUX2 = eY - W)*CY - 'W) 
DI ST1 = DSQRTC AUX1 + AUX2) 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

c 

c 
c 

REAL•S FUNCTION DIST2CX,Y,Z,W) 
REAL•S X.Y,Z,W.AUX1.AUX2 

AUX1 = CX - Z>*CX - Z> 
AUX2 = CY - W)*CY - W) 
DIST2 = CAUX1 + AUX2)•DSQRTCAUX1 + AUX2)/9. DO 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

c 

c 

c 
c 

REAL•S FUNCTION DIST3CX,Y,Z,W,A.B) 
REAL•B X.Y.Z,W,AUX1.AUX2,DT.A,B 

AUXl = ex - Z>•CX - Z> 
AUX2 = CY - 'W)*CY - 'W) 
DT = DSQRTC AUXl + AUX2) 

DIST3 = CDT*CCX - Z>*A + CY - 'W)'M:B))/3. DO 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 
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c 

c 

c 
c 

REALtt8 FUNCTI ON FUN1 C X • Y) 
REALtt8 X.Y 

FUNl = DSI NC X) ttOCOSC Y) 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

c 

c 

c 
c 

REAL MS FUNCTI ON FUN2CX • Y. AJO 
REAL*8 X.Y 
INTEGER AK 

IFCAK. EQ.1) THEN 
FUN2 = O 
ELSE IFCAK.EQ.2) THEN 
FUN2 = - OCOSC Y) 
ELSE IFCAK.EQ.3) THEN 
FUN2 = o 
ELSE 
FUN2 = - OCOSCY) 
END IF 

RETURN 
END 

c----------------------------------------------------------
e 
c 

REAL*S FUNCTI ON FUNCCX.Y.T.AK) 
REAL*8 X.Y.T 
INTEGER AK 

c 
IFCAK. EQ.1) THEN 
FUNC = O. 00 
ELSE IFCAK.EQ.2) THEN 
FUNC = O. 00 
ELSE IFCAK.EQ.3) THEN 
FUNC = 0.00 
ELSE 
FUNC = 0.00 
END IF 

c 
RETURN 
END 

c 
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c 

c 

REAL•B FUNCTI ON UREALC X, Y, D 
REALMB X,Y,T 

RETURN 
END 

TESTES REALIZADOS: Com a f' i nal i dad~ d~ t.sst.ar os r ~sul t.ados 

obt.idos pelo programa acima, í'izamos expariman~os compara~ivos 

com as sol uçESas anal i ~i c as do problema 

bi-dim~nsional: = '\lzu + f' • dadas por 

de 

u 
1 

difus~o 

u z ~ u 
a 

obt.idas a par~ir de f = f' • 
1 

f e f r aspac~i vaman~a, 
z a 

no 

domi ni o: O = [O ,1 J x[ O ,1 J ; T = [O ,1 J. 

Test.s 1: 

{ 

u.cx,y.~) : 0 ~cx f' Cx, y, t.) 
1 

Tes~e 2: 

a a 
) Cx + y ) 

+ y + ---6~-"---

uzCx,y,L) : 

0

e .senCx).cosCy) 

{ 

-zl 

f' Cx,y.~) 
2 

Test.e 3: 

{ u ex. y, t.) -l z yz) = e . Cx + 
a 

f' Cx,y.~) 
-t. z z 

4) = e . Cx + y + 
a 
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Os resultados s~o apresentados. para alguns 

valores de ~m. nas ~abelas abaixo. com Ah = 0.1 e A~ = 0.06. 

Tabela 6.1 

.. 
ERRO MÁX. NO BORDO ERRO MÁX. NO INTERIOR u 

~:I= 0.06 0.6063994E-02 0.1499316E+OO 

t.z= 0.10 0.7449481E-02 0.143296BE+OO 

~8= 0.20 O.Q06149QE-02 0.126QQ46E+OO 

~4= 0.40 0.9903991E-02 0.9204661E-01 

t.5= 0.60 0.9582436E-02 0.5822495E-01 

~6= 0.80 O.Q682Q61E-02 0.2638863E-01 

t..?= 1. 00 0.111611QE-01 0.1404287E-01 

Tabela 6.2 

z ERRO MÃX. NO BORDO ERRO MÃX. NO INTERIOR u 

t.s= 0.05 0.9814007E-02 0.1880127E+OO 

~2= 0.10 0.7Q86408E-02 0.174Q024E+OO 

t..a= 0.20 0.8394409E-02 0.1430746E+OO 

~4= 0.40 0.6138147E-02 0.9646329E-01 

t..:J= 0.60 0.419QQ66E-02 0.6630349E-Ol 

~c5= 0.80 0.3029723E-02 O. 4449218E-01 

t.?= 1. 00 0.2975797E-02 0.3070881E-01 
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Tabela 6.:3 

a 
ERRO MÃX. NO BORDO ERRO MÃX. NO INTERIOR u 

t.1= 0.06 0.2738614E-01 0.26721g()E+OO 

t.z= 0.10 0.6600106E-02 O. 262ge}Q7E+OO 

t.:il= 0.20 0.7624568E-02 0.2384220E+OO 

t.•= 0.40 0.7607911E-02 0.1964569E+OO 

t.!5= 0.60 O.B732:3Q4E-02 0.161B44BE+OO 

t.(J= 0.80 O.Q6B14QQE-02 0.1:332334E+OO 

t.7= 1. 00 O. 1 06221 7E-01 0.10Q662BE+OO 

.... 
5.5.- EQUAÇAO DA ONDA 

Assim como na equaçgo do calor, os primeiros 

t.rabalhos com element.os de cont.orno para a equaç~o da onda, 

ut.ilizaram como r~curso a t.rans~ormada d~ Laplace. Em seguida 

os est.udos se desenvolveram em t.orno da ~ormulação que ut.iliza 

soluç3es ~undament.ais dependent.es do t.empo. Esse procediment.o. 

é ainda empregado em vá.r i as cat.egorias de problemas, 

demandando um desenvolviment.o mat.emá.t.ico elaborado 

considerável es~orço comput.acional. 

problemas de propagaç~o de ondas, via Reciprocidade Dual, 
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t-rouxe algumas vant-agens com relaç:lo as formulações 

ant..eriores, como a maior simplicidade, universalidad• da 

~ormulaç~o. ~ácil implemsnt..aç~o e baixo cust..o operacional. 

Descreveremos. nest.a seç:lo, uma análise 

parQCida com a desenvolvida na equaçD:o do calor • af'im de 

obt..ermos as equaç3es f'undament..ais para o problema. 

Consideremos a equaç~o que governa a propagaç~o 

escalar de ondas, em um meio isot.r6pico e homogêneo, dada por: 

1 

cz 

com as 

z 
iJ uC x. t.) = 

at.z 

uCx,t.) = 
aucx.t..) = êh} 

condiç3es 

ucx. t.) = 

ul ex. t,) = 

~ucx. t.) 

ucx. t..) 

qcx. t..) 

iniciais, 

o o u Cx,t. ) 

1 o u Cx,t. ) 

z xEOciR. t..~O 

X E r 
1 

x,.. r 
z 

X E Q 

t.. ~ o 

Ponderando a equaç~o CS.S.l) 

CS.S.1) 

pela ~unç~o 

• u C { , x) , e i nt..egr ando sobre o domi ni o dOC x) • passar amos à: 

I 9 2 
uC x, t,) u • C { • x) dCX x) = 

n 

Novament.e 

1 I üc X. t..) u. c { • x) dCX x) 
cz 

n 

a soluç:lo ~undament.al, 

(6. 6. 2) 

aqui 

empregada. será a mesma para problemas est.acionários 

bi-dimensionais. ou seja. 
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de C9.6.2) pode ser re~ormulado em: 

I ÜCx,t.) u·c~ ,x)d0Cx) = cC~) uC~ .x) + I qCx,t.) u·c~ ,x)drCx) -

o r 
(6. 6. 3) 

I ucx.t.) q·c~.x)drCx) 
r 

Vamos supor , qus as acsl E:> r açeses ÜC x. t.) possam 

ser represen~adas pela soma fini~a de funçBes da forma: 

N 

ücx.~) = ~ aj(~) fj(x) (5. 5. 4) 

j = t 
onde N é o número de nós do dominio. 

Escolhsndo uma ~unç~o ~j(x), como uma primit.iva 

de ~j(x) de modo que: 

(6. 6. 6) 

poderemos reescrever (5.5.3) na ~orma: 

(6. 6. 8) 

N 

= [ (ccp,.)cp + 

J•t 
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A escolha da funçao fj(x) pode ser fei~a 

arbi~raria~n~e. mas como na seçao C8.3.1), recomenda-se usar 

express&s relacionadas com a dist.~ncia euclidiana ent.re os 

pont.os considerados. 

Conhecidas as funçl3es fj(x), 'Y'j(x) 

discret.izaçao do cont.orno drCx), permit.e gerar um sist.ema de 

equaç~es dado em sua forma mat.ricial por: 

HU - GQ = 

Escolhendo o número de funçC:Ses fj(x) igual ao 

número de nós da discret.izaç~o. a funç~o a pode ser 

subst.it.uida e escrit.a em t.ermos de u, int.erpolados de acordo 

com C8. 6. 4), 

.. -i·· a= F u (6. 6. 7) 

Tomando M = obt.er amos a 

express~o mat.ricial final: 

MU + HU = GQ (6. 8. 8) 

OBSERVAÇÃO 1 : A i ncl us~o de font.es i nt.ernas na 

equaç~o das ondas (6.5.1), pode ser feit.a sem maiores 

dificuldades. Como na equaç~o do calor, a soluç~o para os 

pont.os int.ernos do dominio O, obedece os mesmos procediment.os. 
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OBSERVAÇXO 2 Os programas comput-acionais 

relacionados com os problemas hiperbólicos, via Reciprocidade 

Dual, sko muit.os parecidos com os da saçko 5.4 .. 

131 



CONCLUSÃO E SUGESTÕES 

Após ss~~ prim~iro con~a~o com os ~l~m~n~os d~ 

con~orno pudemos observar que o mé~odo é capaz de compe~ir com 

outras técnicas numéricas conhecidas. Assim como todos os 

mét.odos numgr i c os • &Ü g sg most.r a gf' i c i gnt,g g va.nt.aj os o gm 

alguns problemas. bem como possui desvan~agens em relaç~o a 

out..ros t..ipos. 

nossa. 

t.rabalho f'oi a de compreender os principies básicos do mé~odo 

desde a sua formulaç:ii(o anal i t..ica at..é o t..rat..ament..o numérico 

conveni en~e, dliiit:sse modo n~o nos apr of'undamo:s em apl i caçelfiiits 

prá~ica:s ondliiit cfiiitr~amfiiitn~fiiit o mét.odo dliiit con~orno ~raria 

vant..agens, como nos problemas com front..eiras móveis~ problemas 

em meios inf'init.os~ gm viscopla.:st.icida.dg; gt,c .. Para. t.ra.ba.lhos 

f'ut.uros, prliiitt.liiitndliiitmos fiiit:S~udar a aplicabilidadliiit do mé~odo nest..es 

e em out..ros problemas que possam ser modelados at..ravés das 

equaç61iiitS int.fiiitgrais. 

Den~re algumas sugest..eses que ent..endemos ser 

úteis n:ii(o só para o complemento dest..e t..rabalho mas t..ambém como 

pgsquisas post.griorgs, dliiitst.a.camos Ca maioria. problliiitmas gm 

e:st.udo ou a. sfiiitrfiiitm fiiitS~udados): 

• Ut..i 1 i zar funçeíes de aproximação 

r~i6~s irrggula.r~s. 
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·Tra~amenlo analilico na formulaç~o do método de 

con~orno. procurando d~~~rminar os ~spaços das aproximaç3~s. 

•Análise e estimativa do erro. 

·Problemas n~o-lineares. 

•Ampliar o ~spaço das soluç3~s f'unda.JmõJn~ais 

viabilizando a modelagem de ou~ros problemas. 

• Desenvolver esquemas económi c os de i nt.egr aç:Io sobre o 

dominio. 

133 



APÊNDICE: AS REFLEXÕES EM PROBLEMAS COM ESPALHAMENTO DE ONDAS 

<CONDIÇÕES DE CONTORNO ABSORVENTES> 

Após es~udarmos, como ~rabalho de monograria. o 

fenOmeno de propagaçSo de ondas em meios nSo limi~ados com o 

mé~odo das direrenças rini~as. ~en~amos ob~er resul~ados 

parecidos u~ilizando a ~écnica dos elemen~os de con~orno. 

Infelizmen~e. a inexis~ência de soluções fundamen~ais para os 

modelos ~rouxeram diriculdadQS quan~o à rormulaç~o do problema 

aproximado. via equaç6es in~egrais. 

Como es~e foi o problema mo~i vador de nosso 

es~udo Q por considerarmos que podem ser desenvolvidos 

~rabalhos com ~écnicas semelhan~es. procuraremos nes~a seç~o 

final. descrever em poucas linhas. es~e modelo de espalhamen~o 

dQ ondas para meios es~ra~iricados. 

INTRODUÇÃO: A par~ir do inicio dos anos 70, esquemas 

explici~os de direrenças rini~as começaram a ser u~ilizados 

para a soluçSo aproximada em fenômenos de propagaç~o de ondas 

com i n~er~sse geori si co. Es~es problemas s~o normalmen~e 

resolvidos para meios inrini~os. mas pelo ra~o dos 

compu~adores possuirem capacidade limi~ada de memória a 
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sol uç:lo. vi a diferenças f i ni tas • pode ser consegui da apenas 

numa grade f' i ni t.a de pont.os. Assim Q nliitCessár i o li mi t.ar a 

regi~o de int.er6sse int.roduzindo-se f'ronteiras e est.udando-se 

um modelo finito. No entanto. a introduç~o destas fronteiras 

••art.if'iciais.. ocasionam ref'lexelgs. cont.aminando a 

numérica obt.ida. como veremos mais adiante. 

soluçllo 

COLOCAÇÃO DO PROBLEMA: Estamos interessados em descrever o 

comportamento da sol uç~o da equaç~o da onda em domi ni os n~o 

limitados. Assim a regi~o de int.er~sse é 

D = {C X • y) / -oo ( X ( 00 ; 0 ~ y ( ai> 

que representamos graficamente na figura abaixo: 

y 
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Na numérica torna-se necessário 

""li mi t.ar •• a regi B:o e por t.ant.o t.ent.amos simular o problema em 

" O = <Cx,y)/ - M S x S M ; O S y S L> 

também representado na figura a seguir: 

-M M X 
------~~-----------------------+-------------------------r------+ 

L 

y 

Como coment..amos ant..er i orment..e. o ""1 i mi t..ar ·· a 

regi~o acarreta no surgimento de reflexaes artificiais que 

compromet-em os result..ados obt.idos a part.ir do choque da onda 

nas ~ront..eiras art..i~iciais. Na bibliogra~ia especializada 

alguns procedimentos s~o recomendados: 

SUGESTt:SEs 

Cl) Considerar a região limit..ada ext..remament..e grande, de 
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modo a relardar as reflex3es C[All, [A2l). 

das condiç3es de con~orno, buscando 

condiç3es de con~orno absorvvn~es C[A3], [A4l, [ASJ, [ABJ). 

Clll) Alleraç~o na equaç~o analilica, introduzindo-se um lermo 

de amor~ecimen~o C[A7l, [A9]). 

AS REFLEXOES - CASO BI-DIMENSlONAL 

Consideremos a equaç~o acús~ica da onda na 

forma: 

u 
XX 

+ u 
yy 

(1) 

Se usarmos as condiçl3~s de con~orno do ~ipo 

Dirichle~ ou Neumann, is~o é, 

• 
uC-a,y.~) = uCx,b,l) = O ou • u C -a, y, l) = u C x, b, l) = O 

X y 

09 fa~o. vamos considerar uma onda plana caminhando para a 

direi~a na forma, 

uCx,y.~) = exp[i(w~ - kx cosB : ky senB)) (2) 

onde B é o ângulo en~re a frenle da onda plana e o eixo-x 

co ~ e ~ n/2). 

Podemos compu~ar o c09ficien~e de refle~o R, 

no bordo x = a, a~ravés de: 
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uCx,y,l) = expt iCwt. - kx cose 
... 

ky sen8)l 

+ exp[iC~ + kx sen9 ~ ky sen9)] (3) 

Subs~i~uindo as condiç~s de con~orno dadas 

an~eriormen~e. acharemos = 1, o qual mos~ra que a 

amplitude da onda refletida em x = a é a mesma da onda 

inciden~e. 

SIMULAÇÃO N~RICA: A seguir apresen~aremos uma seqüência de 

gráf'icos conseguidos at-ravés da discret.izaçllro por dif'erenças 

finitas para a equação da onda Cl), com condiçBes de contorno 

do t.ipo Dirichlet. homogênea. Abaixo de cada gráf'ico es~á 

indicado o ~empo em que o mesmo f'oi t-raçado. Observemos que 

devido a velocidade de propagaçllro por nós especif'icada, 

poderemos es~imar a colis~o com a f'ront.eira no ~empo t, = 2.0s~ 
após es~e ~empo no~aremos as ref'lex8es. 

,.. 
PARAMETROS ESCOLHI DOS 

Font-e: f' C x. y. t,) = 1 00 expC - 60C xz + yz) - 40~ z) localizada 

no pont,o cental do dominio espacial. 
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{ 

Espaço 
Dominio: 

Tempo 

[-e.eJ x [-e.el 
[0,4] 

Velocidade de propagaç~o da onda: c = l.Om/s. 

Di scret.i zaç:lo: 

{Número de elementos na direç~o x-y 38 /).x 

Núm10tro de el~õtm~õtnt.os no t.~õtmpo t. r 64 .ât. 

= lly = 0.125 

= 0.0628 

0.18s 0.93s 



1.68s 1.93s 

2.1Bs 3.18s 

S.6Bs 4.00s 
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SISMOGRAMAS: Para o exemplo dado, fixamos algumas posiçaes do 

dominio espacial simulando assim B sismogramas. 

.... , 
LOCAL! ZAÇAO OOS SI SMOGRAFOS: 

p = co. 26.0) 
I 

P = Cl. 79. 0) • 

0.E10 
0.60 
0.40 

p = co. 76.0) • 
p • c 1 . 876. 0) 
~ 

P = C1. 28,0) • 

1.00 i 
0.20 ~ ~ 

-~:g~ ~=====~====::=====:-.-~--.------r--=· ;:-::::::~,-_:-_:-_--.---i 

A 
M 
p 

L 
I 
T 
u 
D 
E 

1.00~-----------------------------· 

0.90 
0.60 
0.40 
0.20 
0.00 +----------~ 

-0.20 +---r----r---.,..... .--r----r---r-.---,,--~---t 

0.80 
0.60 
0.40 

t. 00 ~ 

0.20 :::::=:::---------------"· "" -+------ --------0.20+---r----,---.----r--,---~~--,~--..---~ 

0.80 
0.60 
0.40 

1.00~ 

0.~0 -------------------------0. 00 -------
-0.20~ ~. 

0.90 
0.60 
0.40 
0.20 

1.00~ 

0.00 --=-------------.. 
-0.20 r- i i i i 

0. 00 0. 60 1 • 00 1 • 60 2. 00 2. 50 3. 00 J. 60 "' . 00 

TEMPO 
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MODELO COM AMORTECIMENTO 

Vamos con~ornar o problama das raflax3as, 

introduzindo um termo de amortecimento na equaç~o da onda e 

u~i 1 i zando condi çes_.s d~;t con~or no usuais d~;t Di r i chl .. ~. Es~_. 

~armo da amor~ecimen~o é dado pela velocidade 2ACx,y)u , onde 

" 
ACx,y) = O para -M<x<M e O < y < L, ou seja, 

z u,l + 2ACx,y)u = c Cu + u ) + fCx,y.~) 
• l XX yy 

uCx,y,O) = gCx,y) 

u Cx,y,O) = hCx,y) 
l 

BuCx,O.~) = pCx,~) : Condiç~o de Superficie 

uC-M-a,y.~) = uCM+a,y.~) = uCx,L+b,~) = O 

-M-a pCx.~) 

i I ! I 

I Í 
i I i I 

j ACx, y) = O I 
! ! 
1
: i 

l 
I i 
i I 
L ......................................................................................................................... J 

L+b 

y 
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A funç~o espacial do amortecimento ACx,y) deve 

ser posi~iva, para que as ampli~udes das ondas de saida 

~ornem-sa minimas. Est.a propriedade é analisada at.ravés da 

uCx,y.t) = exp[-ACx,y)tlu Cx,y,t) 
1 

onde uCx,y,~) 6 uma soluç~o da equaç~o da onda sem o ~ermo 
:l 

de amor~ecimen~o. 

SIMULAÇÃO N~RI CA: Na próxima seqüência gráfica varamos 

reduzido o problema.. das reflexeíes, pois jã a~ua na 

discret.izaç~o o ~ermo de amort.ecimen~o. Agora a colis~o da 

onda no cont.orno acont.acará no t.ampo t = 3.0s . 

.... 
PARAMETROS 

Domlnio: 
{

Espaço [-3,31 x [-3,31 

Tempo [0,6] 

Velocidade de propagaç~o da onda: c = l.Om/s 

Discret-izaç~o: 

{ 

Número 

Número 

de elamant.os na direç~o x-y 

de elementos no tempo t 
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48 

96 

= Ay = 0.128 

= 0.062!5 



O.OOs 0.18s 

1.17s 1.99s 

2.85s 3.09s 
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3.33s 6.00s 

SISMOGRAMAS: T~mos 6 sismogramas dispo~~os no donúnio. s~ndo o 

úl ~i mo del liiiS 1 ocal i zado dliiln~r o da f' ai xa de amor ~sei ment.o e 

muit.o próximo do cont.orno. 

LOCAL! ZAÇAO DOS SISMÓGRAFOS: 

p = co. 26,0) • 
P = Cl. 76.0) • 

p = co. 76.0) z 

P = C2.26,0) 
o 
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A 
M 
p 

L 
I 
T 
u 
D 
E 

1.00 ~ j 0.80 
0.60 
0.40 
0.~0 
0.00+-------------------------------------------
-0.20~------~----~r------.------,-----~r------r--J 

t.oo~---------------------------------------------. 

0.90 
0.60 
0.40 
o.:::a 
o. e~ -+-------­

-o.:o+------.------.-----r----.-----r----.--J 

c.eo 
C.60 
0.40 
1. C::l I 
0.20 ~ 0.00 -+-------- ----...: ___________ _ 
-e.~e+-----r------.------r------.------.------.--~ 

0.80 0.60 
0.40 

1.00} 

::~ -t---:C=::------------0.20+-----~-r------~------r------.-------.------.-~ 

1.00~----------------------------------------------. 
0.80 
0.60 
0.40 l-/"-
o.:o t~~=====~=~======::;===~_j 0.00 

-0.:20 

til ~t~-------------0.~0 1 ~ : ~ 
0.Ct) 1.00 2.,m 3.00 4.00 5.00 6.00 

TEMPO 
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