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1- INTRODUCAO

Muitos problemas préticos, provenientes das
cidncias aplicadas, s8o simulados por modelos matemiticos
constituidos por equagtes diferenciais. A crescente
sofisticag¥o na modelagem tem conduzido a sistoemas de equagBos
com nSo linearidades e/ou regifies complexas onde as solugBes
procuradas s3o definidas. Como conseqiiéncia dificilmente est3o
disponiveis expressties analiticas para as solugles desejadas.
Nestas situagBes uma alternativa que tem se mostrado eficiente
€ a utilizag3o de métodos numéricos convencionais tais como as
diferengas finitas © o5 elementos finitos. Estas técnicas
nimericas s&o baseadas na soluglo aproximada de uma equago,
ou conjunto de equa¢lies, que descrevem o comportamento fisico
do problema. O dominio é discretizado em elementos e as
aproximagBes s3o realizadas sobre a regifo particionada; as
condigBes de contorno, que acompanham as equagBes, sJo
totalmente ou parcialmente satisfeitas. Estes métodos, junto

com outras técnicas aplicadas sobre o dominio, s3o conhecidos

como métodos de dominio.
Dentre os métodos de dominio, o© primeireo
largamente empregado foi o©o de diferengas finitas, o qual

aproxima as equagBes usando expansBes locais para as
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variaveis, geralmente truncadas pela série de Taylor.

J& o©o outro método de dominio, o dos
elementos finitos, tém atraido a ateng¥o de um grande ndmero
de pesquisadores devido a sua facilidade em dividir a regil3o
espacial conseguindo bons resultados numéricos, além de uma
refinada fundamentaglo tedrica. Entre as importantes
conseqiiéncias provenientes dos elementos finitos, destacam-se
Os @Xpressivos trabal hos computaciocnais com ef‘i~ci entes
programas numéricos e as diversas pesquisas om principios
basicos, tais como a técnica variacional e © tratamento com
pesos ponderados. Os elementos finitos podem usar técnicas
diferentes para trabalhar com as equagles, ;:on\o: Galerkin,
Minimos Quadrados, Colocagfo, Galerkin-Direg¢Bes Alternadas,
etc..

Além dos métodos de dominio, ja citados,
podemos alternativamente, utilizar fungBles de aproximagio que
satisfazem exatamente as equa¢gles sobre o dominio, mas nioc as
condi¢Bes de contorno. Estas técnicas s8o conhecidas como
métodos de contorno.

O método dos elementos de contornoc & uma
técnica numérica reconhecida, atualmente, como uma alternativa
eficiente para a anédlise de diversos problemas de engenharia.
O método consiste, basicamente, na transformag8o da equagdo
diferencial que governa © problema, envolvendo os valores da

varidvel em todo o© dominio, em uma equagdo integral

2



CAP. 1

relacionando somente seus valores no contorno da regiZo.

Consegue-s¢, desta maneira, uma redugfo no ndmero da dimensXo
espacial do problema. A equaglo integral, discretizada, ¢
resolvida numericamente; valores da varidvel no interior da
regifo, se requeridos, s8o entloc determinados a partir dos
valores prescritos e calculados no contorno.

A transformagdo da equagqo diferencial do
problema em uma equaglio integral pode ser feita através de
teoremas classicos, como as identidades de OGreen para
problemas potenciais, a identidade Somigliana para problemas
da teoria da elasticidade, etc.. Alternativamente, pode-se
também empregar o método dos residuos ponderados para deduzir
as equaglies basicas relacionadas com o método.

A moderna teoria das egquaglBes integrais de
contorno iniciou-se com Fredholm, que estabeleceu a existéncia
de solugBles dependendo de processos de discretizagdo, que
entretanto, nio foram conzsiderados por ¢le @ SEUS SUCSSSOres
imediatos. Todavia, com o advento dos modernos computadores
digitais, possibilitou-se implementar o processo de
discretizagdo e permitir solugBes numéricas com precistes
pré-estabelecidas. Esta viabilidade de resolugd3c numérica,
daria assim uma consideravel contribuig@o para que novas e
melhores formulagBes ajudassem a desenvolver os métodos de
equagles integrais.

Dentre algumas motivagBes para estudarmos os
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elementos de contorno, podemos destacar a curiosidade em
desenvol ver um método numérico relativamente recente, bem como
analisar a viabilidade deste na resoluglio de problemas em
meios infinitos, cuja representag3oc das condigBes de contorno
com os metodos convencionais de dominio seria muito

complicada.



II. - PRELIMINARES

Neste capitulo é feito inicialmente uma breve
exposiglo de varios resultados matematicos basicos, visando

familiarizar e auxiliar o leitor durante a apresentagio do

trabal ho.

21- CONCEITOS BASICOS

Denoctaremos © n-espago euclidianc por R", sendo

um ponto em R" identificado como x = Cx‘,...,xh). Para a
distancia euclidiana entre os pontos x e 4 em R",
escreveremos:
2 2 Y172
r = |x-&%| = [Cxl— {") + ... +an— fn) ]
%
2
X
r
4
x
K
5 »




Um elemento de volume dx‘...dxh sera abreviado
por dx, @ a integral de uma funglo f sobre uma regific R sera

indicada por

J X ,...,% D dx ...dx ou J (x> dx
1 n 1 n
R R

DEFINICAO : Uma fungXo f(x) ¢ localmente

integravel em R" se J If| dx é finita para cada regiZo

R
limitada R de R".

Identificaremos um operador diferencial linear

arbitrario L de ordem p, no R"” como:

L = Zakcxm"
Ik |=p

onde aka) = a, kCxt,...,xh) s3o fungBes arbitrarias e a
PR

soma em L. ¢ tomada sobre todos os multiindices k de ordem n.

Por exemplo, no ®R® o operador diferencial

linear de ordem 2 ¢:
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211~ DISTRIBUICOES

Uma fungSo (30 = pr’.....xn) seré& chamada uma
fungdo teste, se satisfizer:
Cid ¢ é infinitamente diferenciavel sobre o R". Assim, se k
é um multiindice de ordem n, Eﬁp oxiste.

C(ii) Existe A tal que (x> = 0, para todo |x| > A.

Denotaremos o espago de todas as fungBes testes

n—-dimensionais por K".

CONVERGENCIA NO ESPAGO DAS FUNGOES TESTES : Uma
seqtidncia de fungdes testes <mex)} converge para zerc em K"
se, © somente se, .
(i) Todas as seqlidncias mex) anulam-se fora de uma esfera
finita comum.
Ciid pth) e todas as suas derivadas parciais aproximam-se de
zero uniformemente sobre R, guando m tende ao infinito. Assim
para cada multiindice k de ordem n,

lim Ekpm = O uniformemente sobre R".
m + ©

Dizemos que t ¢ um funcicnal sobre K", se
existe uma regra que garanta para cada v em ‘K" um namero
real <t,e>.

O funcional ¢ dito linear se, sempre gue a e

7
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a, forem nUmeros reais e se P, oP, estiverem em K", entXo

<t , ap + °5Pé> = ca(t ’ ¢u> + o;(t , ¢a>

Un funcicnal t ¢ continuo se, sempre que
<p5CxD) for uma seqiiéncia nula em K", a seqliéncia de numeros
reais <<t.pm>} converge para 2zero, quando m tende para o

infinito.

DEFINIGAO : Um funcional linear continuo sobre
K" é chamado uma distribuigXo. Se t é uma distribuigfo, o

nmero <t , > é& as vezes chamado a ag3o de t sobre p.

OBSERVAGAO : Cada fungZo localmente integravel

f(x) define uma distribuigl3io através da férmula:

E, > = J £CO P00 dx
Rh

EXEMPLO : Seja £ um ponto fixo qualquer do Rn;

definimos o funcional,
<<SE s > = CED
que atribui a cada fung8o teste ¢ seu valor em E.
Claramente este funcional ¢ linear e continuo,

logo define uma distribuig3o. Esta distribuigS8o é conhecida

como distribuigio de Dirac, e escrevemos:

8
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<6, , o> = | 6,000 dx.
4 4
R

Entenderemos 6.0 sendo uma fonte de densidade

4

volumétrica, por uma carga unitaria concentrada atuando no

ponto ¢.

212~ DIFERENCIACAO DE DISTRIBUIGOES

Se f(x) ¢é uma fung¥o localmente integravel,

cuja derivada gfx ¢ também localmente integravel, o funcional
1
af
correspondente a ax1 (-H
af _ af
<ax‘ .p)-—J axipdx
[Rh
integrando por partes,
of - dp - _ dp
<ax,p>— Jfaxdx— <f’T>
1 R" 1 1

esta dltima propriedade ¢ usada para definir a derivada de

qualquer distribuigio t.

DEFINIGAO : Dada uma distribuig8o t, sera

at
ax
1

definida por:

= 9% . - 9p
L ’P> = <t ’-— —a:) = — <t ;—K">.

<

at
ax
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E imediato verificar que — g: ¢ uma funglo teste e que o

1

funcional definido anteriormente ¢ linear e continuo.

Repetindeo a aplicag8c da definigZo anterior,
vemos que uma distribuig¢fo pode ser diferenciada quantas vezes

for desejada e com respeito a qualquer combinag3io de variaveis

X ,...9% : De fato,
1 n

Ik |
<Dt , o> =< “" A2 ~ L e = c-151¥%lcy , D*e>
ax ' ... ax "

Y »n

EXEMPLO : Seja L um operador diferencial linear
qual quer de ordem P, com coeficientes infinitamente
diferenciaveis akC x). Se t &€ uma distribui¢3o arbitraria, a
derivada no sentido de distribuigio Lt estad bem definida,

como vimos nas observagdles anteriores, valendo:

Lt , > = <Z akat. L e = <t o, C—i)lk‘DkCakp)>
|

| |<p k |<p

O operador de p—-ésima ordem que aparece do lado
direito da equag3o acima é conhecido como o adjunto de L e ¢

denotado por L. . Assim,
L* = Zc—l)llekCakp)
fk |<p

10
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OBSERVAGAO : Se L = L* , o operador ¢ chamado

de auto-adjunto.

EXEMPLO : O operador laplaciano ,

é formalmente auto—-adjunto, de modo que

<V » P> =<t , Vﬁpb

DEFINIGAO : Sejam ti e tz distribuigBes em
n-variadveis, sendoc que t‘ se anula fora de uma esfera
finita, definimos © produto de convolugZ%o h = tftz como uma

distribuig¢8oc n-dimensional:

<h , p> = <t2CxD ’ <L1CzD » PCX+2ZID>

EXEMPLO 1 : Seja a convolug8o de &(x0 e t(x0,
onde &6 é a distribuigoc de Dirac n-dimensional e t uma
distribuig3o n-dimensional qualquer. Pela definigio anterior,

<ot , P> = <tCx , <8CzD) , pCx+zd>> = <t , x>

EXEMPLO 2 : Sejam L um operador diferencial de

ordem p e t uma distribui¢fo qualquer, ent3o:

CCLSO*L , o> = <tlxD , <LéCzd , plx+2D>>

CLCxO , <8Czd> ., L¥ptx+zd>>

<tex , L¥p0>
<Lt , ¢

11
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assim,

CLSOXL = Lt

213~ TEOREMA DE GREEN

Vamos agora apresentar uma vers3io do tecorema de

Green, baseado nas defini¢@es vistas até aqui.

Se assumirmes que u e v sfo fungdes possuindo
derivadas continuas de ordem p no R", isto é, Dku e Dkv s3o
continuas para cada multiindice k com |k| < p. Ent3oc pode-se
mostrar [S5] que:

vLu - uL.v = div JCu,vd
onde J é uma forma vetorial bilinear em u e v, envolvendo

apenas derivadas de u e v com ordem menor ou igual a p - 1.

A forma integral da express3oc anterior &

conhecida como teorema de Green:

J [vLlu - uL.vJ dx = J n.J ds
R o

onde R ¢ uma regifio limitada em R" com superficie o cuja

normal externa é denotada por n.

EXEMPLO : Considere o© operador laplaciano

iz
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definido anteriormente o qual é auto-adjunto, isto 6,
<Y =
Desse modo,
vWu - uV'vy = divCv grad u - u grad v)

@ © tecrema de Green, toma a sua forma usual,

JR[szu - u¥v dx =J [v_g__u %] ds

(-4

22~ SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Un método bastante conhecido para resolver
problemas envolvendo equaglies diferenciais parciais, é o que
faz uso de solugBes fundamentais para as equagles gque sSo
modeladas. A idéia & encontrar soluglles que as satisfagam
em algum sentido. Vamos definir o que s3o estas solugles

fundamentais no sentido de distribuigBes.

DEFINIGAO : Seja L um operador di ferencial
parcial e linear de ordem p. Uma solug3o fundamental para L
com pélo em § €& uma distribuigdo E em x, dependendo
parametricamente de ¥, que denotaremos E(x\ID, satisfazendo:

LE = 6Cx - ¥D 2.2.10

13



OBSERVAGAO : Por defini¢¥o, uma distribuic¢Xo

satisfaz (2.2.10 se, e somente se,

<LE , > = 0 para cada fung3o teste ¢.

Visto que E necessariamente n¥o ¢ diferenciavel
para LE no sentido classico, entenderemos que <LE , ¢ @
definido no sentido de distribui¢@es por:

<LE , p» = <E , L*p
Assim, uma distribuig8oc E é uma solug3c de (2.2.1) se, e

somente se,

<E ., L*p> = pc#d c2.2.2

para cada fung3o teste p.

OBSERVAGAO : Se © operador L tem coeficientes
constantes, poderemos achar a scolug3o fundamental com pélc em
O, ou seja, E(x\OD e transladar sua sclug3o para obter a
fundamental com pélo em x = . Assinm,

ECxXN\NED = ECx-ENOD

onde EC(xN\N0) sera indicado por EC(xD.

2.2.1- SOLUCOES FUNDAMENTAIS PARA A EQUAGAO DE LAPLACE

Vamos apresentar agora uma maneira de obtermos

as solugBes fundamentais para as equa¢Bes envolvidas na teoria

14
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do potencial.

Consideremos o oper ador laplaciano eom

3-dimensBes, indicado por:

z z z
-2 2 2= &
ax* x> ax’
1 z ?
2 c2.3.12
ou, - 9°E = 600
ou ainda, - div grad E = 600

Fisicamente podemos interpretar E(xD) como um
potencial eletrostatico num ponto de observagSo arbitrario x,

devido a uma carga unitaria positiva em x = O.

Em coordenadas polares, o operador diferencial

acima pode ser reescrito, como:

r4
1 __6 [rz .q_] + _-__1 i[sen =] a_] + 1 9 = - &8CxD

r? or ar r’sene ae a8 rzsenz¢ 6¢2

Para este operador em coordenadas polares,
considerando & hipédtese de simetria, poderemos obter uma
solug3o que depende apenas de r = |x|, para r > O.

Logo E(rd satisfaz a equag3o homogénea VzE=O. e

toma a forma:

2 ar

1 9 |2 | -o c2.3.2
r ar

i85
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Da equaglico (2.3.2) encontraremcs E = (—g—) + D,

@ para o potencial anul ando-se ne infinito teremos

E = < (81.
r

Para determinarmos C, levamos em consideragio a
magnitude da fonte em x = 0. Integrande (2.3.10 sobre uma

esfera Rc de raio ¢, centrada em x = O obteremos,

- J Idiv grad E]l dx =1

R
c.

Pelo tecorema da divergéncia,

3E _
I(ar]ds-—l c2.3.3
o r=&

&

onde o, é a superficie de Rc'
Fisicamente esta Gltima equag3do expressa a
conservagdo de carga: o© fluxoc do campoe elétrico atravées de

uma superficie fechada o, é igual a carga no interior de ac.

Na equag3o (2.3.3) substituindo E =

acharemos,

16



CAP. 11

1 _ 1
entXo C = i assim EC(rd> = y

1

Para problemas bi-dimensionais, a versZo de

(2.3.1), tem a forma:

1 9 [r "E]=o. r> o0

r or ar
onde r = |x| = Cx? + %172,
1 2
Procedendo de modo analogo como
anteriormente, obteremos ECr> = C log r + D . Tomandé
arbitrariamente D = O e wusando o teorema da divergéncia
encontraremos,
= 1 -1 1
ECrd> = — > logr = 50 log {_F_] 2.3.8%

que é a solugSc fundamental do problema de potencial em duas

di mens@es.

Mostraremos agora que a solugfc fundamental
dada por (2.3.4) ¢é uma soluglio no sentido de distribui¢Bes de
(2.3.1). Deveremos provar que para cada fungioc teste (3, a

identidade (2.2.2) de fato ocorre.

Visto que " = v, bastara provar gue para

cada o,

17
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j e (V) dx = ~ pCOD

A integrabilidade local de 1:t_r implica que

1
e CV'p) dx = 1lim I 4'" V) dx
R & » O

onde R' - Rc é a regifo fora da esfera R‘ antes indicada.

Pelo tecrema de Green, vemos que

J Z%F (Vpddx = I p(vza-ﬁ-—]dx + J [Zviz—r %’— - p %[Z?t_r—]] g_% ds
RoRe R3Re “3%

"
oy

e[Pa)e [ a5 e )5 o
- o
3 £ &

onde usamos © fato que ¢ anula-se para r suficientemente

grande, eliminando assim a integral de superficie no infinito.

Observando que v [—1-—] =0 em R_ - R )
4nr ? €
or
também que 3 =1, pois r = & em R‘_, ficamos com

Jﬁ?cvﬂ» dx = —I[—i——%+ 1zp]ds

4nr 4nr
o

Visto que todas as derivadas da fung83c teste

s¥o limitadas em Ra’ temos

i8
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'—gg—l <M , para todo x.
Desse modo,
1 dp < 1 -
jm—* o 9% | = gng Méme = Me
%
Taﬂ\bém’
Ipcxzds= pCOst+J‘prD-pCODdS
o 4nr o 4nr o 4nrz
& € &
= pCOd +J P20 —zpCO) ds ,
4nr
o
&
e

< max |pCx) - ¢COD |

X €0
&

2
r

J‘ OO - pCOd
4n
[~4
&

Sendo (x> continua em O,

lim [ max Ipr)—p(O)I] =0
€ + o x€o0_

Assim por estas Gltimas estimativas,

1 = e=
lim JZ?F (P dx = - pCOD

G-DOR_R
8 &£

o qual mostra que (2.3.42 & de fato uma solugd3o no sentido de

distribui¢@es de (2.3.1).

1Q



CAP. III
I11.- PROBLEMAS DE POTENCIAL

3.1~ INTRODUCAO

Neste capitulo, discutiremos a utilizagllo do
Método dos Elementos de Contorno (M.E.C.J para determinarmos a
distribuigio do potencial em alguns problemas.

Analisaremos inicialmente as formulagBes dos
problemas através da Identidade de Green, desenvolvida no
capitulo anterior. Procuraremos através das equagtes
estabelecidas, enfatizar a necessidade de trabalhar-se apenas
com as equagBes integrais sobre o contorno; os valores
internos poderdo ser também obtidos uma vez conhecido o
comportamento da solugSoc no bordo.

Nos Problemas de Potencial, iremos utilizar a
solug8o fundamental da equagfo de Laplace em duas e trés
dimens8ies discutida no capitulo II. Como veremos estas
solugBes satisfazem a equagdo de Laplace no interior do
dominio, @ s8o caracterizadas pela aplicag8o de uma carga
concentrada e wunitéria num ponto qualquer da regiSo de
interésse.

Os aspectos numéricos ser3o também abordados. A

técnica numérica consiste basicamente em discretizar o

20
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contorno numa série de segmentos (elementosd, assumindo alguns
valores nodais do potencial ou de sua derivada externa nestes
elementos. A equacko integral, definida no contorno, é entko
aplicada para um nGmero particular de pontos (nés) em cada
elemento, e os coeficientes de influéncia sXKo calculados
aproxi madamente usando técnicas numéricas de integraglo. A
exceglo ¢é feita para os coeficientes gque resultam em
singularidades sob cada elemento, os quais entretanto, podem
ser calculados analiticamente. Este procedimento numérico
léva—nos a um sistema de equagBes algébricas, que sBEo
resolvidas computacionalmente pelo método de eliminagZo
gaussi ana.

Também analisaremos o comportamento do método
dos elementos de contorno para a equaglio de Poisson, onde
apontaremos algumas alternativas para lidar com fontes,

evitando-se sempre que possivel o célculo de integrais no

interior do dominio.

3.2.- FORMULACAO DO PROBLEMA

Nesta seglo deduziremos a equaglio fundamental

para o método, partindo do problema de potencial.
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Consideremos uma fung3do potencial u definida
sobre um dominio qualquer do R® cou R® » satisfazendo a
equagio,

V'ulxd = 0 : em 0 ¢3.2.1>

@ a5 condig8es de contorno;

uCxd = ulxd ; em I
€3.2.2
O _ — - .
qCx 00 qlx> ;  em Fz

onde, de acordo com a figura abaixo, a fronteira de 0 sera

denotada I = l"‘ v I‘z

1=
2
x : ponto campo
nC30 £ : ponto fonte
1y,
r
2 1
x
» 1
Usande a segunda identidade de Green, podemos
transformar o problema (32.2.1) com as condigBes (3.2.20, numa

equagdo integral egquivalente

j [uVy - v93ul do = J [u —gn"— — v %] dr €3.2.3

onde v é uma fungdo regular qualquer.
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Se escolhermos v de modo que Pv = O, entXo a

expressdo (3.2.3) torna-se dependente apenas do contorno,

Ir[u g —v—%-]dr‘ = 0

A desvantagem observada, atraves de

experiéncias numéricas, na escolha de uma funglco v qualquer
satisfazendo o laplaciano, estia no condicionamento numérico
apresentado. Uma melhor opg3o para esta escolha, ¢ dada pela

solu¢3o fundamental do problema.

Denotaremos u‘ = u*( £, como a solugdo
fundamental para a equag3ioc de Laplace, representando o
potencial medido num ponto x devido a uma fonte unitaria

atuandc num ponto §.

Como vimos no capitulo I1, a solug?3o
fundamental para o laplaciano, satisfaz
VutCE, 0 = - &CF,0 €3.2.4)

onde & é o Delta de Dirac.

Outra propriedade observada ¢ que
J ul 2™ + &%) da = I uv?u” do o+ .

Q Q

u representa o valor da fung3c desconhecida u no ponto de
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aplicaglo da carga. Pela equagZo (3.2.4), obteremos

I uCv?u®> do = - ot
Q

Como analisado no capitulo anterior para
problemas em duas ou trés dimens@es, as solugBes fundamentais

s&o dadas por:

3 ~-D: u“Ct.xD = I%F ; Potencial Newtoniano
" _ 1 1 ;

2 - D: uC,x = 5 log . ; Potencial Logaritmico

onde r = r(f,3 indica a distAncia entre os pontos x e ¥.

Dessas express@es, observemos que as solugdes
fundamentais anteriormente definidas apresentam singularidades

no ponto x = ¢. Para prosseguirmos na anadlise das equagdes,

necessariamente temos que isolar esta singularidade.

Vamos considerar uma esfera Qe centrada no

ponto £, no interior do dominioc, com raio ¢.
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Consideremos agora a equagfo (3.2.3) modificada
pela integrag3o na regifo N - Qc em substituig¢io a

integrag3oc em Q. Teremos ent3o,

Jtu(xnv’u‘cz.x) - W OVPUGO) dXO =

Q-Q
£
L ]
= du L, - AuC x>
= I[“‘”W‘"C"”W]dr
r
»
du Cf,x » uCoO
* J[“‘x’ W—“Cf'x’m]d%
r
£
(3.2.9
Observando que na regiso Q - Qe , viucx = 0,
bem como Vzu*ct.xb = 0O, teremos

L 2
u C¥,x - ul xd _
J[u(x) R — u (&, ———-aanD]dl"_
r

(3.2.6>

"
_ ou CZ,xD " ulxd
r

&

Tomando © limite £ + O no primeiroc membro do
segundo lado da express3io anterior, e escrevendo:
uCxd = ulx® - uC¥d + ud¥d

segue que,
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» L ]
lim Iqu) ﬂa%g;;‘i dr_ = 1lim Itu(x) - uCE)J%%E-”-axl dr

€
£ €
AuCE. O
+ lim J UCf) ——-5;7—(—;)— dr‘
€+0J
&

3.2.7

Pelas expressBes das solugBes fundamentais

dadas anteriormente obteremos,

™ ™
Ci> Em 3-D : "“angfo’”= gr“ ‘;:7 = -1 g5 =1
4nr 4nrz
assim,
- zZn /2
lim 9 2,20 dr_ = 21 lim I I 2 &° sen 6 dO d¢
>0 4 n 2
£ » 0O E » © £
r
&
rd
1
= &= lim Iad¢=1
& =+ O
o
du CE,>0 au"  ar 1 1
Cii) Em 2-D : 677()0 or OT) =—-§n—rC—1D =8T“‘
e também,
F 3,4
du (¥, 1 1 -
lim j drc = 5 lim J — &€ d¢p = 1
€+ o0 J. € + 0
&
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Portanto pelas observagles (i) e (iid, por

(3.2.70 @ assumindo que u é continua em x +» §, entlo

*
du CZ,x =

r
&
Do mesmo modo,
- aul _
lim Iu({.x) mdrs—o
& + 0O r
&

Assim ficamos com a equagdo integral final:

6
3uC>0 au C&,> ]
s | 9 c3.2.8

ucEd = I [u"c:.x> S — uCo
r

3.3- EQUAGAO INTEGRAL SOBRE O BORDO

A equagio integral (3.2.8) é valida apenas para
pontos no interior do dominio {1; para os pontos localizados na
fronteira a expressio sofre uma pegquena, mas significativa

mudanga.

Para efeitos de integrag3o, consideremos sobre
um ponto da fronteira no dominio tri-dimensional (a analise

para o caso bi-dimensional €& similar) uma semi-esfera, como
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indicada na figura:

ponto sobre o
bordo

Admi tiremos que a fronteira onde esta

localizado o ponto considerado seja suave. EntZo de (3.2.8),

- » R
uced = utcE, 0 ggg - Ut %"—3 dar
.Jr¥ P
(. Al >0 au"cg .0
=d ~uCt.x) W—UCXD Wl dar C3.3.1>
r-r
£
r »
r
£

Substituindo a solug3o fundamental 3-D para a
segunda integral do lado direitc da equag3c (3.3.1) e passando

o limite,

»
" aul >0 du CZ,x0 -
lim J.[UCf,XD -———-—acx)—UCX) N BCx)] drS—
£ 5 O r

£
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L ]
- ul >0 au (Z,x
€+ 0 J. € 40 J.
€ €
mas,
L SuCxO

lim J u (f,x IO dr =0
& < O €

r

>
e

qutCE. 0 1

lim I uCxd O drc = lim -I uCxd —, ch =
€ + 0 & 4+ 0 4ne .

r r

£ £

= lim -J [uC>d - qu)J—l—-z ar_t + lim —J ucg> 2 ar_t .
& + © r 4ne & + O 4ns”
r
& &

Assumindo a continuidade de u em x = , o primeiro membro do

lado direito da equagdo acima anula-se e

2N /2
. 1 . 1 1 2
lim {—] uC&>—— dI’ = 1lim {— —— uCf¥d—— & sond d& d¢
2 & 4 n 2
& -+ © 4nte & + o o "o &

r
&
an
= lim{ 1 Iucsa d¢>} = -1 we
B T 4n = - =V
& <+ O
o]
Portanto, por €3.3.1)
*
_ * oulxd 8u (Cf,x i

r

obtendo a expressioc final para um pontc scbre o bordo:

*»
1 _ * 3uC>0 3u C&,>
— W = I [u CZ.20 Fos — uGo 22t ac] dr €3.3.2

r
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OBSERVAGAO 1 : Se colocarmos as condigBes de
contorno:
uls® = ul i em I,
_ oulx _ —~ .
qCxd = I - qCx ; em Fz

a equagio (3.3.2), toma a forma usual

L 3
—%— uC¥®d I (u‘ 9u - u 9u ] dr

M om
r
=Ju'qdr—Juq’dr=Ju’qdr— u q dr
r r rur rour
1 2 2
=Ju'qdr+Iu”adr—IGq'dr-Juq*dr
r r r r
1 2 1 2

portanto,

—‘la—ucz)+J3q*dr+Juq'dr=Iqu'dr+Jau'dr
r r r r

*

de q ou
onde q =

o

OBSERVAGAO 2 : A express3o geral para (¢3.3.2
é:
L
_ L 3 ul x> du CE0>O
cC¥OulCd = I [u C&,x0 o uCxd ——353§3—] dr

r

com
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-cc:>=§°—‘5 ;i O < cCf <1.

a ;1 &ngulo internc da fronteira I', tomade no ponto f.

Por exemplo, para contornos suaves a = n; cC¥d = -—%— @ para

L 1
contorno com cantos a = = cClO = v sl

3.4.- CONSIDERACOES NUMERICAS

As equagdBes (3.2.8) e (3.3.2 estabel ecidas
nas seo¢Bes anteriores sEo analiticas: nelas nenhum tipo de
aproximagio foi utilizada. Em cAlculos efetivos tornam-se
necessarias algumas discretiza¢®Bes para resolvé-las; é o que
abordaremos nesta seg¢Xfo.

Uma observagfoc inicial é que nos elementos de
contorno existe a possibilidade de usarmos aproximagBes
através de fungBes constantes em cada elemento, fato
este impossivel em outros métodos como os elementos finitos ou
as di ferengas finitas. O trabalho com funges de
aproximagfo constante torna a parte computacional
essencialmente mais simples.

Como o usual, as integrais s3o entZo
discretizadas numa série de elementos. Os pontos onde a

solug8o serd calculada serZ3o os nés, e eles poder 8o
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localizar-se no meio de cada elemento nos elementos
constantes, na Jjung3o de dois elementos para elementos
lineares; para elementos quadraticos s3o usados tanto os nés

centrais como os extremos dos elementos.

34.1- ELEMENTOS CONSTANTES

Nos elementos constantes o] contorno &
discretizado em N elementos, dos quais N‘ estardc aoc longo

de I' e N_ ao longo de I'_.
1 2 2

Os valores de u e de sua derivada normal = 23

an
ser3o tomados constantes e iguais aos seus respectivos valores
nodais no meio de cada elemento. A equacg3o (3.3.2) pode ser

assim escrita,
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S u, J q'u dr = I u"q dr €3.4.1)
r r
© valor cCf> = -%r- deve-se ao fato que para elementos

constantes, © ponto sobre o contorno terid bem definida a sua

normal.

Considerando constante o valor de u e q (3.4.1)

torna-se,
"
[ J u dar ]qj (3.4.2

NOTAGAO : H_ . = J q dr e G = I u* dr

Com esta notag3o, (3.4.2) assume a forma,

N N
1 = _
—a— Ui' + Z Hl»JuJ = Z GLJqJ (3.4.3
=1 i=1
OBSERVAGAO : A equagio (3.4.3 dada

anteriormente, representa a relag3io entre o i-ésimo né onde a

solug¥o fundamental ¢ aplicada e todos os j-ésimos elementos
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sobre o contorno.

Ainda poderemos reescrever (3.4.3) de um modo

mais simplificado, bastarid antes definirmos:

fo b

0 ; quando 1 = J
HH + - ; quando i

L}
(3%

Assim,

N N
Zuu qu €3.4.4
=1 =4

que tem a forma matricial equivalente,

HU = GQ (3.4.5

Pelas condi¢gBes de contorno do problema,
conhecemos N‘ valores de u e Nz valores de q sobre o bordo,
assim reordenando o© sistema matricial acima obteremos um

sistema de N equagdes com N incégnitas,

Ax = F (3.4.6>

Resoclvendo (3.4.6), teremos os valores do
potencial e de sua derivada normal sobre o bordo I'. Com estes
valores podemos também estimar o comportamento da solug¢3o no

interior do dominio através de (3.2.8), ou seja,
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N N
~
u = G q. - H u, 3.4.
. Z ”qj Z tJv.x" C3.4.7D
=1 =1

& g =
9% y Oy

poderfo ser conseguidos, s$e necessério, diferenciando-se

Os fluxos internos q, =

formalmente a express3o (3.2.8),

-
= 3u _ aq
quDi I q - v dar I u y > ar
r r

34.2- A INTEGRAGCAO NOS ELEMENTOS CONSTANTES CASO
BI-DIMENSIONAL

~
As integrais Hi.j e G’t.i gue aparecem no problema

aproximado, podem ser calculadas usando esquemas de quadratura
gaussiana. Deveremos entretanto tomar cuidado guando

estivermos integrando sob o mesmo elemento onde a solugdo
fundamental estiver sendo aplicada, pois ai ocorrem

singul aridades.

Para o termo H,‘_‘ n3o ha problemas, jaA que ele é
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identicamente nulo devido a ortogonalidade entre a normal e a

superficie do elemento, isto ¢,

~ -
Hu-’[q dF—J
r

r. .

L 1Y

"
sy or _
55— —3— dr =0

APn

asy
l’
c
[
c

Para o termo Gu teremos,

6. = | u*ar = 2_ | 10gf-1) ar
it e n g r
r r

i i

Usando o sistema de coordenadas abaixo, para o

i-ésimo elemento, onde r = f|r1| : |r1| = Irzl.

LA
[}
1
[
®w |

Ir

g

RN I |
(RN

Obteremos para os elementos constantes,

P
1 1 o1 1
6, = == jlog[——r ] ar = > Ilog[—-—r ] dar
ri.
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too(5-] = roslriy) = ros(ipy) + oo+

ent¥o,
Ps . 1 L
P o !
2
[ s 1
=1 qr log[—2 d¢ + | log dZ
n 1 !r‘l £
L [ o] o
= 1 1
= —= Iril log[—r—l-rl ] +1 ]
\
_ 1 1
= — |r‘l[ 109[_[_'—1‘1 ] +1 ]
portanto,
G = — Ir || 1ogf—2 + 1 €3. 4.8
ii n 1 Ir‘l U
OBSERVACAO : A integral que aparece nos

cAlculos acima deve ser calculada tomando-se © limite, ou

seja,

i 1

Ilog(—%‘,—] dag =slimo Ilog[—%—] dg = 1

] £
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- 1 rlu-a 1
G\J = I u dr = é__"? log[—-l-_—-] ar
l“'i r
2 21272
- + -
= 3 [ka“ ka cyluz yk) ] 1 1 d
en e 9 \F &1 ¢
.
-1
NPI
=1 1 wlo 1
Zn«x Vo lTR)
i=4 v
onde lk : comprimento do k-ésimo elemento.
w. ! pesos associados com a guadratura numérica.
R : distlncia entre o né de aplicagi8o da carga e os

pontos gaussianos.

P, : ponto ka,ykD.

’~
Ja& a fdérmula envolvendo os termos de H,J, para
L

i#j pode ser deduzida da seguinte maneira:

ponto considerado ponto para a integraglo

9 -
P —~ gaussiana
-~ n
18 R

T em— e

d /7 75

xlo

cos @ =
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Destacando mais a regi%o do ponto O:

>
x
z

n
I
]
-l
e

Assim, r = n cosé » dn = cos@

portanto

3u

S e L) |

entfo,

]
-
[WY
A
[
x
3
o
—
|
w [+
N
e
o

Apos estas consideragtes,

] w, d
19
H

seguintes férmulas:

NFI

-~ 1

Hi.j T 4 n lk Z [_
T1mg

1
Rr2

39
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343~ ELEMENTOS LINEARES

Estudaremos agora o comportamento do método dos
elementos de contorno usando fungBes de aproximagdo
linear. Veremos que, apesar da necessidade do “assemble™ para

as equagdes, a estrutura das matrizes é a mesma do caso

constante, vista na se¢gSoc anterior. Cutro fato, & a
simplicidade do “assemble” compar ado com os elemontos
finitos.

Recordando a equagSo de aproximagio deduzida

para N elementos sobre o bordo, temos

N

c.u, = ZI fuq - q ul dr €3.4.09)
g r
=1 j

A idéia agora ¢ aproximar o potencial u e sua

derivada q linearmente, ou seja,
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u(Zd> = ¢ (Zou + ¢ C¥Du
too1 2" 2 €3.4.100
qcfd> = ¢ CIoq + ¢.CI1q,
onde, u e q, para i =1,2 sfo os valores nodais e
1
¢ CEd = - a1 - ¥
1 . , -1 £ F <1
¢2(t) = = c1 + ¥
~———————‘—"——_F—__—__————___—_f_—__——_——_‘_‘ u, ouq,
u ouq,
P, P,
t = -1 f =1
x = -L2} L x = L2

X : coordenadas locais
¢ : coordenadas transformadas

¢ = 2xL

Substituindo (3.4.10) em (3.4.9),

N
» »
c,u = }: [ J u [¢‘q1 + ¢2q2] dr - J q [¢:1u1 + ¢2u2] dr ]
i=1 r. r.
’ ! €3.4.11D

ou ainda, adotando a notag3o:
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k = - . - . -
gij = J ¢ku dr : htj = J ¢kq dr : k =
r.
J

ficaremos com,

N N
ciui = }: thqj - }: H,‘juj

i=1 i=1

O "assemble" i—-ésimo nd

para o

ilustrado do seguinte modo:

i-ésimo nd

A
H.=h?® +h!
1) w)-1) 1)
chamando: H. . = H = + c segue,
L) [ L
N N
Hu = G q. ara cada ponto.
=1 }j=1 i

42
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Aplicando esta dltima equag3o em todos os nés
da fronteira, montaremos o sistema:
HU = GQ
como no caso constante. Novamente reordenando as equag8es,
obteremos © sistema linear de equagdes,

Ax = F

3.4.4- A INTEGRAGAO NOS ELEMENTOS LINEARES

As férmulas de integragZio obtidas para os
elementos constantes continuam validas nos elementos lineares,
com pequenas mudangas, devido ao "assemble"” das equagBes na
interse¢3o entre dois elementos. Quanto as singularidades,
deduziremos as equag¢Ses analiticamente para posteriores

operagBies computacionais.

Novamente o termo hl,:,‘ com k = 1.2 é

identicamente nulo pela ortogonalidade entre r e 7€n. Os

termos gl.:i podem ser facilmente calculados.

Analisemos a figura a seguir:
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+Y

- sz.yzb
- Cx’.y‘) i-ésimo ndé

- sz.yz)

O

1/2
r=|f-x|-= [Cx’CED - szx))z + Cy € - yzoon’]

Transformando as coordenadas Cx_‘ s y,‘) em I

bara o elemento padrio,

xCnd

1
¢’Cr;)x‘ + ¢2C77)x2 = 1 - n)x‘ = €1 + n)xz

l\)l*" NI"‘

1
y<no ¢y, + ¢y, = €1 -mwy, + 5 + y,

obteremocs,

-‘
"

& - x|

1 1 1 1
|Cx‘,y1) Cé [1 n]x1+ 5 [1-*-'0'3])(z » 3 1 n]y‘-l- 5 [1+n]yz)

1 1
Ic—a— [1 + nJ.[x‘—sz » 5 [1 + nJ.[y‘— yz] D'

1 2 2 Y172
- 1 + 17)( Cx‘— xzb + Cy‘— yz) ]

=1TC1 +m 1
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entfo r = —%— lt (1 +n , para -1 £ n <1.

Anal ogamente para de. com

( 1

= _ 1
x(nd) = = 1 n)xi + = 1+ n)x‘
<
yind = 1 (1 - y_ + 1 1 + Oy
2 2 2 1
-
acharemos,

r = ~%— 1. 1C1 - » para -1 £ n < 1.

OBSERVAGAO (i) : Pelo "assemble" segue que

OBSERVAGAO (iid

n
lp
oy
[
Q
«Q
—~
ﬂ'H
—
A2
)
o
1

0
r. r

i-1 i-1

i}
Y
]
| Ry
[N
0
(8]
—
ot
-»
N
[
i
3
L/
|
[\V] Rl
~
[N
+
3
A\
|
—
-
1
o
3
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Também,

- 1 2
. T &= 1,‘_“"109[ I, ‘51—173]“ * 2 dn

grn ! J 1 c1+17)]C1 - ™ dn

Resolvendo as integrais anteriores, acharemos

1 3 1 3
. T Tw li—s[—é— l°gui.-1)] YIw lt[T 1°9ut>]

C2.4.120

OBSERVAGAO Ciiid

- 1 1
r. r

v i
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1 2 1 1
- 5 109[ 1.‘(1+n>] 5 (1 + D—7—1 dpn

1
. 11[_ logCI,‘)] €341

35.- FONTES INTERNAS (EQUAGAO DE POISSON)

Em muitos problemas praticos modelados através
da teoria do potencial, a inclus3c de fontes internas ¢
inevitadvel. Mostraremos agora que a adaptagfio destas fontes no
método de contorno pode ser feita sem grandes dificuldades,
aproveitando-se inclusive a estrutura dos probl emas

anteriores.

Consideremos entfo, uma fung3oc u que satisfaz a

equag8o de Poisson no dominio Q2 ¢ R*:

FEuCO = £0O , em O

uCsd = ul> » em " €3.5.1>
3O _ —

IO qlxD » em Fz

Como fizemos em (3.2.8) podemos transformar a

equagio (3.8.10> em,

47



CAP. 111

Jtv’ucw-fcmlu'cz.xp daco = Itu'c:.x)qcm-q'cz.x)ucml dreso
Q r

Usande a mesma solugSc fundamental u. de

(3.2.4)0 para a equagi3o de Laplace, obteremos

cCEIUCED = Jtu’cz.x:qcm—q*c:.x)ucxsldroo + Ju"'Q.x)f(x)dQ(x)

r 1$]
(3.8.25

Observemos que a uUltima integral contém apenas
termos conhecidos. Em (3.5.2 se usarmos elementos
constantes ficaremos com,

c u. + I f u. dO + I u q' dr = J q u" dr

Q r r

que pode ser reescrita como,

N N
c.u + B + E: H = }: G q.
[ i i L T
j: j=1

ou ent3o,

Para um conjunto de n-equa¢des com n-nés a
ultima equagiio pode ainda ser colocada na forma matricial

equi valente,
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B + HU = GQ 3.8.3

onde B = I u‘dn
0

ou ainda reordenando o sistema (3.5.3), ficaremos com,

Ax = F (3.8.4

Depois de conhecido os valores de u e q no

bordo, podemos conhecer também u no interior de QO através de,

u, = ZG, q. - ZH, u, - B, €3.8.5
i i) L3 I ]

35.1- INTEGRACAO DO TERMO FONTE

Abordaremos inicialmente em (ad) esquemas usuais
de integragiio na regifio ). A seguir apresentaremos algumas
alternativas (b e (cd que procuram, na medida do possivel,
evitar esta integrag%c +total sobre 0 obtendo-se apenas
equagdes integrais de bordo, enquadrando-se assim mais

adequadamente na filosofia dos elementos de contorno.

Ca) : Como fazemos em elementos finitos o

dominioc é dividido em elementos @€ a integragfo é realizada
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passando-se para as coordenadas transformadas,

TTI

i+2

v

Nas coordenadas (-7, temos

[ Cx. + x. D Cx - x, DJF
9 v + L v—-1
F=3 =3

A

CYy. Lt Y2 Cy. ..~ Y.°7n

yCnd = S + S

cujo jacobiano da transformag3o é dado por:

.
dx _ Cxi— - 2
ag - =

J =
gl = cyi.#s— Y.‘)

L 97 2

Assim para cada elemento,
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X5 Yien (x. - x. D Cy, -y.D r
- L v1~1 i+ i
J J f(x,y) dxdy = = = J‘ J £fCf.n) dfdn
X . Y
v1~4

. -1 -1
+

(x. - x JCy -y.2> ke kit
= i L= L+ i w w. £CE. 1D
2 F3 j i it
=1 i=1
NPI NPI

"
R L)
™1
!—.i
™
£
A
=
“
3
v

Nos elementos de contorno o termoe B torna-se,
1 8

NPI NPI

B, = J £OOUTCE, X dXx = J..Z v, Z w, Cru®> (3.5.6)
Q j=1 i1=1

onde,

NPI : ndmero de pontos gaussiancs para a integrag¢3ico em cada
elemento.

J. : Jaccbianoc da transformag3o para cada elemento.

wtj : pesos para a integracgdo.

OBSERVAGAO : E importante notar que para o

ponto onde se aplica a carga a integrag3dc leva em conta a

dist&ncia entre os nés gaussianos, ou seja,
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NPI NFI
JJpCrD dfdn = J..Z w‘i Z \A pCrC{,‘.njb) ¢3.8.7
0 j=1 i=1

i

onde pCrCE,t,njD) @ o valor da fung3o nos pontos gaussianos e r

é a distlncia da aplicagfo da carga até estes pontos.

(b)) Solug3o Particular : Vamos ilustrar este

método através do seguinte exemplo,

Equag8o de Poisson : 9uto = 2 , om O c R?
Condig¢des de Contorno : ulC x> = u(x> , em 1"“
aulxd> _ —
o qCxd) , em l"z

A soluglo u deste problema pode ser dividida
formalmente em duas componentes:
uC>x0 = uiCxD + uszD
onde u ¢ uma solug3o particular e u é¢ uma soluglo

complementar.

Vamos escolher a scolug8o particular u da

forma:

entdo,
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Pela linearidade do problema, segue que
9*u = ¥V¥*Cu + ud
4 2
= Pu+ Vu =2
F 2

e como Vzu‘ = 2 , ent3o Vzuz = 0.

Desse modo, mudamos o problema original tendo

agora que determinar u, tal que:

.
v’uzoo =0 , em 0 c R*
Jqu) = uCxd - u Cx » om T
2 1 1
ausz) au (O
— = g - —_ » ©m l“z
| ancso InC>O

Observe que o passo critico, nesta abordagem, &
encontrar a solugd3o particular u1Cx), o que, dependendo da

fonte, n¥o oferece dificuldades.

(c) : No caso do termo fonte f ser uma fung3o

harménica em 2, isto &, vr = O, podemos achar uma fungfo v‘
*

tal que Vzv‘ = u e ent3o pela segunda identidade de Green,

escrevermos,

*»
* * = ov _ [ of
I;fvzv v 11 dQ Ir[f o~V an] dr

o qual reduz a integral de dominio a:
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Infu' do = Jr[r %";- v gnﬁ] dr

OBSERVAGAO : Nesta situag3o, para problemas
bi ~dimensionais, poderemos usar a solugo fundamental v para

a egquagio bi-~harmdnica:
2

- _ r -
A 1 log rd
36~ ESTIMATIVA DO ERRO
Nos elementos de contorno, existem
essencialmente erros de truncamento nos célculos das

integrais e na aproximag8oc do contornc por polindmios por
partes. Como ©o método trabalha com matrizes cheias podem
ocorrer problemas numéricos, relativos a soluglo dos sistemas,
se usarmos uma discretizagdo em h (tamanho do elementod
muito pegquena.

Uma andlise rigorosa do erroc é particularmente
dificil, e de fato n8o existe uma teoria estabelecida. Parece
n3o ser conhecido, em geral, como o erro se comporta em fungfo
de h, embora alguns artigos [4] que tratam com problemas

de tens8o, indicam que o método se comporta como nP, p = 1.
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No préximo capitulo, quando discutiremos os
aspectos computacionais, apresentaremos alguns exempl os
e compararemos a solu¢fo numérica obtida com a soluglo exata

para varios tamanhos de h.
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IV~ ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Dedicamos um capitulo deste trabalho apenas
para discutirmos os programas computacionais envolvidos com
problemas de potencial, equagBes de Laplace e Poisson com
aproximagBes constantes e lineares, desenvolvidas no capitulo
I1I. Os programas foram realizados na linguagem estruturada
FORTRAN com dupla precisio e inicialmente implementados em
microcomputadores pessocais do tipo IBM-PC. Para resolvermos
problemas que exigiam malhas mais refinadas, recorremos ao

computador VAX/VMS Vers3o 4.5 da UNICAMP.

41- EQUACAO DE LAPLACE COM ELEMENTOS CONSTANTES

Vamos analisar primeiramente o programa gque
resolve a equaglo de Laplace (3.2.10 com as condigBes de
contorno dadas; no programa desenveolvido usamos fungBes de
aproximagdo constante em cada elementoc. Apresentaremos o
esquema geral do programa, @ a seguir detalharemos cada uma

das subrotinas.
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; — (V] — [GAUSS)
PROGRAMA L_

PRINCIPAL

CEntrada dos dados)

— [PTINT ]——— [INTE] — [GAUSS]

411- PROGRAMA PRINCIPAL

£ o programa que ordena e distribui as tarefas
para as varias subrotinas; nele também encontraremos a entrada
dos dados que s3o armazenados nos blocos de variaveis comuns
DOMINIO e STEP. Destas variaveis destacamos NPI gque ¢ o numero
de pontos internos e N o numero de nés scbre o contorno que da
a ordem da matriz principal.

No programa principal, carregamos também o
vetor FI que contera as informagdes do potencial e de sua

derivada externa sobre © bordo.
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nnnann

10

20

30

40

S0

9]

ann

IHOHHHOBHHHHOHHHHHHHHOHHHHHOHHHHHOHHHHHOHHHOHHHHHEHE

PROGRAMA PRINCIPAL

Programa para o problema de potencial, usando o Método
de Integrais de Contorno com elementos constantes

IIOOHOOHHOOHNOOHHHHHHHHHOHHHHOHLBBHBHHOOBOHOOOHHHHLHHEE

PARAMETERCMX=10)
PARAMETERCMY=10)
PARAMETERCMT=40)
PARAMETERCMTI =810

REAL»8 PC(2,MID,PM(2,MID,PIC2, MTID ,GI(MT, MID , HCMT, MTD
REAL»8 CXCMXD,CYCMY) ,FICMID,DFICMID , SOLCMTID , XFICMID
REAL»8 FUNC,HX,HY,XX,YY,XI,XF,YI,YF

INTEGER KODECMTD , INBCMTD , PERCMID

INTEGER NX,NY,NNX,NNY,NPI,N, AK

COMMON ~ DOMINIO -~ XI,XF,YI,YF,HX,HY

COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N

ENTRADA DE DADOS

WRITEC2,10D

FORMATC/,T10, "DEFINICAO DO DOMINIO (a,blxlec,d] ’,D
WRI TEC, 200

FORMATC.,T10, *INTERVALO [a,bl ',
WRI TEC 3, 30>

FORMATC/,T10, 'EXTREMO INFERIOR : *,%)
READC 2, %> XI

WRI TEC %, 40D

FORMATC./,T10, *EXTREMO SUPERIOCR : ’,%)
READC ¢, %> XF

WRI TEC %, 50D

FORMATC//,T10, "INTERVALO [c,d] : *,2
WRI TEC %, 30>

READC %, % YI

WRI TEC3, 40D

READC 3,2 YF

WRI TEC %, 600

FORMATC /-, T10, *NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO X : ’,$
READC», %) NX

WRI TEC%, 70D

FORMATC ./, T10, *NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO Y : *,$
READC %, 3> NY

CALCULO DO NUMERO DE NOS

NPI = CNX-1D%(CNY-1D
NNX = NX + 1
NNY = NY + 1
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N = 2%CNX+NYD

Cc
c CALCULO DA PARTICAO
HX = (XF-XID> /DBLECFLOATCNXDD
HY = CYF-YI> /DBLECFLOATCNYDO
Cc
Cc CHAMADA DAS SUBROTINAS
c
CALL MALHACMT,MTI,CX,CY,P,PM,PI,KODE,INBD
C
Cc FUNCAO A SER AVALIADA CCARREGA O VETOR FID
Cc
DO 111 I = 1,N
XX = PMC1,ID
YY = PMC2,1D
AK = INBCID
FICI> = FUNCCXX,YY, AKD
111 CONTINUE
c
C FORMA AS MATRIZES DO SISTEMA Ax = F
c
CALL FMAT(MT,P,PM,G,H,FI,DFI,KODED
c
Cc RESOLUCAO DO SISTEMA
c
CALL DECOMPCG, MT, PERD
C
CALL SOLVECG, PER,MT,DFI ,XFID
Cc
C CALCULA O VALOR DO POTENCIAL NOS PONTOS INTERNOS
c
CALL PTINTCMT,MTI1 ,KODE,FI,XFI,PI,P,SO0OLD
C
C SAIDA DOS DADOS
Cc
CALL OUTPUTCMT,MTI,P,PM,PI,FI,XFI,SOLD
C

END

412- PARTICAO DO DOMINIO
A divis3io do dominio ¢ feita pela subrotina
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MALHA, e a implementag3c foi elaborada para regiBes

retangulares. A enumeragiio dos nés no meio de cada elemento
sobre ©o contorno e no interior do dominio, assim como a
escolha para a avaliag3o do potencial ou do fluxc, pode ser
melhor esclarecido através do exemplo abaixo.

Consideremos © dominio [0,1]Jx[0,1] do plano

x-y, & vamos dividi~lo em dois elementos por direg3o:

»y
q dado
u : incégnita
1 5 8
I
7 | a7
I
]
u: dade | | .
. i ita } - - - -~ T
g : incédgnita ':j
]
l". 8 : 31 ra
|
1 | =] X
o r ! " 1 -
1 2

A enumeragdo dos nGs sobre o bordo & dada no
sentido anti-horario. Segundo a conveng3c usual a derivada
normal aponta para fora. Ainda nesta convengfio, no caso de um
dominio desconexo, as normais apontam na diregSo indicada

pela figura:
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As coordenadas dos pontos sobre © bordo sZXo
armazenadas na matriz P de 2x(N+1) posigSes de meméria. Os
pontos médios de cada elemento l"j + onde sera aplicada a
carga, ser3oc guardados na matriz PM com 2xN posig¢des.

Os vetores KODE e INB servem para indicar a
regifo sobre o bordo, onde ¢ conhecido o valor do potencial e
da derivada normal.

Os nés internos s3o armazenados na matriz PI de
2xNP1 posi¢@es. E importante observar que, tratando-se de um
métode de contorno, a melhor opgIo ser‘i‘a escol hermos
apenas alguns pontos do dominio para serem analisados.
Entretanto optamos por um nUmero maior de pontos internos,
pois desejAvamos avaliar o comportamento numérico e o tempo

computacional do método.
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SUBROUTINE MALHACMT,MTI,CX,CY,P,PM,PI,KODE,INBD
REAL%8 P(C%, MID , PM( %, MTO , PIC%, MTID , CXC3% , CY( 3O
REAL%8 XI ,XF,YI,YF,HX,HY

INTEGER KODEC ,INBC ,NX,NY,NNX,NNY ,NPI,N
INTEGER AA, BB, CC,KK,BBB

COMMON ~ DOMINIO ~ XI,XF,YI,YF,HX,HY

COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N

Cc
C CONSTRUCAO DOS VETORES CX(Cid e CYC 4D
Cc
CXC1d> = XI
DO 10 I = 2,NNX
J=1-1
CXCI> = CXCJ> + HX
10 CONTINUE
C
CYC1d> = YI
DO 20 I = 2,NNY
J=1-1
CYCID> = CYCJD> + HY
20 CONTINUE
C
Cc CONSTRUCAO DAS MATRIZES P(Ci, jd> e PMCi, jd
Cc
AA = NX + NY
BB = 2»NX + NY
CC = 2%CNX + NYO
C
DO 30 I = 1,NNX
PC1,I> = CXCID
pPc2,I> = CYC1D
30 CONTINUE
C
DO 40 I = CNNX + 1D>,CAA + 1O
PC1,I> = CXCNNXD
Pc2,I> = CYCI-NXD
40 CONTINUE
Cc
DO 50 I = CAA + 20,C(BB + 1O
PC1,I> = CXCBB+2-1D
PC2,I> = CYCNNYD
50 CONTINUE
c
BBB = BB + 2
IFCBBB. GT.CCO GO TO 65
C
DO 601 = (BB + 25,CC
PC1,I> = CX{1D
PC2,Id> = CYCCC+2-1ID
60 CONTINUE
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65

70

130

140

IV

PC1,CC+1D> = PC1,1D

pPC2,CC+1> = PC2,1D

DO 701 =1,(CC - 1O

PMC1,I> = CPC1,I5 + PC1,I+4100%5.D~1
PMC2,1I0 = C(PC2,1ID> + PC(2,I1+1)5)0%3,D-1
CONTINUE

PMC1,CCO = (PC1,CC + PC1,150%5,D-1
PMC2,C00 = C(PC2,CC0 + PC2,100%5,.D-1
DO 80 I = 1,NX

KODECID = 1

INBCID> =1

CONTINUE

DO 90 I = NNX,AA

KODECI> = O

INBCID> =2

CONTINUE

DO 100 I = CAA + 1)5,BB
KODECI> =1

INBCID> = 3

CONTINUE

DO 110 1 = (BB + 1),CC
KODECI> = O

INBCI> = 4

CONTINUE

ENUMERACAO DOS NOS INTERNOS

IFCNPI.EQ. 0> GO TO 140
KK = 0O

DO 130 J
DO 130 1
KK = KK + 1
PIC1,KKD
PIC2,KKD
CONTINUE

2,NY
2, NX

CXCID
CYCJo

RETURN
END
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413~ FORMACAO DO SISTEMA LINEAR

Dada pela rotina FMAT, esta é a principal parte
de todo o programa. Ela ainda controla as subrotinas INTE e
INLO formando as matrizes G e H dadas pela equag3o (3.4.98).

Os elementos da diagonal da matriz H s3o iguais
a —%—. pois ;u = O devido a ortogonalidade. A solug3o
fundamental ¢ da forma log[—é—). sendo que os termos de G e H
JA& aparecem multiplicados por 2n.

Pela férmula (3.4.5), apds rearranjarmos as

equagdies, montamos a matriz A Carmazenada em G) e o vetor do

lado direito F Cagora DFI) dados pela equag3o (3.4.6).

SUBROUTINE FMAT(MT,P,PM,G,H,FI,DFI,KODED
REAL %8 PC», MID , PMC3%, MTD , GC %, MTD , HC %, MTD
REAL»8 FIC») ,DFIC2 ,CH

INTEGER KODEC32) ,NX,NY, NNX,NNY,NPI,N,JJ
COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N

Cc
Cc CALCULA AS MATRIZES G e H
Cc
DO 30 I = 1,N
DO 30 J = 1,N
IFCI.NE.J> THEN
CALL INTECPMC1,1ID,PMC2,10,PC1,J0,PC2,J0,PC1,J+1),
1 PC2,J+1D0,HCI,JD,E(1,J0D
ELSE
CALL INLOCPC1,J2,PC2,J0,PC1,J+10,PC2,J+10,&(I,J2)
HCI,JD> = 3.14185926D0
END IF
30 CONTINUE
Cc
C ARRANJA O SISTEMA DE EQUACOES Ax = F
Cc

DO 60 J = 1,N
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JJ = KODECJ>
IFCJJ.GT. 0> THEN
DO SO I =1,N

CH = &(I,J)

&(I,J>) = - HCI,JD

HCI,.J> = - CH
S0 CONTINUE

END IF
60 CONTINUE
Cc
C G e H JA ESTAO MULTIPLICADAS POR 2#n. PELO REARRANJO
C DO SISTEMA, TEMOS A MATRIZ A CAGORA EM G> E O
C VETOR DO LADO DIREITO F C(AGORA EM DFI)>, DADOS
C POR Ax = F.
C

DO 1101 = 1,N

DFICI> = 0.DO

DO 110 J = 1,N

DFICID> = DFICID + HCI,JD»FICJD
110 CONTINUE
C

RETURN

END

SUBROTINA INTE : Calcula as matrizes G e H

através de esquemas de integragdo numérica sobre os elementos
do bordo, excetuando-se os coeficientes aoc longo da diagonal.
Os valores dos coeficientes podem ser calculados usando-se
2, 4 ou 6 pontos gaussianos. A escolha do numero de pontos de
integragio pode ser feita considerando-se a disténcia de

aplicag3o da carga e o tamanho do elemento a ser integrado.

Jlustrando a idéia & a seguinte:
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T sz,yz)

T Cx,0y,2

'R

Cx , P
PyP

onde d € a distédncia do ponto entre a aplicag3o da carga até o
ponto central do elemento considerado para a integragfo;
Cxp.yp) coordenada do ponto fonte e Cxi.ytD i = 1,2

14

coordenadas dos pontos extremos do elemento a ser integrado.

Assim,
Cxl+ xz) z Cy‘+ yzD Z 4z
= -— — -+ — ——————
d xp > yp S
3 1,2

2 2
- [Cax'> x - xz) + Cayp— Y, yzb ]

Considerando-se a disténcia d e o tamanho do

elemento L, propBie-se a normalizag3o através da divisSo por L:

d 1 - 2 2 1z
S = a—L = T [CBXP— x“' XZD + Cayp— y‘— yz) ]
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Através de experiéncias computacionais (12],
verificou-se que dependendo do valor de S é recomendavel
usar -se mais ou menos pontos gaussianos, obtendo-se
formalmente a seguinte regra:

S 1.5 : 68-pontos de Gauss para a integrag3o;
1.8< S< 8.5 : 4-pontos de Gauss para a integragZXo;

S 2 8.8 : 2-pontos de Gauss para a integrac¢3o.

No restante da subrotina INTE, usaremos as
férmulas (3.4.9) deduzidas no capitulo anterior que aparecem
reunidas em GG @ HH. A variavel TAUX calcula a distancia entre
o ponto fonte até o pé da perpendicular da reta ligando os
extremos do elemento considerado, e o sinal DIST é positivo ou

negativo de acordo com o sentido escolhido.

SUBROUTINE INTECXP,YP,X1,Y1,X2,Y2,HH,GGD

REAL»8 XGC6D,W(6>,GI,OME, XCO, YCO,XP,YP,X1,X2,Y1,Y2,HH
REAL»8 GG, AX,BX, AY,BY,TA,DIST,SIG, AUX1 , AUX2,RA,DDTT
REAL»g8 PP1,PP2,PP3,SS,LL, RARA, TAUX, TTAA

INTEGER NPG

Cc
AX = (X2 - X1)5»5.D-1
BX = (X2 + X10%5.D-1
AY = CY2 - Y1)5%»5.D-1
BY = (Y2 + Y1O0%5.D-1
Cc
LL = 4.DOXDSQRTCAX®AX + AY»xAYD
PP1 = 2.DO»XP - X1 - X&
PP2 = 2.DOYP - Y1 - Y&
PP3 = DSQRTC(PP1%PP1 + PP2%PP2)
SsS = PP3/1L
C

IFCAX. EQ. OO THEN
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DIST = DABSCXP - X1)

ELSE

TA = AY/AX

TAUX = DABSCTAMXP - YP + Y1 - TA»X1)
TTAA = DSQRTCCTAXTAD + 1.DOD

DIST = TAUX/TTAA

END IF

SIG = (X1 - XPO>»(Y2 - YPD - (X2 - XPO)»(Y1 - YPD
IFCSIG.LT.0> DIST = - DIST

NPG = 4

IF(SS.LE.1.8D0> NPG
IF(SS. GE. 5. 5D0O> NPG

nn
n o

CALL GAUSSCNPG, XG, WO

0. DO

0.DO

01 =1,NPG

XGCID

wCId

XCo AX®GI + BX

YCO AY»*GI + BY

AUX1 = CXP - XCODx(XP - XCO>
AUX2 = (YP - YCOO»(YP - YCOD
RA = DSQRTCAUX1 + AUX2>

BEQ

(LI |

Gl
OME

GG = GG + DLOGC1.DO/RAD®OMEXDSQRTC AX2%AX + AY»AYD
RARA = RAXRA

DDTT = DIST/RARA

HH = HH - C(DDTT*OMEXDSQRTCAX»AX + AY»*AYDD

CONTINUE

RETURN
END

SUBROTINA INLO : Calcula os elementos da

diagonal da matriz G pela férmula (3.4.8). A subrotina GAUSS

indica o numero de pontos para a integragio.
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SUBROUTINE INLOCX1,Y1,X2,Y2,G6)
REAL»8 X1,X2,Y1,Ye2,GG, AX, AY,SR

AX
AY
SR
GG

(X2 - X1533.D-1

Y2 - Y15%5,D-1

DSQRTCAX*AX + AY»AYD

2. DOXSR»(DLOGC1 . DO/SRY> + 1.DOd

RETURN
END

—— — —— - ——— A —— — ——— — ——— — - — ———— . ————————— - — —— —— —— ————— ————

nnOonn

SUBROUTINE GAUSSCNPG, XG, WO
REAL %8 XGC(B6) ,W(&d
INTEGER NPG

IFCNPG. EQ. 2> THEN

X&1> = - 0.577350268188626D0
Xead = - X&1O

wWCi> = 1.DO

wC2> = W(C1o

ELSE IFC(NPG. EQ. 40 THEN

XGC1> = - 0.861136311594053D0
X&(2d = - 0.339981043584856D0
XG(3 = - X&(2>

XGC4d = - X&xX1>

WC1D> = O.347854845137454D0
wWC2d = 0.652145154862546D0
wC3> = Wwdad

WC4D> = WC1>d

ELSE

XGC1d = - 0.9324689514203152D0
X&2> = - 0.661200386466265D0
X3 = - 0.238619186083137D0
XGC4> = - X&(3D

X8> = - X&a>

X&(6> = - X&(1D

WC1> = 0.171324492379170D0
w(2> = 0. 3607615730481 39D0O
WC3D = 0.467913934572691 DO
wWC4d = WC3

wW(S> = wCad

wWCE> = W(1d

END IF

RETURN

END
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4.14.- RESOLUCAO DO SISTEMA LINEAR

A matriz A montada na subrotina FMAT, n3o
apresenta nenhuma estrutura especial de esparsidade como em
outros métodos numéricos; ela ¢ uma matriz cheia e n3o
simétrica. Desse modo, para obtermos os valores das
incégnitas usamos as subrotinas DECOMP e SOLVE para sistemas

lineares.

SUBROTINA DECOMP : Faz a decomposi¢ioc da matriz
A na forma LU armazenando-a na prépria matriz A A
decomposi¢ioco ¢ feita utilizando-se o pivoteamento parcial,
colocando sempre o maior elemento na posig¢iEo diagonal. E feito

simultaneamente uma regularizaglio dos dados presentes na

matriz.
SUBROUTINE DECOMPCA,MT,PD
REAL»8 ACMT,MTD ,SCC1000,PIVO,EFPS, AUX, MAX
INTEGER PCMTD ,NX,NY,NNX,NNY,NPI, N
COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N
C
C METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS COM PIVOTEAMENTO
C {====> METODO DE DECOMPOSICAO L.U COM PIVOTEAMENTO
C
C P : VETOR INTEIRO , DE PERMUTACAO
C
pDo21 =1,N
MAX = EPS
DO 4 J =1,N
IFCMAX. GT. DABSCACI,JDDD> GO TO 4
MAX = DABSCACI,.JDD
4 CONTINUE
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SCCI> = 1.DO/MAX

2 CONTINUE
C
DO 101 =1,N
PCI> =1
10 CONTINUE
Cc
DO 40 K = 1,CN-1D
C
C CALCULO DO MAIOR ELEMENTO EM MODULO DA K-ESIMA COLUNA,
Cc I >=K
Cc
L =K
PIVO = DABSCACK,KD>D3SCCPCKD)D
DO 18 1 = CK+15,N
AUX = DABSCACI,KJD%SCC(PCIDD
IFCPIVO.GE. AUX> GO TO 185
PIVO = AUX
L =1
15 CONTI NUE
Cc
c VERIFICA SE A MATRIZ E’' SINGULAR
Cc
IFCPIVO.LE.EPS) GO TO 50
Cc
IFCL.EQ. K> GO TO 18
C
C TROCA DAS LINHAS L e K
C
DO 17 I = 1,N
AUX = ACK,ID
ACK,ID> = ACL,ID
ACL,I> = AUX
17 CONTINUE
II = PCKD
PCK> = PCLD
PCLO = II
Cc
c INICIO DA DECOMPOSICAO L.U
Cc
19 DO 30 I = CK+1),N
PIVO = ACI,KD-ACK,KD
DO 20 J = CK+1),N
ACI,JD> = ACI,JD - PIVO»ACK,JD
20 CONTINUE
ACI,K> = PIVO
30 CONTINUE
40 CONTINUE
C

IFCDABSCACN,N2D . GT. EPS> RETURN
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WRI TE(C »,60)
FORMATC~/7,T10, "MATRIZ SINGULAR®,/ /7D
STOP
END
SUBROTINA SOLVE : Resolve © sistema linear

usando a decomposigio anterior, e armazena no vetor solug3o

XFI as informagBes sobre u e q.

0N

10

20

SUBROUTINE SOLVECA,P,MT,B,XD

REAL %8 ACMT, MTD , BCMTD , XCMTD , SOMA
INTEGER PCMTD ,IP,NX,NY,NNX,NNY,NPI,N
COMMON - STEP ~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N

RESOLUCAO DO SISTEMA TRI ANGULAR INFERIOR

XC1d> = BCPC1DD
DO 201 = 2,N
IP = PCID

SOMA = 0.DO

DO 10 J = 1,CI-1D

SOMA = SOMA + ACI, JO»XCJD
CONTINUE

XCI> = BCIPD - SOMA
CONTINUE

RESOLUCAO DO SISTEMA TRI ANGULAR SUPERIOR

XCN> = XCNDZACN,ND

DO 40 I = (N-13,1,-1

SOMA = 0.DO

DO 30 J = CI+1O,N

SOMA = SOMA + ACT,JO%XCJD
CONTINUE

XCI> = € XCI> — SOMA D-/ACT,ID
CONTINUE
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RETURN
END

415~ AVALIAGAO DOS PONTOS INTERNOS

Uma vez resolvido o sistema linear e obtido as
informagdes referentes a u e a q no bordo, precisamos
reordenar o vetor XFI, colocando o potencial no vetor FI e o
valor das derivadas em DFI. Apds a reordenag3io destes vetores
podemos obter a solug3o também nos pontos internos dados pela

equagdo (3.4.7D.

SUBROUTINE PTINTCMT, MTI ,KODE, FI,DFI,PI,P,SOL)

REAL %8 PC%,MID ,PIC»,MTID,FIC% ,DFIC» ,S0L(% ,CH,B,A
INTEGER KODEC) ,NX,NY,NNX,NNY,NPI,N,K

COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N

REORDENA OS VETORES FI e DFI, COLOCANDO OS VALORES DO
POTENCIAL EM FI E OS VALORES DAS DERIVADAS EM DFI.

SN NGNS

Do201I = 1,N
IFCKODECI>D> 20,20,10
i0 CH = FICID
FICI> = DFICID
DFICI> = CH
O CONTINUE

CALCULA OS VALORES DO POTENCIAL PARA PONTOS INTERNOS

nnNnoOp

IFCNPI.EQ. 0D GO TO BO

DO 40 K = 1,NPI

SOLCKD> = 0.DO

DO 30 J = 1,N

CALL INTECPIC1,K>,PIC2,K>,PC1,JD0,PC2,J0,PC1,J+1),
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30

40

50

P(2,J+10,A,B>

SOLCKD = SOLCKD + DFICJIO™B - FICJD%®A
CONTINUE

SOLCKD = SOLCKD (2. DO*3. 1415926D0D
CONTINUE

RETURN
END

416~ PROBLEMA TESTE

Com a finalidade de carregar o vetor FI com as

aproximag@es iniciais no bordo, e também para comparar a

sol ug3io

aproximada com a solugio exata, utilizamos algumas

fungBes que foram programadas de acordo com o exemplo abaixo:

Vzqu,y)
uCo, yd = -y

{ uct,y = 1 -y

oulx,0d
M xO

JuCx,1)
L T

1
o
o

= (0,11x(0,1]

A solu¢do exata para este problema é:

ulx,yd) = x? - y2
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REAL%8 FUNCTION FUNCCX,Y, AKD

REAL»8S X,Y
INTEGER AK
C
IFCAK. EQ.1> THEN
FUNC = 2. DO»Y
ELSE IFCAK.EQ.2> THEN
FUNC = 1.DO - YaY
ELSE IFCAK.EQ.3> THEN
FUNC = - 2. DOxY
ELSE
FUNC = - Y»Y
END IF
C
RETURN
END
Cc
Cc
G e
C
C
REAL%8 FUNCTION UREALCX,YD
REAL%*8 X,Y
Cc
UREAL = (X¥#X - YYD
C
RETURN
END

417~ SAIDA DOS RESULTADOS E ANALISE DO ERRO

Por fim, os resultados obtidos s8oc controlados
pela rotina OUTPUT, que também faz a an&lise do erro. A
resposta numérica do método € comparada com a solugl3o exata
nos pontos discretizados, sendo portanto o erro medido na

norma do maximo.
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10

18

100

110

130

140
180

160

Iv

[\ e

oW

SUBROUTINE OUTPUTCMT, MT1,P,PM,PI,FI,DFI,SOLD

REALM8 PCx, MTD , PMC%,MTD ,PIC%,MTID ,FIC% ,DFIC%) , SOLC%
REAL»8 XI,XF,YI,YF,HX,HY,D,UR,FII,ERRO,UREAL,DF
REAL»8 XX,YY,MERO1,MEROZ2

INTEGER NX, NY,NNX,NNY,NPI,N

CHARACTER NOME»1 S

COMMON ~ DOMINIO - XI,XF,YI,YF,HX,HY

COMMON ~ STEP -~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N

WRITEC2,10)

FORMATC//,T10, ' ARQUIVO PARA A SAIDA DE DADOS : *,$
READC%,15> NOME

FORMATCA15D

OPENCUNI T=60, FILE=NOME, STATUS="UNKNOWN" >
WRITEC60,100D

FORMATC -, T2S, ' PROBLEMA DE POTENCIAL’,~ ~,T10,
*METODO DE INTEGRAIS DE CONTORNO

(elementos constantes)’, /D

WRITECS0,110> NX,NY,N,NPI,HX,HY

FORMATC7,T10, *NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO X
18,-7,T10, "NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO Y :
18,/7,T10, "NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS NO BORDO :
18,77,T10, "NUMERO DE PONTOS INTERNOS
I18,-7,T10, 'DISCRETIZACAO NA DIRECAC X

D12.85,-7,T10, 'DISCRETIZACAO NA DIRECAO Y

DL2.8, /777

v ® ® e v e

WRITECE0,130D

FORMATC, T4, *PMX*,8X, *PMY* ,7X, 'POTENCIAL®,3X,
*DERIVADA® , 8X, 'ERRO DO POTENCIAL’, ”

MERO1 = 1.D-8

DO 150 1 = 1,N

XX = PMC1,ID
YY = PMCE2,1D
UR = UREALCXX,YYD
FII1 = FICI>

ERRO = DABSCFII - UR> MERO1 = ERRO
WRITEC60,140> PMC1,I>,PM(2,ID>,FI1CI>,DFICID,ERRO
FORMATCT1 ,2(F8. 4),2X,3(E14. 72D

CONTINUE

IFCNPI.EQ. 0> GO TO 195

WRITEC60,1602

FORMATC/,T10, *PONTOS INTERNOS’,.//,TS, 'PIX’,4X,’PIY’,
7X, *POTENCIAL’,7X, "ERRO DO POTENCIAL®, D

MERO2 = 1.D-8

DO 180 I = 1,NPI
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170
180

igs
280

XX = PIC1,ID

YY = PIC2,ID

UR = UREALCXX,YYD

DF = SOLCID

ERRO = DABSC(DF - URD

IFCERRO. GT. MERO2> MERO2 = ERRO
WRITECB0,170> PIC1,I0,PIC2,I>,S0LCID,ERRO
FORMATCTB,2CF8. 42 ,2X,2CE14. 72>

CONTINUE

WRITECB0,280> MERO1 , MERO2

FORMATC.///,T10, *'ERRO MAXIMO NO BORDO = ’,E14.7,///,
T10, ’ERRO MAXIMO NO INTERIOR = ’,E14.7,//°
CLOSECUNI T=80)

RETURN
END

Para o exemplo da segdo 4.1.68 obtivemos os

seguintes resultados com 2, 4 @ 8 @lementos por direg¥o:

h ERRO MAXIMO NO BORDO ERRO MAXIMO NO INTERIOR
0. BOO 0. 81 38038BE-01 0. 1485681 3QE-01
0.280 0.3381210E-01 0. 8247637E-02
0.125 0.1772224E-01 0. 424680QE-02
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42~ PROBLEMAS ENVOLVENDO SIMETRIA

De acordo com © que vimos até agora, um ponto
critico no método dos elementos de contorno é o referente aos
sistemas de equagBes lineares: as matrizes s%o cheias e n3o
apresentam uma estrutura especial. Assim quanto mais
refinarmos a malha numérica, maior é a ordem da matriz e
portanto maior o tempo computacional.

Entretantoc, quando lidamos com problemas que
envolvem simetria, o sistema de equagBes pode tornar-se
substancialmente mais reduzido, dependendo do tipo de simetria
que acompanha o© problema. Mostraremos a seguir um exemplo no
qual a simetria nos eixos pode ser usada para diminuir o

nimero de equagdes.

1»)’
3 2
4 II 1 1
A>(
B III IV {8
& 5

Admitiremos que o© problema dado possui uma

dupla simetria, bastar& portanto conhecermos os valores de u
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e u, no primeiro quadrante, pois

sendo © mesmo valido para os valores da derivada normal
du

q = o - Logo precisaremos obter apenas u U, 9,» 9,-
Para a primeira equagd3c de (3.4.4), teremos
Hasux * Hizuz e ® Hxaue = Gssqs * zeqz Yoo ¥ Gssqa

que pode ser reordenada em,

CH +H +H +H Du+CH +H +H +H Du =
11 14 15 18 12 18 1 17?

1 (-3 2

=C(6G + 6 + G +6 O+ (G _+6 + G + G Dg
11 14 15 18 i 12 13 16 17 2

Procedendo de maneira an&loga para a gquarta
equag¢3io, apds recordenarmos teremos
CH +H +H +H Du+CH +H +H +H DJu =
41 44 45 48" 1 42 48 < < 2

(-3 ?

=(6 + G +6 +6 2@q+(G +6 +6 + G >qg
41 44 45 48" 4 .2 <3 4G 47 2
mas pela simetria,

H = H ; H =H ; H = H : H =H
11 ‘4 14 41

e assim por diante.

Desse modo, a primeira equagio ¢ igual a quarta

equag3io, e o sistema inicial de 8-equagBes a 8-incdgnitas
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reduz-se a um outro egquivalente agora de 2-equagles a

2-incégnitas.

OBSERVAGAO 1 : O processo de simetrizagdo no
M.E.C., torna desnecessaria a discretizagfo dos @i xos
coordenados.

OBSERVAGAO 2 : A implementagfo computacional do
problema com simetria apresenta basicamente a mesma estrutura
da seg3o 4.1., e serid aqui omitida. Nota-se apenas algumas

alteragBes nas subrotinas devido ao processo de simetrizag3o.

OBSERVAGAO 3 : Reduzindo-se a ordem do sistema,
observa-se evidentemente uma maior rapidez computacional, mas
¢ importante destacar que © erro, medido na norma do maximo,
continua praticamente inalterade. Isto mostra que para as
matrizes de ordem e&levada, as subrotinas DECOMFP e SOLVE
garantem uma boa estabilidade numérica na resolugdo do

sistema.

43~ ELEMENTOS LINEARES

Faremos nesta segdo a mesma discussdo
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computacional, agora com elementos lineares, realizada na
segcdo 4.1.. A estrutura de dados é a mesma, @ apresentaremos

somente algumas subrotinas que passaram por significantes

alteragdes.

DIVISAC DO DOMINIO : Nesta subrotina houve
necessidade de varias alteragdes, pois agora os nés
considerados situam-se nos extremos de cada elemento. Também
ocorrem problemas nos cantos do dominio, devido a ma definig3o
de direg3o dada para a normal externa. Nos pontos onde ocorrem
estas déscontinuidades geométricas (cantos), temos a seguinte

situag3o:

o que compromete o "assemble" para as equagdes.
A idéia para contornar este problema ¢ aumentar
© numero de equa¢gBes, adicionando-se nds auxiliares nos cantos

do dominio comoc indicado na figura a seguir:
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{ Tiea t 15
1
r.
1
|
j-2
FORMAGAO DA MATRIZ PRINCIPAL : O *"assemble"

exigido pela equagio (3.4.112 torna esta subrotina diferente
de FMAT anterior. Outro ponto a destacar ¢ sobre a obteng3o do
coeficiente c. para os pontos sobre o bordo.

A sugestio encontrada na literatura [2] @ a
aplicagio de um potencial uniforme nas equaglBes (3.4.5) do
capituleo 1III, e assim coletar os coeficientes diagonais da
matriz H. Quando um potencial uniforme é aplicado sobre todo o
dominio, as derivadas normais anulam-se obtendo,

HI = 0O
onde I" = {1 11 ... 11,
Desse modo, para o© termo diagonal teremos a

férmul a:
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SUBROTI NA INTE : Continuam validas as
observagBes feitas para os elementos constantes, notando-se

pequenas mudangas relativas ao “assemble” feito.

SUBROTINA INLO : Aproveita os calculos

analiticos do capitulo III, utilizando as relagles (3.4.12) e

(3.4.13>.
SUBROUTINE FMATCMT,P,G,H,FI,DFI,KODED
REALX8 PC»,MID ,GC %, MTD , HC2%,MTD ,FIC(3 ,DFIC(%) ,CH
REAL%8 Al,AZ2,B1,B2
INTEGER KODEC» ,NX,NY,NNX,NNY,NPI,N,JJ,NF,NS,KJ
COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N
C
C CALCULA AS MATRIZES G e H
po 10 I =1,N
DO 10 J = 1,N
&«I,J> = 0.DO
HCI,J> = 0.DO
10 CONTINUE
Cc
DO 1101 = 1,N
NF =1 +1
NS =1+N-2
DO 50 JJ = NF,NS
IFCJJ.LE. N> THEN
J =33
ELSE
J=3J3 - N
END IF
c

CALL INTECPC1,I>,PC2,1I5,PC1,J0,PC2,J0,PC1,J+1D,
1 PCe,J+10,A1,A2,B1,B2>

IFCJ.LT.N> THEN

HCI,J+1D HCI,J+1D> + A2
KI,J+10 &I1,J+1> + B2
ELSE
HCI,1D
&I1,1>

HCI,10 + A2
&I,1> + B2
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END IF
Cc
HCI,J> = HCI,JO + Al
&I1,J> = &(I1,J> + B1
HCI,ID> = HCI,ID> - A1 - A2
C
50 CONTINUE
Cc
NF =1 + N -1
NS =1 + N
DO 85 JJ = NF,NS
IFCJJ.LE. N> THEN
J =7JJ
ELSE
J =JJ - N
END IF
Cc
CALL INLOCPC1,JD,PC2,J3,PC1,J+41)>,PC2,J+1),B1,B2>
Cc
IFCJJ.LE.NF> THEN
CH = B1
BT = B2
B2 = CH
END IF
C
IFCJ.LT.N> THEN
&XI,J+1d = KI,J+1> + B2
ELSE
&(I,1> = &(I,1> + B2
END IF
&(I,J> = &I,J> + Bi
C
as CONTI NUE
110 CONTINUE
Cc
Cc ARRANJA O SISTEMA DE EQUACCES Ax = F
C
DO 180 J = 1,N
KJ = KODECJ>
IFCKJ.GT. 0> THEN
DO 1885 I = 1,N
CH = I,J3>
&I,J> = - HCI,JD
HCIL,JD = - CH
158 CONTINUE
END IF
180 CONTINUE
C
C G e H JA ESTAO MULTIPLICADAS POR 2x»PI
C PELO REARRANJO DO SISTEMA, TEMOS A MATRIZ A

84



CAP. 1V

C CAGORA EM GO E O VETOR DO LADO DIREITO FCAGORA EM DFID
Cc DADOS POR Ax = F.
c
DO 160 I = 1,N
DFICI> = 0O0.DO
DO 160 J = 1,N
DFICID> = DFICID> + HCI,JO»FICJD
160 CONTINUE
c
RETURN
END
C
C
C __________________________________________________________
Cc
Cc

SUBROUTINE INTECXP,YP,X1,Y1,X2,Y2,A1,A2,B1,B2)
REALX8 GIC4),0MEC4D,XCOC4D,YCOC4D,XP,YP, X1 ,X2,Y1,Y2
REAL»8 AX,BX,AY,BY,TA,DIST,SIG, AUX1, AUX2,A1,A2,B1,B2
REALX%8 RA,DDTT, RARA, TAUX, TTAA,HH, GG

PONTOS DE GAUSS E PESOS PARA A INTEGRACAO

e NeNY!

GIC1O
GI(=2>
GIC3D
GIC4D
OMEC1D
OMEC2>
OMEC3D
OMEC 4D

0.86113631D0
- GIC1O
0. 338981 04D0
- GIC3D
0. 34785485D0O
OMEC1D
0. 65214851 5D0
OMEC3D

AX
BX
AY
BY

CX2-X10#5. D-1
C(X2+X10»5. D-1
CY2-Y1)%5. D-1
CY2+Y1D 5. D1

IFCAX.EQ. 0> THEN

DIST = DABSCXP - Xi>

ELSE

TA = AY/AX

TAUX = DABSCTAXXP - YP +Y1 - TA»X1D
TTAA = DSQRTCCTAXTAD + 1.D0OD

= TAUX/TTAA

SIG = (X1 - XPo»(Y2 - YPD - (X2 - XPO»(Y1 - YPD
IFCSIG.LT. 0> THEN

DIST = - DIST
END IF
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elementos constantes,

agora com elementos lineares,

Iv

Al = 0.DO

A2 = 0.DO

Bi = 0.DO

B2 = 0.D0O

DO 401 = 1,4

XCOCID> = AX*GICID> + BX

YCOCID> = AY»GICID> + BY

AUX1 = C(XP-XCOCIDO®CXP-XCOCIDD
AUX2 = CYP-YCOCIDO®CYP-YCOCID)D
RA = DSQRTCAUX1 + AUXad

RARA = RAMRA

DDTT = DIST/RARA

GG = DLOGC1.DO/RADOMECI D ®DSQRTC AX2AX + AY»AYD
HH = DDTT»OMECID®DSQRTCAX»*AX + AYXAYD
Al = Al + CGICID -~ 1.DOD>xHH»S. D-1
A2 = A2 - (GICID> + 1.DOd>»HH»S.D-1
Bl = Bl - (GICID> - 1.DO>%GG»S. D-1
B2 = B2 + (GICID> + 1.DOd>»GG»S. D-1
CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE INLOCX1,Y1,X2,Y2,Bl1,B=2)
REALx8 X1,X2,Y1,Ye,SEP,AX,AY,B1,B2

AX CX2-X1>
AY cya-Yid
SEP = DSQRTCAX2AX + AY3AYD

Bl = SEP%(1S.D-1 - DLOGCSEP))*S.D-1
B2 = SEP»(S5.D-1 - DLOGCSEP))>»S. D-1
RETURN

END

Para comparar os resul tados

86
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CAP. IV

h ERRO MAXIMO NO BORDO ERRO MAXIMO NO INTERIOR
0. 800 0. 28831 94E-01 0. 1288870E-01
0.280 0.1378441E-01 O. 4724464E-02
0.128 0. O802684E-02 0. 231803BE-02

4.4~ EQUACAO DE POISSON

No final do capfitulc anterior, discutimos a
viabilidade de fontes internas para problemas de potencial e
apresentamos esquemnas alternativos que trabalhavam
diferenciadamente com a integrag8c do termeo fonte (esquemas
Cad; Cbd; Ccdd.

Para tratar computacionalmente com a equagSoc de
Poisson, resolvemos optar pelo esquema (ad, pois achamos
interessante observar o comportamento do método usando formas
distintas de integrag3o.

Apresentaremos um programa computacional onde
usamos elementos constantes, e portanto com estrutura parecida
com os desenvolvidos na se¢3o 4.1.. Uma novidade & a inclusdo
da subrotina MONTB que faz os cilculos numéricos da integral

de dominio para cada elemento.
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4.4.1- ESTRUTURA DE DADOS

O programa possui as seguintes subrotinas:

PROGRAMA PRINCIPAL : Possui as mesmas caracteristicas que o

programa da segd3o 4.1.1..

SUBROTINA FMAT : Para os pontos do contorno, ha necessidade de
adicionar o vetor B observado na equagfio (2.5.3) e embutido na

subrotina MONTB.

SUBROTINA PTINT : Acrescenta também o vetor B para os pontos

internos, equagio (3.5.85).

SUBROTINA MONTB : Faz os célculos para a integral de dominio

usando 4 pontos gaussianos estabelecidas nas equagBes (3.8.6);

€3.5.7D.

FUNGOES USADAS : Utiliza a solugfo fundamental ut = §£;log(—é—)
@ também o termo fonte para a integragfio, além das fungSes

usuais para os célculos.

Desenvol vemos o programa com a seguinte equagdo

de Poisson:
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[ PPucs,yd = * + y? : Q= 1(0,11x(0,1]
uco,yd = 0
2 ; rl.
4 uCi,yd = y /2
duCx,0  _
s T
dulx,1D = xz
[ M0

2
cuja soluglo exata é dada por: ulx,yd = —E—éz—

PROGRAMAS:

SUBROUTINE FMATCMT,P,PM,G,H,FI,DFI1,KODE, VETBD

REAL®8 PC(2,% ,PMC2, % ,GCMT, % , HCMT, » ,FIC(» ,DFI(% ,CH
INTEGER KODEC> , NX, NY, NNX,NNY,NPI ,N,JJ

COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N

C
Cc CALCULA AS MATRIZES G e H
C
DO 30 I =1,N
DO 30 J = 1,N
IFCI.NE.J> THEN
CALL INTECPMC1,ID,PM(2,I5,PC1,J0,PC2,J5,PC1,J+1>,
1 PC2,J+1D,HCI,J5,&1,J0>
ELSE
CALL INLOCPC1,J>,PC2,J),PC1,J+1),PC2,J+1)>,6CI,JdD
HCI,JD> = 3.1415826DC
END IF
30 CONTINUE
Cc
C ARRANJA O SISTEMA DE EQUACCES Ax = F
C

DO 60 J = 1,N

JJ = KODECJ>
IFCJJ.GT. 0> THEN
DO SO I =1,N

CH = &I,J>
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)]
(o]

o}

N0

105

110

noonn NnNonooOn

N0

Iv

&1,J> = - HCI,JD
HCI,J> = ~ CH
CONTINUE

END IF

CONTINUE

G e H JA ESTAO MULTIPLICADAS POR 2Pl

PELO REARRANJO DO SISTEMA, TEMOS A MATRIZ A C(AGORA EM
G> E O VETOR DO LADO DIREITO F CAGORA EM DFI>, DADOS
POR Ax = F.

DO 110 1
DFICID> =
DO 105 J
DFICI>
CONTINUE

CALL MONTBC(PMC1,I0,PMC2,ID,CX,CY,VBD
DFICI> = DFICID> + VB

CONTINUE

1.,N
. DO
i,N
DFICI> + HCI,JO®FICJD

non

RETURN
END

SUBROUTINE PTINTCMT, MTI ,KODE, FI,DFI,PI,P,CX,CY,SOLD
REAL»8 PC2,% ,PIC(2,%) ,FIC(» ,DFIC2 ,SOLC»* ,CX(3 ,CY(2
REAL®8 CH,VB,A,B

INTEGER KODEC2 ,NX,NY,NNX,NNY,NPI,N,K,II

COMMON ~ STEP .~ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N

REORDENA OS VETORES F1 e DFI, COLOCANDO OS VALORES DO
POTENCIAL EM FI E OS VALORES DAS DERIVADAS EM DFI.

po201 =1,N
IFCKODECID>> 20,20,10
CH = FICID

FICI> = DFICID
DFICI> = CH

CONTINUE

CALCULA OS VALORES DO POTENCIAL PARA PONTOS INTERNOS

IFCNPI.EQ. 0D GO TO SO

DO 40 K = 1,NPI

SOLCKD = 0.DO

DO 30 J = 1,N

CALL INTECPIC1,K>,PIC2,K>,PC1,J0,PC(2,J0,PC1,J+1),

a0
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PC2,J+10,A,B

Cc
SOLCKD = SOLCKD + DFICJIO™B - FICJO ™A
30 CONTINUE
CALL MONTBCPIC1,K>,PIC2,KD>,CX,CY,VBD
SOLCKD> = (SOLCK> - VBO.-2.DO0%3.1415026DO
40 CONTINUE
C
50 RETURN
END

SUBROUTINE MONTBCXP,YP,CX,CY,BID
REAL%8 CXC») ,CY(C2),GIC4>,0MEC4D,BI,X1,X2,Y1,Y2,BB
REAL%8 XP,YP, AX,BX,AY,BY,XA,YA, AUX1, AUX2,RA,RR

REAL»8 FUNC1 ,FUNC2
INTEGER NX,NY,NNX,NNY,NPI,N,II,JJ
COMMON ~ STEP ~/ NX,NY,NNX,NNY,NPI,N

c
Cc PONTOS DE GAUSS E PESOS
Cc
GIC1> = 0.86113631D0
GICa> = 0.33998104D0
GIC3> = - GIC2D
GIC4> = - GIC1D
OMEC1) = 0.347885488D0
OMEC2> = 0. 685214515D0
OMEC3)> = OMEC2D
OMEC4> = OMEC1D
C
K =20
BI = 0.DO
DO 101 = 1,NX
X1 = CXCID
X2 = CXCI+1D
DO 10 J = 1,NY
K=K +1
Y1 = CYCJID
Y2 = CYCJ+1D
AX = (X2 - X11535.D-1
BX = (X2 + X1J35.D-1
AY = CY2 - YiD#»5.D-1
BY = (Y2 + Y105.D-1
Cc
BB = 0.DO

DO 30 11 = 1,4
XA = AX»GICIID> + BX

o1
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AUX1 = C(XP - XAO®(CXP - XA
DO 30 JJ = 1,4

YA = AY®GICJJ> + BY

AUX2 = (YP - YADYP - YA

RA = DSQRTCAUX1 + AUX2>
RR = FUNC1CRAD%FUNCZ2CXA,YAD
BB = BB + OMECIID3OMECJJ)*RR
30 CONTINUE
C
BI = BI + BB»AX»AY
C
10 CONTINUE
C
RETURN
END
Cc
C
C __________________________________________________________
Cc
C
REAL»8 FUNCTION FUNCCX,Y, AKD
REAL»8 X,Y
INTEGER AK
C
IFCAK.EQ. 1> THEN
FUNC = - XXy
ELSE IFCAK.EQ.2> THEN
FUNC = Y»xYx5, D-1
ELSE IFCAK.EQ.3) THEN
FUNC = XX€Y
ELSE
FUNC = 0.DO
END IF
Cc
RETURN
END
c
Cc
C __________________________________________________________
Cc
Cc
REAL»8 FUNCTION FUNC1CRAD
REAL %8 RA
Cc
FUNC1 = DLOGC1.DORAD
Cc
RETURN
END
Cc
c

az



REAL®8 FUNCTION FUNC2CX, YD

REAL»8 X,Y
C
FUNCZ2 = XuX + Yy
C
RETURN
END
Cc
c
G e e e e e e
Cc
c
REAL%8 FUNCTION UREALCX, YD
REAL™8 X,Y
C
UREAL = X&XxYXYX5. D-1
(o
RETURN
END

4.42- ANALISE DO ERRO

Para avaliarmos o comportamento do erro na
equagiio de Poisson testamos algumas fungBes conhecidas, e
obtivemos o erro maximo e relativo nos pontos do dominio
Q=1[00,1)x0[0,11].

Teste 1:

«2 yz
u‘C X, y> —s

Teste 2:

{ uzc X, yd

x + ]
. b4

a3
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Teste 3:

{ u.Cx.y) = senlmod.

P 4

Tabela 3.1

HX=HY=2 ; h=0.B00

u
1

u
2

u
8

MAX. ERRO NO BORDO

0. 2388024E-01

0. 1 383B40E+00

0. 6487238E-01

MAX. ERRO INTERIOR

0. 1846636E-03

0. 828841 8E-04

0. 7348626E-01

ER. RELATIVO BORDO

0. 8490751 E-0O1

0. 2404232E-01

0. 3375051 E-01

ER. RELATIVO INTER.

0. 5809236E-04

0. 3420697E-04

0. 4457167E-01

Tabela 3.2

HX=HY=4 ; h=0.280

u
1

u
2

u
8

MAX. ERRO NO BORDO

O. 8000424E-02

0. B4BB8332E-01

0. 4600748E-01

MAX. ERRO INTERIOR

0. 8954470E-03

0.1203482E-01

0. 424861 0E-01

ER. RELATI VO BORDO

0. 232500QE-01

0. 83878857E-02

0. 4422770E-01

ER. RELATIVO INTER.

0. B6601 OQE-02

0. 26863B4E-02

0. 2006001 E-01

Tabela 3.3

HX=HY=8 ; h=0.125

u
4

u
2

u
2

MAX. ERRO NO BORDO

0. 3425951 E-02

0. 2650507E-01

0. 2397828E-01

MAX. ERRO INTERIOR

0. 8120064E-03

0. 6641 303E-02

0. 1061 4865E-01

ER. RELATIVO BORDO

0. 7759843E-02

0.3818417E-02

0. 4521 555E-01

ER. RELATIVO INTER.

0. 28770404E-02

0. 11854085E-0=2

0. 7082343E-02
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V- PROBLEMAS DE EVOLUCKO

5.4~ INTRODUCAO

Nos capitulos anteriores, descrevemos o método
de contorno para problemas estacionaérios envolvidos com a
Teoria do Potencial. Neste capitulo, estenderemos os conceitos
para tratar de problemas de evolugEo, como as equagBes
parabélicas e hiperbélicas. Iniciaremos com a eguagSo do
calor, onde faremos uma breve descrig3o de alguns esguemas de
contorno introduzidos inicialmente: uso da transformada de
Laplace no tempo, esquemas mistos com diferengas finitas no
tempo e elementos de contorno no espagoc @ © de soluglBes
fundamentais dependentes do tempo. Descreveremos, mais
detalhadamente, um quarto esquema que tem sido recomendado na
literatura recente: © de reciprocidade dual. Este método
envolve formalmente a separagdo de variaveis, utilizando a
solugdco fundamental da equaglc de Laplace nas variaveis
espaciais e discretizando novamente o tempo através das
diferengas finitas.

Apds uma andlise feita sobre a eqgquagifo deo
calor estudaremos os probl emas hiperbdélicos, tratande a

equagdo da onda também pelo método de reciprocidade. Além de

Q8
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discutirmos os aspectos numéricos e computacionais,

onde destacaremos alguns exemplos procurando ilustrar os

métodos.

5.2- EQUAGAO DO CALOR

Consideremos o problema de difus3o
bi~-dimensional, dado pela equagfo:

i Sulx,td

z . xeNclR , tL20 <¢B.2.1>

= 9%ulx, 1D

com as condi¢Bes de contorno,

uCx,td = ulx,td s xel L 20
ch.t) -
S ——— = . >
glx, td p vy qlx,td) ; x € Pz ’ t 20 (8.2.2
e as condi¢gBes iniciais,
ux,td = u®cx,t% . x e B.2.3

onde K é o© coeficiente de difusividade, que sera admitido

constante, e !"‘ U l"z representa a fronteira de 0.

Através deste problema padr8o, introduziremos
os procedimentos para resolvé-lo numericamente, via elementos

de contorno.
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521~ TRANSFORMADA DE LAPLACE

Iremos supor, nesta se¢lo, que a fungX¥o ulx,td
na equa¢¥o do calor, possui transformada de Laplace no tempo.
A idéia do método é resolver uma equagBo de contorno no espago
da freqiiéncia; um processc numérico de inversZo devera ser

utilizado para calcular as variaveis fisicas no espago real.

Comoc sabemos, a transformada de Laplace de uma

funglo ulx,t> na variasvel ¢ , é& dada por:

- 4

LIuC>,£d] = UCx,A\) = Iu(x.t) e M dt (8. 2. 4

(<]

onde A é& o parametro da transformagZo, real e positivo,

usual mente chamado freqgiéncia.

Integrandc (8.2.4) por partes, obteremos uma

propriedade basica da transformada de Laplace:

L[ 2“_%‘41] = AUCx,A) - u®Cx,t%). ¢5.2.5

Esta propriedade nos fornece a seguinte

formul ag&o da equag¢fio diferencial, no espago transformado,

VPUCK, AD — -T’;—- UCx, A + —i— uCix,t% = 0 ¢5.2.6

Q7



Transformando também as condi¢Bes de contorno,

_ uCx,td )

UCx.X)-——-x—— ,xel"’ 8.2 7
o gix,td .

Ax, > = = ; x &l

A soluglo fundamental de (8.2.8) para problemas

bi -dimensionais, é dada [2] por:

- 1 x 172
u C{.X.XD = -—éz-'-t— Ko([——z—] . r] (B.2.8)

onde Ko ¢ a fungfo modificada de Bessel de segunda espécie e

ordem zero [10]. Assim, u.C{.x.X) satisfaz a relagfio,

KVPu"CE, 3 A - AUTCE, % AD = — ACE,>O (5.2.9

Procedendo de modoc anidlogo aos Problemas de

Potencial, obteremos a seguinte equagfo integral de contorno,

cCEIUCE, A + K J UCx, ADq €&, AD dIrC:O =

r
(86.2.10

= K me.xbu‘cz.x.xn dre>o + Iu°<x.t,°>u'cz.x.x> dOx >0
r 0

Alguns exemplos mostram um bom desempenhoc do
método no espago transformade, mas quando invertemos a
transformag®o, para voltarmos aoc espago real, podem ocorrer

problemas numéricos.
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Se o dado inicial u® & tal que v = O, a
integral de dominic que apareceé no lado direito de (B.2.10)

pode ser transformada numa integral de contorno equivalente.

522~ ELEMENTOS DE CONTORNO COM DIFERENCAS FINITAS

Este método, envolve um esquema misto de
aproximag3do, combinando diferengas finitas com elementos de
contorno. Para um passo de tempo At suficientemente pequenc, a

derivada gtu da equagl3o (5.2.1) pode ser aproximada pela

diferenga:

guCx,t) _ ulx,t+Atd - ulx,td

3 = AT (8.2.11)
passando (8.2.10 a:
VuCx, L+ALD — —T<_1_A_t_: uCx, t+AtD> + KlAt uCx,td = 0O (8.2.12

Notemos que (8.2.18) & similar a (8B.2.8) com

1

—aC D° lugar de A, portanto podemos utilizar a mesma solugHo

fundamental da se¢8o anterior,

* _ i r
u C&,x,ALD = ST Ko[ p” At)‘/z] (5.2.13

e a equagdo de contorno & agora da forma:

99
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CCEIUCE , L+ALD + K Jucx.t,+At.)q'cz.x.At.> dreso =
r

(8.2.14
= K Jqu.um.)u'c:.x.At) dreso + _‘% I uCx, tdu €&, x, AL dfX0
r 0

A eoquag¥o anterior, pode ser colocada na forma

de sistemas:

HUX* - eQ*** = BU* (8.2.1%
onde H, G © B n3o variam com o tempo, considerando At
constante. No final de cada nivel do tempo, os valores de
uCx,t) devem ser recalculados dentro do dominio 0 afim de
serem utilizados para o préximo nivel.

A express3o (8.2.18) indica um processo de

avango no tempo, resolvendoc a cada nivel uma egquag3o integral

de contorno inicializada com valores conhecidos em t = to.
Neste método ¢ recomendavel (21 usar um
passo de tempo At suficientemente pegueno. Curran (111

sugere © uso de esquemas de diferengas finitas de segunda

ordem, para melhorar a aproximag83o da derivada.

5.2.3~ SOLUCOES FUNDAMENTAIS DEPENDENTES DO TEMPO

Este terceiro esquema, trabalha com a soluglo

100
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fundamental que varia com o tempo e é dada (2) por:

- 1 rt
U b W R °"P[- T ]
Observe que esta funglo ¢ a distribuiglo gaussiana,

onde T = t - t.
r

A equag8o integral ((5.2.10 deve ser
reformulada, introduzindo-se um integrando que faga a média

até o nivel de tempo tr. ou seja,

cCouCl,t > + KJ Ju(x.t)q*cz.x.tr.w dré>odt =
. °r

CB.2.17>
tr

= KJ Jq(x.t)u'c:.x.t.r.t.b dresodt + J-UOCx.tobu‘C{.x.t‘_.t)dOCx)
t°r Q
(]

Comc no capitulo 111, o tratamento numérico
consiste em dividir o contorno numa série de elementos, que
podem ser aproximados por fungSes constantes, lineares ou
quadréaticas.

Se p e y indicar respectivamente, as fun¢gSes de
interpolagZo no espago @ no tempo entio,

T
u=e.y.u
(5.2.18

I

T
q=¢.¥ .9
[ J

Existem dois esquemas distintos para a soluglio

numérica:

101
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ESQUEMA 1 : Considera cada nivel de tempo como um novo
problema, e a cada passo calcula os valores da funglo
incégnita ulx,td) num namero suficiente de pontos internos,
afim de serem utilizados como valores iniciais para o préximo

nivel de tempo. A scluglo numérica no bordo & obtida atraves

de:
N t
ii v [(Ta
cur-#Kz Ip]qutdl“ u =
Jj=1 rj tl"-!.
(S.2.19D
N t L
T F‘ * pF-2a
=KZ e u y dt dr q°+Zqu d0
ji=1 I"j tF—i l=1 Ql
onde N ' nimero de slementos no contorno.

L : ndmeroc de elementos internos.

F: nivel de tempo; F = 1,2,... ’Tr'

Assumindo as fungBes u e q constantes no tempo
oem cada passoc At, a aplicagd3o da equagd3o (B.2.18) em todos o=

nés do contorno d& origem ac sistema:

= -+ . .
HUr GQr BU,‘._1 ¢8.2.200
os coeficientes das matrizes G @ H s8o dados por:
t t
" =K o* at ar ™ =K w* dt dr
FF. . Pm 9 © Iy = P u
Y r ¢ i r L
J F-1 J F-1
cs.2.210
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ESQUEMA 2 : Diferencia-se do anterior, pois agora o processo
de integragfo no tempo sempre inicia-se para t = 1°. Apesar de
exigir uma grande capacidade de meméria, os valores de ulx,t)
nos pontos internos n3o precisam ser avaliados. A equagXo de

contorno é dada por:

jme f=g Fj t‘__‘
(8.2.22
N F t, L
=KZZ[IpT—|'u‘wdtdF]q.+ZIu‘uon
izt f=1 rj tf_‘ L=1 Ql
E formado por (B.2.22) o seguinte sistema
matricial:
F F
ZH'FUf = ZG”_Qf + BoUo s.2.23
fmgq fmg

e os coeficientes das matrizes dados por (5.2.215, com F = f.

Novamente, se vu® = o » & integral de dominio
que aparece em ambos esquemas pode tornar-se dependente apenas
do contorno.

A integrag¢fo no tempo é realizada
analiticamente 21, e as fungBes interpolantes, em cada

nfivel de tempo, podem ser constantes, lineares ou quadraticas.
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Para as varidveis espaciais a integrag3c ¢ feita como nos

Problemas de Potencial, oS termos G" apresentam
i

singularidades logaritmicas @ s8o resolvidozs analiticamente

5.3~ RECIPROCIDADE DUAL

Recentemente Elementos de Contorno com
Reciprocidade Dual, vem sendo aplicado para a resolugdo
numérica de problemas de evolugd3oc. A diferenga do Métode de
Reciprocidade em relagdoc aos anteriocres esta na utilizagdo da
solug3o fundamental da equagS§c de Laplace nas variaveis
espaciais. Esta formulag8o evita as integrages no tempo,

reduzindo substancialmente as complexidades computaciocnais.

Consideremos a equag8o do calor,

K V'u = u €5.3.1>
com as condigBes de contorno (5.2.8) e as condigBes iniciais
em t = t° dado por (8.2.3D.

Aplicando a segunda identidade de Green para a

fung3oc u, e tomando u como a soluglco fundamental para a
equagdo de Laplace, a qual satisfaz,

VPW"CE, O = - ACE,>O (5.3.2

teremos como resul tado,
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J (u"v?u - uwv?u®) do = J tu*q - q*ul dar €5.3.3)
Q r

Aplicando (5.3.2) em (S5.3.3),

Ju"’vzu a0 = - u + J (u®q - g"ul dr ¢5.3. 4
Q r

ondelﬁ indica o valor de u nc ponto fonte [.

Para os pontos do contorno, a equa¢3o anterior

¢ dada por:

J u"'VPu do = - cu + J fu"q - g ul dr (5.3.5)
Q r
Substituindo (5.3.5) na equag3oc do calor

(5.3.1> obteremos,

—Ju‘ﬁd0=—c.ui+J‘u.q dr—Jq’u dar €S5. 3.6

Iremos admitir formalmente, gque a fung3o u

possa ser escrita na forma:
N

UCx,td = Z £I¢0 adctd €5.3.7)
j=1

onde N ¢ o numero de nés do contorno.

Com esta hipétese, a integral de dominio

pode ser agora representada como,
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N
= 1 . - = 1 | i"
D-—E—Ju UdQ-TZanUdQ 5.3.8)
Q j=1

O préximo passo sera transformar a express3o

(5.3.8> tornando-a dependente apenas dos dados de contorno.

Para isto, iremos supor que para cada !‘ij) exista uma fung¢3o
ijx) Cque pode ser conseguida por construgdaod tal que,

VYo = £i00 €5.3.0

Ent%¥o novamente pela segunda identidade de Green, (S5.3.8)

assume a forma:

N N
D=_;—Z &jjrju'dn=—1z—z &ijzwju*do

i=1 0 j=1 Q
€5.3.10D
N
=—;1<“Z ['%‘”-f*[fun’-qw’ldr]a’
i=1 r

Assim por (5.3.5 e (5.3.103, obteremos a

express3ic final de contorno:

c.u + Jq*u dr - Ju'q drr =
r r
(85.3.11>

N
= _1_2 [cyl_‘i + I [q*vlj - u*njl dl‘] &j
K v ‘v

j=1 r
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OBSERVAGAO : A transformag3o da equag3o inicial
numa expressiio envolvendo apenas integrais de contorno, foi
conseguida através da dupla aplicagd3oc do principio de
reciprocidade. Por causa disto, a técnica recebe o nome de

Método de Integrais de Contorno com Reciprocidade Dual.

Conforme observado (71, a eficiéncia do
método esté ligada & uma boa escolha das fungles fJCxD para as
aproximagBes sobre o© dominio. Alguns autores [13] sugerem o
uso de fungBes polinomiais; séries trigonométricas e fungles
com valores nodais avaliados em alguns pontos fixos, referidos

como polos.

Para problemas de difusiio bi-dimensional, estas

fungBes nodais possuem a forma:

. 1,2
£30 = RCx, %D = [ Cx - xj)’ + Cy - yd? ] (8.3.12
3 3
onde x ! coordenada de gqualguer ponto do dominio.
x, ¢ coordenada do j-ésimo polo.

3

As funcBes ¥'(x> e 7n'C>0 obtidas de )00 sSo

conseguidas por construg8o e sZo dadas por:
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Vo = %- R3Cx, %
J
(B.3.13>
j 3 L2 dR
nixd = 5 R Cx.xj) o0
OBSERVAGZAO ' Se n¥o existirem pélos

coincidentes, o© conjunto de equa¢Bes dadas por (8B.3.12) seréa

linearmente independente [7].

5.31- SISTEMAS DE EQUAGOES

As fungBes u, q, y' e 7’ podem ser aproximadas
dentro de cada elemento no contorno, usando as fungBes de

interpolag8o ¢ usuais,

T
u = pu

Q

]
-s
0

L} [ 4

(B8.3.14D

I
-G-a
3J

i T )
V’J—PV’. » n

Aplicando a equag8o (B5.3.113 em todos os noés do
contorno, com as aproxima¢g8es anteriores, obteremos o sistema
de equagles:

HU - GQ = _12_ [H¥ - Gnl o CB. 3. 15

Desenvol vendo tambéem (8.3.7) em todos os néds do
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contorno, montamos o sistema:
U = Fa C5.3.18)

Pela observag3o anterior, desde que n%o hajam poléds
coincidentes, a matriz F pode ser invertida, assim:

a = F'U €5.3.17
Substituindo (5.3.17) em (5.3.15) teremos,

CU + HU = &Q €5.3.18
1

onde C = — —— [H¥ — GnIF ™"
Finalmente usando um esquema de discretizagdo

de dois niveis no tempo, fazendo para isto uma aproximag3o

linear em U e Q em cada passo, ou seja,

U=c¢1 - eu" +eu™
Q =¢1 - Q" + eQ™*

1 m+ 4 m
—Zt-CU U

onde 0 < 6 < 1 é& um par8metro entre os niveis m e m+l,
montaremos o seguinte sistema matricial:

1 m+1 m+1 1 ™ ™
[—A—CC*'BH]U — ecQ = [—A—CC—(J.—G)H}U + (1 — 6G6Q

¢5.3.20>

A equag3o (5.3.20) acima, representa um esquema
de marcha no tempo e para o dado inicial t = t° seu lado

direito & conhecido. As matrizes C, H e G dependem apenas das
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varidveis espaciais, logo podem ser calculadas e armazenadas
uma Gnica vez. Se o passo do tempo At for constante, o sistema
matricial reduz-se a wum processo recursivo, sendo apenas

atualizados os vetores U e Q em cada nivel de tempo.

Apbs conhecermos os valores de u nos pontos do
contorno, poderemos também conhecer os valores internos em

qualquer nivel de tempo, através da equago:

"

N
tu®q - q*ul dr + _11:_ Z ["’: + I gy - u*n’ ar ] o
r Jj=1 r

(8.3.210

532~ FONTES INTERNAS

Aproveitandoe © método de Reciprocidade Dual,
iremos acrescentar fontes para o problema de difus3o (8.3.10,
como veremos as equagBes obtidas nas segBes anteriores

sof rer8o pequenas alteragbtes.

Adicionando a fonte pCx,td a €8.3.15,

passaremos aoc problema:
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-"_“-%L-"'_"l = 9%uCx,td + plx,td ; xeNc R ¢t 20
J uextd = uCx, L ; x €T, , t 20 (B.3.2»
X, b _ e, i x eI , L 20

ulse,td = u®Cx, %

Com a solug3io u. para a equagiio de Laplace,

ocbteremos no contorno,

J u'vu do = - cu + I [u-q - q.u] ar (5.3.23
Q r

Substituindo U - p = Y¥u, em (5.3.23>,

Ju"'t{; - Pl d0 = - cu + I fu'q - q°u) dr CB.3.24

L

9] r

Novamente, tomando

N
uCx,td = Zf’tx) alcd
it
teremos,
~N
= Z&j J ' u* dn €5.3.25
i=1 0O

e a express3o final para o contorno passa a ser:
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N

=Tl“z

j=1

[Ca”’i + J gy - u™pl) dr ] o + qu* do
r

Q

que tem a forma matricial equivalente:

HU - 6Q = [H¥ - Gnla + B €5.3.27

Com as aproxima¢gSes, montaremos o sistema,

1 m+d m+s 1 m m _m
[‘R‘ c + eH]U — ecQ™* = [‘H cC—c1 - GDH]U 1 — eIeQ+B
(5.3.28)
onde B" = J pr,tm)u* dx( O
Q
© para os pontos internos,
* »
ui=J[uq—qu] dr +
r (5.3.29
N
+Z [wi+J[q*yﬂ—u*nJJ dl‘]&" J‘pu“I dn
j=1 r Q
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5.4.- ASPECTOS NUMERICOS E COMPUTACIONAIS

A estrutura dos programas, com o© Método de
Reciprocidade, ¢ similar a discutida no capitule 1IV. O
método foi implementado utilizando elementos constantes e
obedecendo as equa¢Bes desenvolvidas neste capitulo. o)

programa tem o seguinte esquema geral:

— [WADEA i
[ FMAT ]——
PROGRAMA I
PRINCIPAL CONTROLE
(Entrada dos dados) DECOMP
— [ SOLVE
— [ DEND ]— GUARD

PROGRAMAS:

PROGRAMA PRINCIPAL : Faz a entrada dos dados e controla as

varias subrotinas do programa. Além de carregar os vetores UO

. C o . m+1
e QO com as aproximag¢des iniciais, atualiza os vetores U

m+4

Q a cada passo do tempo, equaglo (5.3.20D.
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PROGRAMA PRINCIPAL

Programa para a Equacac do Calor, usando o Metodo de
Integrais de Contorno (Dual Reciprocity B.E.M.D com
elementos constantes

00200 -0 - 606 26K 06 -0 D -0 6 - 063636 36 D 0 62 06

PARAMETERC MX=20D

PARAMETERC MY =20

PARAMETERC MT=80)

PARAMETERCMNT=202)

PARAMETERC NTT =1 30D

REAL®8 PC2,MTD,PMC2,MTD,PIC2, MTID , HCMT, MTD , GCMT, MTD
REAL%8 CCMT,MID,ICCMT,MID,PHICMT, MID , DPHI CMT, MDD
REAL%8 PHCMT,MTD , DHCMT, MTD , INVCMT, MTD , CXCMXD , CYCMYD
REAL®8 CTCMNTD ,FICMTD , DFICMTD , UOCNTD , QOCMTD , BCMDD
REALX8 VXCMTD , VBCMTD , APCMTD , ADPCMTY , AFCMTD , SOLCMTID
REAL®8 XI,XF,YI,YF,TI,TF,HX,HY,HT, TETA,XX,YY,TT
REAL%8 FUNC,FUN1,FUN2

INTEGER KODECMTD ,INBCMID , PERCMID, NX,NY,NT,NPI,N, AK
INTEGER IT,JJ

COMMON ~~ DOMINIO ~ XI,XF,YI,YF,TI,TF

COMMON ~ DIVISAO ~ HX,HY,HT,TETA

COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NT,N,NPI

ENTRADA DE DADOS

WRITEC*,10>

FORMATC.//,T10, *DEFINICAO DO DOMINIO fa,blxlc,d) ',
WRI TEC %, 20D

FORMATC ./, T10, *INTERVALO [(a,b) *,.D
WRI TEC %, 30D

FORMATC /7, T10, * EXTREMO INFERIOR : °*',®>
READC %, %0 XI

WRI TE(C %, 40D

FORMATC /7, T10, *EXTREMO SUPERIOR : °*,$D
READC &, %> XF

WRI TEC %, 80>

FORMATC/-,T10, "INTERVALO [ec,d]l : ',.D
WRI TEC %, 30>

READC 3, %0 YI

WRITEC», 403

READC %, %> YF

WRI TEC %, 60>

FORMATC 7/, T10, *NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO X : °*,®
READC %, %> NX

WRITEC %, 70D

FORMATC ./, TLO, *NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO Y : *,8D
READC %, %> NY
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80

a0

100

110

120

N0

]

N0 NN

130

WRI TEC %, 80>

FORMATC/,T10, 'INTERVALO DE TEMPO [TO,TF3’, D
WRI TEC %, 90D

FORMATC//,T10, * TEMPO INICIAL : *,$%

READC %, % TI

WRITEC%,100D

FORMATC//,T10, 'TEMPO FINAL : ' ,$%)

READC %, % TF

WRITEC,1100
FORMATC//,T10, *NUMERO DE INTERVALOS DE TEMPO : ',$D
READC 3, %> NT

WRITEC %,1200

FORMATC-/,T10, ’PARAMETRO TETA : ’,%
READC 2, %> TETA

CALCULO DO NUMERO DE NOS E DAS PARTICOES

N = 23 (NX+NYD
NPT = CNX - 1D%(NY - 1D

HX = C(XF-XI> /DBLECFLOATCNXD)D
HY = CYF-YI>. DBLECFLOATCNYDD
HT = CTF-TI> /DBLECFLOATCNTDD

CHAMADA DAS SUBROTINAS
CALL MALHACMT,MTI,CX,CY,CT,P,PM,PI,KODE,INBD
FORMA AS MATRIZES DA PARTE ESPACIAL

CALL FMATCMT,G,H,P,PM,C,PHI,DPHI,IC,PER, VB, VX,INV,PH,
DHS

WRI TEC 2,150
FORMATC.//,T10, *AS MATRIZES ESPACIAIS ESTAO PRONTAS’D

CARREGA OS VETORES UO E Q0O COM AS APROXIMACOES
INICIAIS

DO 130 1 =1,N

XX = PM(1,1D
YY = PMC2,1D
AK = INBCID

UOCID> = FUN1CXX,YYD
QOCI> = FUN2CXX,YY, AKD
CONTINUE
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800

510

0O 0O 0

¢tNeNS]

600

750

760

LOOP PRINCIPAL NO TEMPO

DO 780 IT = 1,NT

TT = CTCIT + 15

WRITEC»,500> IT

FORMATC~~,T10, *"NIVEL DE TEMPO DO PROGRAMA : °’,IBD
DO 810 I = 1,N

XX = PMC1,ID

YY = PMC2,1ID

AK = INBCID

FICID> = FUNCCXX,YY,TT, AKD

CONTINUE

CALL CONTROLECMT,FI,B,DPHI,IC,UO,QO,KODE,G,PHI ,H,C)
CALL DECOMPCH, MT, PERD
CALL SOLVECH, PER,MT,B,DFI)

CALL DENDCMT, MTI ,KODE,FI,DFI,P,PM,TT,IT, AP, ADP, AF,DH,
PH,SOL, PI ,INVD

PREPARA OS VETORES PARA O PROXIMO NIVEL DE TEMPO

IFCIT.EQ.NTO GO TO 760
DO 600 I = 1,N

UoCI> FICID>

QOCID DFICID
CONTINUE

CONTINUE

STOP
END

SUBROTINA FMAT : Monta o sistema matricial (5.3.202 uma dnica

vez e chama as subrotinas INTE e INLO, gque s3o as mesmas do

capitulo IV.
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SUBROUTINE FMAT(MT,G,H,P,PM,C,PHI ,DPHI,I1C,PER, VB, VX,
INV,PH,DH>

REAL®8 P(2, %) ,PMC(2, %>, GCMT, %) , HCMT, %5 , CCMT, %5 , I CCMT, %
REAL%8 PHICMT, % , DPHICMT, # , INVCMT, % , PHCMT, 3% , VB( %
REAL%8 VX(# , TETA, HX,HY,HT, A1, A2,B1,B2,K1,K2, AA,BB

non

cOnNw

REALx8 DP,DT,DIST1,DIST2,DIST3
INTEGER PERCMTID ,NX,NY,NT,N,NPI
COMMON ~ DIVISAO - HX,HY,HT,TETA
COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NT,N,NPI

CALCULA AS MATRIZES G e H

WRITEC?,% °*MONTA AS MATRIZES G e H’

DO 30 I =1,N

DO 30 J = 1,N

IFCI.NE. J> THEN

CALL INTECPMC1,IS>,PM(2,105,PC1,J0,PC(2,J0,PC1,J+1D,
PC2,J+15,HC(I,JD>,XI,J5>

ELSE

CALL INLOCPC1,J0,PC2,J0,PC1,J+15,PC(2,J+15,6C(1,J2D
HC(I,J> = 8.D~-1

END IF

CONTINUE

FORMA AS MATRIZES PHI,DPHI E F ¢ u = Fxz D

WRITEC%, %) ’'FORMA AS MATRIZES PHI,DPHI e F’
DO B0 I =1,N

Al = PMC1,ID

AZ = PMC2,ID

DO 60 J = 1,N

Bi PMC1,JD

B2 PMCZ2, T

CCI,J> = DIST1CAl1,AZ,B1,B2)

PHCI,J> = DISTE2CAl, AZ2,B1,B2)

non

CONTINUE

po62 I =1,N

Al = PMC1,I0

Az = PMC2,1ID

Ki = (PC1,I+1> - PC1,IDD
Ke = (PC2,I+1D> - PC2,1ID0D

IFCK1.GT. O. AND. K2. EQ. OO THEN

AA = 0.DO

BB = - 1.DO

ELSE IFCK1.EQ.O. AND.K2. GT. 0> THEN
AA = 1.D0

BB = 0.DO

ELSE IFCK1.LT.O. AND.K2.EQ. 0> THEN
AA = 0.DO
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BB = 1.DO
ELSE IFCK1i.EQ. O. AND.K2.LT. 0> THEN
AA = - 1.DO
BB = 0.DO
END IF
DO 64 J = 1,N
Bl = PMC1,J>
B2 = PMC2,J3D
DHCI,JD> = DIST3CAl,A2,B1,B2, AA,BBD
64 CONTINUE
62 CONTINUE
c
Cc INVERTE A MATRIZ C E ARMAZENA EM IC
Cc
WRITEC», % *INVERTE A MATRIZ F’
c
CALL DECOMPCC, MT, PERD
C
DO 70 I = 1,N
VBCI> = 0.DO
70 CONTINUE
C
pos8s I = 1,N
VBCI> = 1.DO
CALL SOLVECC, PER, MT, VB, VXD
DO 8 J = 1,N
ICCT,Id> = VXCID
80 CONTI NUE
VBCI> = 0.DO
85 CONTINUE
C
pos8g8 1 =1,N
pogg J = 1,N
INVCI,J> = ICCI,JID
88 CONTINUE
C
Cc MONTA A MATRIZ C C C = C(H»PHI - GxDPHID>»IC , IC = C D
C
WRITEC2,%) °*MONTA A MATRIZ C’
DO 100 I = 1,N
DO 100 J = 1,N
CCI,J> = 0.DO
DO 110 K = 1,N
DO 110 L = 1,N
CCI,J> = CCI,JD> — HCI,LO*PHCL,KOD%ICCK,JD +
1 G&CI,LO>»DHCL,KD2ICCK,JD
110 CONTINUE
100 CONTINUE
C
Cc MONTA O SISTEMA DE MATRIZES :
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Cc PHI = (DT#C+TETA®HY ; DPHI = (DT®C-C1-TETAD»H) ;
Cc IC = C1-TETAI %G
C
WRITE(C%,%) °"MONTA O SISTEMA DE MATRIZES®’
DT = 1.DO/HT
DO 200 I = 1,N
DO 200 J = 1,N
PHICI.J> = 0.DO
DPHICI,J> = 0.DO
ICCI,J> = 0.DO
200 CONTINUE
C
DO 2501 =1,N
DO 250 J = 1,N
PHICI,J> = DT»C(I,J> + TETA»HCI,JD
DPHICI,J> = DT»CCI,J> -~ C1.DO - TETADHCI, JD
ICCI,I> = (1.DO - TETAD»G(I,JD
&CI,J> = TETA»GCI,JD
£50 CONTINUE
c
RETURN
END

SUBROTINA CONTROLE : Organiza, a cada nivel do tempo, a matriz
principal e o vetor do lado direito B, afim de serem

resolvidos diretamente pelas subrotinas DECOMP e SOLVE.

SUBROUTINE CONTROLECMT,FI,B,DPHI,IC,UO0,QO0,KODE,G,PHI,
1 GG,CO

REAL %8 DPHICMT, % , PHICMT, %0 ,ICCMT, % , GCMT, 3 , GGCMT, %

REAL %8 CCCOMT, 2 ,BC2 ,FIC(% ,UOC» , QOC») ,CH

INTEGER KODECMID ,NX,NY,NT,N,JJ,NPI

COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NT,N,NPI

C
C ARRUMA O SISTEMA DE EQUACOES
C

DO 101 =1,N

po 10 J = 1,N

G&KI,J> = &1,J0
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CCCI,J> = PHICI,JD
10 CONTINUE

DO 70 J = 1,N

JJ = KODECJ)>
IFCJJ.GT. 0> THEN
DOB0OI =1,N

CH = &&X1,J>
GKI,J> = - CCCI,JD
CCCI,J> = - CH
CONTINUE

END IF

0 CONTINUE

o
(]

FORMA O VETOR B

nnnON

DO 110 I = 1,N
BCI> = 0.DO
DO 110 J = 1,N
BCID = BCID> + CCCI,JO%FICJD - CDPHICI,JO>»UOCJID +
1 ICCI,Jo»QOCID)
110 CONTINUE

RETURN
END

SUBROTINA DEND : Ordena os vetores com as saidas dos dados FI
e DFI, armazenando as respostas numéricas em alguns niveis do
tempo através da subrotina GUARD. Chama também a subrotina

PTI.

SUBROUTINE DENDCMT, MTI ,KODE,F1,DFI,P,PM,TT,IT, AP, ADP,
1 AF,DH,PH,SOL,PI,INW

REAL»8 P(2,2 ,PM(2,3) ,PIC2, 2 , DHCMT, % , PHCMT, %

REAL %8 INVCMT, % ,FIC ,DFIC% , APC3) , ADP( 3% , AFC

REAL»8 SOLC» ,CH, TT

INTEGER KODEC) ,NX,NY,NT,N,IT,IA,NPI

COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NT,N,NPI
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CHARACTER RES#1

REORDENA OS VETORES FI E DF1I

nnn

DO 101 = 1,N

IFCKODECID>> 10,10,58
8 CH = FICID

FICI> = DFICI>

DFICI> = CH

10 CONTINUE
Cc
CALL PTICMT,MTI1, AP, ADP, AF,DH,PH,SOL,PI,P,PM,FI,DFI,
1 INV
C
IA = MOIXIT,8D
IFCIA.EQ. 0> THEN
160 WRITE(C %, 162D
162 FORMATC/-,T10, 'DESEJA GUARDAR OS VETORES SOLUCAO
1 S/AN> 7 : *,8
READC%,164> RES
164 FORMATCA1D

IFCRES.EQ. ’N’D> GO TO 168

IFCRES.NE. ’S*> GO TO 160

CALL GUARDCMT,MTI,.P,PM,TT,FI,DFI,IT,PI,SOLD
i68 END IF

C
IFCIT.EQ.1.0OR.IT.EQ. 2. 0R.IT. EQ. NTD THEN
CALL GUARDCMT,MTI,.P,PM,TT,FI,.DFI,.IT,PI,SOL)
END IF
C
RETURN
END
SUBROTINA PTI : Esta subrotina calcula os valores de ulx,tD

nos pontos internos do dominioc, equaglioc (5.3.21D.

SUBROUTINE PTICMT,MT1, AP, ADP, AF,DH,PH,SOL,PI,P,PM,FI,
1 DFI,INW

REAL %8 PC2,3) ,PMC2, % ,PIC2, % , DHCMT, % , PHCMT, %

REAL»8 INVCMT, ) ,FIC% ,DFIC% ,SOLC , APC3) , ADP( 3
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REAL%8 AF(%),A,B,SS,DIS,DIST2
INTEGER NX,NY,NT,N,NPFI ,K
COMMON ~ STEP ~ NX,NY,NT,N,NPI

Cc
DOS5 I =1,N
AFCI> = 0.DO
pDosJ=1,N
AFCID> = AFCID> + INVCI,JO»FICJID
S CONTINUE
Cc
DO 10 I =1,N
APCI> = 0.DO
ADPCI> = 0.DO
DO 10 J = 1,N
APCID> = APCID> + DHCI,J>*AFCJD
ADPCID = ADPCID> + PHCI,JO%AFCJD
10 CONTINUE
Cc

IFCNPI.EQ. 0> GO TO 60
DO 20 K = 1,NPI
SOLCKD> = 0.DO
DO 30 J =1,N
CALL INTECPIC1,KD,PIC2,K>,PC1,J0,PC2,J0,PC1,J+13,
1 PC2,J+13,A,B
SOLCKD = SOLCKY + B*CDFICJ)-APCJ)D-A%(CFICJD-ADPCJID>
30 CONTINUE

C
sSS = 0.D0
DO 3B L = 1,N
DIS = DIST2C(PIC1,K>,PIC2,K>,PMC1,LD>,PMC2,L3D
SS = SS + DISxAFCLD
35 CONTINUE
SOLCKD = SOLCKD + &S
20 CONTINUE
C
60 RETURN
END

FUNGOES UTILIZADAS : Monta as matrizes dadas pelas fungSes fj.
wi e nj. equagdes (5.3.120 e (5.3.13) respectivamente. Faz

também as aproximagSes para os vetores U0 e Q0O no tempo
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inicial.

REAL»8 FUNCTION DISTICX,Y,Z,W
REAL»8 X,Y,Z,W, AUX1, AUX2

C
AUX1 = (X - 2D»CX - 2D
AUX2 = (Y - WoxCY - W
DIST1 = DSQRTCAUX1 + AUX2>
Cc
RETURN
END
C
Cc
C __________________________________________________________
C
C
REAL%8 FUNCTION DIST2(X,Y,Z,W
REAL»8 X,Y,Z,W, AUX1, AUX2
Cc
AUX1 = (X - DX - 2D
AUXZ2 = CY — WoxCY - WO
DISTe = CAUX1 + AUX2)»DSQRTCAUX1 + AUX2).9.DO
C
RETURN
END
Cc
Cc
C __________________________________________________________
C
Cc
REAL»8 FUNCTION DIST3(X,Y,Z,W,A,BD
REAL»8 X,Y,Z,W,AUX1,AUX2,DT,A,B
Cc
AUX1 = (X - 2D%(X - D
AUXzZ = CY — Wox(Y - WO
DT = DSQRTCAUX1 + AUX2D
c
DIST3 = (DT (X - 2DxA + (Y - W”>xB>>.3.DO
C
RETURN
END
C
Cc
C __________________________________________________________
C
C
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REAL»8 FUNCTION FUN1CX,YD

REAL»8 X,Y
Cc
FUN1 = DSINCXD»*DCOSCYD
C
RETURN
END
Cc
Cc
e e
C
C
REAL»8 FUNCTION FUN2C(X,Y, AKD
REAL»8 X,Y
INTEGER AK
C
IFCAK. EQ.1> THEN
FUNZ2 = ©
ELSE IFCAK. EQ.2> THEN
FUN2 = - DCOsSCYD
ELSE IFCAK. EQ.3> THEN
FUNE = O
ELSE
FUN2 = - DCOSCYD
END IF
C
RETURN
END
C
C
C __________________________________________________________
Cc
C
REAL»8 FUNCTION FUNCCX,Y,T, AKD
REAL»8 X,Y,T
INTEGER AK
c
IFCAK.EQ.13> THEN
FUNC = 0.DO
ELSE IFCAK.EQ.2> THEN
FUNC = 0.DO
ELSE IFCAK.EQ. 3> THEN
FUNC = 0.DO
ELSE
FUNC = 0.DO
END IF
C
RETURN
END
C
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REAL%8 FUNCTION UREALCX,Y,TD
REAL»2 X,Y,T

Cc

UREAL = DEXP(C-2. DO%T) %DSI NC XD %DCOSCY)
C

RETURN

END

TESTES REALIZADOS: Com a finalidade de testar os resultados

obtidos pelo programa acima, fizemos experimentos comparativos

com as solugBes analiticas do problema de di fusZo
bi -dimensional: ut = Vzu + f, dadas por u1. uz = v.xa
obtidas a partir de f = f“. fz e f‘a respectivamente, no
dominio: Q = [0,11x[0,1]1 ; T = (0,11.
Teste 1:
2 @
U Cx,y,td = tx + yd + £x ; y )

f‘Cx,y,tD = 0

Teste 2:

e ®. senC>0. cosCyd

usz,y, o

£ (x,y,t3 = 0

Teste 3:
u Cx,y,t3 = - e t.cx® 4+ >
faCx,y,t.) = - e-t.sz + yz + 43
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valores de

t'ﬂ'l

Os resultados s3o0 apresentados,

nas tabelas abaixo,

com Ah

= 0.1 @ At = 0.08B.

Tabela 8.1
ut ERRO MAX. NO BORDO |ERRO MAX. NO INTERIOR
t'= 0.08 0. BOB3G94E~-02 0. 149831 BE+00
t*= 0.10 0. 7449481 E-02 0.14329688E+00
t®= 0.20 0. ©0B1 480E-O2 0. 126Q946E+00
t*= 0.40 0. 8803351 E-02 0. 9204861 E-01
t®= 0.80 0. 95824 3BE-02 0. 5822495E-01
%= 0.80 0. 0582051 E-02 0. 2638863E-01
t7= 1.00 0.1115119E-01 0.1404287E-01
Tabela B.2
u? ERRO MAX. NO BORDO |ERRO MAX. NO INTERIOR
t'= 0.05 0.9814007E-02 0.1880127E+00
t%= 0.10 0. 7086408E-02 0.1740024E+00
t®= 0.20 0. 8304408E-02 0. 1430746E+00
t*= 0.40 0. 61381 47E-02 0. 8646328E-01
+>= 0.80 0. 41 O9OS5E-02 0. 6530340E-01
%= 0.80 0. 3029723E-02 0. 444521 8E-01
t’=1.00 0. 2875797E-02 0. 3070881 E-01

i

para alguns
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Tabela B.3

e ERRO MAX. NO BORDO |ERRO MAX. NO INTERIOR
t'= 0.08 0. 2738581 4E-01 0. 28721 9Q0E+00
t%= o0.10 0. 85001 @BE-02 0. 2629597E+00
t?= 0.20 0. 7624568E-02 0. 2384220E+00
t*= 0.40 0. 76807911 E-02 0. 1 9684569E+00
+%= 0.80 0. 8732304E-02 0. 1618448E+00
t°= 0.80 0. 0681 400E-02 0.1332334E+00
t7= 1.00 0. 108221 7E-01 0. 1 09S628E+00

55~ EQUACAO DA ONDA

Assim como na equag8oc do calor, os primeiros
trabalhos com elementos de contorno para a equag3c da onda,
utilizaram come recurso a transformada de Laplace. Em seguida
os estudos se desenvolveram em torneo da formulag8oc que utiliza
solugBes fundamentais dependentes do tempoc. Esse procedimento,
é ainda empregade em varias categorias de problemas,
demandando um desenvel vimento matematico el aborado @
consideravel esforgo computacional.

O estabelecimento da formulagfico de alguns

problemas de propagagSc de ondas, via Reciprocidade Dual,
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trouxe  algumas vantagens com relag3oc as formul agBes

anteriores, como a maior simplicidade, universalidade da

formulagSo, féacil implementag3o @ baixo custo operacional.
Descreveremos, nesta segdo, uma analise

parecida com a desenvelvida na equag8o do calor, afim de

obtermos as equagBes fundamentais para o problema.

Consideremos a equaglo que governa a propagagao

escalar de ondas, em um meio isotrépico e homogéneo, dada por:

1 8%ulx,td_

= VPulx, td . xe ek, t20 €5.8.1)
cz atz
ulx,t) = ulx,td s xel t 20
dulCx,td -
= » > > t
—n qglx,td : X & Pz 2 O
com as condigles iniciais,
ulx,td = u®Cx,t% i x €0
u Cx, > = utcx, 1% . x € 0

Ponderando a equagioc (8.8.1) pala fungdo

U‘Cf,XD, & integrando sobre o dominio d{X(x0, passaremos a:

I PPuCx, 1D U CE,>0 dOX>xd = _£; J ulx, D u‘CE.xD dfXx> (¢B.B.2>
Q < “n

Novamente a solugdo fundamental , aqui

empregada, sera a mesma para probl emas estacionarios

bi-dimensionais, ou seja,

i2gse



- i 1
u CE » X0 = 5 log[-—r—]
Utilizando o teorema de Green, o lado esquerdo

de (8.8.2) pode ser reformulado em:

IUCx,‘L) U CE,>OdX> = cCED uCZ,>d + Iqu,w u'CE,>0drcso -
Q r
(8.8.3

- Iqu.w q CE,30drC>o
r

Vamos supor, que as aceleragBes ulx,t) possam

ser representadas pela soma finita de fungBes da forma:
N
WCx,t) = Z alctd £iso ¢5.5. 42
j=1
onde N € o numero de nés do dominio.

Escolhendo uma fung3o ijXD, como uma primitiva
de £C(x de modo que:
Vo = rico CB. B. B>

poderemos reescrever (5.5.3) na forma:

cCED uCE,>0 + Iu(x,wq"c:,x) dre>o - Iqu,ou'ct.x) dreso =
r r

(8.8.6)>

N .
. . . haip |
= Z cCEIYCED + J (Y0 g CE .20 - nIC>ou®CE,>01 dreso i‘%
c
j=1 r
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A escolha da fung3io ¢ J.C:»O pode ser feita
arbitrariamente, mas como na seglo (8.3.1), recomenda-se usar
expreossies relacionadas com a distancia euclidiana entre os
pontos considerados.

Conhecidas as fungBes ijx). w‘iCx) e nij) a
discretizag3o do contorno dI'tx), permite gerar um sistema de
equa¢gBes dado em sua forma matricial por:

HU - GQ = -1; (HY - Gnla

Cc

Escolhendo o numero de fungSes f jC >0 igual ao
numero de nods da discretizagio, a fung8o a pode ser
substituida e escrita em termos de u, interpolados de acordo

com (B.8.4>,

-4

a = Fu (B.8.7>
Tomando M = —1—2 {Gn - HWIF! , obteremos a
C
expressdo matricial final:
MU + HU = GQ (5.8.8

OBSERVAGAO 1 : A inclusZ%o de fontes internas na
equagdo das ondas (85.8.1), pode ser feita sem maiores
dificuldades. Comoc na equagdoc do calor, a solug3o para os

pontos internos do dominio 2, obedece os mesmos procedimentos.

130



CAP. V
OBSERVAGCAO 2 : Os programas computacionais
relacionados com os problemas hiperbdélicos, via Reciprocidade

Dual, s%o muitos parecidos com os da seg¢do S5.4..
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CONCLUSAO E SUGESTOES

ApSs este primeiro contato com os elementos de
contorno pudemos observar que o método é capaz de competir com
outras teéecnicas numéricas conhecidas. Assim como todos os
métodos numéricos, @le se mostra eficiente © vantajoso om
alguns problemas, bem como possui desvantagens em relagio a
outros tipos.

Devemos realgar que nossa intengdo neste
trabalho foi a de compreender os principios basicos do método
desde a sua formulagZo analitica até o tratamentoc numérico
conveniente, desse mode n8o nos aprofundamos em aplicagBes
praticas onde certamente o© método de contorne traria
vantagens, como nos problemas com fronteiras méveis; problemas
em meiocs infinitos; em viscoplasticidade; etc.. Para trabalhos
futuros, pretendemos estudar a aplicabilidade do método nestes
e em outros problemas que possam ser modelados através das
equages integrais.

Dentre algumas sugestBes que entendemos ser
Gteis ndoc s6 para o complementoc deste trabalho mas também como
pesquisas posteriores, destacamos (a maioria problemas em
estudo ou a serem estudados):

Wilizar fungBes de aproximagfo quadratica, para

regifies irregulares.
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*Tratamento analitico na formulag3o do método de
contorno, procurando determinar os espagos das aproximagBes.

*AnAdlise e estimativa do erro.

*Problemas n3o-lineares.

sAmpliar o espago das solugBes fundamentais
viabilizando a model agem de ocutros problemas.

*Desenvol ver esquemas econdmicos de integra¢3do sobre o

dominio.
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APENDICE : AS REFLEXOES EM PROBLEMAS COM ESPALHAMENTO DE ONDAS
(CONDICOES DE CONTORNO ABSORVENTES)

Apds estudarmos, como trabalho de monografia, o
fentmenoc de propagagdoc de ondas em meios ndo limitados com o
método das diferengas finitas, tentamos obter resultados
parecidos utilizando a técnica dos elementos de contorno.
Infelizmente, a inexisténcia de solugBes fundamentais para os
modelos trouxeram dificuldades quanto a formulag3o do problema
aproximado, via equagles integrais.

Como este foi o problema motivador de nosso
estudo e por considerarmos que podem ser desenvolvidos
trabalhos com técnicas semelhantes, procuraremos nesta segdo
final, descrever em poucas linhas, este modelo de espalhamento

de ondas para meios estratificados.

INTRODUGZXO: A partir do inficico dos anos 70, esquemas
explicitos de diferengas finitas comegaram a ser wutilizados

para a solugdo aproximada em fendmenos de propagagZo de ondas

com interésse geofisico. Estes problemas s3oc normalmente
resolvidos para meios infinitos, mas pelo fato dos
computadores possuirem capacidade limitada de meméria a
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solugdo, via diferengas finitas, pode ser conseguida apenas
numa grade finita de ponteos. Assim ¢é necessario limitar a
regido de interésse introduzindo-se fronteiras @ estudando-se
um modelo finito. No entanto, a introdugqo destas fronteiras
“artificiais" ocasionam reflexSes, contaminandoc a sol ugo

numérica obtida, como veremos mais adiante.

COLOCAGXO DO PROBLEMA: Estamos interessados em descrever o

comportamento da solug3o da equag3o da onda em dominios nSo

limitados. Assim a regifo de interésse &
D=4{(x,y)/” - x< w; Oy a

gue representamos graficamente na figura abaixo:

Ix

T
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Na simulagdo numérica torna-se necessario

“limitar"” a regifo e portanto tentamos simular o problema em
”~

D=4«x,y)/ - MSxSM; 0O<SysL>

*

também representado na figura a seguir:

Como comentamos anteriormente, © “limitar™ a
regido acarreta no surgimento de reflexfies artificiais que
comprometem os resultados obtidos a partir do chogque da onda
nas fronteiras artificiais. Na bibliografia especializada

alguns procedimentos sdo recomendados:

SUGESTOES

CId> Considerar a regido limitada extremamente grande, de
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modo a retardar as reflexBes ([A1]l, [AZ2)D.

CII> Modificago das condig@es de contorno, buscando
condi¢Bes de contorno absorventes CLA3], [A4]), [ABl, [AB])D,
(111> Alteragdo na equagdo analitica, introduzindo-se um termo

de amortecimento ([ A7), [A8]))D.

AS REFLEXOES - CASO BI-DIMENSIONAL

Consideremos a equagio acGstica da onda na

forma:

2 t xX Yy c1>

Se usarmos as condig8es de contorno do tipo
Dirichlet ou Neumann, isto &,
uCla,y,td = ulx,b,td = 0 ou uxC:a,y,t) = u (x,b,t) =0

respectivamente, teremos fortes reflextes nos bordos.

De fato, vamos considerar uma onda plana caminhando para a
direita na forma,

ulx,y,t) = expliCwt - kx cosé z ky senfd]} (@=)
onde & é o angulo entre a frente da onda plana e o eixo—-x

0 28 = nse2d.

Podemos computar o coeficiente de reflex3c R,

no bordo x = a, através de:
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1+

ulx,y,td = expliCwt - kx cosé ky sen8))

(R

+ expliCwt + kx sené ky senéd] 3

Substituindo as condigBes de contorno dadas
anteriormente, acharemos |R| = 1, o qual mostra que a

amplitude da onda refletida em x = a & a mesma da onda

incidente.

SIMULAGAO NUMERICA: A soguir apresentaremos uma seguéncia de
graficos conseguidos através da discretizagl3o por diferengas
finitas para a equagdo da onda (1), com condigBes de contorno
do tipo Dirichlet homogénea. Abaixco de cada grafico esta
indicado o tempo em que o mesmo foi tragado. Observemos que
devido a velocidade de propagagdo por néds especificada,
poderemos estimar a colisSo com a fronteira no tempo t = 2.0s;

apbs este tempo notaremos as reflexfes.

PARAMETROS ESCOLHIDOS

Fonte: fCx.y,td = 100 expl- BOCx® + y*> - 40t% , 1localizada

no ponto cental do dominioc espacial.
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Espago [(-2,8) x [-2,81]

Domi ni o:
Tempo (0,4

Velocidade de propagag3oc da onda:

Discretizagdo:

c = 1.0ms.

Namero de elementos na direg3o x-y : 32 , Ax = Ay = 0.128

Nimero de elementos no tempo t : 8684 , At = O.0B682B
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SISMOGRAMAS: Para o exemplo dado, fixamos algumas posigBes do

dominic espacial simulandc assim B sismogramas.

LOCALIZAGAO DOS SISMOGRAFOS:

P. = (0.28,00 : P. = C0.78B,00 s Pa = €1.28,0D
P‘ = (1.78,0 s Ps = €1.878,00
1.00
5.€0 ]
0:49- P5
£.20 -
0.C0 —/_\/W
'0-20 1 T T 1 1 ll 1 T
1.00
o5
.60 -
9.40 - P‘
2.20 -
2.00 /\w
A -2.20 ' r T T ' y y Y
M
P 1.0
L .80
1 0.60 A p
T gigg: ®
U 0.00 —_/\’—‘-——‘—\-\/\
D - -20 T T T T T T T T
E
1.00
Q.80 -
0.60 4
€.40 P
2.20 A 2
9.00 1
-9.29 ¥ T T L] ¥ Rl —ﬁ-\l\‘\‘
1.00
©.89
.60
0.40 -
0.20 - P
0.00
'e‘ge T T T T T T 1—‘\1*
.00 @.60 1.00 1.60 2.00 2.586 3.00 3.6 4.00 4.50

TEMPO
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MODELO COM AMORTECIMENTO

Vamos contornar o© problema das reflexBes,
introduzindo um termoc de amortecimento na equagdo da onda e
utilizando condigBes de contorno usuais de Dirichlet. Este
termo de amortecimento é dado pela velocidade EA(x,yDut. onde

ACx,y) =0 para - MO x <M e 0y <L, ouseja,

[

+ 2ACx,ydu, = cfcu  +u D+ fCx,y,td

u
tt ”x X Yy

ulx,y, 00 glx,y>

4 uth.y,O) hlx, y>
Bu(x,0,tD = p(x,t) : CondigEo de Superficie

uC-M-a,y,td = uCM+a,y,td = ulx,L+b,td> = O

-M-a pCx,td M+a x

v

ACx,y> = O

L+b
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A fung3o espacial do amortecimento A(x,y) deve
ser positiva, para que as amplitudes das ondas de saida
tornem-se minimas. Esta propriedade é analisada através da
solugdo: ulx,y,td) = exp[-A(x.y)t]u1Cx.y.t3 :
onde U‘Cx.y.t) ¢ uma soluglio da equagioc da onda sem o termo

de amortecimento.

SIMULAGAO NUMERICA: Na préxima segiiéncia grafica veremos
reduzido o problema das reflexles, peois  ja atua na

discretizag8o o termo de amortecimento. Agora a colisSo da

onda no contorno acontecera no tempo t = 3.0s.
PARAMETROS

Espago [-32,3) x [-3,3]
Dominio:

Tempo (0,61

Velocidade de propagagSo da onda: c = 1.0ms

Discretizagdo:

Ay = 0.125

Numero de elementos na diregdo x-y : 48 , Ax
0. 0625

Ndmero de elementos no tempo t : 86 , At
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6.00=

3.33s

sendo ©

Temos B sismogramas dispostos no dominio,

SISMOGRAMAS:

de amortecimento e

Gltimo deles localizado dentro da faixa

muito prédximo do contorno.

~

LOCALIZACAO DOS SISMOGRAFOS

P

P

P

€0.78,0d

€0.28,05

1.28,00

a
P

14

2
P

1

2.878,00

6_

»

ce.28,00

5._

LY N

€1.78,00

P
4
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