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Resumo

Neste trabalho estuda-se o problema do vetor mais préximo em reticulados. Este
problema consiste em encontrar um vetor de um reticulado mais préximo de um ponto
dado do R™ e é conhecido também como problema da decodificagao em reticulados.
Estuda-se de forma especifica algoritmos para o problema do vetor mais proximo para
os reticulados raizes Z", A,, e D,,. Além de uma breve revisao da literatura, os algo-
ritmos para decodificacao nesses reticulados sao apresentados em detalhes, incluindo
exemplos e também os codigos utilizados para implementagao desses métodos na lin-
guagem do software livre Scilab. Algumas simulag¢oes numéricas foram feitas utilizando
esses cOodigos para investigar o tempo gasto na decodificacao em funcao da dimensao
do reticulado.

Palavras-chave: Reticulados, Problema do vetor mais préximo, algoritmos e deco-

dificacgao.
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Abstract

In this paper we study the nearest vector problem in lattices. This problem consists
in finding a vector of a lattice closest to a given point of R™ and is also known as
the decoding problem in lattices. It is studied in a specific algorithms for the nearest
vector problem for lattices roots Z™, A,, and ID,,. Besides a brief review of the literature,
algorithms for decoding these lattices are presented in detail, including examples and
also the codes used to implement these methods in the language of the free software
Scilab. Some numerical simulations were done using these codes to investigate the time
spent in decoding according to the size of the lattice.

Keywords: Lattices, closest vector problem, algorithms and decoding .
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Introducao

O estudo de reticulados tem apresentado conexoes com muitas dreas da matematica
e da engenharia. Além de sua conhecida relagdo com problemas empacotamentos e
coberturas esféricas, novas aplicagoes tém surgido, dentre as quais o processo de de-
codificacao em reticulados que consiste no fato de, dados um reticulado e um vetor no
espaco euclidiano n-dimensional, deve-se encontrar o ponto do reticulado mais préximo
de tal vetor com respeito a distancia euclidiana. Este é um problema NP-Completo
para o caso geral mas pode ser eficientemente resolvido em alguns casos, como nos

reticulados raizes Z", A, e D, i.e.,
o "={zeR": 2, € Z}.

n+1
° An:{xEZ”“: in:O}.
i=1

oDn:{er”:ZxZ-GQ-Z}.

=1

O objetivo deste trabalho é mostrar algumas simula¢oes numéricas (algoritmos)
eficientes para decodificar nos reticulados raizes Z", A, e D, utilizando a linguagem
do software livre Scilab. Essas simulagoes decorrem de propriedades especiais destes
reticulados. No entanto, ainda nao se conhece algoritmo capaz de decodificar reticulados
n-dimensionais quaisquer em tempo polinomial.

Esta dissertacao é constituida de quatro capitulos. O Capitulo 1 é dedicado aos con-
ceitos basicos necessarios ao desenvolvimento do trabalho, comecando por um estudo
detalhado sobre reticulados, que vem sendo muito utilizados na Teoria das Comuni-
cacoes.

No Capitulo 2 daremos énfase aos reticulados raizes Z", A, e D, e seus duais,
onde estudaremos em detalhes suas matrizes geradoras e de Gram, além de outras

propriedades como vetor de norma minima, densidade de empacotamento e de centro.

i



Introducao 2

O Capitulo 3 aborda alguns dos principais problemas em reticulados comecando
com a explanacao do problema da reducao de base em reticulados, incluindo o método
de Gauss para a redugao de bases em reticulados de duas dimensoes e o algoritmo LLL
(Lenstra, Lenstra e Lovasz ). Em seguida introduzimos a defini¢do do Problema do
Vetor mais Curto (PVMC) que consiste em "dado um reticulado A € R", determinar
o vetor nao nulo de norma minima de A". Este problema ¢ NP - completo [15]. A
altima parte do capitulo 3 ¢ dedicada ao Problema do Vetor mais Proximo (PVMP)
que consiste em "dado b € R", determinar o vetor u pertencente a um reticulado A
cuja distancia a b é minima". O Problema do Vetor mais Proximo também é NP -
completo [15]. Daremos uma énfase maior a este problema, ja que a idéia central desta
dissertacao diz respeito ao mesmo.

O Capitulo 4 destina-se a apresentar em detalhes alguns algoritmos para decodi-
ficacao nos reticulados raizes Z", A,, e D, que solucionam o Problema do Vetor mais
Proximo. Neste capitulo foram feitas algumas simulagoes numéricas utilizando os codi-
gos correspondentes na linguagem do software livre Scilab. O objetivo principal destas
simulagoes ¢é investigar o tempo gasto na decodificacao em funcao da dimensao do

reticulado.



CAriTULO 1

TEORIA DOS RETICULADOS
|

Este capitulo sera dedicado a Teoria de Reticulados. As principais referéncias para
este capitulo sdo: [1, 4, 15, 23, 24, 25].

O estudo dos reticulados tém encontrado intimeras aplicagoes na matematica e na
ciéncia da computacao, que vao desde a teoria dos nimeros e da aproximacao diofantina
até a otimizacao combinatoria e a criptografia. Apesar da sua aparente simplicidade,
os reticulados escondem uma rica estrutura combinatorial. Seu estudo detalhado tém
atraido a atencao de grandes matematicos devido aos enormes avancos nos tltimos dois
séculos.

Neste capitulo, tentaremos ver um panorama geral dos reticulados no R™ e de al-
guns dos problemas mais importantes relacionados com eles, como: empacotamento
de esferas, cobertura com esferas e o kissing number (namero de contato). Para isto,
comecaremos com as defini¢coes basicas de topicos importantes e propriedades funda-

mentais sobre este assunto.
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1.1 Reticulados

Definicao 1.1 Seja R™ um espaco Fuclidiano m-dimensional. Um reticulado A em
R™ € um subgrupo aditivo, em relacdo a operacao usual de adicdo, formado por todas
as combinagoes lineares, & coeficientes inteiros, de n vetores linearmente independentes

bi,ba,....0, € R™ (m >n), i. e,

A(by, ... by) = {Zaibi Ca; € Z}
=1

Os inteiros n e m sao chamados de posto e dimensao de um reticulado, respectiva-
mente [15]. Os vetores by, by, ..., b, sdo chamados de vetores da base de A e o conjunto
B ={by,...,b,} é chamado de base do reticulado A e é convenientemente representada

pela matriz

B = (by,...,by) € R™>™

denominada matriz geradora, que possui os vetores da base como colunas. Qualquer
reticulado estd bem determinado se conhecermos uma matriz geradora. Em outras
palavras, um reticulado n - dimensional é a imagem de Z" por uma tranformacao linear
¢ :R" — R™, (m > n), de posto completo.

Usando esta notacao, podemos redefinir um reticulado A da seguinte maneira
AB)=B-7Z"2{Ba:acZ"}

onde Ba é a multiplicacao usual entre um vetor e uma matriz.

Como qualquer subgrupo do grupo aditivo do R™, um reticulado A é um conjunto
infinito de vetores do R", tal que a soma de dois vetores de A também é um vetor de
A. A origem é o vetor identidade de A, e se v € A, entdo (—v) € A; é claro, entéo,
que todos os multiplos inteiros de um vetor de A sao vetores distintos de A, e que a
diferenca entre dois vetores de A também é um vetor de A. A restricao de existir,
para um reticulado, um conjunto gerador de vetores linearmente independentes do R”

¢ exatamente o que o diferencia dos demais subgrupos aditivos do R"™.



1.1 Reticulados 5

Exemplo 1.1 O conjunto Z" de todas a n-uplas de inteiros € um reticulado do R™,
tendo a base vetorial candnica { eq,...,e,} do R™ (onde e;;i = 1,....,n , é o vetor com
1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais coordenadas) como um conjunto gerador ou

base.

Este reticulado sera chamado reticulado candénico ou padrao, seu estudo detalhado
serd visto mais adiante na seccao que fala sobre reticulados raizes.

Graficamente, um reticulado pode ser descrito como um conjunto de pontos que
estao na interseccao de uma infinita malha regular n- dimensional.

Nas figuras 1.1 e 1.2 a seguir, temos alguns exemplos de reticulados no plano. Desta-
camos aqui um reticulado que serd constantemente citado ao longo desta dissertagao,

e que representaremos por A.

Exemplo 1.2 Reticulado padrao bidimensional Z? C R2.

[ ] [ ] [ ] [ ] 4@ [ ] [ ] . .
[ ] [ ] [ ] [ ] F [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] bl [ ] [ ] [ ] [ ]

:‘—'—.—'—_.—'—.—'—r—‘—.—‘—?—'—.—‘—r
[ ] [ ] [ ] [ ] F [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] -1 ; [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] ; [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] -4 [ ] [ ] [ ] [ ]

Figura 1.1: Reticulado Z* C R?.

Exemplo 1.3 A C R? ¢ um reticulado gerado pela base de vetores by = (1,2)T e

by = (=3,1)", ou seja, sua matriz geradora A dada por

Alguns pontos de A\ estdo representado na figura 1.2.
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Figura 1.2: Reticulado A C R?. Destaque para os vetores da base by e b;.

A dimensao é uma propriedade importante de qualquer reticulado. A dimensao de
um reticulado A é igual ao nimero de vetores que compoem a base sendo denotado
por dim (A). Um reticulado é dito dimensionalmente completo (ou ordenadamente
completo) quando dim (A) = n, [10].

Quando dim (A) > 2, o reticulado admite infinitamente muitas bases (todas com
o mesmo namero de vetores) e todas as bases estdo relacionadas por uma matriz uni-
modular.

Mais especificadamente, dadas duas matrizes A e B associadas a duas bases de
um reticulado, existe uma matriz U unimodular( matriz de coordenadas inteiras e
determinante +1), tal que B = A - U, [15].

A titulo de exemplo, vamos considerar a matriz

geradora do reticulado A apresentado no exemplo 1.3.

Para qualquer matriz unimodular U, a matriz B = A - U é também uma base para

_ 11
A. Por exemplo, se considerarmos U = ( U tem coordenadas inteiras e

2 3
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-5 -8

determinante igual a 1), temos B = A-U = que gera o mesmo reticulado
4
gerado por A.
. . -5 =8 ) _
Para garantirmos que matriz B = gera 0 mesmo reticulado A é su-
5

ficiente mostrarmos que os vetores da base {(1, 27" (=3, 1)T} podem ser escritos na

forma Bo, o € Z2. De fato, se considerarmos o sistema linear

-5 =8 x| 1
4 5 Y 2
teremos como solucao os valores x =3 e y = —2.
Além disso,
-5 =8 z ) [ -3
4 5 Yy 1
de onde teremos v = —1 ey = 1.
3 -1
A matriz U’ = ¢ exatamante inversa da matriz U = ,
-2 1 2 3
-5 =8 3 -1} (1 -3
4 5 -2 1 2 1

A matriz unimodular U é denominada matriz de mudanca de base do reticulado.
E interessante observarmos que, embora as duas malhas sejam diferentes, os pontos
. . - . PN
do conjunto intersecgao sao exatamente os mesmos, ou seja, { by, by} e { b}, b5} sdo duas

bases diferentes para o mesmo reticulado A(by,by) = A(b), b).

Definicao 1.2 Se B ¢ uma matriz geradora do reticulado A, a matriz definida por
G = BT-B, onde T denota a transposta de B, é chamada matriz de Gram associada

ao reticulado A.
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Definigao 1.3 O determinante de um reticulado A, denotado por det (A), é definido

como sendo o determinante da matriz G, ou seja,
det (A) = det (G).

Observacao 1.1 Para um reticulado dimensionalmente completo, ou seja, com

dim (A) =n e sendo B uma matriz quadrada. Entao,
det () = det (B" - B) = det (B") - det (B) = (det (B))*.

E claro que um reticulado possui varias bases diferentes e consequentemente varias
matrizes de Gram diferentes, assim, a notacao G4 ou Gp sera utilizada quando for
necessaria uma referéncia especifica. No entanto, o determinante de cada uma delas é
o mesmo e s6 depende do reticulado.

Para verificar isso, considere A e B duas matrizes geradoras de A de forma que
B =A-U, com U sendo a matriz unimodular.

Assim,

det (Gp) = det (BT - B) =det (UT - AT - A-U) =det (UT) -det (A" - A) -det (U) =
1-det (AT - A) -1 =det (AT - A) = det (G).

Exemplo 1.4 Considere o reticulado A gerado por A = {uy,us}, com uy = (1, 1)T e
uy = (2,0)", e por B = {vy,v5} com vy = (1,-3)" e vy = (0,—2)".Sejam G4 e Gp as

respectivas matrizes de Gram , entdao, podemos dizer que

T

1 2 1 2 2 2
Ga= =

10 10 2 4

T

1 0 1 0 10 6
Gp = . =

-3 =2 -3 =2 6 4
onde,

det (A) = det (G4) = det (Gg) = 4.
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1.1.1 Empacotamento Reticulado no Plano

Um empacotamento esférico ou simplesmente empacotamento, ¢ um conjunto enu-

meravel de bolas abertas, de mesmo raio, mutuamente disjuntas.

Definicao 1.4 Denomina-se empacotamento reticulado quando o centro das bolas sao
0s pontos de um reticulado. A todo reticulado A tem-se um empacotamento esférico

associado, que € dado por bolas cujo raio € iqual a metade da distdncia minima os entre

pontos de A.

Um exemplo de empacotamento reticulado é apresentado na figura 1.3

Figura 1.3: Empacotamento associado ao reticulado A apresentado no exemplo 1.3

Defini¢ao 1.5 Seja x = (21,...,x,) € A, onde A é um reticulado. A norma de z é

dada por:

HazH:xw:sz

Chamamos de norma minimal ou distdncia minima dn de um reticulado A ¢ menor

distincia euclidiana entre dois pontos distintos quaisquer de A.

dy = min {|lx —y|[ : 2,y € Az # y}
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Uma importante caracteristica de um empacotamento reticulado é o raio de em-
pacotamento, isto é, o maior raio possivel tal que as bolas centradas nos pontos do

reticulado sejam mutuamente disjuntas.

da

Proposigao 1.1 O raio de um empacotamento reliculado, é dado por p = <.

Demonstracgao: Basta provarmos que se tomarmos r = %A entao r satisfaz que
B,(u) N B,(v) = 0, onde B,(u) representa a bola aberta de raio p centrada em u e
depois provarmos que r = %" é 0 maior possivel.

Considere r = %A. Se tomarmos qualquer z € R” tal que = € B,.(u), sabemos que
d(u,z) +d(z,v) > d(u,v) > dy e que d(u,z) < r = %. Vamos supor que z € B,(v),
logo d(z,v) < r = %. Assim, temos d (u,x) + d (z,v) < % + % = d,, 0 que é uma
contradicdo. Portanto, tomando r = % temos que B,(u) N B,(v) = (.

Agora provaremos que r = % é o maior raio possivel. Caso r = %, sejam u,v € A
tais que d (u,v) = dy. Para I € R" temos que d (h,u) = d (h,v) = L <.

Portanto, existiria h € R" tal que h € B,(u) N B, (v), logo r = % = p é 0 maior raio

possivel.

1.1.2 Regioes Fundamentais e Densidade

Definigao 1.6 Seja A um reticulado em R™. Uma regiao fundamental F de A é um
subconjunto fechado de R™ que ladrilha R™, isto €, tomando as translacoes F + v, com
v € A, consequimos cobrir todo o R™ de modo que dois ladrilhos ou nao tém intersec¢ao

ou se intersectam apenas nos bordos.

Outra importante caracteristica de um empacotamento é a propor¢ao do espaco
R™ que é ocupada pelas bolas do empacotamento, que é denominada densidade do
empacotamento. Afim de estudarmos a densidade de um empacotamento reticulado,

vamos definir inicialmente a regiao de Voronoi de um reticulado.

Definicao 1.7 Sejam A C R™ wum reticulado, B uma base para A e R™ o espago

vetorial gerado por esta base e v € A. Definimos a regiao de Voronoi de v, denotada
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por (vor (v)), como sendo a regiao que contém todos os pontos de R"™ que estao mais

proximos de v do que qualquer outro ponto u do reticulado, ou seja,
vor (v), ={x € R" : ||v —z|| < ||lu — ||, Yu € A}

Um exemplo para a regiao de Voronoi do reticulado Z? é apresentado na figura 1.4

e um exemplo da regido de Voronoi para o reticulado A na figura 1.5.

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . L] L] L] L] L]

. . . . L] L] L] L] L]
———————

. . . . . L] L] L] L]
______

. . . . L] L] L] L] L]

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

] ] ] ] . . . . .

Figura 1.4: Regioes de Voronoi do ponto v € Z2.

Figura 1.5: Regido de Voronoi de um ponto do reticulado A.

Tendo construido uma destas regioes, todas as outras sao obtidas por translacoes.

Se comecarmos de vor (0), por exemplo, teremos para todo v € A,

vor (v), =v+wvor(0) ={z+veR" 2z cvor(0)}
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O importante é que estas regioes constituem um ladrilhamento perfeito no plano.
As regides vor (v), cobrem o plano inteiro e se sobrepdéem apenas ao longo de pontos
da fronteira (vértices ou arestas).

As figuras 1.6 e 1.7 a seguir ilustram o ladrilhamento por regioes de Voronoi de reti-
culados no plano. Em uma breve analise nas figuras observa-se dois tipos ou formas de
regioes de Voronoi associada com reticulados bi - dimensionais. Uma delas é hexagonal
e a outra retangular |7]. Geralmente, um reticulado no plano possui regiao de Voronoi
hexagonal. No plano, a forma hexagonal é chamada de primitiva porque corresponde
ao caso geral. Pode ser caracterizada também pela propriedade relacionada a colocagao
de azulejos correspondentes, o niimero minimo possivel de poligonos em cada vértice,

sao trés neste caso.

Figura 1.6: Ladrilhamento do plano por regides de Voronoi do reticulado Z2.

Figura 1.7: Ladrilhamento do plano por regices de Voronoi gerado pela base do reti-
culado A.



1.1 Reticulados 13

Na dimensao 3, existem cinco tipos de regioes de Voronoi conhecidas como cinco
parallelohedros de Fedorov|7|, de onde temos que apenas uma regido é primitiva. As

regioes estao mostradas na figura 1.8.

Dodecaedro .
rombico <
L . hY
/ 7\\ \\\
: N\
L/ N Cuboide
RN G

/ retangular

N =
NG

Dodecaedro )
Octaedro fruncado hexahombico \\ )

\ N/ T
] e
N .
% Prisma hexagonal

Figura 1.8: Os cinco parallelohedros de Fedorov, sao eles proprios as cinco regioes de
voronoi de reticulados de dimensao 3. Somente o octaedro truncado é primitivo.

Na dimensao 4 o problema foi resolvido por Delone (ligeiramente editado por Stogrin)
com uma lista de 52 tipos de reticulados. O ntmero de formas primitivas ainda nao é
um, mas trés. Para um estudo detalhado da regido de Voronoi consultar [3, 13].

Como as regides de Voronoi ladrilham o espago em que se encontram, podemos
destacar uma bola do empacotamento reticulado conforme mostra a figura 1.9 e entao
calcular uma propriedade muito importante de um reticulado chamada densidade de

empacotamento.

Definicao 1.8 A densidade do empacotamento de um reticulado A € R?, é a razdo

entre a drea do disco de empacotamento (Ap) e a e a drea da regiao de Voronoi (Ayor(o))-

Assim,
A
A=
Avor(O)
onde D € o disco de raio p = %A e vor (0) € a regiago de Voronoi de 0.

A densidade do reticulado A € R? fornece entdo uma medida de quanto do plano

foi preenchido pela uniao discos de raio p.
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Exemplo 1.5 Observe a regidgo de Voronoi do nosso reticulado A. Vamos calcular sua
densidade.
Analisando de forma detalhada o regiao de Voronoi da origem, temos a sequinte

situacao:

(-0.79,1.64)

(-1.21,1.36)

(1.79, 0.36)

/ A \
A ( - \ . A (-1,79,-0.36)
. -

(1.21,-1.36)
(0.79, -1.64)

Figura 1.9: Detalhamento da regido de Voronoi do ponto (0,0) C A

Inicialmente, devemos encontrar o raito de empacotamento py do disco D inserido
na regiao de Voronoi, ou seja, devemos encontrar a norma ||u||, u € A.
Como u = z (1,2) + y (=3,1), entdo ||u||?> = 5x? — 2zy + 10y. Dai, temos alguns

casos para analisar:

o Sex -y =0 isto implica x =0 ouy = 0, logo o menor valor que ||u||> assume é

5, e isto ocorre nos vetores +(1,2);

o Sex-y <0, entio 5% —2xy+ 10y? > ba® — 2wy +5y? > 4a + 4y + (x —y)* > 8,
pois v,y € Z ex -y #0;

e ¢ é ldgico que se x -y > 0, entdo ||ul|* > 5.

Portanto, os vetores de menor norma sao os dois vetores (1,2) e (—1,—2); logo, o
raio de empacotamento € igual a p; = v5
A 9 -

Para calcular a densidade de empacotamento, temos que determinar a drea de uma

regiao de Voronoi deste reticulado que, neste caso, € um poligono de seis lados. Observe

que a sequnda figura jd nos fornece as coordenadas de cada vértice do poligono, logo,
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como a drea da regiago delimitada por um poligono convexo de vértices percorridos no

sentido anti-hordrio é dada por [5]:

A:% ZTo Yo . r1 N T Tp—1 Yn—1 n Tn  Yn
r1 U T2 Y2 Iy Yn To Yo
entao,
1 (]| —0,79 1,64 —1,21 1,36
Avor(0) = 5 + +
2\ —1,21 1,36 —1,79 —0,36
1| ~-1,79 —0,36 0,79 —1,64
+= + +
2 0,79 —1,64 1,21 —1,36
1(]1,21 —1,36 1,79 0,36
+= +
2\ 1,79 0,36 —0,79 1,64
logo,

Avor(o) = Tunidades de area.

Em posse do raio de empacotamento e da drea da regiao de Voronoi jd podemos

calcular a densidade de empacotamento, uma vez que a drea do disco inserido na regiao

de Voronoi jd esta definida como Ap = wpi. Assim,

T
A= = = — =(,561.
Avor(0) 7 28 ’

E importante sabermos que ndo apenas a regido de Voronoi ladrilha o plano pelas
translacoes por vetores de A, mas que também podemos tomar como ladrilhos, relativos

a estas mesmas translacoes, o paralelogramo P apoiado na base do reticulado,isto é,

P={avi + b0 <a<1,0<b<1}.
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A nivel de comparacao, vamos continuar com a base dada no exemplo 1.5

Observe na figura 1.10 o paralelogramo P gerado pela base do reticulado A.

Figura 1.10: Paralelogramo gerado pela base do reticulado A.

Para calcularmos a area de um paralelogramo com suporte em b; = (byy,b9) €
by = (b12, be) € muito simples, basta calcularmos o valor absoluto do determinante da

matriz formada pelas coordenadas da base, ou seja:

bll le

1
A=—
20\ by by

Se calcularmos a 4rea do paralelogramo definido pela base dada, teremos:

1 -3

1
A=— = Tunidades de area.
21\ 2 1

Observe que a area do paralelogramo é a mesma da regiao de Voronoi do exemplo
1.5, logo podemos, também, calcular a densidade de A, ou seja,
2
V5
4 "(F) s

m
A=2—-_"7 2"~ 56l
Ap 7 28

Observagao 1.2 A drea da regiao de Voronoi da origem de um reticulado A gerado

por qualquer base 8 € A € igual a drea do paralelogramo apoiado em 3, Ayor0) = Ap.
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Figura 1.11: A regiao de Voronoi e o Paralelogramo de mesma &area

As idéias de regiao de Voronoi e paralelogramo fundamental podem ser extendidas
de maneira andloga para um reticulado A € R™ .
No caso do R™ uma regiao fundamental bastante 1til para noés ¢ o paralelotopo

fundamental gerado por uma base de A.
Defini¢ao 1.9 Dada uma base 5 = {b,...,b,}, o paralelotopo fundamental (ou regido
fundamental) gerado por esta base é o sdlido

P=[0,1)"-B = {0+ ... + 0b,,, 0 < 0; < 1}

Exemplo 1.6 Para o reticulado A a regido fundamental pode ser vista na figura 1.10.

Exemplo 1.7 A = Z3 é um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0,0), ex = (0, 1,0)

e ez = (0,0,1), com regigo fundamental descrita pela figura 1.12.

Definigao 1.10 Sejam A C R™ um reticulado, 5 = {vy,...,v,} uma base de A e P a
regidgo fundamental. Se v; = (vi1, Vi, ..., Vin), para i = 1,2,...,n definimos o volume da

regiao fundamental, P como o mddulo do determinante da matriz

Vi1 V21 ... Upi

V12 V22 ... Up2

Vin U2n ... Unp
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LI nE i s
/0 # /1
¢ _T_ I

Figura 1.12: Regiao Fundamental de A — Z3

Exemplo 1.8 Seja A C R3 um reticulado, 8 = {(1,1,2),(0,3,1),(1,3,2)} uma base

de A e P a regidgo fundamental. Assim

1 01
vol (P)=|1 3 3|=|-4=4
2 1 2

Proposicao 1.2 O volume da regido fundamental vol (P) é independente da base [ de
A .[21]

Demonstracao: Se além da base [ pegarmos uma outra base o do reticulado A,
definida por o = {t1,....t,}, entdo t; = Y| v, com ay; € L. Assim, vol (Py) =
|det(cv;)| - vol (Pg). Como a matriz mudanga de base (cu;) € inversivel, seque que

det(cij) = £1. Portanto vol (P,) = vol (Pg).

O volume de um reticulado A, denotado por vol (A), é o volume m-dimensional do
paralelotopo fundamental gerado por qualquer de suas bases. Por definicao, é a raiz
quadrada do determinante da matriz de Gram, por qualquer de suas bases. Assim

sendo, quando o reticulado dimensional ¢ completo, segue-se que

vol (A) = +/det (G) = +/det (A)
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para qualquer uma das matrizes da sua base.
No entanto quando mudamos a base de um reticulado o formato do paralelotopo

fundamental se altera.

1.1.3 Reticulados Equivalentes e Ortogonais

Definicao 1.11 Seja A C R™ um reticulado. Um subreticulado é um subconjunto

I' C A, que € um reticulado.

Num reticulado A de dimensao m em R™, temos naturalmente uma estrutura de
anel induzida por Z" e portanto, um grupo aditivo abeliano a ele associado. Assim,
um subreticulado I' é entao um subgrupo de A e podemos considerar o grupo quociente
A/T.

O indice do subreticulado I" ¢ a cardinalidade do grupo quociente A/I" e

AT = vol(I) _ det(I) _ det(B)].

vol(A)  \/det(A)

E sempre possivel encontrar um subreticulado de um dado reticulado considerando

sua versao escalonada por um fator inteiro.

Dado um reticulado A, um reticulado escalonado I' pode ser obtido multiplicando
os vetores do reticulado por uma constante, isto é, I' = ¢- A onde ¢ € R". Assim, " é
um subreticulado de A quando ¢ € Z".

Mais geralmente, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.12 Se um reticulado pode ser obtido de outro por rotagoes, reflexoes ou

multiplicacao por um escalar, dizemos que eles sao equivalentes.

Mais precisamente, duas matrizes geradoras M e M’ definem reticulados equiva-

lentes se, e somente se, eles sdo descritos por M’ = cUM B, onde:
e ¢ é uma constante diferente de zero;
e U ¢ a matriz unimodular;

e B é uma matriz real ortogonal.
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Observacgao 1.3 As correspondentes matrizes de Gram sao relacionadas por G' =
AUGUT .

Exemplo 1.9 Consideramos em dimensao 2 os dois sequintes reticulados:

e H, o reticulado hexagonal gerado pelos vetores (1,0) e (%, ‘g’), €

o Ay = {(,71,22) € 73 xo+ 21+ 20 = 0}.

Vale notar que apesar de utilizar trés coordenadas para descrevé-lo, Ay estd contida no
espago euclidiano 2-dimensional {(xg, z1,13) € R? : 29 + 1 + 15 = 0}.

Uma base para Ay € {(1,—1,0);(0,1,—1)}. Logo teremos como matrizes geradoras

de H e Ay respectivamente

T

My = e My =

1
0

l\)la N[
=)
—_
|
—_

Logo, suas matrizes de Gram sao respectivamente

—_

GH: € GAQZ
-1 2

— Nl

N =

3

Assim, calculamos facilmente que det(H) = 5 e det(Ay) = 3.

Nao é dificil de se ver que estes dois reticulados sao equivalentes. Por exemplo,

podemos multiplicar H por /2, ou seja:

V2 0
VaMa =,
2 2
obtendo a seguinte matriz de Gram
, [ 21
_—
1 2

que € a mesma obtida se tomarmos em Ay a base {(1,—1,0);(0,—1,1)}.
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Como se pode ver, uma vantagem de usar Ag em lugar de H é que vocé tem coorde-
nadas inteiras, em vez de se trabalhar com %>. Além disso, em A, se observa de forma
imediata a simetria entre as trés Coordenadas.

Graficamente, podemos visualizar o exemplo acima através da figura 1.13.

-3

Figura 1.13: Equivalencia entre os reticulados H e A,

Um outro tipo de reticulado que usaremos é o ortogonal, vamos defini-lo.

Defini¢ao 1.13 Um subreticulado T' C A € dito ortogonal (ou retangular) se, e somente

se, existe uma base de vetores ortogonais 3’ para I

Para qualquer base ordenada 5 = {uy, ..., u,,} de um reticulado A, é possivel asso-
ciar um conjunto GSg = {by, ..., b,, } de vetores ortogonais, aplicando recursivamente o

processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

blzul

1—1
= u], 1=2,...,m
J=1

Os vetores b; podem nao pertencer ao reticulado Ag. No entanto, se (u;,u;) for um
numero racional para todo i e j, é possivel encontrar um multiplo de b; que pertence a

Ag, 0 que permite escrever:
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Proposicao 1.3 Se uma matriz de Gram de um reticulado A possui somente elementos

racionais (se A e racional), entao A possui um subreticulado ortogonal T'

Exemplo 1.10 Considere a matriz de Gram do nosso reticulado A, gerado pelos ve-

tores by = (1,2)" e by = (=3,1)" no plano,

10 -1
-1 5

Como os elementos de G3 sao todos racionais, A possui um subreticulado ortogonal.

1.1.4 Reticulado Dual

Agora vamos definir o conceito de dual de um reticulado e analisar algumas das suas

propriedades [19].
Definicao 1.14 Para um reticulado de posto completo definimos o seu reticulado dual
(as vezes conhecido como reticulado reciproco),
AN ={y e R"Vz € A, (z,y) € Z}
em geral, definimos

A" ={y € posto(\)|Vx € A, (x,y) € Z}

Ou seja, o dual de A é o conjunto de todos os pontos (no espago de A), cujo produto
interno com qualquer um dos pontos é um inteiro. Como mostraremos mais tarde, A*

é realmente um reticulado, como o nome sugere.

Exemplo 1.11 O reticulado de pontos inteiros satisfaz (Z")* = Z" (e, portanto, pode
ser chamado de auto-dual). Da mesma forma, (2Z™)* = %Z", e 1sso dd uma justificativa

para o nome do reticulado reciproco.

A partir da definicao acima, temos a seguinte interpretacao geométrica de um reti-

culado dual. Para qualquer vetor x, o conjunto de todos os pontos do produto interno
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com formas inteiras ¢ um conjunto de hiperplanos perpendiculares a x e separados por
uma distancia ﬁ Assim, qualquer vetor x em um reticulado A impde a restricao de
que todos os pontos do A* estao em um dos hiperplanos definidos por z. Veja a figura
1.14 para uma ilustragao.

1

[z]
e

.i. T EEK)

¢\ ¢\ *

Figura 1.14: O reticulado A e seu dual A*

Defini¢ao 1.15 Para uma base B = (by, by, ...,b,) € R"™*"  definimos a base dual

B* = (b, 0;,...,0%) € R™™ como a unica base que satisfaga as sequintes condigoes:
e posto (B*) = posto (B)

e BT .B*=1d

A segunda condicao pode ser interpretada como dizendo que (b;,b;) = J;;, onde
0ij = 1 se 7 = j e 0 em contrario. Nao ¢é dificil verificar que B* é realmente tnica. De
fato, para o caso de um reticulado dimensionalmente completo, B* é dada por (BT)~! |
em geral, temos B* = B - (BTB)~! (E podemos usar isso como nossa definigao de base

dual).

Exemplo 1.12 Utilizando a sequnda condicio no reticulado A de base {bi,by} onde
by = (1,2)" eby = (=3,1)", obtemos como base dual {b*, b3} de onde temos bi = (1 §)T

77
e by = (Z.1)".



1.2 Empacotamento Reticulado no R™ (m > 3) 24

1

Proposicao 1.4 Para todo reticulado A dimensionalmente completo, det(A*) =

det(A) "
Demonstragcao: Para todo reticulado dimensionalmente completo,
1 1 1
det(A*) =| det((B")™") |= = = :
(A7) = det((B) ™) 1= | 5Ty det(B)‘ det(N)
de forma geral temos,
det(N*) = \/det((B*)TB*) = \/det(((BTB)~\)TBT - B.(BTB)~1) =
1 1
det(BTB)~! = =
(BYB) det(BTB)  det(A)
|

Observacao 1.4 Podemos também estabelecer uma relacao entre as matrizes de Gram
de reticulados n-dimensionais duais. Sejam G e G* as matrizes de Gram respectiva-
mente de A e A*, temos:

det(G.G*) = det(G).det(G*) =

= det(BT B).det((B*)T B*)

= det(BT).det(B).det((B*)T).det(B*) = 1

e

det(G) = det(G*)™1

Observacao 1.5 Em particular, quando A = AN*, dizemos que A e um reticulado auto-

dual

1.2 Empacotamento Reticulado no R” (m > 3)

O problema de empacotamento de esferas em espacos euclidianos de dimensoes
maiores ou igual a 3, segue a 0 mesmo raciocinio do caso planar onde, dado um niimero
grande de esferas iguais, deseja - se saber qual é o modo mais eficiente (quer dizer, mais
denso) de empacoté-las.

Como se pode notar, este problema possui aplicacoes importantes. Em dimensao

igual a 3, o problema tem uma histéria extremamente rica. Em 1500 Sir Walter Raleigh
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levantou a seguinte questao: "de que forma seria mais eficiente colocar uma pilha de
canhoes no convés de um navio ?". O Matematico inglés Thomas Harriot, a quem ele
havia explicado a situacao, escreveu por sua vez ao astronomo Johannes Kepler sobre
o problema. Kepler conjecturou que a embalagem mais densa era para ser encontrada
na maneira usual e que os marinheiros tinham entao de fazer um empilhamento de
balas de canhéo de forma igual as das mercearias para empilhar laranjas (Figura 1.15).
Isso ficou conhecido como a conjectura Kepler, e manteve-se um importante problema
pendente ha muitos anos, apesar da grande quantidade de pesquisa matematica que ele
inspirou.

Notavelmente, sendo esta a resposta correta foi necessario de cerca de 400 anos de
matematica para provi-la. Ao longo do caminho, foram muitas as "evidéncias"que fa-
lharam. Recentemente (1998) Thoma Hales, utilizando as idéias de demostragao funda-
mentadas na resolucao de uma série de problemas de otimizacao usando computadores
( método de exaustao), anunciou que teve uma prova da conjectura de Kepler. Os Re-
ferees disseram que a prova de Hales esta "99% certa". Assim a conjectura de Kepler
estd agora muito perto de transforma-se em um teorema. Em 2003, T. Hales publicou
um artigo detalhado descrevendo a parte nao computacional desta prova. Ele trabalha
em uma prova formal para remover qualquer resto de incerteza, e estima que tal prova

levara cerca de 20 anos de trabalho.

Figura 1.15: Empilhamento de laranjas e de bolas de canhao.
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O melhor empacotamento também pode obter colocando esferas de mesmo raio
centrado em pontos de um reticulado chamado de face-centrada cubica (lattice fcc).

Veja a Figura 1.16.

Figura 1.16: Bolas dispostas com seus centros no fcc lattice.

O nome reticulado "fcc"se deve a que se obtém a partir do reticulado cibico, jun-
tando os pontos nos centros das faces. Este reticulado pertence a uma familia muito
importante de reticulados, a familia A,,, (n € N), de onde dimA,, = n, que por sua vez

formam parte dos chamados reticulados raizes que veremos melhor mais adiante.

1.2.1 Nuamero de Toques ou Entrechoques ("Kissing Number")

Este problema consiste em determinar, para cada dimensao n, quantas esferas se
podem colocar ao redor de uma fixa (todas com o mesmo raio) de modo que todas
toquem ou "beijem"a esfera fixa.

Em uma dimensao, o kissing number é 2 , conforme mostra a figura 1.17:

[ Y Y
\ A A )

Figura 1.17: Kissing number em dimensao 1
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Em dimensao 2 a solucao é simples, sendo o kissing number igual a 6, conforme

A 0“
A\ Y \/ N/
Al A A A

T °T

Figura 1.18: Kissing number em dimensao 2

mostra a figura 1.18.

Em dimensao 3 o problema , conhecido como o problema das 13 esferas, possui uma
histéria muito interessante, incluindo uma famosa controvérsia em 1694 entre David
Gregory e Sir Isaac Newton. Nao é muito dificil reduzir a possibilidade que pode haver
no maximo 13 esferas ao redor de uma fixa. Por outra parte, se forem colocadas 13
esferas de mesmo raio, uma no centro, e as outras 12 no que seriam os vértices de
um icosaedro, se observam que estas 12 tocam a esfera central, e ainda nao se tocam,
deixando espaco suficiente até para mudar qualquer uma delas de um lugar para outro,

como "em oOrbita'ao redor da central conforme mostra a figura 1.19.

Figura 1.19: Duas formas diferentes mostram que o kissing numbers na dimensao 3 é
n > 12. O segundo, corresponde ao icosaedro.

Dito isto, h&4 ou nao espaco suficiente para colocar em 6rbita uma outra esfera ao
redor da central? Se bem que existem muitas provas sobre o nimero correto, nenhuma
delas é verdadeiramente elementar, como a gente gostaria de ver por um problema deste

tipo, de natureza finita e muito concreto.
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Assim como no R?, um bom empacotamento ¢ aquele em que a proporcao do volume
ocupado pelas esferas numa porcao do espaco estd proxima do maior valor possivel. A
taxa que nos fornece esta proporcao é a densidade do empacotamento. Vamos defini-la

para o R™:

Definigao 1.16 Seja r = pa, 0 raio do empacotamento de A € R™, entao a densidade

de A € dada por
vol(B,(0))

vol(R(0))’

onde vol(B,(0)) € o volume n - dimensional da esfera de centro O e raio py e sendo

A(A) =

vol(R(0)) o volume n- dimensional do paralelotopo fundamental de A.

E claro que, neste caso, determinar a regido de Voronoi de um reticulado nio é
um problema trivial e, na forma em que foi definida a densidade, esta é de dificil
aplicabilidade. Com isso, pela defini¢cao 1.12, o volume da regidao de Voronoi R(0) é
igual ao volume de P, assim, o volume de R(0) ¢ igual a raiz quadrada do determinante
de A.

Portanto, expressamos a densidade de A como

_ vl(B,(0))

A(A) (detA)2

I

e o problema de calcular A fica resolvido se tivermos uma base do reticulado A e
sua distancia minima.

Para reticulados n-dimensionais em R"”, torna-se necessaria a expressao do volume
de uma esfera n-dimensional.

O volume V' de uma esfera n-dimensional de raio p é dado por:

V =V.p"

onde V,, é o volume de uma esfera de raio 1, dada por

n_ (=2 ((n_
o) n!
(

A segunda forma evita o uso de (%)! quando n é impar.
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Usando a definicao de volume V' de uma esfera n-dimensional com a de densidade,

podemos redefini-la como

Vap"
(detA)2

A=

Proposicao 1.5 Reticulados equivalentes tém a mesma densidade.

Demonstracao: Sejam A1 e Ay reticulados equivalentes com matrizes de Gram G e
G, respectivamente,temos:

Vapy VA" pi Vapt

— — — = A
|det(Go)[12 — Ar|det(GL)|V2 — |det(Gy)[/? !

A,
|

Na comparagcao entre densidades de reticulados na mesma dimensao, o volume V,, da
esfera unitaria aparece como fator comum. Ao dividir a densidade de empacotamento
A por V,,, tem-se uma medida ¢ denominada densidade de centro do reticulado. Vamos

defini-la.

Definicao 1.17 A denstdade de centro 6 ¢ dada por:

Para empacotamentos reticulados, podemos escrever:

d=p" (det(A))_Tl .

Exemplo 1.13 Se A = Z* com base § = {(1,0),(0,2)}, temos que py = %7 V, =
-1 =, o volume do reticulado € vol(A) = (detA)'/? = 412 = 2, a densidade de

empacotamento €
n 1)\2
Vip _ T (5)

B o
Y7 (detn)? 2 8
e a denstdade de centro €
5— A(A) _ g _ 1
V., T 8
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Notemos que, para determinar a densidade de empacotamento, precisamos encontrar
dois valores: o volume da regiao fundamental, o que em geral nao ¢ muito complexo, e a
menor norma dentre os elementos nao nulos do reticulado. Este tltimo por sua vez é um
problema computacionalmente muito complexo. No préximo capitulo comentaremos a

respeito deste problema.
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1.3 Problema da Cobertura

De alguma forma, este € um problema dual do problema de empacotamento. Per-
gunta - se pelo caminho mais econémico para cobrir o espago Euclidiano n-dimensional
com esferas (que se sobrepdem) de mesmo raio. Esse problema é ainda mais interessante
do que seus antecessores, e ainda mais dificil de resolver. Tem aplicacoes importantes,
como por exemplo, a utilizacao em radares, em comunicacoes digitais, etc.

Vejamos na figura 1.20 os dois reticulados planos mais destacados, juntamente com
suas coberturas. E 6bvio que a cobertura que pertence ao reticulado quadrado é menos

econdmica do que aquele que pertence ao reticulado hexagonal

Figura 1.20: Cobertura plana com circulos: No primeiro os centros dos circulos per-
tencem ao reticulado quadrado Z? , e no segundo pertencem ao reticulado hexagonal
que mostra menos sobreposicoes entre os circulos tornando a cobertura mais eficiente.

Para fazer isto precisamos definir a densidade © de uma cobertura da mesma forma

como a densidade A de um empacotamento.

Definicao 1.18 Suponha que um arranjo de esferas de raio R abrange R™. Se os

centros formam um reticulado A a densidade de cobertura é definida por

o_ Volume de uma esfera B V,R"
B (detA)1/?  (detA)/?

onde V,, € o volume de uma esfera unitdria n-dimensional e R € denominado raio

de cobertura. R é o menor raio que resulta em uma cobertura do espaco gerado por A.



CAPITULO 2

RETICULADOS RAIZES

Neste capitulo iremos introduzir as defini¢des dos reticulados raizes Z"(n > 1),
A,(n > 1) e Dy(n > 3) e seus duais. Faremos um resumo das propriedades basicas
de cada um desses reticulados. Estes reticulados se destacam pois possuem densidade
de centro recorde, além disso, é provado que essas densidades sao as melhores até a
dimensao 8. Em dimensoes maiores que 8, existem reticulados com densidades de centro
Otimas sao eles, K5 e Ay, e existem reticulados com densidades de centro recordes,
mas nao se sabe se essas densidades sao 6timas.

Os reticulados raizes, sao somas ortogonais de reticulados irredutiveis. Eles desem-
penham um papel crucial no desenvolvimento desta dissertacao pois, como possuem
propriedades bastante definidas podem ser usados em algoritmos para uma decodifi-
cacao que busque o vetor mais proximo de um ponto qualquer de um reticulado.

As principais referéncias para este capitulo sao [4, 12, 14, 16, 20].

2.1 O reticulado n-dimensional Z"
Definicao 2.1 O conjunto dos inteiros, ...,—2,—1,0,1,2, ..., € denotado por Z, e
Z" ={r e R": 2, € Z}

€ o reticulado n-dimensional ou reticulado inteiro.

32
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Observacao 2.1 Z? ¢ melhor chamado "reticulado quadrado”, como visto no papel de

grafico comum.
Observacao 2.2 Como matriz geradora M podemos considerar a matriz identidade.

O reticulado Z" possui as seguintes propriedades:

1. det(Z™) = 1.

2. A norma minima é igual a 1 e os vetores minimais sdo da forma (0, ..., +1, ..., 0).
3. O raio de empacotamento é p = % e o raio de cobertura é R = ‘/Tﬁ = py/n.

4. A densidade de empacotamento é A =V, - 27" e a densidade de centro § = 27".
5. O kissing number T = 2n.

6. O reticulado Z" é autodual.

Assim, Z tem densidade A = 1, mas as densidades de Z?, Z3 e Z* sao apenas

s s w2
7 =0.785..., £ =0524... e 55 = 0.308....

*

2.2 Os reticulados n-dimensionais A, e A*

Definicao 2.2 Paran > 1, temos que:
n+1
A, = {xEZ"H : in:()}.
i=1

Observacgao 2.3 Este reticulado utiliza n + 1 coordenadas para definir um reticulado

n - dimensional.
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O reticulado A,, mora no hiperplano H definido pela equagdo > z; = 0 € R""! e como
i=0

n

se pode perceber na defini¢ao ele é a intersec¢ao entre > x; = 0 e Z""'. Sua matriz
i=0

geradora M (que ndo é quadrada) é dada por:

-1 0 0 0

1 -1 0 0

0o 1 -1 0

My, = 0o 0 1 0

0 0 0 -1

0 0 0 1

cuja matriz de Gram é dada por,
2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 O
0o -1 2 0 O
Gy, =

0 0 O 2 -1
0 0 O -1 2

O reticulado A,, possui as seguintes propriedades:
1. det(A,) =n+ 1.

2. A norma minima é igual a 2 e os vetores minimais sao todas as permutacoes de

(1,—1,...,0,0).
: 2 2a(n+1—a)
e o raio de cobertura é R = p - ’/n—+17

4. A densidade de centro ¢ § =27 - (n+1)=.

3. O raio de empacotamento é p =
(n+1)
-

e[S

onde a é a parte inteira de

ot

. O kissing number 7 =n - (n+1).
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6. O reticulado A,, é autodual.

Vamos demonstrar algumas das propriedades acima iniciando pelo célculo do deter-
minante. Tendo em conta que é o determinante do reticulado A,,, se desenvolvermos o

determinante pela primera linha da matriz obtemos a seguinte recursao:

det(A,) = 2 - det(A,_1) — det(A,_2)

De onde sai que

det(A,) =n+ 1.
|

Seja B uma base de Z"*!', um vetor diferente de zero em A,, tem pelo menos dois
componentes diferentes de zero em B. Isto imediatamente mostra que A, tem norma
2. Por outra parte, é claro que os vetores de norma minima em A, sao os da forma
(1,—1,...,0,0) o que implica que o raio de empacotamento de A, é p = ‘/75

Vamos calcular a densidade de centro para todo n:

CAMA) L oS
o) = Ve det(An)_(\/ﬁ)meT_Q (n+1)

Um grande exemplo para o reticulado A, é o reticulado Ay conhecido como reticu-
lado hexagonal. Vamos detalha-lo agora.
O reticulado hexagonal

O reticulado hexagonal é assim chamado porque as regioes de Voronoi sao hexagonos,

conforme mostra a figura 2.1.
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Figura 2.1: As regioes de Voronoi sao hexagonos.

O reticulado hexagonal A = A, é um reticulado gerado pelos vetores u; = (1,0) e

Uy = (_71, ‘/7§> Uma possivel matriz geradora é

—1

5

2 V3
0 5

A figura 2.2 mostra o reticulado hexagonal no plano.

Figura 2.2: Reticulado hexagonal A = A,. Destaque para os vetores da base.

Ja definimos propriedades como o empacotamento reticulado e a densidade de em-

pacotamento. Para o reticulado hexagonal essas propriedades sao bem definidas.

Proposicao 2.1 O melhor empacotamento reticulado em dimensdo 2 € o hexagonal.
Demonstracao: Suponha que A seja ideal. Se em A nao ervistir duas esferas que se
tocam, entao nao € ideal, jd que haverd uma escalart, 0 <t <1 tal que t- A teria uma

densidade maior que A. Entao existem duas esferas que se tocam, assim nds temos uma
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fila de esferas, uma apds a outra. Além disso, A € a unidgo dessas filas de esferas, todas
paralelas. Agora, se essas filas paralelas nao se tocam, entdo, novamente A nao seria
tdeal. Portanto, devem se tocar. Ao tocar-se, vemos que hd infinitas posicoes possiveis,

mas € evidente que o melhor € a correspondente ao reticulado hexagonal.

Teorema 2.1 (Thue, 1890). A maior densidade possivel de um empacotamento de

esferas em dimensao 2 € dada pelo empacotamento hexagonal, com A = \/LTz =0,907.

Embora pareca muito facil, esse teorema nao é. Veja, por exemplo, uma prova em
[9], que é levar um empacotamento arbitrario do plano com as esferas de raio 1 e logo
particionar o plano em trés tipos de regides, cada uma com uma densidade inferior ou

_m_

igual a N

2.2.1 O Reticulado A"

O dual do reticulado A,, é o reticulado A’ definido por:
A = ([ + An)

=0

Sua matriz geradora (n) x (n+ 1) é dada por:

11 1 ==
-1 0 0 =
0 -1 0 —5
My =1 0 0 0 —5
0 0 -1 =
0 0 0 =
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cuja matriz de Gram é,

2 1 1 1 -1

1 2 1 1 -1

1 1 2 1 -1
Ga; =

1 1 1 .. 2 -1

1 -1 -1 . -1

Como vimos na subsecao 1.1.4, as matrizes de Gram de reticulados duais estao

relacionados de forma que
det(G*) = det(G) ™,

logo
1

n+1

det(A*) = det(A)™' =

O reticulado A} possui as seguintes propriedades:

_n_

1. A norma minima quadrada é igual a .
n+1

2. A densidade de centro é § = — 22
2n(n+1) 2

3. O kissing number T=2paran=1e7=2n+2paran < 2.
4. O raio de empacotamento é p = % —= € 0 raio de cobertura ¢ R = p

5. A densidade de empacotamento ¢ A =V, (p)" (n + 1) e a densidade de cobertura
0=Vt )"

2.3 Os reticulados n-dimensionais D, e D}

Para todo n > 3, temos que

Dn:{xeznzixielZ}.

i=1

é um reticulado.
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Em outras palavras, este reticulado pode ser obtido colorindo os pontos de Z™ alter-
nadamente com vermelho e branco e tomando os pontos vermelhos como num tabuleiro
de xadrez (checkerboard), devido a isso, o reticulado D, as vezes é chamado de reticu-
lado checkerboard.

Possui matriz geradora, dada por:

-1 1 0 .0 0
-1 -1 1 .0 0
My, 0O 0 -1 .. 0 O
0 0 O 0 -1
0o 0 O 0 -1

2 0 -1 0 0
0o 2 -1 . 0 O
G, — -1 -1 2 0 0
0o 0 O 2 -1
0 0 O -1 2

O reticulado D,, possui as seguintes propriedades:

1. O determinante de D,, é 4.

2. A norma minima é v/2 e os vetores minimais sio todas as permutacoes de (+1,+1,0,...0);
3. O "kissing number"T = 2n(n — 1);

4. O raio de empacotamento é ‘/75 e o raio de cobertura R = pv/2 paran = 3 e p\/g
paran > 4 ;

n+2 )

5. A densidade de centro § = 2_(T

Quando n = 2 ou 3, D, é semelhante a Z2, e Dy é isométrica a As.
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Vejamos alguns exemplos do reticulado D,,.

Exemplo 2.1 Reticulado 3-dimensional Ds.

E definido por

Ds = {(x1§$2;5€3) €73 a1+ a9 +a3 € 2-Z}.

Uma matriz geradora para D3 € dada por

A figura 2.1 abaixo mostra o arranjo das esferas do empacotamento associado a Ds.

Jd contamos a historia deste empacotamento que possui algumas propriedades como

72 e densidade de centro § = ﬁ = 0,17678 que € a

densidade de centro mdzrima para dimensao 3.

rato de empacotamento p =

Exemplo 2.2 Reticulado 4-dimensional Dy ou reticulado checkerboard.

E definido por
D, = {($1;$2;I3;9€4) €T i w farotas+ay € Q-Z}.

Assim, (1,1,0,0) € Dy, porém (1,0,0,0) ¢ Dy. De fato, note que cada vetor em Dy

deve ter norma mator ou igual que 2, pois se apenas uma de suas coordenadas € nao
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nula, esta deve ser par, logo sua norma serd ao menos 4; e se tiver duas coordenadas
nao nulas, entao sua norma é ao menos 2. Isto nos diz que o raio de empacotamento
de Dy ¢ 2.

Nos falta calcular o determinante de Dy. Para isso, notemos que os vetores da forma

(2,0,0,0) estao em Dy e que uma matriz geradora de Dy é dada por

2 0 -1 0

0 2 -1 0
Mp, =

-1 -1 2 -1

0o 0 -1 2

Portanto, det(D,) = det(Mp,)? = 4.
Logo, vol(Dy) = 2.

2.3.1 O Reticulado D}

O dual do reticulado D, é o reticulado D} definido por:
Dj, = Dy U ([1] + Dn) U ([2] + D) U ([3] + Dy)

Sua matriz geradora é dada por:

10 .. 0 3

0 1 0 3
Gps =

00 .. 1 3

00 ..01

O reticulado D*,, possui as seguintes propriedades:
1. O determinante de D*,, é }1.
2. A norma minima é \/g paran = 3 ou 1 para n > 4;

3. O "kissing number"7 = 8 paran = 3, 7 =24 paran = 4 ou 7 = 2n para n > 5;
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4. O raio de empacotamento é v3 paran = 3 e % para n > 4, o raio de cobertura

4
R=ptt R=p/2 — 4o R=plnl ' > 5;
= p”5 paran par e R = py/3 paran =4 e R = p=—— para n impar n > 5;

5. A densidade de centro ¢ = 3'°275 para n =3 ou 6 = 2=V para n > 4;

2.4 Analise geométrica das densidades dos reticulados
raizes 7", A, D, e seus duais

Ja sabemos que a densidade de um empacotamento reticulado é a proporcao do
espaco ocupado pelas esferas. Sabemos também, que a densidade de centro de um
reticulado é o niimero dos pontos do reticulado por unidade de volume e que pode ser
obtido dividindo-se sua densidade pelo volume da esfera unitaria. Portanto, a maior
densidade (centro) implica que o seu dual é um reticulado de amostragem mais eficiente.

A figura 2.3 mostra a densidade de centro dos reticulados raizes que foram con-
siderados neste trabalho. O grafico indica a eficiéncia de amostragem mais pobres do

reticulado cartesiano Z™ em comparacao com outros reticulados raizes.

i A A D Dy
nfa 91,5095 71
9-n -y 142 DI . (R — p—in+21/2 :'S - o
._]r:[” 'l l:l-:--J._-'i 9—(n-1) (n>3)
]. e =y E_E.‘.
\\\ _\ln:_\m:_{mml i A
N Wy b
N, FCC ;1
\‘_'. -\.\.\. et s
B(\{\ g - D:
\ O\
M %
\.
Sy
0 B e
1 2 3 | 5 G 7 8 9 10

dimensao

Figura 2.3: Densidade dos vérios reticulados raizes até dimensao 10.Figura extraida de
18]



CAPITULO 3

PROBLEMAS EM RETICULADOS
|

3.1 O Problema da Reducao de Base em Reticulados

A reducao de base de um reticulado ou, simplesmente, reducao de base, é um pro-
cesso pelo qual uma base reduzida, que consiste em vetores curtos e ortogonalmente
proximos, ¢ construida a partir de uma base dada. Para apresentar este assunto nos

limitaremos a trés formas de redugao de base, sao elas:

e A reducao das bases de dimensao 2 que foi dada por Lagrange e Gauss, de onde

observaremos que o algoritmo estd muito relacionado ao algoritmo de Euclides.

e A reducao LLL devida a Lenstra, Lenstra e Lovasz que é importante do ponto de

vista pratico e a reducao de Minkowski.

As referéncias para este capitulo, sdo [2, 8, 11, 22|

3.1.1 Reducao de bases em reticulados de duas dimensoes

Sejam by, by € R? dois vetores linearmente independentes e denotamos por A o
reticulado gerado por by e by. O objetivo é tomar uma base para o reticulado tal que os
comprimentos dos vetores da base sejam os mais curtos possiveis ( neste caso tendem a
ser minimos). Gauss mostrou os seguintes critérios para a redugao de uma base e entao

desenvolveu uma algoritmo para calcular esta base.
43
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Defini¢ao 3.1 Uma base ordenada by,by € R? é Gauss reduzida se ||by]| < ||bo]] <

||b2 + qb1]| para todo q € Z.

O seguinte teorema mostra que os vetores da base Gauss reduzida sao os mais curtos
possiveis. Este resultado serve para qualquer norma, apesar do algoritmo apresentado

abaixo seja apenas para a norma Euclidiana.

Teorema 3.1 Sejam A, Ay 0s minimos sucessivos de A. Se A possuir uma base orde-
nada {by,by} que seja Gauss reduzida entdo ||b;|| = N; para i = 1,2.

Demonstracao: Por defini¢cio temos que
162 + qby [ = [[b2]| > [[b1]]

para todo q € 7

Seja v =11 - by + ls - by qualquer ponto nao-nulo em A.
o Sely =0, entao |[v]| > ||b1]];

o Sely # 0 entao escrevemos ly = q-lo + 1 com q,r € Z tal que 0 < r < |l]. Logo
v=r-by+1ls-(bs+ qb1) e, pela desigualdade triangular

o[l = [l2] - [1b2 + gba[| = - [[ba]
= (lla] = 7)l1b2 + gba[| + 7([[b2 + gbu[] — |61 ]])
= ||bz + g || = [[b2]| = [|1]]-

Isto completa a demostracao.

Definigao 3.2 Seja by, ...,b, uma lista de vetores € R". Escrevemos B; = ||b;||*> =

Um componente crucial para o algoritmo de Gauss é que

|[by — pby|[> = By — 21 (b1, by) + p* By
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¢ minimizado em p = (b, by) /B;. Ja que estamos trabalhando com reticulados devemos
substituir by por by — || by onde |u]| é um inteiro mais proximo a p. Assim as linhas
3 e 9 do algoritmo de Gauss reduzem o tamanho de b, usando tanto quanto possivel
bi. No caso de unidimensional a férmula by — || by é a operagdo familiar 7,1, =

ri—1 — |ri—1/7i] i do algoritmo de Euclides.

Lema 3.1 [8/ Uma base ordenada {by,bs} é Gauss reduzida se, e somente se
[[oa]| < {[ba]| < {lb2 £ a]].

Lema 3.2 [8] O algoritmo abaizo produz uma base de Gauss reduzida para o reticulado

A

Algoritmo de Reducao de Gauss

INPUT: Bases b,, b, € Z* para um reticulado A
OuTPUT: Bases (b,.b,) para A tal que ||b,|| = \;
By = b, ?
Cp= "ibl.'- b?:}/Bl
t by =by — [u]by
By = ||by| 2
enquanto B; < B, faca
troque b, € b,

B, = B>

p=(b;,by) /By

by = by — |u]b,
10: By = by
11: fim enquanto
12: retorna (b,,b,)

© NS wy

e

Figura 3.1: Algoritmo de Reducao de Gauss
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As figuras 3.2, 3.3 e 3.4 mostram geometricamente cada etapa desta reducgao.

Figura 3.4: Terceira etapa de reducao

Exemplo 3.1 Apliquemos o algoritmo de Reducao de Gauss as colunas da matriz

1 6
5 21

A:

com by = (1,5) e by = (6,21). Na primeira itera¢ao fazemos |pu| = 12—161 ~ 4.27 e

assim ndos atualizamos by = by — 4by = (2,1). Em seguida trocamos by e by para que
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os valores no loop sejam agora by = (2,1) e by = (1,5). Dessa vez, |u] =1 =14 ¢
assim by = by — by = (—1,4). Desde ||bz|| > ||b1]| 0 algoritmo pdra e as saidas sdo

{<27 1)7 (_174>}'

Em 1982, Lenstra, Lenstra e Lovasz descobriram uma classe de reducao de bases, o
chamado algoritmo LLL, que oferece um método eficiente para encontrar vetores curtos
em um reticulado. Este método é importante para os nossos propositos, na proxima

secao iremos defini-lo com mais detalhes.

3.1.2 Meétodos de Reducao.
Reducao LLL (Lenstra, Lenstra e Lovasz ) ou Método de Reducgao de Base.

Seja (by, ..., by,) uma base para um reticulado A e seja (b}, ...,b%,) a sua ortogona-
lizagao de Gram-Schmidt. A base (by, ..., by,) é dita LLL - reduzida se os coeficientes de

Gram-Schmidt satisfazerem |p; ;| < 3 paral <j<i<n, e
* * 2 3 * 2
107 + prii—1bi_[|7 > ZHbi—lu
para 1 < i < n, ou equivalentemente

* 3 *
I = (5 - ) e

para 1 <i < n.

Note que os vetores b +p; ;—1b;_; e b;_; sao as projecoes de b; e b;_1, respectivamente,
sobre o complemento ortogonal do posto de (by, ..., b;_2).

Uma propriedade muito util de uma base LLL-reduzida, conforme o teorema a
seguir demonstra, é que existem limites para cada um dos vetores da base e estes
limites dependem apenas da dimensao do reticulado e do volume. O resultado é para
reticulados inteiros A C Z", o que significa, simplesmente, que cada vetor do reticulado

tem apenas componentes inteiros.
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Teorema 3.2 [8] Seja (by,...,by) uma base LLL-reduzida de um reticulado A C Z™.
Entao

[[ba]] < 20D ol (M),

e quando ||by|| > 2U=2/2 0s vetores da base restante satisfazem
HblH < 2(m+l72)/4UOZ<A)1/(mfl+1).

O limite do vetor de base menor foi mostrado por Lenstra, Lenstra e Lovasz, en-
quanto os limites para os outros vetores da base foram mostrados por J.A Proos.

Na situacdo improvéavel de que ||2|| < 2¢72/2, o limite

Il < 2%00“/\)1/(7%—1“)‘
pode ser usado sem restrigoes.

Teorema 3.3 [8] Seja (by,...,b,) uma base LLL-reduzida de um reticulado A C Z™.
Para todo x € A, x # 0,
[1Ba]] < 2072z

Além dessas propriedades, as bases LLL-reduzidas sao uma importante classe de
bases reduzidas, de um ponto de vista pratico, porque elas podem ser calculadas de
forma eficiente.

Para um reticulado m-dimensional com vetores n-dimensionais (A € Z", por exem-
plo), o algoritmo LLL tem tempo de execuc¢ao de ordem O(nm’B?), onde B é um
limite no tamanho dos vetores da base de entrada [8]. Embora o tempo de execugao
seja polinomial no tamanho da entrada (a base inicial para o reticulado), o algoritmo
é ineficiente quando a dimensao do reticulado é muito grande e quando os vetores
dos reticulado sao muito grandes. O algoritmo mais rapido que calcula uma base
LLL-reduzida é o Nguyen e Stehlé’s do algoritmo L?, que é uma variante de ponto
flutuante do algoritmo LLL [8]. O tempo de execugdo desse algoritmo é de ordem
O(nm*(m+ B)B), que oferece uma melhora significativa quando os vetores da base sao

muito grandes.
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Reducao de Minkowski

Seja f uma forma quadrética positiva definida n-dimensional sobre R. Dizemos que
f ¢ uma forma reduzida de Minkowski se ela pode ser expressa em termos de uma base

(b1, ..., by,) tal que para cada t, 1 <t <mn,

f(be) < f(v)

para todos os vetores inteiros v para o qual by, ...,b;_1,v podem ser extendidos a uma
base de A.

Em outras palavras, cada b; sucessivo é escolhido tal que f(b;) seja tdo pequeno
quanto possivel. Deixando v percorrer todos os vetores do reticulados, a condicao dada

acima implica em desigualdades sobre a matriz com entradas a;;.

Defini¢ao 3.3 Dado um reticulado A em R™ e f(x) = (z,z), diremos que B =
{b1,...,b,} € uma base de Minkowski se para cada t, 1 <t <n,

[1bell* < [I7]*

para todos os vetores inteiros r para o qual by, ...,b;_1,7 podem ser estendidos a uma

base de A.

Dada uma base qualquer de um reticulado, uma base de Minkowski pode ser obtida
de forma recursiva. O algoritmo aplicado na matriz geradora é de alta complexidade
computacional, o que dificulta a obtencao de reducao para dimensoes altas.

Existem outras formas de reducao, como a reducao HKZ que nao citamos neste

trabalho. Porém uma referéncia sobre o assunto ver [15].

3.2 O Problema do Vetor mais Curto e mais Proximo.

Nesta secao, iremos estudar os problemas do Vetor mais Curto (PVMC) e do Vetor
mais Proximo (PVMP). Inicialmente citaremos o estudo do Problema do Vetor mais

Curto de um reticulado e o relacionaremos com o Problema do Vetor mais Préximo .
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Mostraremos também, que existe um algoritmo polinomial, que permite determinar um
limite superior para o vetor mais curto de um reticulado, considerando para tal o vetor

de norma minima da base construida. As referéncias para esta se¢ao sao [15, 17].

3.2.1 O Problema do Vetor mais Curto

Seja A um reticulado de dimensao dim(A) = m > 2. Dado uma base para A,
o Problema do Vetor mais Curto - (PVMC) como o nome sugere, consiste em
encontrar um vetor (diferente de zero) t € A tal que ||t|] = A;(A). Existem também duas
versoes de aproximacao do problema do vetor mais curto, a primeira (Problema
do vetor mais curto aproximado - PVMCA) tem por objetivo encontrar um vetor
nao-nulo x € A tal que ||z|| = f(m)A1(A) por algum fator de aproximagao f(m), onde
m é a dimensao do reticulado e a segunda (Problema do vetor mais curto de
Hermite - PVMCH) tem por objetivo encontrar um vetor nao-nulo = € A tal que
2] = f(m)vol(A)3.

Um resultado classico de Minkowski estabelece um limite superior para a norma

euclidiana minima de um vetor nao nulo de um reticulado:

Teorema 3.4 [2] Seja A € R" um reticulado de dimensao completa. Entao existe
t € A\ {0}, tal que:
1
detA\ "
Il <2
Vi(n)

onde V(n) representa o volume da bola unitdria de dimensdo n

Demonstragdo: Seja r = smin{|[t]| : t € A\ {0}}. Entdo, para todo x,y € A com

x #y tem-se ||z —y|| > r. Por isso

B,(x) N B,(y) = ©,

onde B,.(x) representa a bola aberta de raio v centrada em x. A medida de |, ., B, (x)
em R™ € inferior ou igual a medida de | J,c,(v+7). Como estes conjuntos sao disjuntos

e tém volume constante, entao

"V (n) <1
detA —
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que € a razao entre o volume de B.(x) e (x + ), para qualquer x € A, de onde

detA\ 0
<2 —— .
<2 (555)

decorre

No entanto, ainda nao foi encontrado nenhum algoritmo polinomial que determine
um t que satisfaga o resultado acima. O Método LLL permite-nos encontrar, em tempo
polinomial, um limite superior para a norma desse vetor e uma aproximacao para o

vetor mais curto.

Teorema 3.5 [2] Seja A uma matriz nao singular de racionais de ordem n. Entao,
existe um algoritmo polinomial que permite encontrar um vetor nao nulo t que pertence

ao reticulado gerado pelas colunas de A, tal que

(n=1)

L] < 277 (detA)w.

Demonstracao: Seja {t1,...,t,} uma base reduzida determinada pelo algoritmo LLL

para uma matriz de Gram G = AT A. Entao,
AL = [Ita]] = [[£5]]-

Se a base € reduzida entio, usando o fato de que ||tF]|* < 2|[t5 |]* para 1 <i < n,

temos ||| < 26V||tx|], k=1,..,n

|| At = (HHf{H)
k=1
< <H 2(k‘”/2HtZ|I>

k=1

assim,

3=

3=

1
= (2”("‘”/4 11 IItZH>
k=1
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1
n

— (220D gerA)

— 2D/ (et )
[ |

Assim sempre que um vetor ¢t de um reticulado A satisfizer a este teorema, devemos

considerar que t é um vetor curto de A.

3.2.2 O Problema do Vetor mais Proximo

O Problema do Vetor mais Préximo - PVMP de um ponto reticulado esta
muito relacionado ao PVMC. E um dos problemas computacionais centrais na geometria
dos nimeros sendo considerado NP — completo [17]. Este problema é definido da
seguinte maneira: "Dado um reticulado A base B € R™*™ e um vetor t € R™, deve-se
encontrar um vetor reticulado B - x mais préximo de ¢, i.e, encontrar um vetor inteiro
x € Z" tal que ||B-x —t|| < ||B -y —t|| para todo y € Z™".

O PVMP pode ser definido a respeito de qualquer norma, mas a norma Euclidiana
é a mais comum. Uma versdo mais simplificada do problema (usado muito em teoria
da complexidade) somente pede para calcular a distancia do alvo a partir do reticulado,
sem encontrar o vetor reticulado mais préximo da verdade.

O PVMP tem sido estudado em Matematica (linguagem equivalente de formas
quadréaticas) desde o século XIX. Uma das primeiras referéncias ao nome PVMP na
literatura da ciéncia da computacao surgiram no momento em que o problema foi indi-
cado para ser "N'P — dificil"de se resolver [17].

Muitas aplicacoes do PVMP exigem apenas a descoberta de um vetor do reticulado
que nao esteja tao distante do alvo, mesmo se nao for necessariamente o mais proximo.
Uma g - aproximac¢ao de um algoritmo para o PVMP encontra um vetor reticulado den-
tro da distancia "g" vezes a distancia da solucao 6tima. Os algoritmos polinomiais mais
conhecidos para resolver o PVMP sdo devidos a Babai e Kannak [17], que sao baseados
em reticulados reduzidos alcancando os fatores de aproximacao que sao essencialmente

exponenciais na dimensao do reticulado. Na pratica, as aproximacoes heuristicas pare-
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cem encontrar relativamente boas aproximagoes ao PVMP em uma quantia de tempo
razoavel quando a dimensao do reticulado é suficientemente pequena.

O PVMP ¢é a base de varios criptosistemas modernos [6] onde a decriptagao cor-
responde incitosamente para o cilculo do PVMP. Esses criptosistemas sao baseados
no fato de que qualquer reticulado admite muitas representagoes diferentes e algumas
delas podem ter propriedades geométricas uma melhor do que a outra, isso ajuda para
que elas possam ser usadas como resposta secreta de uma decriptacao. Contudo, ha
reticulados que nao admitem boas representagoes, isto é, resolver o PVMP ( mesmo
aproximadamente) ¢ "N'P — dificil' nao importando a base dada. Portanto, os exem-
plos de PVMP usados em criptosistemas baseados em reticulados (para o qual o PVMP
possa ser eficientemente resolvido usando a resposta da decriptagao) sao possivelmente

mais faceis do que os exemplos gerais do PVMP.

Decisao versus Pesquisa

De maneira precisa, pode-se considerar trés variantes do PV M P, dependendo se
temos realmente que encontrar vetor o mais proximo , encontrar a sua distancia, ou

apenas decidir se ele estd mais perto do que algum ntmero dado:

e PVMP de Decisao: Dado um reticulado de base B € R™*™, o vetor alvo t € R™
um racional r € Q, determinar se dist (¢, A(B)) < r ou dist (t, A(B)) > r.

e PVMP de Otimizagao: Dado um reticulado de base B € R"™*™ e o vetor alvo
t € R™, calcular dist (t,A(B)).

e PVMP de pesquisa: Dado um reticulado de base B € R™*" e o vetor alvo

t € R™ encontrar um vetor € R" que minimize ||B -z — ] .

Nao ¢ dificil ver que uma solucao para a variante de pesquisa implica imediatamente
uma solucao para a variante de otimizacao, além disso, uma solucao para a variante de

otimizacao implica em uma solugao para a variante de decisao.



CAPITULO 4

ENCONTRANDO UM PONTO MAIS

PROXIMO DE UM RETICULADO.
|

Este capitulo descreve alguns dos algoritmos que, dado um ponto arbitrario de
R", encontram um ponto mais proximo dos reticulados Z", A, e I,,. Para estudar a
aplicabilidade destes algoritmos, faremos algumas implementagoes computacionais com

o software livre scilab. A referéncia para este capitulo é [4].

4.1 Uma breve introducao

Para diversas aplicacoes é essencial que existam algoritmos "decodificadores"rapidos
tal que, dado um ponto arbitrario do espaco, possa encontrar o ponto mais préoximo do
reticulado.

Neste capitulo, nés vamos descrever algoritmos para decodificagao nos reticulados
Z*, Ap(n>1), Dy(n > 3).

Nas proximas segoes estudaremos o problema do vetor mais proximo nos reticulados
raizes, que ja foram apresentados no capitulo 2 desta dissertacao. A principal referéncia

utilizada foi o capitulo 20 de [4].

54
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Iniciaremos este capitulo fixando algumas notacoes para uso geral.
Para € R definimos uma fungao [z] e a fun¢do w(z) que aproxima de modo

inverso como a seguir. (Consideremos m sempre inteiro).

e Sex =0 entao [z] =0, w(x) = 1.

eSe0<m<z<m+3 entao [x] =m, w(z) =m+ 1.
eSe0<m+3<z<m+1 entao [z] =m+1, w(x) =m.
eSe-m—1i<z<-m<0 entao [x] = —m, w(z) =—m— 1.
eSe-m—-l<z<-m-1 entao [z] = —m — 1, w(x) = —m.

Observacao 4.1 Os empates sao controlados afim de dar preferéncia aos pontos de

norma menor.

Também podemos escrever
x = [z] +6(z),

para que |6(z)| < 1 seja a distancia de = até o inteiro mais proximo.

Dado = = (x1,...,x,) € R", seja k(1 < k < n) tal que
|0(x)| < |0(:)]

paratodo 1 <i<ne
|0(zx)| = [0(z:)| =k < 1.

Entao g(z) é definida por

g(x) = ([x1], [x2] , oy w(xg), .oy [20]) -
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4.2 O problema do vetor mais préximo nos reticulados
7",

Dado z € R", o ponto mais proximo de Z" é [z|. (Se x esta equidistante de dois ou
mais pontos de Z", este procedimento encontra um ponto de norma menor).

Para verificar se este procedimento funciona, seja u = (uy, ..., u,) qualquer ponto de
7",

Entao

[(u —2)|| = Z(Ui —Cﬁ’z‘)Q

que é minimizado escolhendo-se u; = [x;] para i = 1,....,n. Por causa de 0 < m + % <
r <m+1entdo [z| =m + 1, logo w(x) = m os empates sao partidos corretamente,
favorecendo o ponto de menor norma.

Como exemplo, vamos encontrar um ponto mais proximo para Z2.

Exemplo 4.1 Encontre o ponto mais prozimo de Z* até x = (1.7,4.7).

Iniciemos analizando a figura 4.1:

_ 5 .
° ® ° ° o Frah ® °
X
° ° ® ° 44 ® ° ® °
® ® P ® 3 ® ® ® °
™ ® ° ® 2 ° ® ° °
' ® ' ® L7 ® ® ® '
& & e e 0 & & e &
4 3 2 1 0 1 2 3 4
° ® ® ® 1o ® ® ® °

Figura 4.1: 1° Passo: Ponto aleatorio x = (1.7;4.7) € Z?
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* (1,7;4,7)|

X

Figura 4.2: 2° Passo:[(1.7;4.7)] = (2,5)

Arrendondando a abscissa e a ordenada para os valores inteiros mais proximos de
x, temos que, [(1.7;4.7)] = (2,5). Ver figura 4.2.

Logo uw = (2,5) € A =Z? € o vetor de menor norma mais prézimo de x.

Recorrendo ao software scilab, podemos implementar um algoritmo simples que

forneca a aproximacgao para o vetor mais proximo do reticulado gerado por qualquer
vetor .

O algoritmo denominado decZ2 esta assim definido na figura 4.3:

B decZ2.sci (C:\Users\D\Documents\Material para a Dissertagac\programa_scilab\decZ2.sci) - SciNotes

Arquive Editar Ferramentas Search View Document Execute 7

DB|E@3|Q dy .r9|a-h \]D|@

decZ2.sd ‘ rodaZz2.sd I decA2.sd | rodaA2.sci | decA2e.sd | rodaA2e.sd

1|function [vet_prox]=decZ2(x)
2| y=round(;

3 vet_prox = y;
4|endfuncti u:-n|

Figura 4.3: Algoritmo para decodificacao em Z2

Neste simples algoritmo, a variavel x é arredondada para os valores inteiros mais

proximos através da fungao y = round(x) sendo dado em seguida o vetor mais proximo
vet  prox.
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Na figura 4.4 mostramos o funcionamento do algoritmo para trés vetores distintos,

dentre eles o vetor do exemplo 4.1.

. Console do Scilab

Arquive Editar Preferéncias Controle Aplicatives 2

FE A COBIAS S e

——>decZ2 ([1.7:4.7])
ans =

——>decZ2? ([1.235;5.436])
ans =

——>decZ2? ([123.375;59.836])

ans =

123.
60.

Figura 4.4: Decodificacao em Z? de trés vetores distintos.

Utilizando esta implementacao, investigamos o "tempo de decodificagao" no Z",
para isso, também foi criado um algoritmo denominado rodaZ2 que simplesmente chama
o algoritmo decZ2, um nimero fixado de vezes para que se possa computar o tempo
médio.

B rodaZ2.sci (C:\Users\D\Documents\Material para a Dissertagio\pro

Arquive Editar Ferramentas Search View Document Execute 7

CE I & eeddc0| @2

decZ2.sqi | rodaZ2.50 | decA2.sd [ rodaA2.sci | decAze.sd | rodaAze.sci

1|function [tempo]=rodaZ2(num_max)
2|tic();

3 for i=1:num_max

4 x=10*rand(2,1)-10*rand(2,1);
5 decZ2(x);
& end
7|tempo=toc();

8

=Nt

endfunction

Figura 4.5: Algoritmo rodaZ2 que analisa o tempo de decodificacao.
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O programa da figura 4.5 tem a variavel de entrada num__max onde é computado
o tempo para fazer num_max decodificacoes do Z™ para tirar uma média. Na tabela

abaixo temos o tempo para a decodificacao de 100, 1.000, 10.000 , 50.000 e 100.000.

Tempo de decodificacao
Numero de decodificagoes H Tempo
100 0
1000 0.016
10000 0.093
50000 0.406
100000 0.796

Tabela 4.1: Tabela para o tempo de decodificagao

4.3 O problema do vetor mais préximo nos reticulados

A,.

Antes de trabalharmos com algoritmos para A,, vamos tentar encontrar o vetor
mais proximo no reticulado hexagonal A, pelo método utilizado em Z? e mostrar que
este método falha.Na figura 4.6 observamos o reticulado hexagonal A, gerado pela base
{(170) ; (%, \/7§> } Assim sendo, vamos pegar o ponto recebido x, localizar em 4.6 e
procurar arrendondar as coordenadas para os inteiros mais proximos.

Como exemplo, vamos tomar o vetor = = (2.1,2.2).

Resolvendo o sistema A -z = x, onde A = (1) 55 , temos z = (0.83,2.54).
Arredondando as coordenadas de z, temos |z] = (1, 3),2 o que indicaria que o ponto
de A, mais proximo de x é o ponto y = A[z] = (2.5,2.598), de onde temos que
||z = yl| = 0.5643.

No entanto, se tomarmos k = (2,1.73) € A, temos ||z — k|| = 0.478 e portanto, o
ponto mais proximo de x é k = (2, \/§) e nao y = <2.5, %)

Assim, concluimos que o algoritmo do Z? nao serve para o Ay, e que na verdade

cada reticulado possui um algoritmo proprio de decodificacao.
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o o) o) o) o o
4-
) e °® ) ) ) )
y=(25,2.598)
o o o ) Q o
x=(2.1,22
2 @x=( )
) e ) ) ) e )
k=(2,1.73)
o o o o o o

-2

Figura 4.6: O ponto y = (2.5,2.598) nao é o ponto mais proximo de z.

Em se tratando da decodificagcao em A, iremos trabalhar na préxima secao com
duas formas de algoritmo para decoficacao, no primeiro algoritmo, mostraremos uma
decodificacdo em A,, por classes laterais e no segundo tomaremos um ponto z € R"*+!
e iremos decodifica-lo no plano de coordenadas inteiras de soma igual a zero, ou seja,

no A,

Decodificando por Classes Laterais

Suponha que L seja um reticulado (ou de fato qualquer conjunto de pontos) que é

a unidao das classes laterais de A:

—1
L=Jri+n).
i=0
Se tivermos um algoritmo eficiente para decodificar em cada uma das classes laterais
de A, podemos resolver o problema do vetor mais proximo neste reticulado resolvendo
sub-problemas em cada classe lateral e considerando o vetor mais préoximo dentre os

candidatos obtidos.

Exemplo 4.2 Vamos encontrar o ponto de Ay mais prozimo de v = (1.7,2.3) .



4.3 O problema do vetor mais préximo nos reticulados A,,. 61

Analisando o grdfico .7, percebemos que o reticulado hexagonal € a uniao de um

subreticulado retangular I' e um transladado denominado classe lateral C.

o] (] (o] q o] o] o] o (¢}
[ ] (] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ) )
(o] (o] (o] o] Ox(1_7, é)S) (o] (o]
2
1(0; 1.73)
[ ] o [ [ ] [ ] ® L]
o] (o] (] o] o] (o] (o] o
0 (1,0)
— o0 ® ° o o
-2 0 2 4
o] (o] (o] o] o] (o] o] (o]
[ ] (] _2" [ ] [ ] [ ] ] o

Figura 4.7: Reticulado hexagonal A,.

Na figura:
o O subreticulado I' C Ay € gerado pelos vetores <(1, 0), (O, \/§)>
2072

o C ¢é a classe lateral ' +1r, com C C Ay er = <l ﬁ)

Observe que a decodificacao em I' pode ser feita por arredondamento na base, jd que
0 mesmo € ortogonal.

Assim sendo, devemos resolver o sistema
(1,0) - a+ (0,V3)-b=(1.7,2.3)

de onde obtemos

a=17 e b=1.32

cujo arredondamento € igual a [a| =2 e [b] =1.

Multiplicando o resultado obtido pela base teremos

(1,0) -2+ (0,v3) -1 = (2,V3)
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Com isso, concluimos que (2,\/3) € o primeiro candidato a vetor mais prorimo de

(1.7,2.3), vamos chamd-lo de y;.

V3

Para a classe lateral C =1 +r,com r = <%, 5 ) usSamos a erpressao,

Yo=0¢+7r

onde ys € um sequndo canditado.

Inicialmente vamos calcular ¢, de onde temos v = (1.7,2.3) e r = (

(0.5,0.867).

ﬁ):
2

1
29
e facamos x —r = (1.7,2.3) — (0.5,0.867) = (1.2,1.43)

e resolvemos o sistema

(1,0) - a+ (0,V3) - b= (1.2,1.43)

de onde obtemos

a=12 e b=0.85

cujo arredondamento € iqual a

Multiplicando o resultado obtido pela base teremos
(1,0) -1+ (0,v3) -1 = (1,V3)

o Assim, temos que ¢ = (1,1/3)

Agora devemos fazer



4.3 O problema do vetor mais préximo nos reticulados A,. 63

Logo nosso sequndo candidado é

3 3v3

2712

Agora vamos fazer os cdlculos das normas e verificar aquele que possui a menor distdn-
cia.

|z — || = [](1.7,2.3) — (2,V/3)|| = 0.64
3 3v3
27 2

|z =l = [1(1.7,2.3) — | =035

Como o sequndo cdlculo possui menor norma, concluimos que (%, %3) = (1.5,2.59) € o

vetor mais prozimo de v = (1.7,2.3).

Na figura 4.8, apresentamos uma implementacao do algoritmo no software livre

scilab para a decodificacao de A,.

n decodificali?.sci - SciNotes

Arquive Editar Ferramentas Search View Documnent Execute 7

CEEE & ea 400

decodifical2. sd |

I Functian [vet_prox]=decodifical2(x]
p. A=T1,0:0,sqrtt3)1;

3 g1=[0.5;sqrt(3)/2];

4 y=round([x(1);x(2)/sqrt(3)]);

5 cl=A%y;

& Ri=x-o7;

7 yl=round([1(1]:3%1(2) /eqrt(3)]);
b3 cZ2=A*y1+ql;

g C=[cl,c2];

10 dl={x-cl)'*(x-cl);

11 dZ2=({x-c2) ' *(x-c2);

12 [9,k]=gsort([d1,d2]);

13 vet_prox = C(:,k(2));
14|endfunction

Figura 4.8: Algoritmo para decodificacao em classes laterais de Ay

Na figura 4.9 mostramos o funcionamento do algoritmo para dois vetores distintos,

dentre eles o vetor do exemplo 4.2.
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l Console do Scilab

Arquivo  Editar - Preferéncias Controle Aplicativos

ZEXo0 B A S @ &0

——>decodificak2 ([1.7;2.3])

ans —

j Ry}
2.5980762

——>decodificah? ([11.724;21.129])

ans =

1z.

20.78461

Figura 4.9: Decodificagao em A, de dois vetores distintos.

Assim como em Z? o fator "tempo de decodificacaono A, foi estudado, para isso,
também foi criado um algoritmo denominado rodadecodificaA2. Este algoritmo pode

ser visto na figura 4.10.

I rodadecodificali2.zci - SciMotes

Arqyiv_o ___I_Editar F_Erram_entas ée_arch WView Qo_r_:_u_ment Execute 7
CDE =B S 6 k0| &

rodadecodificas 2.sa |

function [tempo]=rodadecodificaA2(num_max)
tic(d;
for =1 num_max
w=10*rand(2,1)-10*rand(2,13;
decodi ficalz (x);

and
tempo=toc();
endfunction

D0 00 U s W

Figura 4.10: Algoritmo rodadecodificaA2 que analisa o tempo de decodificagao.

Este algoritmo tem a variavel de entrada num_max onde é computado o tempo para

fazer num_max decodificacoes do Ay para tirar uma média. Na tabela 4.2, fazemos uma
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andlise da eficiéncia do algoritmo no que diz respeito ao niimero de decodificagoes

em um certo tempo.

‘ Nimero de decodificagoes H Tempo H

100 0.16

1.000 0.062
2.000 0.109
3.000 0.171
4.000 0.172
5.000 0.234
6.000 0.25

7.000 0.328
8.000 0.359
9.000 0.374
10.000 0.406
50.000 1.981
100.000 4.009
500.000 19.75
1000.000 39.499

Tabela 4.2: Tempo para decodificacao de 100 a 1000.000

Decodificacao pelo algoritmo que joga um ponto do R""! no plano de soma

zero.

O algoritmo foi obtido de Conway, J. H. e Sloane[4] (cap.20). Durante a sua cons-
trucao é importante o seguimento de alguns passos. Veja:

Passo 1: Dado z € R"! calcule s = > x; e substitua x por

Observacao 4.2 O passo 1 projeta x em um ponto =’ dentro do hiperplano > x; =0

contendo A,. Entio [2'] é o ponto mais prézimo de 2" até x'.

Passo 2: Calcule [2'| = ([zg], ..., [2],]) e o discriminante A" [z}].
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Passo 3: Selecione 2y numa ordem de valores ascendente de d(z}) (definido no passo

2). Obtemos uma reorganizagao dos nimeros 0, 1,2, 3, ..., n, onde ig, i1, ..., i, tal que

Passo 4:

e Se A =0,[z'] é 0 ponto mais proximo de A,, até x.

e Se A > 0, o ponto mais proximo é obtido subtraindo 1 das coordenadas
(xgoj - ’V:L.;AflJ )
e Se A < 0, o ponto mais proximo é obtido adicionando 1 das coordenadas

25 s |
in] in—1]7""" ln—A+1 | °

Observacao 4.3 Os passos 3 e 4 fazem as mudan¢as menores necessdrias a norma
, e
de [2'] afim de que > [x}| diminua.

Vamos ver a implementacao no software livre scilab para a decodificacdo de Ay na

figura 4.11.



4.3 O problema do vetor mais préximo nos reticulados A,,.

. decAZsloane.sc - SciMotes

Arquive Editar Ferramentas Search View Document Execute 7

Y S EEIL LA YEL B 1R

|
decAsloane, sc

1 |function [vetor_decod]= decAZsloane(x)

2 A=[1,0,0;0,sqrt(2)/sqrt(3),-1/sqrt(3);0,1/sqrt(3),sqrt(2)/sqrt(3)];
3 B=[sqrt(2)/2,0,-sqrt(2)/2;0,1,0;sqrt(2)/2,0,sqrt(2)/2];
4 ¥xi=1nv(B)*inv(A)*sqri(2)*x;

5 s=xi'*[1;1;1];

5 wWl=xi-s/3%[1;1:1];

7 w=round (1) ;

a delta=w'*[1;1;1];

g if delta == 0

10 W=}

11 else

12 erro=x1-w;

13 [erro_novo,k]=gsortierral;

14 x1_ord =[x k(500521 (k200521 (LD T
15 wl=round(x1_ord);

16 if delta = 0

17 for i=1:delta

13 wl(i)=wliJ-1;

19 end

20 end

71 if delta < 0

22 for 1 = 1:-delta

23 wl(d-1)=wl(d=1)+1;

24 end

25 end

25 va=wl;

27 end

25 vetor_decod =1/sqrt(2)*A*B*v3;

29|endfunction

30

Figura 4.11: Algoritmo para encontrar o vetor mais proximo de Ay



4.3 O problema do vetor mais préximo nos reticulados A,. 68

Vamos observar o funcionamento deste algoritmo para dois vetores distintos.

. Console do Scilab

Arquive Editar Preferéncias Controle Aplicativos 2

FEADOBALS S = &®

—=>dechZslgane ([1.7;2.3;0])

ans =

1.5
2.5980762
- 2.220D-1%

——>dechZsloane ([5.876;106.604;0])

ans =

5.5
106.52112
- 3.553D0-15

Figura 4.12: Decodificacao em A, de dois vetores distintos

Assim como nos anteriores, para este algoritmo também foi criado um outro algo-
ritmo que analisa o fator "tempo de decodificacao". Este algoritmo foi denominado

rodaAZ2sloane e pode ser visto na figura 4.13.

. rodat2szloane.sci - Scillotes

Arquivo Editar Ferramentas Search View Document Execute 7

ECEEEERE AR

| rodaAzsloane.sd |

1 |'Fur'|-:t'i-:-r| [tempo]=rodaAzs]ocane (num_max)
2 tic(;

3 for 4= 1 num_max

4 w=10*rand(2,1)- 162,10
5 x=[2¢;0] ;

g decAZsloana(3) ;

7

= |end

g |tempo=toc();

10|endfunction

14

Figura 4.13: Algoritmo rodaAZ2sloane que analisa o tempo de decodificagao.
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Observe a tabela 4.3 que analisa o nimero de decodificagoes em um certo tempo.

‘ Nimero de decodificagoes H Tempo H

100 0.031
1.000 0.109
2.000 0.171
3.000 0.265
4.000 0.343
5.000 0.39

6.000 0.483
7.000 0.561
8.000 0.64

9.000 0.702
10.000 0.811
50.000 3.885
100.000 7.753
500.000 38.985
1000.000 78.234

Tabela 4.3: Tempo para decodificacao de 100 a 1000.000

Assim, concluimos que para n = 2 temos Ay é melhor decodificado usando a deco-

dificacao por classes laterais.

Generalizacao do algoritmo que joga um ponto do R""! no plano de soma

zZero.

Na figura 4.14 mostramos, utilizando o software scilab, um algoritmo generalizado
que encontra o ponto mais proximo de A, a um ponto dado .
Na figura 4.15 mostramos o funcionamento do algoritmo para quatro vetores distin-

tos de dimensoes distintas.
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ec s (Chlsers ocuments rial para a Dissertacao
decodificatun.sc (CAL AOAD) ‘Material p i o1

Arquive Editar Ferramentas Search View Document Execute 7

CEE& S el D0|®

decodificadn.sci (Clsers\DiDocuments\Waterisl para a Dizseracioprograms_s

1 |function [vetor_decod,ml]= decodificafn(x)
2 | [nl=Tength(<);

3| n=n-1;

4| s=x'*anes(n+1,1);

| %1 =3 - (s/(n+1))%ones(n+l, 10
& | w=round(<1);

7| delta=w'*cnes(n+l,1);

g| 1f delta == 0

g W=}

10| else

11 erro=x1-w;

12 [erro_novo,k]=gsort(erral;
13 if delta = 0

14 for j=1:-delta

15 cord=k(j);

16 w(cord)=w{cord)+1;

7 end

15 else

19 for j = 1l:delta

20 cord=k(n+2-17;

il wicord)=w{cord)-1;

22 end

23 end

24| end

25| vn=w;

26| vetor_decod = wn;
27)endfunction

28l

Figura 4.14: Algoritmo para a decodificacao de A,
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B Console do Scilab

Arquive Editar Preferéncias Controle Aplicativos 7

ZB 450 BAE B S e®

-->decodificaln ([ - 1.49679 ; 3.2955387; 0.8672379;1.5620896,1.41306637-1.4573837;1.9329236,8.0633532;-6.413956186])
ans =

AP MO P O MM

<

-->decodificalAn ([ - 5.49672 ; ©€.2955387; 0.8672379;0.5620886,1.4130663;-1.4573837,;1.89329236,;8.0633532;-6.4195616;-0.87654678; 1.74510087])
ans =

R - -

]

1
Sl

-->decodificaln([7.0633532;-6.4195616,-2.87654678; 1.T74510087; 13.0021345; -0.1548876; 0.3100987])

|
oo o;

—-->decodificaln ([0.0633532;2.4195616;-5.87654678])

——>|

Figura 4.15: Decodificagao em A,, para quatro vetores distintos de dimensoes distintas.
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Na figura 4.16 é mostrado o algoritmo responsavel pelo fator "tempo de decodifi-
cacao".

BB rodafn.sci (C\Users\D\Documents\Material para a Dissertagio\prog

Arquive Editar Ferramentas Search View Document Execute 7

LEE®E S a6 &E0 &

| decodificatn sa | rodan.sd |

andfunction

1 |'Fun-:_ in [tempo]=rodasn(num_max, dim)

2 el

3 for 4= 1 : num_max

|4 ¥=10*rand (dim+1, 1)-10* rand(dim+1,1) ;
g decodificatn( x J;

[ and

7itempo=toc(];

8

(k=]

Figura 4.16: Algoritmo rodaAn que analisa o tempo de decodificacao.

Este algoritmo tem a variavel de entrada num max onde é computado o tempo
para fazer num_ max decodificacoes do A,, seguida da varidvel dim que representa a
dimensao em que esta ocorrendo a decodificacao.

Na tabela 4.4, fazemos a andlise do niimero de decodificagoes em relagao ao

tempo tomando como exemplo a dimensao 10.

’ Nimero de decodificagoes H Dimensao H Tempo H

100 10 0.11
1.000 10 0.056
2.000 10 0.097
3.000 10 0.147
4.000 10 0.185
5.000 10 0.236
6.000 10 0.28
7.000 10 0.324
8.000 10 0.37
9.000 10 0.41
10.000 10 0.46
50.000 10 2.238
100.000 10 4.436
500.000 10 22.298
1000.000 10 44.642

Tabela 4.4: Tempo para decodificacao de 100 a 1000.000
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Agora vamos investigar como o tempo de decodificacao cresce, quando a dimensao
aumenta no reticulado A,. A tabela 4.5 mostra o comportamento do tempo de 1000

decodificacoes em dimensoes distintas.

‘ Nimero de decodificagoes H Dimensao H Tempo H

1.000 5 0.055
1.000 10 0.064
1.000 20 0.079
1.000 100 0.09
1.000 200 0.127
1.000 300 0.169
1.000 400 0.196
1.000 200 0.236
1.000 1.000 0.425
1.000 2.000 0.843
1.000 3.000 1.283
1.000 4.000 1.733
1.000 5.000 2.204

Tabela 4.5: Tempo para fazer 1000 decodificacoes nas dimensoes: 5, 10, 50, 100, 200,
300, 400, 500, 1000, 2000, 3000, 4000 e 5000

Tempo gasto para fazer 1000 decodificacdes no
reticulado An em fung¢do da dimensé&o

25

15

Tempo em segundos

a 1000 2000 3000 4000 5000

Dimensdo
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4.4 O problema do vetor mais préximo nos reticulados

D,,.

Dado z € R", o ponto mais proximo de D, é qualquer uma das fungoes f(x) e g(x)
que possua soma de coordendas par ( uma tera soma impar e a outra soma par). Se x
é equidistante de dois ou mais pontos de ID,, esse procedimento produz um ponto mais
proximo que possui norma menor.

Este procedimento funciona porque f(x) é o ponto mais proximo de Z" até = e
g(x) é o segundo ponto mais proximo. f(z) e g(z) diferem por uma e exatamente uma

coordenada, e entao, exatamente Y f(x;) e >_ g(z;) é impar e a outra par.

Exemplo 4.3 Encontre o ponto mais proximo de D, até
x=(0.6,—-1.1,1.7,0.1) .

Calculamos f(z) = (1,—-1,2,0) e g(z) = (0,—1,2,0), desde que a primeira coor-
denada de © seja a mais distante de um inteiro. A soma das coordenadas de f(x) é
1 —142+0=0 que € par, enquanto que a de g(x) €0 —1+24+0 =1, que € impar.

Portanto, f(x) é o ponto de Dy mais prozimo de x. Para ilustrar como os empates $ao

(1111
*=\227232 )

De fato x estd agora equidistante de oito pontos de Dy, isto é (0,0,0,0), qualquer

calculados, suponha

permutacao de (1,1,0,0), e (1,1,1,1). O algoritmo calcula

f(z) =(0,0,0,0), soma=0, par,
g(x) =(1,0,0,0), soma =1, impar,

e seleciona f(x). Realmente, f(x) possui a menor norma dos oito pontos vizinhos.

O algoritmo consome em torno de 4n passos para decodificar D, [4].
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Vamos ver a implementacao do algoritmo utilizando o software livre scilab para a

decodicacao de D,, na figura 4.17.

Figura 4.17: Algoritmo para decodificacao em D,

O fator "tempo de decodificacao"é calculado por meio do algoritmo

rodaDn da figura 4.18.

Figura 4.18: Algoritmo rodaDn que analisa o tempo de cada decodificagao.

- decodificaDn.sci - SciNotes

Arquivo Editar Ferramentas Search View Document Execute 7

CEEB & a0 &
decodificabn.sd

function [vetor_decod]= decodificaln(x)
H=x-Heps;

if (s/2-round(s/2)) ==
vetor_decod =x1;
else
arro=abs(x-x1);
10 [n,k]=ma<(

s 4 S o R W O W i S )

11 v=x(k]); posicdo-k
12 ifwv o<

13 a=

14 alse

15

16 end

17 x1(k)=q;

18 end

19 vetor_decod = x1;
20|endfunction

21

B8 rodaDn.sci - SciNotes

Arquivo Editar Ferramentas Search View Document Execute

CEE®a/esXcOl®

Lde_eoc.ﬁﬁaﬂp_:_sci | rodaDn.sd |

tempo=toc();
endfunction

1 Function [tempo]l=rodaln{num_max,n)

2 Ehoedy

3 for 1= 1 num_mnax

4 »=10*rand(n,1)-10*rand(n,1);
5 decodificabn( = J;

& and

i

a8

o

denominado
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Na figura 4.19 mostramos o funcionamento do algoritmo para trés vetores distintos

de dimensoes distintas.

n Console do Scilab

Arquive Editar Preferéncias Controle Aplicativos 7

ZB 400 BAE B = &@

——>decodificaDn([1.17;1.471.2;4.7;8.1;-0.12])
ans =

Mmoo e e

0.

——>decodificaDn([7.0633532;-6.4195616;-2.87654678; 1.74510097; 13.0021345; -0.1548376; 0.3100387])
ans =

oW -l el

13.
0.
0.

——>decodificaDn([ - 1.49679 ; 2.2955387; -0.8672379;1.5620896;0.4130663;-1.4573837;7.9329236:9.0633532;:-4.4195616,-2.87654678])

ans =

Wb oo

Figura 4.19: Decodificacao em D, para trés vetores distintos de dimensoes distintas.

Quando n = 2 ou 3, Dy é semelhante ao Z2, e Dy é isométrico a Ag, onde neste
ultimo caso a melhor decodificacao acontece pelo algoritmo 3. Nas tabelas seguintes,
faremos uma comparacao entre o tempo de decodificacao entre estes reticulados.

A tabela 4.6 compara os algoritmos correspondentes a Z2 e .

| Ntmero de decodificagoes (Z?) || Tempo || Nimero de decodificages (IDy) || Tempo |

100 0 100 0.01
1000 0.016 1000 0.056
10000 0.093 10000 0.325
50000 0.406 50000 1.529
100000 0.796 100000 3.062

Tabela 4.6: Tabela para o tempo de decodificagao
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Observando a tabela 4.6, podemos concluir que o algoritmo de decodificacao para
Z? & mais eficiente do que o algoritmo de decodificacdo para Ds.

Agora vamos observar a tabela 4.7 que compara os algoritmos isométricos Az e Ds.

| Ntmero de decodificagoes (As) || Tempo || Namero de decodificagdes (D3) || Tempo ||

100 0.008 100 0.01
1000 0.055 1000 0.038
10000 0.403 10000 0.312
20000 1.903 50000 1.514
100000 3.904 100000 3.071

Tabela 4.7: Tabela para o tempo de decodificagao

Conforme citado antes, se analisarmos a tabela 4.7 a melhor decodificacao acontece
pelo algoritmo Djs.

Um objetivo importante a ser estudado é a anélise do que acontece quando a dimen-
sao do reticulado aumenta. As préximas tabelas e graficos nos dardo uma comparacao
entre os reticulados A,, e D,,.

Iniciemos pela tabela 4.8 que mostra 1000 decodificagoes em D,, de dimensoes dis-

tintas.

‘ Nimero de decodificagoes H Dimensao H Tempo H

1.000 5 0.044
1.000 10 0.047
1.000 20 0.054
1.000 100 0.058
1.000 200 0.066
1.000 300 0.074
1.000 400 0.077
1.000 200 0.098
1.000 1.000 0.116
1.000 2.000 0.192
1.000 3.000 0.258
1.000 4.000 0.336
1.000 5.000 0.44

Tabela 4.8: Tempo para fazer 1000 decodificacoes nas dimensoes: 5, 10, 50, 100, 200,
300, 400, 500, 1000, 2000, 3000, 4000 e 5000
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Tempo gasto para fazer 1000 decodifica¢des no
reticulado Dn em func¢do da dimensao

0,5

045 +

04

0,35

03

0,25 *

032 *

Tempo em segundos

0,15

01 +
**
005 ¥

0 1000 2000 3000 4000 5000

Dimensdo

Com base no comportamento dos graficos, concluimos que é linear o crescimento do

tempo de decodificacao quando a dimensao aumenta em ambos os reticulados A,, e D,,.
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Consideracoes finais e

perspectivas futuras

Como direcgoes alternativas para um prosseguimento deste trabalho, podemos sugerir

algumas extensoes e aplicacoes dos resultados como se segue:

e a construcao de algoritmos para o outros reticulados raizes nao citados neste

trabalho, como a familia [E,, e o reticulado de Leech.

e a possibilidade para apresentar uma possivel (e importante) aplicacdo para o
problema da decodificagdo em reticulados que diz respeito aos recentes progressos
em criptografia, sobretudo alguns criptossistemas baseados em reticulados. Existe
a possibilidade de explicar de modo geral o que é a criptografia poés-quantica,
isto é, a criptografia segura perante Computadores Quanticos e apresentar as
ideias principais de como os reticulados podem ser utilizados para geragao de

criptossistemas resistentes a um ataque de computador quantico.

e estudar outras aplicacoes de algoritmos eficientes para decodificagao em reticula-

dos, como por exemplo, na transmissao de sinais em telecomunicacoes.
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