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1 - INTRODUCAO :

O estudo em simulagio numérica de ondas propagandc em
maelios acusticos n3o limitados tem sido largamente desenvolvido
devido a sua relevancia em problemas de interesse geofisico.
Este fendmeno fisico ¢ modelado matematicamente por uma
equagdo diferencial parcial.

Na busca de soclugdes para esta equagio ¢ preciso
introduzir fronteiras artificiais por causa da capacidade
finita do computador. Com a introduc3oc destas bordas ao modelo
s3o necessarias condigBes de fronteira para garantir uma
solugdo Unica. A utilizag83o de condigBes do tipo Dirichlet ou
Neumann geram reflexdes na fronteira, fazendo com gue as
solugB®es geradas n3doc sejam compativeis com o fendmenc fisico
simul ado.

Existem distintas formas de +tratar o problema de
reduzir estas reflex8es. James Sochack et al [18] sugerem a
adi¢gdo de um chogue absorvente na equagdo de ondas na na
regiic vizinha aoc modeloc, de modo que condigBes do tipo
Dirichlet ou Neumann podem ser usadas.

Moti vados  por esta sugest3oc e vislumbrando uma
possivel solugioc do problema acrescentando posteriormente na

equag3io © termo de amortecimento, partimos para o estudo
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numérico da equa¢gfio de ondas restrita a um dominioc retangular
e com condi¢BSes de fronteira do tipo Dirichlet.

Na investigag3io de técnicas numéricas usadas nas
aproximag@es das solugBes de equag¢Bes diferenciais parciais
encontramos os métodos variacionais dos Residuos Ponderados,
aplicaveis a uma extensa classe de equagles.

Nesta técnica o problema ¢ posto em uma forma
variacional equivalente e a solu¢io aproximada & assumida como
uma combinag3c de fungBes testes. Assim, o problema é
substituido por uma sequéncia de problemas de dimens3c finita
de resoclugdo automatica, gerando fun¢gSes que supostamente
convergem para a equa¢d3oc original.

Na literatura especializada ¢ possivel encontrar
resultados que fornecem critérios para a avaliagio das
sol ugdes aproximadas obtidas por distintos mé&todos
variacionais, entre os quais podemos destacar : o método de
Galerkin, o método de Rayleigh-Ritz, o método dos Quadrados
Minimos @ © método da Colocagdo.

A meta inicial gque adotamos foi estudar com mais
cuidade o método de Galerkin juntamente com a técnica dos
Elementos Finitos, que usa polinémios por partes como escolha
das fungBes testes.

Apesar da eficiéncia comprovada deste método, o

objetivo deste estudo ¢ auxiliar na compreens3c da técnica que
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combina o método de Galerkin com Dire¢Bes Alternadas [(08],
escolhida para o tratamento numérico do problema.

Esta escolha é devida principalmente aos resultados
obtidos por este método em (10}, na resolugdo do problema
usando elementos lineares na base dos Elementos Finitos.
Segundo Fernandes [10], c método de Galerkin apresenta
dificuldades quanto ao espago de memédria disponivel, tanto a
nivel de micro-computadores pessocais tipo IBM-PC quanto no
computador VAX/VMS versioc 4.5 da UNICAMP; os métodos da
ColocagXo Natural com B-Splines e Colocag3o Ortogonal nos nés
gaussianos da partigic apresentaram problemas de instabilidade
numérica.

Isto posto, partimos para a implementagfo
computacional do método de Galerkin com Direges Alternadas
usandc polinémios de Hermite Cdbico na base do Elemento
Finito, no intuito de obtermos melhores aproximagdes.

Em seguida, modificamos adequadamente esta
implementagfo de maneira a incluir o termo de amortecimento na
equa¢3o, conforme os objetivos iniciais.

Mostramos também os testes realizados e os resultados
obtidos, assim come as conclus@es e sugestBes a trabalhos

futuros.
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CAP. 2

2 - METODO DE GALERKIN

21 - INTRODUCAO

Neste capitulo deduziremos a equagZo de propagagio de
ondas, para o© problema das vibrag®es de uma membrana
horizontal distendida, e mostraremos as idéias fundamentais
sobre como obter aproximagSes para a solugio desta equagio,
usando o método de Galerkin. O objetivo do estudo deste método
¢ ajudar na compreens3oc do tratamento numérico aqui usado -
gque ¢ uma combinag3o do m$todo de Galerkin com o de Direg¢des
Al ternadas.

Na segZo 2.3 encontra-se a formulagio a partir da gual
se constroli uma solug®o discreta bem como os espagos vetoriais
necessarios a correta definigdoc do problema. As demonstragdes
das proposig¢gdes contidas nesta se¢cio estio desenvol vidas
em {14]. Em seguida, apresentaremos os métodos de Galerkin
continuo e discreto no tempo, sugerideos em [08], e os espagos
de aproximagiEoc normalmente utilizados. Para o© método de

Galerkin discreto no tempo sera feita uma estimativa de erro.
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CAP. 2

22 - EQUACAO DE PROPAGACAO DE ONDAS

Considere uma membrana horizontal distendida em todas
as dire¢gSes por meic de uma tensfiioco T (por unidade de
comprimento). Vamos supor que os pontos desta membrana podem
ter somente deslocamentos transversais (verticais) e que, além
da tens3o T, n¥o haja nenhuma outra forga horizontal atuando
socbre a membrana. Suponha também que a membrana niIc oferega
resisténcia ac deslocamento de modo que o vetor de tensio T é
fung3do de x e y.

Seja ulx,y,t) o deslocamento da membrana e C a
projec3oc de certa parte da membrana no planc (x,y) com
fronteira S. Para a deduglio da equagloc das oscila¢Bes da
membrana, apligque o teorema do incremento da quantidade de
movimento : a variagio da quantidade de movimento & igual ao
impulso das componentes verticais das forgas de tens3do e das
forgas externas, F(x,y,tD. Desta forma, obtemos a equagdo das

oscila¢gB®es da membrana na forma integral [22]

guCu,y,t > guCu,y,t D -
J [ FC 2 3T 1 ] K%,y dxdy
t t
2 au 2
= J. J T on dsdt + J‘ J F dxdydt c2.1>
t C
1 1
. ) o du
onde p{x,y) & a densidade superficial da membrana e T an a
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CAP.2

componente vertical da tensio.
Para passar para a equa¢fo diferencial da membrana, é
precisoc supor que a fungiio ulx,y,td) possua derivadas segundas

continuas. Usando o teorma da Divergéncia {12), a integral de

contorno que aparece em (2.1) se transforma em uma integral de

superficie, ou seja,

du
j T p ds J V.C(TVud dxdy.
C s

Consequentemente, a equagdo das oscila¢gBes da membrana se

reduz a seguinte forma

t

2 2
J J [ 0 2Y _gcvw - F ] dxdydt = O cz.2>
atz

1

Aplicando o© teorema do valor médico e tendo em conta a
arbitrariedade nas escolhas de S e do segmento de tempo
Ct1’t23' podemos concluir que a expressic entre chaves em

(2.280 ¢ identicamente nula. Assim, chegamos a equag¢do

de propagag¢3oc de ondas
o ’u
ot 2

onde p(x,y) é a densidade de superficie da membrana e F(x,y,tD
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CAP. 2
a densidade das forgas externas. Ne nosso trabalho,
estudaremos os casos onde a equag3o de propagagio de ondas
pode ser escrita na forma

azu
—F = V9.CcVud - ¢ 2.3
at

onde clx,yd TCx,yd/p, com densidade superficial p
constante, e fix,y,t> ¢é a densidade de forga.

A fungdo u = ulx,v,td deve satisfazer certas condig¢gdes
no contorne. Portanto, tomaremos a condig3io de Dirichlet nula,
u = 0O no contorno para qualquer t, o que significa que as
bordas da membrana est3o fixas. Finalmente, o© movimento da

membrana sera& determinado pelas condigBes iniciais, que

indicam o© deslocamento inicial da membrana e a velocidade

inicial
ulx,y,0> = UOCx,y)
dulx,y,0> = u1Cx,y)
at

23 - FORMULACAO FRACA

A equagio de propagagio de ondas foi obtida a partir
de uma eguag3io integral, dada pela express3o (2.1). O fendmeno

fisico esta matematicamente Trepresentado por esta egquagio e,
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CAP. 2
portanto, seria possivel tentar resolvé-la diretamente para
obter a solug3o u. Entretanto costuma-se supor que u tenha
mais regularidade para gque seja possivel construir a
formulag3o classica da equa¢gXo diferencial equivalente (2.3).
Solug®es com tal regularidade, e que satisfagam a equag3o
pontualmente, reguerem hipéteses adicionais e artificiais
sobre os dados do problema. Tais sclu¢g®@es sZo denominadas
classicas e foram estudadas por D’Alembert [11]. Porém existem
situagdes fisicas relevantes em que tais condigBes de
regul aridade s3o violadas. Para contorna-las, reformula-se o
problema de modo a admitir condi¢@es fracas sobre a solugio e
suas derivadas. Tal formulagd3c ¢ chamada Fraca ou Variacional
e foi, provavelmente, motivada pela forma integral da equag3o.
E precisamente esta formulagfoc que €& usada para construir as
aproximag8es da solugfo usando o método de Galerkin.

Para tornar mais clara a nogio de solugio fraca da
equagio diferencial hiperbdélica de segunda ordem s3do
necessarias algumas consideragdes sobre Distribuicg¢Ses

Vetoriais e a defini¢io de espagos de Sobolev.

231 - DISTRIBUICOES

Antes de introduzir' o© conceito de Distribuig¢do,
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CAP. 2
define-se a nogiic de convergédncia para sucessBes de fun¢BSes em
C‘:CQD. que € o© espago vetorial das fung@es infinitamente

derivavels em ()}, com suporte compacto contide em Q, um aberto

do le.
NOCKO DE CONVEIRGE.‘NCIA EM C:CQ)

Diz-se que uma sucessio { u_ > de fungBes de C:tQ)
converge para zero, gquando as seguintes condi¢gBes forem
satisfeitas
- todas as fung¢Ses u_  possuem seus suportes contidos em um
compacto fixo de ;

- a sucessdo < u_ > converge uniformemente para zero em ,
Jjuntamente com todas as suas derivadas.
Uma sucess3c { u 2> de fungdes de C:tﬂ) converge para

n

uma fungdo u de Cth), guando a sucessio < u - u > converge

para zero no sentido acima definido.

ESPACOS DE DISTRIBUICBES :

o] espago vaetorial C:EOD com esta nog3o de
convergeéencia, denomina-se © espago das fungdes testes,

representado por DCD.

Uma Distribuig¢3io T socbre (3 ¢é um funciocnal linear e
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CAP.2
continuo no sentido da convergéncia definida em D((D. O espago
das Distribui¢Bes sobre 1, D (D, & o dual de DCD. Como
exemplo, seja 2 um aberto do R e u e Llogm. espaco vetorial
das fun¢gBes localmente integraveis em Q. A forma linear Tu

definida em D({D por

TuC ¢ = J ulx, ydelx,y) dxdy
Q
¢ uma Distribuiq:;o socbre ). Neste espago vetorial D*C(D. uma
sucessdo < 'I'n > de Distribui¢g@es sobre 0 converge para uma
Distribui¢%o T sobre Q, quando para toda fung3o o € DD, a
sucessio numérica TnC ¥ D converge para © numeroc real TC(C ¢ O.
Seja T uma Distribui¢do sobre wum abertec O do R®?.
Dencomina-se derivada primeira de T em relagdo a X i=1,2, ao
funcional representadc por _6L e definide em DCD  do

seguinte modo

e
-6
v
]
|
=
N
Q@
h]
v

R
g

para toda p € D(D. Pode—se mostrar gque toda Distribuigdo ¢
derivavel e sua derivada ¢ wuma nova Distribuig3do. Seja
k=Ckl,k2> wum vetor de numeros inteiros nAo negativos e
[k |=k1+k2. Define-se a derivada de ordem |[k] de uma
Distribuig¢3c T sobre um aberto 1, como sendc © funcional

DT definido em DCD por
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CAP.2

okt = al*l 1 o> c- ¥l ¢ slxl o s

k 2
o 1oxk axkiaxkz
1 2 1 2

para toda p em DC Q D.

232 - ESPACOS DE SOBOLEV

Seja O um aberto do R? e LPcod o espago das fungdes

mensuraveis f, definidas em Q com valores reais tais que
[ | £ |® dxd
xdy < +00
Q

Se f e LP¢®», define-se a norma de f em LPCQD da seguinte

forma

e, = J | £ |F dxdy >*%
L Q

Os espagos LPcod, 1 < p < +o , s3o de Banach e guando p=2,

L%cd & um espago de Hilbert com o seguinte produte interno

< f , g> = J f.g dxdy f,g e L%
Q

ESPAGOS DE SOBOLEV DE ORDEM UM :

Denomina-se o© espago de Sobolev de ordem um, e
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CAP. 2
representa-se por H’CCD. ao espago das fungBes Vv € L% tatis
que todas derivadas primeiras 0v/0x_‘. i=1,2, pertencem a
L’%cod. As derivadas devem ser entendidas no sentido das

Distribui¢Bes. Define-se o seguinte produto internoc em H'co

<u, v >H1 = J u. v dxdy + J Vu. Vv dxdy,
Q Q
para todo par u,v € H'¢d. o espago vetorial H'CD com esse
produte internc é um espa¢go de Hilbert. Um subespago de H'cod,
gque sera necessario as condi¢Bes de contorno, & H;CQ)=< fel?,
af‘/ax_‘eLZC(D. i=1,2, e que se anulam na fronteira >. Pode-se
mostrar que H;CCD ¢ um espago de Hilbert. O espago vetorial
das formas lineares continuas sobre H;(Q), denomina-se o
dual de H;CQ), e escreve-se H_‘; este também um espago de

Hilbert.
ESPACOS DE SOBOLEV DE ORDEM r

C espago de Sobolev de ordem r sobre (3, Hcd, ¢ o
espago de todas as fungdes cujas derivadas, no sentido de

distribui¢des, de ordem menor ou iqual a r pertencem a L%

Define-se a norma de u em H (D da seguinte forma
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CAP.2

1/2

- J 2
Hadl, = | ) el
I J |'S r

Define-se o espago de Sobolev H;(QD como saendo o fecho
de C:kQ) com respeito a norma || u ||r. Pode-se mostrar que

esta norma em H CD & equivalente a norma

172

j 2
Holle= | ) 1Pl
s = r

233 - DISTRIBUICOES COM VALORES VETORIAIS

Considere 1< p < +0 e um espago de Hilbert real AL
Representa—-se com LPCO.T;JD, 0O < T < +m, o espago das fun¢des

vetoriais v: (0,12 ——e M , mensuravelis, limitadas e
1.} —_— v {e)

tais que

II v Il : O, — 15

t —_— I! v ILM

pertence a LFCD . Define-se em LPCO.T;JD a norma

T

P 1/p
l v I = J vi(s) l ds
D U T [ 12 10k
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CAP. 2

Caso p = +m, a norma em LmCO,T;.AD ¢ dada por

“v” = supess“v(s) ”

LmCo,'r;.AD o<a<T M

e pode—-se provar qgque LPCO.T;.AD. 1< p £ +w, é um espago de
Banach.

Ao espago das aplicag@es lineares de DCO,TO em WM,
continua no sentido da convergéncia em [DCO,T>, LIDCO,.TO; M,
da-se o nome de Espago das Distribui¢®es Vetoriais sobre
0, T>. Como exemplo seja v € LPCO,T;.AD; uma Distribuig3o

Vetorial em DCO,T> em M pode ser definida da seguinte forma

T
YvC D = J v(sdepl(sd ds ¢ € DCO,TO
o

Dada qualquer Distribuigio Vetorial Y, define-se sua

derivada de ordem k por

para toda ¢ « DCO,TD.

234 - SOLUCAO FRACA PARA A EQUACAO DA ONDA

Considere o problema de determinar uma fungio

u=ulx,y,td definida em I x CO0,TD>, 0 abertc de R, que
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CAP.2

satisfaga as seguintes condigBes

-
u - V.CcYw = f em 0 x €O, T
a2

c2. 4> ) uCx,y,t> = 0 em 80 x CO,TO
ulx,y,0) = UOCx,yD em
Su/dtix,y,00 = u1(x.y) em O

.
onde O < c € clx,¥y> £ c < +w @ também sFo conhecidas as
mL N max

fungBes £, u, @ ui.O objetivo agora ¢ introduzir o conceito de
Solugdo Fraca da egquagldo diferencial. Multiplicando-se a

equagdo (2.40 por v e H;CQD e integrando-se com respeito a

variavel espacial em 2 :

J ’u v dxdy - J V.CcVud v dxdy = J f v dxdy
2
Q ot Q Q
Como V.(cVuwv = V. {veVuw -  cVu. Vv, pelo teorema da

Divergéncia [12] temos que

J V.(eVudv dxdy = J ¢ 8u .v ds - cVu. Vv dxdy
an

Q N Q

A primeira integral do ladc direito é nula pois Vv € H;(Ql

Logo, a equagdo torna-se
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CAP.2

u v dxdy + c Vu. Vv dxdy f v dxdy
a2

(9] Q O

Observe que esta equag¢io pode ser reescrita como,

é 4 u v dxdy + c Vu. Vv dxdy = £ v dxdy 2.8
at at
Q 19! 9]
Defina agora uma forma bilinear aCu,v) em H;(QDXH;CQJ,
aCu,vd = J cVu. Vv dxdy
9]
e, <f,g> = J fg dxdy, um produto internoc em L%con.

o

Logo, a equagio (2.8) se escreve sob a forma

8 < dultd,v> + alultd,vd = <fCLd,vw> “ v e H'Cm
a I ©
t € ¢O,TD
Portanto, podemos entender por Solugdo Fraca do
problema hiperbdlico, uma fungdo u: 6,70 — H;CQJ,
tal que
d < _duttd,v> + atultd,v> = <LfCtd,v>, ¥ v e H.(D,
at dat

sendo a igualdade entendida no sentidoe das Distribuig¢des sobre
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CAP. 2

CO.T>, ou seja, V v e H;CQ) e V oCtd € DCO. T,

T T T
d < d uCtd,vd>eltddt + | aCuCtd,vdectddt = | <fCtd,vdectddt
—at 4t

o] (o] [}

Nesta notag¢io, define-se o problema em sua Formul agZo

Fraca como
Dados f e L%o0.T;L%m>, u € H;cm. u e L%C», achar
u: 0, 70 —— H;CQ) satisfazendo as seguintes condig¢Ses

C1> u e LmCO.T;H;C(DD

¢ 2> u e L%o0,T;L%tod>
2 -1

Cc 23> u'’ e L%O,T;H >

C 4O drdt <u’Cid,vd + aCultd . vd = <FCLd,v>, V v e H;CQ)

ne sentido de D*CO.TB
¢ 5> uC0d = uoCx,yD
C &> uod = ulx,yd

com u’'Ctd) = d udtd u’’’Cid d” udtid

dt dtz

Podemos demonstrar que este problema possui solugdo
unica. © método da demonstragic, que esta apresentada na
referéncia [14], consiste em aproximar a solugio que se deseja
encontrar por solugdBes de problemas analogos, porém de

dimens3o finita. Para tal, usa-se o fato de H;CCD ser um
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CAP. 2
espago de Hilbert separavel. A dificuldade reside em se provar
que esta sucessfo de solugBes obtidas em dimensio finita,
converge para a solugio do problema colocado na sua formulag3o
fraca. A existéncia da solu¢gio aproximada resulta do fato ae
gue ela esta definida por um sistema linear de equag¢des
diferenciais ordinarias com valores iniciais, nas condig¢@es do
tecorema de existéncia de Cauchy (20]. Para se demonstrar a

unicidade, procede—-se da maneira usual.

24 - METODO DE GALERKIN CONTINUO NO TEMPO

Este método permite aproximar solugdes de equagdes
diferenciais parciais, postas em sua forma Variacional ou
Fraca. Ele consiste em definir formulagBes discretas, sobre
subespagos de dimens3o finita, que geram sequéncias de fungles
que supostamente convergem a solugio da equagdo diferencial. O
método de Galerkin sera aplicado para a equag¢3oc hiperbdlica
(2.4> cuja formulagio fraca pode ser resumida por

2
¢ Y U5 4 eV, IV > = < fav >, V V(L) € H;C(D

2

dt 0t < T
c2.6D 4
uC0> = uoCx,y)

u’Cod = uiCx,yD
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CAP. 2
A existéncia dos subespagos de aproximagIo A% < M vem
do fato de WA, H;C(D no nosso problema, ser um espago de

Hilbert separavel, ou seja, admite uma base {W‘)?ﬂenumeréval.

Seja J& gerado pelos N primeiros vetores de W,
{W’.Wz.....WN). O método de Galerkin continuo no tempo
consiste em encontrar uma fungio UCtD: [O0,T] ——» Ah’ duas

vezes diferencidvel em relagio a t, satisfazendo

d®u
< ——~;—,V > + < VU, VW > =< 1,V >, vV Ve m}
dt 0 <+ < T
2.7 1 WwWod = U Cx,y), lim U = u em Hco
om om o )
m > 0
U'Ccod = U (x,yd, lim U = u em LZCo®
im im 1
L m > ®
Escrevendo U(tD em fungio da base de A&,
N
uctd = E: n_‘C’(.)W,L
i=1
e substituindo esta expressio em (2.7) com V = Wi, i=1,...,N,
obtém-se o seguinte sistema de equagdes diferenciais
ordinarias,
A d%2  pctd 4+ B OAEd = glid 2.8
at?
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onde, A e B s3io matrizes definidas por

>
n

v

w

"

< W W >
v

o
1
T
o2
i}

< VW _ ,VIW_ >
v J

e, gltd e (td vetores da forma

gltd

[ £ Ctd 1} fCtd =< £,W >
L N L L

X4

fCLO C BiCtD Jnx1 ,

Pode-se mostrar que o sistema acima possui solugdo Unica para
cada escolha de UCO) e U'CO) [20]. A quest3io da convergéncia
das fungdes U(td, quandoc N 4+ o, ¢ tratada em varios livros
especializados,[08] e [21]. Também ¢ importante estabelecer
estimativas para o erro ||U-u|| em normas convenientes; em

[08] pode-se encontrar um estudo a respeito.

25 - METODO DE GALERKIN DISCRETO NO TEMPO

A idéia do método ¢ obter solugBes aproximadas para o
conjunto de equagles diferencias ordinarias 2.8,
discretizando a variavel t. Seja tu = MAt, onde At = T M, e
UMCx,y)=UCx,y,tM) a solugcfo discreta da equagio (2.7) no nivel
de tempo 'L“. Escrevendo UMCx,yD em fungio da base de .Mh,

tem—-se
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Mex,yd = E: 'n? W Cx,y)

Como aproxima¢3o para a derivada segunda em relag3o a

t, wusa-se, por exemplo, diferengas finitas centrais da

seguinte forma

dZU UM+£ M- 4

-z2u™ + U
catd?

Pode—-se agora estabelecer o métode de Galerkin discreto no

tempo
Achar UM e M% tal que, V V e.Mh,
+ 1 -1
< vt BUM2+ ™ LV o+ <eVUME ov > = ¢ £MK W cz. o
CALD
onde, oM = kUMt 4 UMH o+ -z
M = rex,t D
M
R Ve S o S L R e T 3

Em [08), temos que para K 2 14 este método € estavel
independentemente de At e #k' Substituindo em (2.9 as
expressdes para Mt oM e UMY em fun¢io da base de ﬂ%. com

V=W , i=1,...,N, obtém-se um sistema de equag¢dBes lineares, em
1

cada passo de tempo.
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CAP. 2
Para que esse método seja competitivo com o método de
diferengas finitas, ¢ preciso que ele apresente menos
dificuldades na obtengio das solugBes dos sistemas. A
construgdc dos espagos .Mh usando polindmios por partes garante
o sucesso do método pois fornece sistemas esparsos de
equagBes, cujas solugBes s3oc facilmente obtidas por técnicas
préprias. De fato, uma escolha apropriada das fungBes de base
de .Mh. produz em (2.98) sistemas que possuem estruturas de
banda. Quandc o espago de aproximagio 'Mh ¢ gerado por fungdes
que s3io polindmios por partes, o método de Galerkin ¢
denomi nado de método do Elemento Finito. Outros métodos
discretos no tempc podem ser vistos na referéncia [08) e, no
préximo capitulo, descreveremos o método que combina diregdes
alternadas com o processo de Galerkin.
Vamos apresentar agora os espagos conhecidos por
Splines ou polinSmios de Hermite por partes que tém sido
ampl amente utilizados pois possuem propriedades de
aproxima¢Bes e possibilitam a construg3o de bases locais. Seja
n : a=x1<x2<. . '<XN<XN+:=b uma parti¢io regular do intervalo
I={a,bl, com h=Cb-adN e I-=[x,x 1, j=1,...,N. Considere

3 J J+1

P CE)> o conjunto dos polin®mios em E de grau ne maximo s.
1]

Definimos o© espago linear, Mi( M, dos polindmios por partes

como
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M:CI'D = {v e k1> - v]; € P.CIJ,D ; J=1,...,N }

J

I

onde O £ k < s, v|I denota a restrig¢3io de v ao intervalo IJ_ e
3

Ck(ID represanta o conjuntoc das fun¢gBes com derivada até a

ordem k continuas em I. Como exemplo, considere o espag¢o dos

polin®dmios de Hermite por partes definide em I, H(m)CTD. como

sendo o seguinte conjunto de polin®mios por partes

ME™ Y em = {v e cC™ 1> vl, eP 1CIJ,J ;J=1,...,N }

Em particular, para m=2 temos o espago que foi utilizado nos
nossos experimentos computacionais, denominado espa¢o de
Hermite Cubico. Um elemento de HZCM & uma fungdo p € clc1d
.definida em cada subintervalo [ x-i » J de I1 por um polindmio

J+1

de grau 32 tal que

.
4 pex> = a®
Pl B J
dx
£
¢ pox > =a%®
SARENTS ! I+
k
L dx
onde k=0,1 e d(k) s¥o parametros interpolantes. E facil

verificar que existe em cada subintervalo [{x,x 1 um duUnico
polindmio interpolante nestas condig@es [08]. Denotaremos por
H(: 'cd o espago

H(M)Cﬂ) N < v / v se anula na fronteira >.
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Para estabelecer o resultade basico que fornece a
estimativas para o erro do esquema (2.8), discretoc no espago e
no tempo, torna—-se necessario apresentar o seguinte resultado
da teoria de aproximag@Bes por Splines [(09]: seja .Mh um
subegspago de dimens3o finita de HkCQD. Diz-se que .Mh é de
classe Sk’rCCD se para qualquer u € HjCCD, existir u e .Mh e

uma constante c, independente de h e u, tal que

IA

I} v -3 ], chj—[”u”J €2.10

com O < { <k e ¢ j <€ r. Assim, como exemplo, se .Mh ¢ de

classe S‘ r(Q) , tem—-se

t=o w-Sql, = cn []u]l]
£=1 =Sl = ep™ JJu] .
ou seja, as aproximagdes sJo da ordem de h', OCh'D, para

fungdes U € Hcoo. Anal ogamente, .Mh < HkC(DhH:C(D ¢ de classe

Sko (L se (2.100 acontece para u € HJC(DﬁH;CCD. Portanto,
r

estas propriedades dos espagos de aproximag¢io th se relacionam
com o estudo da ordem de precisio do método de Galerkin.
Os espagos H‘:’CI’I) possuem a propriedade de que para

gualquer fung8c u e HCID> n H;(I) existe U € H(:)CI'D e uma

constante ¢, independente de h e u, tal que
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CAP. 2
] o u -S> ] .= e n | Du | €2.11>
L® IL’ '
para todo O £ ¢ €< m e ¢ £ jJ < 2m. Portanto, para cada m,

W:Tﬂ) ¢ uma familia de espagos de classe SmomfID. Para os

espago de Hermite Cubico (m=2> temos
L =0 || v - u Il , S ¢ B || u Il ,
L L

ou seja, as aproximagBes sFo da ordem de h‘. O(h‘). para

funcBes u < H‘CI)nH;cm,

=1 || DXu - ® [} . < < ™ |} Du ||
L? L?

isto &, a aproximagio da derivada ¢ da ordem de ha, CKh%L
para fungdes u € PﬂCI)hH;CQD. No teorema apresentado abailxo
encontram-se as estimativas para o erro do esquema discreto no

tempo, (2.8).
TEOREMA

Suponha que u € L¥CO,T;H C>, dudt e L%CO,T;H DD,

*ua® e L%0,T;L%c»>, para k=3,4, e

12 ll

] 8 cu-w>° || _+ || cu-w = oC h" + catd® D cz.12>
t LZ 2

onde W : [0, T} —0b A% ¢ tal gque <(cl(WW-ud),VW>+W-u,V> = O,
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vV Ve Ah' EntZc 3 uma constante ¢ tal que, para 0 M < M-1,

] @, cu-™ ||+ || cumd™™® || < ech™+ catd® c2.13
t L2 LZ

sendo .Mh um subespago de classe erCQD' r zz2 e

atUM - UM"‘i _ U.ll ° UM+1/2 - U“ + U,M-os

At 2

As aproxima¢g®es iniciais U° e U' devem ser escolhidas
de tal forma que (2.12> ¢é satisfeita. Em [08], encontram-se,
além deste teorema, algumas técnicas para a escolha desses

valores.
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3 =~ GALERKIN COM DIRECOES ALTERNADAS

31 - INTRODUCAO

Neste capitulo veremos como o© métode de Diregdes
Alternadas pode ser aplicado na formulagic de Galerkin, para
obtengdo da solug3o discreta da equag3io de propagagic de ondas
em meios acuUsticos (2.4>. Os resultados apresentados aqui
foram desenvolvidos por Douglas e Dupont em {08] e, se limitam
aos dominios retangulares do ®Z.

A iddia utilizada por Douglas © Dupont foi modificar
a equaglido (2.4D, introduzindo dois termos, de modo gue o©
problema, colocado nma sua Formulag¢3o Fraca, possa ser fatorado
num produto tensorial. Fazendo uma escolha apropriada do
subespa¢o de aproximagio no processo de Galerkin, ¢ possivel
separar, neste produto tensorial, as variaveis espaciais.
Consegue-se, portanto, como no método de Dire¢Ses Alternadas,
reduzir o problema bidimensional a um conjunto de problemas
unidimensionais.

No préximo capitulo apresentaremos os detalhes da
implementagioc computacional deste algoritmo quandc usamos

Hermite Cubico como espago de aproximagioc.
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32 - PROBLEMA APROXIMADO

Seja 0 = 1[0,11 x 1[0,11. Considere a seguinte

modificag3o da equagio (2. 4D

)
o

&

C3.1> 4 ‘
a8

2 < a’u
+ XN CALD 2 " ( >
< dy at

= V.(cVu> =+ f

2 62
- A CALD vz.[___;'_] +
at

onde A & um parlmetro de estabilidade que deve assumir wvalores
maiores que (1.4)c , onde c¢ é o valor miximo da fungfo
max max
cCx,y> [06].
Na construgdo das aproximagBes da solug3io de €3.1>,
usando © método de Galerkin, @ necessaria, como vimos no
capitulo 2, a sua Formulag3o Fraca. Para tal, multiplica-se

esta egquagdo por Vv € H;CQD e integra-se c¢com respeito a

variavel espacial em N, ou seja,

3’y 2 3’y
L2 vadaxdy - a catd? v.[—.—]vdxdy +
a2 a2
Q 9]
" 2
+ xZCALD‘J fz[a: ]dedy =
ox ay at
Q
= J V.(cVud v dxdy + J f v dxdy 3.2
Q Q
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Como foi feito em 2.3.4, utilizando o fato de
V.(cVWv = V.CveVud - cVu. Vv,

e v e H;CQD. pelc teorema da Divergéncia temos que :

J V.CeVud v dxdy = - J cVu. Vv dxdy
Q2 0
Assim, tomando na equagio acima ¢ =1 e u = ( azu/atz),temos

j v2 _9%u_ ] v dxdy = - J v[ a*u ].vV dxdy
at? ol at?
Integrando por partes a terceira integral de (3.2>, uma vez

em cada direg3do x e ¥y, cbtemos

4 2 2 2 2
J f 2[ 4 : ] v dxdy = J 9 [ 9 : ] 9 v dxdy
O ax 8y at Q oy at %3y

Substituindo estes resultados em (3.2>, ficamos com a seguinte

equagdo :
2 2
9 U o dxdy + A CALD v [ o u ] Vv dxdy  +
a{'z atz
Q o)
2 2
+ A% caw J 9 [ 9 : } 9V  dxdy =
a axdy ot I8y
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Colocando a equaglio acima na notagio do produto
interno definido na seg3o 2.3.4, temos a Formulag8oc Fraca da

equagdo (3.1D

Dados f.uo e ui. determinar u : 0,70 —m H;CQ)

satisfazendo :

( d?u d?u
€1d < S—— v > + A cad? < v 825, 9v > +
dt dt?
2 2 2
+ APcadt ¢ 2 du 5, 9y ,
axay  dt? %Iy
€3.3 ) = - eVu,Iv > + < f,v >, ¥ vid e H;C{D

O <t T
no sentido de D*CO.TD.

2> ulOd = uoCx,y)

C3> u’Cod = u‘(x,y)

Seja J% um subespag¢o de aproximagSoc de H;CQ) ger ado
por < W1,W2, c. - ,WN >. O primeiro problema aproximade para
(2.3) consiste em encontrar uma fungioc UCtLD:[0,T)] —— A&,

duas vezes diferenciavel em relagio a t, satisfazendo
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. 2 2

< —g—g— . V> o+ cawd? ¢ we d4u >, W > 4+

dt dat?
2 2 2
+ 2% cawdt « 9 © g >, 2V 5.
%8y dt 8%y
3. 4> 4
= =< VU , VW > + < f , V >, vV V(L) e J%
O£t <<T
Ucod = U_ C(x,yd, lim U = u em H'CcD
oM oM o o
M »
U'cod = U Cx,y), lim U = u em L%cod
1M iM 1
L M -+ o0
Escrevendo UCtD em fung¢3io da base de J&, temos
N
ucLd = Z 1r7tC'c.)WL
t=4

e substituindo esta expressio em (32.4>2 com V = W, i=1,...,N,

obtém-se um sistema de equagBes ordinarias.

O procedimento agora ¢ procurar solu¢gdes aproximadas
para este sistema, discretizando a variavel t. Seja tu = M At,
onde At = T/ﬂ. e UNCx.y)=UCx.y.t“) a solugio da equagioc (3.4>

no nivel de tempo tu. Escrevendo UM(x,yD em fung3do da base de

Ah, ficamos com a expressio :

N
uMex,yd = Z o W Cx, ¥
1
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Como aproximagfo para a derivada segunda em relag¢3o a
t. usaremos, como na seglo 2.5, diferengas finitas centrais.

Ficamos, portanto, com o seguinte problema aproximado

< UMt auM s UMt v 4
catd?
+ A<cv UMt au® s UMty v s 4
3.5 2 2 a2 M+ 1 1 v
+ x2%catd? ¢« 2 UMt oM s My, 21 s =
%Ay IxBy
= —< o™, > + <« M v> VVeds
M
onde, £ = f(x,y,tuD
Vamos considerar M = M @ M , onde WM e M s3o
h hx hy he hy

subespa¢os de dimens3o finita de H;C {0,1] D>, cujas bases s3o

{ alx>, i=1,...,N > e £ (%Cy), Jj=1,...,N >, respectivamente.
A9

Ent3o, A& & gerado por < aJﬂ, ouﬁz, axﬁa""’ aNﬁN >.

Escrevendo UHCx.y) em fung3c desta base temos

N N
Mex,yd = Z ’7: a GOBLYd €3.6

=1 j=1

e substituindo esta express3dc em (3.58) com V=aKﬁL, obtemos
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Me+d | ¥ M~-1
1 < C - . “+
—_ z Ne; T BN TN 2B B 2

CALd® )

M+t M M-1
+ X < C -2 + 'r., * , ’ . * +
.‘Ej 77”, ’7-\3 nv’.j 2C aiﬁj ai.ﬂj p) C ax/?L aKﬁL > >

M+1 M M-1 » s y s _
2n. .+ n. . )ai{?j , axﬁx.. > =

+ A% cawd? < 2( o
& 1) i) (]

=-<cvu“,VaKﬁL>+<r“.aﬁ> 3.7

Dafinimos em LZC[0,1]D os seguintes produtos internos:
1

~

< f£f , g> = f g dx

<f ., g> = f g dy

o
Usando esta definigBes em (3.7) e as propriedades do produto

internoc, pode-se obter

zZ. .
2( GL.CXK >X < BL’BJ' >y \Jz -+
ved CALD

» » » » +
+ A z C<alon > < B B> < asa > < RLAY S D Z

=—<cVUM.VaKf3L>+<f,a(?> 3.8
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M+1 M M-1
onde, Z = - + .
;T My T ENG Ny
Definimos o© produto tensorial entre duas matrizes
quaisquer A e B como,
MxN RXS
a B a B ... a B
11 12 4N
Ae®B = 3.9
a B a B ... a B
M1 M2 MN

onde A ® B

tem MR linhas e NS colunas. Em [02], encontramos

as seguintes propriedades do produto tensorial

12 CA+Be(C+D=AeC+AeeD+Be®C+ BeD

¢3.10)
2> CA e B> (C @ D) = CACD @ CBDD
Sejam Cx. c”, A¥ e AY matrizes definidas por
x 1 8
c® = [ a (oo (O dx c” = [ p.CyIpyd> dy
) i J LR t J
(o) [a}
€3.11)
1 1
AY = [ &G0a’Go dx AY = [ pBCyIp’Cyd dy
L) ° v J 1) o 3 J

+

Substituindo estas defini¢®es em (3.8), temos

e z
catd>?

2Zcatd? A¥ o AY Z

i)

AC AN e + e AYDdZ 4+

—< e, Vap >+ <™, ap >
. K L K L

pag. 34



CAP. 3
onde, 2 = {2 ] 2 com 2 = n&f’- 2n*, + n*f‘ é um vetor de
1] N x13 vy L) L) L)
comprimento N’ construido fixando v, =1,...,N, e variando
J=1,...,N.
Multiplicando esta equag3o por catd?® o usando a
propriedade 1 do produtoc tensorial, ¢é possivel separar as

variaveis espaciais que aparecem neste produto, como mostra a

equag3io abaixo

(e c® + acatd? A% > e c ¥ + acatd? AY > z = catda™
onde,
(2.12> A« > = nu+g_ an“ + nu-ﬁ’ M> 1
ce™> = -~ <, vap >+ <M oap >
L KL K L K L

Podemos observar em (2.12> que a matriz do sistema ¢
constituida de um produto tensorial entre matrizes cujos
elementos s envelvem uma variavel espacial. Além disto,
notamos que para iniciar o processc €& preciso especificar no e

1 .
n, ou seja,

N N
U%Cx,yd = Z z nA a OBy €3.13
=1 )=1
N N
Ultx,yd = Z Z nt a O Cyd C3.14>
1] v
v=41 =1
o 2 3 M
para, ent3oc, obter 7, N ,.,...,» N usando (3.12>. Veremos na
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segio 3.3 os procedimentos adotados para o calculo das
aproximag@es iniciais.

Vamos apresentar agora a express3io que fornece uma
estimativa de erro para as aproximagdes calculadas pelo
esquema (3.12), sem os detalhes de sua demonstragio, que podem

. M M
ser encontrados na referéncia [0B8). Definimos e = u - U“.
M
onde u = qu,y,tu) e UM ¢ a aproximagido da solug¢gio noc nivel

de tempo t“. com t“=MAt e At=T M. Sejam,

;‘ 2
2 M
TR N TR TS
ML M
M=0
M
vl o = max ]V
ML o< tu~T

Fazendo uma escolha apropriada para a fung3o teste V
em (3.5), manipula¢Bes algébricas e, usandoc a condig3o de
estabilidade A>C1-/4Dc a € © lema discreto de Gronwall [08],

m

Douglas e Dupont mostram que

2 2 < 2 2
Ae + e + CALD 8 C Ae > |]
IR R L 2 caeo I, o
o] 2 2 o 2
e R L [ I T R IR
A _o® < ae® > |7, <+ | easu ||F, |, ¢
=Ty H
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Cllee I, v A es [, ,
Lz [+ ¢} t | szLz
+CAL)‘{|| O casud [|7, + || 0 c A sus ||? }]
%Dy L%xL axdy L%xL?

onde, du = U - u , ¥V Utd e 'Mh e u ¢ soluglo de (2. 4).

At e" = oMti_ M v <SuM = <Su“’1- suM ™t
At At
At suM = suMTE- suMti- suMe sUMTH C3.1%)

2C ALY 2

Desta expressdoc vemos que os valores das aproximagSes iniciais

U° e U' devem ser escolhidos de modo que

o 2 1 2
e e * e I, o *
+ |1 ae® J]7, + cawd® || 8 cae® > || =
t 2 — t 2
L IOy
< C [ CAL* + os erros das aproximagdes ] 3.18>

para preservar a ordem de grandeza da estimativa. Os termos

8 Su 2 + 8 Su 2 + Az Su 2
Hos 112, + Hlosell’, o+ [l & e, |

s3o delimitados através da expressio (2.110 uma vez qgue
estamos usando H‘:CI’D e admitindo como hipétese gque a solug3o

analitica esta em H‘C(DﬂH;C(D. Assim, podemos concluir que a
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delimitag@io final ¢

4 2
||Ate ”L’xL‘”+ || e ||H‘XL°°+ CALD || 3 ¢ Ae D ||2 o

IxBy L "xL
< 8{ catd® + n* }

33 - APROXIMACOES INICIAIS

331 - CALCULO DE U°

No calculoc da aproximag3o da solug3oc no tempo t=0, Uo,
pode—-se usar, por exemplo, Quadrados Minimos [18]. Para tal,
projeta-se u® = ulx,y,00 = u, no espago de aproximagdo m}. da

seguinte forma

<V -u® ap > =0 K,L =1.,2,...,N €3.17>
onde aKﬁL s3o os elementos da base de J&. Logo,
< U, afz > =X u, o aKﬂL > K,L =1,2,...,N (3.18>
Substituinde (3.13) em (3.18) e utilizando as prcpriedades do

produto interno, obtemos
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o
< aJ% , axﬁn > 771‘i = < ug o aKBL >

N1 Z

N
izs i

1

que pode ser escrito, usando as definig¢®es dadas em (3.11), da

seguinte forma

ccXec”> p® = ¢°
3.1 o
onde, ( ¢ DkL = < u, aKBL >
Rescolvendo este sistema linear podemos determinar no. No

entanto, © procedimento adotadoc por Douglas e Dupont em [06]

fol tomar a seguinte projegdo,
o o
<CU-u, aff > + <V U=-u 2, Vapz > +
o K L o K L

+ < 3% c U°—u° >, 8 ap > = 0

=y axdy
de modo a obter a estimativa desejada em (3.163. Substituindo
a expressioc de U° na equa¢gio acima e usando as definigSes
dadas em (3.113, determinaremos abaixc © esquema gue sera

usado para o calculo de no.

)
cc®+ A¥ > ecc” + AV D = ¢°
¢3.20> { onde, g% = < u , a3 > +< QU , Vap >+
KL (o] K L [e] K L
+ < a° u, e a° aKﬁL >
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Dougl as e Dupont demonstram em [0B] que

o 2 2 o 2 o] 2
0% 1o+ 11 25 e® 117, = c [ 116 117, -
+ |} 8% &u® ||22+cm,>‘] €3.21>
axay L

Usar o esquema (3.20) para o calculo de no diminui o
esforgo computacional pois possibilita, com pequenas

inodificagSes, aproveitar o procedimento do caso geral (3.123.

332 - CALCULO DE U

Seja u = ulx,y,t) soluglo de (2.4>. O desenvolvimento
em série de Taylor de u em relagfo a t, em tornoc do ponto t=0,
¢ dado por

ulx,¥Y,ALtdD = ulx,y,00 + At 8 ulx,y,0> +
at

+ CAd? Pulx,y,00 + ecat®

e atz

Substituindo nesta equagio as condig¢gBes dadas em (2.4D,

consegue-se uma aproximagio para ut = ulx,y,Atd, ou seja,
s 2 o 8
u = u_ + Atu + CALD"C ¥V.(cVu D>+f O + OCAL D
o 1 = o
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Considere s = u' - u, + OCAL?). Vamos tomar a seguinte

projegi®o de s em J& :

< cU-U%-s , ap > + At < wWU-U">-9s , Vo > +
K L K L

+ CALd* ¢ 8% cut-U® - s, &° aB > = O
axay %8y Ox oy
onde aKaL s3o os el ementos da base de ‘Mh e
s = Atu1 + CAtDz C VCcVu°D+f° J, de maneira a obter a
2

a estimativa desejada em (2.16). Substituindo nesta equagio as
o
express®es de U e U dadas em (3.13 e (3.14D,

respectivamente, e as definig¢gBes apresentadas em (3.11),

obtemos

[c:"ecy + At ¢ Ao + oA > -+

+  CALD* AxaAy]C n'-n® > = ¢t
(3.225 4 onde,
¢ ¢! > = < s, >+ ML Vs,V B>
+cadtc 8% s, 8% ap >
L xdy OIxdy
Em seguida, apresentamos a estimativa de erro

calculada por Douglas e Dupont em [06] para o esguema (3. 22>
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I Atoo ||22 + catd"t|| o= o° “: o *
+ A 8% < A e® > || <
“oxdy .0
€3.23
0 2
< ¢ [ 1) a6® |12+
+ At _ 8% < asu®D ||F 4 CALJ‘]

3%y L®

Com as estimativas dadas em (3.210 e (3.23) podemos concluir
que no = ni s3c aproximag@es iniciais satisfatérias, ou seja,
estio de acordo com condigdo exigida em C3.16D.

Note que (3.22) n3Fo pode ser fatorado como em (320D,

logo, vamos modifica-la da seguinte forma

[c"ecy + At C AR e Y+ c¥ e aAY > 4
(o]

+ cad? A"eAy]cn‘—n > = [—CALD‘ A e AY 4

+CAt>2A"eA”]cn’—n°> + ot

Agrupando os termos da eguagdo, ficamos com o seguinte

processo iterativo para o calculo de n‘
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3. 24> 4

Se

mostrar que

I l L ACS

CAP. 3

¢ C® + catda® > @ ¢ ¥ + catdAY > Z9*Y) o

onde,

(@
Qq

+

+

catd®c1-catd® A¥ @ AY 297 4+ B!

. 1 o
2 = n-n
’ -
4 C g’ > = <s,ap >+ AL VS Vap >
+ CALY*<¢ 8% s, 8% o B >
axdy By
com s = At u  + CAtD®C YeVu > + £° >
1 o]
L z
C n’—no > - C n’—no D(qn é possivel
{(g+1) 2
At | e I, o *
1 cad®cascad® || 8% &MY | <
2 oxay
1 cad®ci-cad® || _8* & ||%.
2 xay

portanto, a iterag¢io converge.

34

- PROCEDIMENTO GERAL

Nesta segdo apresentaremos resumidamente o algoritmo

usado para determinar as solugd@es aproximadas para a equag3io

de propagagdc de ondas, (2.4). Em cada passo de tempo, €
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preciso resoclver o seguinte sistema linear

cc¥+pa*>ecc + uaAY>2z = B

onde,

no tempo t O, temos

H =1
2 = no
C3.25)
¢ BD = £ u , o > + < Yu , YVa 3z > +
KL K L (o] K L
2 2
+ < @8 uo , a aKBL >
. A%y o<y
no tempo t = At, temos
( ;J’:At
2 = ¢ n:l_ no yeas1d
C BDY =cad?ca-—catd®a¥ e AYn'- n® Y 4+ b
KL KL
€3.260 - com, (C ¢ D> = < s,af3 > + At< 9Us,Va 3 >
KL K L K L
) + CALd*¢ 8% s, &7 o B>
éx8y Ixeéy
s = At u + CAtD?C WCevu > + £9 >
\ \ 1 2 ©
nos tempos t = { At, t=8,3,...,ﬂ, temos
uo= X CALd?
¢3.27 Z =" 2™ s MY, M2
CBY = ¢Md2c-<cevwWvap > +<t™Map >0
KL K L K L
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Este procedimento ¢, portanto, um esquema de passo
maltiple, ou seja, a solugZc em um determinado tempo depende
das solugdBes nos dois tempos imediatamente anteriores. Para
iniciarmos o© processoc s3o necessarias as condi¢Bes iniciais

dadas pelos esquemas (3.25) e (3.26).
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4 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

41 - INTRODUCAO

Neste capituleo descreveremos como el aboramos um
programa que resol ve os procedi mentos descritos em
(3.285,03.26> e (3.287) que implementado em um computador

fornece a solugfo da equagio de propagagidc de ondas (2.4).

Primeiramente, apresentaremos a base para o espago de
aproximag3o util! zado no nosso trabalhc - espagoc de Hermite
Cdabico.

Nosso programa foi desenvol vido na linguagem FORTRAN e
implemantado, inicialmente, em microcomputadores do tipo
IBM-PC. Foi possivel testar nestes aparelhos somente os
cilculos e a ordem de aproximag3ioc das solugBes aproximadas nos

e o ~
tempos 1iniciais, U e U Passamos, ent3o, a usar os

computador VAX da UNICAMP, onde obtemos os resultados que

ser3o apresentados no préximo capitulo.

42 - BASE PARA O ELEMENTO FINITO

No nosso trabalho escolhemos elementos cubicos em cada
dire¢io como base para M ,ocu seja, mh =Mh =H‘?’cA>. Uma base
% Yy

conveniente para o espa¢o de Hermite Cdbico, H%cA, ¢
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{ a,‘,"(x) » =1,..

. -N"‘l (-4 K=001 }

CAP. 4

onde os elementos a‘KCx) possuem as seguintes propriedades

com

e

a (xJ =6 i
+,0 3 L)

a’ (x> =0
L,0 3

a (x> =0 i,J

Q‘
N
X
V)
1
O

S = 1 se i=j
1
0O se

i

1,....,N+1

. »N+1

-1 i+
temos os graficos das fungBes de base o e o
1,
o J.
v4+4
1
i /—\CX, 4,0
; .
! p
! /
] /’ \\
| .
P RpL TN
;{ ’._,’ / \’\\
;<£: ..................... e T
[ X /X Xied

FIGURA 4.1

<ﬂkaD ¢ zero fora do intervalo [x ,x J.

L,

Na fig. 4.1

definidas em

Devido a condi¢3o de solug3o nula na fronteira (2.43,
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nIo tomaremos na base as fungdes

conjunto gera o espago das fung3es

na fronteira, denominado H(:)CA). Se

CAP. 4

Este novo

[+ .
1,0 N+4,0

u € H?ca gue se anulam

£C50 el#ikA). temos

N N+4
£C0 = }: n° o (x> + E: n a0 €4.1d
+,0 1 1,4
L=2 =1
Portanto, a dimens3o do espago H‘:’CA) é 2N. Agora, considere
a seguinte renumerag¢io dos elementos da base
o (0 = o O . L= 1,2, N
2i-1 i,
c4.20 a (xO = «a
N+1,1
a. O = a (0 . i = 2,3,...,N
2i-2 i,
Substituindo (4.2 em (4.1) e usando as propriedades das
fungdes de base, podemos escrever (x> como
2N
£CxO = 2: n. fo) C4. 3
1
1=4
com f¢ x > = fC x > =0
1 N+4
£fC x D =7, i = 2,3, N
) 1 2v-2
' x > = ., o= 1,2, s N
| £:C X 1 J =N,

Normalmente, © procedimentc

adotado nos célculos que

envolvem as fun¢des de base & tomad-las definidas no elemento

padr3c [-1,1) e usar

elemento genérico [x ,x%x 1J.
T v+

pAg. 48
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CAP. 4

FIGURA 4.2 - Base Elemento Padr3o

As definig¢des das fungSes de base no elemento padrio,

denominadas base local, s%o dadas por

( p > = 0.28c2+td>C1-t>?

¢, (L = 0.28C1+£dC1-td?
4 g, Ct> = 0.2502-tdC1 +t>%
| s = 0.25Ct-1>C1 +t>%

Seja xCt> a transformagio que faz a seguinte mudanga

de variavel

xCtd: [-1,13 — [xi,xtﬂl C4. 4>

t —_— xCtD

onde x(td> = —;—( C x,‘ + X

> + C x - xJt D. Portanto, as
T+4 14+4 1

relagPes entre as fungSes de base definidas no elemento

genérico [xA,xtﬂJ e as fun¢g®es de base local s3c dadas por
v
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2\~

P LD = ¢ Cid

(4.5 -
a CxCtdd = ¢ CLD
22 a3
Noc nosso trabalho optamos
{a,t}_”“, definido por
v=
¥4 ~
4 -—
% T v %
a = a_.
2. -2 2.-2
C4.6D 4
2 -~
. = o
2v -1 h FACE
2 ~
o = o
2N h 2N

o CxItdd
2

a  CxCtdd
2141

n

1

CAP. 4
1)
—— #,CL

h
— ¢ L

pelo conjunto de fungSes

como base para szkéo. Portante, substituindo (4.6 em (4.53

obtemos agora a seguinte relagdo entre as fungBes de base

definidas no elemento genérico [x ,x
13

o, LOxCEID> =@ (L

Ca.7d 2-

a CxCLID = ¢ CLD
2\ 3

. CxCLDD
2i-1

CxCL3D
2141

1J e no eleme:>o padrioc:

@ (LD

¢ (LD

FIGURA 4.3
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Escrevendo f(x « H(z)CA) em fungXo desta nova base e

usando (4.3) e (4.68), temos

£C30 =Z M, @0

com f¢ x D> = fC % > =0
4 N+ 1

fC x 2 =n_ L= 2,3, » N

) 9 2v-2
» - 2 . -

f C x" ) - -—):— nzi,_g s L - 1'2;....N

£°¢ x > = 2
g N+141 h 2N

Das rela¢Ses acima podemos observar que o vetor v, contém os

valores de f(x) e de —g— f’C(x> calculados nos pontos da

partig3io em x.
Tomando elementos cubicos em cada direg¢io, ou seja,
_ (2> , _
.th-—.,ﬂhy H OCA). o espago de aproximag3o .Mh .th@ 'Mhy ¢ gerado

por (0110(i ,o&laz Y- T P Escrevendo a solug3o

(o4 [}
i 2N 2N 2N

aproximada a cada nivel de tempo em fung3o desta base, temos
2N 2N
UMex,yd = Z Zn’;‘ a GO lyd 4.8
3
1=4 1=1

. 2
onde o vetor 7, de comprimento (2N)°, contém os valores da
solugdoc aproximada e suas derivadas parciais calculadas nos

pontos da rede, ou seja,

M

U™ X0 yj) = 772';-—2,23—2

i.j=2.3.. . . pN
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_ 2 M i=1,2,...,N
U:cxi'yj) - h T2i-4,2j-2 { J=2,3,...,N
_ 2 M _
lJ:CXN*’.yJ) - h nzn’z‘,_z J"a,a.--- DN
_ 2 M i=2,3,...,N
U;Cxi.yj) - r Mz2i-2,2j-1 { j=1,2,....N
_ 2 M _
Uk oY = o Moo i=2,3,...,N
‘ _ . M o
d:y(x,l.yjb = =3 M ioa.2 i i, §J=1,2,...,N
»U’:nyN‘i,yj) = Mo,z s j=1,2,...,N
oM . M
Uoey % Ya s N P Tai-1,2n i=t.2, »N
_ . M
U:ycxn*a'yn+1) B W2 Tan, 2N

onde U: = auM , u® = auM e U: = UM .
I Y 3y Y %3y

Com estas rela¢des podemos localizar no vetor 7 os resultados

que desejarmos.

43 - PROGRAMA COMPUTACIONAL

431 - FLUXOGRAMA

Apresentaremos agora o 1 uxograma que resol ve
numericamente a equagi3c de propagagio de ondas (2. 4),usando os

procedimentos propostos em €3.25), (3.26) e (3.27).
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ENTRADA DOS DADOS

y

CONSTRUGAO DA REDE

CONSTRUGAO DA BASE

v

IT = 1,NNT

T
SIM
IT< 3
NAO

MONTA A MATRIZ
DECOMP. DE CHOLESKY

CALCULA O LADO DIREITO
DO SISTEMA - B

|

RESOLVE O SISTEMA

MODIFICA B

SOLUCAO EM T=(IT-41)%HT
SAIDA DOS RESULTADOS

!

ATUALIZACAO DA
SOLUCAO

|
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FIGURA 4.4

= NUMERO DE INTERVALOS
DE TEMPO
INDICADOR DE TEMPO

= COMPR. DO SUB-INTERV,

NO TEMPO

= ITERACAO NO TEMPO



Mostramos

procedimentos citados na figura 4.4.

sub-rotina detalhadamente

PROG. PRINCIPAL

abai xo

as sub-rotinas

que

CAP. 4

realizam os

Apresentaremos cada

no decorrer deste capitulo.

432 - VARIAVEIS COMUNS

Alguns elementos do nosso programa estdo

em blocos comuns,

R ENTRADA
— REDE
. BASE
N MATRIX
- CHYSTR
- SISTEMA
N INTEGRAL
- TENSORIAL
SAIDA

FIGURA 4.5

listados abaixo
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#¢ COMMON ~ ELEMENTO ~ N,M

N -— NGmero de elementos por direg3o

M -+ 2xN

%% COMMON ~ DOMINIO ~ X1,X2,Y1,Y2,T1,T2
[X1,X2)x[Y1,Y2] — Dominio de definig¢do das variaveis
espaciais

[T1,T2] -— Intervalo de definig¢3ioc da variavel t

%% COMMON .~ PCENTR ~ XO,YO

CX0,YOY) — Ponto central do dominio das variaveis espaciais

»x COMMON ~ PARTIGAO ~ H,HT
H -— Comprimento so sub-intervaleo no espago

HT — Comprimento do sub-intervalo no tempo

xx COMMON ~ PTEMPO ~ IT

IT — Indicador do nivel de tempo

% COMMON . NPINTEG ~ NPI

NPI — Numero de pontos de integrag3oc por direg3c na fdrmula

da Quadratura Gaussiana

»*x COMMON ~ PARAMETRO ~ LAMBDA
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LAMBDA — Parametro de estabilidade

%% COMMON ~ PESO ~ T,2
T — Vetor com os zeros do polindmioc de Legendre

Z — Vetor com os pesos da férmula da Quadratura Gaussiana

% COMMON ~ BANDA ~ IWB

IWB -— Comprimento da semi-banda da matriz do algoritmo

%% COMMON ~ FUNCOES ~ FI,DFIX,DFIY,D2FIXY

FI — Matriz com o produtoc entre as fungSes de base

DFIX — Matriz com o produto entre as fung@es de base e suas
derivadas em relag¢fo a variavel x

DFIY — Matriz com o produto entre as fungBSes de base e suas
derivadas em relagdo a variavel y

D2FIXY — Matriz com o produto entre as deriwvadas, em

relagdo a x e y, das fungdes de base

433 - PROGRAMA PRINCIPAL

Vamos apresentar inicialmente as variaveis que
aparecem no programa principal e que n3oc estdo organizadas nos

blocos comuns definidos na seg¢3io anterior. Na construgdo da
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rede, temos

X -9 Vetor que contém a parti¢¥o em x

Y — Vetor que contém a partig¢io em y

TP — Vetor que contém a partig¢Zo em t

NT — Numero de intervalos de tempo

ISE —+ Indica na sub-rotina ENTRADA se © problema

possul solugio exata

As constantes ITERMAX e EPS1 s3o os critérios de parada do
processo iterativo no calculo da solugdc em t=At. As matrizes
UO, Ui, e UN guardam as solu¢gBes aproximadas nos tempos t=0,
t=At e t=MAt M22, respectivamente. Em UPPER armazenaremos a
matriz do sistema em cada iterag3o do tempo. As matrizes BS e
21 s3o usadas no calculo iterativo da solug3c aproximada no
tempo t=At e o vetor U aparece na sub-rotina que constroi o

arquivo para safida grafica.

C FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE I IEIEHEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIE ICIEIEIEIE IEIEIE 36 IEIEIEIEIEIEIEIEIEHEIEIEIEIEIE IE 3¢
C »* PROGRAMA QUE RESOLVE A EQUACAO DA ONDA BIDIMENSIONAL
C * PELO METODO DE GALERKIN COM DIRECOES ALTERNADAS COM x
C % CONDICOES DE FRONTEIRA TIPO DIRICHLET x
C FEIEIIEIEIEIEIEIIEIIEIIEIEIEFEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE 6 ICIE FEIEIEIEIEIEFEIEIEIEIEICIEIEIEFEIIE I IEICIIEIENE

PARAMETER ¢ NMIN = 40 O

PARAMETER ( NEXP = NMINXNMIN O

PARAMETER ¢ NMAX = 80 O

PARAMETER ¢ NTEMP = 130 O

REAL»8 X1,X2,Y1,Y2,T1,T2,H,HT, XCNMIND , YCNMIND , TPCNTEMPD
REAL %8 UOCNMAX, NMAXD , Ul CNMAX , NMAXD , UNCNMAX , NMAXD

REAL»8 UPPERCNMAX, 40 , BCNMAX , NMAXD , U1 T CNMAX , NMAXD , UCNEXPD
REAL»8 T(S53,2Z(85),FI1(5,5,4,4),DFIX(5,5,4,4>

REAL%8 DFIY(S5,5,4,4>,D2FIXY(5,5,4,4>

REAL%8 EPS] ,LAMBDA, PR, EMAX, ER, X0, YO
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INTEGER N, M, ,NT,NNT,NPI,IWB,NITER,ITERMAX,IT,IMOD,ISE
CHARACTER RES™1

COMMON ~ ELEMENTO ~ N, M

COMMON ~ DOMINIO -~ X1,X2,Y1,Y2,T1,T2
COMMON ~ PCENTR -~ XO,YO

COMMON ~ PARTICAC ~ H,HT

COMMON ~ NPINTEG ~ NPI

COMMON ~ BANDA ~ IWB

COMMON ~ PESO ~ T,Z

COMMON ~ FUNCOES ~ F1,DFIX,DF1Y,D2FIXY
COMMON ~ PTEMPO ~ 1IT

COMMON ~ PARAMETRO ~ LAMBDA

% ENTRADA DOS DADOS

CALL ENTRADACNT,EPS1 ,ITERMAX, ISED

IWB = 3

M = ZxN

NNT = NT + 1

NITER = O

33 CONSTRUCAO DA REDE ¢

CALL REDECNT,X,Y,TPD>

xx% DADOS PARA A INTEGRACAO

CALL BASE

3% APROXIMACAO INICIAL CPROCESSO ITERATIVO EM T=HTD %
DO 10 I=1,M

DO 10 J=1,M

U1ICI,J> = 0.DO

CONTINUE

»#¥% I TERACAO NO TEMPO  »x

DO 20 IT=1,NNT

2xx MONTAGEM DA MATRIZ E SUA DECOMPOSICAOC DE CHOLESKY 6

IFCIT.LT. 4> THEN
IFCIT.EQ.1> THEN
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30

80

40

PR = 1.DO

CALL MATRI XCNMAX, PR, UPPERD
CALL CHKYSTRCNMAX , UPPERD
ELSE IFCIT.EQ.2> THEN

PR = HT

CALL MATRI XCNMAX, PR, UPPERD
CALL CHKYSTRCNMAX, UPPERD
ELSE

PR = LAMBDAMHT»HT

CALL MATRIXCNMAX, PR, UPPERD
CALL CHKYSTRCNMAX, UPPERD
END 1F

END IF

¢ CALCULO DO LADO DIREITO DO SISTEMA — B %x
CALL INTEGRALCNMAX,X,Y,TP,U1,B>

»#x RESOLUCAC DO SISTEMA %

DO 30 I=1,M

DO 30 J=1,M

UNCI,J2> = BC(I,JD

CONTINUE

CALL SISTEMACNMAX, UPPER, UND

3% PROCESSO ITERATIVO - SOLUCAO NO TEMPO T=HT %
IFCIT.EQ.2> THEN

¢ CRITERIO DE PARADA 3

EMAX = 0.DO

DO 40 I=1,M

DO 40 J=1,M

ER = DABSC UNCI,J> - ULICI,JD O

IFCER. GT. EMAX> EMAX = ER

CONTINUE

IFCEMAX.LE.EPS1> GO TO S5O

NITER = NITER + 1

IFCNITER. GE. ITERMAXY> GO TO 50

a#x  ATUALI ZACAOC DA SOLUCAO NO PROCESSO ITERATIVO  »x
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70

50

1¢)

100

110

ULlICI,J> = UNCI,JD
CONTINUE

% CALCULO DO PRODUTO TENSORI AL e
CALL TENSORI ALCNMAX,NITER,UL1I,UND

DO 70 I=1,M

DO 70 J=1,M

UNCI,J> = UNCI,J> + BCI,JD
CONTINUE

GO TO 80
END IF
¥ CALCULO DA SOLUCAO NO TEMPO T=CIT-1D%HT %

IFCIT.LT.3> THEN
IFCIT.EQ.1> THEN

DO @0 I=1,M

DO 60 J=1,M

UOCI,JD> = UNCI,JD

CONTI NUE

ELSE

DO 100 I=1,M

DO 100 J=1,M

U1CI,J> = UNCI,J> + UOCI,JD
CONTINUE

END IF

ELSE

DO 110 I=1,M

DO 110 J=1,M

UNCI,J> = UNCI,J> + 2.DO0»U1(I,J> - UOCI,JD
CONTINUE

END 1IF

#x SATDA DOS RESULTADOS

IFCIT.LT. 4> THEN

CALL SAIDACNMAX,X,Y,TP,NT,NITER,ISE, U, UND
ELSE

IMOD = MODXIT, 4>
IFCIMOD.EQ.O.OR.IT. EQ. NNTD> THEN

CALL SAIDACNMAX,X,Y,TP,NT,NITER,ISE, U, UN
END IF
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END IF

Cc .  ATUALIZACAO DA SOLUCAO  »x

IFCIT.GT.2> THEN

DO 120 I=1,M

DO 120 J=1 ,M

UOCI,J> = U1CI1,J>

ULCI,J> = UNCI,JD
120 CONTINUE

END IF

20 CONTINUE

STOP
END

434 - ENTRADA DOS DADOS

Na sub-rotina ENTRADA, descrita abaixo, fornecemos os
dados necessarios ao problema. Acreditamos que devido a sua

simplicidade n3ic s3o necessarias maiores explicag8es.

FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEICIEIEIEIEIEIEIEIEIEHEIEIEIEIEIEIEIEICIEIEHEHE
] ENTRADA DOS DADOS *

IIEFEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEDE I 2

non

SUBROUTINE ENTRADACNT, EPS1 ,1I TERMAX,ISED
REAL»8 X1,X2,Y1,Y2,T1,T2,EPSi ,LAMBDA, X0, YO
INTEGER N,M,NT,NPI,ITERMAX,ISE

COMMON .~ DOMINIO ~ X1,X2,Y1,Y2,T1,T2
COMMON ~ ELEMENTO ~ N, M

COMMON ~ NPINTEG -~ NPI

COMMON .~ PCENTR -~ XO,YO

COMMON ~ PARAMETRO .~ LAMBDA

WRITEC»,102
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i0 FORMATC ~, T10, 'PROGRAMA QUE TESTA A SOLUCAO EM T = 0O’,
% -/,T20, "ENTRADA DOS DADOS : *,~~, TS, "DOMINIO DE’,
* * DEFINICAO : [Xi,x2lx[Y¥Y1,Y21',,,TS,"ENTRE COM O*,
# °* VALOR DE :',-,T10,'X1 = *,8

READC %, %> X1
WRI TEC %, 200

20 FORMATC/,T10,°'X2 = *,%
READC %, %> X2
WRI TEC %, 30D
30 FORMATC,T10,'Y1 = ' ,%>
READC», %> Y1
WRITEC,40D
40 FORMATC.~,T10,'Y2 = *,8>
READC %, %> Y2
WRI TEC %, 50D
850 FORMATC-, TS, 'ENTRE COM O PONTO CENTRAL DO DOMINIO °*,
* *[XO0,Y0) :’, ,TS,’ENTRE COM O VALOR DE : *',Ti10, X0 = °*

x B
READC », %> XO
WRI TEC %, 602
&0 FORMATC~,T10,'YO = ',8>
‘READC, %> YO
WRI TEC*», 70D
70 FORMATC ~, TS, "NUMERO DE ELEMENTOS POR DIRECAO : *',$3
READC», %> N
WRI TEC %, 80D
80 FORMATC -, TS, *INTERVALO DE TEMPO : [T1,T2)’,.,T5,
*ENTRE COM O VALOR DE : *,/,T10,’T1 = *,8)
READC»*, %> T1
WRI TEC 2, 80D
Q0 FORMATC,T10, T2 = ',8>
READC», %3 T2
WRI TEC3%, 100D
100 FORMATC/, TS, "NUMERO DE INTERVALOS DE TEMPO : *,®
READC 3, %> NT
WRITEC2,110D
110 FORMATC .-, TS, "NUMERO DE PONTOS DE INTEGRACAO (2,3 OU’,
' 4> : .8
READC %, %0 NPI
WRI TEC %,1203

120 FORMATC /.7, TS, ' PROCESSO ITERATIVO NO CALCULO DA’,
* * SOLUCAO NO TEMPO T=1 :°’,./,TS,’ENTRE COM O’,
* °* NUMERO MAXIMO DE ITERACOES : ' ,®

READC %, %> I TERMAX
WRI TEC%,130)
130 FORMATC ./, T8, ENTRE COM A PRECISAO DESEJADA : ',$D
READC %, %> EPSH
WRITEC2,1403
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140 FORMATC -, TS, "ENTRE COM O PARAMETRO DE ESTABILIDADE’,
* H .'SD
READC », > LAMBDA
WRITE(C%,180)

i80 FORMATC 7, TS, "POSSUI SOLUCAO EXATA (SIM=1> 7’ ,%>
READC %, %> ISE

RETURN
END

435 - CONSTRUCAO DA REDE

Aqui ser3o construidos os elementos da rede, ou seja,
as partig@es com os comprimentos dos sub-intervalos no espago
e no tempo. Como vimos, os vetores X e Y guardam as

coordenadas no espago e o vetor TP as coordenadas no tempo.

FIEIEIEIEIIEIEIEIEICIE FEIEIEIEIEICICIE IEIEIEIEIEIEIEICIEIEIEIEIEIEIE IE IEIEIE

»* CONSTRUCAO DA REDE e
FEIEIEIEIEICHIEIIEIEIEIIHIIEIIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIONICHIEIEH

SRS N

SUBROUTINE REDECNT,X,Y,TPD
REAL»8 X1,X2,Y1,Y2,T1,T2,H,HT,X(3%,Y(3 , TP(%
INTEGER N,M,NT

COMMON ~ ELEMENTO - N, M
COMMON ~ DOMINIO ~ X1i,X2,Y1,Y2,T1,T2
COMMON .~ PARTICAO ~ H,HT

N = NUMERO DE ELEMENTOS POR DIRECAC
NT = NUMERO DE INTERVALOS DE TEMPO
H = COMPRIMENTO DO SUB-INTERVALO NO ESPACO
HT = COMPRIMENTO DO SUB-INTERVALO NO TEMPO

NnOOn

N

#x PARTICAO NO ESPACO  x

H = (X2 - X125 DBLECFLOATCNDD
XC1d = X1
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YC1D Yi

DO 10 I=2,N

XCI> = XCI-1> + H

YCI> = YCI-1> + H
10 CONTI NUE

XCN+1D = X2

YCN+1D = Y&

C »x  PARTICAO NO TEMPO %
HT = (T2 - Ti>~DBLECFLOATCNTDD
TPC1> = T1
DO 20 I=2,NT
TPCI> = TPCI-1> + HT
20 CONTINUE
TPCNT+1D> = Te

RETURN
END

436 - RESOLUCAO DOS SISTEMAS LINEARES

Em primeiro lugar vamos determinar a estrutura da
, C x X y Yy
matriz dos coeficientes K = & +pA” = C +uA” para o caso de

.Mh =Ahy=H(z)CAD. Usando a numeragio das fungBes de base dada
> 4

em (4.2 e o fatoc de o e O se anularem fora do
2i-2 2i-1
intervalo [x ,x 1, temos
T-4 1+4
c* =¥ =o0
kl ki
para | k-t | > 3. Portanto, as matrizes c® e A" sZo de banda

sete. Usando as relagdes dadas (4.7> podemos calcular as

seguintes integrais, definidas no elemento genérico [xigx*il.
T

pag. 64



CAP. 4

1

v+ 1
a0 dx = —— | @ CtdpCLd dt kKo L=2i-1,...,8
k 1 2 1Y 3 . =1.,2 4
. -1 \-IJ— » [ SO )
1 ¥
i 1
14+ 4 h
.[ a’(xa’(x) dx = ~— @P’CLOP’CLd dt k,lt=2i-1,...,2%
k L 2 i J .
\..J=1.2.....4
. -1
A %
onde a’C(x3 = d a(xD e @¢’C(Ld = d ¢ Ctd> . Desta forma,
k — k x _— k
dx dt
constroil -se as matrizes
78 22 27 -13
o _ Yo _ h 22 8 13 -6
€CD® = e = o5 27 13 78 -22
~-13 -6 -22 8

=252 42 -252 42

o _ y.e _ 1 42 112 -42 -28
€A™ = A = e | S5 252 -42

onde CCx+prD° é denominada matriz de rigidez por elemento e u
¢ o parametro definido em (3.2885),(3.26) e (3.27). Fazendo
adegquadamente o agrupamentoc dos elementos de C Cx+uA>S ¢

obtém-se a matriz dos coeficientes, K = CCx+pr). onde
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[ 8 13 -8 (o} o 7
13 1858 © 27 -13
-6 o) 16 13 -8B o)
y y h o 27 13 188 O
o) ) -6 o)
) 156 O -13
o -8 o 16 -6
| 0 -13 -6 8 |
ca.o
[ 112 -42 -28 © o 7
-42 504 0O -252 42
-28 O 224 -42 -28 O
y 1 0O -252 -42 6S04 O
= A 42 28 O 42
210h o) ) -28 O
) 504 O 42
o -28 O 224 -28
i o) 42 -28 112

CAP. 4

Portanto, a matriz K & de ordem 2N, simétrica, de banda 7 e

positiva-definida [18]. Aproveitando esta estrutura, K sera

armazenada em uma matriz retangular UPPER, de dimensio 2Nx4,
contendo a diagonal principal na primeira coluna e as demais
diagonais superiores nas cclunas restantes. Observe que a
montagem da matriz dos coeficientes K s & necessaria nas trés
primeiras iteragdies, uma vez que K n3o se modifica nas demais.
Apresentaremos agora a sub-rotina que monta a matriz K, que

depende do paréametro u, denominade PR, do numero de elementos

em cada diregio e de H.
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62 M DEIEIE MEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE D IEIEIEIEIE I I IEIEIEIEIEIEIEIEDEIEIE I I DEIE I DEIEPEDE L

= SUB-ROTINA QUE MONTA A MATRIZ DOS COEFICIENTES ~
FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE I I IEIEIEIEIEIEIEFEIEIEIEIEIEIEIEDEFEFEIE I3 HEDEIEIEIEIEIEPEIEIE I IEIE FEDEFEIE 3¢

SUBROUTINE MATRIXCNMAX, PR, AD

REAL®8 ACNMAX, ) ,H,HT, PR, AUX, AUX1 , AUX2, HH
INTEGER N, M,KK

COMMON ~ ELEMENTO ~ N,M
COMMON ~ PARTICAO ~ H,HT
HH = H»H

AUX = 210. DO»H

x  ZERA A MATRIZ %

DO 10 J=1,4
DO 10 I=1,M
ACI ,J> = 0.DO
CONTINUE

3 DI AGONAL PRINCIPAL %

AC1,1)> = (8.DOxHH + 112. DOXPR) 7AUX
ACM,10> = AC1,1>

AUX1 = (156.DO»HH + S504.DO0OxPR> /AUX
AUXZ = (16.DOxHH + 224. DO%PR) -7AUX
KK = &

DO 20 I=1,CN-1>

ACKK,1> = AUX1

ACKK+1,12> = AUX2

KK = KK + 2

CONTINUE

»#x PRIMEIRA DI AGONAL SUPERIOR

ACM-1,2> = (-6.DOxHH - 28. DO%PR) 7AUX
AUX1 = C13.DOxHH - 42. DOXPR) ~AUX

KK = 1

DO 30 I=1,CN-1>

ACKK,2> = AUX1

ACKK+1,2> = 0O.DO

KK = KK + 2

CONTINUE

»x SEGUNDA DI AGONAL SUPERIOR

AUX1
AUXxz

ACM-1,2>
(27. DOxHH - 252. DOXPR) ~AUX
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KK = 1
DO 40 I=1,(N-1D
ACKK,32) = AUX1
ACKK+1,3> = AUX2
KK = KK + 2
40 CONTINUE
ACM-2,3> = (-13.DOxHH + 42. DOMPR) ~AUX
C »#x TERCEIRA DI AGONAL SUPERIOR %
AUX1 = ACM-2,3D
AC1,43 = 0.DO
KK = 2
DO 80 I=1,C(N-2>
ACKK, 40> = AWX1
ACKK+1,4> = 0.DO
KK = KK + 2
50 CONTINUE

RETURN
END

Vimos na seg3io 3.4 que o sistema que gueremos resolver

'possul a seguinte estrutura
X+ u A ecc” + A Z = B €4.100

Usando em (4.10) a propriedade 2 do produto tensorial, dada em
C3.10), com A = ¢ + u A, D=cc¥ + uAYD eCc =B =1,

obtemos um sistema equivalente,
e+ p A o1 1101 e0ccY + a1 Z = B,
que pode ser decomposto em dois sistemas mais simples

e+ u A o131 »

h
w

[ I @ecc” + u AYDY 2

It
?
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Resumindo, temos que resol ver

My =B C4.11)
e
NZ =y C4.12>
com M=cc® +u A9 o1
N=1@eccy + u AV

Veremos, em primeirco lugar, a estratégia usada para
resolver o© segundo sistema, C4.12D. Fazendo o© produto
tensorial, definido em C3.9), entre I e K=(CY+ 7] AY>, obtemos

a matriz N,

K

diagonal por blocos e de ordem ¢2N>%. Considere os vetores Z e
¥, de comprimentos CBNDZ, divididos em 2N blocos de tamanho

2N, ou seja,

- - - -

Zs >
Z2 Yz
Z = Yy =
4 Zzn_ | ¥2N ]
Assim, resolver N Z =y € o mesmo gue resolver, para cada
i, O sistema
K Zt = v _ v=1.,2,....,2N C4.132
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onde K é uma matriz simétrica, de banda 7 e positiva-definida.
Para obtermos a solugio deste sistema, para cada i, faremos
inicialmente a decomposi¢io de Cholesky (04])] da matriz K, ou

seja, escreveramos K na forma

onde LL ¢ triangular inferior e LT a transposta da matriz L.
Nesta decomposig¢io estaremos aproveitando a estrutura de banda
7 da matriz; entraremos c¢om a matriz UPPER, que foi montada na
sub-rotina MATRIX, e sairemos com sua decomposig¢io de Cholesky

armazenada na proépria matriz UPPER.

363 I€IEIETEIEIEIEIEIEFEIEIEIEIE IEIEIEIEIE 366 IEIEIEFEIEIE I FEIEIEIEIEIETEIEIEIEIEIEIE IEIEICIEIEIEHEIE I ¢
* SUB-ROTINA QUE FAZ A DECOMPOSIGAOC DE CHOLESKY *
» SEM PIVOTEAMENTO DE UMA MATRIZ UPPER, SIMETRICA =
% E DE SEMI-BANDA IWB. »*

FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEICIEIEIEIEIEICIEIEIEIEIEIEFEIE IEIEIEIEIEIIEIEIEIEIIE IEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIE

SUBROUTINE CHKYSTRCNMAX , UPPERD
REAL %8 UPPERCNMAX, % ,EPS, SOMA, ARG
INTEGER N,M,IWB,NN,MM,II,JJ,KJ

oo nn

COMMON ~ ELEMENTO ~ N, M
COMMON ~ BANDA ~ IWB

DATA EPS ~ 1.D-16 -~

C »*x  CALCULO DA PRIMEIRA LINHA DA MATRIZ UPPER 2%
IFCUPPERC1,12.LT.O0.DO> GO TO 70
UPPERC1,1> = DSQRTCUPPERC1,13)D
IFCDABSCUPPERC1,1D2D.LE.EPSD GO TO 60
DO 10 J=2,CIWB+1>

UPPERC1 ,J> = UPPERC1,JD-UPPERC1,1D
10 CONTINUE
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DO 50 I=2,M

NN =1 + IWB

SOMA = 0.DO

MM = 1

IFCI.GT.CIWB+1D>> MM =1 - IWB

DO 20 K = MM,CI~-1)

II1 = CI-K> + 1

SOMA = SOMA + UPPERCK,IIDUPPERCK,IID
CONTINUE

»x CAIL.CULO DA DIAGONAL PRINCIPAL  %x
% VERIFICA SE A MATRIZ E DEFINIDA-POSITIVA %

ARG = UPPER(CI,1> - SOMA
IFCARG.LT.0.D0O> GO TO 70

UPPERCI,1> = DSQRTCARGD
»*¥* CALCULO ACIMA DA DIAGONAL PRINCIPAL %

IFCCM-ID.LT.IWBD NN = M

DO 40 J = CI+1>,NN

SOMA = 0.DO

JJ = CJ-I> + 1

DO 30 K = MM,CI-1D

II =1 - K + 1

Kl =J -K +1

IFCKJ.GT.CIWB+12> GO TO 30

SOMA = SOMA + UPPERCK,IID»*UPPERCK,KJD
CONTINUE

#x VERIFICA SE A MATRIZ E SINGULAR  »x
IFCDABSCUPPERCI ,120D.LE. EPS> GO TO 60
UPPERCI,JJ> = C UPPERCI,JJ> -~ SOMA >-UPPERCI,.1D

CONTINUE
CONTINUE

RETURN

WRI TEC,100)

FORMATCSC. ,T10, ’NAO E POSSIVEL A DECOMPOSICAQ’, /D
STOP

WRI TEC %, 200D
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200 FORMAT(SC > ,T10, "MATRIZ NAO E DEFINIDA-POSITIVA’,~ ~/>
STOP

END

Feita a decomposig@o de Cholesky de K, o sistema
(4.13>, para cada ., assume a forma L LT ZL = oy, que pode

ser representada por dois sistemas mais simples,

L Zi = i C4.14d
e
LT 2t = 3 C4.15>

onde Zi, 2. e ri s3c vetores de comprimento 2N. Em primeiro

lugar determinamos Zi em C4.14) e depois Zi em (4.155.

C 262636 36 36 P 336 IEIIEIEIEIEIE IEIEFEIETEIEIEIE 3636 I IEICIE I 3636 IEIE I IEICHEIEFEIEIEIENE
Cc * SUB-ROTINA QUE RESOLVE LTz =8, kad
c * ONDE L £E UMA MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR =
C FEIIEIEIEIEIEIIEIEIEIIEIEICIEFEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE 3636 FEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEHE
SUBROUTINE SOLVECHKYCNMAX , UPPER, BD
REAL»2 UPPERCNMAX, %>, BU»> , SOMA
INTEGER N,M,IWB,II,MM,JI
COMMON ~ ELEMENTO ~ N,M
COMMON .~ BANDA ~ IWR
C »*x RESOLUCAO DO SISTEMA TRIANGULAR INFERIOR %

BC1D> = BC1D-UPPER(C1,1D

MM = 1

IFCI.GT.II> MM =1 - IWB
DO 10 J = MM,CI-1>

JI =1 -3 + 1
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SOMA = SOMA + UPPERCJ, JID®BCJID
10 CONTINUE

BCID = ¢ BCID> - SOMA D> /UPPERCI,.1D
20 CONTINUE
C ¥ RESOLUCAO DO SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR %

BCM = BCM /UPPERCM, 1D

DO 40 I=CM-1D>,1,-1

SOMA = 0.DO

MM = M

IFCCM-ID.GT.IWBD MM =1 + IWB

DO 30 J = CI+1D>,MM

JI = J -1 +1

SOMA = SOMA + UPPERCI,JIOx=BCID
30 CONTINUE

BCI> = C BCI> - SOMA D/UPPERCI,1D
40 CONTINUE

RETURN
END

Agora,.substituindo a decomposigdo de Cholesky de K na

matriz M do primeiro sistema, (4.11), temos

M=cL LD @1

Usando a propriedade 2 do produto tensorial, dada em (3.10D,

comA=L, B=L"eC =D =1, obtemos um sistema equi valente,

(L e Id cLT @ Id> » = B,

que pode ser decomposto em dois sistemas mais simples,
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(LeI> o = B C4.16>

LT e Id> y = o C4.17>

Fazendo © produto tensorial que aparece em (4.168), da forma
como foi definido em (3.8, encontramos uma matriz triangular
inferior por blocos, onde cada bloco (i,j> ¢ uma matriz de

dimens3oc 2N, com a seguinte estrutura

C4.180

onde {J ¢ um elemento de L. Considere os vetores o e B, de
comprimentos ¢aN>®, divididos em 2N blocos de tamanhos 2N.
Para resolver (4.163 proceda como em (4.14>, tratando cada
elemento da matriz come um bloco da forma (4.18). Portanto,

cada operagioc deste processo sera repetida 2N vezes.

Anal ogamente, resolvemos (4.17D.

Resumi ndo, para obtermos a solugio do sistema

L @ I> ¢LT @ I> Y = B, podemos aproveitar, com pequenas

modificagBes. a sub-rotina SOLVECCHKY que resoclve um sistema

da forma LT ; = B.

c FEIEIEIEIEIEHEIEICIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEFEFEIEIE IEIEIEICIEIEFEFEIE I IEIEJEIEIEIE FEIEIEIEIEIEIEIEIEIE ¢
c * SUB-ROTINA QUE RESOLVE (L @ 15cLT @ ID y = B. x
C # ONDE L B UMA MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR »
C

FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE FEFEIEIE IETE IEFE FEIEIEIE IEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEHE I I
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SUBROUTINE SOLVECNMAX,UPPER, BD
REAL%8 UPPERCNMAX, 3 , BCNMAX, %> , SOMA
INTEGER N,M,IWB,II,MM,JI

COMMON ~ ELEMENTO ~ N,M
COMMON ~ BANDA ~ IWB
»x RESOLUCAO DO SISTEMA TRIANGULAR INFERIOR

DO 1 I=1,M
BC1,I> = BC1,I>~-UPPERC1,1D
CONTINUE

[

I

—
on @

+ 1

O 2. M

=

»M
. DO

2088
II§NNII

1

IFCI.GT.II> MM =1 - IWB

PO 10 J = MM,CI-1D

JI =1 - J + 1

SOMA = SOMA + UPPERCJ,JID*BCJ,KD
CONTINUE

BCI,K> = C BCI,KD> - SOMA D/UPPERCI.1D

CONTINUE
CONTINUE

% RESOLUCAC DO SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR %%

DO 3 I=1.M
BCM,I> = BCM.ID> UPPERCM,1D
CONTINUE

DO 40 I=(M-1>,1,-1

DO 4 K=1,M

SOMA = 0.DO

MM = M

IFCCM-I>.GT.IWB> MM = 1I + IWE
DO 30 J = CI+12>,MM

JI = J -1 + 1

SOMA = SOMA + UPPERCI,JID=BCJ,KD
CONTINUE

BCI,.K> = C BCI,KD> - SOMA D> -UPPERCI.1D

CONTINUE
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40 CONTINUE

RETURN
END

Vimos que para resolvermos os sistemas (4.11) e (4.12)
¢ preciso inicialmente a decomposigic de Cholesky da matriz K,
que é feita na sub-rotina CHKYSTR. Como a montagem de K sé ¢
necessaria nas 3 primeiras iteragtes, também a sua
decomposig3o de Cholesky n3Eoc serd necessaria nas demais
iteragBes.

Concluindo, para cobtermos a solug2o do sistema (4.10),
conhecidos o vetor B e a decomposi¢gdo de Cholesky de K, temos
a sub-rotina SISTEMA, descrita abai xo, que chama os

procedimentos SOLVECHKY E SOLVE.

C FEIEIEIEIEIIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEPENEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIIEIEIEHE
C » SUB-ROTINA QUE RESOLVE O SISTEMA »
C PEIEIEIEDEIEIE 62636362636 JEIEIEE 36 IEIEIEDEIEIEIEFEIEIEIEIEIEICIEICIE 636263
SUBROUTINE SISTEMACNMAX, UPPER, B>
REAL»8 UPPERCNMAX, 3 , BONMAX, 3
REAL»8 BBC(80D
INTEGER N, M
COMMON ~ ELEMENTO ~ N, M
C 3¢ RESOLUCAO DO PRIMEIRO SISTEMA  sex
CALL SOLVECNMAX, UPPER, BD
C »#x RESOLUCAC DO SEGUNDO SISTEMA %

DO 10 I=1,M
DO 2¢ J=1 .M
BBC(JD> = B(CI,JD
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20 CONTINUE
CALL SOLVECHKY(CNMAX , UPPER. BBD
DO 30 K=1,M
BCI.K> = BBCKD

30 CONTINUE

10 CONTINUE
RETURN
END

Observe que, apesar do produto tensorial entre as

. X xX Y b4 .
matrizes CC + u A'D e CC° + g A7) de (4.100 fornecer sistemas
de c2N>? equagdes, iremos resolver sistemas cujas matrizes cdo
de dimensdo 2Nx4. Portanto, a escolha do método de Elementos
Finitos com Dire¢@es Alternadas significou um ganho quanto ao

espago de meméria requerido.

437 - MODIFICA B

Vimos gue no tempo t=At temos um processo iterativo

onde o termo do lado direito do sistema, B, & dado por

B = catd?c1-catd® A% e AY ¢t - DY 4 C<;s’>kL

e C¢>1)kL n3dc se altera em cada iterag¢io. Nosso interesse agora
¢ mostrar como foi construide o primeiro termoc de B. Para
. . 1 o_ . 2
isto, considere o vetor (7 - np ) = Z, de comprimento (2NJ",

com a seguinte estrutura de bloco
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Usando (4.9 e fazendo o produto (A® @ AYD) Z obtemos o vetor
x Yy 2 2 .
v = XK CA e A'D Z, onde KX = CALD(1-CALD™), com a seguinte

estrutura de bloco

AYC 11224 - 4272 - 2828 O ]
AYC -42Z1 + S04Z2 - 25224 + 42Zs O

AYc 28234 + 22423 - 422« - 28Zs O

AYC -282Az - 4223 + S04Z4 - 25226 + 4227 O
Z10h AYC 42Z2 - 282a + 224Zs - 4226 - 28Z7 O

C4.19

AYC 42Z¢2N-2) — 28Z(2N-1) + 11222N O

Para construirmos o© vetor acima € necessaria inicialmente a
, X v L

montagem da matriz A = A, definida em (4.8). No programa

esta matriz ¢ denominada MAT e possui, devido a sua estrutura,

2N linhas e 4 colunas.

FEFEIEIE FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIETEIEIEIE IEIEIEIEIEFEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIE FEIEIIE

% SUB-ROTINA QUE CONSTROI A MATRIZ C210H A™O  x
BEIEIEFEIEIEMIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEFEIEIEIIIEIIIEIEFEIE

O0nN

SUBROUTINE MATRIGC AD
REAL®8 ACS0, %
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INTEGER N, M,KK
COMMON ~ ELEMENTO -~ N,M

»x DI AGONAL PRINCIPAL %

AC1,10 = 112.D0
ACM,1> = 112.DO
KK = 2

DO 10 I=1,C(N-1>
ACKK,1> = S04.DO
ACKK+1,1> = 224.D0O
KK = KK + 2
CONTINUE

»x PRIMEIRA DI AGONAL SUPERIOR 2

ACM-1,2> = -28.D0
KK =1

DO 20 I=1,CN-1>
ACKK,2) = -42.DO

ACKK+1,2) = 0.DO
KK = KK + 2
CONTINUE

»#x% SEGUNDA DI AGONAL SUPERIOR %

KK =1

DO 30 I=1,(N-1D>
ACKK,3> = -28.D0
ACKK+1,3> = -282.D0
KK = KK + 2
CONTINUE

ACM-2,3) = 42.D0

#x TERCEIRA DI AGONAL SUPERIOR  »x

AC1.,40 = 0O.DO
KK = &

DO 40 I=1,(N-2>
ACKK, 4> = 42.DO
ACKK+1,4> = 0.DO
KK = KK + 2
CONTINUE

RETURN
END
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Os produtos Az, i=1,2,...,2N, que aparecem na
defini¢Xo do vetor v em (4.19), sZo feitos separadamente na
sub-rotina  PRODUTO, descrita abaixo. IWB representa o

comprimento da semi-banda da matriz simétrica A,

FEIEFEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE I IEIEIEIEIENIEIIEIEIEIEIEIEIEIEIIEHIEIIEIEIEHIEI I I
» SUB-ROTINA QUE CALCULA O PRODUTO DE UMA »
»* MATRIZ A, SIMETRICA COM ESTRUTURA DE BANDA, x
»* POR UM VETOR Z : AxZ = B *

FEIEIEIEIEIEIIEIEIE D DI TEIE I IE I D6 IEIEIE IEIEIEIEIE IEIE IEIE IEDE I DEIE D6 DI I I IEIE IEICIE eI

tNeNeNe NS

SUBROUTINE PRODUTOCA,Z,BD
REAL %8 2Z( ) ,B(x) ,SOMA, EPS
REAL»8 ACS8O0, »

INTEGER N,M,IWB,MM,KI

COMMON ~ ELEMENTO ~ N, M
COMMON ~ BANDA ~ IWB

DATA EPS ~ 1.D-18 ~

DO 1 I=1,M
IFCDABSCZCIOO . LE. EPSY 2Z2(I> = 0.DO
1 CONTINUE

C ¢ CAILCULO DE BC1D %

SOMA = 0.DO

MM =1 + IWB

DO 10 J=1,MM

SOMA = SOMA + AC1,J3%2ZCJD
10 CONTINUE

BC1> = SOMA

DO 20 I=2,M
C s#x CALCULO DOS ELEMENTOS DA DIAGONAL E ACIMA DELA  »x
SOMA = 0.DO
MM = I + IWB
IFCCM~-ID.LT.IWBD MM = M

DO 30 J=I ,MM
KI =J -1 + 1
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SOMA = SOMA + ACI ,KID>»ZCJD
30 CONTINUE

C #% CALCULO DOS ELEMENTOS ABAIXO DA DI AGONAL

MM =1 - IWB
IFCCI-IWB).LE. OO MM =1

DO 40 J=MM,CI-1>

KI =1 - J +1

SOMA = SOMA + ACJ,KID»Z(CJD

40 CONTINUE
BCID> = SOMA
20 CONTINUE
RETURN
END

Observe que a montagem da matriz AY para o calculo de
v @ necessaria apenas no primeiro passo do processo iterativo,

ou seja, quando NITER = 1. Na sub-rotina TENSORIAL, descrita

abaixo, efetivamos o calculo de w.

FEIEIEIEIEIEFEIEIEIEIIEIEIEIEIEIEICIEIEIEIEICIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE I
% SUB-ROTINA QUE CALCULA O PRIMEIRO TERMO »*
¥ DE B NO PROCESSC ITERATIVO NO TEMPO T=AT

IEIEIEIIEIIEIIEIEIEIEIIEIEIEIEIIIEIIEIIEIEIEIEIIEIIEIIEIE I IEIIEIIEIEIEIE IEIE I

SUBROUTINE TENSORI ALCNMAX, NITER, 21, Z20

REAL»8 H, HT, 21 CNMAX, % , Z2CNMAX , %) , AUX , AUX1 , AUX2,EPS
REAL»8 MAT(BO0O, 4D ,V1(803,VvVa2(80>

INTEGER N,M,NITER,II,JJ

annan

COMMON ~ NPINTEG ~ NPI
COMMON  ELEMENTO ~ N,M
COMMON ~ PARTICAO ~ H,HT
DATA EPS ~ 1.D-18 ~
IFCNITER. EQ.1> THEN

CALL MATRIGCMATD

END IF

AUX1 = HT3HT
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AUX2 = 210. DOx210. DOsHxH
AUX = AUX1xC1.DO - AUX1D-AUX2

DO 1 I=1,M

DO 1 J=1,M

IFCDABSC21CI ,JD3>.LE.EPS) 21CI,J> = O0.DO
CONTINUE

»x CALCULO DE 22(C1,ID, I=1,M 2

DO 10 I=1,M

VIiCIDd = C 112.D0%21(1,15-42. DO%Z1(2,I0-28. DO%21(3,1)
*AUX

CONTINUE

CALL PRODUTOCMAT, V1i,Vad

DO 20 I=1,M

Z22C1,I> = Vacld

CONTINUE

»xx CALCULO DE 2Z2¢2,ID>, I=1,M 2x

DO 30 I=1,M

VICIDO = ¢ —42.D0%21C1,I5+504.D0%21C2,I1>~-252. DO%*21(4,1ID

+42. DO¥Z1 (5,10 D 2xAUX
CONTINUE
CALL PRODUTOCMAT, V1, V2>
DO 40 I=1,M
222,10 = vadIs
CONTINUE

»*x CAIL.CULO DE Z2(3,I2, I=1,M »x

DO 850 I=1,M

VICIO = C -28.D0%21(1,I10+224. DO%21(3,I5-42. DO%21C4,ID>-

28. D021 (5,I) I»*AUX
CONTINUE
CALL PRODUTOCMAT, V1 ,Vad
DO 60 I=1,M
Z2(32,I> = vVadId
CONTINUE

»*x% CALCULO DE Z22(J,ID>, J=4,(M-3) E I=1,M x
IT =2

JJ = 4

DO 70 K=1,CN-3>

#x CALCULO DE Z2(2%J,I>, J=2,C(N-2> E I=1,M
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110

70

120

130

140

180
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DO 80 I=1,M

VICID = ¢ -252.D0%21CI1,10-42. DO%Z1(I1+1,1D+504. DOx
Z1CII+2,10-252. DO%Z1(II+4,I15+42. DOXZICII+5,1I> D xAUX

CONTINUE

CALL PRODUTOCMAT, V1 ,V2>

DO @0 I=1,M

22CJJ,I> = vacld

CONTINUE

)% CALCULO DE 2Z22(2%J+1,I>, J=2,(N-2) E I=1,M

DO 100 I=1,M

VICID = ¢ 42.D0O%Z1C11,1>-28. DOXZ1CII+1,ID+224. DO
Z1CITI+3,10-42. DO%Z21(II1+4,1I5-28. DOXZ1 CII+5,ID> J>%AUX

CONTINUE

CALL PRODUTOCMAT, V1, Ved

DO 110 I=1,M

22CJJ+1,1I5 = vadld

CONTINUE

IT = 1T + 2
JJ = JJ + 2
CONTI NUE

»x CAILCULO DE BCM-2,I0, I=1,M ex

DO 120 1=1,M

ViCId = ¢ -252. DO*Z1(M-4,1I5-42. DO%Z1 (M-3,12+804. DO
ZICM=-2,I0+42. DO*Z1(M,ID> D»AUX

CONTINUE

CALL PRODUTOCMAT, V1, Vad

DO 130 I=1,M

Z2CM-2,1> = vadld

CONTINUE

»x CALCULO DE BCM-1,I>, I=1,M »x

DO 140 I=1,M

ViCID = ( 42.D0%Z1(M-4,1I)-28. D0OxZ1(M-3,1>+224. DO
Z21CM-1,I5-28. DO%Z1(M,I1D> Dx»AUX

CONTINUE

CALL PRODUTOCMAT, V1, V2D

DO 180 I=1,M

Z2CM-1,I> = vadIs

CONTINUE

% CALLCULO DE BCM,ID>, I=1.,M
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VICID = C 42. D021 (M~-2,10-28. DO%Z1(M~-1,I1)+112. DO

» 21CM,I> D»=AUX
160 CONTINUE
CALL PRODUTOCMAT, V1, V2>
DO 170 I=1,M
Z2C(M,I> = VacId
170 CONTINUE

RETURN
END

438 - CALCULO DAS INTEGRAIS

Para obtermos o lado direito do sistema linear, B, é

preciso calcular integrais dos seguintes tipos

- nos tempos iniciais
1 - < &x, ¥y, a6 >
K L
2 - < V& x,y),Va a0 >
K L

3 -< 3 &x,yd, 3 «

X

%3y %y
onde,
1 Kx,yd = u°(x.y)
t =0 4 < B D = < u , af3
KL o KL
4.23 v < a2 u
L oxdy
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&x,y>) = sCx,y) = At u_ + card 3¢ WeVu > + £° >

L
C BDY = cadc1-cawd®Ha* e AVcnt- %Y+ o
KL KL
t = At 4
C4a.24d onde, C @' D = < s,afBB > + AL Vs,V 3 >
KL XK L K L
+ CAtd*¢ 9% s, 87 o >
. %oy Ixdy
- nos demais tempos
< GCx.yD.aKaL >
4 - < c(x,y)VUM,VaKaL > 4.2
onde,
M
Kx,y> =t = fo.y,tM)
t = 1At 2 ™
4. 26 CBDO = A C-< cvu",VaKfaL >+ < tap >0

A integral em C4.25) ¢é diferente da integral do tipo
dois, (4.21>, pois U™ & um vetor, ou seja, o gradiente da
solug3To numérica no tempo imediatamente anterior, e n3Ioc uma
express3io algébrica como no caso de G(x,y). Portanto, existem
basicamente quatro tipos de integral que precisamos
resolver,(4.200,04.2115,04.220 e (4.285). O meétodo numérico
adotado, em qualquer iteragdoc no tempo, foi Quadratura

Gaussiana com a opg3o de 2,3 ou 4 néds em cada direg3o por
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elemento (0B].

A tituloe de exemplo, suponhamos que estejamos
interessados em calcular as integrais para o caso de k=3 e
L=4. As fun¢Bes de base og(x) e ouCy) possuem seus suportes
definidos em [xi.an e [yz,y‘], logo © produto asCx)a‘Cy) é
diferente de zero somente no retangulo [x‘.x"]x[yz.y‘]. como

mostra as figuras abai xo.

»
(
P
o
b3
(41
«
o
«
(2]
~
L

FIGURA 4.6

Determinaremos as expressdes para o© calcule das
integrais em II = [xi,lex[ys,y‘], lembrando que o valor total
da integral ¢é dado pela soma nos gquatro gquadrantes. Em 1I, as
fungBes de base locais correspondentes a QBCx.) e a‘Cy) s3o
¢‘Ct) =3 ¢1(t3. respectivamente, e as relag@es entre elas dadas

em C(4.7). Para a integral do tipo 1, (4.20), temos
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b4
2 <
J GCx.y)a‘Cx)a‘CyD dxdy = I j GCx.y)a'Cx)a‘Cy) dxdy
1I X Ys
1

1
2
1 J .[ GCth).y(z))¢4Ct)¢;Cz) dtdz

1

-1

onde, xCLd !

C C(x + xD 4+ h
1 2

C4.275
1

yCzD

CCya+y‘)+th

A fungdo que faz estas mudangas de variaveis ¢é definida no

nosso programa da seguinte forma

6363 IEIEIEHE HEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEMIEIEIEIEIEIEICIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE I IEIEIEI
»#  FUNCAO QUE FAZ A MUDANCA DE VARTIAVEL

FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIE FEIEIEIE IEIE IEIIE IEIEIEIEIEIEIICIEIEIEIEIEIENE

N an

REAL %8 FUNCTION TRANSFCT,A,BD
REAL»8 T,A,B

TRANSF = CA + B + (B - AAxTO=0. SDO

RETURN
END

Usando Quadratura Gaussiana com NPI pontos por elemento em

cada direg3ic, obtemos

J GCx,y)aSCXDa‘Cy) dxdy =

11 c4.28)

NPI NPI

2
h
-
2 Z = Z Zj GCthi).y(tj)) ¢4(t’t)¢aCtJ)
=1

Iz 1
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onde Lt sXo os zeros do polinémioco de Legendre e 21. OS pesos
da férmula da Quadratura Gaussiana. Usando o mesmo

procedimento, consegui mos as expressdes para as outras

integrais.

IJ VG(x.y)VaaCxJa4(y) dxdy =

Ix C4.29
NPI NPI

Z 2 Z Z, C GxCtht).y(Lj)J ¢4Cti)¢1Ct’j) +
=1

+ G IxCt D, yCt DD ¢ (L Dg7Ct > D

JJ 3% oCx,yd 8° o 0Oa Cy) dxdy =

oxdy
C4. 30
NPI NPI
Z Zz G OXCL D, yCt 3D $2Ct IgrCt D
Xy
—~
” cCx, yd VU™ Va_ (0o Cy) dxdy =
11 C4.31>
NPI NPI
= = Z Z | eCxCt D, yCt ¢ U:Cth,‘).thj)D¢‘Cti)¢1Ct,jD +
3=1

+ U:Cth,L),y(t.j)) ¢t d8iCt DD
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Observe que nas expressBes para o célculeo das

integrais & necessario o produto das fun¢@es de base locais e

suas derivadas calculadas nos nés gaussianos. Estes valores

s3o construidos na sub-rotina BASE e armazenados nas matrizes

FI,DFIX,DFIY,D2FIXY, definidas
forneceamos em BASE os pesos
Gaussiana.

PHICI,IID> representa a

calculada no né gaussiano TCID.

na segio 4.3. 2. Também

da férmula da Quadratura

fungio de base local 11

DPHICJ,JJD representa a derivada da fun¢io de base

local JJ calculada no nd gaussiano TCJD.

C FEIE36:36 26 3636 6 FE 6T TETETEIEFEIETE I IEIEIEI6IETE I IEIEIEIEIEFEIEIEIEIE I 3626 IEIE I

C »* SUB-ROTINA QUE FORNECE OS DADOS PARA A

C % INTEGRACAO E CONSTROI AS BASES LOCAIS *

C 263 36636 TE I I I IEIEIEIE 326 I IE 36 DD D6 I3 I I I3 IEIEI6-36- 3636363636 363
SUBROUTINE BASE
REAL®8 T(S),2Z2(85),PHI(S, 4> ,DPHI(S, 4),FI1(5,5,4,4D
REAL %8 DFIX(5.,5,4,42.DFIY(5,5,4,4>,D2FIXY(5,5,4,4>
INTEGER NPI,II,JJ
COMMON ~ NPINTEG -~ NP1
COMMON ~ PESO ~ T.Z
COMMON .~ FUNCOES ~ FI,DFIX,DFIY,D2FIXY

C *% FORNECE OS PONTOS E OS PESOS PARA A INTEGRACAO

IFCNPI.EQ. 2> THEN

TC1> = -0.87735027DO
T2 = -TC1D
2C12> = 1.DO
2(2> = 1.D0

ELSE IFCNPI.EQ. 3> THEN
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TC1D
TC2D
TC3D
2C1O
2e2d
203D

ELSE

TC1D
TC2D
T3
TC 4D
2C€1D
2Ca
2C30
2C45

ELSE

TC1D
TC2D
T3
TC4D
TCSD
2C1D
zcad
203
2C4D
28

ELSE

0. DO
=TC1D

5. DO-9. DO
8. DO-9. DO
2C1D

IFCNPI. EQ. 43> THEN

-0. 86113631D0
-0. 339981 04D0
-TC2)

-TC15

0. 34785488D0
0. 6521 4518D0
220
ZC1D

-

IFCNPI.EQ.S> THEN

-0. 80681 7985D0
—-0. 853846931 DO
6. DO
~TC2D
=TC1D
0. 23692688D0
0. 47862868D0
0. 5688888900
2Cad
2C1D

[T T | | R O { O [ Y |

WRITEC,102
FORMATC. -, TS, 'ENTROU COM O NUMERO DE PONTOS DE GAUSS
ERRADO 3

STOP

END IF

x 8 Xk

CALCULA AS FUNCOES DE BASE LOCAL E SUAS

DERIVADAS EM TCID.

20 I=1,NPI

~0. 774596869241 483D0

I=1,..,NPI

CALCULO DAS FUNCOES NO ELEMENTO PADRAO e
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PHICI,1> = 0.28D0%(2.D0 + TCIJO»#(1.DO0 - TCIDD»
* (1.DO - TCID>D

PHICI ,2> = 0.25D0O»(1.DO + TCIDO»1.DO ~ TCIDD*
® (1.DO - TCIDD

PHICI,3) = 0.28D0%(2.D0 - TC(IXD>%»(1.DO + TCIDD»
* (1.DO + TCIDD

PHICI , 4> = 0.28DO»(TCI> - 1.DO0D»C(1.DO + TCIDI

* (1.DO + TCIDD

O

¥ CALCULO DAS DERIVADAS ¢

DPHICI ,1> = -0.785DO0%(C1.DO - TCID>*TCIDD
DPHICI ,2) = -0.25D0%C1.D0 ~ TCI>>»(1.D0O + 3.DO%TCIDD
DPHICI ,3> = O0.75SD0%»(1.DO — TCID*TCIDD
DPHICI, 4D = 0O0.25D0x(C1.DO0 + TCIDO>%(3.DO»TCI> - 1.DOD
20 CONTINUE
C »x CALCULO DOS PRODUTOS %3

DO 30 II=1,4

DO 30 JJ=1,4

DO 30 I=1,NPI

DO 30 J=1,NPI

FICI,J,II,JJ> = PHICI,II>»PHICJ,JJD

DFIXCI,J,I1,J3D DPHICI ,IID%PHICJ,JJD

DFIYCI,J,I1,3J> PHICI ,IID>*DPHICJT,J3D

D2FIXYCI,J,II,JJ> = DPHICI,IID>%DPHICJ,JJD
30 CONTINUE

RETURN
END

As expressfes dos somatérios que definem as integrais

podem ser resumidos da seguinte forma :

c E: ZI }: ZJ FFCI,J,I1,JJD C4.32>
1 N

onde, C ¢ uma constante e
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D1 »F1 em (4.28)
FF = D2X»DFIX + D2Y»DFIY em (4.20) e (4.31D
D3%D2FI XY em C4. 30>
com, f DI = G
D2X = Gx
em (4.29
D2Y = G
) Y
Dex=cu>‘:
“ em (4.31D
DY = C U
y
DB = G
L Xy

O segundo somatdério em (4.32) ¢ feito na sub-rotina
SOMAY, fornecendo as somas parciais, 5SY1,SY2,8Y3 e SY4, das
integrais dos tipos 1.,2,3 e 4, respectivamente. As definig¢Ses
das fungSes D1,.D2X,D2Y e D3 em cada iteragZio no tempo podem
ser encontradas em (4.23), (4.24) e (4.26).

No vetor XT temos os valores X(ti)’ i=1,...,NPI, e em
YT os valores de thR, j=1,...,NPI. Nas matrizes DUNX e DUNY
encontramos as derivadas da solugdo U® imediatamente anterior,

avaliadas em C(XT,YTD. Veremos depois como obter estes valores.

FEIEIEIEICTEIEIIEIEIEIIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIIIEIIEIEIEIEIEIENEIE

»* SUB-ROTINA QUE CALCULA AS SOMAS EM Y DAS INTEGRAIS %=
FEIFIEFIIEIEIEICIEIEIEIEIEIEFEIEIEIEIEIEIEIEIOIEIEIEIIEICIIEIIEIEIOIEIEIEIIEIEIEIEFEIEIE FEIEIIEIEN

00N

SUBROUTINE SOMAYCK,I,.XT,YT,TP,I1,JJ,DUNX,DUNY,SY1,SY2,
% SY3,SY4O

REAL»8 H,HT,XT,YT(3 ,TP(% ,SY1,SY2,SY3,SY4, TRANSF

REAL»8 Di,De2X,D2Y, D3, U0, DUOX, DUOY , D2UOXY, S, DSX, DSY

REAL»8 D&SXY, VALFN, VALFC,FC,FI(5,5,4,4>,DFIX(5,5.4,4>

REAL»8 DFIY(S,S5, 4,40 ,D2FIXY(5,5,4,4>
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REAL»8 T(5),2Z(5),DUNXC40,5,2),DUNY(40,5, %,
INTEGER IT,I1,NPI,II,JJ,K

COMMON ~ PARTICAO ~ H,HT

COMMON ~ NPINTEG ~ NPI

COMMON ~ PESO ~ T,2Z2

COMMON .~ FUNCOES ~ FI,DFIX,DFIY,D2FIXY
COMMON ~ PTEMPO ~ IT

SUB-ROTINA QUE CALCULA AS SOMAS EM Y
DAS SEQUINTES INTEGRAIS :
15 <F,PHICiDPHIC3>>
2) <GRADCF) ,GRADCPHICiDPHIC3§d>>>
30 <Da(FDDXDY,D2CPHICiOPHIC jO-DXDY>
42> <GRADCUND , GRADCPHICiDPHIC §3>

I1,JJ3 : NUMERO DA FUNCAO DE BASE
I1,JJ =1,2,3 ou 4
INTERVALO DE INTEGRACAO EM Y : [Y1,Y2]

DO 10 J=1,NPI

IFCIT.EQ.1> THEN
CALL VALFCXT, YTCJD, UO, DUOX, DUOY , D2UOXYD
D1 = UO
DeX DUOX
D2y DUoY
D3 = D2UCXY
ELSE IFCIT. EQ.2> THEN
CALL VALF1C(XT,YTCJS,S,DSX,DsSY, DesSXYD
M =5

D2X = DSX
peY = DSsY
D3 = DesXy
ELSE
D1 = VALFNCXT,YTCJS,TPCIT-135
FC = VALFCCXT,YTCJIDD

DeX = FC»*DUNXCK,I,JD
D2Y = FC»DUNYCK,I,JD
END IF

IFCIT.LT.3> THEN

SY1 = SY1 + ZCID»D1»FICI,J,II,J3D
SYz = SY2 + ZCIO»C D2X»DFIXCI,J,II,JJD +
D2Y»DFIYC(I,J,.II1,J3J3 O
SY3 = SY3 + ZCJO»D3»D2FIXYCI,J,I1,JJD
ELSE

SY1 = SY1 + ZCIO=Di»FICI,J,II,JJD
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SY4 = SY4 + ZCJID»C D2X»DFIXCI,J,II,JJD> +
D2Y»DFIYCI,J,I1,JJ) O
END 1F
CONTINUE

RETURN
END

Na sub-rotina SOMAX fazemos a soma dos diferentes

tipos de integral que aparecem em cada iteragdo do tempo, para

a construgdo do lado direito do sistema.

N

FEIEIEIEIEIEIEIEIETEIEFEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIE I IEIEIEIEIE IEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIE I HE I

» SUB-ROTINA QUE FAZ A SOMA DAS INTEGRAIS
FEIEFEICIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE I 26 23636 I6 36 IE 76 36 36 IEIEIE FEIEIEIE I 3 IEIEIEIEIEIEIEIE

SUBROUTINE SOMAX(CSX1,S5X2,SX3,SX4, SOMAD

REAL»8 H,HT,SX1,SX2,5X3, SX4, SOMA
INTEGER IT

COMMON .~ PARTICAO -~ H,HT
COMMON ~ PTEMPO ~ IT

IFCIT.EQ.1> THEN

SOMA = SX1%HxH»0.28D0 + SXZ22H»0.85D0 + SX3
ELSE IFCIT.EQ.2) THEN

SOMA = SX1xH»H»0.28D0 + SX2xH0. SDO»HT +

SX3%HT»*HT*HT»HT

ELSE

SOMA = (SX1%H3HxO.28D0 - SX43H2x0. SDOD »#HT»*HT
END IF

RETURN
END

Nas dedugd@es das férmulas para os calculos das

integrais podemos notar a necessidade de relacionarmos as

fungBes de base envolvidas, dp, p=1,...,28N, com as fungdSes de
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base local, ¢i’ i=1,2,3,4. Como exemplo, vamos mostrar, nas
tabelas 1 e 2, estas relaglBes para © caso das integrais que

envolvem os produtos o

. o e o, o . 9 = 1,...,28N. Estas
2i-1 q 2i-2 q

rela¢®es s3o mantidas para i=2,3,...,N alterando-se, é claro,
os intervalos de integragdo. Quandeo i=1 temos somente a
segunda coluna da tab.1 com o intervale em x iqual a [xi,xz],
e para i=N, a primeira coluna de tab.2 com [xn’xn-u]' o
procedimento geral usado para o calculo das integrais foi
caminhar na rede da esquerda para a direita e em faixas da
forma [Xt—fxiuh[yfynul’ i=1,...,N. Assim, o lado direito
do sistema, B, sera calculado por blocos e obedecera o produto
tensorial envelvido. Na sub-rotina BLOCO obtemos cada um
destes blocos de B.

Nos vetores XTi e YT1 temos os valores x(tL) e th,J,).
i,j=1,...,NPI, quando estes pontos pertencem a faixa
[xk-a’xkh[y1’yn+1] e, XT2 e YTI2 quando pertencem a faixa
seguinte, [xk,xk+1]x(y1,yN+1], k=2,...,N. JJ e KK indicam
guais fungSes de base local entram no c&lculo das integrais.
Se JJ=0, significa que estamos calculando © primeiro bloco de

B e. para KK=0, o dltimc bloco. Em DUNX1I e DUNY1 temos os

C'k

valores de U: e nos pontos (XT1,YT1) e em DUNXZ e DUNYZ os

nos pontos (XT2,YT2).

A

valores de U: e U
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PRODUTOS Ay
-4’ % t >, Xias
ly +¥,1 ¢, ¢, ¢, ¢, = 1
ly »¥,] ¢, %, ¢, .,
[yz’ysl ®, ?, 2., ¢1
ty,»v,1? ¢, . ¢, ¢, .
[yz'y3] ¢, %, ¢, 2,
LY Ve s ¢, %, P, P, 2N
TABELA 1
PRODUTOS &,
X g %1 L% %,
ly, »v,] ¢, ¢, ¢, 2, = 1
ly »v,3 ¢, ¢, ¢, ¢, .
ly, ¥ 1 ?, ¢, ¢, ¢,
ly, »vy,? ¢, ¢, ¢, 2, .
Ly, »¥,] ¢, 2, ¢, 2,
[yN’yN+1 ¢3 ¢4 ¢1 ¢4 2N
TABELA 2
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IO IIOHHHOOHHOOHOOOEHEHOENEEEEE
»* SUB-ROTINA QUE CALCULA UM BLOCO DO

» LADO DIREITO DO SISTEMA LINEAR »*
FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE2E IE I IEIEIEHEIEIEIEIEIEIEIEIEIEHE 2 23 FEHEIIEIEHIE NI

SUBROUTINE BLOCOCXP,Y,TP,JJ,KK,DUNX1, DUNY1,

DUNX2, DUNYZ, BD

REALX8 XP,Y(2 ,TPC» ,B(2) ,H,HT,XI,XM,XF,YI,YM,YF
REAL»8 SX1,SX2, SX3, SX4,S58X11, SX22, SX33, SX44

REAL»8 SY1,5Y2,5Y3,SY4,5Y11,SY22,S5Y33,SY44, SOMA
REAL»8 T(85),2Z(58),XT1(5),XTa(8),YT1(S),YT2(5) , TRANSF
REAL»8 DUNX1(40,5,%),DUNY1C40,5, %

REALx%8 DUNX2(40,5, % ,DUNY2(40,5, %

INTEGER IT,JJ,KK,N,M,NPI,II

COMMON ~ ELEMENTO ~ N, M

COMMON ~ PARTICAO ~ H,HT

COMMON ~ NPINTEG -~ NPI

COMMON ~ PESO ~ T,2

COMMON ~ PTEMPO ~ 1IT

XI = XP - H

XM = XP

XF = XP + H

YI = YC1D

YM = Y(2

YF = Y(3)

SX1,35Y1 = SOMAS EM X E EM Y NO CALCULO
DA PRIMEIRA INTEGRAL

SX2,5Y2 = SOMAS EM X E EM Y NO CALCULO
DA SEGUNDA INTEGRAL

SX3,SY3 = SOMAS EM X E EM Y NO CALCULO
DA TERCEIRA INTEGRAL

SX4,SY4 = SOMAS EM X E EM Y NO CALCULO DA

QUARTA INTEGRAL
SUB-ROTINA SOMAY : CALCULA AS SOMAS EM Y DAS INTEGRAIS

»¥ CALCULO DE BC12  »x

DO 10 I=1,NPI

XT1CID> = TRANSFCTCID,XI,XM
XTaCI> = TRANSFCTCID,XM,XFD
YT1CI> = TRANSFCTCID,YI,YM
CONTINUE

sSX1 = 0.D0

sSXa2 = 0.DO
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SX3 = 0.DO
SX4 = 0.DO
DO 20 I=1,NPI
SY1 = 0.DO
sYyz = 0.DO
SY3 = 0.DO
SY4 = 0.

IFCJJ.NE. 0> THEN

CALlL SOMAY(C1,I,XT1CID,YT1,TP,JJ,2,DUNX1,DUNY1,
SY1,S8Ya2,SY3,S5Y4)

END IF

IFCKK. NE. OO THEN
CALL SOMAY(C1,I,XT2CID,YT1,TP,KK,2,DUNXZ, DUNYZ,
SY1,8Y2,5Y3,5Y4)

END IF

SX1 = SX1 + Z(ID»SY1
SX2 = SX2 + Z(I)%SY2
SX3 = SX3 + Z(ID»SY=
SX4 = SX4 + ZCID*xSY4
CONTINUE

CALL SOMAX(SX1,SX2,SX3, SX4,SOMAD
BC1> = SOMA

SX1,S8X2,5X3,SX4 = SOMAS EM X DAS INTEGRAIS, PARA
O CALCULO DE BC(ID>, I=2,N
SY1,SY2,SY3,SY4 = SOMAS EM Y DAS INTEGRAIS, PARA
O CALCULO DE BCI>, I=2,N
SX11,SX22,SX33,SX44 = SOMAS EM X DAS INTEGRAIS, PARA
O CALCULO DE BCI+1D>, I=2,N
SY11,SY22,SY33,SY44 = SOMAS EM Y DAS INTEGRAIS, PARA
O CALCULO DE BCI+1>, I=2,N

3¢ CALCULO DE BCID> E BCI+1D, I=2,N x

ITI =2
DO 30 K=2,N

DO 40 I=1,NPI
YT2CI> = TRANSFCTCID,YM,YFD

CONTINUE
SX1 = 0.DO
sX2 = 0.DO
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SX3 =0
SX4 = O.

SX11
Sxee2
S5X33
SX44

wanu
10000

SY1
sy
SY3
sSY4

IFCJJ.NE. 0> THEN

CALL SOMAYCK-1,I,XTiCID,YT1,TP,JJ,3,DUNX1,DUNY1,
SY1,S8Y2,8Y3,SY4)

CALL SOMAYCK,I,XT1CI>,YT2,TP,JJ,1,DUNX1,DUNY1,
SY1,8Y2,8Y3,SY4D

END IF

IFCKK. NE. O THEN

CALL SOMAYCK-1.,I,XTaCID,.YT1,TP,KK, 3,DUNXZ,DUNYZ,
SY1,5Y2,8Y3,8Y4>

CALL SOMAYCK,I,XT2C1>,YT2,.TP,KK,1,DUNX2, DUNYZ,
SY1,S5Y2,8Y3,5Y40

END IF

SX1 = SX1 + ZC(ID>*SY1
SXz = SX2 + Z(I)x»sYz2
SX3 = SX3 + Z(ID*SY3
SX4 = SX4 + Z2(ID0%5Y4
SYi11 = 0.DO

Sygz2 = 0.D0

SY33 = 0.D0O

SY44 = 0.DO

IFCJJ.NE.O> THEN

CALL SOMAY(K-1,I,XTiCID,YT1,TP,JJ,4,DUNX1,DUNY1,
5Y11,SY22,5Y33,5Y44)

CALL SOMAYCK,I,XT1CI>,YT2,TP,JJ,2,DUNX1,DUNY1,
SY11,5Y22,5Y33,5Y44)

END IF

IFCKK. NE. O3 THEN

CALL SOMAYCK-1,I,XTaCId>,.YT1,TP,KK,4,DUNX2,DUNYZ,
SY11,8Y22,SY33,SY44)
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CALL SOMAYCK,I,XTe(Id>,YTz,TP,KK,2,DUNX2,DUNYZ,
SY11,SY22,SY33,SY44)

END IF

SX11 = SX11 + Z(I>xSY11
SXz2g = sXaz2 + Z(I>xsSYz2
SX33 = SX33 + Z(IJX%SY33
SX44 = SY44 + ZCID»SY44
CONTINUE

CALL SOMAX(SX1,SX2,SX3,SX4,SOMAD
BCII> = SOMA

CALL SOMAX(SX11,SX22, SX33, SX44, SOMAD
BCII+1D> = SOMA

II =1I + 2
YM = YF
YF = YF + H

DO 860 1I=1,NPI1
YTiCID> = YTeCI>
CONTINUE
CONTINUE

¥ CALCULO DE BCEND 3

SX1 = 0.DO
sSXz2 = 0.DO
SX3 = 0.D0
SX4 = 0.DO
DO 70 I=1,NPI
SYi1 = 0.DO
sSyz = 0.DO
SY3 = 0.DO
SY4 = 0.DO

IFCJJ.NE. OO THEN

CALL SOMAYCN,I,XT1CID>,YT1,TP,JJ,4,DUNX1,DUNY1,
SY1,SY2,SY3,5Y4D

END IF

IFCKK. NE. 0> THEN

CALL SOMAYCN,I ,XT2CID,YT1,TP,KK, 4,DUNX2,DUNYZ,
SY1,SY2,5Y3,5Y4D

END IF
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SX1 = SX1 + ZCIDwSY1

SX2 = SX2 + Z2CID»SYR2

SX3 = SX3 + ZCLID»SY3

SX4 = SX4 + Z2CID»SY4
70 CONTINUE

CALL SOMAX(SX1, SX2,SX3,SX4,SOMA)
B(MD = SOMA

RETURN
END

Para o© calculo das integrais do tipo 4, (4.31),
precisamos do valor das derivadas da soclug3oc imediatamente
anterior, U: e U; » hos pontos XCti) » onde t'i‘ i=2,3 ou 4, s3o
os néds gaussianos. No entanto, vimos na seg3oc 4.2 que o
algoritmo fornece estas derivadas nos pontos da rede.
Portanto, ¢ preciso fazer uma interpolagic para obtermos estes
valores. Comoc exemplo, veremos como calcular U:C xC tL) » ¥C t.J_D )

para Cth,L),th,jDD € [xi.lex[yz,yal. Temos abaixc os

graficos das fungBes de base definidas neste retangulo.

FIGURA 4.7
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Usando a definiglo de uM dada em (4.8), a

transformago de variaveis (4.4) e as rela¢gBes (4.7), temos

3 S
M - M »
UXCXCt't)'y(Lj)) = z Z nk'Laka(tt)) aL(y(tjDD
L=2

x
[}]
"

4 4
= 2 M @ CxCt DD @ CyCt dD
h nle(p),’Ly(q) P i ¢q < j
p=2 q=1
onde, e = CO.1,2.3)T e ny = C8.3,4,5)T. Nestes vetores

guardamos a numerag¢lo global das derivadas e das fun¢g®es de

base.

As sub-rotinas VDUNF1, VDUNFI e VDUNFN fornecem U: e
U; nos pontos pertencentes as faixas da rede,
[xi,lex[y1.yNﬂ], [Xt’xiul’([ya’yrqﬂ] i=2,...,N e

[x ,x Ixly ,y 1, respectivamente. Temos em DUNX1 e DUNY1
N" TN+t 1’ 7 N+1

estas deri vadas, U: e U; s calcul adas na faixa

[x .xIxly ,y 1, e em DUNXZ2 e DUNYZ2 estes valores na faixa
-1 L 1" N+t

seguinte [(x ,x Ixly ,y 1, i=2,...,N. Nos vetores NGX e NGY
L 1+ 1 N+1

encontramos a numerag¢ic global das derivadas e das fungfes de

base.

C FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEFEFEIE IEIEIEIE HIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIE HIEIEIEIEIE
C ¥ SUB-ROTINA QUE CALCULA AS DERIVADAS DE UM x
C » NA FAIXA [X X JIxlY .Y ] DO DOMINIO 3
c s 1 72 1 " N+a x
C FEIIEIEIEIEICIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE FEIEIEIEIE IEIEIE I FEIEIEIEIEIE IEIEIIEIEIEIEIEIEIEIEIE
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SUBROUTINE VDUNF1CNMAX, NGX, UN, DUNX, DUNY)
REAL»8 H,HT, UNCNMAX, % , SOM1 , SOM2

REAL»8 FI1(S5,5,4,4),DFIX(S5,5,4,4>

REAL»8 DFIY(S,5,4,40,D2FIXY(S5,5,4,4>
REAL %8 DUNXC40,5, %> ,DUNYC40,5, %
INTEGER N, M,NPI ,NGXC3 ,NGY(C4),KK

COMMON .~ ELEMENTO ~ N, M

COMMON ~ PARTICAO ~ H,HT

COMMON .~ NPINTEG ~ NPI

COMMON ~ FUNCOES -~ FI,DFIX,DFIY,D2FIXY

% CALLCULOS EM [XC1D,XC201Ix[YC13,YC2)] »x

NGYC1D> = O

DO 10 K=2,4

NGYCKD = NGYCK-1D + 1
CONTINUE

DO 20 I=1,NPI
DO 20 J=1,NPI
DUNXC1,I,J> = 0.DO
DUNYC1,I,JD O. DO
DO 30 K=2,4

[

SOM1 = 0.DO

SOM2 = 0.DO

DO 40 L=2,4

SOM1 = SOM1 + UNCNGXCKD ,NGYCLOD»DFIXCI,J,K,LD
SOMz2 = SOM2 + UNCNGXCKD ,NGYCLDD»DFIYCI,J.K,LD
CONTINUE

DUNXC1,1,30
DUNYC1,I,JD
CONTINUE
DUNXC1,I,J2
DUNYC1,1,JD
CONTINUE

DUNXC1,TI,J> + SOM1
DUNYC1,I,J> + SOM=2

2. DO%DUNXC1,I,J2-H
2. DO®DUNYC1,I,J0/H

¢ CALCULOS EM [(XC1D,XC231Ix[YCID,YCI+1D1,
DO S0 KK=2,(N-1D>

DO 60 K=1,4

NGYCKY = NGYCKD> + 2

CONTINUE

DO 70 I=1,NPI

DO 70 J=1,NPI
DUNXCKK,I,J> = 0.DO
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a0

80

70

50

120

110

100

DUNYCKK,I,J>
DO 80 K=2,4

oo
>33

SOM1
SOM2 .
DO © 1,
SOM1 SOM1 +
sSoM2 SoMz +
CONTINUE
DUNXCKK,I,J>
DUNYCKK,I,J>
CONTINUE
DUNXCKK.I,JD
DUNYCKK,I,JD
CONTINUE

O L

CONTINUE

% CALCULOCS

NGYC1D = M -
NGY(2) = NGYC
NGY( 4D = NGYC

DO 100 I=1,NP
DO 100 J=1,NP
DUNXCN,I,JD
DUNYCN,I,JD
DO 110 K=2,4
soM1 = 0.DO
SOM2 = 0.DO
DO 120 L=1,4
IFCL.EQ.3 GO
SOM1 = SOMi
SOM2 = SOoM=2
CONTINUE
DUNXCN,I,J3
DUNYCN,TI,JD
CONTINUE
DUNXCN,1,JD
DUNYCN,I,J0
CONTINUE

n ot

+ 4+

n

RETURN
END

= 0.DO

UNCNGXCKD ,NGYCLDD»DFIXCI,J,K,LD
UNCNGXCKD ,NGYCLOO>»DFIY(CI,J,K,L)

DUNXCKK,I,Jd> + SOM1
DUNYCKK,I,JD> + SOM2

2. DO*DUNXCKK,I,J>/H
2. DO®DUNYCKK,I,J>H

EM [XC10,XC23Ix[YCND ,YCN+1D] 2ex

2
10 + 1
2) + 1

I

I
0.DO
0.DO

TO 120
UNCNGXCKD ,NGYCLD3%DFIX(I,J,K,LD
UNCNGXCKD ,NGYCLDD»DFIYCI,J,K,LD

DUNXCN,TI,J> + SOM1
DUNYCN,TI,J> + SOMe2

2. DO%DUNXCN,I ,J>/H
2. DO»*DUNYCN,I,J>H
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FEIIEIEIEIENE I IEIEIEIEIEIEIEIIIEIEIEIEIEIEHIEIIE FEIEFEIE I IEIEIEIEIEIEIEIE I IEIEIE JE I3
» SUB-ROTINA QUE CALCULA AS DERIVADAS DE U
* NAS FAIXAS [X ,X  JIx(Y ,Y 1 DO DOMINIO »
® i=2,...,N. Lo 1 N1 3
FEIEIEIEIEIIEIE FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE FEIEIEIE FEIEIEIEIEIEIEIEIE HEIEIEIEIEIE I 3D

SUBROUTINE VDUNFICNMAX, NGX, UN, DUNX, DUNY>
REAL»8 H,HT, UNCNMAX, % , SOM1 , SOM2

REAL»8 FI(S,5,4,40,DFIX(5,5,4.4

REAL»8 D2FIX(5, 4,40 ,D2FIXY(5,5,4,4>
REAL»8 DUNXC40,5, % ,DUNY(40,5, %

INTEGER N,M,NFI ,NGX(% ,NGYC4),KK

COMMON ~ ELEMENTO -~ N,M

COMMON ~ PARTICAO ~ H,HT

COMMON ~ NPINTEG ~ NPI

COMMON ~ FUNCOES - FI,DFIX,DFIY,D2FIXY

SUB-ROTINA QUE CALCULA OS VALORES DAS DERIVADAS PARCIAIS DA
SOLUCAO APROXIMADA, UNCX,Y>, NOS PONTOS DE GAUSS, PERTENCENTE
A FATIXA DO DOMINIO [XCID,XCI+1D1x[Y¥YC1D,YCN+1>]1, I=2,N-1

3%  CALCULOS EM [XCID,XCI+103x[YC1D,YC2D] 2%

NGYC1)D o)

DO 10 K=2,4

NGYCKD = NGYCK-1> + 1
CONTINUE

DO 20 I=1,NPI
DO 20 J=1,NPI
DUNXC1,I,J> = O.
DUNYC1,I,JD 0.
DO 30 K=1,4

DO
DO

SOM1 = 0.DO

SOM2 = 0.DO

DO 40 L=2,4

SOM1 = SOM1 + UNCNGXCKD,NGYCLDOD»DFIXCI,J,K,LD
SOM2 = SOMzZ + UNCNGXCKD ,NGYCLDO*DFIYCI,J,.K,LD
CONTINUE

DUNXC1.,1I,JD
DUNYC1,1,JD
CONTINUE
DUNXC1,I,JD
DUNYC1,I,JD
CONTINUE

DUNXC1,I,J> + SOM1
DUNYC1,I,J2> + SOM=

2. DO»DUNXC1,1,J07H
2. DO%DUNY(1 ,1,J07H

¥ CALCULOS EM [XCID,XCI+1D1Ix[YCID,.YCJ+1D1, J=2,N-1
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DO 80 KK=2,(N-1D

DO 8680 K=1,4
NGYCKD = NGYCKD + 2
60 CONTINUE

DO 70 I=1,NPI
DO 70 J=1,NPI1
DUNXCKK,I,JD
DUNYCKK,I,JD
DO 80 K=1,4

SOM1 0. DO
SOoM2 0. DO
DO 80 L=1,4

0.DO
0. DO

SOM1 = SOM1 + UNCNGXCKD ,NGYCLDD»*DFIXCI,J,K,LD
SOMz = SOM2 + UNONGXCKD ,NGYCLOO*DFIYCI,J,K,LD
20 CONTINUE

DUNXCKK,I,JD
DUNYCKK,I,J>
80O CONTINUE
DUNXCKK,I,JD
DUNYCKK,I,JD

DUNXCKK,I,J> + SOM1
DUNYCKK,I,JD> + SOM2

2. DO%DUNXCKK,I,J>-H
2. DO®DUNYCKK,I,JO>~H

70 CONTINUE

50 CONTINUE

Cc x CALCULOS EM [XCID,XCI+1D1IxCYCND,YCN+1D] »ex
NGY(1D = M ~ 2
NGY(2) = NGY(C1D + 1
NGYC4D = NGY(2) + 1

DO 100 I=1,NPI

DO 100 J=1,NPI

DUNXCN, I, JD

DUNYCN, I,

DO 110 K=

SOM1 = O. DO

SOM2 = 0.D0

DO 120 L=1,4

IFCL.EQ.3> GO TO 120

SOM1 = SOM1 + UNCNGXCKD ,NGYCLDD»DFIXCI,J,K,LD

SOM2 = SOM2 UNCNGXCKD , NGYCLDD*DFIYCI,J,K,LD
120 CONTINUE

DUNXCN,I,JD

DUNYCN,I,JD
110 CONTINUE

0.DO
0.DO

"‘(-4
v
won

+

DUNXCN,I,J> + SOM1
DUNYCN,I,JD> + SOM2

o
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DUNXCN,I,JD
DUNYCN,I,JD
CONTINUE

2. DOXDUNXCN,1,J0/H
2. DOXDUNYCN,I,J3-H

RETURN
END

FEIEIEIEIEIEIETEIEIEIEIEFEIEIEIEIEIEFEIEIE FEIEIEFEIIEIEIEIEIEIEIEICIEIE I IIEIEI I IEIIENE
»* SUB-ROTINA QUE CALCULA AS DERIVADAS DE UM

* NA FAIXA (X .X IxlYy ,Y ] DO DOMINIO »
2 N"TN+s 1 " N+g »
FEIEIEIEIEIEIEIEIEFIEIIEIEIEIEIEIE I FEIEIEIEIEIEFEIEIEFEIEIEIEIEIE IEIE I FEFIEIEIHIEIEIEN

SUBROUTINE VDUNFNCNMAX, NGX, UN, DUNX, DUNYD
REAL 8 H,HT, UNCNMAX, % , SOM1 , SOM2

REAL»8 FI(5,5,4,4),DFIX(5,5,4,4>

REAL»8 DFIY(S5,5,4,4),D2FIXY(S,5,4,4D
REAL»8 DUNXC40,5, %) ,DUNY(40,5, %
INTEGER N, M, NPI ,NGX(%3,NGY(4D,KK

COMMON ~ ELEMENTO ~ N,M

COMMON ~ PARTICAO ~ H,HT

COMMON ~ NPINTEG ~ NPI

COMMON ~ FUNCOES -~ FI,DFIX,DFIY,D2FIXY

»x CAILCULOS EM [XCND ,XCN+1D1x[YC1D,YC2D] %

NGYC1> = O

DO 10 K=2,4

NGYCKD = NGYCK-1) + 1
CONTINUE

DO 20 I=1,NPI
DO 20 J=1,NPI1
DUNXC1,1,J3D
DUNYC1,I,JD
DO 30 K=1,4
IFCK.EQ. 3> GO TO 30

0.DO
0.D0

SOM1 = 0.DO

SOM2 = 0.DO

DO 40 L=2,4

SOM1 = SOM1 + UNCNGXCKD ,NGYCLOD=DFIXCI,J,K,LD
SOM2 = SOM2 + UNCNGXCKD ,NGYCLDD»DFIYCI,J ,K,LD
CONTINUE

DUNXC1,I,J2
DUNYC1,I,J0
CONTINUE

DUNXC1,1,J> + SOM1
DUNYC1,I,J0 + SOM2
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DUNXC1,I,JD
DUNYC1,I,JD
CONTINUE

. DO%DUNXC1 ,1,J0-H
2. DO»*DUNYC1 ,I,J0-H

s CAL.CULOS EM [XCNO ,XCN+1D21x{YCJD,YC(J+1D1, J=2,N-1 %
DO 80 KK=2,(N-1>

DO 860 K=1,4
NGYCKD = NGYCKD + 2
CONTINUE

DO 70 I=1,NPI
DO 70 J=1,NPI
DUNXCKK,I,J>
DUNYCKK,I,JD
DO 80 K=1,4
IFCK.EQ.3> GO TO 80

SoMi 0.DO

SOM2 0. DO

DO 80 L=1,4

SOM1 = SOM1 + UNCNGXCKD ,NGYCLDOD*DFIXCI,J,K,LD
SOMz2 SOM2 + UNCNGXCKD ,NGYCLDOD2DFIYCI,J,K,LD
CONTINUE
DUNXCKK,I,J>
DUNYCKK,I,JD
CONTINUE
DUNXCKK,I,J>
DUNYCKK,TI,JD
CONTINUE

0.DO
0. DO

DUNXCKK,I,J> + SOM1
DUNYCKK,I,JD> + SOMz

2. DO%DUNXCKK, I, J3~H
2. DO%DUNYCKK,I,J>~-H

o

CONTI NUE

x CALCULOS EM [XCND ,XCN+1DIx{YCND , YON+1D1 e

NGYC1> = M - 2
NGYC2> = NGY(C1D> + 1
NGYC4> = NGY(=2D> + 1

DO 100 I=1,NPI

DO 100 J=1,NPI
DUNXCN,I . J> = 0.DO
DUNYCN,I,J0 = 0.DO
DO 110 K=1,4
IFCK.EQ. 3 GO TO 110
SOM1 = O0.DO
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IFCL.EQ.3> GO TO 120

SOM1 = SOM1 + UNCNGXCKD ,NGYCLOD>*#DFIXCI,J,K,LD
SOMz2 = SOM2 UNCNGXCKD , NGYCLDD%*DFIYCI,J,K,LD
CONTINUE
DUNXCN,I,JD
DUNYCN,I,JD
CONTINUE
DUNXCN,I,J>
DUNYCN,1,JD
CONTINUE

+

DUNXCN,I,JD> + SOM1
DUNYCN,I,J> + SOM2

Wn

2. DO%DUNXCN,1I,J3-H
2. DO%DUNYCN,I,J>-H

RETURN
END

Podemos agora apresentar a sub-rotina INTEGRAL que,

chamando todas as outras sub-rotinas descritas neste capitulo,

efetiva o calculo do lado direite do sistema, B, em cada

iterag3oc do tempo.

nOoOn

O aonnnann

FEFEIEIIEIIEIEIEIIIHIIOIEIEIOIIENIIINHIEIIEIIIEIIEIHK
» SUB-ROTINA QUE CALCULA O LADO £
» DIREITO DO SISTEMA, B »*

FEIEIEFEIOEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEFE IE IEIE IEIE IEFE IEIEIEIEIE

SUBROUTINE INTEGRALCNMAX,X,Y,TP,UN,BD
REAL»8 X3 ,YC(x) , TPC3%) , UNCNMAX , %0 , BCNMAX , %
REAL»8 DUNX1(40,8,53,DUNY1C40,5,5)

REAL»8 DUNX2(40,5,55,DUNY2(40,5,53,BB(80>
INTEGER N,M,IT,NPI,NGXC4D>,I1I.KK

COMMON .~ ELEMENTO ~ N.M
COMMON ~ NPINTEG ~ NPI
COMMON ~ PTEMPO ~ IT

A SUB-ROTINA CALCULA AS SEQUINTES INTEGRAIS PARA
CONSTRUIR O LADO DIREITO DO SISTEMA :

1D <F,PHICiD>PHICjO>

2) <GRADCFD ,GRADCPHICiOPHIC j33>

3> <D2CF>.DXDY,D2CPHICid>PHIC jo -DXDY>

4> <GRADCUND ,GRADCPHICiJIPHICjJD>

»% CAlCULO DE BC1,J>, J=1,M 2%
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IFCIT.GT.2> THEN

NGXC1> = O

DO 10 I=2,4

NGXCID = NGXCI-1> + 1

CONTINUE

CALL VDUNF1CNMAX,NGX, UN, DUNX1 , DUNY1>
END IF

CALL BLOCOCXC2D,Y,TP,2,0,DUNX1,DUNY1, DUNXZ2, DUNYZ2, BBD
DO 20 I=1,M

BC1,I> = BBCID

CONTINUE

»*» CAL.CULO DE BCI,J) E BCI+1,J>, I=2,N E J=1,M s

I1 =2
DO 30 I=2,N

IFCIT. GT.2> THEN
IFCI.LT.N> THEN

DO 40 J=1,4

NGXCJD = NGXCJD> + 2

CONTINUE

CALL VDUNFICNMAX ,NGX, UN, DUNX2, DUNY2)
ELSE

NGXC12 = M - 2

NGXC(2> = M - 1

NGXC4> = M

CALL VDUNFNCNMAX, NGX, UN, DUNXZ2, DUNY2>
END IF

END IF

CALL BLOCOCX(CID>,Y,TP,3,1,DUNX1,DUNY1,DUNX2, DUNYZ, BBD
DO 50 J=1,M

BCII,J> = BRCJID

CONTINUE

CALL BLOCOCXCID,Y,TP,4,2,DUNX1,DUNY1, DUNXZ, DUNYZ, BB
DO 60 J=1,M

BCII+1,J> = BBCID

CONTINUE

IFCIT.GT. 2> THEN
DO 70 KK=1,N
DO 70 K=1,NPI
DO 70 J=1,NPI
DUNX1CKK,K, JD
DUNY1CKK,K,JD>

DUNX2C(KK,. K, JD
DUNY2CKK,K, JD
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70 CONTINUE
END IF

II =11 + 2
30 CONTINUE
C %% CALCULO DE BC2N,Jd, J=1,M »x
CALL BLOCOCXCND,Y,TP,0,4,DUNX1,DUNY1, DUNX2, DUNYZ2, BBD
DO 80 I=1,M
B(M,I> = BBCI>
80 CONTINUE

RETURN
END

439 - FUNCOES

Mostraremos agora como definimos no programa as
condig@es iniciais, a fonte e as outras fungSes utilizadas
nos calculos das integrais. Como exemplo, apresentaremos as
fungSes para a equagio de propagagido de ondas (2.4),., cuja

fonte & dada pela expressio,

fCx,¥,t) = 100expl -80C C(x-xod)Z+Cy-yod? > - 40t? >
e as condi¢Bes iniciais, por

uo(x,y,t) = 0

u1Cx,y,t) =0

Resol vemos numericamente este problema e os resultados obtidos

encontram-se no préoximo capitulo.
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IEIEIEIEIEIEIEIIEIIIEIEIEIIIEIEIIIIEIIEIE I IEIEIE IEIEIEIEIE IEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIE

% SUB-ROTINA QUE SAI COM O VALORES INICIAIS %
* DA SOLUCAO E DE SUAS DERIVADAS 2
FEIEIEIEHIEFIIEIEIEIEI TN IEIEIIIEIIEIEIEIOIEI I IEIEIEIEIEIIE I I DM IEHEN

SUBROUTINE VALF(X,Y,UO,DUOX, DUOY , D2UOXY)>
REAL»8 X,Y,UO,DUOX, DUOY, D2UOXY

Uo = 0.DO
DUOX = 0.DO
DUOY = 0.DO
D2UOXY = 0.DO
RETURN

END

PEIEICIEIEIEIEFEIEFEIEIEIEIEIE 36 IEIEIEIE I IEIENIEIEIEIEIEIEIE NI IIEICIEIEIEW
* SUB-ROTNA QUE SAI COM OS VALORES DA %

® FUNCAO S E DE SUAS DERIVADAS 2
FEIEIEIEIEIEFEIEIE I IE FEIEIEIE I IEIEIEIEIEIE FEIEIEIEIEIEIEIEE IE 36 IE I IEIECIEIEIE N

SUBROUTINE VALF1(X,Y,S,DSX,DSY,DasSXY>
REAL»8 H,HT,X,Y,FO,DFOX,DFOY, D2FOXY , AUX
REAL»8 S, DSX,DSY, D2SXY, X0, YO, AUX1

COMMON ~ PARTICAO ~ H,HT
COMMON ~ PCENTR ~ XO,YO

FONTE NO TEMPO ZERO = FO

DFOX = DERIVADA DE FO EM RELACAO A X

DFOY = DERIVADA DE FO EM RELACAO A Y
D2FOXY = DERIVADA DE FO EM RELACAO A X E Y

AUX1 = S.D13 (X-XO>2(X-X0> + CY-YOD»(Y-YO> >
IFCAUX1.LT.3.D1> THEN

DFOX -1, D4%(X-XO) ¥DEXPC -AUX15
DFOY —1. D43 Y-YOO %DEXPC —AUX1D
D2FOXY = 1.D6%CX~XOD2(Y-YOD *DEXPC-AUX1D

FO = 1.D2»DEXPC-AUX1D
ELSE
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Q00

DFOX
DFOY
D2FOXY

nn

1oo
38

END IF
AUX = O.SDO»*HT»HT

S = AUX*FO

DSX = AUX»DFOX

DsY AUXxDFQY
DE2SXY = AUX%D2FOXY

RETURN
END

FEIEIEIEIEIEIEIEIE I IE IE IEIEIE IEIEIE IEICIEIEIENE

* VELOCIDADE DO MEIQ
FEIIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE I

REAL»8 FUNCTION VALFCCX, YD
REAL»8 X,Y

VALFC = 1.DO

RETURN
END

IEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEFEIEIEIEIEIEFIEIEIE N

¥ FONTE DO PROBLEMA EM TODOS OS TEMPOS
FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEICIEFEIEIEIEIE I IEIE M FIEIEIEIE I FEIEIEIEIE N

REAL 8 FUNCTION VALFNCX,Y,TPD
REAL»8 X,Y,TP,XO, YO, AUX1 , AUX2, ESPACO, TEMPO

COMMON ~ PCENTR ~ XO,YO

AUX1 = S.Di%»C (X-XOO»(X-X0D> + C(Y-YOOx(Y-YOD O
IFCAUX1.LT.3.D1> THEN

ESPACO = 1.D2xDEXPC-AUX1D

ELSE

ESPACO = 0.DO

END IF

AUXZ = 4. D1 xTPxTP
IFCAUX2.LT. 3. D135 THEN
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TEMPO = DEXPC-AUX2>
ELSE
TEMPO = 0.DO
END IF
VALFN = ESPACO»TEMPO

RETURN
END

4.3.10 - SAIDA DOS RESULTADOS E DO ERRO

A sub-rotina SAIDA fornece as seguintes opgdSes na
saida dos resultados : avaliag¢io da medida do erro noc casoc de
se conhecer a solugdo exata, a construgfo de arquivos que
contém as solug@es aproximadas para saidas graficas ou,
simplesmente, a apresentagio das solugBSes em determinadas

iteragfes no tempo. Na avaliag3oc do erro usamos a norma do

SUP.,

[l u-ulf, = B | uCx,y,.00 - UCx.yD |
e a norma Lz, definida na seg3io 2.3.2 e cuja integrag¢3o foi
resolvida pelo método de Simpson [05]. Casc o© problema tenha
solugio exata, devemos colocar em SOL a defini¢3o desta
solugdo. Na sub—rotina GRAFICO ¢ feita a vetoriza¢3o da
solug3o aproximada, para ser utilizada em GRAF3D na construg3o

do arquivo para saida grafica. Usamos o aplicativo
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ENERTRONICS GRAFIT para obtermos os graficos.

FEIEFEIEIEIEIEIEIEIEIEIEFEIEIEIEIEIEIOIIIIOCIIIIIOIOIIOIIEIEIIEIIOEIEIEIIEIEIE N IECIEIEH

»* SUB-ROTINA QUE SAI COM OS RESULTADOS E O ERRO =
PEIEIEIE D6 DEIE I HEIEFEIEIE 36 FEIE2EIEIE 3263 HEIEIEIEIEIE I FEIEHEIE IEIEPEIEIEFEIIEIIEIEIEFE IEIEIE IEFE

NNnN

SUBROUTINE SAIDACNMAX,X,Y,TP,NITER,ISE,U,UND

REAL»8 H,HT,X() ,Y(3 , TPC» , UC3 , UNCNMAX , %) , ERRO, SOL
REAL»8 LZNOR, SUPNOR, XO, YO

INTEGER N, M,NN,NITER,ISE,NTNOS,KI ,KJ

CHARACTER NOME»1 S, RES»1

COMMON ~ ELEMENTO ~ N,M
COMMON ~ PARTICAO ~ H,HT
COMMON ~ PTEMPO ~ IT

COMMON ~ PCENTR -~ XO,YO

WRITEC»,100 IT
10 FORMATC /7, T15,"'ITERACAO = ’,I2>

C »* ANALISA O ERRO SE POSSUIR SOLUCAO EXATA 3
IFCISE. EQ. 1) THEN

50 WRI TEC %, 200

20 FORMATC, TS, *DESEJA A SOLUCAO E O ERRO (S/N> 7’ ,%
READC», 303 RES

30 FORMATCA1D
IFCRES.EQ. "N’> GO TO 40
IFCRES.NE. ’S’> GO TO S0

WRI TEC 3%, 601

60 FORMATC -, TS, 'ENTRE COM O NOME DO ARQUIVO : ' ,%D
READC%,70) NOME

70 FORMATCA1SD

OPENCUNI T=80, FILE=NOME, STATUS="NEW’ )

WRI TEC(BO, 80D
Q0 FORMATC ./, T4, X", T18,'Y",T28, "SOL. EXATA’,T4z,
% “SOL. APROX. ', TS6, "ERRO’ ., 7D

SUPNOR = 0.DO
L2NOR = 0.DO
DO 100 I=2,N
KI = 2»(1I-1D
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DO 100 J=2,N
KJ = 2%CJ-1)
SOL =

ERRO = DABSCSOL - UNCKI,KJD)
L2NOR = LZ2NOR + ERRO%ERRO
IFCSUPNOR. LT. ERRO> SUPNOR = ERRO

WRITEC80,110> XCI>,YCJD,SOL,UNCKI,KJ),ERRO
FORMAT(T2,F9.5,T13,F9.5,T24,D12.5,T38,D12.5,TS2,D12. 5

CONTINUE
LZNOR = H»*DSQRTC(LZNORD

WRITEC?2,120> SUPNOR, L2NOR
FORMATC -7, T1S, "ERRO NA NORMA DO SUP = ’,E12.5,-/,T1S5,
"ERRO NA NORMA L2 (TRAPEZIO> = ',El12.8,--72

IFCIT.EQ. 2> THEN
WRITEC#,130> NITER

FORMATCT1S, *NUMERO DE ITERACOES = *,I20
END IF

CLOSECUNIT=802

ELSE

¥ SAT COM A SOLUCAO

WRITE(,140)

FORMATC ., TS, *DESEJA A SOLUCAO NUMERICA (S/N> 7,8
READC %,1500 RES

FORMATC A1D

IFCRES.EQ. "N*D> GO TO 180

IFCRES.NE. *'S*> GO TO 170

WRI TEC %, 180D

FORMATC ./, TS, *'ENTRE COM O NOME DO ARQUIVO : ',8%
READC %,1900 NOME
FORMATCA15D

OPENCUNI T=200, FILE=NOME, STATUS="NEW’)

WRI TEC200,2100
FORMATC ./, TS, *'X',T20, 'Y’ ,T33, *SOL. APROX’, D

DO 220 I=2,N
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KI = 2%(1-1>

DO 220 J=2.N

KJ = 2% J-1>

WRITEC200,230> XCID>,YCJD,UNCKI,KJI>
FORMAT(T3,F9.5,T18,FQ.5,T29,D12. 5
CONTINUE

CLOSECUNI T=200)

¥ MONTA O ARQUIVO PARA SAIDA GRAFICA

NN =N + 1
NTNOS = NN3¢NN
CALL GRAFICOCNMAX, TP, NN,NTNOS, UN, W

END IF

RETURN
END

FEIEIEFEIEIEIEIEIEIEIEIE FEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE FEIEIEIEIE N

»* SUB-ROTINA QUE FAZ A VETORIZACAO DA SOLUCAO E
» CHAMA A SUB-ROTINA GRAF3D iy

FEIEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEICIEIE IEIE I IEIEIEIEIEIEIEIEIE IEFEIE IEIEIE IEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIC IEIEIEIEIEHE

SUBROUTINE GRAFICOCNMAX, TP, NN, NTNOS, UN, WD
REAL»8 TPC2) , UNCNMAX, 2 , U

INTEGER N,M,NN,NTNOS,IT,KI,KJ,FREQ
CHARACTER RES#1

COMMON ~ ELEMENTO ~ N, M
COMMON ~ PTEMPO .~ IT

WRITEC%,20D

FORMATC ~, TS, *'DESEJA O GRAFICO (S/N> 7 ' ,%D
READC %, 300 RES

FORMATCA1D

IFCRES.EQ. N> GO TO 40
IFCRES.NE. *S*) GO TO S0

WRI TEC 2%, 60D
FORMATC ., TS, "FREQUENCI A PARA SAIDA GRAFICA : ’,3%
READC %, %> FREQ

»*x VETORIZACAO DA SOLUCAQ x
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DO 70 I=1,NTNOS
UcI> = 0.D0
CONTINUE

DO 80 I=2,N

KI = 2(I-1D

DO 80 J=2.N

KJ = 2%CJ-1>

K = J + CI-1>%NN
UCKD = UNCKI,KJD
CONTINUE

»x CHAMADA DA SUB-ROTINA QUE MONTA O ARQUIVO 3
CALL GRAF3DCTP, NN, FREQ, W

RETURN
END

T IE I IEIEFEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIETEIEIEIEIE IEIEIEIEIEIEIEIEIE IEIEIE JEIEIEICIE I I I I IEIEIEIEIEIEIEIEIEIE I

» SUB-ROTINA QUE MONTA O ARQUIVO PARA SAIDA GRAFICA %
PEIEIEIEIEIETEIEIEIE T IEIEIEIEIEIEIEIEIEIEI FEIEFEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIEIE I IEIIOIEIEIEINIEIEIEIENIEIEH

SUBROUTINE GRAF3DCTP, NN, FREQ, WD
REAL.%8 TPC(2 , UC2

INTEGER N,M,NN,FREQ,IT
CHARACTER NOME»1S

COMMON ~ ELEMENTO ~ N,M
COMMON ~ PTEMPO ~ IT

WRITEC»,100

FORMATC 7, TS, * ARQUIVO PARA SAIDA GRAFICA : ' ,8%
READC %, 20> NOME
FORMATC A15D

OPENCUNI T=30, FILE=NOME, STATUS="NEW’" >

WRITEC30,3> °* » 1T, "3e0eea” , "TPCITY = *,TPCITD
WRITEC30,% °*

WRITEC30, %> °*

WRITEC30,% °*
WRITEC30,% °
WRITEC30,% *'33,33,-1.,1.-1,1°
WRITEC30.% '2,2,1,200,70°
WRITEC30, %) '45,45,3,0'

[ 4
»
»
14
1
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50
40

DO 40 I=1,NN,FREQ
DO 40 J=1 ,NN,FREQ
K = J + CI-1J%NN
WRITEC30,50> UCKD
FORMATCD12. 55
CONTINUE

CLOSECUNIT=30D

RETURN
END
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5 - RESULTADOS E APLICACOES

INTRODUGAO :

Os primeiros testes que fizemos procuram avaliar a
eficiéncia do nosso programa na obteng3o das solugdes
aproximadas nos tempos iniciais, t=0 e t=At, @ os calculos nas
demais iteragSes no tempo. Para isto, construimos exemplos com
solugBes analiticas conhecidas, sem o cuidado de simular
situagBes fisicas reais. A seguir, procuramos um exemploc que
tivesse um sentido fisico. Tomamos uma fonte que se aproxima
de uma fungio delta de Dirac {111 localizada no centro do
dominio e mostramos, através de graficos, o comportamento da
solugio no decorrer do tempo.

No final deste capitulo apresentamos uma sugestio de
como resolver o problema em simulagdo numérica de ondas
propagando na terra, ou seja, quando © dominio de interesse em
(2.4D> & infinito, - < x < o, ¥ 2 O e t 2 0. Mostraremos como
foi possivel usar, com algumas modificag@es, © nosso programa

e os resultados que obtivemos.
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TESTE 1

O primeiro teste objetiva analisar © comportamento da
solug¥o aproximada no tempo t=0, ou seja, testar a parte do
programa que resolve o algoritmo descrito em (3.25).
Mostraremos também, como exemplo, o comportamento da derivada

em relagqo a x da solugio aproximada. Tomamos

ulCx,y,td) = 10xCx-10yCy-1D

como solugdo exata de (2.4 em [(0,11x(0,1] e obtemos os

seguintes resultados:

NPIX
N 2 3
8 5.1127 E-06 1.0002 E-16
i6 3. 3700 E-O7 2.8853 E-16
32 2.18500 E-08 9. 4652 E-16

TABELLA 1 - Avaliag3o da solucio aproximada

¢ Erro na norma Lz D

onde, NPI Namero de pontos de integragdo em cada diregdo

N = Namero de elementos em cada direg3o
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NP1
N 2 3
8 6.2160 E-0S 2.03508 E-16
16 7.6210 E~-06 1.1786 E-16
32 9. 2882 E-07 Q.0401 E-17

TABELA 2 - Avaliag¢3o da derivada

C Erro na norma L.2 b]

Como neste exemplo a solug3o pertence aoc espago de
aproximag3o, © erro & devido a integrag¢io numérica. Quando
usamos trés pontos de integrag3c na fdérmula da Quadratura
Gaussiana, temos a integral exata para polinédmios de grau
cinco. Obser ve que precisamos resol ver neste probl ema
integrais de polin®émios de graus no maximo cinco em cada
diregio, portanto, tomando NPI = 3 encontramos somente erros

de arredondamento, como confirma a tabela 1.

TESTE 2

Agora estamos interessados em verificar a ordem de

aproximagio que obtemos neste procedimento que calcula a
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solugdo no tempe t=0. Teoricamente, como estamos usando
Quadrados Minimos e fungBes de Hermite Cubico, a ordem de
aproximagao deve ser igual a n 1181,

Para isto, precisamos determinar o valor de a na

rel agio

I|] = xn%,

Qe

I ou -

onde u ¢ a solug3lo exata e U a solug3o aproximada. Para isto,

considere

~ o
E = “u-—ui” = K h_
~ o
Ez = |} u - u, Il = K h,

com h2 = h1/2 , Ga e Gz duas solu¢des aproximadas. Assim,

di vidindo E1 por E2 e aplicandc o logaritmo, obtemos
a = 1ln CEIﬁ/EzD 7 1lIn 2 ¢5.1)
Tomando como solugio exata da equacio (2.4) a fungdo
ulx,y,td = senC [llx dcosC MCy+0.85) >

no dominio Q=[0,11x{0,1]1, construimos a tabela 3. Usandoc estes
resultados na equagioc (8.1) calculamos os valores de a que,
como podemos observar na tabela 4, confirmam a ordem de

aproximag3o tedrica.
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NPI
N c 3
8 1.0036 E-04 3.1437 E-0OB
16 6. 4452 E-06 2. 0650 E-06
32 3.8155 E-0O7 1.8694 E-07

TABELA 3 - Erro na norma L.2

NPI
N 2 3
8 ~ 186 3. 96 3.93
16 -~ 32 4.08 3.72

TABRELA 4 -~ Valores de o

TESTE 2 :

Este experimento verifica os calculos feitos no
processo iterativo que determina a solug3o aproximada no tempo

t=At, descrito em (3.26). Tomemos a fonte de modo que

ulsx, y,td = 100xCx-1dyCy-12t%,
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pertencente ac espago de aproximag3o, seja solugio exata da
equag¢io em [0,11x[0,1). Como usamos no  esquema geral
diferengas finitas centrais na discretizagZo do tempo e a
solugio exata ¢ um polindmio em t,z. o erro obtido neste
exemplo deve ser da ordem da precis3o desejada. Os resultados
apresentados na tabela S foram obtidos para um ntmero fixo de
pontos em cada diregXo,N=16, e para NPI = 3. O=s critérios de
parada que usamos neste processo iterativo s3io dados por

ITERMAX = Numero maximo de iteracSes
EPS = Precisio desejada

e, definimos ITER como o numero de iteragSes obtidas.

NT
EPS=1.D-07 16 32 64 128
ITERMAX=20
ERRO 1.1068E-07| 5.108Q9E-08| 1.2541E-08| 2.g9248E-00
ITER 19 8 4 2

TABELA S

TESTE 4

Agora estamos interessados em investigar a ordem de

aproximagfo que obtemos neste processo iterativeo que calcula a
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solug3o aproximada no tempo t=At. Para isto, tomamos a fung3o
ulx,y,td = sCx-1dyCy-1>C 1-expC-t? >

como solug3o exata da equagfo em (0,11x[0,1]). Fixando © nUmero
de pontos em cada direg3co , N = 16 , e variando os intervalos
em t obtemos os resultados dados na tabela 6. Com estes
valores construimos, como anteriormente, a tabela que fornece

3 em
Il u-38 ] s kcandl

Experimentalmente, o erro de aproximag¢ioc obtido neste processo
iterativo para o calculo da solug3o em t=At ¢é& da ordem de

CAt)‘. como mostra a tabela 7.

NT
EPS=414.D-07
ITERMAX= G0 16 32 64 izs
NPI=3
ERRO 2.5398E-04! 1.98832E-05 O.a350E-07! 6.2822E-08
ITER 55 20 42 3
TABELA &
N
EPS=1.D-07 1632 3264 647128
ITERMAX= SO
NPI = 3 4. 00 4. 00 3.08

TABELA 7 - Valores de 3
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TESTE S :

Visa verificar o procedimento (3.27) que calcula as
solugBes aproximadas nos demais tempos, t=iAt 2 3. Tomamos

como solugdc analitica conhecida da equagl3o (3.1), a fung3o
ulCx,y,td = 100xCx-1dyCy-1>t%

@ iniciamos o© processo com as solugBes exatas. Usandoe um
numero pequenco de pontos em cada dire¢3c, obtivemos os erros
na ordem de precis3o da maquina, como mostra a tabela 8,
significando que os calculos estio sendo feitos corretamente.
Neste exemplo tivemos as seguintes entradas

0= (00,11x[0,1] T = (0,11

N =8B (Numero de intervalos em cada diregiod
NT = 16 (Numero de intervalos no tempod
NPI = 3 CNumero de pontos de integragioc em cada direg3od

A = 0.26 (parametro de estabilidaded

TEMPO ERRO NA NORMA L?
0.25 seg. 4.0654 E-18
0.50 seg. 1.0879 E-17
0.75 eeg. 3.2361 E-17
1.00 seg. C. 6308 E-17

TABELA ©
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TESTE 8B .

Objetiva testar o programa para o problema cuja

solug¥o exata €

ulx,y,td = senCnxdsenCaydcos(yY 2 ntd

no dominio 2 = [(0,1)x[0,1). Na referéncia [10], temos este
exemplo para o caso de usarmos elementos lineares em cada
dire¢3o, ou seja, .th= .Mhy= HYCMD. Tomando os dados de

entrada usados em [10] e reduzindo o numero de elementos por
direg3do de N = 40 para N = 8, conseguimos resultados com a

mesma ordem de aproximagio.

Entradas

T = 100,11

N =8 (Numero de intervalos em cada direg3od

NT = 100 (Numero de intervalos no tempod

NPI = 3 CNumero de pontos de integragdc em cada direg3od
A =10 CParametro de estabilidaded
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Resul tados
TEMPO ERRO NA NORMA L?
0.00 seg 3.1410 E-05
0.10 seg 6. 0588 E-04
0.20 seg 2.0088 E-03
0.30 seg 5. 7866 E-03
0.40 seg 8. 0785 E-03
0.80 seg 8. 5345 E-03
0.60 seg 6.3150 E-03
0.70 seg 1.2937 E-03
0.80 seg 5.8112 E-03
0.90 seg 1.3528 E-02
1.00 seg 2.0428 E-02
TABELA ©
TESTE 7 :

Mostraremos um exemplo que procura simular uma

situagfo fisica real. Tomamos uma fonte que se aproxima de um

delta de Dirac,

£Cx,y,tD = 100 expC -50Cx> + y*> - 40t? >,
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CAP. S
localizada no centro do dominio, [-2,31x{-3,3), e as seguintes
condi¢8es iniciais :

u°Cx.y.OD = 0
u‘C X, y,0> = O.
Lembre—-se que estamos resolvendo o problema com condigdo de

Dirichlet nula. Com as entradas dadas abaixo contruimos os

graficos que aparecem a seguir.

T = [0,6]
N = 32
NT = 64
NPI = 2
c =2

A = 0.6

T=0. 000000 T=0. 18730
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CAP.5

APLICAGAO :

Estamos interessados agora no problema de determinar
uma fung3o u=ul(x,y,t) definida em - < x < +® , ¥ > Oe t 2 O,

que satisfaga as seguintes condig¢Bes

9 u - ¢ V.u = ¢ —0 < X< o, y>0
at? t z0
(5.20 <
B ulx,0,td = pCx,y> t 20
u(x,y,00 = u (x,y>, 8u (x,y,0) = u (x,yd -0 < x < ®
o 5 1
. y > O

onde B & a condig3oc de superficie e plx,y) €& a fonte de
superficie.

A primeira consideragdo que deve ser feita nos
problemas em simulag3oc numérica de ondas propagando na terra é
que, como © computador tem capacidade de meméria finita, o
model o estudado tem que ser reduzido em tamanho. Portanto, a

nova regifo de definig3o das variaAveis espaciais & da seguinte

forma
-M = x = M
O £ y < L
como mostra a figura 5S.1. Consequentemente, condigSes de

fronteira devem ser impostas nas bordas desta nova regi3o para
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produzir solugBes unicas. Condig¢Bes do tipe Dirichlet nula
causariam reflexBes indesejadas na fronteira [(17]. Portanto,
muitas das condig@es de fronteira geralmente usadas em
solugBes numéricas de ondas sZo aproximagBes de condi¢Bes de

fronteira perfeitamente absorventes e dependem do angule de

incidéncia da onda de chegada.

-M o M X

y w

Figura 5.1

Clayton e Engquist {[(03], Engquist e Majda {(07] e (OB],
Reynolds (17] e Smith (18] encontraram aproxima¢Ses para as
condig¢Bes de fronteira absorventes que trabalham muito bem
para ondas que batem na fronteira artificial com pegueno
Angule de incidéncia. Outra forma de reduzir as reflextSes
indesejadas & considerar a regiio limitada muito grande, de
forma a retardar as reflextes (01] e [(13)]. O método descrito
em [18) e que usaremos neste trabalho sugere a adig3o de um
chogue absorvente na equagio da onda na regidco vizinha ao
modelo, de modo que condigBes do tipo Dirichlet podem ser

usadas no lugar de fronteiras absorventes.
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Introduziremos no modelo o termo de amortecimento

aACx,yDut. onde

ACx,y> =0 para ~-M<{ x< M e 0< y < L
ACx,y) é@ uma fun¢3o positiva na regi3o vizinha,

como mostra a figura 8.2. A equag3o agora para o modelo se

torna

_ 2
Uiy + aA.Cx.y)ut = ¢V .u+f¢

uC-M-m,y,td = uCM+m,y,td = ulx,L+{,tD> = 0O
(8.3 4

B ulx,0,t) = pCx,td
ulx,y, 00 = UOCx,y)
uth,y,OD = u1Cx,y)

Em {191 encontramos as propriedades que a fungio
AlCx,y) deve possuir para gque as ondas refletidas tenham

decaimento suficientemente préxime de zero nas fronteiras

assim como algumas defini¢8es para esta fungio de

amortecimento.

—M-m  -M 0 M  M+m x

L+¢ u=

y w

Figura B.2
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Como o termo de amortecimento ¢ parte da equa¢gio, uma

variedade de técnicas numéricas pode se usada para resolver

este modelo. No nosso trabalho wvamos utilizar o método de

Galerkin com Dire¢gdes Alternadas aproveitando com algumas
modifi¢Bes © programa desenvolvido no capitulo 4.

Seguindo os procedimentos descritos na segfio 3.2 e a

notag3o utilizada, podemos obter o seguinte problema

aproximado para a equaglioc (5, 3D

¢ ¥ o+ acatd? AT 0 @ ¢ Y + acatd? AY > zZ = catdiaM
onde,
= = nM+1_ 2’7!4 + nu-i’ M 21
ca™> = —<cev™, vap >+t oap > -
} 4 9 XK L K L

I

<2Aac UM -UMt, ap >
At KL

Como aproximag¢io para a derivada primeira de U em relag3do a t,

usamos diferencas finitas

du = UM - yM !
at X3

Desta forma, o termo de amortecimento que acrescentamos a
equacIo (2.40 modifica somente o lado direito do sistema.
Sendo assim, & preciso alterar no nosso programa apenas a

sub-rotina INTEGRAL, somando o termo
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-<ca2ac UWM-Ut,, ap >,
AL K L

ao lado direito do sistema. Observe que esta integral é do
tipo calculade em (4.31).

Para © calculo da sclugfio aproximada no tempo t=0, u°,
podemos usar © mesmo procedimento apresentado na segio 3,3.1,
ou seja, as mesmas definig¢gSes dadas em (3.285). A expressio de
s em (3.26), para o casoc da equa¢sio com amortecimentc (8.3), ¢
da seguinte forma

(o]

s = Atu  + cad? e vz.uo + f

- 2A u ] 8. 4>
2

Portanto, para o cilculo da solugio aproximada no tempo t=At,
lﬁ, usaremos © mesmo procedimento descrito em (3.26), porém

com a expressio de s dada por (5. 4).

TESTE 8

Tomamos a fungdo

£Cx,y,td = 100 expC -BOCx- + y-> - 40t? >
como fonte do problema (8.3), localizada no centro do dominio
(-23,31x[-3,31, com as condi ¢Ses iniciais e fungio de
amortecimento definidas abaixo.
Condig¢g®es Iniciais
u°(x.yD = 0

uﬁ(x,y) =0
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Fung%o de Amortecimento

.
{ C_ exp C CCx+y® > R? ¢ x*+y* < R?
2 1 1 2
2, 2 2
L Umax X +ty > Rz
onde, v = U 7 U
4 max min
v. = RrRZ -§g?
) 2 2 1
C =logC V > » V
1 1 2
_ _ 2
L C2 = UmL explC CI/Ri pj

Com as entradas dadas abaixo construimos os graficos que

aparecem a seguir.

T =1[0,8]
N = 32
NT = 1ic8
NPI = 2
c =1

A =0.28

Dados para a definigdo da fungdo de amortecimento :

R =1.5

1
R = 3.0

2

U = 0.01
mn
U = 10
max
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T=3. 70 3125

=S, 20312

CAP. 5

T=q. 45212%

=6. 000000



CONCLUSOES E SUGESTOES

Os estudos realizados comprovam que ¢ método de
Galerkin com Dire¢gSes Alternadas fornece boas aproximag®es
para a simulag3co numérica de propagag3io de ondas em meios
limitados.

O uso dos polin®mios de Hermite Cubico significou um
aprimoramento nas respostas obtidas pela aplicag¢io de Galerkin
com Dire¢des Alternadas tomando como base elementos lineares
(10], sem no entando tornar a implementagio por demais
complicada.

Podemos observar também que a combinag¢io da estratégia
de Dire¢Bes Alternadas com o método de Galerkin reduziu
significamente a meméria necessaria a sua implementa¢3o. Este
fato € importante pois permite que a técnica seja aplicavel em
equipamentos computacionais compativeis com a realidade da
maioria dos centros de pesquisas nacionais ( ex: a maioria das
Uni versidades brasileiras J.

Quanto ac problema de eliminar ou pelo menos reduzir
as refl exdSes consequentes da limitag¢3lo do dominio,
consideramos este trabalho como uma reflex3io inicial.
Acreditamos ser importante e sugerimos sua continuidade, o que

certamente trara grandes beneficios a diversas Aareas de
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aplicagZo.

Também sugerimos a comparagio dos resultados obtidos
neste trabalho com a utiliza¢Zoc de condi¢Bes de contorno
absorventes como é recomendado nos trabalhos (03], [07), [08],
(17] e [18]. Outra alternativa @& misturar as duas técnicas
propostas na biblografia especializada, isto &, usar uma
camada absorvente aliada a condi¢g@®es de fronteira também
absorventes; embora seja uma alternativa mais cara, esta seria
uma solugio otimizada.

Na nossa opini3o, no caso de aplica¢®es praticas
repetitivas, o programa computacional poderia sofrer algumas
modificagSes de maneira a otimiza-lo; apesar de termos
investido na dire¢3oc de elaborar o programa da maneira mais
eficiente, n3c somos especialistas na area. Esta seria uma
sugestdo na diregio de um trabalho com enfoque computacional
como prioridade que poderia inclusive analisar sSua

implementagioc em equipamentos com argquitetura em paralelo.
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CONVENCOES

A numeragio dos tépicos e subtdpicos em cada capitulo
obedece a seguinte ordem : numero do capitulo, seguido do
numero do tépico e posteriormente do numero do subtépico.

As férmulas em cada capituleo s3oc numeradas tomando
inicialmente o numero do capitulo e depois o numerc que indica
a ordem de aparigdo da férmula dentro do capitulo, isto para
aquel as que necessitam ser mencionadas posteriormente.

As figuras e tabelas s3o numeradas como as férmulas,

precedidas dos nomes FIGURA E TABELA.

Usaremos neste trabalho, além da notag3o wusual da

teoria matematica, as seguintes convengles

Q) = aberto do R’

) = fronteira de Q

I = fa.b] = intervalo fechado { x; a £ x £ b >
[0,T) = intervalo fechado no tempo { t; 0 £t < T >

T : a=x <x<...<x {x =b, partigHo regular de I
1 2 N N+1
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At

i}
<~
1
“

LPcoo = espago das fungSes p integraveis sobre Q.

H ¢

espago de Sobolev de ordem r
H™cm = espago dos polinémios de Hermite de grau 2m-1
Vu = vetor gradiente de u
V.u = divergente de u
2

V'.u = laplacianoc de u

a_ ] = matriz de ordem N
1)° NXN

(b 1] = vetor de comprimento N
L) Nxit
K ® L = produto tensorial entre as matrizes K e L
f f ds = integral sobre o contorno C
C

f f dxdy = integral sobre a superficie S
N
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