
Universidade Estadual de Campinas
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Resumo

Seja S um semigrupo com interior não vazio de um grupo de Lie simples G, conexo,

complexo ou real. No caso em que o grupo G é real também considere-o não com-

pacto, com centro finito e cuja álgebra de Lie é uma forma real, normal de uma

álgebra clássica. Seja G(α) o subgrupo gerado por exp g±α, onde gα é o espaço de

ráızes associado à raiz α. Dessa forma, G(α) é isomorfo a Sl(2,C) no caso complexo,

a S̃l(2,R)/D no caso real, onde D é um subgrupo discreto central e S̃l(2,R) é o re-

cobrimento universal de Sl(2,R). O objetivo principal desta tese é provar que S é

o próprio grupo G quando S contém um subgrupo G(α). A prova desse resultado

usa os seguintes fatos: o conjunto de controle invariante pela ação de S é contrátil

em alguma variedade flag se S é próprio (resultado provado anteriormente); várias

órbitas de G(α) são esferas, S2 no caso complexo, S1 no caso real, homotopicamente

não nulas. O resultado de que S não é próprio quando contém algum G(α) é aplicado

para revisitar um teorema de controlabilidade e obter algumas melhorias.
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Abstract

Let S be a semigroup with nonempty interior of a complex or real connected simple

Lie group G. In the case the group G is real also assume that G is non-compact,

with finite center, whose algebra is a normal real form of a classic algebra. Let

G(α) be the subgroup spanned by exp g±α, where gα is the root space associated

to the root α. In this way, G(α) is isomorphic to Sl(2,C) in the complex case, to

S̃l(2,R)/D in the real case, where D is a central discrete subgroup and S̃l(2,R) is

the universal covering of Sl(2,R). The main goal in this thesis is to prove that S is

the whole group G whenever S contains a subgroup G(α). The proof of this result

exploits the following facts: the S-invariant control set is contractible in some flag

manifold if S is proper (result previously proved); several orbits of G(α) are spheres,

S2 in the complex case, S1 in the real case, not null-homotopic. The result that

guarantees that S is not proper whenever it contains a G(α) is applied to revisit a

controllability theorem and get some improvements.
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Introdução

Neste trabalho é apresentado um método, fundamentado na topologia algébrica das

variedades flag, para estudar a controlabilidade dos sistemas de controle bilineares

e sistemas de controle invariantes em grupos de Lie simples ou semissimples.

Esse método é baseado na geometria dos conjuntos de controle invariantes nas

variedades flag, como descrito inicialmente em [23], [27] e [31] e e posteriormente em

[3], [5], [25], [28], [29] e [30].

Em particular, é empregado aqui que se S é um semigrupo com interior não

vazio do grupo de Lie simples G, então existe pelo menos uma variedade flag FΘ de

G tal que o único conjunto de controle S-invariante CΘ ⊂ FΘ está contido em um

subconjunto E ⊂ FΘ, o qual é difeomorfo ao espaço Euclidiano RN ; veja Teorema 1.4

abaixo. Isso implica que qualquer curva fechada γ contida em CΘ é homotópica, em

FΘ, a um ponto e assim representa um elemento trivial do grupo fundamental π1(FΘ)

da variedade flag FΘ. Da mesma forma, qualquer esfera de dimensão maior Sn ⊂ CΘ

representa a identidade do grupo de homotopia πn(FΘ). Com isso é posśıvel provar

que S = G, mostrando que os conjuntos de controle S-invariantes CΘ em todas as

variedades flag FΘ não são topologicamente triviais, por exemplo, contém uma curva

ou uma esfera não homotópica, na variedade flag FΘ, a um ponto.

Seja G um grupo de Lie simples, conexo, complexo ou real com álgebra de Lie

g. No caso em que o grupo G é real também considere-o não compacto, com centro

finito e cuja álgebra de Lie g é uma forma real normal de uma álgebra clássica gC,

ou seja g é uma álgebra tal que seu posto coincide com seu posto real.
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Seja G(α) o subgrupo gerado por exp g±α, onde gα é o espaço de ráızes associado

à raiz α. Então, G(α) é isomorfo a Sl(2,C) no caso complexo, a S̃l(2,R)/D no caso

real, onde D é um subgrupo discreto central e S̃l(2,R) é o recobrimento universal

de Sl(2,R).

Os resultados principais desta tese, Teorema 2.1 no caso complexo e Teorema

4.1 no caso real, dizem que um semigrupo S de interior não vazio é o próprio grupo

G se G(α) ⊂ S para alguma raiz α.

A prova desses teoremas consiste em:

i) verificar que várias G(α)-órbitas são esferas, S2 no caso complexo, S1 no caso

real, não homotópicas a um ponto em FΘ; e

ii) verificar que algumas dessas órbitas estão contidas no único conjunto de con-

trole S-invariante CΘ. Assim, se essas G(α)-órbitas não são homotópicas a um

ponto em toda variedade flag FΘ, então CΘ não está contido em um subcon-

junto contrátil e, desse modo, S é o próprio G.

Como aplicação do método apresentado neste trabalho obtém-se a controlabili-

dade em G de um sistema de controle invariante em G que satisfaz a condição do

posto da álgebra de Lie e que, para alguma raiz α, o subgrupo G(α) está contido no

semigrupo de controle S associado ao sistema de controle invariante. Isso é posśıvel

aplicando esse método para o semigrupo de controle S, pois mostrando que o se-

migrupo de controle S é transitivo em G, ou seja, S = G, tem-se que o sistema de

controle invariante é controlável em G.

Sabe-se que se A,B ∈ sl(2), então o semigrupo de controle S gerado por {A,±B}

não é transitivo em Sl(2), ou seja, o sistema de controle não é controlável em R2−{0}

se, e somente se, det[A,B] ≥ 0; veja [4, Theorem 5.3]. Em particular, se A e B são

matrizes simétricas, então o sistema não é controlável em R2−{0}; veja [16, Section

III].
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A inspiração para pensar no grupo G(α) provém de uma série de artigos iniciada

com Jurdjevic-Kupka [15], [16], seguida por outros como Gauthier-Kupka-Sallet [10]

e referencias lá citadas, e finalizada com o resultado de El Assoudi-Gauthier-Kupka

[1]. Um dos principais tópicos abordados nesses artigos é que o semigrupo de controle

S contém um elemento regular e G(µ) quando µ é a raiz máxima.

Dessa forma, os Teoremas 2.1 e 4.1, respectivamente, para os casos complexo e

real, fornecem uma prova alternativa do teorema principal de [1]. Isso porque os

resultados desta tese são para uma raiz arbitrária α, e não apenas para raiz máxima.

Essa melhoria é apresentada no Caṕıtulo 5, em particular, no Teorema 5.3.

No caso em que o grupo G é complexo as G(α)-órbitas a serem consideradas

têm dimensão zero ou dois em FΘ. Para verificar que várias dessas G(α)-órbitas

são esferas S2 não homotópicas a um ponto em FΘ estuda-se a cohomologia de De

Rham H2
DeR(FΘ,R) da variedade flag FΘ. Isso é feito no Caṕıtulo 2.

Utilizando uma outra abordagem topológica, é posśıvel verificar que várias dessas

G(α)-órbitas são esferas S2 não homotópicas a um ponto em FΘ. Tal verificação é

feita através do estudo do segundo grupo de homotopia π2(FΘ) da variedade flag

FΘ; para isso usa-se a teoria de representação de sl(2,C) e a teoria de fibrados em

FΘ. Mas vale ressaltar que com essa abordagem topológica, o resultado é um pouco

mais fraco, pois em alguns casos a raiz α não é uma raiz qualquer. Isso é tratado

no Caṕıtulo 3.

No caso em que o grupo G é real, não compacto, com centro finito e cuja álgebra

de Lie é uma forma real normal de uma álgebra clássica, então as G(α)-órbitas que

interessam têm dimensão zero ou um na variedade flag FΘ. Vale ressaltar, que os

métodos utilizados para um grupo de Lie simples, conexo, complexo não funcionam

para o grupo de Lie simples, conexo, real.

Assim, para verificar que várias dessas G(α)-órbitas são esferas S1 não ho-

motópicas a um ponto em FΘ, estuda-se o grupo fundamental π1(FΘ) da variedade
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flag FΘ. Uma contribuição desta tese é a apresentação de um método algébrico

para calcular o grupo fundamental π1(FΘ) para uma variedade flag FΘ arbitrária.

Isso é feito no Caṕıtulo 4. Além disso, nesse mesmo caṕıtulo, apresenta-se a prova

do Teorema 4.1 para o caso que a álgebra g é uma forma real normal das álgebras

excepcionais G2 e E8.

Seja G̃ o recobrimento universal do grupo de Lie simples G. Considere K̃ ⊂ G̃ o

grupo compacto com álgebra de Lie k. Nesse método algébrico para calcular o grupo

fundamental π1(FΘ) utiliza-se informações sobre o centralizador M̃ de a em K̃ e em

Johnson [14], M̃ é calculado para algumas álgebras de Lie. Assim, no Caṕıtulo 6 é

apresentado, explicitamente, o π1(FΘ) das variedades flag FΘ de algumas álgebras

de Lie. Com isso nota-se que uma variedade FΘ é simplesmente conexa se, e somente

se, M̃ é conexo.

No Caṕıtulo 7, para essas mesmas álgebras de Lie, um outro método algébrico

é apresentado para calcular o segundo grupo de homotopia π2(FΘ) das variedades

flag FΘ. Assim, observa-se que os termos Z2 que aparecem no π1(FΘ) não aparecem

no π2(FΘ). No caso do π2(FΘ) quando não é trivial aparecem apenas os termos Z.

No caṕıtulo 1 são apresentados notações e resultados clássicos utilizados durante

este texto. Uma maior abordagem desses assuntos é feita nos apêndices.

Vale ressaltar que neste texto os resultados estão enunciados para grupos de Lie

simples. Uma vez que todo grupo de Lie semissimples pode ser decomposto em

componentes simples, os resultados aqui contidos podem ser aplicados para cada

uma dessas componentes e, portanto, estendidos para o caso em que o grupo de Lie

é semissimples.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo são apresentados o conjunto de notações, definições e também resul-

tados clássicos usados neste texto para um grupo de Lie G semissimples, conexo,

com centro finito e com álgebra de Lie g:

• h é uma subálgebra de Cartan, cujo conjunto de ráızes é denotado por Π. Π+

é o conjunto de ráızes positivas com Σ = {α1, . . . , αl} ⊂ Π+ o correspondente

sistema simples de ráızes. Tem-se Π = Π+∪̇(−Π+) e qualquer α ∈ Π+ é uma

combinação linear α = n1α1 + . . .+ nlαl com ni ≥ 0 inteiros. O suporte de α,

supp(α), é o subconjunto de Σ onde ni > 0.

• A forma de Cartan-Killing g é denotada por 〈·, ·〉. Se α ∈ h∗, então Hα ∈ h é

definida por α(·) = 〈Hα, ·〉 e 〈α, β〉 = 〈Hα, Hβ〉. O subespaço gerado sobre R

por Hα, α ∈ Π, é denotado por hR e gera h.

• Escreve-se h+R = {H ∈ hR : ∀α ∈ Π+, α (H) > 0} para câmara de Weyl

definida por Π+.

• O espaço de uma raiz α é gα = {X ∈ g : ∀H ∈ h, [H,X] = α(H)X}. Tem-se

que dimK gα = 1, onde K é o corpo de escalares.

• Para uma raiz α, g(α) é a subálgebra gerada por gα e g−α. Então,

g(α) = spanK{Hα} ⊕ gα ⊕ g−α ≈ sl(2,K).
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G(α) é o subgrupo de Lie conexo com álgebra de Lie g(α), que é isomorfo a

˜Sl(2,K)/D, onde D é um subgrupo discreto central e ˜Sl(2,K) é o recobrimento

universal de Sl(2,K).

• Se g é uma álgebra de Lie complexa, u é uma forma real compacta de g e

U = 〈exp u〉 é o subgrupo de Lie conexo com álgebra de Lie u. Sabe-se que U

é semissimples compacto e compacto maximal em G.

• Se g é uma forma real normal de uma álgebra de Lie complexa gC então em

qualquer decomposição de Cartan g = k⊕ s existe em s uma subálgebra h de

Cartan de g, onde a subálgebra compacta k = g ∩ u e o subespaço s = g ∩ iu.

Nesse caso, K = 〈exp k〉 é subgrupo fechado de U e subgrupo compacto de G.

• W é o grupo de Weyl. Duas formas equivalentes de se definir W são: W é o

grupo gerado por reflexões rα com α ∈ Π, onde rα(β) = β− 2〈α,β〉
〈α,α〉

α; W =M∗/T

onde T é o toro dado por U∩exp h eM∗ = NormU(h) = {g ∈ U : Ad(g)h ⊂ h}

é o normalizador h em U , se g é uma álgebra de Lie complexa. W = M∗/M

onde M∗ = NormK(h) e M = {g ∈ K : Ad(g)H = H para todoH ∈ h} é o

centralizador de h em K, se g é uma forma real normal.

• n+ =
∑

α∈Π+

gα e n− =
∑

α∈Π+

g−α.

• Uma raiz µ é uma raiz máxima se n+gµ = 0.

• Dados h e Π+, ou h e Σ, existe uma subálgebra de Borel, a parabólica minimal

p = h⊕ n+. Um subconjunto Θ ⊂ Σ define uma subálgebra parabólica por

pΘ = p+
∑

α∈〈Θ〉

gα

onde 〈Θ〉 = {α ∈ Π : supp(α) ⊂ Θ ou supp(−α) ⊂ Θ} é o conjunto de ráızes

gerado por Θ. Observe que p∅ = p.
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• Para Θ ⊂ Σ, o normalizador de pΘ, denotado por PΘ, é um subgrupo pa-

rabólico com álgebra de Lie pΘ:

PΘ = NormG(pΘ) = {g ∈ G : Ad(g)pΘ ⊂ pΘ}.

• Uma variedade flag FΘ = G/PΘ é independente do grupo G com álgebra de

Lie g. A origem de G/PΘ, o elemento 1 · PΘ, é denotada por bΘ.

Agora, seja S ⊂ G um semigrupo com interior não vazio, ou seja, int(S) 6= ∅.

Aqui, são lembrados alguns resultados de [23], [27] e [31] que são a base para a

abordagem topológica para a controlabilidade em G.

Considere S agindo na variedade flag FΘ, pela restrição da ação de G. Um

conjunto de controle S-invariante em FΘ é um subconjunto C ⊂ FΘ tal que cl(Sx) =

C para todo x ∈ C, onde Sx = {gx ∈ FΘ : g ∈ S} e cl(Sx) representa o fecho do

conjunto Sx. Uma vez que int(S) 6= ∅ um conjunto de controle invariante C é

fechado, tem interior não vazio e é de fato invariante, isto é, gx ∈ C se g ∈ S e

x ∈ C.

Lema 1.1 ([27, Theorem 3.1]) Em qualquer variedade flag FΘ existe um único

conjunto de controle S-invariante denotado por CΘ.

Para apresentar a propriedade geométrica de CΘ usada neste texto é preciso

estudar a dinâmica dos campos de vetores H̃ na variedade flag FΘ cujo fluxo é

exp(tH), com H no fecho cl(h+R) da câmara de Weyl h+R . Sabe-se que H̃ é um

campo do vetor gradiente com relação a alguma métrica Riemanniana em FΘ; veja

Duistermat-Kolk-Varadarajan [8] e Ferraiol-Patrão-Seco [9].

Assim, as órbitas de H̃ ou são pontos fixos ou trajetórias de fluxos entre conjuntos

de pontos fixos. Além disso, H̃ tem um único conjunto de pontos fixos atratores,

denotado por attΘ(H), que tem uma variedade estável e aberta σΘ(H); veja [8] e
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[9]. Isso significa que se x ∈ σΘ(H), então seu conjunto ω-limite ω(x) está contido

em attΘ(H). Esse atrator tem as seguintes expressões algébricas

attΘ(H) = ZH · bΘ = UH · bΘ;

veja [8] e [9]. Aqui ZH = {g ∈ G : Ad(g)H = H} é o centralizador de H em G

e UH = ZH ∩ U é o centralizador em U , se g é uma álgebra de Lie complexa e

attΘ(H) = ZH · bΘ = KH · bΘ, onde KH = ZH ∩K, se g é uma forma real normal.

Seu conjunto estável σΘ(H) também é escrito algebricamente por

σΘ(H) = N−
HZH · bΘ,

onde N−
H = exp(n−H) e n−H =

∑

γ(H)<0

gγ.

Em particular, se H é regular, ou seja, H ∈ hR e α(H) > 0 para α ∈ Π+, então

ZH reduz-se ao subgrupo de Cartan exp h, o qual fixa bΘ. Assim,

attΘ(H) = ZH · bΘ = {bΘ}, ∀H ∈ hR.

Na verdade, no caso regular, os pontos fixos são isolados, pois H̃ é o gradiente de

uma função de Morse; veja [8] e [9]. Também n−H = n−, como na notação acima, e

o conjunto estável N− · bΘ é uma célula aberta de Bruhat.

O seguinte resultado, sobre a decomposição de Bruhat das variedades flag, é bem

conhecido; veja [8], [17], [34].

Proposição 1.2 Em qualquer variedade flag FΘ a célula aberta de Bruhat N− · bΘ

é difeomorfa ao espaço Euclidiano Rd. O difeomorfismo é X ∈ n−Θ 7→ exp(X) · bΘ,

onde n−Θ =
∑

{gα : α < 0 e α /∈ 〈Θ〉}.

Seja h = exp(H), com H ∈ h+R . Segue da propriedade gradiente de H̃ que

limn→+∞ hnx = bΘ para qualquer x ∈ N− · bΘ.

Um elemento g ∈ G é denominado regular real se é um conjugado g = aha−1 de

h = expH, H ∈ h+R com a ∈ G. Então, escreve-se σΘ(g) = g · σΘ(H) e chama-se
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de conjunto estável de g em FΘ. A razão para esse nome é clara: gn = (aha−1)n =

ahna−1 e assim, se x ∈ σΘ(g), então g
nx→ gbΘ, quando n→ +∞.

O seguinte lema foi usado em [27] para provar o Lema 1.1.

Lema 1.3 ([27, Lemma 3.2]) Existe um regular real g ∈ int(S).

O seguinte resultado fornece a base da abordagem de controlabilidade deste

trabalho.

Proposição 1.4 ([31, Proposition 4.3]) Suponha que S 6= G. Então existe uma

variedade flag FΘ tal que o conjunto de controle S-invariante CΘ está contido em

σΘ(g) para todo regular real g ∈ int(S).

Corolário 1.5 Se S 6= G, então existe uma variedade flag FΘ tal que o conjunto de

controle S-invariante CΘ está contido num subconjunto EΘ ⊂ FΘ, o qual é difeomorfo

a um espaço Euclidiano.

Corolário 1.6 Existe uma variedade flag minimal FΘ(S) tal que o conjunto de con-

trole S-invariante CΘ(S) está contido em σΘ(S)(g) para todo regular real g ∈ int(S).

Corolário 1.7 Existe uma variedade flag minimal FΘ(S) tal que o conjunto de con-

trole S-invariante CΘ(S) está contido num subconjunto EΘ ⊂ FΘ(S), o qual é difeo-

morfo a um espaço Euclidiano.

Essa variedade flag FΘ(S) é chamada de tipo parabólico de S.

Exemplo: Sejam G = Sl(n,R) e S = Sl+(n,R) o semigrupo de G formado por

matrizes cujas entradas são não negativas. S é um subsemigrupo com interior

não vazio em G. Sl(n,R) age transitivamente no espaço projetivo Pn−1 pela ação

Sl(n,R) × Pn−1 → Pn−1 dada por g[v] 7→ [gv], onde [v] é o espaço gerado por v.

Nesse caso, Pn−1 = Sl(n,R)/PΘ = FΘ = Fn(1).
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O conjunto C = {[(x1, . . . , xn)] ∈ Pn−1; xi ≥ 0, i = 1, . . . , n} que corresponde

ao octante positivo em Rn é um conjunto de controle S-invariante. De fato, sejam

x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) com xi e yi estritamente positivos para qualquer

i, ou seja, [x] e [y] ∈ int(C). Considere g = σ diag(y1/x1, . . . , yn/xn) com σ =

x1, . . . , xn/y1, . . . , yn. Dessa forma, g ∈ S e g[x] = [gx] = σ[y] = [y], ou seja,

[y] ∈ S[x]. Assim, para [x] ∈ int(C), cl(S[x]) = C. Como para todo [x] ∈ C, existe

g ∈ S tal que g[x] ∈ int(C) tem-se que cl(S[x]) = C, para todo [x] ∈ C. Uma vez

que C é fechado, C é de fato um conjunto de controle S-invariante. C é o único

conjunto de controle S-invariante em Pn−1. Além disso, Sl+(n,R) é o semigrupo de

compressão do conjunto C, ou seja, Sl+(n,R) = {g ∈ Sl(n,R); gC ⊂ C}. Assim,

Pn−1 é o tipo parabólico de Sl+(n,R).
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Caṕıtulo 2

Transitividade de semigrupos nos
grupos de Lie simples complexos

Neste caṕıtulo é apresentado um dos resultados principais deste trabalho, o Teorema

2.1, que trata da transitividade de determinados semigrupos de um grupo de Lie

simples, conexo, complexo G.

Vale ressaltar que um grupo de Lie complexo sempre tem centro centro finito.

Além disso, é importante lembrar que é usada a notação g(α) = spanC{Hα} ⊕ gα ⊕

g−α ≈ sl(2,C) e G(α) = 〈exp g(α)〉. Dessa forma G(α) é um subgrupo de Lie conexo

com álgebra de Lie g(α), o qual é isomorfo a Sl(2,C), grupo simplesmente conexo,

cujo centro é Z = {±id}.

Teorema 2.1 Sejam G um grupo de Lie simples, conexo, complexo e S ⊂ G um

semigrupo com int(S) 6= ∅. Se existe uma raiz α tal que G(α) ⊂ S, então S = G.

Para provar esse teorema é usado o fato que a subálgebra g(α) é isomorfa a

sl(2,C), e assim a única variedade flag do subgrupo G(α) é uma esfera S2. Com isso

em mente prova-se que em qualquer variedade flag FΘ de G existem várias G(α)-

órbitas que são esferas S2. Então, assegura-se que algumas dessas órbitas estão

contidas no conjunto de controle S-invariante CΘ na variedade flag FΘ. Finalmente,

usa-se a cohomologia de De Rham da variedade flag FΘ para provar que tais órbitas,

esferas S2, não são homotópicas a um ponto em FΘ. Portanto, CΘ não está contido
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em um conjunto contrátil de FΘ e o teorema segue do Corolário 1.5.

O primeiro passo para demonstrar o Teorema 2.1 é o lema a seguir, o qual reduz

a prova para algumas ráızes espećıficas.

Lema 2.2 Sejam γ e β ráızes tais que β = wγ com w ∈ W. Se o Teorema 2.1 vale

para γ então vale também para β.

Demonstração: Tome um representante w de w no normalizador M∗ de h em U .

Então, β = wγ implica que G(β) = wG(γ)w−1. Agora, se G(β) ⊂ S, então G (γ)

está contido no semigrupo wSw−1 que tem interior não vazio, pois S tem interior

não vazio. Como o Teorema 2.1 vale para raiz γ, então wSw−1 = G e isso implica

que S = G. Portanto, o Teorema 2.1 é válido também para β.

A afirmação que o grupo G é simples assegura o seguinte fato sobre a ação do

grupo de Weyl W no conjunto de ráızes Π: ele é transitivo para os diagramas de

Dynkin Al, Dl, E6, E7 e E8, os quais têm apenas ligações simples. Para os outros

diagramas Bl, Cl, F4 e G2 existem duas órbitas, as quais são dadas pela raiz longa

e pela raiz curta, respectivamente.

Por outro lado, W age transitivamente no conjunto das câmaras de Weyl. Logo,

para qualquer α ∈ Π existe uma única raiz µ na órbita Wα tal que Hµ ∈ cl(h+R).

Portanto, para os diagramas de Dynkin existe uma ou existem duas ráızes com

Hµ ∈ cl(h+R). Pelo lema acima é suficiente provar o teorema para essas ráızes.

Se α é uma raiz para os diagramas de Dynkin com ligações simples ou α é

uma raiz longa nos outros diagramas de Dynkin, então a raiz µ na órbita Wα com

Hµ ∈ cl(h+R) é a raiz máxima. Em qualquer caso, tem-se a propriedade seguinte.

Proposição 2.3 Se µ é uma raiz com Hµ ∈ cl(h+R), então supp(µ) = Σ.

Demonstração: Se {H1, . . . , Hl} é a base dual de Σ = {α1, . . . , αl}, então tem-

se que α = α(H1)α1 + . . . + α(Hl)αl para qualquer α ∈ h∗. Em particular,
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µ = µ(H1)α1+ . . .+µ(Hl)αl. O fecho cl(h+R) da câmara de Weyl é um cone poliedral

gerado por H1, . . . , Hl. Pela Proposição 2.4 a seguir, 〈A,B〉 > 0 para A,B não nulos

no cl(h+R). Portanto, se Hµ ∈ cl(h+R), então os coeficientes µ(Hi) satisfazem µ(Hi) =

〈Hµ, Hi〉 > 0 para i = 1, . . . , l e isso implica que supp(µ) = Σ.

Proposição 2.4 〈A,B〉 > 0 para quaisquer A,B não nulos em cl(h+R).

Demonstração: Seja {H1, . . . , Hl} a base dual de Σ. O produto interno por um

elemento dessa base dá um peso fundamental de uma representação de dimensão

finita. Dado H ∈ cl(h+R), o produto interno com Hi é um múltiplo positivo do maior

autovalor de H na representação irredut́ıvel. Como o traço de H nessa representação

é zero, esse maior autovalor é estritamente positivo, a menos que H = 0. Portanto,

〈H,Hi〉 > 0. Isso implica que o produto interno entre dois H ′
is é positivo. Como a

base dual gera a câmara de Weyl, o produto interno 〈A,B〉 > 0 para quaisquer A,

B não nulos no cl(h+R).

A partir deste ponto e até o fim deste caṕıtulo, µ representa uma das ráızes com

Hµ ∈ cl(h+R).

Para o próximo passo da prova do Teorema 2.1 vale lembrar a notação do caṕıtulo

anterior: bΘ é a origem de uma variedade flag FΘ de G; seja H̃µ um campo de vetores

na variedade flag FΘ cujo fluxo é exp(tHµ) com Hµ ∈ cl(h+R). attΘ(Hµ) é o conjunto

de pontos fixos atratores de H̃µ e σΘ(Hµ) é o conjunto estável.

Seja CΘ o único conjunto de controle S-invariante em FΘ. Ele é fechado, S-

invariante e tem interior não vazio. Logo, encontra o conjunto denso σΘ(Hµ).

Lema 2.5 Se G(µ) ⊂ S, então CΘ ∩ attΘ(Hµ) 6= ∅.

Demonstração: Sabe-se que CΘ ∩ σΘ(Hµ) 6= ∅, então tome x ∈ CΘ ∩ σΘ(Hµ).

Se x ∈ CΘ, então seu ω-limite com relação a H̃µ, ω(x), está contido em CΘ pois
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{exp(tHµ) : t ∈ R} ⊂ G(µ) ⊂ S e CΘ é S-invariante. Além disso, se x ∈ σΘ(Hµ),

então ω(x) ⊂ attΘ(Hµ). Isso implica que ∅ 6= ω(x) ⊂ CΘ ∩ attΘ(Hµ).

Dessa forma, é apresentado a seguir um estudo sobre as G(µ)-órbitas nos pontos

y ∈ attΘ(Hµ) = ZHµ
·bΘ. Primeiro, para o ponto y = bΘ tem-se o resultado seguinte.

Lema 2.6 Sejam bΘ a origem de uma variedade flag FΘ de G e β uma raiz positiva.

Então, G(β) · bΘ é uma esfera S2 ou reduz-se a um ponto em FΘ. Se β /∈ 〈Θ〉, então

dim(G(β) · bΘ) = 2. Em particular, dim(G(µ) · bΘ) = 2 se Hµ ∈ cl(h+R).

Demonstração: A ideia principal é que a órbita G(β) ·bΘ é igual a bΘ ou identifica-

se à única variedade flag de G(β) que é a mesma variedade flag de Sl(2,C), a qual

é uma esfera S2, pois g(β) ≈ sl(2,C).

Para ver isso, denote por g(β)bΘ a subálgebra de isotropia em bΘ para a ação de

G(β) em FΘ. Ela contém a subálgebra pβ = span{Hβ}⊕gβ, a qual é uma subálgebra

parabólica de g (β). Isso implica que o subgrupo de isotropia em bΘ contém a

componente da identidade do subgrupo parabólico Pβ = NormG(β)pβ ⊂ G(β). Mas

qualquer subgrupo parabólico do grupo complexo G(β) é conexo, logo Pβ está no

subgrupo de isotropia em bΘ pela ação de G. Isso mostra que G(β) · bΘ é uma esfera

S2 ou reduz-se a um ponto em FΘ.

Agora, se β /∈ 〈Θ〉, então g−β não intercepta a álgebra de isotropia pΘ em bΘ,

a qual é a soma da subálgebra de Cartan com espaço de ráızes. Isso implica que

g(β)bΘ = pβ, e como um subgrupo de isotropia normaliza a subálgebra de isotro-

pia, segue que Pβ é exatamente o subgrupo de isotropia em bΘ pela ação de G(β).

Portanto, G(β) · bΘ identifica-se a G(β)/Pβ = S2.

Em particular, pela Proposição 2.3, se Hµ ∈ cl(h+R), então supp(µ) = Σ. Ou seja,

µ /∈ 〈Θ〉 e assim, dim(G(µ) · bΘ) = 2.

14



Quanto ao estudo das G(µ)-órbitas nos pontos y = g · bΘ, g ∈ ZHµ
, escreve-se

G(µ) · y = g
(
g−1G(µ)g · bΘ

)
.

Dessa forma, G(µ) · y é difeomorfa à órbita g−1G(µ)g · bΘ. O grupo de Lie g−1G(µ)g

tem álgebra de Lie g(µ)g = Ad(g) (g(µ)), a qual também é isomorfa a sl(2,C). Como

Ad(g)(Hµ) = Hµ, então

g(µ)g = 〈Hµ〉 ⊕ Ad(g)(gµ)⊕ Ad(g)(g−µ).

Lema 2.7 Sejam Hµ ∈ cl(h+R) e g ∈ ZHµ
. Então, Ad(g)(gµ) ⊂ n+ =

∑

α>0

gα.

Demonstração: Como Ad(g)(Hµ) = Hµ, segue que Ad(g) comuta com ad(Hµ) e

aplica os autoespaços de ad(Hµ) neles mesmos. Uma vez que gµ está contida no au-

toespaço de ad(Hµ) associado a µ(Hµ), segue que Ad(g)(gµ) está contida no mesmo

autoespaço de ad(Hµ) que contém gµ. Por outro lado, a hipóteseHµ ∈ cl(h+R) implica

que µ(Hµ) = 〈µ, µ〉 > 0 e que os autoespaços de ad(Hµ) associados aos autovalores

positivos estão contidos em n+. Portanto, Ad(g)(gµ) ⊂ n+.

Observação: Se µ é a raiz máxima, então o lema acima tem um resultado mais

preciso: se g ∈ ZHµ
, então g centraliza g(µ) e G(µ); veja Proposição 3.4 no próximo

caṕıtulo. Uma vez que g centraliza g(µ) e G(µ) tem-se que g−1G(µ)g = G(µ),

G(µ) · y = g (G(µ) · bΘ) e tais fatos simplificam as provas dos Lemas 2.8 e 2.9 e,

consequentemente, do Teorema 2.1.

Lema 2.8 Sejam bΘ a origem da variedade flag FΘ de G e µ uma raiz tal que

Hµ ∈ cl(h+R). Então, para g ∈ ZHµ
, a órbita G(µ) · y = g (g−1G(µ)g · bΘ) é uma

esfera S2 em FΘ.

Demonstração: A subálgebra pµ = 〈Hµ〉⊕Ad(g)(gµ) é uma subálgebra parabólica

de Ad(g) (g(µ)). Como na prova do Lema 2.6 é suficiente verificar que pµ está con-

tida na subálgebra de isotropia g(µ)gbΘ pela ação de g−1G(µ)g em bΘ. Tem-se que
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Hµ ∈ g(µ)gbΘ . Por outro lado, pelo lema anterior Ad(g)(gµ) ⊂ n+ está contida na

subálgebra de isotropia em bΘ pela ação de G. Portanto, pµ ⊂ g(µ)gbΘ , o que concluir

a demonstração do lema.

O lema anterior mostra que cada órbita g−1G(µ)g · bΘ induz uma aplicação de

G(µ)/Pµ = S2 em FΘ. Denote essa aplicação por σg,µ : S2 → FΘ.

O próximo e último passo para provar o Teorema 2.1 é verificar que as esferas

S2 que aparecem no lema anterior, pelo menos uma grande parte delas, não são

homotópicas a um ponto em FΘ.

A ideia é exibir uma 2-forma diferencial Ω em FΘ com dΩ = 0, ou seja, Ω é

uma forma diferencial fechada, tal que o pull-back ν = σ∗
g,µΩ é uma forma volume,

não nula, em S2. Isso prova que a aplicação σ∗
g,µ : H2

DeR(FΘ,R) → H2
DeR(S

2,R)

induzida na cohomologia por σg,µ não é trivial, e assim, σg,µ não é homotópica a

uma aplicação constante.

De fato, uma forma volume ν não nula na variedade orientável S2 é um gerador

de sua cohomologia de De Rham H2
DeR(S

2,R), ou seja, dν = 0 e ν não é dη para

uma 1-forma η, isto é, ν é uma forma fechada, mas não é uma forma exata. Se

ν = σ∗
g,µΩ, então Ω também não é exata, de outra forma Ω = dω implicaria que

ν = σ∗
g,µdω = dσ∗

g,µω e ν também seria exata. Assim, Ω representa um elemento

não nulo na cohomologia de De Rham H2
DeR(FΘ,R) e a imagem de sua classe de

cohomologia em σ∗
g,µ é a classe de cohomologia [ν] 6= 0.

Uma 2-forma Ω em FΘ que desempenha esse trabalho é uma forma simplética

U -invariante associada a uma métrica Hermitiana U -invariante em FΘ e a uma

estrutura complexa em FΘ, ou seja, uma forma de Kähler. A construção desses

objetos geométricos vem de Borel [2]. Para defini-los segue-se [26].

Primeiro, para definir uma 2-forma Ω em FΘ é preciso uma base especial do

espaço tangente TbΘFΘ na origem bΘ. Para isso, considere uma base de Weyl de g

16



composta por elementos Xα, α ∈ Π, com as seguintes propriedades: para cada raiz

α, Xα é um gerador do espaço de ráızes gα satisfazendo 〈Xα, X−α〉 = 1; além disso,

para α, β ∈ Π, [Xα, Xβ] = mα,βXα+β, onde mα,β ∈ R, m−α,−β = −mα,β e mα,β = 0

se α + β não é raiz.

Assim, para cada raiz positiva α, defina Aα = Xα −X−α, Sα = i(Xα +X−α) e

uα = span{Aα, Sα}. Aα e Sα pertencem a u, a forma real compacta de g, a qual é

a álgebra de Lie do grupo U . Pela ação transitiva de U em FΘ consegue-se induzir

campos de vetores Ãα e S̃α. Então, o conjunto ũα = {Ãα(bΘ), S̃α(bΘ) : α /∈ 〈Θ〉} é

uma base real de TbΘFΘ.

Agora, a 2-forma Ω é definida em FΘ especificando seu valor Ω0 na origem bΘ e

estendendo-a para todo FΘ pela ação de U . A extensão é posśıvel se Ω0 é invariante

pela representação de isotropia de UΘ em TbΘFΘ com UΘ = PΘ ∩ U , onde PΘ é o

subgrupo parabólico de G. Para obter Ω0 escolhe-se, primeiro, números reais λα > 0,

α ∈ Π+, satisfazendo:

1. λα+β = λα + λβ se α, β e α + β são ráızes positivas;

2. λα+γ = λα se α, γ e α + γ são ráızes com γ ∈ 〈Θ〉.

Observação: Note que os números λα > 0, α ∈ Π+, definem um produto interno

em TbΘFΘ, o qual, pela segunda condição, é UΘ-invariante. Assim esse produto

interno pode ser estendido, tornando-se uma métrica Riemanniana g em FΘ. A

primeira condição assegura que a métrica Hermitiana constrúıda a partir de g e de

uma estrutura complexa J em FΘ, tem uma forma Kähler, a qual é simplética; veja

[26, Section 2.4].

Defina Ω0 da seguinte forma:

• se X = ũα, Y = ũβ e β 6= −α, então Ω0(X, Y ) = 0;

• se α ∈ Π+, então Ω0

(
Ãα(bΘ), S̃α(bΘ)

)
= λα.
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A condição 2 acima assegura que Ω0 é uma 2-forma em TbΘFΘ UΘ-invariante, e

assim, por translação, define uma 2-forma Ω em FΘ. Por outro lado, pela condição

1, tem-se dΩ = 0; veja [26, Proposition 2.1].

Agora é posśıvel provar que determinadas G(µ)-órbitas contidas em CΘ são es-

feras S2 não homotópicas a um ponto em FΘ.

Lema 2.9 Seja µ uma raiz positiva tal que Hµ ∈ cl(h+R), denote por ZHµ
o centra-

lizador de Hµ em G e escreva UHµ
= ZHµ

∩ U . Considere FΘ uma variedade flag

de G. Então, existe um subconjunto V ⊂ attΘ(Hµ) = UHµ
· bΘ aberto e denso em

attΘ(Hµ) tal que, para todo y ∈ V , a órbita G(µ) ·y é uma esfera S2 não homotópica

a um ponto em FΘ.

Demonstração: Para qualquer y ∈ attΘ(Hµ), escreve-se y = g · bΘ, onde g ∈ UHµ
.

Considerando Hµ ∈ cl(h+R), pela Proposição 2.3, supp(µ) = Σ e pelo Lema 2.6,

G(µ) · bΘ é uma esfera S2. Assim seu espaço tangente TbΘ(G(µ) · bΘ) tem a base real

{Ãµ(bΘ), S̃µ(bΘ)}. Da mesma forma, pelo Lema 2.8, g−1G(µ)g · bΘ é uma esfera S2

e o espaço tangente de g−1G(µ)g · bΘ em bΘ , o qual é denotado simplesmente por

T g, é gerado por {Ãg
µ(bΘ), S̃

g
µ(bΘ)}, onde A

g
µ = Ad(g)(Aµ) e Sg

µ = Ad(g)(Sµ). Os

vetores Ãg
µ(bΘ) e S̃

g
µ(bΘ) são nulos ou formam uma base de T g.

Fazendo o pull-back da forma simplética não nula Ω para T g, define-se a função

φ : UHµ
· bΘ → R por

φ(g · bΘ) = Ω
(
Ãg

µ(bΘ), S̃
g
µ(bΘ)

)
, g ∈ UHµ

,

a qual é bem definida. De fato, qualquer g ∈ UHµ
deixa Ω invariante e g ·bΘ = g1 ·bΘ

implica que {Ãg
µ(bΘ), S̃

g
µ(bΘ)} e {Ãg1

µ (bΘ), S̃
g1
µ (bΘ)} geram o mesmo subespaço, ou

seja, T g = T g1 . Logo, Ω
(
Ãg

µ(bΘ), S̃
g
β(bΘ)

)
= Ω

(
Ãg1

µ (bΘ), S̃
g1
µ (bΘ)

)
.

A função φ é anaĺıtica, pois a aplicação g 7→ Ad(g) é anaĺıtica. A função φ não

é identicamente nula. De fato, pelo Lema 2.6 tem-se

φ(bΘ) = Ω
(
Ãµ(bΘ), S̃µ(bΘ)

)
= λµ 6= 0.
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Logo, o subconjunto V = {y ∈ UHµ
· bΘ : φ(y) 6= 0} é aberto e denso em UHµ

· bΘ.

Além disso, pelo Lema 2.8, para qualquer y ∈ V , a órbita G(µ) · y é uma esfera

S2. E pela definição de V , φ(y) = φ(g · bΘ) = Ω
(
Ãg

µ (bΘ) , S̃
g
µ (bΘ)

)
6= 0, com

g ∈ UHµ
. Assim Ω é invariante por (g−1G(µ)g)∩U e esse grupo age transitivamente

em g−1G(µ)g · bΘ. Portanto, o pull-back de Ω para g−1G(µ)g · bΘ é uma forma

volume não nula, o que mostra que S2 ≈ g−1G(µ)g · bΘ é não homotópica a um

ponto, se g · bΘ = y ∈ V . Assim, para todo y ∈ V,G(µ) · y = g (g−1G(µ)g · bΘ) é não

homotópica a um ponto em FΘ.

Fim da prova do Teorema 2.1: Seja x = ng ·bΘ ∈ σΘ(Hµ) com n ∈ N− e g ∈ ZHµ
.

Então (exp(tHµ))ng · bΘ = (exp(tHµ))n (exp(−tHµ)) g · bΘ, pois (exp(−tHµ)) g =

g (exp(−tHµ)) e (exp(−tHµ)) · bΘ = bΘ. Como limt→∞ (exp(tHµ))n (exp(−tHµ)) =

1, segue-se que

lim
t→+∞

(exp(tHµ))ng · bΘ = g · bΘ.

Seja V um subconjunto aberto e denso de ZHµ
· bΘ satisfazendo as propriedades

fornecidas pelo Lema 2.9. Então, N−
µ · V é aberto e denso em FΘ. Como CΘ tem

interior não vazio, pode-se encontrar x ∈ CΘ tal que

lim
t→+∞

(exp(tHµ)) x = y ∈ CΘ ∩ V.

Logo, a órbita G(µ) · y é uma esfera S2 contida em CΘ não homotópica a um ponto

em FΘ. Isso mostra que CΘ não pode estar contido em um subconjunto contrátil de

FΘ. Como Θ foi arbitrário, tem-se que S = G. Em vista do Lema 2.2, isso termina

a prova do Teorema 2.1.

Corolário 2.10 Seja S ⊂ G um semigrupo como no Teorema 2.1. Então, para

qualquer Θ ⊂ Σ, S não tem tipo parabólico FΘ(S).

Demonstração: No tipo parabólico FΘ(S), o conjunto de controle invariante CΘ(S)

está contido num subconjunto contrátil de FΘ(S); veja Corolário 1.7. Assim, FΘ(S)
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não pode ser projetado em nenhuma variedade flag FΘ, onde seu conjunto de con-

trole invariante CΘ não está contido num subconjunto contrátil de FΘ. Como isso

acontece para qualquer Θ ⊂ Σ, S não tem tipo parabólico.
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Caṕıtulo 3

Grupos de Lie simples complexos -
outra abordagem topológica

Neste caṕıtulo o estudo da transitividade de alguns semigrupos de um grupo de Lie

simples, conexo, complexo, visto no capitulo anterior, é feito com uma abordagem

topológica diferente. Agora ao invés de usar Cohomologia de De Rham, usa-se o

segundo grupo de homotopia π2(FΘ) da variedade flag FΘ e para isso utiliza-se a

teoria de representação de sl(2,C) e a teoria de fibrados em variedade flag.

O resultado é um pouco mais fraco e é preciso fazer uma separação para analisar

melhor o que acontece.

Teorema 3.1 Seja G um grupo de Lie simples, conexo, complexo com álgebra do

tipo Al, Dl, E6, E7 e E8. Considere S ⊂ G um semigrupo com intS 6= ∅. Então

S = G, se existe uma raiz α tal que G(α) ⊂ S.

Teorema 3.2 Seja G um grupo de Lie simples, conexo, complexo com álgebra do

tipo Bl, Cl, F4 e G2. Considere S ⊂ G um semigrupo com intS 6= ∅. Então S = G,

se G(α) ⊂ S, para α uma raiz longa.

Como no caṕıtulo anterior a demostração consiste em mostrar que em qualquer

variedade flag FΘ de G existem várias G(α)-órbitas que são esferas S2 contidas no

conjunto de controle S-invariante CΘ as quais não são homotópicas a um ponto em
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FΘ. Além disso, o primeiro passo para demonstrar o Teorema 3.1 e o Teorema 3.2

é reduzir a prova para uma raiz µ tal que Hµ ∈ cl(h+R).

Se α é uma raiz para os diagramas de Dynkin com ligações simples: Al, Dl, E6,

E7 e E8 ou uma raiz longa para os diagramas com ligações duplas: Bl, Cl, F4 e G2,

então a raiz µ na órbita Wα tal que Hµ ∈ cl(h+R) é a raiz máxima. Dessa forma, a

prova do Teorema 3.1 e do Teorema 3.2 é reduzida apenas para a raiz máxima µ.

Observação: Note que no caṕıtulo anterior a prova é feita para uma raiz µ tal

que Hµ ∈ cl(h+R). E foi usado o pull-back da forma simplética não nula Ω para

mostrar que as G(µ)-órbitas não são homotópicas a um ponto em FΘ. Aqui, com

a abordagem topológica que é utilizada, a prinćıpio, só é posśıvel fazer para µ raiz

máxima. No caṕıtulo anterior se µ é a raiz máxima, então as provas ficam mais

rápidas.

A partir daqui até o fim deste caṕıtulo µ é a raiz máxima.

Para o próximo passo é lembrada a notação: bΘ é a origem de uma variedade flag

FΘ de G; seja H̃µ um campo de vetores na variedade flag FΘ cujo fluxo é exp(tHµ)

com Hµ ∈ cl(h+R). attΘ(Hµ) é o conjunto de pontos fixos atratores de H̃µ e σΘ(Hµ)

é o conjunto estável; CΘ é o único conjunto de controle S-invariante em FΘ. Além

disso, CΘ encontra o conjunto denso σΘ(Hµ). E isso implica que se G(µ) ⊂ S, então

CΘ ∩ attΘ(Hµ) 6= ∅; veja Lema 2.5.

Dessa forma, como no caṕıtulo anterior, estuda-se as G(µ)-órbitas nos pontos

y ∈ attΘ(Hµ) = ZHµ
·bΘ. Primeiro, para o ponto y = bΘ tem-se o seguinte resultado.

Lema 3.3 Sejam bΘ a origem de uma variedade flag FΘ de G e µ a raiz máxima.

Então G(µ) · bΘ é uma esfera S2 em FΘ.

Demonstração: A prova segue do Lema 2.6 e do fato que a raiz máxima µ /∈ 〈Θ〉

e assim, dim(G(µ) · bΘ) = 2.
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Quanto ao estudo das G(µ)-órbitas nos pontos y = g · bΘ, g ∈ ZHµ
, escreve-se

G(µ) · y = g
(
g−1G(µ)g · bΘ

)
.

Dessa forma, G(µ) · y é difeomorfa à órbita g−1G(µ)g · bΘ. O grupo de Lie g−1G(µ)g

tem álgebra de Lie g(µ)g = Ad(g) (g(µ)), a qual também é isomorfa a sl(2,C).

A próxima proposição diz respeito àquilo que foi observado, no caṕıtulo anterior,

logo após a demonstração do Lema 2.7. Observe que essa proposição assegura que

para a raiz máxima gG(µ)g−1 = G(µ), g ∈ ZHµ
e o conjunto V do Lema 2.9 é

attΘ (Hµ).

Proposição 3.4 Seja µ a raiz máxima e suponha que g ∈ G centraliza Hµ, ou

seja, Ad(g)(Hµ) = Hµ. Então, g normaliza G(µ). Na verdade, g comuta com todo

h ∈ G(µ).

Demonstração: Seja ZHµ
o centralizador de Hµ em G. O grupo ZHµ

é um grupo

de Lie com álgebra de Lie zHµ
= ker ad(Hµ), o centralizador de Hµ em g. Pela

decomposição de espaço de ráızes tem-se que

zHµ
= h+

∑

β(Hµ)=0

gβ.

Escreva ΘHµ
= {α ∈ Σ : α(Hµ) = 0}. Então, a raiz β anula Hµ se, e somente se,

supp(β) ⊂ ΘHµ
. Isso segue do fato que Hµ ∈ cl(h+R), ou seja, se α /∈ ΘHµ

, então

α(Hµ) > 0.

Tome a raiz β com β(Hµ) = 〈β, µ〉 = 0. Então, µ ± β não são ráızes. De fato,

se β > 0, então µ + β não é raiz. Assim, pela fórmula de Killing, a ortogonalidade

〈β, µ〉 = 0 implica que µ− β não é uma raiz. Tem-se também que −µ± β não são

ráızes. Portanto, se β(Hµ) = 0, então [g±µ, gβ] = 0 e, como h é abeliano conclui-se

que [X, g(µ)] = 0 se X ∈ zHµ
.

Como o grupo G é complexo, tem-se que ZHµ
é conexo. Assim, a comutatividade

entre zHµ
e g(µ) implica que Ad(g)(Y ) = Y para qualquer Y ∈ zHµ

. Isso implica
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que os elementos de ZHµ
comutam com os elementos de G(µ).

Corolário 3.5 Seja µ a raiz máxima e denote por ZHµ
o centralizador de Hµ em

G. Considere FΘ uma variedade flag de G. Então, para qualquer g ∈ ZHµ
, a órbita

G(µ) · gbΘ é uma esfera S2 em FΘ.

O próximo e último passo para provar o Teorema 3.1 e o Teorema 3.2 é verificar que

essas esferas S2 não são homotópicas a um ponto em FΘ.

Note que provando que a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S2 não homotópica a

um ponto em FΘ, pelo Corolário 3.5, tem-se que para qualquer g ∈ ZHµ
, a órbita

G(µ) · gbΘ = g (G(µ) · bΘ) é uma esfera S2 não homotópica a um ponto em FΘ.

Para mostrar que a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S2 não homotópica a um

ponto em em FΘ, verifica-se que a aplicação ϕ : S2 → FΘ não é homotópica a

uma aplicação constante, ou seja, ϕ é um elemento não trivial do segundo grupo de

homotopia π2(FΘ) da variedade flag FΘ.

Para verificar que G(µ) · bΘ não é homotópica a um ponto em FΘ, a ideia é

construir um fibrado principal π : Q→ FΘ sobre FΘ cuja restrição de Q a G(µ) · bΘ

não é trivial. Dessa forma, π|S2 será um fibrado principal não trivial e assim, π|S2

será um elemento não trivial em π2(FΘ). Uma maneira de fazer isso é construindo

um fibrado vetorial η : V → FΘ sobre FΘ, cujo fibrado das bases é um fibrado

principal não trivial.

Nesse caso, basta considerar os fibrados vetoriais complexos de dimensão 1, ou

seja, os fibrados de retas complexas. Note que o fibrado das bases de um fibrado

deste tipo é um fibrado principal cujo grupo estrutural é o grupo abeliano conexo

C∗ = C \ {0}.

Para prosseguir é necessário apresentar um resultado clássico.
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Proposição 3.6 Seja L um grupo de Lie conexo. Então as classes de equivalência

dos fibrados principais sobre S2 cujo grupo estrutural é L estão em bijeção com o

grupo fundamental π1(L).

Demonstração: Seja φ : P → S2 um L-fibrado, ou seja, o grupo L age livre e

continuamente em P de modo que as fibras de P são as órbitas de L em P .

Tome dois pontos P1 e P2 em S2, por exemplo o polo norte e o polo Sul. Então

S2 \ {Pi}, i = 1, 2, é difeomorfo a R2. Assim, restringindo P a S2 \ {Pi}, i = 1, 2,

tem-se que φ|S2\{Pi}
: S2 \ {Pi} → R2 é um fibrado trivial. Logo, existem seções

χi : S
2 \ {Pi} → P, i = 1, 2.

Agora tome x no equador, um S1, que está na interseção dos domı́nios das seções

e considere a função caracteŕıstica do fibrado a : S1 → L. Então pode-se escrever

χ1(x) = χ2(x) · a(x), uma vez que o grupo L age livre e continuamente em P .

Portanto, a classe de homotopia [a] determina a classe de equivalência do fibrado

principal φ : P → S2.

Assim, a proposição anterior diz que as classes de equivalência dos fibrados de

retas complexas sobre S2, cujo grupo estrutural é C∗, estão em bijeção com o grupo

fundamental π1(C∗) = Z.

Por outro lado, fibrados de retas sobre FΘ podem ser obtidos via representações.

De fato, seja g a álgebra de Lie do grupo G. Sejam λ = n1λ1+ . . .+nlλl, com ni ≥ 0

um peso máximo de g e Vλ = {v ∈ V,Hv = λ(H)v, ∀H ∈ h} subespaço associado

ao peso λ, onde V é um espaço vetorial de dimensão finita.

Considere a representação fiel ρλ : g → gl(Vλ). Tome v ∈ Vλ um vetor de peso

máximo, ou seja ρλ(H)v = λ(H)v e ρλ(n
+)Vλ = 0, onde n+ =

∑

α>0

gα. Denote por

Gλ o grupo linear conexo cuja álgebra de Lie é ρλ(g). Como a representação ρλ é

fiel, então ρλ(g) ≈ g. Ou seja, Gλ é um grupo de Lie com álgebra de Lie g.
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Como o grupo Gλ age em Vλ temos que Gλ age no espaço projetivo complexo

PVλ de Vλ. Assim, pode-se considerar a órbita projetiva Gλ · [v] e tem-se o seguinte

resultado.

Proposição 3.7 Seja Gλ grupo de Lie com álgebra de Lie g. A órbita projetiva

Gλ · [v] se identifica à variedade flag FΘλ
, onde

Θλ = {αi ∈ Σ : ni = 0}

e o peso máximo é λ = n1λ1 + . . .+ nlλl.

Demonstração: A álgebra de isotropia em [v] contém pΘλ
que é uma subálgebra

parabólica de g. Então o grupo de isotropia em [v] contém a componente conexa

de um PΘλ
subgrupo parabólico do grupo Gλ. Como o grupo G(λ) é complexo, um

subgrupo parabólico PΘλ
é conexo. Logo, o subgrupo de isotropia é um subgrupo pa-

rabólico PΘλ
. Portanto, a órbita projetiva Gλ·[v] se identifica à variedade flag FΘλ

.

Uma representação ρλ da forma acima induz um fibrado de retas complexos sobre

FΘλ
. Para isso, basta tomar o fibrado tautológico Vλ \ {0} → PVλ sobre o espaço

projetivo PVλ cuja fibra sobre x ∈ PVλ é o próprio subespaço x dentro de Vλ.

Em particular, cada representação complexa irredut́ıvel de sl(2,C) induz um

fibrado de retas sobre S2. De fato, as representações de sl(2,C) são parametrizadas

por Z+, pois existe um único peso fundamental Φ = {λ = λ1} e todos os pesos

máximos são dados por λn = nλ, n ∈ Z+. Tem-se que a representação com peso

máximo n ≥ 0 tem dimensão n + 1. Além disso, a órbita projetiva de cada vetor

de peso máximo [v] é a única variedade flag de sl(2,C), isto é, S2. Assim, cada

representação complexa irredut́ıvel de sl(2,C) dada por Z+ define um fibrado de

retas sobre S2.

Para continuar a prova precisa-se de outro resultado, o qual já é conhecido.
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Proposição 3.8 Se a representação não é trivial, isto é, se tem dimensão n ≥ 1,

então o fibrado de retas sobre S2 induzido na órbita do peso máximo não é trivial.

De fato, o fibrado de retas é dado pela classe de homotopia n ∈ π1(C∗) = Z.

Demonstração: Pela Proposição 3.6, a classe de homotopia da função carac-

teŕıstica a : S1 → C∗ determina a classe de equivalência do fibrado de retas comple-

xas φ : P → S2 sobre S2.

Então a demonstração consiste em construir a aplicação caracteŕıstica a : S1 →

C∗ que determina o fibrado de retas dado pela representação de sl(2,C) do peso

máximo.

Considere

{
H =

(
1 0
0 −1

)
, X =

(
0 1
0 0

)
, Y =

(
0 0
1 0

)}

a base de sl(2,C). Seja ρn : sl(2,C) → gl(V ) a representação irredut́ıvel de peso

máximo n e dimensão n + 1. Então seja {v0, v1, . . . , vn} base do espaço vetorial V

tal que ρn(H) = (n− 2i)vi, ρn(Y )vi = vi+1 e ρn(X)vi = aivi−1 com ai > 0, onde v0

é o vetor de peso máximo e vn é o vetor de peso mı́nimo.

O elemento Y da base de sl(2,C) gera a subálgebra nilpotente n−. Assim, o

conjunto {[(exp(zρn(Y )))v0] ∈ S2,Z ∈ C} é uma célula aberta de Bruhat. Portanto,

esse conjunto é aberto e denso e difeomorfo a um espaço euclidiano. Na verdade,

esse conjunto é S2 \ {[vn]}, pois [vn] é o vetor de peso mı́nimo.

Além disso, tem-se o seguinte difeomorfismo

φ : C −→ S2 \ {[vn]}
z 7−→ [(exp(zρn(Y )))v0].

Usando esse difeomorfismo obtém-se a seguinte seção do fibrado tautológico sobre

S2 \ {[vn]}

χ1 : S2 \ [vn] −→ S2 \ {vn}
[(exp(zρn(Y )))v0] 7−→ (exp(zρn(Y )))v0.
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Da mesma forma, a aplicação

ψ : C −→ S2 \ {[v0]}
z 7−→ [(exp(zρn(X)))vn]

é um difeomorfismo e tem-se a seguinte seção sobre S2 \ {[v0]}

χ2 : S2 \ [v0] −→ S2 \ {v0}
[(exp(zρn(X)))vn] 7−→ (exp(zρn(X)))vn.

Retirando o zero dos domı́nios de φ e ψ tem-se o difeomorfismo mudança de base

ψ ◦ φ−1 : C \ {0} −→ C \ {0}.

Pela forma das matrizes de ρn(Y ) e ρn(X) na base dada, segue que

(exp(zρn(Y )))v0 =

(
1, z,

z2

2!
, . . . ,

zn

n!

)

(exp(zρn(X)))vn = (Pn(z), . . . , P2(z), P1(z), 1)

onde cada Pi(z), para i = 2, . . . , n, é um polinômio com coeficientes positivos,

P1(z) = anz, onde an > 0 é o mesmo que aparece na matriz ρn(X).

Assim, dois elementos (x1, . . . , xn, 1) e (y1, . . . , yn, 1) definem o mesmo elemento

no espaço projetivo se, e somente se, xi = yi. Dessa forma, a mudança de coor-

denadas ψ ◦ φ−1 : C \ {0} −→ C \ {0} é dada por z 7−→ n
anz

. Restrita ao ćırculo

S1 = {z : |z| = 1}, essa mudança de coordenadas é dada por z 7−→ n
an
z = n

z
.

Em termos da primeira parametrização as seções χ1 e χ2 restritas a S
1 são dadas

da seguinte forma:

χ1

[(
1, z,

z2

2!
, . . . ,

zn

n!

)]
=

(
1, z,

z2

2!
, . . . ,

zn

n!

)
;

e

χ2

[(
1, z,

z2

2!
, . . . ,

zn

n!

)]
=

1

zn/n!

(
1, z,

z2

2!
, . . . ,

zn

n!

)
,

pois a função de mudança de coordenadas é dada por divisão por zn/n!. Assim

existe uma função a : S1 → C∗ tal que χ1(x) = χ2(x) · a(x). A função a é a função

caracteŕıstica do fibrado e é dada por a(z) = zn/n!, com |z| = 1, cuja classe de
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homotopia é n.

Fim da prova do Teorema 3.1 e do Teorema 3.2: Seja FΘ uma variedade flag

de G e considere uma representação ρλ : sl(2,C) ≈ g(µ) → Vλ cuja órbita projetiva

do vetor de peso máximo vλ seja exatamente FΘ. Então o elemento [vλ] é a origem

da variedade flag FΘ e a órbita projetiva G(µ) · [vλ] é S
2.

O fibrado tautológico sobre o espaço projetivo PVλ de Vλ induz um fibrado sobre

FΘ, o qual induz um fibrado de retas complexas ϕ1 : E → S2 sobre a órbita S2 =

G(µ) · [vλ]. Para terminar a demonstração, basta verificar que o fibrado ϕ1 : E → S2

não é trivial. Para isso, verifica-se que o fibrado ϕ1 vem de uma representação

irredut́ıvel e não trivial, como afirma a Proposição 3.8.

Assim, sejam X±µ ∈ g±µ e Hµ vetores que formam uma base para g(µ) que é

isomorfa a sl(2,C), onde µ é a raiz máxima. Seja vλ ∈ Vλ o vetor de peso máximo.

Então ρλ(Hµ)vλ = λ(Hµ)vλ e ρλ(Xµ)vλ = 0.

O subespaço ćıclico W ⊂ Vλ gerado por

vλ, ρλ(X−µ)vλ, ρλ(X−µ)
2vλ, . . . , ρλ(X−µ)

kvλ, . . .

é invariante por ρλ(g(µ)) e a representação ρλW
: sl(2,C) ≈ g(µ) → W é irredut́ıvel.

Além disso, vλ ∈ W ⊂ Vλ também é vetor de peso máximo para a representação

ρλW
. Assim, a órbita G(µ) · vλ fica dentro do subespaço ćıclico W e isso garante que

a órbita projetiva G(µ) · [vλ] fica dentro do espaço projetivo PW .

Então o fibrado tautológico sobre PW induz um fibrado de retas complexas sobre

S2. Assim, o fibrado ϕ1 : E → S2 não é trivial pois vem da representação não trivial

ρλW
: sl(2,C) ≈ g(µ) → W . Note que a representação ρλW

não é trivial pois a órbita

G(µ) · [vλ] é S
2, como afirma o Lema 3.3. Portanto, o fibrado de retas ϕ1 : E → S2

sobre a órbita S2 = G(µ) · [vλ] não é trivial.

Assim, a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S2 contida em CΘ não homotópica a um
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ponto em FΘ. Seja x = ng · bΘ ∈ σΘ(Hµ) com n ∈ N− e g ∈ ZHµ
. Então,

lim
t→+∞

(exp(tHµ))ng · bΘ = g · bΘ.

Como CΘ tem interior não vazio, pode-se encontrar x ∈ CΘ tal que

lim
t→+∞

(exp(tHµ)) x = gbΘ ∈ CΘ ∩ attΘ(Hµ).

Logo, para g ∈ ZHµ
a órbita G(µ) · gbΘ = g (G(µ) · bΘ) é uma esfera S2 contida em

CΘ não homotópica a um ponto em FΘ. Isso mostra que CΘ não está contido em

um subconjunto contrátil de FΘ. Como Θ foi arbitrário, tem-se que S = G. Isso

termina a prova do Teorema 3.1 e do Teorema 3.2.

Corolário 3.9 Seja S ⊂ G um semigrupo como no Teorema 3.1 e no Teorema 3.2.

Então, para qualquer Θ ⊂ Σ, S não tem tipo parabólico FΘ(S).

Demonstração: Prova semelhante à prova do corolário 3.9.

Observação: Note que no caṕıtulo anterior a prova do Teorema 3.1 e do o Teorema

3.2 foi feita sem considerar que µ é a raiz máxima e apenas usando o fato que µ é

uma raiz tal que Hµ ∈ cl(h+R), mas com essa abordagem topológica, para uma raiz µ

tal que Hµ ∈ cl(h+R), a qual não é a máxima, não é posśıvel concluir que G(µ) · gbΘ

com g ∈ ZHµ
não é homotópica a um ponto em FΘ.

Por esse motivo que o Teorema 3.2 foi enunciado apenas para α uma raiz longa,

pois para uma raiz curta dos diagramas Bl, Cl, F4 e G2, a prova do Teorema 3.2

teria que ser reduzida para uma uma raiz µ tal que Hµ ∈ cl(h+R) e não para a raiz

máxima.
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Caṕıtulo 4

Transitividade de semigrupos nos
grupos de Lie simples reais

Neste caṕıtulo é apresentado um outro resultado importante deste trabalho, o Teo-

rema 4.1, que trata da transitividade de alguns semigrupos de um grupo de Lie G

simples real, conexo, não compacto, com centro finito e cuja álgebra de Lie g é uma

forma real normal de uma álgebra clássica. Esse resultado é semelhante ao Teorema

2.1, ao Teorema 3.1 e ao Teorema 3.2 vistos nos caṕıtulos anteriores que tratam da

transitividade de certos semigrupos de um grupo de Lie simples complexo.

É importante dizer que aqui é empregada a notação g(α) = spanR{Hα} ⊕ gα ⊕

g−α ≈ sl(2,R) eG(α) = 〈exp g(α)〉. Dessa forma, G(α) é um subgrupo de Lie conexo

com álgebra de Lie g(α), o qual é isomorfo a S̃l(2,R)/D, onde D é um subgrupo

discreto central e S̃l(2,R) é recobrimento universal de Sl(2,R).

Teorema 4.1 Seja G um grupo de Lie simples real, conexo, não compacto, com

centro finito e cuja álgebra de Lie g é uma forma real normal de uma álgebra de Lie

clássica gC. Além disso, seja S ⊂ G um semigrupo com int(S) 6= ∅. Se existe uma

raiz α tal que G(α) ⊂ S, então S = G.

Para provar esse teorema usa-se o fato que g(α) é isomorfo a sl(2,R), e assim,

a única variedade flag de G(α) é uma esfera S1. Dessa forma, prova-se que em

qualquer variedade flag FΘ de G existem várias G(α)-órbitas que são S1. Então,
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assegura-se que algumas dessas órbitas estão contidas no conjunto de controle S-

invariante CΘ em FΘ. Finalmente, aplica-se um método algébrico para encontrar

um representante não trivial dessas órbitas no grupo fundamental π1(FΘ). E com

isso, prova que tais órbitas, que são esferas S1, não são homotópicas a um ponto.

Então, CΘ não está contido num conjunto contrátil e o teorema segue pelo Corolário

1.5.

Vale ressaltar que os métodos utilizados, nos caṕıtulos anteriores, para um grupo

de Lie simples complexo não funciona para o grupo de Lie real. De fato, o método

do caṕıtulo 2 que utiliza a cohomologia de De Rham não funciona no caso real, pois

não existem p-formas diferencias não nulas em S1 para p > 1. Assim, a cohomologia

de De Rham Hp
DeR(S

1,R) = 0 para p > 1.

O método do caṕıtulo 3 que utiliza fibrados pode ser usado no caso real para

fibrados de dimensão real um, mas não soluciona o problema de mostrar, para todos

os casos que várias G(α)-órbitas não são homotópicas a um ponto em FΘ. De fato,

as representações irredut́ıveis de sl(2,R) também são dadas por n ∈ Z+, como no

caso complexo, e em cada uma delas a órbita projetiva do peso máximo é uma esfera

S1. Além disso, as funções caracteŕıticas desses fibrados são determinados da mesma

maneira que na Proposição 3.8 e assim, vale que a função caracteŕıstica do fibrado

é a(x) = xn/n!, com |x| = 1.

A diferença é que no caso real, se n é par, então o fibrado é trivial, uma vez que

x2 > 0, e assim não é posśıvel concluir que as órbitas S1 não são homotópicas a um

ponto. Então, no caso real se for considerar as representações de dimensão finita,

como foi feito no caso complexo, sempre vão aparecer representações de sl(2,R) par,

quando o peso máximo n for par, e isso não ajuda mostrar que várias G(α)-órbitas

são esferas S1 não homotópicas a um ponto em FΘ.

Da mesma forma que no caso do grupo de Lie simples complexo, o primeiro

passo para demonstrar o Teorema 4.1 é reduzir a prova para uma raiz µ tal que
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Hµ ∈ cl(h+R).

Se α é uma raiz para os diagramas de Dynkin com ligações simples ou é uma

raiz longa para os outros diagramas de Dynkin, então a raiz µ na órbita Wα tal que

Hµ ∈ cl(h+R) é a raiz máxima. Mas para todos os diagramas de Dynkin, uma raiz µ

com Hµ ∈ cl(h+R) tem suporte total, ou seja, supp(µ) = Σ; veja Proposição 2.3.

A partir desse ponto até o fim deste caṕıtulo, µ representa uma das ráızes com

Hµ ∈ cl(h+R).

Para o próximo passo é lembrada a notação: bΘ é a origem de uma variedade flag

FΘ de G; seja H̃µ um campo de vetores na variedade flag FΘ cujo fluxo é exp(tHµ)

com Hµ ∈ cl(h+R). attΘ(Hµ) é o conjunto de pontos fixos atratores de H̃µ e σΘ(Hµ) é

o conjunto estável; CΘ é o único conjunto de controle S-invariante em FΘ e encontra

o conjunto denso σΘ(Hµ). Além disso, se G(µ) ⊂ S, então CΘ ∩ attΘ(Hµ); veja

Lema 2.5.

Dessa forma, como no caso dos grupos de Lie simples complexos, estuda-se as

G(µ)-órbitas nos pontos y ∈ attΘ(Hµ) = ZHµ
· bΘ = KHµ

· bΘ, onde ZHµ
é o cen-

tralizador de Hµ em G e KHµ
= ZHµ

∩ K onde K é o subgrupo compacto de G.

Primeiro, para o ponto y = bΘ tem-se o seguinte resultado.

Lema 4.2 Sejam bΘ a origem de uma variedade flag FΘ de G e β uma raiz positiva.

Então, G(β) · bΘ é uma esfera S1 ou reduz-se a um ponto em FΘ. Se β /∈ 〈Θ〉, então

dim(G(β) · bΘ) = 1. Em particular, dim(G(µ) · bΘ) = 1 se Hµ ∈ cl(h+R).

Demonstração: A prova é semelhante ao caso do grupo de Lie simples complexo;

veja Lema 2.6. Mas neste caso, a órbita G(β) · bΘ é igual a bΘ ou é a única variedade

flag de G(β). Como g(β) ≈ sl(2,R), a única variedade flag de G(β) é a mesma

variedade flag de Sl(2,R), a qual é S1.

Se β /∈ 〈Θ〉, então g(β)bΘ é a subálgebra de isotropia em bΘ para a ação de G(β)

em FΘ, a qual é pβ, uma subálgebra parabólica de g(β).
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A diferença é que no caso real, o subgrupo de isotropia não é necessariamente

um subgrupo parabólico de G(β), pois o subgrupo parabólico não é necessariamente

conexo. De qualquer forma, o subgrupo de isotropia contém a componente conexa

da identidade do subgrupo parabólico de G(β). Então, a órbita G(β) · bΘ é um

recobrimento do flag de g(β), o qual é uma esfera S1.

Uma vez que o centro do grupo G é finito, o centro do grupo G(β) também

é finito, e assim, o subgrupo parabólico tem um número finito de componentes

conexas, e isso implica que a órbita G(β) · bΘ é um recobrimento finito para S1.

Logo, G(β) · bΘ identifica-se a G(β)/Pβ = S1.

Em particular, se Hµ ∈ cl(h+R), então µ /∈ 〈Θ〉 e dim(G(µ) · bΘ) = 1.

Agora, estuda-se as G(µ)-órbitas nos pontos y = g · bΘ, g ∈ ZHµ
. Para isso,

considere (KHµ
)0 a componente conexa de KHµ

.

A órbita ZHµ
· bΘ de uma variedade flag FΘ de G também coincide com a órbita

(Kµ)0 ·bΘ, ou seja, ZHµ
·bΘ = (KHµ

)0 ·bΘ. Assim, ao invés de estudar as G(µ)-órbitas

nos pontos y = g · bΘ, g ∈ ZHµ
, estuda-se nos pontos b = u · bΘ com u ∈ (KHµ

)0.

Tem-se que

G(µ) · b = u
(
u−1G(µ)u

)
· bΘ.

O grupo u−1G(µ)u é isomorfo a G(µ) e sua álgebra de Lie Ad(u−1)g(µ) é isomorfa

a g(µ), isto é, sl(2,R). Como u centraliza Hµ, a decomposição de Ad(u−1)g(µ) em

espaços de ráızes é dada por

Ad(u−1)g(µ) = 〈Hµ〉 ⊕ Ad(u−1)gµ ⊕ Ad(u−1)g−µ

e o isomorfismo com sl(2,R) associa Hµ com

H =

(
1 0
0 −1

)
.

O subespaço pu = 〈Hµ〉⊕Ad(u−1)gµ é uma subálgebra parabólica de Ad(u−1)g(µ).

Denote por Pu o subgrupo parabólico correspondente.
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Proposição 4.3 O subgrupo Pu está contido no subgrupo de isotropia de bΘ pela

ação do grupo u−1G(µ)u.

Demonstração: Tem-se que 〈Hµ〉 está contido na álgebra de isotropia, pois bΘ é

ponto fixo de exp(tHµ). Para ver que o mesmo ocorre com Ad(u−1)(gµ), observe

que se X ∈ Ad(u−1)(gµ) então, ad(Hµ)(X) = µ(Hµ)X com µ(Hµ) = 〈µ, µ〉 > 0.

Então, exp(t)ad(Hµ)(X) → 0 quando t → −∞, o que implica que se n = exp(X)

então etHµne−tHµ → 1 se t → −∞. Esse limite implica que etHµnbΘ → bΘ quando

t→ −∞, o que significa que nbΘ pertence à variedade instável de bΘ em relação ao

fluxo etHµ .

Porém, o fluxo etHµ é o fluxo de um campo gradiente em que bΘ pertence a uma

componente atratora, já que Hµ ∈ cl(h+R). Isso significa que a variedade instável

se reduz a bΘ. Dáı que nbΘ = bΘ, o que implica que Ad(u−1)(gµ) está contido na

álgebra de isotropia, mostrando que pu está contida na álgebra de isotropia.

Portanto, a componente conexa da identidade (Pu)0 de Pu está contida no sub-

grupo de isotropia. No grupo real, o subgrupo Pu pode não ser conexo, mas o

centro Z (G(µ)) está contido no centralizador M da subálgebra a em K; veja Pro-

posição 4.5 abaixo, isto é, Z (G(µ)) está contido no subgrupo de isotropia. Como

Pu = Z (G(µ)) (Pu)0, segue que Pu está contido no grupo de isotropia.

O seguinte lema implica que (u−1G(µ)u) · bΘ é uma esfera S1 em FΘ, uma vez

que pelo Lema 4.2, G(µ) · bΘ é uma esfera S1 em FΘ.

Lema 4.4 A órbita (u−1G(µ)u) · bΘ é homotópica à órbita G(µ) · bΘ, por uma ho-

motopia que fixa bΘ.

Demonstração: Seja ut ∈ (KHµ
)0, t ∈ [0, 1], uma curva cont́ınua tal que u0 = 1 e

u1 = u. Defina a função cont́ınua ψ : [0, 1]×G(µ) → FΘ por

ψ(t, g) = u−1
t gut · bΘ.
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Essa função passa ao quociente

[0, 1]×G(µ) −→ FΘ

↓ ր
[0, 1]× (G (µ) /Pµ)

definindo uma função cont́ınua φ : [0, 1]× (G(µ)/Pµ) → FΘ por φ(t, gPµ) = ψ(t, g).

De fato, φ é bem definida pois se h ∈ Pµ então (u−1
t hut) · bΘ = bΘ pois u−1

t hut ∈ Put
,

como na notação acima, que fixa bΘ pela proposição anterior. Dáı que

ψ(gh) = u−1
t gut(u

−1
t hut) · bΘ = u−1

t gut · bΘ

mostrando que φ é bem definida. A função φ é cont́ınua e se bµ denota a origem

de G(µ)/Pµ então, usando novamente pela proposição anterior, verifica-se que para

todo t ∈ [0, 1], vale φ(t, bµ) = bΘ. Portanto, olhando G(µ)/Pµ como uma esfera S1

com o ponto distinguido bµ, vê-se que φ é uma homotopia entre φ(0, ·) cuja imagem

é G(µ) · bΘ e φ(1, ·) cuja imagem é (u−1G(µ)u) · bΘ. Essa homotopia fixa bΘ.

Observação: Note que no caso do grupo de Lie complexo G, o grupo u−1G(µ)u

também é isomorfo a G(µ) e sua álgebra de Lie Ad(u−1)g(µ) é isomorfa a g(µ), isto

é, sl(2,C). Assim, vale a Proposição 4.3. Vale ressaltar que o fato que a componente

conexa da identidade (Pu)0 de Pu está contida no subgrupo de isotropia demonstra

de imediato a proposição pois no caso complexo Pu é conexo. E vale também o

Lema 4.4, olhando G(µ)/Pµ como uma esfera S2 com o ponto distinguido bµ.

Proposição 4.5 Sejam G(µ) um grupo com álgebra de Lie g(µ) ≈ sl(2,R) e M o

centralizador da subálgebra a em K . Então o centro Z (G(µ)) de G(µ) está contido

em M .

Demonstração: Seja G̃ = S̃l(2,R) o recobrimento universal. Denote por ẽxp :

sl(2,R) → S̃l(2,R) a aplicação exponencial de S̃l(2,R) e tome a base sl(2,R):

A =

(
0 −1
1 0

)
H =

(
1 0
0 −1

)
S =

(
0 1
1 0

)
.
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O centro Z
(
S̃l(2,R)

)
de S̃l(2,R) é o núcleo de sua representação adjunta Ãd. Isso

porque a imagem de Ãd é o grupo Aut0 (sl(2,R)) dos automorfismos internos de

sl(2,R), que não tem centro, o que implica que Aut0 (sl(2,R)) = S̃l(2,R)/Z
(
S̃l(2,R)

)
=

S̃l(2,R)/ ker Ãd. Esse núcleo é dado explicitamente por

Z
(
S̃l(2,R)

)
= {ẽxp(kπA) : k ∈ Z} ≈ Z,

pois o centro está contido no grupo a um parâmetro ẽxp(tA) e Ãd (ẽxp(tA)) = id

se, e somente se, t ∈ kπZ.

Como G(µ) é um grupo com álgebra de Lie g(µ) ≈ sl(2,R), ele é dado por

G(µ) = S̃l(2,R)/D com D ⊂ Z
(
S̃l(2,R)

)
. Dáı que existe n0 ∈ N tal que

D = {ẽxp(kn0πA) : k ∈ Z} ≈ n0Z

e o centro Z (G(µ)) é dado por Z
(
S̃l(2,R)

)
/D ≈ Zn0

.

Para encontrar n0 deve-se usar o isomorfismo g(µ) ≈ sl(2,R), que é dado por

H ↔ H∨
µ = 2Hµ

〈µ,µ〉
, A↔ Aµ = Xµ −X−µ e S ↔ Sµ = Xµ +X−µ, com 〈Xµ, X−µ〉 = 1.

Com isso,

n0 = min{n ∈ N : n > 0, Ad (exp(nπA)) = exp(nπ)ad(A) = id}.

Complexificando tudo e fazendo contas em Sl(2,C), verifica-se que exp(nπ)ad(Aµ) =

exp(inπ)ad(H∨
µ ), cujos auto-valores são dados por exp(inπ)α(H∨

µ ), com α variando

no conjunto das ráızes. Esses auto-valores são ±1, dependendo se

α(H∨
µ ) =

2〈α, µ〉

〈µ, µ〉

é par ou ı́mpar. Portanto, n0 = 2 a menos que α(H∨
µ ) seja par para toda raiz α

De qualquer forma, exp(inπ)ad(H∨
µ ) ∈M o que mostra que Z (G(µ)) ⊂M .

Observação: Pela prova acima tem-se que Z (G(µ)) está no grupo de isotropia da

ação de G(µ) em bΘ. Como a variedade flag F de G(µ) é P1 = G(µ)/Z (G(µ))AN =
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KHµ
/Z (G(µ)), segue que para qualquer Θ a órbita G(µ) · bΘ é a própria variedade

flag de G(µ), isto é, S1 em FΘ.

Os lemas acima mostram que cada G(µ)-órbita induz uma aplicação da variedade

flag G(µ)/Pµ = S1 em FΘ.

O próximo e último passo para provar o Teorema 4.1 é verificar que pelo menos

uma grande parte das esferas S1 que aparecem nos lemas acima não são homotópicas

a um ponto em FΘ. Para isso, obtém-se um representante não trivial dessas órbitas

no grupo fundamental π1(FΘ) da variedade flag FΘ.

Um outro resultado importante deste trabalho é o teorema a seguir. Ele apre-

senta um método algébrico para determinar o grupo fundamental das variedades

flag. Em particular, esse é um argumento importante para prova do Teorema 4.1.

Sejam G̃ o recobrimento universal do grupo de Lie G com álgebra de Lie simples

g e K̃ ⊂ G̃ o grupo compacto com álgebra de Lie k.

Teorema 4.6 Seja M̃ o centralizador da subálgebra a em K̃. Considere P̃Θ um

subgrupo parabólico de G̃ associado a Θ ⊂ Σ e (P̃Θ)0 a componente conexa da

identidade de P̃Θ. Então, o grupo fundamental π1(FΘ) da variedade flag FΘ é dado

por

π1(FΘ) = M̃/(M̃ ∩ (P̃Θ)0).

Demonstração: O subgrupo parabólico P̃Θ pode ser escrito como P̃Θ = M̃ · (P̃Θ)0.

Considere a fibração ϕ : G̃/(P̃Θ)0 → G̃/P̃Θ = FΘ. Essa fibração é um recobrimento.

De fato, P̃Θ/(P̃Θ)0 é discreto. Além disso, (P̃Θ)0 é conexo e G̃ é um grupo sim-

plesmente conexo. Então G̃/(P̃Θ)0 também é simplesmente conexo. Dessa forma, a

fibração ϕ é um recobrimento universal da variedade flag FΘ e sua fibra é P̃Θ/(P̃Θ)0.

Assim, usando o fato que o grupo fundamental da variedade flag FΘ pode ser dado

como núcleo da aplicação ϕ, conclui-se que π1(FΘ) = P̃Θ/(P̃Θ)0 = M̃/(M̃∩(P̃Θ)0).
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Neste ponto já é posśıvel provar que as G(µ)-órbitas que interessam, esferas S1,

não são homotópicas a um ponto em FΘ.

Fim da prova do Teorema 4.1. Para mostrar que cada G(µ)-órbita não é ho-

motópica a um ponto em FΘ exibe-se um representante não trivial dessa órbita no

grupo fundamental da variedade flag FΘ.

Na verdade, basta encontrar um representante não trivial da órbita G(µ) · bΘ.

De fato, se µ é uma raiz tal que Hµ ∈ cl(h+R), pelo Lema 4.4, tem-se que se a órbita

G(µ) · bΘ não é homotópica a um ponto em FΘ, então para u ∈ (KHµ
)0, a órbita

(u−1G(µ)u) · bΘ não reduz-se a um ponto em FΘ.

Considere M o centralizador da subálgebra a no subgrupo compacto K e tome

(PΘ)0 a componente conexa da identidade do subgrupo parabólico PΘ do grupo G.

Para o diagrama Al: a forma real normal associada é a álgebra sl(n,R) com

n = l + 1. A raiz máxima µ = λ1 − λn é a única raiz com Hµ ∈ cl(h+R). A seguir

é exibido um representante não trivial da órbita G(µ) · bΘ no grupo fundamental

da variedade flag FΘ. Seja Ei,j a matriz n× n com entrada 1 na posição i, j e zero

nas outras posições. Aqui n = l + 1. Então, a subálgebra g(µ) contém a matriz

antissimétrica

A = En,1 − E1,n =




0 0 . . . 0 −1
0 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

1 0 . . . 0 0




Para todo t,

exp(tA) =




cos(t) 0 . . . 0 −sen(t)
0 1 . . . 0 0
...

...
... 1 0

sen(t) 0 . . . 0 cos(t)




está contida no subgrupo compacto Kµ do grupo G(µ). Sabe-se que o subgrupo

compacto Kµ ⊂ G(µ) age transitivamente no flag de G(µ).

Assim, a órbita G(µ) · bΘ = {exp(tA) · bΘ : t ∈ R}. Essa órbita fecha-se pela

primeira vez quando exp(tA) · bΘ = bΘ e isso ocorre quando sen(t) = 0, ou seja, em
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t = π. Então, o elemento

m = exp(πA) =




−1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
... 0

0 0 . . . −1




pertence ao centralizador M . Por outro lado, m /∈ (PΘ)0 pois m tem determinante

negativo, igual a −1, quando restrito ao subespaço η+k gerado pelos k-primeiros

vetores da base canônica com k ≤ l < n. É posśıvel fazer esta restrição pois dado

PΘ, existe k tal que PΘ deixa invariante o subespaço η+k , com k ≤ l < n. Assim, a

órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S1 não homotópica a um ponto em FΘ. Isso segue da

seguinte proposição.

Considere o espaço homogêneo G/L e γ : [0, 1] → G uma curva com γ(0),

γ(1) ∈ L, de tal forma que a projeção γ de γ em G/L é uma curva fechada. Seja L0

a componente conexa da identidade de L.

Proposição 4.7 Se γ(0) = 1 e γ(1) /∈ L0, então γ não é homotópica a um ponto

em G/L.

Demonstração: G/L0 → G/L é recobrimento e o levantamento de γ a G/L0 é a

curva γ projeção de γ em G/L0. Como γ não é fechada, então γ não é homotópica

a um ponto em G/L.

Para o diagrama Bl: a forma real normal associada é a álgebra so(l, l + 1). A

raiz µ = λ1+λ2 é a raiz máxima. A subálgebra g(µ) contém a matriz antissimétrica

A = El+2,3 − E2,l+3 + E3,l+2 − El+3,2 ,
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A =




0 0 0

0 0




0 −1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0




0




0 1 . . . 0 0
−1 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0


 0




.

Então, exp(tA) pertence ao subgrupo compactoKµ do grupoG(µ) e a órbitaG(µ)·bΘ

é dada por {exp(tA) · bΘ : t ∈ R}. Assim, o elemento

m = exp(πA) =




1 0 0
0 D 0
0 0 D




pertence a M , onde D = (−1,−1, . . . , 1, 1). Como o determinante de D é positivo,

igual a 1, m ∈ (PΘ)0. Então, nesse caso, precisa-se trabalhar no recobrimento

universal do grupoG para encontrar os elementos de M̃ que não estão na componente

conexa da identidade do subgrupo parabólico (P̃Θ)0. A parte compacta da álgebra

g(µ) é dada por

Zµ =




0 0 0
0 0 −A1,2

0 A1,2 0


 ,

onde A1,2 é uma matriz antissimétrica com entradas não nulas apenas na posição

1, 2. Tome {e0, e1, . . . , el, f1, . . . , fl} a base canônica R2l+1. Em termos da álgebra

de Clifford, a parte compacta da álgebra g(µ) é dada por

Zµ =
e1f2 − e2f1

2
.

Como e1f2 comuta com e2f1, então para todo t,

exp(tZµ) =

(
cos

(
t

2

)
+ e1f2sen

(
t

2

))(
cos

(
t

2

)
− e2f1sen

(
t

2

))
.

Em particular para t = π,

m̃ = exp(πZµ) = −e1e2f1f2.
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Tem-se que m̃ ∈ M̃ . Nesse caso, M̃ ⊂ K̃ é o grupo Dl = {ei1 . . . ei2k , 1 ≤ i1 ≤

i2k ≤ l}, o qual é formado por produtos pares de elementos da base canônica Rl;

veja [14]. Falta verificar se m̃ ∈ (P̃Θ)0, que é o mesmo que verificar se m̃ ∈ (K̃Θ)0.

1. Se λl /∈ Θ, então a subálgebra kΘ é gerada por elemento do tipo eiej.

2. Se λl ∈ Θ, então a subálgebra kΘ é gerada por elementos dos três seguintes

tipos: a) eiej com i ≥ 2 e j ≥ 3, b) eifj − ejfi com i ≥ 2 e j ≥ 3; c) dej com

j ≥ 2.

Em ambos os casos não é posśıvel gerar m̃ = −e1e2f1f2 quando exponencia-se

elementos da subálgebra kΘ. De fato, se λl /∈ Θ, então nas exponenciais nunca

aparece fi com i ≥ 1. Se λl ∈ Θ, então nas exponenciais nunca aparece e1. Logo,

m̃ /∈ (K̃Θ)0. Assim, a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S1 não homotópica a um ponto

em FΘ.

Além da raiz máxima, a raiz µ = λ1 + λ3 é uma outra raiz tal que Hµ ∈ cl(h+R).

Usando a mesmo procedimento, conclui-se que o elemento

m̃ = exp(πZµ) =

(
cos

(
t

2

)
+ e1f3sen

(
t

2

))(
cos

(
t

2

)
− e3f1sen

(
t

2

))
= −e1e3f1f3

não pertence a (K̃Θ)0. Assim, a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S1 não homotópica a

um ponto em FΘ.

Para o diagrama Cl: a forma real normal associada é a álgebra sp(l,R). A raiz

µ = 2λ1 é a raiz máxima. A subálgebra g(µ) contém a matriz antissimétrica

A = El+1,1 − E1,l+1 =




0




−1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0







1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0


 0




.
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Para todo t, exp(tA) está contida no subgrupo compacto Kµ do grupo G(µ) e a

órbita G(µ) · bΘ = {exp(tA) · bΘ : t ∈ R}. O elemento

m = exp(πA) =

(
D 0
0 D

)

pertence ao subgrupo M , onde D = diag(−1, 1, . . . , 1), mas m /∈ (PΘ)0. De fato,

considere η+k o subespaço gerado pelos k-primeiros vetores da base canônica de R2l,

com 1 ≤ k ≤ l. Tem-se que m restrito a η+k tem determinante negativo, igual a −1.

Logo, m /∈ (PΘ)0. Assim, pela Proposição 4.7, a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S1

não homotópica a um ponto em FΘ.

Observe que como aconteceu para o diagrama Al, nesse caso também não precisa

subir para o recobrimento G̃ do grupo G.

A raiz µ = λ1 + λ2 é a outra raiz, além da raiz máxima, tal que Hµ ∈ cl(h+R). A

subálgebra g(µ) contém a matriz antissimétrica A = E2,l+1−E1,l+2+El+2,1−El+1,2

A =




0




0 −1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0







0 −1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0


 0




.

Para todo t, exp(tA) está contida no subgrupo compacto Kµ do grupo G(µ). O

elemento m = exp(πA) = diag(D,D) ∈ M , onde D = diag(−1,−1, 1, . . . , 1) e

m ∈ (PΘ)0 pois tem determinante positivo igual a 1. Então, nesse caso, precisa-se

ir para o recobrimento universal G̃ para encontrar os elementos de M̃ que não estão

em (P̃Θ)0.

Seja {e1, . . . , el, f1, . . . , fl} a base canônica de R2l. Em termos da álgebra de

Clifford, a parte compacta da álgebra g(µ) é dada por

Zµ =
e1f2 − e2f1

2
.
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Tem-se que

m̃ = exp(πZµ) = −e1e2f1f2 ∈ M̃.

Nesse caso, o subgrupo M̃ = {(k, itJ) ∈ SU(l)× expG̃(zk)} =MSU ×M = Zl−1 ×Z;

veja [14]. Falta verificar se m̃ ∈ (P̃Θ)0, que é o mesmo que verificar se m̃ ∈ (K̃Θ)0.

1. Se 2λl /∈ Θ, então a subálgebra kΘ é gerada por elementos do tipo eiej.

2. Se 2λl ∈ Θ, então a subálgebra kΘ é gerada por elementos dos três tipos

seguintes: a) eiej com i ≥ 2 e j ≥ 3, b) eifj − ejfi com i ≥ 2 e j ≥ 3; c) elfl.

Em ambos os casos, não é posśıvel gerar m̃ = −e1e2f1f2 quando exponencia-se

os elementos da álgebra kΘ. De fato, se 2λl /∈ Θ, então nas exponenciais nunca

aparece fi com i ≥ 1. Se 2λl ∈ Θ, então nas exponenciais nunca aparece e1. Logo,

m̃ /∈ (K̃Θ)0. Assim, a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S1 não homotópica a um ponto

em FΘ.

Para o diagrama Dl: a forma real normal associada é a álgebra so(l, l). A raiz

máxima µ = λ1 + λ2 é a única raiz com Hµ ∈ cl(h+R). A subálgebra g(µ) contém a

matriz antissimétrica A = El+1,2 − E1,l+2 + El+1,2 − El+2,1,

A =




0




0 −1 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0







0 1 0 . . . 0
−1 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0




0




.

Para todo t, exp(tA) pertence ao subgrupo compacto Kµ do grupo G(µ). Então as

órbitas são dadas por G(µ) · bΘ = {exp(tA) · bΘ : t ∈ R}. O elemento

m = exp(πA) =

(
D 0
0 D

)
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pertence aM , onde D = {−1,−1, . . . , 1}. Como D tem determinante positivo, igual

a 1, tem-se que m ∈ (PΘ)0. Novamente é preciso trabalhar com o recobrimento

universal para encontrar os elementos de M̃ que não estão em (P̃Θ)0. A parte

compacta da álgebra g(µ) é dada por

Zµ =

(
0 −A1,2

A1,2 0

)
,

onde A1,2 é uma matriz antissimétrica com entradas não nula apenas na posição 1, 2.

Considere {e1, . . . , el, f1, . . . , fl} a base canônica de R2l. Em termos da álgebra

de Clifford, a parte compacta da álgebra g(µ) é dada por

Zµ =
e1f2 − e2f1

2
.

Como e1f2 comuta com e2f1, para todo t, tem-se que

exp(tZµ) =

(
cos

(
t

2

)
+ e1f2sen

(
t

2

))(
cos

(
t

2

)
− e2f1sen

(
t

2

))
.

Em particular para t = π,

m̃ = exp(πZµ) = −e1e2f1f2.

Tem-se que m̃ ∈ M̃ . Nesse caso, o grupo M̃ = Dl = {ei1 . . . ei2k , 1 ≤ i1 ≤ i2k ≤ l}

é formado por produtos em número par de elementos da base canônica de Rl; veja

[14].

Falta verificar que m̃ ∈ (P̃Θ)0, que é o mesmo que verificar se m̃ ∈ (K̃Θ)0.

1. Se λl /∈ Θ, então kΘ é gerada por elementos do tipo eiej.

2. Se λl ∈ Θ, então kΘ é gerada por elementos dos dois tipos seguintes: a) eiej

com i ≥ 2, j ≥ 3; c) eifj − ejfi com i ≥ 2, j ≥ 3.

Em ambos os casos, não é posśıvel gerar m̃ = −e1e2f1f2 quando exponencia-se

os elementos da subálgebra kΘ. De fato, se λl /∈ Θ, então nas exponenciais nunca
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aparece fi com i ≥ 1. Se λl ∈ Θ, então nas exponenciais nunca aparece e1. Logo,

m̃ /∈ (K̃Θ)0. Assim, a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S1 não homotópica a um ponto

em FΘ.

Para forma real normal das álgebras clássicas Al, Bl, Cl eDl, cada órbita G(µ)·bΘ

analisada acima é uma esfera S1 contida em CΘ não homotópica a um ponto em FΘ.

Pelo Lema 4.4, para u ∈ (KHµ
)0, cada órbita (u−1G(µ)u) · bΘ também não reduz-se

a um ponto em FΘ. Seja x = nu · bΘ ∈ σΘ(Hµ) com n ∈ N− e u ∈ (KHµ
)0 ⊂ KHµ

⊂

ZHµ
. Então,

lim
t→+∞

(exp(tHµ))nu · bΘ = u · bΘ.

Como CΘ tem interior não vazio, pode-se encontrar x ∈ CΘ tal que

lim
t→+∞

(exp(tHµ)) x = u · bΘ ∈ CΘ ∩ attΘ(Hµ).

Logo, para u ∈ (KHµ
)0 ⊂ KHµ

⊂ ZHµ
, a órbita G(µ) · u · bΘ = u (u−1G(µ)u) · bΘ

é uma esfera S1 contida em CΘ não homotópica a um ponto em FΘ. Isso mostra

que CΘ não está contido em um subconjunto contrátil de FΘ. Uma vez que Θ foi

arbitrário, conclui-se que S = G. Isso termina a prova do Teorema 4.1.

Uma vez que para cada Θ, CΘ não está contido em um subconjunto contrátil de

FΘ tem-se também no caso real o seguinte corolário.

Corolário 4.8 Seja S ⊂ G um semigrupo como no Teorema 4.1. Então, para

qualquer Θ ⊂ Σ, S não tem tipo parabólico FΘ(S).

Observação: Note que, como no caso complexo, pode-se estudar diretamente as

G(µ)-órbitas nos pontos y = g · bΘ, g ∈ ZHµ
na prova do Teorema 4.1, com isso

tem-se

G(µ) · y = g
(
g−1G(µ)g · bΘ

)
.

Desse modo, a órbita G(µ) · y é difeomorfa a g−1G(µ)g · bΘ. O grupo de Lie

g−1G(µ)g tem álgebra de Lie g(µ)g = Ad(g) (g(µ)), a qual é isomorfa a sl(2,R).
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Como Ad(g)(Hµ) = Hµ, existe uma decomposição de espaço de ráızes

g(µ)g = 〈Hµ〉 ⊕ Ad(g)(gµ)⊕ Ad(g)(g−µ).

O Lema 2.7 continua valendo neste caṕıtulo, ou seja, Ad(g)(gµ) ⊂ n+ =
∑

α>0

gα

se Hµ ∈ clh+R e g ∈ ZHµ
.

No caso real também continua valendo que se µ é a raiz máxima e g ∈ ZHµ
, então

g centraliza g(µ) e G(µ); veja Proposição 4.10 abaixo. Uma vez que g centraliza

g(µ) e G(µ) tem-se que g−1G(µ)g = G(µ) e G(µ) · y = g (G(µ) · bΘ) e tais fatos

simplificam a prova do Lema 4.9.

Lema 4.9 Sejam bΘ a origem de uma variedade flag FΘ de G e µ uma raiz tal que

Hµ ∈ cl(h+R). Então, para g ∈ ZHµ
, a órbita G(µ) · y = g (g−1G(µ)g · bΘ) é uma

esfera S1 em FΘ.

Demonstração: Veja a demonstração do Lema 2.8.

Como no caso complexo, a seguinte proposição assegura que para a raiz máxima

µ tem-se que gG(µ)g−1 = G(µ) para g ∈ ZHµ
. A diferença é que no grupo real, ZHµ

pode não ser conexo.

Proposição 4.10 Seja µ a raiz máxima e suponha que g ∈ G centraliza Hµ. Então

g normaliza G(µ). Na verdade, g comuta com todo h ∈ G(µ).

Demonstração: Essa prova é semelhante à prova do grupo complexo; veja Pro-

posição 3.4. Mas trabalhando com o grupo real G, ZHµ
pode não ser conexo. Assim,

é preciso trabalhar na componente conexa
(
ZHµ

)
0
da identidade de ZHµ

. Nesse caso

a comutatividade entre zHµ
e g(µ) garante que Ad(h)(Y ) = Y para h ∈ (ZHµ

)0 e

Y ∈ zHµ
. Isso implica que os elementos de (ZHµ

)0 comutam com os elementos de

G(µ). Como M = Za(K) determina todas as outras componentes de ZHµ
tem-se
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que os elementos de ZHµ
comutam com os elementos de G (µ).

Depois de ter mostrado que G(µ) · bΘ é uma esfera S1 não homotópica a um

ponto em FΘ. Tem-se o seguinte resultado.

Corolário 4.11 Seja µ a raiz máxima e denote por ZHµ
o centralizador de Hµ em

G. Seja FΘ uma variedade flag de G com origem bΘ. Então para qualquer g ∈ ZHµ

a órbita G(µ) · gbΘ é uma esfera S1 não homotópica a um ponto em FΘ.

Para finalizar a observação, note que no caso real estudando diretamente as

G(µ)-órbitas nos pontos y = g · bΘ, g ∈ ZHµ
, para concluir a demonstração do

Teorema 4.1 é preciso mostrar que o corolário anterior vale também para uma outra

raiz µ, a qual não é a máxima, tal que Hµ ∈ clh+R ; veja, por exemplo, a Proposição

4.12 abaixo. Por isso, optou-se por estudar as G(µ)-órbitas nos pontos b = u · bΘ,

u ∈ KHµ
onde o Lema 4.4 aplica-se para uma raiz positiva µ tal que Hµ ∈ clh+R , em

particular, para raiz máxima.

Proposição 4.12 Para o diagrama Cl, seja µ = λ1 + λ2 a raiz não máxima tal

que Hµ ∈ cl(h+R) e denote por ZHµ
o centralizador de Hµ em G. Considere FΘ uma

variedade flag de G. Então, para qualquer g ∈ ZHµ
, a órbita G(µ) ·gbΘ é uma esfera

S1 não homotópica a um ponto em FΘ.

Demonstração: Escreva ΘHµ
= {α ∈ Σ : α(Hµ) = 0}. Então, a raiz β anula Hµ

se, e somente se, supp(β) ⊂ ΘHµ
. Isso segue do fato que Hµ ∈ cl(h+R), ou seja, se

α /∈ ΘHµ
, então α(Hµ) > 0.

Tome a raiz β com β(Hµ) = 〈β, µ〉 = 0. Para o diagrama Cl, β = α1 = λ1 − λ2

é a raiz curta tal que β + µ é raiz. Nesse caso β + µ é a raiz máxima 2λ1.

O centralizador zHµ
de Hµ em g se decompõe em z1 ⊕ z2 onde z1 é a raiz curta

β = α1 = λ1 − λ2 e z2 é a componente gerada pelos espaços de ráızes de α3, . . . , αl.

Considere o flag minimal FΘ com Θ = Σ \ {αi, i > 1}.
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Denote por Z = (ZHµ
)0 a componente conexa da identidade de ZHµ

. Então Z

é o produto Z1Z2 com cada Zi = 〈exp(zi)〉. Logo, um elemento z ∈ Z é dado por

z = z1z2, com cada zi ∈ Zi. Assim, z · bΘ = z1z2 · bΘ = z2z1 · bΘ = bΘ. Então,

G(µ) · gbΘ = G(µ) · bΘ com g ∈ (ZHµ
)0.

Como o grupo M = Za(K) determina as outras componentes de ZHµ
tem-se que

para g ∈ ZHµ
, G(µ) · gbΘ = G(µ) · bΘ. Assim, a órbita G(µ) · gbΘ é uma esfera S1

não homotópica a um ponto em FΘ.

Se Θ = Σ \ {α1}, então o flag minimal FΘ = P2n−1. Nesse caso estudar a órbita

G(µ) · gbΘ no espaço projetivo P2n−1 é o mesmo que estudar a órbita G(µ) · bΘ em

P2n−1. Portanto, G(µ) · gbΘ é uma esfera S1 não homotópica a um ponto em FΘ.

4.1 Álgebras excepcionais

Posteriormente, a ideia é fazer o Teorema 4.1 para um grupo de Lie simples real,

conexo, não compacto, com centro finito e cuja álgebra de Lie g é a forma real

normal de uma álgebra de Lie gC. Como o Teorema 4.1 foi feito acima para forma

real normal das álgebras clássicas agora falta fazer para a forma real normal das

álgebras excepcionais.

Neste trabalho apresenta-se apenas a demostração do Teorema 4.1 para forma

real normal das álgebras excepcionais G2 e E8, para as demais álgebras excepcionais

o estudo ainda está em andamento.

Como acontece para a forma real normal das álgebras clássicas, várias G(µ)-

órbitas são esferas S1 em CΘ. Para mostrar que essas G(µ)-órbitas não são ho-

motópicas a um ponto em FΘ, exibe-se um representante não trivial dessas órbitas

no grupo fundamental da variedade flag FΘ.

Na verdade, basta encontrar um representante não trivial da órbita G(µ) · bΘ.

De fato, se µ é uma raiz tal que Hµ ∈ cl(h+R), pelo Lema 4.4, tem-se que se a órbita
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G(µ) · bΘ não é homotópica a um ponto em FΘ, então para u ∈ KHµ
, a órbita

(u−1G(µ)u) · bΘ não reduz-se a um ponto em FΘ.

Para o diagrama G2: a forma real normal associada é a álgebra g(2)(2) = sl(3)⊕V ⊕

V ∗ onde V é um espaço vetorial de R3 e V ∗ o seu espaço dual. Seja k = su(2)⊕su(2)

a subálgebra compacta de g(2)(2).

Considere que o primeiro termo de k é gerado pelas ráızes longas λi − λj, com

i 6= j e i, j = 1, 2, 3, cujos subespaços de ráızes estão contidos em sl(3) e que o

segundo termo de k é gerado pelas ráızes curtas λi, com i = 1, 2, cujos subespaços

de ráızes estão contidos em V e pela raiz curta −λ3, cujos subespaços de ráızes estão

contidos em V ∗.

Considere a representação da álgebra de Lie su(2) = ImH em R3 dada pelas

matrizes

i =




0 0 0
0 0 −2
0 2 0


 , j =




0 0 2
0 0 0
−2 0 0


 , k =




0 −2 0
2 0 0
0 0 0




Para o diagrama G2, a raiz µ = λ1 − λ3 é a raiz máxima, cujo subespaço de

ráızes está contido em sl(3,R). A subálgebra g(µ) contém a matriz antissimétrica

A = E3,1 − E1,3 =




0 0 −1
0 0 0
1 0 0


 = −

1

2
j.

Para todo t, exp(tA) está contida no subgrupo compacto Kµ do grupo G(µ) e a

órbita G(µ) · bΘ = {exp(tA) · bΘ : t ∈ R}. Nesse caso, precisa-se ir para o recobri-

mento universal G̃ para encontrar os elementos de M̃ que não estão em (P̃Θ)0. Na

subálgebra k, a parte compacta Zµ de g(µ) é dada por

Zµ =

(
−
1

2
j, 0

)
.

Logo,

exp(tZµ) =

(
cos(

t

2
)− j sen(

t

2
), 1

)
.

Em particular para t = π,

m̃ = exp(πZµ) = (−j, 1).
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Tem-se que m̃ ∈ M̃ . Nesse caso, M̃ = D3 = {ei1 . . . ei2k , 1 ≤ i1 ≤ i2k ≤ 3} é formado

por produtos em número par de elementos da base canônica de R3; veja [14].

Falta verificar que m̃ ∈ (P̃Θ)0, que é o mesmo que verificar se m̃ ∈ (K̃Θ)0.

1. Se λ2 /∈ Θ, então Θ = λ1 − λ2 e kΘ é gerada por elementos do tipo
(
−1

2
k, 0

)
.

2. Se λ1 − λ2 /∈ Θ, então Θ = λ2 e kΘ é gerada por elementos do tipo
(
0, 1

2
i
)
.

Em ambos os casos, não é posśıvel gerar m̃ = (−j, 1) quando exponencia-se os

elementos da subálgebra kΘ. De fato, nas exponenciais nunca aparece j na primeira

coordenada. Logo, m̃ /∈ (K̃Θ)0. Assim, a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S1 não

homotópica a um ponto em FΘ.

Além da raiz máxima, a raiz µ = λ2 − λ3 é uma outra raiz tal que Hµ ∈ cl(h+R).

A subálgebra g(µ) contém a matriz antissimétrica

A = E3,2 − E2,3 =




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 =

1

2
i.

Para todo t, exp(tA) está contida no subgrupo compacto Kµ do grupo G(µ) e a

órbita G(µ) · bΘ = {exp(tA) · bΘ : t ∈ R}. Então, nesse caso, precisa-se ir para

o recobrimento universal G̃ para encontrar os elementos de M̃ que não estão em

(P̃Θ)0. Na subálgebra k, a parte compacta Zµ de g(µ) é dada por

Zµ =

(
1

2
i, 0

)
.

Logo,

exp(tZµ) =

(
cos(

t

2
) + i sen(

t

2
), 1

)
.

Em particular, para t = π,

m̃ = exp(πZµ) = (i, 1).

Tem-se que m̃ ∈ M̃ . Usando o mesmo procedimento verifica-se que não é posśıvel

gerar m̃ = (i, 1) quando exponencia-se os elementos da subálgebra kΘ. De fato, nas
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exponenciais nunca aparece i na primeira coordenada. Logo, m̃ /∈ (K̃Θ)0. Assim, a

órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S1 não homotópica a um ponto em FΘ.

Para o diagrama E8: a forma real normal associada é a álgebra e(8)(8) = sl(9) ⊕

V ⊕ V ∗ onde V é um espaço vetorial de
∧3 R9 e V ∗ o seu espaço dual. Considere

{e1, . . . , e9} a base canônica de R9. Uma base para V é dada por {ei ∧ ej ∧ ek :

i < j < k}. Seja {ε1, · · · , ε9} a base dual. Uma base para o dual V ∗ é dada por

{εi ∧ εj ∧ εk : i < j < k}.

Seja k = so(16) a subálgebra compacta de e(8)(8). Tem-se que k é gerada pelas

ráızes positivas: λi − λj, com 1 ≤ i < j ≤ 9, cujos subespaços de ráızes estão

contidos em sl(9); λ1+λj +λk, com 1 < j < k ≤ 9, cujos subespaços de ráızes estão

contidos em V ; −(λ1 + λj + λk), com 1 < i < j < k ≤ 9, cujos subespaços de ráızes

estão contidos em V ∗.

Para o diagrama E8, a raiz µ = λ1−λ9 é a raiz máxima, cujo subespaço de ráızes

está contido em sl(9,R). A subálgebra g(µ) contém a matriz antissimétrica

A = E9,1 − E1,9 =




0 0 . . . 0 −1
0 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

1 0 . . . 0 0


 .

Para todo t, exp(tA) está contida no subgrupo compacto Kµ do grupo G(µ) e a

órbita G(µ) · bΘ = {exp(tA) · bΘ : t ∈ R}. Então, nesse caso, precisa-se ir para

o recobrimento universal G̃ para encontrar os elementos de M̃ que não estão em

(P̃Θ)0. Na subálgebra k, a parte compacta Zµ de g(µ) é dada por

Zµ =




0




−1 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0







1 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0
...

...
... 0 0

0 0 . . . 0 0




0




.
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Considere {e1, . . . , e8, e9, f2, . . . , f8} a base canônica de R2l, onde l = 8. Em

termos da álgebra de Clifford, a parte compacta da álgebra g(µ) é dada por

Zµ = −
e1e9
2
.

Para todo t, tem-se que

exp(tZµ) =

(
cos

(
t

2

)
− e1e9sen

(
t

2

))
.

Em particular, para t = π,

m̃ = exp(πZµ) = −e1e9.

Tem-se que m̃ ∈ M̃ . Falta verificar que m̃ ∈ (P̃Θ)0, que é o mesmo que verificar se

m̃ ∈ (K̃Θ)0.

1. Se α8 /∈ Θ, então kΘ é gerada por elementos dos seguintes tipos: a) eiej, com

2 ≤ i ≤ 8, 3 ≤ j ≤ 8; b) eif1, com 2 ≤ i ≤ 8.

2. Se α8 ∈ Θ, então kΘ é gerada por elementos dos seguintes tipos: a) eiej, com

2 ≤ i ≤ 8, 3 ≤ j ≤ 8; b) eif1, com 2 ≤ i ≤ 8; c) ε2 ∧ ε3 ∧ ε4.

Em ambos os casos, não é posśıvel gerar m̃ = −e1e9 quando exponencia-se os

elementos da subálgebra kΘ. De fato, nas exponenciais nunca aparecem e1 e e9.

Logo, m̃ /∈ (K̃Θ)0. Assim, a órbita G(µ) · bΘ é uma esfera S1 não homotópica a um

ponto em FΘ.

Para forma real normal das álgebras excepcionais G2 e E8, cada órbita G(µ) · bΘ

analisada acima é uma esfera S1 contida em CΘ não homotópica a um ponto em FΘ.

Pelo Lema 4.4, para u ∈ (KHµ
)0, cada órbita (u−1G(µ)u) · bΘ também não reduz-se

a um ponto em FΘ. Seja x = nu · bΘ ∈ σΘ(Hµ) com n ∈ N− e u ∈ (KHµ
)0 ⊂ KHµ

⊂

ZHµ
. Então,

lim
t→+∞

(exp(tHµ))nu · bΘ = u · bΘ.
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Como CΘ tem interior não vazio, pode-se encontrar x ∈ CΘ tal que

lim
t→+∞

(exp(tHµ)) x = u · bΘ ∈ CΘ ∩ attΘ(Hµ).

Logo, para u ∈ (KHµ
)0 ⊂ KHµ

⊂ ZHµ
, a órbita G(µ) · u · bΘ = u (u−1G(µ)u) · bΘ

é uma esfera S1 contida em CΘ não homotópica a um ponto em FΘ. Isso mostra

que CΘ não está contido em um subconjunto contrátil de FΘ. Uma vez que Θ foi

arbitrário, conclui-se que S = G. Isso termina a prova do Teorema 4.1 para forma

real normal das álgebras excepcionais G2 e E8.
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Caṕıtulo 5

Teorema de controlabilidade

Como foi mencionado na introdução, a inspiração para os Teoremas 2.1 e 4.1 são

os resultados para controlabilidade de sistemas de controle de [1], [10], [15], [16].

O ponto inicial na prova desses resultados é mostrar que para a raiz máxima µ, o

subgrupo G(µ) está contido no semigrupo de controle. As hipóteses desses resul-

tados são adaptadas para assegurar a inclusão de G(µ) no semigrupo de controle.

Os Teoremas 2.1 e 4.1, respectivamente, provam para um grupo de Lie G simples

complexo, conexo e um grupo de Lie G simples real, conexo, não compacto e cuja

álgebra de Lie é uma forma real normal de uma álgebra clássica, o teorema final de

[1] sem insistir em trabalhar com a raiz máxima.

Seja

ġ = (A+ u(t)B) g, u(t) ∈ R (5.1)

um sistema de controle invariante à direita com controles sem restrições onde A,B ∈

g com g uma álgebra de Lie simples do grupo de Lie simples, conexo G. Seja S o

semigrupo do sistema gerado por exp(t(A+ uB)), t ≥ 0, u ∈ R, e denote por

Γ = {X ∈ g : ∀t ≥ 0, exp(tX) ∈ cl(S)}

seu cone de Lie. Γ é um cone convexo fechado invariante por exp(t ad(X)), t ∈ R,

se ±X ∈ Γ; veja Hilgert-Hofmann-Lawson [13]. Além disso, diz-se que A e B

satisfazem a condição do posto da álgebra de Lie se A e B geram g.
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Uma vez que o sistema (5.1) é com controles sem restrição, o seguinte argumento

mostra que ±B ∈ Γ. De fato, tem-se que A+uB ∈ Γ, u ∈ R. Então tomando u > 0,

(1/u)A + B ∈ Γ. Assim, B = limu→+∞ ((1/u)A+B) ∈ Γ. De forma semelhante,

−B ∈ Γ, fazendo u→ −∞.

Agora tome B na subálgebra de Cartan h e escreva

A = A0 +
∑

α∈Π

Aα (5.2)

para a decomposição do espaço de ráızes de A, onde A0 ∈ h e Aα ∈ gα.

Seja g uma álgebra de Lie simples complexa ou g uma forma real normal de uma

álgebra clássica gC.

Teorema 5.1 No sistema de controle (5.1) tome B ∈ h. Então o sistema é con-

trolável em G se

1. A e B geram g e

2. existe uma raiz α tal que G(α) ⊂ S.

Demonstração: Basta aplicar o Teorema 2.1, no caso complexo e o Teorema 4.1,

no caso real.

Se g é uma álgebra de Lie simples complexa, a subálgebra de Cartan h decompõe-

se como h = hR + ihR, onde hR é o subespaço real onde as ráızes assumem valores

reais. Para uma raiz β, tem-se que β(H) ∈ R se H ∈ hR e β(H) é imaginário se

H ∈ ihR.

Em particular, escreve-se B = BRe+BIm ∈ hR+ ihR e o resultado de controlabi-

lidade é apresentado em dois casos: ad(B) tem autovalores puramente imaginários,

ou seja, BRe = 0; o outro caso é BRe 6= 0. As provas seguem quase imediatamente

do Teorema 2.1 e de [1, Lema 2.3] no caso complexo. Para deixar claro, essas provas

são aqui apresentadas.
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Teorema 5.2 No sistema de controle (5.1) tome B ∈ h e suponha que ad(B) tem

autovalores puramente imaginários. Então o sistema é controlável em G se

1. A e B geram g e

2. existe uma raiz α tal que α(B) 6= 0, Aα 6= 0 6= A−α e α(B) 6= β(B) para

qualquer raiz β 6= α com Aβ 6= 0.

Demonstração: Tem-se que exp(t ad(B)(A)) ∈ Γ para todo t ∈ R e

exp(t ad(B)(A)) =
∑

β∈Π

etβ(B)Aβ.

Assim, Aη(t) = (1 + η cos tα(B)) exp(t ad(B)(A)) ∈ Γ se |η| < 1. Como β(B) 6=

α(B) é puramente imaginário tem-se que

lim
T→+∞

(1/T )

∫ T

0

etβ(B) (1 + η cos tα(B)) dt = 0.

Tomando o limite, limT→+∞(1/T )
∫ T

0
Aη(t) = (η/2)Aα; veja [15] e [1, Lema 2.3].

Logo Aα 6= 0 pertence a Γ. Assim, exp(t ad(B)(Aα)) ∈ Γ, t ∈ R. Por outro lado,

exp(t ad(B)(Aα)) = etα(B)Aα. Uma vez que α(B) 6= 0, então o subespaço complexo

gerado por Aα está contido em Γ, ou seja, gα ⊂ Γ. Da mesma maneira, tem-se que

g−α ⊂ Γ. Assim, g(α) ⊂ Γ. Isso implica que G(α) ⊂ S e S = G, pelo Teorema 2.1

no caso complexo.

Observação: Em [1] e [15] o resultado acima é provado com a hipótese que B é

fortemente regular, ou seja, α(B) 6= 0 para qualquer raiz α e α(B) 6= β(B) para

ráızes α 6= β. Com a regularidade forte é posśıvel provar que g(α) ⊂ Γ para várias

ráızes α e conclui-se que Γ = g. Aplicando o Teorema 2.1 no caso complexo é

suficiente ter g(α) ⊂ Γ para apenas uma raiz α.

Teorema 5.3 No sistema de controle (5.1) tome B ∈ h com BRe 6= 0. Então o

sistema é controlável em G se A e B geram g e existe uma raiz α tal que
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1. Imα(B) 6= 0.

2. Se β 6= α é uma raiz positiva tal que Reβ(B) ≤ Reα(B) então, Reβ(B) <

Reα(B).

3. A±α 6= 0 e Aγ = 0 no caso em que Reγ(B) > Reα(B) ou Reγ(B) < −Reα(B).

Demonstração: Para todo t ∈ R, e±tRe(α(B)) exp(t ad(B)(A)) ∈ Γ. Pela terceira

condição

exp(t ad(B)(A)) =
∑

etγ(B)Aγ

com a soma estendida γ com -Reα(B) ≤ Reγ(B) ≤ Reα(B). Mas, pela segunda

condição

lim
t→+∞

e−tRe(α(B)) exp(t ad(B)(A)) = Aα e lim
t→−∞

etRe(α(B)) exp(t ad(B)(A)) = A−α.

Assim, A±α ∈ Γ. Como exp(t ad(B)(A±α)) = etα(B)A±α e α(B) 6= 0, então g±α ⊂ Γ.

Assim g(α) ⊂ Γ e isso implica que G(α) ⊂ S. Então o resultado segue do Teorema

2.1 no caso complexo.

Observação: Em [1] e [15] o teorema acima é provado tomando α a raiz máxima, as-

sumindo A±α 6= 0 e com B fortemente regular. Vale observar que sob essas hipóteses

α satisfaz as 3 condições do teorema anterior. De fato, se BRe ∈ h+R , o que pode

ser assumido sem perda de generalidade, e se α é a raiz máxima, então a segunda

condição e a segunda parte da terceira condição são válidas automaticamente.

A primeira condição é satisfeita sempre que B é fortemente regular. De fato,

quando B é fortemente regular a dimensão de ker ad(B) é o posto de g e os autova-

lores da complexificação ad(B)C de ad(B) são simples. No caso da álgebra de Lie

complexa g complexifica sua realificação. Então os autovalores de ad(B)C são os de

ad(B) junto com seus conjugados complexos. Assim os autovalores de ad(B)C são

simples se, e somente se, nenhum autovalor de ad(B) é real. Portanto, Imβ(B) 6= 0

para qualquer raiz β.
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Agora, se g é uma forma real normal de uma álgebra clássica gC, a subálgebra

de Cartan h é o subespaço real hR onde as ráızes assumem valores reais. Para uma

raiz β, tem-se que β(H) ∈ R e Imβ(H) = 0 se H ∈ hR.

Em particular, escreve-se B = BRe ∈ hR e o resultado de controlabilidade é

apresentado no caso em que BRe 6= 0. A prova segue quase imediatamente do

Teorema 4.1 e de [1, Lema 2.3] no caso real. Para deixar claro, essa prova é aqui

apresentada.

Teorema 5.4 No sistema de controle (5.1) tome B ∈ h com BRe 6= 0. Então o

sistema é controlável em G se A e B geram g e existe uma raiz α tal que

1. Se β 6= α é uma raiz positiva tal que Reβ(B) ≤ Reα(B) então, Reβ(B) <

Reα(B).

2. A±α 6= 0 e Aγ = 0 no caso em que Reγ(B) > Reα(B) ou Reγ(B) < −Reα(B).

Demonstração: Para todo t ∈ R, e±tRe(α(B)) exp(t ad(B)(A)) ∈ Γ. Pela terceira

condição

exp(t ad(B)(A)) =
∑

etγ(B)Aβ

com a soma estendida γ com -α(B) ≤ γ(B) ≤ α(B). Mas, pela segunda condição

lim
t→+∞

e−tRe(α(B)) exp(t ad(B)(A)) = Aα e lim
t→−∞

etRe(α(B)) exp(t ad(B)(A)) = A−α.

Assim, A±α ∈ Γ. Como exp(t ad(B)(A±α)) = e±tα(B)A±α e α(B) 6= 0, então

g±α ⊂ Γ. Assim g(α) ⊂ Γ e isso implica que G(α) ⊂ S. Então o resultado se-

gue do Teorema 4.1 no caso em que g é uma forma real normal de uma álgebra

clássica gC.

Observação: Em [1] e [16] o teorema acima é provado tomando α a raiz máxima,

assumindo A±α 6= 0 e com B fortemente regular real. Vale observar que sob essas
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hipóteses α satisfaz as 2 condições do teorema anterior. De fato, se BRe ∈ h+R , o

que pode ser assumido sem perda de generalidade, e se α é a raiz máxima, então

a segunda condição e a segunda parte da terceira condição são válidas automatica-

mente.

A condição que Imβ(B) = 0 é satisfeita sempre que B é real fortemente regular

real. De fato, quando B é fortemente regular real, B é regular, os autovalores de

ad(B) são reais e os autoespaços associados são unidimensionais Portanto, Imβ(B) =

0 para qualquer raiz β.
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Caṕıtulo 6

Grupo Fundamental das
variedades flag

Nesse caṕıtulo é calculado o grupo fundamental das variedades flag de uma álgebra

de Lie simples complexa e das formas reais. Para isso é usado o Teorema 4.6, o qual

determina o grupo fundamental das variedades flag através de um método algébrico.

Mais explicitamente, esse teorema consiste em quocientar o centralizador M̃ pelo

seus elementos que estão na componente conexa da identidade (P̃Θ)0 de P̃Θ.

Outra ferramenta utilizada é a seguinte proposição; veja Johnson[14].

Proposição 6.1 M̃ é conexo se, e somente se, toda raiz branca do diagrama de

Satake é adjacente a uma raiz preta ou está ligada a outra raiz branca.

Observação: Seja F a variedade flag maximal de g. Em [14], conclui-se que π1(F) =

π0(M̃) e assim, F é simplesmente conexa se, e somente se, M̃ é conexo. E pela

proposição anterior é posśıvel verificar se M̃ é conexo apenas olhando o diagrama

de Satake.

Usando o Teorema 4.6 também conclui-se que a variedade flag FΘ é simplesmente

conexa se, e somente se, M̃ é conexo.
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6.1 Álgebra de Lie simples complexa

Em uma álgebra de Lie simples complexa as variedades flag são variedades comple-

xas. Nesse caso, as variedades flag são simplesmente conexas. De fato, o grupo M

é conexo pois é um toro complexo com álgebra de Lie ihR, logo M̃ é conexo e então

π1(FΘ) = M̃/
(
M̃ ∩ (P̃Θ)0

)
= {e}.

6.2 Forma real tipo AI

AI, l ≥ 1 ❢ ❢ . . . ❢ ❢

α1 α2 αl−1 αl

A forma real tipo AI é a álgebra g = sl(n,R), a qual é a forma real normal

de sl(n,C) com n = l + 1. Considere uma decomposição de Cartan de g dada por

g = k⊕ s com a subálgebra k = so(n,R) e s o subespaço das matrizes simétricas em

sl(n,R).

Seja {e1, . . . , en} a base canônica de Rn. A álgebra so(n,R) se realiza na álgebra

de Clifford C = C(Rn) como o espaço gerado pelos produtos u · v com u, v ∈ Rn

ortogonais:

so(n,R) = span{u · v ∈ C : u, v ∈ Rn, 〈u, v〉 = 0}.

A representação de so(n,R) em Rn dá-se por comutação em C.

Sejam G̃ o recobrimento universal do grupo G = Sl(n,R) e K̃ o grupo compacto

maximal de G̃ com álgebra de Lie so(n,R). Nesse caso, K̃ é o grupo Spin(n), o

qual se realiza como o grupo dos elementos inverśıveis de ordem par na álgebra de

Clifford C.

O grupo Spin(n) é um recobrimento duplo de SO(n,R). O homomorfismo de

recobrimento γ é dado pela representação em Rn, que é definida por conjugação:
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u ∈ Spin(n) define a aplicação γ(u) : v ∈ Rn 7→ uvu−1 ∈ Rn. O núcleo desse

homomorfismo é {±1}, escalares em C.

O grupo M̃ ⊂ K̃ é o grupo Dn o qual é formado pelos produtos de quantidade

par de elementos da base canônica

M̃ = Dn = {ei1 . . . ei2k : 1 ≤ i1, . . . , i2k ≤ n};

veja [14, Proposition 17.1].

A imagem de Dn pelo homomorfismo de recobrimento é um subgrupo de matrizes

diagonais em SO(n,R) , isto é,

γ(Dn) = {diag{ε1, . . . , εn} : εi = ±1, ε1 . . . εn = 1} =M = Z2
n−1.

Proposição 6.2 Seja G̃ o recobrimento universal do grupo G = Sl(n,R). Seja P̃Θ

um subgrupo parabólico não minimal de G̃. Então, −1 ∈ (P̃Θ)0, isto é, Kerγ ⊂

(P̃Θ)0.

Demonstração: Considere a aplicação exponencial na álgebra de Clifford exp :

so(n,R) → Spin(n) dada por

exp(u) =
∑

k≥0

uk

k!
.

Para todo ı́ndice j = 1, . . . , n− 1 tem-se que

exp(tejej+1) = cos(t) + sen(tejej+1).

Em particular para t = π, exp(πejej+1) = 1. Por outro lado, se uma subálgebra

parabólica pΘ não é minimal, então existe j = 1, . . . , n − 1 tal que ejej+1 ∈ kΘ =

pΘ ∩ so(n,R). Logo, −1 ∈ exp(kΘ) ⊂ (P̃Θ)0.

Corolário 6.3 Seja M o centralizador de a em K ⊂ Sl(n,R) e PΘ um subgrupo

parabólico não minimal de Sl(n,R). Então

π1(FΘ) = M̃/
(
M̃ ∩ (P̃Θ)0

)
=M/ (M ∩ (PΘ)0) .
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Demonstração: Pela Proposição 6.2, Kerγ ⊂ (P̃Θ)0. Então

M̃/(M̃ ∩ (P̃Θ)0) = (M̃/Kerγ)/(M̃ ∩ (PΘ)0 ∩Kerγ) =M/(M ∩ (PΘ)0)

e o resultado está provado.

Corolário 6.4 Um elemento ei1 . . . ei2k ∈ Dn pertence à componente conexa (P̃Θ)0

se, e somente se, o número de ı́ndices que aparecem dentro de cada um dos blocos

que define pΘ é par.

Demonstração: Se P̃Θ não é minimal, então ei1 . . . ei2k ∈ Dn pertence a (P̃Θ)0 se, e

somente se, γ(ei1 . . . ei2k) ∈ (PΘ)0, onde PΘ é o subgrupo parabólico correspondente

no grupo Sl(n,R). Por outro lado, um elemento diag{ε1, . . . , εn} ⊂ M ⊂ Sl(n,R)

se, e somente se, a quantidade de −1 que está dentro de cada bloco que define PΘ

é par, pois assim o determinante de cada bloco é +1. Se P̃Θ é minimal o resultado

é direto.

As variedades flag de sl(n,R) são variedades flag Fn(d1, . . . , dk) formadas por

subespaços (V1 ⊂ . . . ⊂ Vk) com dimVk = dk. Cada uma dessas variedades flag é da

forma FΘ, onde Θ é um conjunto de ráızes simples. A relação entre as dimensões

d1, . . . , dk e Θ é dada da seguinte forma: ordene as ráızes do diagrama de Dynkin

da esquerda para direita. Então, Fn(d1, . . . , dk) = FΘ onde as dimensões di são os

ı́ndices das ráızes que não pertence a Θ; veja [24].

Seja Fn(d1, . . . , dk) = FΘ = Sl(n,R)/PΘ a variedade flag de sl(n,R) determinada

por blocos de tamanhos n1, . . . , nk, onde n1 + . . . + nk = n com n1 = d1 e ni =

di − di−1, 1 < i ≤ k.

Então,

M ∩ (PΘ)0 = Zn1−1
2 × . . .× Znk−1

2 = Zn−k
2
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sendo uma componente para cada bloco de (PΘ)0. Portanto,

π1(FΘ) =M/ (M ∩ (PΘ)0) = Zn−1
2 /Zn−k

2 ≈ Zk−1
2

onde k é o número de blocos de (PΘ)0.

6.3 Forma real tipo AII

AII ✈ ❢ ✈ . . . ✈ ❢ ✈

A forma real tipo AII é a álgebra g = sl(n,H). Considere uma decomposição

de Cartan de g dada por g = sp(n)⊕ s onde s são matrizes hermitianas da forma

(
z1 −z2
z2 z1

)

com z1 e z2 matrizes complexas n× n. Assim, o subgrupo K̃ = Sp(n).

Toda raiz branca do diagrama de Satake dessa álgebra é adjacente a uma raiz

preta, então, pela Proposição 6.1, M̃ é conexo. Nesse caso, M̃ = (Sp(1))n; veja [14,

Proposition 17.2]. Logo,

π1(FΘ) = {e}.

6.4 Forma real tipo AIII.1

AIII.1 ❢ ❢ . . . ❢ ✈

❄

✻

❄

✻

❄

✻
✈

...

✈

❢ ❢ . . . ❢ ✈
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A forma real tipo AIII.1 é a álgebra g = su(p, q), com p ≤ q. Considere uma

decomposição de Cartan de g dada por g = k⊕ s com k = su(p)⊕ su(q)⊕ z onde z

é o centro. Assim, o subgrupo K̃ = SU(p)× SU(q)× RH.

No diagrama de Satake da álgebra g, toda raiz branca está ligada a outra raiz

branca ou é adjacente a uma raiz preta. Assim, pela Proposição 6.1, M̃ é conexo.

Nesse caso, M̃ = (S1)p−1 × SU(q − p)× R; veja [14, Proposition 17.3]. Então,

π1(FΘ) = {e}.

6.5 Forma real tipo AIII.2

AIII.2 ❢ ❢ . . . ❢ ❢

❄
✻

❄
✻

❄
✻

❄
✻ ❢

❧
❧❧

✱
✱✱

❢ ❢ . . . ❢ ❢

A forma real tipo AIII.2 é a álgebra g = su(p, p), com p ≥ 2. Considere uma

decomposição de Cartan de g dada por g = k ⊕ s onde k = su(p) ⊕ u(p). Assim, o

subgrupo K̃ = SU(p)× SU(p)× R.

No diagrama de Satake da álgebra g, toda raiz branca está ligada a outra raiz

branca. Assim, pela Proposição 6.1, M̃ é conexo. Nesse caso, M̃ ≈ (S1)p−1 × Z;

veja [14, Proposition 17.4]. Então,

π1(FΘ) = {e}.

6.6 Forma real tipo BDI

B, l ≥ 2 ❢ ❢ . . . ❢ ❢❆❆
✁✁α1 α2 αl−1 αl
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DI, l ≥ 4 ❢

α1

❢

α2

. . . ❢αl−2
✱
✱✱

❧
❧❧

❢αl−1

❢αl

A forma real tipo BDI é a álgebra g = so(l, n− l), a qual é a forma real normal

das álgebras tipo Bl, quando n = 2l + 1 e das álgebras tipo Dl, quando n = 2l.

Considere uma decomposição de Cartan de g dada por g = k ⊕ s onde k =

so(l)⊕ so(n− l) com n = 2l+1 ou 2l. Assim, o subgrupo K̃ = Spin(l)×Spin(n− l)

com n = 2l + 1 ou 2l.

Nesse caso, M̃ = Dl × Spin(n − 2l) = Dl = {ei1 . . . ei2l : 1 ≤ ei1 , . . . , ei2l ≤ l};

veja [14, Proposition 17.5].

Já foi visto que Spin(l) é um recobrimento duplo de SO(l,R). E o homomorfismo

de recobrimento foi dado pela aplicação γ. Tome ϕ, o homomorfismo de recobri-

mento de SO(n− l,R) com n = 2l + 1 ou 2l, dado também por conjugação.

Então Spin(l) × Spin(n − l) com n = 2l + 1 ou 2l é um recobrimento duplo de

SO(l,R) × SO(n − l,R) com n = 2l + 1 ou 2l. E o núcleo deste homomorfismo é

dado por ({±1}, {±1}).

Proposição 6.5 Seja G̃ o recobrimento do grupo G = (SO(n, n− l))0, com n = 2l

ou 2l + 1. Seja P̃Θ um subgrupo parabólico não minimal de G̃. Então, −1 ∈ (P̃Θ)0,

isto é, Ker(γ ◦ ϕ) ⊂ (P̃Θ)0.

Demonstração: Basta aplicar a Proposição 6.2 em cada componente.

Corolário 6.6 Seja M o centralizador de a em K ⊂ (SO(l, n− l))0, com n = 2l ou

2l + 1. Então

π1(FΘ) = M̃/
(
M̃ ∩ (P̃Θ)0

)
=M/ (M ∩ (PΘ)0) .
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Demonstração: Prova semelhante à prova do Corolário 6.3.

Corolário 6.7 Um elemento ei1 . . . ei2k ∈ Dl pertence à componente conexa (P̃Θ)0

se, e somente se, o número de ı́ndices que aparecem dentro de cada um dos blocos

que define pΘ é par.

Demonstração: Prova semelhante à prova do corolário 6.4.

Seja Vk um subespaço isotrópico, isto é, um subespaço em que as formas bilineares

correspondentes se anulam. As variedades flag de so(l, n − l) são formadas por

subespaços isotrópicos (V1 ⊂ . . . ⊂ Vk) com dimVk = dk.

As variedades flag de espaços isotrópicos são denotados por FI(d1, . . . , dk) com

1 ≤ d1 ≤ . . . ≤ dk ≤ l. Essas variedades flag também são da forma FΘ. Com exceção

de alguns casos da álgebra do tipo Dl, o subconjunto Θ é definido de tal forma que

as dimensões d1, . . . , dk sejam os ı́ndices das ráızes αi que não estão em Θ; veja [24].

A seguir, o grupo fundamental das variedades flag da forma real normal das

álgebras Bl e Dl são calculados separadamente.

6.6.1 Forma real normal da álgebra Bl

Se αl = λl não pertence ao subconjunto Θ. Então, 〈Θ〉, o gerado por Θ, só

contém ráızes do tipo λi − λj. Nesse caso, a subálgebra kΘ = so(n1)⊕ . . .⊕ so(nk),

com ni o tamanho dos blocos que aparecem em pΘ. Cada ni é dado em termos das

ráızes simples pelas diferenças dos ı́ndices di, ou seja, n1 = d1, ni = di − di−1, com

1 < i ≤ k e n1 + . . .+ nk = l. Assim,

M ∩ (PΘ)0 = Zn1−1
2 × . . .× Znk−1

2 = Zl−k
2

sendo uma componente para cada bloco de (PΘ)0. Portanto,

π1(FΘ) =M/ (M ∩ (PΘ)0) = Zl−1
2 /Zl−k

2 ≈ Zk−1
2

68



onde k é o número de blocos de (PΘ)0.

Se αl pertence ao subconjunto Θ: existem duas possibilidades para subálgebra

kΘ.

1. Se αl−1 = λl−1 − λl ∈ Θ, então

kΘ = so(n1)⊕ · · · ⊕ so(nk)⊕ so(l − dk)⊕ so(l − dk + 1)

onde n1 = d1, ni = di − di−1, 1 < i ≤ k; veja [24]. Então,

M ∩ (PΘ)0 = Zn1−1
2 × · · · × Znk−1

2 × Zl−dk−1
2 × Zl−dk+1−1

2 = Zl−k+2x−1
2

com x = l−dk > 1, sendo uma componente para cada bloco de (PΘ)0. Portanto,

π1(FΘ) =M/ (M ∩ (PΘ)0) = Zl−1
2 /Zl−k+2x−1

2 ≈ Zk−2x
2

onde x = l − dk > 1 e k é o número de blocos de (PΘ)0.

2. Se αl−1 /∈ Θ, então

kΘ = so(n1)⊕ . . .⊕ so(nk)⊕ so(2)

com n1 = d1, ni = di − di−1, 1 < i ≤ k. Então,

M ∩ (PΘ)0 = Zn1−1
2 × . . .× Znk−1

2 × Z2−1
2 = Zl−k+1

2

sendo uma componente para cada bloco de (PΘ)0. Portanto,

π1(FΘ) =M/ (M ∩ (PΘ)0) = Zl−1
2 /Zl−k+1

2 ≈ Zk−2
2

onde k é o número de blocos de (PΘ)0.

6.6.2 Forma real normal da álgebra Dl

Se αl = λl−1 + λl não pertence ao subconjunto Θ. Então 〈Θ〉 só contém ráızes

do tipo λi−λj. Assim, a subálgebra kΘ = so(n1)⊕ . . .⊕ so(nk) com ni+ . . .+nk = l

e n1 = d1, ni = di − di−1, 1 < i ≤ k; veja [24]. Então,

M ∩ (PΘ)0 = Zn1−1
2 × . . .× Znk−1

2 = Zl−k
2
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sendo uma componente para cada bloco de (PΘ)0. Portanto,

π1(FΘ) =M/(M ∩ (PΘ)0) = Zl−1
2 /Zl−k

2 ≈ Zk−1
2

onde k é o número de blocos de (PΘ)0.

Se αl pertence ao Θ. Existem duas possibilidades:

1. Se αl−1 = λl−1−λl ∈ Θ. Então, kΘ = so(n1)⊕. . .⊕so(nk)⊕so(l−dk)⊕so(l−dk).

Assim,

M ∩ (PΘ)0 = Zn1−1
2 × . . .× Znk−1

2 × Zl−dk−1
2 × Zl−dk−1

2 = Zl−k+2x
2

com x = l − dk − 1 > 0, sendo uma componente para cada bloco de (PΘ)0.

Portanto,

π1(FΘ) =M/(M ∩ (PΘ)0) = Zl−1
2 /Zl−k+2x

2 ≈ Zk−1−2x
2

onde x = l − dk − 1 > 0 e k é o número de blocos de (PΘ)0.

2. Se αl−1 /∈ Θ, então kΘ = so(n1)⊕ . . .⊕ so(nk)⊕ so(1)⊕ so(1). Então,

M ∩ (PΘ)0 = Zn1−1
2 × · · · × Znk−1

2 = Zl−k
2

sendo uma componente para cada bloco de (PΘ)0. Portanto,

π1(FΘ) =M/(M ∩ (PΘ)0) = Zl−1
2 /Zl−k

2 ≈ Zk−1
2

onde k é o número de blocos de (PΘ)0.

6.7 Forma real tipo DIII

DIII.1 ✈ ❢ ✈ . . . ✈ ❢✱
✱✱

❧
❧❧

✈

❢
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DIII.2 ✈ ❢ ✈ . . . ❢ ✈✱
✱✱

❧
❧❧

❢

❢

❄
✻

A forma real tipo DIII é a álgebra g = sl(n,H) ∩ so(2n,C). Considere uma

decomposição de Cartan de g dada por g = k ⊕ s onde k = so(2n) ∩ sp(n) = u(n).

Então o subgrupo K̃ = SU(n)× RH.

No diagrama de Satake da álgebra g toda raiz branca está ligada a outra raiz

branca ou é adjacente a uma raiz preta. Assim, pela Proposição 6.1, M̃ é conexo.

Nesse caso, M̃ = SU(2)k × R, se n = 2k + 1 e M̃ = SU(2)k × Z, se n = 2k. Então,

π1(FΘ) = {e}.

6.8 Forma real tipo CI

CI, l ≥ 3 ❢ ❢ . . . ❢✁✁
❆❆

❢

α1 α2 αl−1 αl

A forma real tipo CI é a álgebra simplética real g = sp(n,R), a qual é a forma real

normal da álgebra sp(n,C) com n = l. Considere uma decomposição de Cartan de g

dada por g = k⊕ s onde k = u(n) enquanto s é o subespaço das matrizes simétricas

em g. O subgrupo K̃ = SU(n) × R. Nesse caso, M̃ = MSU ×M = Zn−1
2 × Z; veja

[14, Proposition 17.7].

1. MSU são as matrizes diagonais reais em SU(n). Os elementos de SU(n), como

matrizes 2n× 2n, são (
Λ 0
0 Λ−1

)

onde Λ = diag{ε1, . . . , εn} com εi = ±1 e ε1 . . . εn = 1. Esse grupo é Zn−1
2 .

2. M =
{
(k, itJ) ∈ SU(n)× (exp zK)G̃ : k (exp itJ)G = diag{1, . . . , 1,±1}

}
.
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As variedades flag de sp(n,R) são variedades flag FI(d1, . . . , dk) = FΘ, com

1 ≤ d1 ≤ . . . ≤ dk ≤ n, formadas por subespaços isotrópicos (V1 ⊂ . . . ⊂ Vk) com

dimVk = dk. O subconjunto Θ é definido de tal forma que as dimensões d1, . . . , dk

sejam os ı́ndices das ráızes αi que não estão em Θ; veja [24].

Seja Fn(d1, . . . , dk) = FΘ = Sp(n,R)/PΘ a variedade flag de sp(n,R) determi-

nada por blocos de tamanhos n1, . . . , nk onde n1 + . . . + nk = n = l e com n1 = d1

e ni = di − di−1, 1 ≤ i ≤ k.

Se αl = 2λl não pertence a Θ. Então kΘ = so(n1,R) ⊕ . . . ⊕ so(nk,R). Nesse

caso kΘ é uma subálgebra de so(l) e (KΘ)0 ⊂ SO(n) ⊂ SU(n). Portanto, no grupo

K̃ = SU(n)×R tem-se que (K̃Θ)0 ⊂ SU(n). Por outro lado, os elementos não triviais

de M têm componente trivial na direção de R, na decomposição M ⊂ SU(n) × R.

Logo, {1} =M ∩ (K̃Θ)0 =M ∩ (P̃Θ)0.

Então

MSU ∩ (P̃Θ)0 = Zn1−1
2 × · · · × Znk−1

2 = Zl−k
2 .

Assim, o grupo fundamental é dado por

π1(FΘ) = (Zl−1
2 /Zl−k

2 )× Z = Zk−1
2 × Z.

Se αl pertence a Θ. Considere B = diag{0, . . . , 0, 1}. Então a matriz
(

0 −B
B 0

)
∈ pΘ.

Assim expG̃(tX) ∈ (P̃Θ)0. Como expG̃(πX) é o gerador de M , então M ⊂ (P̃Θ)0.

Analisa-se duas possibilidades:

1. Se αl−1 = λl−1 − λl ∈ Θ, então kΘ = so(n1,R)⊕ . . .⊕ so(nk,R)⊕ u(l − dk).

MSU ∩ (P̃Θ)0 = Zn1−1
2 × . . .× Znk−1

2 × Zl−dk−1 = Zl−k
2 × Z

sendo uma componente para cada bloco de (PΘ)0. Assim, o grupo fundamental

é dado por

π1(FΘ) = Zl−1
2 × Z/

(
Zl−k
2 × Z

)
= Zk−1

2 .
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2. Se αl−1 /∈ Θ, então kΘ = so(n1,R)⊕ . . .⊕ so(nk,R)⊕ so(2).

MSU ∩ (P̃Θ)0 = Zn1−1
2 × . . .× Znk−1

2 × Z2−1
2 = Zl−k+1

2 .

Assim, o grupo fundamental é dado por

π1(FΘ) = Zl−1
2 /Zl−k+1

2 = Zk−2
2 .

6.9 Forma real tipo CII

CII.1 ✈ ❢ ✈ . . . ❢ ✈✁✁
❆❆

❢

CII.2 ✈ ❢ ✈ . . . ❢ ✈ . . . ✈✁✁
❆❆

✈

A forma real tipo CII é álgebra g = sp(p, q) das matrizes em sp(p + q,C).

Considere uma decomposição de Cartan de g dada por g = k ⊕ s onde k = sp(p) ×

sp(q). Então o subgrupo K̃ = Sp(p)× Sp(q).

No diagrama de Satake da álgebra g toda raiz branca está ligada a outra raiz

branca ou é adjacente a uma raiz preta. Assim, pela Proposição 6.1, M̃ é conexo.

Nesse caso, M̃ ≈ (Sp(1))p × Sp(q − p). Então,

π1(FΘ) = {e}.

Observação: Note que π1(FΘ) não é trivial apenas para as variedades flag FΘ das

formais reais normais. Na verdade, π1(FΘ) depende apenas das ráızes reais, as quais

por sua vez geram uma álgebra de Lie que é uma forma real normal.
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Caṕıtulo 7

Segundo grupo de homotopia das
variedades flag

Nesse caṕıtulo é calculado o segundo grupo de homotopia π2(FΘ) das variedades

flag FΘ para as formas reais normais das álgebras clássicas e o segundo grupo de

homotopia π2(F) da variedade flag maximal F de algumas outras álgebras.

Seja K o subgrupo compacto maximal do grupo G. Sejam G̃ o recobrimento

universal do grupoG e K̃ o subgrupo de G̃ com álgebra de Lie k, que é o recobrimento

universal do subgrupo K.

Proposição 7.1 Sejam P̃Θ um subgrupo parabólico do grupo G̃ e K̃Θ o subgrupo de

G̃ que tem álgebra kΘ = k ∩ pΘ. Então

π2(FΘ) = π1(K̃Θ).

Demonstração: Considere a fibração

K̃ → K̃/K̃Θ = FΘ

que induz a seguinte sequência exata de homotopia

. . .→ π2(K̃Θ) → π2(K̃) → π2(FΘ) → π1(K̃Θ) → π1(K̃) → π1(FΘ) → . . .

Tem-se que π1(K̃) = {e}, pois K̃ é simplesmente conexo e π2(K̃) = {e}, pois π2
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de qualquer grupo de Lie é trivial. Então

π2(FΘ) = π1(K̃Θ),

como desejado.

7.1 Forma real normal de Al

Al, l ≥ 1 ❢ ❢ . . . ❢ ❢

α1 α2 αl−1 αl

Considere a subálgebra compacta k = so(n) com n = l+1. O subgrupo compacto

associado a subálgebra kΘ é KΘ = SO(n1)× . . .× SO(nk) com n1 + . . .+ nk = n.

O grupo Spin(n), com n ≥ 3, é o grupo simplesmente conexo com álgebra de Lie

so(n,R). O grupo Spin(2) = U(1) = S1.

Tomando o recobrimento duplo de cada SO(ni), tem-se que o subgrupo K̃Θ =

Spin(n1)× . . .× Spin(nk) com n1 + . . .+ nk = n. Então

π2(FΘ) =





{e}, se ni 6= 2 para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2 para algum i

onde s é o número de vezes que ni = 2.

7.2 Forma real normal de Bl

Bl, l ≥ 2 ❢ ❢ . . . ❢ ❢❆❆
✁✁α1 α2 αl−1 αl

Considere a subálgebra compacta k = so(l+ 1,R)⊕ so(l,R). O grupo compacto

maximal é K = SO(l)×SO(l+1). Para calcular o segundo grupo de homotopia das

variedades flag analisa-se dois casos:
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Se αl não pertence a Θ. O subgrupo associado a subálgebra kΘ é o subgrupo

KΘ = SO(n1)× . . .× SO(nk) com n1 + . . .+ nk = l.

Tomando o recobrimento duplo de cada SO(ni) tem-se que o subgrupo K̃Θ =

Spin(n1)× . . .× Spin(nk). Então

π2(FΘ) =





{e}, se ni 6= 2 para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2 para algum i

onde s é o número de vezes que ni = 2.

Se αl pertence a Θ. Nesse caso, tem-se duas possibilidades:

1. Se αl−1 pertence a Θ, então KΘ = SO(n1)× . . .×SO(nk)×SO(l−dk)×SO(l−

dk+1) onde ni = di−di−1 com 1 ≤ i ≤ k. Nesse caso, tomando o recobrimento

duplo de cada SO(ni) tem-se que K̃Θ = Spin(n1) × . . . × Spin(nk) × Spin(l −

dk)× Spin(dk + 1). Então

π2(FΘ) =





{e}, se ni 6= 2 para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2 para algum i

onde s é o número de vezes que ni = 2.

2. Se αl−1 não pertence a Θ, então KΘ = SO(n1)× . . .× SO(nk)× SO(2).

Então,

π2(FΘ) =





Z, se ni 6= 2 para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2 para algum i

onde s é o número de vezes que ni = 2.

7.3 Forma real normal de Cl

Cl, l ≥ 3 ❢ ❢ . . . ❢✁✁
❆❆

❢

α1 α2 αl−1 αl
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Considere a subálgebra compacta k = u(n) com n = l. O grupo compacto

maximal é K = U(n) com n = l. Para calcular o segundo grupo de homotopia das

variedades flag analisa-se dois casos:

Se αl não pertence a Θ. Então KΘ = SO(n1)×. . .×SO(nk), com n1+. . .+nk = l.

Tomando o recobrimento duplo de cada SO(ni) tem-se que K̃Θ = Spin(n1) × . . . ×

Spin(nk). Então,

π2(FΘ) =





{e}, se ni para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2 para algum i

onde s é o número de vezes que ni = 2.

Se αl pertence a Θ. Aqui tem-se dois casos:

1. Se αl−1 pertence a Θ, então o subgrupoKΘ = SO(n1)×. . .×SO(nk)×U(l−dk).

Nesse caso, tomando o recobrimento duplo de cada SO(ri) e sabendo que

o recobrimento de U(rk) é SU(rk) × R tem-se que K̃Θ = Spin(r1) × . . . ×

Spin(rk−1)× SU(rk)× R.

Então,

π2(FΘ) =





{e}, se ni 6= 2 para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2, para algum i

onde s é o número de vezes que ni = 2.

2. Se αl−1 não pertence a Θ, então o subgrupoKΘ = SO(r1)×· · ·×SO(rk)×SO(2).

Então,

π2(FΘ) =





Z, se ni 6= 2 para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2, para algum i

onde s é o número de vezes que ni = 2.
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7.4 Forma real normal de Dl

Dl, l ≥ 4 ❢

α1

❢

α2

. . . ❢αl−2
✱
✱✱

❧
❧❧

❢αl−1

❢αl

Considere a subálgebra k = so(l,R) ⊕ so(l,R). O grupo compacto maximal é

K = SO(l)× SO(l+ 1). Também aqui para calcular o segundo grupo de homotopia

das variedades flag tem-se duas possibilidades:

Se αl não pertence a Θ. Então o subgrupo KΘ = SO(n1) × . . . × SO(nk), com

n1 + . . . + nk = l. Tomando o recobrimento duplo de cada SO(ni) tem-se que

K̃Θ = Spin(n1)× . . .× Spin(nk). Então

π2(FΘ) =





{e}, se ni 6= 2 para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2, para algum i

onde s é o número de vezes que ni = 2.

Se αl pertence a Θ. Então tem-se duas possibilidades:

1. Se αl−1 pertence a Θ, então KΘ = SO(n1) × · · · × SO(nk) × SO(l − dk) ×

SO(l− dk). Tomando o recobrimento duplo de cada SO(ni) tem-se que K̃Θ =

Spin(n1)× . . .× Spin(nk)× Spin(l − dk)× Spin(l − dk). Então

π2(FΘ) =





{e}, se ni 6= 2 para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2, para algum i

onde s é o número de vezes que ni = 2.

2. Se αl−1 não pertence a Θ, então o subgrupo KΘ = SO(n1) × . . . × SO(nk) ×

SO(1) × SO(1). Tomando o recobrimento duplo de cada SO(ni) tem-se que

K̃Θ = Spin(n1)× . . .× Spin(nk).

Então

π2(FΘ) =





{e}, se ni 6= 2 para qualquer i
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

s

, se ni = 2, para algum i
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onde s é o número de vezes que ni = 2.

Observação: Note que para forma real normal de Bl e de Cl, se αl pertence a

Θ e αl−1 não pertence a Θ, então a não trivialidade do π2(FΘ) é garantida com a

presença de pelo menos um Z. Além disso, no segundo grupo de homotopia π2(FΘ)

da variedade flag FΘ não aparece Z2 como acontece no grupo fundamental π1(FΘ)

da variedade flag FΘ.

Agora é apresentado um outro método algébrico para calcular o segundo grupo

de homotopia da variedade flag maximal.

Proposição 7.2 Sejam K̃ um subgrupo compacto de G̃ e M̃ o centralizador de a

em K̃. Considere F a variedade flag maximal de G̃. Então

π2(F) = π1(M̃).

Demonstração: A variedade flag maximal F pode ser dada por F ≈ K̃/M̃. Então

considere a fibração

K̃ → K̃/M̃ = F

que induz a seguinte sequência exata de homotopia

. . .→ π2(M̃) → π2(K̃) → π2(F) → π1(M̃) → π1(K̃) → π1(F) → . . . .

Tem-se que π1(K̃) = {e}, pois K̃ é simplesmente conexo e π2(K̃) = {e}, pois π2

de qualquer grupo de Lie é trivial. Então

π2(F) = π1(M̃),

como desejado.

Aqui são usados os resultados de [14] sobre o grupo M̃ para cacular π2(F).
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7.5 Álgebra de Lie simples complexa

Nesse caso o grupo M̃ é um toro complexo, ou seja, M̃ = T l. Então

π2(F) = π1(M̃) = π1(T
l) = Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

l

.

7.6 Forma real normal

Nesse caso o grupo M̃ é discreto, pois M̃0 = {1}. Logo, π1(M̃) = {e}. Então

π2(F) = π1(M̃) = {e}.

7.7 Forma real do tipo AII

AII ✈ ❢ ✈ . . . ✈ ❢ ✈

Nesse caso M̃ = (Sp(1))n. Sabendo que Sp(1) ≈ S3, então

π2(F) = π1(M̃) = {e}.

7.8 Forma real do tipo AIII.1

AIII.1 ❢ ❢ . . . ❢ ✈

❄

✻

❄

✻

❄

✻
✈

...

✈

❢ ❢ . . . ❢ ✈
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Nesse caso M̃ = (S1)p−1 × SU(q − p)× R. Então

π2(F) = π1(M̃) = Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
p−1

.

7.9 Forma real do tipo AIII.2

AIII.2 ❢ ❢ . . . ❢ ❢

❄
✻

❄
✻

❄
✻

❄
✻ ❢

❧
❧❧

✱
✱✱

❢ ❢ . . . ❢ ❢

Nesse caso M̃ ≈ (S1)p−1 × Z. Então

π2(F) = π1(M̃) = Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
p−1

.

7.10 Forma real do tipo DIII

DIII.1 ✈ ❢ ✈ . . . ✈ ❢✱
✱✱

❧
❧❧

✈

❢

DIII.2 ✈ ❢ ✈ . . . ❢ ✈✱
✱✱

❧
❧❧

❢

❢

❄
✻

Nesse caso M̃ = (SU(2))k × R. Então

π2(F) = π1(M̃) = {e}.
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7.11 Forma real do tipo CII

CII.1 ✈ ❢ ✈ . . . ❢ ✈✁✁
❆❆

❢

CII.2 ✈ ❢ ✈ . . . ❢ ✈ . . . ✈✁✁
❆❆

✈

Nesse caso M̃ = (Sp(1))p × Sp(q − p). Então

π2(F) = π1(M̃) = {e}.

Observação: Note que para forma real normal o segundo grupo de homotopia

π2(F) da variedade flag maximal F é sempre trivial, pois M̃ é discreto. Nos outros

casos π2(F) pode ser trivial ou Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
k

com k ≥ 1.
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Apêndice A

Fibrados

Um grupo topológico é um espaço topológico e um grupo abstrato onde as operações

de multiplicação e inversa são aplicações cont́ınuas. Um semigrupo S em um grupo

G é um subconjunto invariante pela multiplicação de G.

A ação à esquerda de um grupo G num conjunto X é uma aplicação · : G×X → X

que satisfaz

1. gh · x = g · (h · x);

2. 1 · x = x.

para todos g, h ∈ G e x ∈ X, onde 1 ∈ G é a identidade do grupo G. Da mesma

forma, a ação à direita de um grupo G num conjunto X é uma aplicação · : X×G→

X que satisfaz

1. x · gh = (x · g) · h;

2. x · 1 = x

para todos g, h ∈ G e x ∈ X, onde 1 ∈ G é a identidade do grupo G.

Para cada g ∈ G, a aplicação g : X → X dada por g(x) = g ·x, para todo x ∈ X

é uma bijeção com a inversa g−11 : X → X.
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A órbita pela ação do grupo G de um ponto x ∈ X é dada por

Gx = {g · x : g ∈ G}

e o subgrupo de isotropia de G em x é dado por

Gx = {g ∈ G : g · x = x}.

A ação de G em X é transitiva se a órbita pela ação de G de algum x ∈ X é

todo o conjunto X. Tem-se que G age livremente em X se a isotropia Gx é trivial

para todos x ∈ X.

Se G é um grupo topológico, um conjunto X é um espaço homogêneo de G se

G age transitivamente em X e a isotropia Gx é um subgrupo fechado em G, para

algum, e portanto para todo, x ∈ X. Se X também é um espaço topológico e a ação

· : G × X → X é uma aplicação cont́ınua, diz-se que G age continuamente em X.

Nesse caso, para cada g ∈ G, a aplicação g : X → X é um homeomorfismo.

Se M é uma variedade diferenciável, um grupo de Lie G age diferenciavelmente

em M se a ação · : G ×M → M é uma aplicação diferenciável. Nesse caso, para

cada g ∈ G, a aplicação g : X → X é um difeomorfismo.

Uma fibração é uma aplicação cont́ınua e sobrejetora π : Q → X do espaço

topológico Q, chamado de espaço total, no espaço topológico X, chamado de espaço

base. Denota-se por Qx a fibra π−1(x) de Q sobre x ∈ X e a fibra π−1(π(q)) de Q

através de q ∈ Q é denotada por Qq.

Uma fibração π : Q → X é um fibrado principal se um grupo topológico G age

livre e continuamente à direita no espaço total, tal que as fibras de Q são as órbitas

de G em Q. O grupo G é chamado de grupo estrutural de Q.

O fibrado principal trivial com base X e grupo estrutural G é a projeção na

primeira coordenada pr1 : X ×G→ X, onde a ação de G em X ×G é dada por

(x, g)a = (x, ga)
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onde x ∈ X e g, a ∈ G.

Um fibrado principal π : Q → X é localmente trivial se existe uma cobertura

aberta {Ui : i ∈ I} do espaço base, chamada de cobertura trivializante, tal que, para

cada i ∈ I, o fibrado principal π |π−1(Ui): Ui → Ui é isomorfo ao fibrado principal

trivial com base Ui e grupo estrutural G.

De maneira mais precisa, existe uma famı́lia de homeomorfismos

{ψi : π
−1(Ui) → Ui ×G}i∈I

chamada de trivializações locais, onde ψi = (π, gi) para uma aplicação cont́ınua

gi : π
−1(Ui) → G que satisfaz

gi(qa) = gi(q)a,

onde qa denota a ação de a ∈ G sobre q ∈ π−1(Ui). A famı́lia Ψ = {(Ui, ψi)}i∈I é

um atlas de Q.

A trivialidade local implica que a projeção π é uma aplicação aberta. A aplicação

iq : G→ Qq dada por

iq : a ∈ G 7→ qa

é um homeomorfismo.

Associada a cada trivialização local, sua seção local é a aplicação χi : Ui → Q

definida por χi(x) = ψ−1
i (x, 1), onde 1 é o elemento neutro de G. Tem-se que

π ◦ χi = idUi e, para todo x ∈ Ui e a ∈ G,

ψi(χi(x)a) = (x, a).

Se Uij = Ui ∩ Uj 6= ∅, então

ψj ◦ ψ
−1
i : Uij ×G→ Uij ×G

é tal que

ψj ◦ ψ
−1
i (xa) = ψj(χi(x)a) = (x, aij(x)a)
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onde aij = gj ◦ χi : Uij → G é chamada de função de transição. Além disso, como

ψj(χi(x)) = (x, aij(x)) = ψj(χj(x)aij(x))

tem-se que χi(x) = χj(x)aij(x).
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Apêndice B

Álgebra semissimples

Neste caṕıtulo é apresentado alguns conceitos e resultados da teoria de álgebras e

grupos de Lie semissimples. As principais referências usadas foram Helgason [12]

Knapp [17], San Martin [22] e Warner [34].

Um espaço vetorial g munido de um produto, colchete ou comutador, bilinear

e antissimétrico [., .] : g × g → g que satisfaz a identidade de Jacobi [X, [Y, Z]] +

[Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0, para X, Y, Z ∈ g é uma álgebra de Lie.

Seja V um espaço vetorial e gl(V ) a álgebra de Lie das transformações lineares

de V . Seja também g uma álgebra de Lie. Uma representação de g em V é um

homomorfismo ρ : g → gl(V ).

Uma representação é chamada de fiel se ker ρ = {0}. Nas representações fieis,

g ≈ imρ e assim, a álgebra de Lie de dimensão finita pode ser vista como uma

subálgebra de transformações lineares ou matrizes.

Uma representação ρ de g em V é chamada de irredut́ıvel se os únicos subespaços

invariantes por ρ são os triviais {0} e V .

Seja g uma álgebra de Lie e ρ uma representação de g em V . Um peso de ρ é

um funcional linear λ : g → K tal que o subespaço Vλ de V definido por

Vλ = {v ∈ V : ∀X ∈ g, ∃n ≥ 1, (ρ(X)− λ(X))nv = 0}
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é não nulo. O subespaço Vλ é chamado de subespaço de pesos associados a λ. A

dimensão de Vλ é chamada de multiplicidade de λ.

A representação adjunta da álgebra g, ad : g → gl(g), é definida por ad(X)(Y ) =

[X, Y ] com X, Y ∈ g onde gl(g) é a álgebra de Lie das transformações lineares de

g. Denota-se por Int(g) o grupo dos automorfismo de g gerado pelas exponenciais

de adjuntas de elementos de g. O núcleo da representação adjunta é chamado de

centro de g e é dado por

z(g) = {X ∈ g : ad(X)(Y ) = [X, Y ] = 0, para todo Y ∈ g}.

A forma de Cartan-Killing de g é definida pela forma bilinear

〈X, Y 〉 = tr (ad(X), ad(Y )) , X, Y ∈ g.

Uma álgebra de Lie g é semissimples se, e somente se, sua forma de Cartan-

Killing é não degenerada; veja [22, Teorema 3.8]. Nesse caso, o centro z(g) é trivial;

veja [12, Corolary 6.2].

Seja G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie semissimples g. A repre-

sentação I : G → Int(G) do grupo G no grupo dos seus automorfismos internos

Int(G) é dada por I(g)h = ghg−1. A representação adjunta de G é dada por

Ad : G→ Gl(g), Ad(g)(X) = d(Ig)1X, onde g ∈ G, X ∈ g e 1 é a identidade em G.

Considerando exp g → G a aplicação exponencial do grupo G, tem-se que

exp(Ad(g)(X)) = I(g) exp(X) = g exp(X)g−1, g ∈ G, X ∈ g.

Além disso, seja e : g → Gl(g) a aplicação exponencial do grupo linear Gl(g). Uma

vez que d(Ad)1X = ad(X), então

Ad(exp(X)) = ead(X), X ∈ g;

veja [12, Section 2.5].
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B.1 Decomposições de Cartan e de Iwasawa

Seja g uma álgebra de Lie semissimples real. Considere θ um automorfismo involu-

tivo de g, ou seja, θ2 = θ ◦ θ = 1, onde 1 é o automorfismo identidade de g. Denote

por k e s os autoespaços associados aos autovalores 1 e −1 de θ, respectivamente. Es-

ses autoespaços satisfazem [k, k] ⊂ k, [k, s] ⊂ s, [s, s] ⊂ k. Assim, k é uma subálgebra

de g. Define-se a forma bilinear não-degenerada associada a θ por

〈X, Y 〉θ = −〈X, θ(Y )〉.

Quando 〈·, ·〉θ é um produto interno, θ é uma involução de Cartan. Nesse caso,

g = k⊕ s

é uma decomposição de Cartan de g; veja [22, Proposição 12.21].

Além disso, os subespaços k e s são ortogonais em relação a 〈·, ·〉θ. Para X ∈ k

ad(X) é antissimétrica com relação a 〈·, ·〉θ e para Y ∈ s ad(Y ) é simétrica com

relação a 〈·, ·〉θ; veja [22, Proposição 12.22].

Dada uma decomposição de Cartan g = k ⊕ s, considere a ⊂ s uma subálgebra

abeliana maximal. Para cada funcional linear 0 6= α ∈ a∗ defina o subespaço

gα = {X ∈ g : ∀H ∈ a, [H,X] = α (H)X}.

Um funcional não-nulo α ∈ a∗ tal que o subespaço gα é não-nulo é chamado de raiz

associada ao par (θ, a) e assim, gα é chamado espaço de ráızes associado à raiz α.

Denote por Π = Π(θ, a) o conjunto de ráızes associado ao par (θ, a).

Denotando por K = exp(k), o subgrupo compacto de G, e por S = exp(s), segue

que

G = KS

é uma decomposição de Cartan do grupo G.

Considere

M = {k ∈ K : Ad(k)(H) = H, para todo H ∈ a}
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o centralizador de a em K e

M∗ = {k ∈ K : Ad(k)a = a}

o normalizador de a em K. Note queM é um subgrupo normal deM∗. O grupo de

Weyl anaĺıtico associado ao par (θ, a) é o grupo quociente W =M∗/M , que coincide

com o grupo gerado pelas reflexões rα, α ∈ Π, rα(β) = β − 2〈α,β〉
〈α,α〉

α; veja [17, section

4.6].

O subconjunto de a,

{H ∈ a : α(H) 6= 0, para todo α ∈ Π},

é o conjunto dos elementos regulares em a. Esse conjunto é aberto e denso em a.

Uma componente conexa desse conjunto é chamada de câmara de Weyl.

Escolha uma câmara de Weyl a+. Define-se

Π+ = {α ∈ Π : α(H) > 0, para todo H ∈ a+}

o conjunto de ráızes positivas associadas a a+. O conjunto de ráızes negativas é

dado por Π− = −Π+.

Dada a escolha da câmara de Weyl a+, as subálgebras

n+ =
∑

α∈Π+

gα e n− =
∑

α∈Π+

g−α

são nilpotentes. Assim, tem-se que

g = k⊕ a⊕ n+

é a decomposição de Iwasawa de g com relação ao terno (θ, a, a+). Essa decomposição

é única a menos de conjugação por Int(g).

Sejam A = exp a e N+ = expn+ subgrupos conexos de G. Então

G = KAN

é a decomposição de Iwasawa do grupo G.
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B.2 Variedades flag

Fixe (θ, a, a+) e Σ ⊂ Π+ o sistema simples de ráızes associado a a+. Dado um

subconjunto Θ ⊂ Σ, denote por

〈Θ〉 = {α ∈ Π : supp(α) ⊂ Θ ou supp(−α) ⊂ Θ}

o conjunto de todas as ráızes em Π que são combinações lineares de ráızes em Θ,

onde supp(α) é o suporte da raiz α, e por 〈Θ〉+ = 〈Θ〉 ∩Π+. Considere as seguintes

subálgebras nilpotentes

n+(Θ) =
∑

α∈〈Θ〉+

gα e n−(Θ) =
∑

α∈〈Θ〉−

g−α.

A subálgebra

p = m⊕ a⊕ n+

é a subálgebra parabólica minimal de g associada a a+, e a subálgebra parabólica de

tipo Θ é dada por

pΘ = p⊕ n−(Θ).

Se Θ = ∅, então p∅ = p.

O subgrupo parabólico de G de tipo Θ, PΘ, é o normalizador de pΘ em G:

PΘ = NormG(pΘ) = {g ∈ G : Ad(g)pΘ ⊂ pΘ},

com álgebra de Lie pΘ.

A variedade flag de tipo Θ , dada pelo espaço homogêneo FΘ = G/PΘ, é realizada

como o conjunto {Ad(g) · pΘ} das subálgebras parabólicas conjugadas a pΘ. Essa

identificação é dada por g · PΘ ↔ Ad(g) · pΘ. Assim, FΘ independente do grupo

espećıfico G com álgebra de Lie g. Se Θ = ∅, então denota-se por F variedade flag

maximal.

Defina uma subálgebra nilpotente

n−Θ =
∑

α∈Π+\〈Θ〉

g−α
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e N−
Θ = exp n−Θ o subgrupo conexo. Seja bΘ a origem da variedade flag FΘ em

relação a PΘ. A decomposição de FΘ como união disjunta das órbitas de N−
Θ é

chamada de decomposição de Bruhat regular :

FΘ =
⋃

w∈W/WΘ

N−
Θ · w̃bΘ

onde w̃ é representante de w ∈ W em M∗ e WΘ é o subgrupo parabólico de tipo Θ

de W gerado pelas reflexões em torno das ráızes de Θ. A órbita N−
Θ · bΘ é aberta e

densa em FΘ e os seus conjugados g(N−
Θ · bΘ), g ∈ G são chamados de células abertas

de Bruhat.

Dado H ∈ cla+, denote por H̃ o campo vetorial induzido na variedade flag FΘ,

com o fluxo exp(tH), t ∈ R. ZH = {g ∈ G : Ad(g)H = H} é o centralizador de H

em G e KH = ZH∩K é o centralizador em K. As componentes conexas do conjunto

dos pontos fixos de exp(tH) são dadas pelas órbitas

ZH · wbΘ = KH · wbΘ, w ∈ W

que são denotadas por fixΘ(H,w). Essas componentes são chamadas de pontos fixos

tipo w. Tem-se que fixΘ(H, 1) é o único atrator. A variedade estável da componente

conexa fixΘ(H,w) é dada pelas órbitas

stΘ(H,w) = N−
HZH · wbΘ

com N−
H = exp n−H e n−H = n−Θ(H) , onde Θ(H) = {α ∈ Σ : α(H) = 0} é o anulador

de H em Σ. Assim,

FΘ =
⋃

w∈WH\W/WΘ

N−
HZH · wbΘ =

⋃

w∈WH\W/WΘ

stΘ(H,w)

é a decomposição de Bruhat generalizada da variedade flag FΘ. WH = {w ∈ W :

wH = H} é o subgrupo de isotropia de H pelo grupo de Weyl W .
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B.3 Subálgebra de Cartan

Seja g uma álgebra de Lie. Uma subálgebra de Cartan de g é uma álgebra h ⊂ g que

satisfaz: h é nilpotente, ou seja, gk = [g, gk−1] = {0} para algum k ≥ 1; se [X, h] ⊂ h

então X ∈ h.

Sejam g uma álgebra de Lie semissimples complexa e h uma subálgebra de Cartan

de g. A álgebra g decompõem-se como

g = h⊕
∑

α∈Π

gα

onde cada α é peso não-nulo ou raiz da representação adjunta de h em g e os espaços

gα são os espaços de ráızes. Além disso, para α e β ráızes, tem-se que [gα, gβ] ⊂ gα+β.

Se α e β são duas ráızes de h, então paraX ∈ gα e Y ∈ gβ tem-se que 〈X, Y 〉 = 0,

a menos que β 6= −α; veja [22, Lema 6.3].

Usando o fato que a forma de Cartan-Killing 〈·, ·〉 é não degenerada tem-se que

a restrição de 〈·, ·〉 a h é não degenerada. Além disso, se α é raiz, então −α também

é raiz e para todo X ∈ gα existe Y ∈ g−α tal que 〈X, Y 〉 6= 0; veja [22, Corolário

6.4].

Para todo H ∈ h e toda raiz α, ad(H)|gα = α(H)id e as transformações lineares

ad(H) são simultaneamente diagonalizáveis; veja [22, Proposição 6.5]. Assim, h é

abeliana e o conjunto Π das ráızes gera o dual h∗ de h, isto é, para toda raiz α, se

α(H) = 0, então H = 0.

É posśıvel definir o correspondente à forma de Cartan-Killing no dual h∗ de h.

Como a forma de Cartan-Killing é bilinear, ela define uma aplicação h∗ → h por

H 7→ αH(·) = 〈H, ·〉.

Como a forma de Cartan-Killing é não degenerada quando restrita a h, essa

aplicação é um isomorfismo entre h e h∗. Assim, para α ∈ h∗, sua imagem inversa,

denotada por Hα, é definida por α(H) = 〈Hα, H〉 para todo H ∈ h.
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Usando esse isomorfismo, pode-se falar em forma de Cartan-Killing no dual h∗

definindo 〈α, β〉 = 〈Hα, Hβ〉 = α(Hβ) = β(Hα), com α, β ∈ h∗.

Dessa forma, as ráızes α ∈ Π definem um número finito de elementos Hα em h.

Assim, como o conjunto Π das ráızes gera o dual h∗, então, para α ∈ Π, o subespaço

gerado em R por Hα é denotado por hR e gera h. Tem-se que h = hR + ihR.

Lema B.1 [22, Lema 6.8]

1. Se X ∈ gα e Y ∈ g−α, então [X, Y ] = 〈X, Y 〉Hα.

2. Para todo X ∈ gα, existe Y ∈ g−α tal que [X, Y ] = Hα.

3. Sejam α e β ráızes. Então 〈β, α〉 = qβα〈α, α〉.

4. Para toda raiz α, 〈α, α〉 é um racional estritamente positivo. Portanto, 〈α, β〉 ∈

Q para qualquer par de ráızes α, β.

5. dim gα = 1.

6. Os únicos múltiplos inteiros de uma raiz α que são ráızes são α e −α.

A partir do lema anterior é posśıvel tomar em g subálgebras isomorfas a sl(2).

Assim, para a raiz α, tem-se que a subálgebra

g (α) = spanC{Hα} ⊕ gα ⊕ g−α

é isomorfa a sl(2); veja [22, Proposição 6.9].

B.4 Álgebras clássicas

Uma raiz α ∈ Π é simples, em relação a uma ordem lexicográfica fixada se: α > 0;

não existem β, γ ∈ Π tais que β e γ são positivas e α = β+γ. O conjunto das ráızes

simples será denotado por Σ.
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Uma raiz α, com α > 0, se escreve de maneira única como α = n1α1 + · · · +

nlαl onde ni ≥ 0 são inteiros; veja [22, Lema 6.20]. Segue que o conjunto Σ =

{α1, · · · , αl} é chamado de sistema simples de ráızes.

Um diagrama de Dynkin é um diagrama definido a partir de um sistema simples

de ráızes.

O suporte de uma raiz α, supp(α), é o subconjunto das ráızes simples Σ que

aparecem com os coeficientes ni não nulos na combinação linear de α. O suporte

de toda raiz é um subconjunto conexo do diagrama de Dynkin e todo subconjunto

conexo do diagrama de Dynkin é o suporte de alguma raiz. Diz-se que uma raiz

α tem suporte total quando seu suporte é todo o diagrama de Dynkin e escreve-se

supp(α) = Σ.

As álgebras semissimples são determinadas pelos diagramas de Dynkin. Assim,

uma classificação dos diagramas de Dynkin é também uma classificação das álgebras

semissimples. Na verdade, existe uma relação biuńıvoca que associa a cada classe de

equivalência de álgebras semissimples um único diagrama de Dynkin e vice-versa.

As álgebras clássicas são os representantes das álgebras associadas aos diagramas

de Dynkin Al com l ≥ 1, Bl com l ≥ 2, Cl com l ≥ 3 e Dl com l ≥ 4.

B.4.1 Álgebra Al

O diagrama

Al, l ≥ 1 ❢ ❢ . . . ❢ ❢

α1 α2 αl−1 αl

está associado à álgebra sl(l+1) = {A ∈ gl(l+1) : tr(A) = 0}, onde tr(A) é o traço

da matriz A.

Uma subálgebra de Cartan h é a álgebra de matrizes diagonais de traço zero.
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Para cada i = 1, . . . , l + 1, define-se λi : h → C por

λi : diag(a1, . . . , al+1) 7→ ai.

Um conjunto de ráızes é dado por

Π = {λi ± λj, i 6= j} .

Um sistema simples de ráızes é dado por

Σ = {λ1 − λ2, λ2 − λ3, . . . , λl − λl+1} .

B.4.2 Álgebra Bl

O diagrama

Bl, l ≥ 2 ❢ ❢ . . . ❢ ❢❆❆
✁✁α1 α2 αl−1 αl

está associado à álgebra de matrizes antissimétricas em dimensão ı́mpar

so(2l + 1) = {X ∈ sl(2l + 1) : X t +X = 0}

onde X t é a transposta da matriz X. Uma matriz X ∈ so(2l + 1) se, e somente se,

X =




0 β γ
−γt A B
−βt C −At




onde A,B,C são matrizes l× l com B+Bt = C+Ct = 0 e β e γ são matrizes 1× l.

Uma subálgebra de Cartan h é a subálgebra de dimensão l das matrizes diagonais

em so(2l + 1). Para cada, i = 1, . . . , l, define-se λi : h → C por

λi : diag{0, a1, . . . , al,−a1, . . . ,−al} 7→ ai.

Um conjunto de ráızes é dado por

Π = {±λi ± λj, i 6= j, ±λi}.
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Um sistema simples de ráızes é dado por

Σ = {λ1 − λ2, λ2 − λ3, . . . , λl−1 − λl, λl} .

B.4.3 Álgebra Cl

O diagrama

Cl, l ≥ 3 ❢ ❢ . . . ❢✁✁
❆❆

❢

α1 α2 αl−1 αl

está associado à álgebra simplética sp(l), que é a álgebra das matrizes 2l×2l escritas

em blocos l × l do tipo (
A B
C −At

)

onde B e C são matrizes tais que B − Bt = C − Ct = 0.

Uma subálgebra de Cartan h é a álgebra de matrizes diagonais em sp(l). Define-

se, para cada i = 1, . . . , l, λi : h → R por

λi : diag{a1, . . . , al,−a1, . . . ,−al} 7→ ai.

Um conjunto de ráızes é dado por

Π = {λi − λj, i 6= j,±(λi + λj)}.

Um sistema simples de ráızes é dado por

Σ = {λ1 − λ2, λ2 − λ3, . . . , λl−1 − λl, 2λl} .

B.4.4 Álgebra Dl

O diagrama

Dl, l ≥ 4 ❢

α1

❢

α2

. . . ❢αl−2
✱
✱✱

❧
❧❧

❢αl−1

❢αl
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esta associado á álgebra de matrizes antissimétricas em dimensão par

so(2l) = {X ∈ sl(2l) : X t +X = 0}.

Uma matriz X ∈ so(2l) se, e somente se,

X =

(
A B
C −At

)

onde B e C são matrizes antissimétricas l × l.

Uma subálgebra de Cartan h é a álgebra de matrizes diagonais em so(2l). Define-

se, para cada i = 1, · · · , l, λi : h → R por

λi : diag{a1, . . . , al,−a1, . . . ,−al} 7→ ai.

Um conjunto de ráızes é dado por

Π = {±λi ± λj, i 6= j}.

Um sistema simples de ráızes é dado por

Σ = {λ1 − λ2, λ2 − λ3, . . . , λl−1 − λl, λl−1 + λl} .

B.5 Álgebras excepcionais

B.5.1 Álgebras do tipo G2

O diagrama

G2
❢ ❢❆❆

✁✁α1 α2

está associado a álgebra g(2) = sl(3)⊕ V ⊕ V ∗, onde V é um espaço vetorial de C3

e V ∗ o seu espaço dual.
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Uma subálgebra de Cartan h é a álgebra de matrizes diagonais em sl(3). Define-

se, para cada i = 1, 2, 3, λi : h → R por

λi : diag{a1, a2, a3} 7→ ai.

Um conjunto de ráızes de h em g(2) é dado por

• ±(λi − λj), com i 6= j cujos subespaços de ráızes estão contidos em sl(3);

• λi, com i = 1, 2, 3 cujos subespaços de ráızes estão contidos em V ;

• −λi, com i = 1, 2, 3 cujos subespaços de ráızes estão contidos em V ∗.

Um sistema simples de ráızes é dado por

Σ = {λ1 − λ2, λ2} .

B.5.2 Álgebras do tipo E8

O diagrama

E8
❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢

❢

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

α8

está associado a álgebra e(8) = sl(9)⊕ V ⊕ V ∗, onde V é o produto exterior
∧3 C9 e

V ∗ o seu espaço dual.

Uma subálgebra de Cartan h é a álgebra de matrizes diagonais em sl(9). Define-

se, para cada i = 1, . . . , 9, λi : h → R por

λi : diag{a1, . . . , a9} 7→ ai.

Um conjunto de ráızes de h em e(8) é dado por

• αij = λi − λj, com i 6= j cujos subespaços de ráızes estão contidos em sl(9);

101



• βijk = λi + λj + λk, com i < j < k cujos subespaços de ráızes estão contidos

em V ;

• −βijk = −(λi + λj + λk), com i < j < k cujos subespaços de ráızes estão

contidos em V ∗.

Um sistema simples de ráızes é dado por

Σ = {λ2 − λ3, . . . , λ8 − λ9,−(λ2 + λ3 + λ4)} .

B.5.3 Álgebras do tipo E7

O diagrama

E7
❢ ❢ ❢ ❢ ❢ ❢

❢

α1 α2 α3 α4 α5 α6

α7

está associado a álgebra e(7). A construção da álgebra e(7) pode ser feita a partir da

álgebra e(8) ao retirar uma raiz mais à esquerda da base da álgebra e(8).

Um sistema simples de ráızes é dado por

Σ = {λ2 − λ3, · · · , λ7 − λ8,−(λ2 + λ3 + λ4)} .

As ráızes positivas são dadas por

• λi − λj, com 2 ≤ i < j ≤ 8;

• −(λi + λj + λk), com 2 ≤ i < j < k ≤ 8;

• λ1 + λi + λ9, com 2 ≤ i ≤ 8.

B.5.4 Álgebras do tipo E6

O diagrama
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E6
❢ ❢ ❢ ❢ ❢

❢

α1 α2 α3 α4 α5

α6

está associado a álgebra e(6). A construção da álgebra e(6) pode ser feita a partir da

álgebra e(8) ao retirar duas ráızes da base da álgebra e(8).

Um sistema simples de ráızes é dado por

Σ = {λ2 − λ3, . . . , λ6 − λ7,−(λ2 + λ3 + λ4)} .

As ráızes positivas são dadas por

• λi − λj, com 2 ≤ i < j ≤ 7;

• −(λi + λj + λk), com 2 ≤ i < j < k ≤ 7;

• λ1 + λ8 + λ9

B.5.5 Álgebras do tipo F4

O diagrama

F4
❢

α1

❢

α2

❢

α3

❆❆
✁✁

❢

α4

está associado a álgebra f(4). A álgebra f(4) pode ser constrúıda como a subálgebra

dos pontos fixos de um automorfismo involutivo θ da álgebra e(6).

Um sistema simples de ráızes é dado por

Σ =

{
α6, α3,

α2 + α4

2
,
α1 + α5

2

}
.

As ráızes positivas fixadas por θ são dadas por

• λi − λθ(i), com i = 2, 3, 4;
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• −(λi + λj + λk) onde nenhum dos ı́ndices i, j, k é a imagem do outro por θ;

• λ1 + λ8 + λ9

B.6 Grupos de Weyl

O grupo de Weyl é o grupo, das transformações lineares da subálgebra de Cartan,

gerado pelas reflexões definidas pelas ráızes. Assim, é posśıvel fazer um estudo dos

sistemas simples em paralelo ao estudo dos grupos de Weyl. A seguir são levados em

consideração os sistemas de ráızes que apresentam uma abstração das propriedades

de um conjunto de ráızes de uma subálgebra de Cartan.

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre R. Dado um elemento não

nulo α ∈ V , uma reflexão em relação a α é uma transformação linear inverśıvel

r : V → V que satisfaz: r (α) = −α; o conjunto {α ∈ V : r (α) = α} dos pontos

fixos de r é um hiperplano de V .

Um conjunto Π ⊂ V é um sistema de ráızes se satisfaz

1. Π é finito, gera V e não contém 0;

2. Para todo α ∈ Π existe uma reflexão rα em relação a α tal que rα (Π) = Π;

3. Para todos α, β ∈ Π, rα (β)− β é um múltiplo inteiro de α.

Os elementos de Π são chamados de ráızes. Um sistema de ráızes Π é chamado de

reduzido se os únicos múltiplos de α ∈ Π que são ráızes são α e −α.

O grupo de Weyl algébrico de um sistema de ráızes Π é o grupo gerado pelo

conjunto das reflexões rα, α ∈ Π. Este grupo será denotado por W . O grupo de

Weyl de Π é finito pois W é gerado por transformações que deixam Π invariante e

como Π é finito então W é finito.

Seja W um grupo finito de transformações lineares inverśıveis de um espaço

vetorial real V . Então, existe em V um produto interno 〈·, ·〉 invariante por W no
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sentido em que todo w ∈ W é uma isometria do produto interno, isto é, para todos

α, β ∈ V , 〈wα,wβ〉 = 〈α, β〉; veja [22, Proposição 9.4]. Assim, pode-se fixar um

produto interno invariante pelo grupo de Weyl.

O grupo de Weyl permite decompor V e o sistema de ráızes em componentes

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk

onde cada Vi, i = 1, . . . , k é um subespaço invariante por W e irredut́ıvel, ou seja,

não existem subespaços próprios não nulos U ⊂ Vi que sejam invariantes por W .

Assim, se V = V1⊕· · ·⊕Vk onde cada Vi, i = 1, . . . , k é um subespaço invariante

por W e irredut́ıvel e Πi = Π ∩ Vi, i = 1, . . . , k, então Πi é um sistema de ráızes

em Vi e o grupo de Weyl de Πi coincide com a restrição de W a Vi. Além disso,

Π = Π1 ∪ · · · ∪ Πk; veja [22, Proposição 9.5].

Um sistema de ráızes é chamado de irredut́ıvel se ele não é a união de dois

subconjuntos disjuntos e ortogonais.

Seja Π ⊂ V um sistema de ráızes. O conjunto

V = {β ∈ V : 〈α, β〉 6= 0 para todo α ∈ Π}

é o conjunto dos elementos regulares em V . V é chamado dessa forma pois quando Π

é dado por uma subálgebra de Cartan, V coincide com os elementos regulares dentro

da subálgebra. Uma câmara de Weyl C é uma componente conexa do conjunto dos

elementos regulares.

O grupo de Weyl W é transitivo no conjunto das câmaras de Weyl e então, nos

sistemas simples de ráızes; veja [22, Proposição 9.13]. A transitividade do grupo de

Weyl nos sistemas simples de ráızes assegura que o diagramas de Dynkin definidos

pelos mesmos coincidem. Em relação ao conjuntos das câmaras de Weyl, a transi-

tividade implica que o fecho C de uma câmara C é um domı́nio fundamental para

ação de W em V , ou seja, dado α ∈ V , existe um único w ∈ W tal que wα ∈ C.

Num sistema de ráızes reduzido e irredut́ıvel, cujo diagrama é conexo, para duas
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ráızes α e β de mesmo comprimento, existe w ∈ W tal que w(α) = β. Em particular,

se os diagramas são Al, Dl ou os excepcionais E6, E7 ou E8, então o grupo de Weyl

é transitivo no conjunto das ráızes. Para os demais diagramas, existem duas órbitas

pela ação do grupo de weyl no conjunto das ráızes; veja [22, Proposição 9.15].

B.7 Forma real

Se V um espaço vetorial sobre C o realificado de V é o espaço vetorial real V R

obtido por restrição dos escalares a R. Nesse caso, a dimensão de V R é o dobro da

dimensão de V .

Se U é um espaço vetorial real, uma estrutura complexa em U é uma trans-

formação linear J : U → U que satisfaz J2 = −1. O realificado de um espaço

vetorial complexo tem uma estrutura complexa canônica. O complexificado UC de

U é o espaço obtido de U por extensão de R ao corpo dos complexos.

Seja U um espaço vetorial real e UC o seu complexificado. Defini-se a conjugação

σ : UC → UC

σ(u+ iv) = u+ iv = u− iv.

Essa conjugação satisfaz σ2 = 1 e é antilinear em UC, ou seja, é linear sobre os reais

e σ(zw) = zw, z ∈ C e w ∈ UC.

Se V é um espaço vetorial complexo, uma conjugação em V é uma transformação

antilinear σ que satisfaz σ2 = 1.

Na análise dos subespaços reais de uma álgebra de Lie complexa g, as conjugações

que interessam são aquelas que satisfazem

[σX, σY ] = σ[X, Y ]. (B.1)

Uma transformação antilinear e inverśıvel de g que satisfaz (B.1) é chamada de

antiautomorfismo. Um antiautomorfismo de g é um automorfismo da realificada

gR. Além disso, o subespaço real dos pontos fixos para um antiautomorfismo é uma
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subálgebra do realificado de g. De fato, se σ(x) = x e σ(y) = y, então por (B.1),

σ[x, y] = [σx, σy] = [x, y]. Assim, dado um antiautomorfismo em g, a álgebra real

g0 = {X ∈ g : σ(X) = X}

tem como complexificada a álgebra g.

Se g uma álgebra de Lie complexa, uma forma real de g é uma subálgebra g0 de

gR, que é o subespaço dos pontos fixos de uma conjugação σ que satisfaz (B.1). Se

isso ocorre, g é o complexificado de g0.

B.7.1 Forma real compacta

Uma álgebra de Lie sobre R é dita compacta se sua forma de Cartan-Killing é

negativa definida.

Seja g uma de Lie complexa semissimples e h uma subálgebra de Cartan. Denote

por Π o conjunto de ráızes de h e Σ um sistema simples de ráızes em Π. Uma forma

real compacta u pode ser constrúıda a partir de uma base de Weyl de g. Uma base

de Weyl de g é formada por Hα com α ∈ Σ e Xα ∈ gα com α ∈ Π, que satisfaz

1. [Xα, X−α] = Hα;

2. [Xα, Xβ] = mα,βXα+β com mα,β ∈ R tal que m−α,−β = −mα,β e se α+ β não

é raiz, então mα,β = 0.

Dessa forma, u é o subespaço real gerado por

{iHα, Xα −X−α, i(Xα +X−α)}

com α percorrendo o conjunto Π+ das ráızes positivas. Particularmente, ihR é uma

subálgebra de Cartan de u.

Essa construção da forma real compacta de g a partir dessa base de Weyl de

g faz sentido porque é garantida a existência dessa base de Weyl associada uma
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subálgebra de Cartan. Ou seja, existem Xα ∈ gα, α ∈ Π com 〈Xα, X−α〉 = 1 tais

que se mα,β é definido por

[Xα, Xβ] = mα,βXα+β,

então mα,β = −m−α,−β; veja [22, Lema 12.14].

B.7.2 Forma real normal

Sejam g uma álgebra semissimples real e g = k⊕s uma decomposição de Cartan. Seja

a ⊂ s uma subálgebra abeliana maximal. Então, existe uma subálgebra abeliana

maximal h de g que contém a. A subálgebra h é de Cartan; veja [22, Proposição

12.25].

Duas subálgebras a e a′ abelianas maximais de s são conjugadas entre si, ou

seja, existe k ∈ K tal que ka′ = a, onde K é o grupo de automorfismo gerado pelas

exponenciais das adjuntas de elementos em k; veja [22, Proposição 12.26].

O posto real de uma álgebra semissimples real é a dimensão comum das álgebras

abelianas maximais contidas em s.

Em geral, o posto real de uma álgebra de Lie é menor que o seu posto, já que

as subálgebras abelianas maximais em s nem sempre são subálgebras de Cartan.

Essa diferença entre o posto e o posto real permite distinguir uma classe especial de

formas reais, a forma real normal.

Seja g uma álgebra semissimples complexa. Uma forma real g0 de g é normal se

para qualquer decomposição de Cartan g0 = k ⊕ s existe em s uma subálgebra de

Cartan de g0. Em outras palavras, uma forma real é normal se o seu posto coincide

com o seu posto real.

B.7.3 Álgebras reais clássicas

As álgebras reais clássicas são as álgebras semissimples reais que aparecem nas

álgebras de matrizes. A seguir, será apresentado algumas formas reais das álgebras
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de Lie complexas clássicas.

Formas reais de Al

A forma real compacta é su(l + 1).

Tipo AI A forma real é álgebra g = sl(l + 1,R) com l ≥ 1, que é a forma real

normal de sl(l+1,C). Uma decomposição de Cartan de g é dada por g = k⊕ s onde

a subálgebra k = so(l + 1,R) enquanto s é o subespaço das matrizes simétricas em

sl(l + 1,R).

Tipo AII A forma real é a álgebra, g = sl(l+1,H), das matrizes quaterniônicas,

ou seja das matrizes que estão em sl(l + 1,C), do tipo

(
Z1 −Z2

Z2 Z1

)

com Z1 e Z2 matrizes complexas (l + 1) × (l + 1). Essas álgebras só ocorrem em

dimensão complexa par, isto é, como forma real de sl(2(l+1),C). Uma decomposição

de Cartan de g é dada por g = k⊕ s onde a subálgebra k = sp(l+ 1) enquanto s é o

subespaço formados pelas matrizes hermitianas da forma acima.

Tipo AIII As formas reais são g = su(p, q), p ≤ q, as quais são as álgebras das

matrizes escritas em blocos p× p e q × q como

(
A B

B
t
C

)
,

onde A e C são anti-hermitiana e tr(A+ C) = 0.

Uma decomposição de Cartan de g é dada por g = k⊕ s onde

k =

(
α 0
0 γ

)
e s =

(
α β

β
t
γ

)
.

A subálgebra k = su(p)⊕su(q)⊕z, onde z é o centro. Nesse caso, k não é simissimples.

Formas reais de Bl e Dl

A forma real compacta é a álgebra so(l), l ≥ 5.
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Tipo BDI A forma real é a álgebra g = so(p, q) com p ≤ q, que é a álgebra das

matrizes reais escritas em blocos p× p e q × q como

(
A B
Bt C

)
,

onde A e C são antissimétricas.

• Se q = p+ 1, então g = so(l, l+ 1) é a forma real normal das álgebras do tipo

Bl.

Uma decomposição de Cartan de g é dada por g = k⊕ s onde

k =




0 β β
−βt A B
−βt B A




com A+ At = B +Bt = 0 e

s =




0 β −β
βt A B
−βt −B −A




com A− At = B − Bt = 0. A subálgebra k = so(l + 1,R)⊕ so(l,R).

• Se q = p, então g = so(l, l) é a forma real normal das álgebras do tipo Dl.

Uma decomposição de Cartan de g é dada por g = k⊕ s onde

k =

(
A B
B A

)

com A+ At = B +Bt = 0 e

s =

(
A B
−B −A

)

com A− At = B +Bt = 0. A subálgebra k = so(l,R)⊕ so(l,R).

Tipo DIII A forma real é a interseção sl(l,H) ∩ so(2l,C), que é a álgebra das

matrizes complexas da forma (
z1 z2
−z2 z1

)

com z1 antissimétrica e z2 hermitiana.
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Formas reais de Cl

A forma real compacta é sp(l) = sp(l,C) ∩ su(2l).

Tipo CI A forma real normal de sp(l,C) é a álgebra simplética real g = sp(l,R)

com l ≥ 3, que é a álgebra das matrizes reais 2l× 2l escritas em blocos l× l do tipo

(
A B
C −At

)

com B − Bt = C − Ct = 0.

Uma decomposição de Cartan de g é dada por g = k⊕ s onde

k =

(
A −B
B A

)

com A+ At = B − Bt = 0 e

s =

(
A B
B −A

)

com A− At = B − Bt = 0. A subálgebra k = u(l).

Tipo CII A forma real é a álgebra g = sp(p, q) das matrizes em sp(p+ q,C) que

satisfazem

AKp,q +Kp,qA
t
= 0,

onde Kp,q =




1p
−1q

−1p
1q


.

Uma decomposição de Cartan de g é dada por g = k⊕ s onde

k =




X 0 W 0
0 Y 0 Z

−X 0 X 0
0 −Z 0 Y




com X ∈ u(p), Y ∈ u(q) e W , Z matrizes simétricas sobre C e

s =




0 X 0 Y

X
t

0 Y t 0
0 Y 0 −X

Y
t

0 −X t 0




com X, Y matrizes p× q sobre C. A álgebra k = sp(p)× sp(q).
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B.7.4 Álgebras excepcionais

A forma real normal das álgebras do tipo g(2) é a álgebra g(2)(2) = sl(3,R)⊕V ⊕V ∗,

onde V = R3. A subálgebra k é isomorfa a su(2)⊕ su(2).

A forma real normal das álgebras do tipo e(8) é a álgebra e(8)(8) = sl(9,R)⊕V ⊕V ∗,

onde V =
∧3 R9. A subálgebra k é isomorfa a so(16).

A forma real normal das álgebras do tipo e(7) é a álgebra e(7)(7). A subálgebra k

é isomorfa a su(8).

A forma real normal das álgebras do tipo e(6) é a álgebra e(6)(6). A subálgebra k

é isomorfa a sp(4).

A forma real normal das álgebras do tipo f(4) é a álgebra f(4)(4). A subálgebra k

é isomorfa a sp(3)⊕ su(2).
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Apêndice C

Conjuntos de controle

Nesse caṕıtulo são lembrados alguns resultados da teoria da ação de semigrupos de

grupos de Lie nas variedades flag. As principais referencias usadas são San Martin

[23], [27] e San Martin-Tonelli [31].

Sejam G um grupo de Lie e S ⊂ G um semigrupo com interior não vazio. Consi-

dere M um espaço homogêneo de G onde S age como semigrupos de difeomorfismo.

Um conjunto de controle invariante pela ação de S em M é um subconjunto

C ⊂M tal que

1. int(C) 6= ∅,

2. cl(Sx) = cl(C) para todo x ∈ C e

3. C é maximal com essas propriedades.

Uma vez que int(S) 6= ∅ tal conjunto é um conjunto fechado e é de fato S-

invariante em M , ou seja, gx ∈ C se g ∈ S e x ∈ C.

Nem toda ação de um semigrupo S em M admite um conjunto de controle S-

invariante. Por exemplo, o semigrupo {ϕt(x) = x+t, t > 0} agindo em R não admite

conjunto de controle S-invariante. Mas quando M é compacta sempre existem

conjuntos de controle S-invariante. De fato, é posśıvel mostrar que cl(Sx) contém

um conjunto de controle invariante para qualquer x ∈ K, um conjunto compacto
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de controle S-invariante; veja [31]. Pela transitividade de G em M e pela existência

de pontos no interior de S, esses conjuntos de controle são em números finitos e

fechados. Na verdade, se C = ∩x∈Mcl(Sx), então C é o único conjunto de controle

S-invariante em M ; veja [31, Proposition 2.2].

Agora seja G um grupo de Lie não compacto, conexo e com centro finito. Seja

S ⊂ G um semigrupo com intS 6= ∅, então em qualquer variedade flag FΘ existe um

único conjunto de controle S-invariante, denotado por CΘ; veja [27, Theorem 3.1].

Existe uma decomposição de Iwasawa g = k + a + n+ da álgebra g e H ∈ a tal

que h = expH ∈ int(S). Além disso, H pode ser escolhido como regular no sentido

que α(H) 6= 0, ∀ raiz α de a; veja [27, Lemma 3.2]. Ou seja, existe um elemento

regular H ∈ int(S).

Se S 6= G, então existe uma variedade flag FΘ tal que o conjunto de con-

trole S-invariante CΘ está contido em um subconjunto σΘ(g) para todo real regular

g ∈ int(S). O subconjunto σΘ(g) é difeomorfo a um espaço Euclidiano; veja [31,

Proposition 4.3].

Pode ser provado que existe um minimal ΘS satisfazendo a condição do Pro-

posição [31, Proposition 4.3]. Esse ΘS, ou melhor a variedade flag FΘS
, é chamada o

tipo flag de S ou tipo parabólico de S, a segunda em virtude do subgrupo parabólico

PΘS
. Várias propriedades de S são derivadas desse tipo flag, por exemplo: o tipo

de homotopia de S como em [25]; as componentes conexas de S como em [5].
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Apêndice D

Sistema de controle

Um sistema de controle é uma famı́lia F de campos de vetores em uma variedade

M n-dimensional.

Uma trajetória de F é uma curva cont́ınua x : [0, t] → M tal que para alguma

partição 0 < t1 < t2 < · · · < tn = t existem campos de vetores X1, · · · , Xn em F

tais que em cada intervalo [ti−1, ti), X é uma curva integral de Xi.

O conjunto de acessibilidade de F em q ∈ M é o conjunto de todos os pontos

w ∈M tais que existe uma trajetória x de F tal que x(0) = q e x(t) = w.

O sistema de controle é transitivo ou controlável se o conjunto de acessibilidade

de F em cada ponto q ∈M é igual a M .

Quando F uma famı́lia de campos de vetores invariantes à direita ou à esquerda

em um grupo de Lie G, o conjunto de acessibilidade de F na identidade é um

semigrupo S(Γ) gerado por
⋃

M∈Γ{e
Mt : t ≤ 0}, onde Γ é um subconjunto da

álgebra de Lie de G formado por valores dos elementos de F na identidade.

Se S(Γ) = G, então F é transitivo ou controlável em G.

Em particular, seja

ġ = (A+ u(t)B) g, u(t) ∈ R (D.1)

um sistema de controle invariante à direita com controles sem restrições com A,B ∈

g onde g é uma álgebra de Lie do grupo de Lie G. Seja S o semigrupo do sistema
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gerado por exp t(A+ uB), t ≥ 0, u ∈ R.

A controlabilidade global em Rn−{0} do sistema de controle D.1 é a possibilidade

de atingir, a partir de um ponto inicial, qualquer ponto final de Rn−{0} através de

interações do sistema.

O sistema de controle D.1 é controlável em Rn−{0} se, e somente se, o semigrupo

de controle S ⊂ G é transitivo em Rn − {0}, ou seja, existe g ∈ S tal que gx = y

para quaisquer x, y ∈ Rn − {0}. Se S tem interior não vazio, S é transitivo em

Rn − {0} se e somente se S = G. Assim, provar a controlabilidade do sistema de

controle D.1 é o mesmo que mostrar que o semigrupo de controle S é todo o grupo

G.
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Apêndice E

Forma de Kähler nas variedades
flag

Nesse caṕıtulo são apresentados resultados sobre uma estrutura quase Hermitiana

invariante nas variedades flag. Esse resultados são baseados em [26].

Seja G um grupo de Lie simples complexo com álgebra de Lie g. Considere h

uma subálgebra de Cartan de g e denote por Π um conjunto de ráızes de h. Seja u

uma forma real compacta de g. Pode-se tomar u o subespaço gerado por ihR, Aα e

iSα, com α ∈ Π, onde Aα = Xα −X−α e Sα = Xα +X−α.

Denote por U a forma real compacta de G correspondente a u. Pela ação tran-

sitiva de U na variedade flag maximal F, escreve-se F = U/T , onde T = P ∩ U é o

toro maximal de U e P é um subgrupo minimal de G. A álgebra de Lie de T é o

subespaço real t = ihR.

Denote por b0 a origem de F. O espaço tangente de F em b0 identifica-se com o

subespaço q gerado por Aα e iSα, com α ∈ Π. Da mesma forma o espaço tangente

complexo de F é identificado por qC. A ação adjunta de T em g deixa q invariante.

Uma métrica Riemanniana ds2 U -invariante em F é completamente determinada

pelo seu valor na origem, ou seja, pelo produto interno em q que é invariante pela

ação adjunta de T . Esse produto interno é da forma

(·, ·)Λ = −〈ΛX, Y 〉
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onde Λ : q → q é positiva definida com relação a forma de Cartan-Killing.

O produto interno (·, ·)Λ admite uma extensão natural a forma bilinear simétrica

em qC. Pela T -invariância de (·, ·)Λ tem-se que os elementos da base Aα e iSα com

α ∈ Π são autovetores de Λ para o mesmo autovalor. Assim, no espaço tangente

complexo tem-se que

Λ(Xα) = λαXα

com λα > 0 e λ−α = λα. Denota-se por ds2Λ a métrica invariante dada por Λ.

Uma estrutura complexa U -invariante para em F é completamente determinada

pelo seu valor J : q → q no espaço tangente à origem. A aplicação J satisfaz

J2 = −1 e comuta com ação adjunta de T em q. Denota-se também por J sua

extensão a qC.

Pela invariância de J tem-se que, para α ∈ Π, J(gα) = gα, os autovalores de J

são ±i e os autovetores em qC são Xα. Assim,

J(Xα) = iεαXα,

onde εα = ±1 e ε−α = −εα.

Uma métrica ds2Λ U -invariante em F é quase Hermitiana com relação a J , ou

seja, ds2Λ(JX, JY ) = ds2Λ(X, Y ). Define-se por

Ω(X, Y ) = ds2Λ(X, JY ) = −〈ΛX, JY 〉

a forma de Kähler. Denota-se por Ω = ΩJ,Λ. Essa forma estende-se a uma 2-forma

U - invariante em qC, a qual também é denotada por Ω. O valor de Ω nos vetores da

base são

Ω(Xα, Yβ) = −iλαεβ〈ΛXα, Yβ〉.

Como 〈ΛXα, Yβ〉 = 0, a menos que β = −α, então Ω é não nula apenas nos pares

(Xα, Yα) e Ω(Xα, Yα) = iλαεα.

118



Pela invariância de Ω, tem-se que se X, Y , Z ∈ q são campos de vetores em F,

a diferencial exterior dΩ de Ω na origem é dada por

−
1

3
dΩ(X, Y, Z) = −dΩ([X, Y ], Z) + dΩ([X,Z], Y )− dΩ([Y, Z], X).

Além disso, se α, β, γ são ráızes, a diferencial exterior dΩ(Xα, Xβ, Xγ) é nula a

menos que α + β + γ = 0; veja [26, Proposition 2.1].
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Apêndice F

Cohomologia de De Rham

Uma P−forma Ω em uma variedade diferenciável M é fechada se dΩ = 0. Uma

P−forma Ω é exata se existe uma (P − 1)−forma Ψ tal que Ω = dΨ. Uma vez que

d2 = 0, então toda forma fechada é exata.

O espaço quociente de um espaço vetorial real de P−formas fechadas módulo

subespaço de P−formas exatas é o P−eśımo grupo de cohomologia de De Rham de

M .

HP
De Rham(M) =

{P − formas fechadas}

{P − formas exatas}
.

Exemplo: Para P > 1, não existem P -formas não nulas em S1, então

HP
De Rham(S

1) = e,

exceto para P = 0, 1.

Não existem 0-formas exatas em S1 e uma 0-forma fechada em uma variedade

conexa é uma função constante. Então,

H0
De Rham(S

1) = R.

A função coordenada polar θ em S1 não está bem definida globalmente, uma vez

que está definida apenas até um múltiplo inteiro de 2π. Mas sua diferencial dθ é

uma 1-forma bem definida e não nula em S1. De fato, dθ é uma forma volume da

métrica Riemanniana natural que S1 herda de R2.
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A 1-forma dθ não é exata, pois se fosse sua integral sobre S1 seria 0 e não 2π.

Todas as 1-formas em S1 são fechadas. Na verdade, uma 1-forma em S1 difere de

um múltiplo real de dθ por uma forma exata. Então,

H1
De Rham(S

1) = R.
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