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Resumo

Seja S um semigrupo com interior nao vazio de um grupo de Lie simples G, conexo,
complexo ou real. No caso em que o grupo G é real também considere-o nao com-
pacto, com centro finito e cuja algebra de Lie é uma forma real, normal de uma
algebra cldssica. Seja G(«) o subgrupo gerado por exp g+,, onde g, é o espago de
raizes associado a raiz a. Dessa forma, G(«) é isomorfo a S1(2,C) no caso complexo,
a Sm)/ D no caso real, onde D é um subgrupo discreto central e SI/(E,@/R) é o re-
cobrimento universal de SI(2,R). O objetivo principal desta tese é provar que S é
o préprio grupo G quando S contém um subgrupo G(«). A prova desse resultado
usa os seguintes fatos: o conjunto de controle invariante pela agao de S é contratil
em alguma variedade flag se S é proprio (resultado provado anteriormente); varias
érbitas de G(a) sao esferas, S? no caso complexo, S! no caso real, homotopicamente

nao nulas. O resultado de que S nao é préprio quando contém algum G(«) é aplicado

para revisitar um teorema de controlabilidade e obter algumas melhorias.

X






Abstract

Let S be a semigroup with nonempty interior of a complex or real connected simple
Lie group G. In the case the group G is real also assume that G is non-compact,
with finite center, whose algebra is a normal real form of a classic algebra. Let
G(a) be the subgroup spanned by exp g+,, where g, is the root space associated
to the root a. In this way, G(«) is isomorphic to SI(2,C) in the complex case, to
Sm) /D in the real case, where D is a central discrete subgroup and SI/(ZO/R) is
the universal covering of S1(2, R). The main goal in this thesis is to prove that S is
the whole group G whenever S contains a subgroup G(«). The proof of this result
exploits the following facts: the S-invariant control set is contractible in some flag
manifold if S is proper (result previously proved); several orbits of G(«) are spheres,
S? in the complex case, S* in the real case, not null-homotopic. The result that

guarantees that S is not proper whenever it contains a G/(«) is applied to revisit a

controllability theorem and get some improvements.
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Introducao

Neste trabalho é apresentado um método, fundamentado na topologia algébrica das
variedades flag, para estudar a controlabilidade dos sistemas de controle bilineares

e sistemas de controle invariantes em grupos de Lie simples ou semissimples.

Esse método é baseado na geometria dos conjuntos de controle invariantes nas

variedades flag, como descrito inicialmente em [23], [27] e [31] e e posteriormente em

3], [5], [25], [28], [29] e [30].

Em particular, é empregado aqui que se S é um semigrupo com interior nao
vazio do grupo de Lie simples GG, entao existe pelo menos uma variedade flag Fg de
G tal que o Unico conjunto de controle S-invariante Cg C Fg estd contido em um
subconjunto £ C Fg, o qual é difeomorfo ao espaco Euclidiano RY; veja Teorema 1.4
abaixo. Isso implica que qualquer curva fechada ~ contida em Cg é homotopica, em
Fo, a um ponto e assim representa um elemento trivial do grupo fundamental m (Fg)
da variedade flag Fg. Da mesma forma, qualquer esfera de dimensao maior S™ C Cg
representa a identidade do grupo de homotopia 7,(Fg). Com isso é possivel provar
que S = G, mostrando que os conjuntos de controle S-invariantes Cg em todas as
variedades flag Fg nao sao topologicamente triviais, por exemplo, contém uma curva

ou uma esfera nao homotopica, na variedade flag Fg, a um ponto.

Seja G um grupo de Lie simples, conexo, complexo ou real com &algebra de Lie
g. No caso em que o grupo G é real também considere-o nao compacto, com centro
finito e cuja algebra de Lie g é uma forma real normal de uma algebra classica gc,

ou seja g ¢ uma algebra tal que seu posto coincide com seu posto real.



Seja G(«) o subgrupo gerado por exp g4, onde g, ¢ 0 espaco de raizes associado
a raiz . Entao, G(«) é isomorfo a SI(2,C) no caso complexo, a SI(2,R)/D no caso

—_—

real, onde D é um subgrupo discreto central e SI(2,R) é o recobrimento universal

de SI(2,R).

Os resultados principais desta tese, Teorema 2.1 no caso complexo e Teorema
4.1 no caso real, dizem que um semigrupo S de interior nao vazio é o préprio grupo

G se G(a) C S para alguma raiz a.

A prova desses teoremas consiste em:

i) verificar que vérias G(«)-6rbitas sao esferas, S? no caso complexo, S! no caso

real, nao homotopicas a um ponto em Fg; e

ii) verificar que algumas dessas dérbitas estao contidas no tinico conjunto de con-
trole S-invariante Cg. Assim, se essas G(«)-6rbitas nao sdo homotdpicas a um
ponto em toda variedade flag Fg, entdao Cg nao esta contido em um subcon-

junto contréatil e, desse modo, S é o proprio G.

Como aplicacao do método apresentado neste trabalho obtém-se a controlabili-
dade em G de um sistema de controle invariante em G que satisfaz a condicao do
posto da édlgebra de Lie e que, para alguma raiz «, o subgrupo G(«) esté contido no
semigrupo de controle S associado ao sistema de controle invariante. Isso é possivel
aplicando esse método para o semigrupo de controle S, pois mostrando que o se-
migrupo de controle S é transitivo em G, ou seja, S = G, tem-se que o sistema de

controle invariante é controlavel em G.

Sabe-se que se A, B € sl(2), entao o semigrupo de controle S gerado por {A, £ B}
nio é transitivo em S1(2), ou seja, o sistema de controle nao é controlavel em R?—{0}
se, e somente se, det[A, B] > 0; veja [4, Theorem 5.3]. Em particular, se A e B sao

matrizes simétricas, entao o sistema nao é controlavel em R? —{0}; veja [16, Section

I11].



A inspiragao para pensar no grupo G(«) provém de uma série de artigos iniciada
com Jurdjevic-Kupka [15], [16], seguida por outros como Gauthier-Kupka-Sallet [10]
e referencias 14 citadas, e finalizada com o resultado de El Assoudi-Gauthier-Kupka
[1]. Um dos principais tépicos abordados nesses artigos é que o semigrupo de controle

S contém um elemento regular e G(p) quando p é a raiz maxima.

Dessa forma, os Teoremas 2.1 e 4.1, respectivamente, para os casos complexo e
real, fornecem uma prova alternativa do teorema principal de [1]. Isso porque os
resultados desta tese sao para uma raiz arbitraria «, e nao apenas para raiz maxima.

Essa melhoria é apresentada no Capitulo 5, em particular, no Teorema 5.3.

No caso em que o grupo G é complexo as G(«a)-6rbitas a serem consideradas
tém dimensao zero ou dois em Fg. Para verificar que varias dessas G(a)-6rbitas
sao esferas S? nao homotdpicas a um ponto em Fg estuda-se a cohomologia de De

Rham H3 i (Fe,R) da variedade flag Fg. Isso é feito no Capitulo 2.

Utilizando uma outra abordagem topoldgica, é possivel verificar que vérias dessas
G(a)-6érbitas sao esferas S? nao homotépicas a um ponto em Fg. Tal verificagao é
feita através do estudo do segundo grupo de homotopia m(Fg) da variedade flag
Fo; para isso usa-se a teoria de representacao de sl(2,C) e a teoria de fibrados em
Fo. Mas vale ressaltar que com essa abordagem topoldgica, o resultado é um pouco
mais fraco, pois em alguns casos a raiz a nao é uma raiz qualquer. Isso é tratado

no Capitulo 3.

No caso em que o grupo G é real, nao compacto, com centro finito e cuja algebra
de Lie é uma forma real normal de uma &lgebra cldssica, entao as G(«)-érbitas que
interessam tém dimensao zero ou um na variedade flag Fg. Vale ressaltar, que os
métodos utilizados para um grupo de Lie simples, conexo, complexo nao funcionam

para o grupo de Lie simples, conexo, real.

Assim, para verificar que vérias dessas G(«)-6rbitas sao esferas S! nao ho-

moto6picas a um ponto em Fg, estuda-se o grupo fundamental 7 (Fg) da variedade



flag Fg. Uma contribuicao desta tese é a apresentacao de um método algébrico
para calcular o grupo fundamental 7 (Fg) para uma variedade flag Fg arbitraria.
Isso é feito no Capitulo 4. Além disso, nesse mesmo capitulo, apresenta-se a prova
do Teorema 4.1 para o caso que a algebra g é uma forma real normal das algebras

excepcionais G e Eg.

Seja G o recobrimento universal do grupo de Lie simples G. Considere KcGo
grupo compacto com algebra de Lie €. Nesse método algébrico para calcular o grupo
fundamental 7 (Fg) utiliza-se informagoes sobre o centralizador M deaem K e em
Johnson [14], M é calculado para algumas algebras de Lie. Assim, no Capitulo 6 é
apresentado, explicitamente, o m(Fg) das variedades flag Fg de algumas élgebras
de Lie. Com isso nota-se que uma variedade Fg é simplesmente conexa se, e somente

se, M é conexo.

No Capitulo 7, para essas mesmas algebras de Lie, um outro método algébrico
é apresentado para calcular o segundo grupo de homotopia m3(Fg) das variedades
flag Fo. Assim, observa-se que os termos Zy que aparecem no 7 (Fg) ndo aparecem

no m(Fg). No caso do m3(Fg) quando nao é trivial aparecem apenas os termos Z.

No capitulo 1 sao apresentados notacgoes e resultados classicos utilizados durante

este texto. Uma maior abordagem desses assuntos ¢é feita nos apéndices.

Vale ressaltar que neste texto os resultados estao enunciados para grupos de Lie
simples. Uma vez que todo grupo de Lie semissimples pode ser decomposto em
componentes simples, os resultados aqui contidos podem ser aplicados para cada
uma dessas componentes e, portanto, estendidos para o caso em que o grupo de Lie

é semissimples.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao apresentados o conjunto de notacoes, defini¢oes e também resul-
tados classicos usados neste texto para um grupo de Lie G semissimples, conexo,

com centro finito e com &lgebra de Lie g:

e f ¢ uma subdlgebra de Cartan, cujo conjunto de raizes é denotado por II. TI*
é o conjunto de raizes positivas com X = {ay,...,q} C IIT o correspondente
sistema simples de raizes. Tem-se II = ITTU(—II") e qualquer a € ITT é uma
combinagao linear o = nijaq + ... 4+ nyay com n; > 0 inteiros. O suporte de «,

supp(«), é o subconjunto de ¥ onde n; > 0.

e A forma de Cartan-Killing g é denotada por (-,-). Se « € h* entdo H, € b é
definida por a(-) = (H,, ) e (o, 8) = (Ha, Hg). O subespaco gerado sobre R

por H,, a € II, é denotado por hg e gera b.

e Escreve-se hy = {H € bg : Va € TI", a(H) > 0} para camara de Weyl

definida por II*.

e O espaco de umaraiz o é g, = {X € g:VH € b, [H,X]| = a(H)X}. Tem-se

que dimg g, = 1, onde K é o corpo de escalares.
e Para uma raiz a, g(«) é a subdlgebra gerada por g, e g_,. Entao,

g(a) = SpanK{Ha} D Jo S g~ 5[(27 K)

bt



G(a) é o subgrupo de Lie conexo com algebra de Lie g(«), que é isomorfo a

S1(2,K)/D, onde D é um subgrupo discreto central e S1(2, K) é o recobrimento
universal de S1(2, K).

Se g é uma &lgebra de Lie complexa, u é uma forma real compacta de g e
U = (expu) é o subgrupo de Lie conexo com &lgebra de Lie u. Sabe-se que U

é semissimples compacto e compacto maximal em G.

Se g ¢ uma forma real normal de uma &lgebra de Lie complexa gc entao em
qualquer decomposicao de Cartan g = £ & s existe em s uma subdlgebra b de
Cartan de g, onde a subdalgebra compacta £ = g Nu e o subespago s = g N iu.

Nesse caso, K = (expt) é subgrupo fechado de U e subgrupo compacto de G.

W é o grupo de Weyl. Duas formas equivalentes de se definir W sao: W é o

grupo gerado por reflexées r, com « € 11, onde r,(5) = B—Qﬁ’ga; W= M*/T
onde T' é o toro dado por UNexph e M* = Normy(h) = {g € U : Ad(g)h C b}
é o normalizador h em U, se g é uma algebra de Lie complexa. W = M*/M
onde M* = Normg(h) e M = {g € K : Ad(g9)H = HparatodoH € h} éo
centralizador de h em K, se g é uma forma real normal.
nt = Zgaen_: Z O a.

aEll+ aEll+

Uma raiz p é uma raiz maxima se n*g, = 0.

Dados b e ITT, ou b e X, existe uma subédlgebra de Borel, a parabdlica minimal

p=bh@®n". Um subconjunto © C ¥ define uma subdalgebra parabdlica por

Po =P+ Z Jo
ac(O)

onde (©) = {a € IT : supp(a) C © ou supp(—a) C O} é o conjunto de raizes

gerado por ©. Observe que pg = p.



e Para © C X, o normalizador de pg, denotado por Pg, é um subgrupo pa-

rabdlico com algebra de Lie pg:
Ps = Normg(p@) = {g eqG: Ad(g)p@ - p@}

e Uma variedade flag Fg = G/Pgs é independente do grupo G' com élgebra de

Lie g. A origem de G/Pg, 0 elemento 1 - Pg, é denotada por beg.

Agora, seja S C G um semigrupo com interior nao vazio, ou seja, int(S) # 0.
Aqui, sao lembrados alguns resultados de [23], [27] e [31] que sdo a base para a

abordagem topolégica para a controlabilidade em G.

Considere S agindo na variedade flag Fg, pela restricao da acao de G. Um
conjunto de controle S-invariante em Fg ¢ um subconjunto C' C Fg tal que cl(Sx) =
C para todo z € C, onde Sx = {gx € Fg : g € S} e cl(Sx) representa o fecho do
conjunto Sz. Uma vez que int(S) # () um conjunto de controle invariante C' é
fechado, tem interior nao vazio e é de fato invariante, isto é, gr € C se g € S e

rzeC.

Lema 1.1 ([27, Theorem 3.1]) Em qualquer variedade flag Fg existe um iunico

conjunto de controle S-invariante denotado por Cg.

Para apresentar a propriedade geométrica de Cg usada neste texto é preciso
estudar a dinamica dos campos de vetores H na variedade flag Fg cujo fluxo é
exp(tH), com H no fecho cl(h}) da camara de Weyl ht. Sabe-se que H é um
campo do vetor gradiente com relacao a alguma métrica Riemanniana em Fg; veja

Duistermat-Kolk-Varadarajan [8] e Ferraiol-Patrao-Seco [9].

Assim, as érbitas de H ou sao pontos fixos ou trajetorias de fluxos entre conjuntos
de pontos fixos. Além disso, H tem um tnico conjunto de pontos fixos atratores,

denotado por atte(H), que tem uma variedade estével e aberta og(H); veja [8] e



[9]. Isso significa que se x € og(H), entdo seu conjunto w-limite w(x) esta contido

em atte(H). Esse atrator tem as seguintes expressoes algébricas
att@(H) = ZH : b@ = UH . b@;

veja [8] e [9]. Aqui Zy = {g € G : Ad(g9)H = H} ¢é o centralizador de H em G
e Uy = Zy NU é o centralizador em U, se g é uma algebra de Lie complexa e
atte(H) = Zy - bo = Ky - b, onde Ky = Zy N K, se g é uma forma real normal.

Seu conjunto estavel og(H) também é escrito algebricamente por
O’@(H) = N[;ZH : b@,

onde N =exp(ng) e ny = Z 9.
(H)<0
Em particular, se H é regular, ou seja, H € hg e a(H) > 0 para a € IIT, entao
Z i reduz-se ao subgrupo de Cartan exp b, o qual fixa bg. Assim,

att@(H) ZZH'b@:{b@}, V H € bg.

Na verdade, no caso regular, os pontos fixos sao isolados, pois H é o gradiente de
uma fungao de Morse; veja [8] e [9]. Também ny = n~, como na notagao acima, e

o conjunto estavel N~ - bg é uma célula aberta de Bruhat.

O seguinte resultado, sobre a decomposi¢ao de Bruhat das variedades flag, é bem

conhecido; veja [8], [17], [34].

Proposicao 1.2 Em qualquer variedade flag Fo a célula aberta de Bruhat N~ - bg

é difeomorfa ao espago Fuclidiano R?. O difeomorfismo é X € ng — exp(X) - be,

ondeng =) {go:a<0ead¢ (O)}.

Seja h = exp(H), com H € bht. Segue da propriedade gradiente de H que

lim,, , ;. h"z = bg para qualquer x € N~ - bg.

Um elemento g € G é denominado reqular real se é um conjugado g = aha™! de

h =expH, H € b com a € G. Entao, escreve-se 0g(g9) = g - 0o(H) e chama-se
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n __

de conjunto estavel de g em Fg. A razdo para esse nome ¢é clara: ¢g" = (aha™1)" =

ah™a™! e assim, se ¥ € 0g(g), entdao g"z — gbe, quando n — +00.

O seguinte lema foi usado em [27] para provar o Lema 1.1.

Lema 1.3 ([27, Lemma 3.2]) Existe um regular real g € int(S).

O seguinte resultado fornece a base da abordagem de controlabilidade deste

trabalho.

Proposicao 1.4 ([31, Proposition 4.3]) Suponha que S # G. Entao existe uma
variedade flag Fg tal que o conjunto de controle S-invariante Cg estd contido em

oe(g) para todo regular real g € int(S).

Corolario 1.5 Se S # G, entao existe uma variedade flag Fg tal que o conjunto de
controle S-invariante Cg estd contido num subconjunto Eg C Fe, o qual é difeomorfo

a um espaco Euclidiano.

Corolério 1.6 Eziste uma variedade flag minimal Fe(s) tal que o conjunto de con-

trole S-invariante Cg(s) estd contido em og(s)(g) para todo reqular real g € int(S).

Corolério 1.7 Eziste uma variedade flag minimal Fe(g) tal que o conjunto de con-
trole S-invariante Cg(s) estd contido num subconjunto £o C Fe(s), 0 qual € difeo-

morfo a um espaco Euclidiano.

Essa variedade flag Fg(g) ¢ chamada de tipo parabdlico de S.

Exemplo: Sejam G = Sl(n,R) e S = SI*(n,R) o semigrupo de G formado por
matrizes cujas entradas sao nao negativas. S é um subsemigrupo com interior
nao vazio em G. Sl(n,R) age transitivamente no espago projetivo P"~! pela agio
Sl(n,R) x P*~! — P~ dada por g[v] — [gv], onde [v] é o espago gerado por v.

Nesse caso, P! = Sl(n,R)/Pg = Fo = F"(1).
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O conjunto C' = {[(x1,...,7,)] € P L2; > 0,i = 1,...,n} que corresponde
ao octante positivo em R” é um conjunto de controle S-invariante. De fato, sejam
r=(x1,...,2,) ey = (y1,...,yn) com x; e y; estritamente positivos para qualquer
i, ou seja, [z] e [y] € int(C). Considere g = odiag(y,/z1,...,yn/x,) com o =
T1y. oy Tn/Y1, -, Yn. Dessa forma, g € S e g[z] = [gz] = oly] = [y], ou seja,
[y] € S[z]. Assim, para [z] € int(C), cl(S[z]) = C. Como para todo [z] € C, existe
g € S tal que g[x] € int(C) tem-se que cl(S[x]) = C, para todo [z] € C. Uma vez
que C' é fechado, C' é de fato um conjunto de controle S-invariante. C' é o tnico
conjunto de controle S-invariante em P"~!. Além disso, SI*(n,R) é o semigrupo de
compressao do conjunto C, ou seja, SIT(n,R) = {g € Sl(n,R); gC C C}. Assim,

P"~1 ¢ o tipo parabdlico de SI*(n, R).
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Capitulo 2

Transitividade de semigrupos nos
grupos de Lie simples complexos

Neste capitulo é apresentado um dos resultados principais deste trabalho, o Teorema
2.1, que trata da transitividade de determinados semigrupos de um grupo de Lie

simples, conexo, complexo G.

Vale ressaltar que um grupo de Lie complexo sempre tem centro centro finito.
Além disso, é importante lembrar que é usada a notacao g(«) = spanc{Hy} ® go &
9o ~51(2,C) e G(a) = (exp g(«)). Dessa forma G(«) é um subgrupo de Lie conexo
com é&lgebra de Lie g(a), o qual é isomorfo a SI(2,C), grupo simplesmente conexo,

cujo centro é Z = {+id}.

Teorema 2.1 Sejam G um grupo de Lie simples, conexo, complexo e S C G um

semigrupo com int(S) # (). Se existe uma raiz o tal que G(a) C S, entao S = G.

Para provar esse teorema é usado o fato que a subdlgebra g(«) é isomorfa a
s1(2,C), e assim a tinica variedade flag do subgrupo G(«) é uma esfera S?. Com isso
em mente prova-se que em qualquer variedade flag Fg de G existem varias G(a)-
érbitas que sao esferas S2. Entao, assegura-se que algumas dessas érbitas estao
contidas no conjunto de controle S-invariante Cg na variedade flag Fg. Finalmente,
usa-se a cohomologia de De Rham da variedade flag Fg para provar que tais érbitas,

esferas S%, nao sao homotépicas a um ponto em Fg. Portanto, Ce nao esté contido
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em um conjunto contratil de Fg e o teorema segue do Corolario 1.5.

O primeiro passo para demonstrar o Teorema 2.1 é o lema a seguir, o qual reduz

a prova para algumas raizes especificas.

Lema 2.2 Sejam v e B raizes tais que f = wy com w € W. Se o Teorema 2.1 vale

para v entao vale também para (5.

Demonstragao: Tome um representante w de w no normalizador M* de h em U.
Entao, 8 = wy implica que G(8) = wG(y)w'. Agora, se G(3) C S, entao G (v)
estd contido no semigrupo wSwW~! que tem interior nao vazio, pois S tem interior

1

nao vazio. Como o Teorema 2.1 vale para raiz ~, entao wSw — = G e isso implica

que S = (. Portanto, o Teorema 2.1 é vélido também para f3. Ll

A afirmacao que o grupo G é simples assegura o seguinte fato sobre a agao do
grupo de Weyl W no conjunto de raizes II: ele é transitivo para os diagramas de
Dynkin A;, D;, Eg, E7 e Eg, os quais tém apenas ligagoes simples. Para os outros
diagramas B, C}, F, e G5 existem duas érbitas, as quais sao dadas pela raiz longa

e pela raiz curta, respectivamente.

Por outro lado, W age transitivamente no conjunto das camaras de Weyl. Logo,
para qualquer o € IT existe uma tnica raiz p na dérbita Wa tal que H, € cl(bf).
Portanto, para os diagramas de Dynkin existe uma ou existem duas raizes com

H, € cl(bf). Pelo lema acima é suficiente provar o teorema para essas raizes.

Se a é uma raiz para os diagramas de Dynkin com ligagoes simples ou « é
uma raiz longa nos outros diagramas de Dynkin, entao a raiz p na érbita Wa com

H, € cl(by) é a raiz mdxima. Em qualquer caso, tem-se a propriedade seguinte.
Proposicao 2.3 Se u é uma raiz com H, € cl(by), entdo supp(p) = 2.

Demonstragao: Se {Hi,...,H;} é a base dual de ¥ = {ay,...,q}, entdo tem-

se que o = «(Hj)ay + ... + a(H;)o para qualquer a € h*. Em particular,
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p=p(Hy)ai+...+p(H)ao. O fecho cl(hy) da camara de Weyl é um cone poliedral
gerado por Hy, ..., H;. Pela Proposicao 2.4 a seguir, (A, B) > 0 para A, B nao nulos
no cl(hg). Portanto, se H, € cl(hg), entdo os coeficientes pu(H;) satisfazem u(H;) =

(H,,H;) >0 parai=1,...,1 eisso implica que supp(p) = X. ]

Proposicao 2.4 (A, B) > 0 para quaisquer A, B ndo nulos em cl(bhy).

Demonstragao: Seja {Hi,...,H;} a base dual de 3. O produto interno por um
elemento dessa base da um peso fundamental de uma representacao de dimensao
finita. Dado H € cl(hg), o produto interno com H; é um miiltiplo positivo do maior
autovalor de H na representacao irredutivel. Como o traco de H nessa representacao
é zero, esse maior autovalor é estritamente positivo, a menos que H = 0. Portanto,
(H,H;) > 0. Isso implica que o produto interno entre dois H|s é positivo. Como a
base dual gera a camara de Weyl, o produto interno (A, B) > 0 para quaisquer A,

B nao nulos no cl(bhy). O

A partir deste ponto e até o fim deste capitulo, u representa uma das raizes com
H, € cl(bg).

Para o préximo passo da prova do Teorema 2.1 vale lembrar a notagao do capitulo
anterior: bg ¢ a origem de uma variedade flag Fg de G; seja E um campo de vetores
na variedade flag Fg cujo fluxo é exp(tH,) com H, € cl(bg). atte(H,) é o conjunto

de pontos fixos atratores de H . € 0e(H,) é o conjunto estavel.

Seja Cg o unico conjunto de controle S-invariante em Fg. Ele é fechado, S-

invariante e tem interior nao vazio. Logo, encontra o conjunto denso og(H,).
Lema 2.5 Se G(u) C S, entio Co Natte(H,) # 0.

Demonstracao: Sabe-se que Cg Nog(H,) # 0, entdo tome z € Co N og(H,).

Se z € Cg, entao seu w-limite com relacao a H,, w(z), esta contido em Cg pois
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{exp(tH,) : t € R} C G(p) C S e Co é S-invariante. Além disso, se x € og(H,),

entdo w(z) C atte(H,). Isso implica que ) # w(x) C Co Natte(H,). O

Dessa forma, é apresentado a seguir um estudo sobre as G(u)-érbitas nos pontos

y € atte(H,) = Zp, -be. Primeiro, para o ponto y = be tem-se o resultado seguinte.

Lema 2.6 Sejam bg a origem de uma variedade flag Fg de G e 5 uma raiz positiva.
Entio, G(8)-be € uma esfera S?* ou reduz-se a um ponto em Fg. Se 8 ¢ (©), entdo

dim(G(B) - be) = 2. Em particular, dim(G(u) - bg) = 2 se H, € cl(bg).

Demonstragao: A ideia principal é que a 6rbita G(3)-bg ¢ igual a bg ou identifica-
se & unica variedade flag de G(f) que é a mesma variedade flag de SI(2,C), a qual

é uma esfera S?, pois g(8) ~ sl(2,C).

Para ver isso, denote por g(f)y, a subdlgebra de isotropia em bg para a agao de

o
G(B) em Fg. Ela contém a subélgebra pg = span{ Hz} @ gs, a qual ¢ uma subélgebra
parabdlica de g(f). Isso implica que o subgrupo de isotropia em bg contém a
componente da identidade do subgrupo parabdlico P3 = Normggps C G(5). Mas
qualquer subgrupo parabdlico do grupo complexo G(3) é conexo, logo Ps estd no

subgrupo de isotropia em bg pela acao de G. Isso mostra que G(/3) - bg é uma esfera

S? ou reduz-se a um ponto em Fg.

Agora, se § ¢ (©), entdo g_sz nao intercepta a dlgebra de isotropia pg em bg,
a qual é a soma da subalgebra de Cartan com espago de raizes. Isso implica que
9(B)be = P, € como um subgrupo de isotropia normaliza a subélgebra de isotro-

pia, segue que Pj é exatamente o subgrupo de isotropia em bg pela agao de G(f3).

Portanto, G(f3) - be identifica-se a G(3)/Ps = S

Em particular, pela Proposigao 2.3, se H,, € cl(h}), entao supp(u) = . Ou seja,
p ¢ () e assim, dim(G(p) - be) = 2. O
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Quanto ao estudo das G/(u)-6rbitas nos pontos y = g - be, g € Zp,, escreve-se

G(p)-y =9 (9 'G(u)g-be) .

Dessa forma, G(u) -y é difeomorfa & 6rbita ¢~ 'G(u)g-be. O grupo de Lie g 'G(u)g
tem dlgebra de Lie g(u)? = Ad(g) (g(p)), a qual também é isomorfa a s[(2, C). Como
Ad(g)(H,) = H,, entao

g(w)? = (Hy) © Ad(g)(g,) © Ad(g)(g-p)-

Lema 2.7 Sejam H, € cl(b) e g € Zp,. Entio, Ad(g)(g,) Cn" = Zga.

a>0
Demonstracao: Como Ad(g)(H,) = H,, segue que Ad(g) comuta com ad(H,) e
aplica os autoespacos de ad(H,,) neles mesmos. Uma vez que g, estd contida no au-
toespago de ad(H,,) associado a p(H,), segue que Ad(g)(g,) esta contida no mesmo
autoespago de ad(H,,) que contém g,,. Por outro lado, a hipdtese H,, € cl(bh;) implica
que pu(H,) = (p, ) > 0 e que os autoespacos de ad(H,) associados aos autovalores

positivos estao contidos em n*. Portanto, Ad(g)(g,) C n™. O

Observagao: Se u ¢é a raiz méxima, entao o lema acima tem um resultado mais
preciso: se g € Zp,, entao g centraliza g(p) e G(p); veja Proposicao 3.4 no préximo
capitulo. Uma vez que g centraliza g(u) e G(p) tem-se que g~ 'G(u)g = G(u),
G(p) -y = g(G(p) - be) e tais fatos simplificam as provas dos Lemas 2.8 ¢ 2.9 e,

consequentemente, do Teorema 2.1.

Lema 2.8 Sejam bg a origem da variedade flag Fo de G e p uma raiz tal que
H, € cl(by). Entao, para g € Zy,, a drbita G(u) -y = g(g7'G(n)g - be) € uma

esfera S? em Fg.

Demonstracao: A subélgebra p, = (H,) ®Ad(g)(g,) ¢ uma subélgebra parabdlica
de Ad(g) (g(p)). Como na prova do Lema 2.6 ¢ suficiente verificar que p,, estd con-

tida na subdlgebra de isotropia g(u);, pela acio de g 'G(u)g em bg. Tem-se que
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H, € g(n)j,- Por outro lado, pelo lema anterior Ad(g)(g,) C n™ estd contida na
subalgebra de isotropia em bg pela acao de G. Portanto, p,, C g(,u)i@, o que concluir

a demonstracao do lema. L]

O lema anterior mostra que cada drbita ¢g71G(u)g - be induz uma aplicacao de

G(pn)/P, = S? em Fg. Denote essa aplicagao por o, : 5? — Fe.

O préximo e tltimo passo para provar o Teorema 2.1 é verificar que as esferas
S? que aparecem no lema anterior, pelo menos uma grande parte delas, nao sao

homotopicas a um ponto em Fg.

A ideia é exibir uma 2-forma diferencial 2 em Fg com df) = 0, ou seja,  é
uma forma diferencial fechada, tal que o pull-back v = o7 (2 é uma forma volume,
nao nula, em S*. Isso prova que a aplicagio o} , : Hj.g(Fo,R) — Hp,g(5% R)

induzida na cohomologia por o4, nao ¢é trivial, e assim, 0,4, nao é homotdpica a

uma aplicacao constante.

De fato, uma forma volume v nao nula na variedade orientdvel S? é um gerador
de sua cohomologia de De Rham H?_z(S? R), ou seja, dv = 0 e v ndo é dn para
uma 1-forma 7, isto é, v é uma forma fechada, mas nao é uma forma exata. Se
v = o, 5, entdao () também nao é exata, de outra forma {2 = dw implicaria que
v =o0, ,dv=do; w e v também seria exata. Assim, () representa um elemento
nao nulo na cohomologia de De Rham H3_ z(Feo,R) e a imagem de sua classe de

cohomologia em o , é a classe de cohomologia [v] # 0.

Uma 2-forma 2 em Fg que desempenha esse trabalho é uma forma simplética
U-invariante associada a uma métrica Hermitiana U-invariante em Fg e a uma
estrutura complexa em Fg, ou seja, uma forma de Kéahler. A construcao desses

objetos geométricos vem de Borel [2]. Para defini-los segue-se [26].

Primeiro, para definir uma 2-forma 2 em Fg é preciso uma base especial do

espago tangente T, Fg na origem bg. Para isso, considere uma base de Weyl de g

16



composta por elementos X,, a € II, com as seguintes propriedades: para cada raiz
a, X, é um gerador do espago de raizes g, satisfazendo (X,, X_,) = 1; além disso,
para «, § € I, [X,, Xg] = ma gXaip, onde mag € R, m_y_5 = —mas € Mas =0

se o + 3 nao é raiz.

Assim, para cada raiz positiva «, defina A, = X, — X o, So = i(Xo + X o) €
u, = span{A,, S.}. A, e S, pertencem a u, a forma real compacta de g, a qual é
a algebra de Lie do grupo U. Pela acao transitiva de U em Fg consegue-se induzir
campos de vetores A, e S,. Entdo, o conjunto iy = {Aq(be), Sulbe) : a & ()} &
uma base real de Tj Fe.

Agora, a 2-forma () é definida em Fg especificando seu valor €}y na origem bg e
estendendo-a para todo Fg pela acao de U. A extensao é possivel se {2y é invariante
pela representacao de isotropia de Ug em Tj,Fg com Ug = Po NU, onde Pg ¢ o
subgrupo parabdlico de G. Para obter {2y escolhe-se, primeiro, niimeros reais A\, > 0,

a € II, satisfazendo:

1. Aags = Ao +Ag se a, B e a+ [ sao raizes positivas;

2. Aoty = Aq S€ @, 7 € o + 1 880 raizes com 7y € (O).
Observagao: Note que os nimeros A, > 0, a € II™, definem um produto interno
em Tp,Fo, o qual, pela segunda condic¢ao, é Ug-invariante. Assim esse produto
interno pode ser estendido, tornando-se uma métrica Riemanniana g em Fg. A
primeira condigao assegura que a métrica Hermitiana construida a partir de g e de

uma estrutura complexa J em Fg, tem uma forma Kahler, a qual é simplética; veja

[26, Section 2.4].

Defina €2y da seguinte forma:

ese X =1u,, Y =uge[#—a, entdo Q(X,Y) = 0;

o se a € ITT, entdo O (A’a(b@), §a(b@)> = Ao
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A condigao 2 acima assegura que )y ¢ uma 2-forma em T3 Fg Ug-invariante, e
assim, por translacao, define uma 2-forma 2 em Fg. Por outro lado, pela condicao

1, tem-se dS2 = 0; veja [26, Proposition 2.1].

Agora é possivel provar que determinadas G(u)-6rbitas contidas em Cg sao es-

feras S? nao homotdpicas a um ponto em Fe.

Lema 2.9 Seja 1 uma raiz positiva tal que H,, € cl(bhg), denote por Zu, o centra-
lizador de H, em G e escreva Uy, = Zy, NU. Considere Fo uma variedade flag
de G. Entao, existe um subconjunto V C atte(H,) = Ug, - be aberto e denso em
atte (H,) tal que, para todoy € V, a drbita G(u)-y € uma esfera S* nao homotdpica

a um ponto em Fg.

Demonstragao: Para qualquer y € atte(H,), escreve-se y = g - be, onde g € Uy, .
Considerando H, € cl(hg), pela Proposicao 2.3, supp(u) = ¥ e pelo Lema 2.6,
G(p) - be ¢ uma esfera S?. Assim seu espaco tangente Ty, (G(1) - be) tem a base real
{gu(b@), §#(b@)}. Da mesma forma, pelo Lema 2.8, ¢7'G(u)g - b é uma esfera S?
e o espaco tangente de g 'G(u)g - be em bg , 0 qual é denotado simplesmente por
T9, é gerado por {gi(b@),gz(b@)}, onde A% = Ad(g)(A,) e S = Ad(g)(S,). Os

vetores gﬁ(b@) e §Z(b@) sao nulos ou formam uma base de 7.

Fazendo o pull-back da forma simplética nao nula €2 para 7Y, define-se a funcao

¢ZUHH'b@—>RpOF

6(g-be) = 2 (A(be). Splbe)) . 9 € Un,.

a qual ¢ bem definida. De fato, qualquer g € Ug, deixa (2 invariante e g-be = g1 - bo
implica que {gz(b@),gg(b@))} e {Ezl(b@),gzl(b@)} geram o mesmo subespago, ou
seja, T9 = T9'. Logo, 2 (ﬁZ(b@), gg(b@)> =Q (gﬁl(b@), §zl(b@)>.

A fungao ¢ é analitica, pois a aplicagdo g — Ad(g) é analitica. A fungao ¢ nao

é identicamente nula. De fato, pelo Lema 2.6 tem-se

6(be) = 2 (A, (bo). S (bo) ) = A, #0.
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Logo, o subconjunto V' = {y € Ug, - be : ¢(y) # 0} é aberto e denso em Upy, - be.
Além disso, pelo Lema 2.8, para qualquer y € V, a érbita G(u) - y é uma esfera
S2. E pela definicio de V, ¢(y) = é(g - be) = Q (Zg (bo) , 5 (b@)> £ 0, com
g € Ug,. Assim Q ¢ invariante por (¢7'G(u)g) NU e esse grupo age transitivamente
em g 'G(u)g - be. Portanto, o pull-back de Q para ¢~ 'G(u)g - be é uma forma
volume nao nula, o que mostra que S? ~ ¢7'G(u)g - be é nio homotépica a um
ponto, se g-bg =y € V. Assim, para todoy € V,G(u) -y = g (g7 G(u)g - be) é nao

homotopica a um ponto em Fg. L]

Fim da prova do Teorema 2.1: Sejax = ng-be € 0o(H,)comn € N-eg € Zy,.
Entao (exp(tH,))ng - be = (exp(tH,))n (exp(—tH,)) g - be, pois (exp(—tH,))g
g (exp(—tH,)) e (exp(—tH,)) - bo = be. Como lim,_,, (exp(tH,)) n (exp(—tH,))

1, segue-se que

lim (exp(tH,))ng - be = g - be.

t—+o0

Seja V' um subconjunto aberto e denso de Zy, - be satisfazendo as propriedades
fornecidas pelo Lema 2.9. Entao, N, -V ¢é aberto e denso em Fo. Como Cg tem

interior nao vazio, pode-se encontrar x € Cg tal que

lim(exp(tH,))x =y € CoNV.

t—+00
Logo, a 6rbita G(u) - y é uma esfera S? contida em Ce nao homotépica a um ponto
em Fg. Isso mostra que Cg nao pode estar contido em um subconjunto contratil de
Fo. Como O foi arbitrario, tem-se que S = . Em vista do Lema 2.2, isso termina

a prova do Teorema 2.1. L]

Corolario 2.10 Seja S C G um semigrupo como no Teorema 2.1. Entao, para

qualquer © C X, S nao tem tipo parabdlico Feg(g).

Demonstragao: No tipo parabdlico Fg(g), o conjunto de controle invariante Cg(s)

estd contido num subconjunto contratil de Feg(gy; veja Coroldrio 1.7. Assim, Fgs)
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nao pode ser projetado em nenhuma variedade flag Fg, onde seu conjunto de con-
trole invariante C'g nao estd contido num subconjunto contratil de Fg. Como isso

acontece para qualquer © C X, S nao tem tipo parabdlico. Ll
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Capitulo 3

Grupos de Lie simples complexos -
outra abordagem topoldgica

Neste capitulo o estudo da transitividade de alguns semigrupos de um grupo de Lie
simples, conexo, complexo, visto no capitulo anterior, é feito com uma abordagem
topologica diferente. Agora ao invés de usar Cohomologia de De Rham, usa-se o
segundo grupo de homotopia m(Fg) da variedade flag Fg e para isso utiliza-se a

teoria de representacao de s[(2,C) e a teoria de fibrados em variedade flag.

O resultado é um pouco mais fraco e é preciso fazer uma separacao para analisar

melhor o que acontece.

Teorema 3.1 Seja G um grupo de Lie simples, conexo, complexo com dlgebra do
tipo A;, Dy, Eg, E7 e Eg. Considere S C G um semigrupo com intS # (). Entao

S =G, se existe uma raiz o tal que G(a) C S.

Teorema 3.2 Seja G um grupo de Lie simples, conexo, complexo com dlgebra do
tipo By, C), Fy e Gy. Considere S C G um semigrupo com intS # (. Entio S = G,

se G(a) C S, para o uma raiz longa.

Como no capitulo anterior a demostracao consiste em mostrar que em qualquer
variedade flag Fg de G existem vdrias G(a)-6rbitas que sdo esferas S? contidas no

conjunto de controle S-invariante Cg as quais nao sao homotopicas a um ponto em
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Fo. Além disso, o primeiro passo para demonstrar o Teorema 3.1 e o Teorema 3.2

é reduzir a prova para uma raiz u tal que H,, € cl(bg).

Se « é uma raiz para os diagramas de Dynkin com liga¢oes simples: A;, D, Fjg,
E7 e Eg ou uma raiz longa para os diagramas com ligagoes duplas: B, C, Fy e Ga,
entao a raiz p na érbita Wa tal que H, € cl(bg) é a raiz maxima. Dessa forma, a

prova do Teorema 3.1 e do Teorema 3.2 é reduzida apenas para a raiz maxima .

Observagao: Note que no capitulo anterior a prova é feita para uma raiz p tal
que H, € cl(h}). E foi usado o pull-back da forma simplética nao nula Q para
mostrar que as G(p)-6rbitas ndo sdo homotdpicas a um ponto em Fg. Aqui, com
a abordagem topoldgica que é utilizada, a principio, s6 é possivel fazer para p raiz
méaxima. No capitulo anterior se p é a raiz maxima, entao as provas ficam mais

rapidas.
A partir daqui até o fim deste capitulo y é a raiz maxima.

Para o proximo passo é lembrada a notacao: bg € a origem de uma variedade flag
Fo de Gj seja [T[H um campo de vetores na variedade flag Fo cujo fluxo é exp(tH,)
com H, € cl(hy). atte(H,) é o conjunto de pontos fixos atratores de ]TIM e oo(H,)
é o conjunto estavel; Cg é o tinico conjunto de controle S-invariante em Fg. Além
disso, C'e encontra o conjunto denso og(H,). E isso implica que se G(u) C .S, entao

Co Natte(H,) # 0; veja Lema 2.5.

Dessa forma, como no capitulo anterior, estuda-se as G(u)-6rbitas nos pontos

y € atte(H,) = Zp, -be. Primeiro, para o ponto y = be tem-se o seguinte resultado.

Lema 3.3 Sejam bg a origem de uma variedade flag Fg de G e p a raiz mdxima.

Entio G(u) - be € uma esfera S* em Fg.

Demonstragao: A prova segue do Lema 2.6 e do fato que a raiz maxima p ¢ (©)

e assim, dim(G () - be) = 2. O
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Quanto ao estudo das G/(u)-6rbitas nos pontos y = g - be, g € Zp,, escreve-se

G(u)-y=9(97'G(u)g-be) .

Dessa forma, G(u) -y ¢ difeomorfa a érbita g7 'G(u)g - be. O grupo de Lie g7'G(u)g
tem algebra de Lie g(u)? = Ad(g) (g(p)), a qual também é isomorfa a sl(2, C).

A proxima proposicao diz respeito aquilo que foi observado, no capitulo anterior,
logo apds a demonstracao do Lema 2.7. Observe que essa proposicao assegura que
para a raiz maxima gG(u)g~' = G(u), g € Zu, e o conjunto V do Lema 2.9 é

att@ (HH)

Proposicao 3.4 Seja ;1 a raiz mdzima e suponha que g € G centraliza H,, ou
seja, Ad(g)(H,) = H,. Entdao, g normaliza G(p). Na verdade, g comuta com todo
h e G(p).

Demonstragao: Seja Zp, o centralizador de H, em G. O grupo Zy, é um grupo
de Lie com élgebra de Lie 35, = kerad(H),), o centralizador de H, em g. Pela
decomposicao de espaco de raizes tem-se que
3u, = b+ Z 95
B(Hu)=0

Escreva Oy, = {a € ¥ : a(H,) = 0}. Entao, a raiz 8 anula H, se, e somente se,
supp(8) C Op,. Isso segue do fato que H, € cl(hf), ou seja, se a ¢ Op,, entdo
a(H,) > 0.

Tome a raiz § com S(H,) = (B, ) = 0. Entao, p &+ S nao sao raizes. De fato,
se B > 0, entao pu + [ nao é raiz. Assim, pela férmula de Killing, a ortogonalidade
(B, ) = 0 implica que p —  ndo é uma raiz. Tem-se também que —p £ 5 nao sao
raizes. Portanto, se 5(H,) = 0, ent&o [g+,, 93] = 0 e, como h é abeliano conclui-se

que [X,g(p)] =0se X € 3m,.

Como o grupo G é complexo, tem-se que Zy, é conexo. Assim, a comutatividade

entre 34, e g(p) implica que Ad(g)(Y) =Y para qualquer Y € 3p,. Isso implica
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que os elementos de Zy, comutam com os elementos de G(f). U

Corolario 3.5 Seja pi a raiz mdrima e denote por Zy, o centralizador de H,, em
G. Considere Fo uma variedade flag de G. Entao, para qualquer g € Zg,, a orbita

G(u) - gbe € uma esfera S* em Fe.

O préximo e tdltimo passo para provar o Teorema 3.1 e o Teorema 3.2 é verificar que

essas esferas S? nao sdo homotdpicas a um ponto em Fg.

Note que provando que a 6rbita G(u) - bg é uma esfera S? nio homotépica a
um ponto em Fg, pelo Corolario 3.5, tem-se que para qualquer g € Zp,, a drbita

G(u) - gbe = g (G(u) - be) é uma esfera S? nao homotépica a um ponto em Fg.

Para mostrar que a érbita G(p) - bg é uma esfera S? nao homotépica a um
ponto em em Fg, verifica-se que a aplicacdao ¢ : S? — Fg nao é homotépica a
uma aplicacao constante, ou seja, ¢ é um elemento nao trivial do segundo grupo de

homotopia my(Fg) da variedade flag Fg.

Para verificar que G(u) - bg nao é homotdpica a um ponto em Fg, a ideia é
construir um fibrado principal 7 : @ — Fg sobre Fg cuja restricao de Q a G(u) - bg
nao é trivial. Dessa forma, 7|g2 serd um fibrado principal nao trivial e assim, 7|g2
serd um elemento nao trivial em 75(Fg). Uma maneira de fazer isso é construindo
um fibrado vetorial n : V' — Fg sobre Fg, cujo fibrado das bases é um fibrado

principal nao trivial.

Nesse caso, basta considerar os fibrados vetoriais complexos de dimensao 1, ou
seja, os fibrados de retas complexas. Note que o fibrado das bases de um fibrado

deste tipo é um fibrado principal cujo grupo estrutural é o grupo abeliano conexo
C* =C\ {0}.

Para prosseguir é necessario apresentar um resultado cléssico.
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Proposicao 3.6 Seja L um grupo de Lie conexo. Entao as classes de equivaléncia
dos fibrados principais sobre S* cujo grupo estrutural é L estio em bijecdio com o

grupo fundamental 7 (L).

Demonstragao: Seja ¢ : P — S? um L-fibrado, ou seja, o grupo L age livre e

continuamente em P de modo que as fibras de P sao as orbitas de L em P.

Tome dois pontos P; e P, em S?, por exemplo o polo norte e o polo Sul. Entao
S2\{P;}, i = 1,2, é difeomorfo a R%. Assim, restringindo P a S*\ {P}, i = 1,2,

tem-se que @, : S2\ {P,} — R? ¢é um fibrado trivial. Logo, existem segoes

\{Pi}
. Q2 :
Agora tome x no equador, um S', que estd na intersecao dos dominios das secoes
e considere a funcio caracteristica do fibrado a : S' — L. Entdo pode-se escrever

X1(x) = x2(z) - a(x), uma vez que o grupo L age livre e continuamente em P.

Portanto, a classe de homotopia [a] determina a classe de equivaléncia do fibrado

principal ¢ : P — S2. L]

Assim, a proposicao anterior diz que as classes de equivaléncia dos fibrados de
retas complexas sobre S?, cujo grupo estrutural ¢ C*, estdao em bijecao com o grupo

fundamental m(C*) = Z.

Por outro lado, fibrados de retas sobre Fg podem ser obtidos via representagcoes.
De fato, seja g a algebra de Lie do grupo G. Sejam A = n1 A\ +...+n A\, com n; > 0
um peso maximo de g e V), = {v € V, Hv = \(H)v,VH € h} subespago associado

ao peso A, onde V' é um espaco vetorial de dimensao finita.

Considere a representacao fiel py : g — gl(V)). Tome v € V) um vetor de peso
méaximo, ou seja px(H)v = AM(H)v e py(n™)Vy = 0, onde n* = Zga. Denote por
a>0

G, o grupo linear conexo cuja algebra de Lie é p)(g). Como a representacao py é

fiel, entao pr(g) = g. Ou seja, G, é um grupo de Lie com dlgebra de Lie g.
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Como o grupo G age em V) temos que GG age no espago projetivo complexo
PV, de V). Assim, pode-se considerar a érbita projetiva G - [v] e tem-se o seguinte

resultado.

Proposicao 3.7 Seja G, grupo de Lie com dlgebra de Lie g. A orbita projetiva

G - [v] se identifica a variedade flag Feo,, onde
O, ={a; € ¥:n; =0}

€ 0 peso mdximo € X = niAy + ...+ m\.

Demonstracao: A dlgebra de isotropia em [v] contém pg, que é uma subdlgebra
parabdlica de g. Entao o grupo de isotropia em [v] contém a componente conexa
de um Py, subgrupo parabdlico do grupo G. Como o grupo G(\) é complexo, um
subgrupo parabdlico Py, é conexo. Logo, o subgrupo de isotropia é um subgrupo pa-

rabdlico Py, . Portanto, a érbita projetiva G- [v] se identifica a variedade flag Fo, . [

Uma representacao p, da forma acima induz um fibrado de retas complexos sobre

Fo,. Para isso, basta tomar o fibrado tautolégico Vy \ {0} — PV, sobre o espago

projetivo PV, cuja fibra sobre x € PV, é o préprio subespaco = dentro de V).

Em particular, cada representagdo complexa irredutivel de si(2,C) induz um
fibrado de retas sobre S2. De fato, as representagoes de s/(2,C) sdo parametrizadas
por Z,, pois existe um tnico peso fundamental ® = {A = A;} e todos os pesos
maximos sao dados por A\, = nA\,n € Z,. Tem-se que a representagdo com peso
maximo n > 0 tem dimensao n + 1. Além disso, a érbita projetiva de cada vetor
de peso maximo [v] é a tnica variedade flag de sl(2,C), isto é, S%. Assim, cada
representagao complexa irredutivel de si(2,C) dada por Z, define um fibrado de

retas sobre S2.

Para continuar a prova precisa-se de outro resultado, o qual ja é conhecido.
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Proposicao 3.8 Se a representacao nao € trivial, isto €, se tem dimensao n > 1,
entdo o fibrado de retas sobre S? induzido na drbita do peso mdzimo ndo € trivial.

De fato, o fibrado de retas € dado pela classe de homotopia n € m(C*) = Z.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.6, a classe de homotopia da funcao carac-
teristica a : S* — C* determina a classe de equivaléncia do fibrado de retas comple-

xas ¢ : P — S? sobre S

Entao a demonstracao consiste em construir a aplicacao caracteristica a : S* —
C* que determina o fibrado de retas dado pela representacao de sl(2,C) do peso

maximo.

Considere

el B) = (aa) = (00))

a base de sl(2,C). Seja p, : sl(2,C) — gl(V) a representacao irredutivel de peso
maximo n e dimensao n + 1. Entdo seja {vg,v1,...,v,} base do espago vetorial V'
tal que p,(H) = (n — 2i)v;, po(Y)v; = vip1 € po(X)v; = a;v;-1 com a; > 0, onde vy
é o vetor de peso maximo e v, € o vetor de peso minimo.

O elemento Y da base de si(2,C) gera a subdlgebra nilpotente n~. Assim, o
conjunto {[(exp(zp,(Y)))vo] € S?,Z € C} é uma célula aberta de Bruhat. Portanto,

esse conjunto é aberto e denso e difeomorfo a um espaco euclidiano. Na verdade,

esse conjunto é S?\ {[v,]}, pois [v,] é o vetor de peso minimo.

Além disso, tem-se o seguinte difeomorfismo

¢: C — S2\ {[va]}
z > [(exp(zpn(Y)))v0o].

Usando esse difeomorfismo obtém-se a seguinte secao do fibrado tautologico sobre

S2\ {[vnl}
X1 S2\ [on] — 5%\ {u}
[(exp(zpn(Y)))vo] = (exp(zpn(Y)))v0-
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Da mesma forma, a aplicacao

p: C — S\ {[vo] }
z > [(exp(2pn(X)))vn]

é um difeomorfismo e tem-se a seguinte segao sobre S? \ {[vg]}

X2 S\ [vo] — S\ {vo}
[(exp(2pn(X)))on] > (exp(2pn(X))vn.

Retirando o zero dos dominios de ¢ e ¥ tem-se o difeomorfismo mudanca de base
Ypop~t:C\ {0} — C\ {0}.
Pela forma das matrizes de p,(Y) e p,(X) na base dada, segue que

z zZ

(exp(zpn(Y)))vo = (1’2’ : n)

2! g e ey H
(eXp(ZPn(X)))Un = (Pn(z)7 R P2<Z)7 Pl(Z)v 1)
onde cada Pj(z), para ¢ = 2,...,n, é um polinomio com coeficientes positivos,
P\ (z) = a,z, onde a,, > 0 é 0 mesmo que aparece na matriz p,(X).

Assim, dois elementos (z1,...,2Z,, 1) € (y1,...,Yn, 1) definem o mesmo elemento
no espaco projetivo se, e somente se, x; = y;. Dessa forma, a mudanga de coor-
denadas ¢y 0 ¢~ : C\ {0} — C\ {0} é dada por z — ™. Restrita ao circulo

S' = {z: |z| = 1}, essa mudanca de coordenadas é dada por z — L7 = 2.

Em termos da primeira parametrizacao as secoes x; e Y restritas a S* sao dadas

da seguinte forma:

1 22 Z" 1 1 22 Z"
X2 72757"'75 _Z”/n' 72757"'75 )

pois a fun¢do de mudanga de coordenadas é dada por divisao por z"/n!. Assim
existe uma funcao a : S' — C* tal que x;(z) = x2(7) - a(z). A fungio a é a fungao

caracteristica do fibrado e é dada por a(z) = 2"/nl, com |z| = 1, cuja classe de
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homotopia é n. L]

Fim da prova do Teorema 3.1 e do Teorema 3.2: Seja Fg uma variedade flag
de G e considere uma representagao p, : sl(2,C) ~ g(u) — V) cuja drbita projetiva
do vetor de peso maximo v seja exatamente Fg. Entao o elemento [v,] é a origem

da variedade flag Fg e a drbita projetiva G(u) - [vy] é S2.

O fibrado tautolégico sobre o espago projetivo PV, de V) induz um fibrado sobre
Fo, o qual induz um fibrado de retas complexas ¢, : E — S? sobre a érbita S? =
G(p)-[vy]. Para terminar a demonstragao, basta verificar que o fibrado ¢; : E — S?
nao ¢é trivial. Para isso, verifica-se que o fibrado ¢; vem de uma representagao

irredutivel e nao trivial, como afirma a Proposicao 3.8.

Assim, sejam Xy, € gy, e H, vetores que formam uma base para g(u) que é
isomorfa a sl(2,C), onde u é a raiz maxima. Seja vy € V) o vetor de peso maximo.

Entao py(H,)vx = AM(H,)vy e pa(X,)vy = 0.

O subespago ciclico W C V), gerado por

Ox,y PAX ) 0n, oAX )00, oy pa (X ) un, -

¢ invariante por p,(g(i)) e a representagao py,, : sl(2,C) ~ g(u) — W é irredutivel.

Além disso, vy € W C V) também é vetor de peso maximo para a representacao
Py - Assim, a érbita G(u) - vy fica dentro do subespago ciclico W e isso garante que

a 6rbita projetiva G(u) - [v,] fica dentro do espago projetivo PW.

Entao o fibrado tautologico sobre PW induz um fibrado de retas complexas sobre
S2. Assim, o fibrado ¢, : E — S? nao é trivial pois vem da representacao nao trivial
Paw - 51(2,C) = g(p) — W. Note que a representagao p,,, nao ¢é trivial pois a 6rbita
G(p) - [vy] é S%, como afirma o Lema 3.3. Portanto, o fibrado de retas ¢; : F — S?

sobre a érbita S? = G(p) - [vy] nao é trivial.

Assim, a 6rbita G(u) - be é uma esfera S? contida em Cg nao homotdpica a um
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ponto em Fg. Seja x = ng - bg € 0o(H,) comn € N~ e g € Zy,. Entao,

tEeroo(exp(tH#)) ng-be =g - be.

Como Cg tem interior nao vazio, pode-se encontrar x € Cg tal que

lim (exp(tH,)) x = gbe € Co Natte(H,).

t——+00

Logo, para g € Zy, a orbita G(u) - gbe = g (G(u) - be) é uma esfera S? contida em
Co nao homotopica a um ponto em Fg. Isso mostra que C'g nao estd contido em
um subconjunto contratil de Fg. Como © foi arbitrario, tem-se que S = G. Isso

termina a prova do Teorema 3.1 e do Teorema 3.2. Ll

Corolario 3.9 Seja S C G um semigrupo como no Teorema 3.1 e no Teorema 3.2.

Entao, para qualquer © C X, S nao tem tipo parabdlico Fg(s).

Demonstracgao: Prova semelhante a prova do corolario 3.9. Ll

Observacao: Note que no capitulo anterior a prova do Teorema 3.1 e do o Teorema
3.2 foi feita sem considerar que p é a raiz maxima e apenas usando o fato que p é
uma raiz tal que H, € cl(hg), mas com essa abordagem topoldgica, para uma raiz x
tal que H, € cl(bg), a qual ndo é a mdxima, nao é possivel concluir que G(u) - gbe
com g € Zy, nao ¢ homotdpica a um ponto em Fg.

Por esse motivo que o Teorema 3.2 foi enunciado apenas para a uma raiz longa,
pois para uma raiz curta dos diagramas B;, C;, F, e Gy, a prova do Teorema 3.2

teria que ser reduzida para uma uma raiz u tal que H, € cl(hy) e ndo para a raiz

maxima.
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Capitulo 4

Transitividade de semigrupos nos
grupos de Lie simples reais

Neste capitulo é apresentado um outro resultado importante deste trabalho, o Teo-
rema 4.1, que trata da transitividade de alguns semigrupos de um grupo de Lie G
simples real, conexo, nao compacto, com centro finito e cuja algebra de Lie g é uma
forma real normal de uma algebra classica. Esse resultado é semelhante ao Teorema
2.1, ao Teorema 3.1 e ao Teorema 3.2 vistos nos capitulos anteriores que tratam da

transitividade de certos semigrupos de um grupo de Lie simples complexo.

E importante dizer que aqui é empregada a notacao g(«) = spang{H,} ® go ®

0o ~ sl(2,R) e G(a) = (exp g()). Dessa forma, G(«) é um subgrupo de Lie conexo

com algebra de Lie g(a), o qual é isomorfo a SI(2,R)/D, onde D é um subgrupo

discreto central e S1(2,R) ¢é recobrimento universal de SI(2, R).

Teorema 4.1 Seja G um grupo de Lie simples real, conexo, nao compacto, com
centro finito e cuja dlgebra de Lie g é uma forma real normal de uma dlgebra de Lie
cldssica gc. Além disso, seja S C G um semigrupo com int(S) # (0. Se existe uma

raiz o tal que G(a) C S, entdo S = G.

Para provar esse teorema usa-se o fato que g(«) é isomorfo a sl(2,R), e assim,
a tUnica variedade flag de G(a) é uma esfera S'. Dessa forma, prova-se que em

qualquer variedade flag Fo de G existem vérias G(a)-6rbitas que sao S'. Entao,
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assegura-se que algumas dessas drbitas estao contidas no conjunto de controle S-
invariante Cg em Fg. Finalmente, aplica-se um método algébrico para encontrar
um representante nao trivial dessas érbitas no grupo fundamental 7 (Fg). E com
isso, prova que tais 6rbitas, que sao esferas S', nao sao homotdpicas a um ponto.
Entao, Cg nao esta contido num conjunto contratil e o teorema segue pelo Corolario

1.5.

Vale ressaltar que os métodos utilizados, nos capitulos anteriores, para um grupo
de Lie simples complexo nao funciona para o grupo de Lie real. De fato, o método
do capitulo 2 que utiliza a cohomologia de De Rham nao funciona no caso real, pois
nao existem p-formas diferencias nao nulas em S* para p > 1. Assim, a cohomologia

de De Rham H?_(S*,R) =0 para p > 1.

O método do capitulo 3 que utiliza fibrados pode ser usado no caso real para
fibrados de dimensao real um, mas nao soluciona o problema de mostrar, para todos
os casos que varias G(«)-6rbitas nao sao homotoépicas a um ponto em Fg. De fato,
as representagoes irredutiveis de s[(2,R) também sao dadas por n € Z,, como no
caso complexo, e em cada uma delas a orbita projetiva do peso maximo é uma esfera
S1. Além disso, as fungoes caracteriticas desses fibrados sao determinados da mesma
maneira que na Proposicao 3.8 e assim, vale que a funcao caracteristica do fibrado

s

é a(z) = 2"/nl, com |z| = 1.

A diferenca é que no caso real, se n é par, entao o fibrado é trivial, uma vez que
22 > 0, e assim nao é possivel concluir que as érbitas S! nao sao homotépicas a um
ponto. Entao, no caso real se for considerar as representacoes de dimensao finita,
como foi feito no caso complexo, sempre vao aparecer representagoes de sl(2,R) par,
quando o peso méaximo n for par, e isso ndo ajuda mostrar que varias G(«)-6rbitas

sao esferas S! nao homotépicas a um ponto em Fg.

Da mesma forma que no caso do grupo de Lie simples complexo, o primeiro

passo para demonstrar o Teorema 4.1 é reduzir a prova para uma raiz u tal que
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H, € cl(h).

Se o é uma raiz para os diagramas de Dynkin com ligagoes simples ou é uma
raiz longa para os outros diagramas de Dynkin, entao a raiz p na érbita Wa tal que
H, € cl(bf) é a raiz mdxima. Mas para todos os diagramas de Dynkin, uma raiz p

com H, € cl(hg) tem suporte total, ou seja, supp(p) = ¥; veja Proposigao 2.3.

A partir desse ponto até o fim deste capitulo, y representa uma das raizes com
H, € cl(bg).

Para o proximo passo é lembrada a notacao: bg € a origem de uma variedade flag
Feo de Gj seja H , um campo de vetores na variedade flag Fo cujo fluxo é exp(tH,)
com H, € cl(bhy). atte(H,) é o conjunto de pontos fixos atratores de ﬁ# eoe(H,) é
o conjunto estavel; Cg é o tinico conjunto de controle S-invariante em Fg e encontra
o conjunto denso og(H,). Além disso, se G(n) C S, entdo Cg N atte(H,); veja
Lema 2.5.

Dessa forma, como no caso dos grupos de Lie simples complexos, estuda-se as
G(p)-6rbitas nos pontos y € atte(H,) = Zu, - bo = Kpg, - be, onde Zy, é o cen-
tralizador de H, em G ¢ Ky, = Zg, N K onde K ¢ o subgrupo compacto de G.

Primeiro, para o ponto y = bg tem-se o seguinte resultado.

Lema 4.2 Sejam bg a origem de uma variedade flag Fg de G e § uma raiz positiva.
Entio, G(8)-be € uma esfera S* ou reduz-se a um ponto em Fg. Se 3 ¢ (©), entdo

dim(G(B) - be) = 1. Em particular, dim(G(u) - be) = 1 se H, € cl(bg).

Demonstragao: A prova é semelhante ao caso do grupo de Lie simples complexo;
veja Lema 2.6. Mas neste caso, a 6rbita G(3) - bg € igual a bg ou é a tnica variedade
flag de G(5). Como g(B) ~ sl(2,R), a tunica variedade flag de G() é a mesma
variedade flag de SI(2,R), a qual é S.

Se 5 ¢ (O), entdo g(f), ¢ a subdlgebra de isotropia em bg para a agao de G(f)

em Fg, a qual é pg, uma subdlgebra parabdlica de g(5).
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A diferenca é que no caso real, o subgrupo de isotropia nao é necessariamente
um subgrupo parabdlico de G(/3), pois o subgrupo parabdlico nao é necessariamente
conexo. De qualquer forma, o subgrupo de isotropia contém a componente conexa
da identidade do subgrupo parabdlico de G(f). Entao, a érbita G(f) - bg é um

recobrimento do flag de g(3), o qual é uma esfera S'.

Uma vez que o centro do grupo G é finito, o centro do grupo G(f) também
é finito, e assim, o subgrupo parabdlico tem um nimero finito de componentes
conexas, e isso implica que a érbita G(8) - bg é um recobrimento finito para S*.

Logo, G(B) - be identifica-se a G(B)/Ps = S.

Em particular, se H,, € cl(bg), entao u ¢ (©) e dim(G(u) - be) = 1. O

Agora, estuda-se as G/(u)-érbitas nos pontos y = g -be, g € Zg,. Para isso,

considere (Kp,)o a componente conexa de Ky,

A érbita Zp, - be de uma variedade flag Fg de G' também coincide com a érbita
(K,)o-be, ouseja, Zy,-be = (Ku,)o-be. Assim, ao invés de estudar as G/(j)-6rbitas
nos pontos y = g - be, g € Zp,, estuda-se nos pontos b = u - bg com u € (Kp, )o.
Tem-se que

G(p) - b=u (u'G(p)u) - be.

O grupo v~ G(u)u é isomorfo a G(i) e sua dlgebra de Lie Ad(u~!)g(u) é isomorfa
a g(u), isto é, s[(2,R). Como u centraliza H,, a decomposigao de Ad(u')g(n) em

espacos de raizes é dada por
Ad(u)g(p) = (H,) © Ad(u”")g, & Ad(u™")g—,
e o isomorfismo com sl[(2,R) associa H, com
= ( (1) —01 ) '
O subespaco p, = (H,)®Ad(u')g, é uma subdlgebra parabdlica de Ad(u=")g(p).
Denote por P, o subgrupo parabdlico correspondente.
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Proposicao 4.3 O subgrupo P, estd contido no subgrupo de isotropia de bg pela

agdo do grupo u=*G(u)u.

Demonstracao: Tem-se que (H,) estd contido na algebra de isotropia, pois bg é
ponto fixo de exp(tH,). Para ver que o mesmo ocorre com Ad(u~')(g,), observe
que se X € Ad(u')(g,) entdo, ad(H,)(X) = p(H,)X com u(H,) = (u,p) > 0.
Entao, exp(t)ad(H,)(X) — 0 quando t — —oo, o que implica que se n = exp(X)
entdao elune tu — 1 se t — —oo. Esse limite implica que e/?»nbg — bg quando
t — —o00, 0 que significa que nbg pertence a variedade instavel de bg em relacao ao

fluxo etflx.

Porém, o fluxo et» é o fluxo de um campo gradiente em que bg pertence a uma
componente atratora, j4 que H,, € cl(bg). Isso significa que a variedade instdvel
se reduz a bg. Dal que nbg = bg, 0 que implica que Ad(u~')(g,) estd contido na

algebra de isotropia, mostrando que p, esté contida na algebra de isotropia.

Portanto, a componente conexa da identidade (P,)o de P, esta contida no sub-
grupo de isotropia. No grupo real, o subgrupo P, pode nao ser conexo, mas o
centro Z (G(u)) esta contido no centralizador M da subdlgebra a em K; veja Pro-
posicao 4.5 abaixo, isto é, Z (G(u)) estda contido no subgrupo de isotropia. Como

P, =7 (G(w)) (P.)o, segue que P, esta contido no grupo de isotropia. U

O seguinte lema implica que (v 'G(p)u) - bg é uma esfera S* em Fg, uma vez

que pelo Lema 4.2, G(u) - be é uma esfera S* em Fg.

Lema 4.4 A érbita (u'G(u)u) - be é homotdpica & érbita G(u) - be, por uma ho-

motopia que fiza bg.

Demonstragao: Seja v, € (Kg,)o, t € [0,1], uma curva continua tal que up = 1 e

uy = u. Defina a fungdo continua ¢ : [0, 1] x G(u) — Feg por

U(t,g9) = u; " guy - be.
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Essa funcao passa ao quociente

[0,1] x G(p) — Fo
S /
[0,1] x (G (1) / )

definindo uma funcao continua ¢ : [0, 1] x (G(n)/P,) — Fe por ¢(t,gP,) = ¢(t, g).
De fato, ¢ é bem definida pois se h € P, entdo (u; 'huy) - be = be pois u; 'hu; € P,,,

como na notacao acima, que fixa bg pela proposicao anterior. Dai que
U(gh) = uy ' guiug ) - be = i guy - be

mostrando que ¢ é bem definida. A funcao ¢ é continua e se b, denota a origem
de G(p)/P, entdo, usando novamente pela proposicao anterior, verifica-se que para
todo ¢ € [0, 1], vale ¢(t,b,) = bg. Portanto, olhando G(u)/P, como uma esfera S*
com o ponto distinguido b, vé-se que ¢ é uma homotopia entre ¢(0, -) cuja imagem

6 G(p) - be e &(1,+) cuja imagem é (u™'G(u)u) - bg. Essa homotopia fixa bg. O

Observagao: Note que no caso do grupo de Lie complexo G, o grupo u™'G(u)u
também ¢é isomorfo a G(p) e sua algebra de Lie Ad(u™")g(p) ¢ isomorfa a g(u), isto
é, s1(2,C). Assim, vale a Proposigao 4.3. Vale ressaltar que o fato que a componente
conexa da identidade (P,)o de P, estd contida no subgrupo de isotropia demonstra
de imediato a proposicao pois no caso complexo P, é conexo. E vale também o

Lema 4.4, olhando G(u)/P, como uma esfera S? com o ponto distinguido b,.

Proposigao 4.5 Sejam G(p) um grupo com dlgebra de Lie g(p) =~ sl(2,R) e M o
centralizador da subdlgebra a em K . Entao o centro Z (G(u)) de G(u) estd contido
em M.

—~—

Demonstracgao: Seja G = SI(2,R) o recobrimento universal. Denote por exp :

—_——

s[(2,R) — SI(2,R) a aplicacao exponencial de S1(2,R) e tome a base sl(2,R):

a=(V9) m=(a h) s=(s)
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O centro Z <Sl(2, R)) de SI(2,R) é o niicleo de sua representagao adjunta Ad. Isso

porque a imagem de Ad é o grupo Autg (sl(2,R)) dos automorfismos internos de
5[(2,R), que nao tem centro, o que implica que Autg (sl(2,R)) = SI(2,R)/Z (81(2, ]R)) =

S1(2,R)/ ker Ad. Esse niicleo é dado explicitamente por
Z (S@,VR)) — (xp(knA) k€ Z} ~ Z,

pois o centro estd contido no grupo a um parametro exp(tA) e Ad (exp(tA)) = id

se, e somente se, t € knZ.

Como G(u) é um grupo com é&lgebra de Lie g(u) ~ sl(2,R), ele é dado por

—_~—

G(p) =SI(2,R)/D com D C Z (SI(Q,]R)). Dai que existe ng € N tal que
D = {exp(knomA) : k € Z} = noZ

e o centro Z (G(p)) é dado por Z (SI/(ZI/R)) /D = 7y,

Para encontrar ng deve-se usar o isomorfismo g(u) ~ sl(2,R), que é dado por

H HY =208 Ao Ay =X, —X e8¢ 8, =X, + X, com (X, X ) =1.

Com isso,
no =min{n € N:n >0, Ad(exp(nmA)) = exp(nmr)ad(A) = id}.

Complexificando tudo e fazendo contas em S1(2, C), verifica-se que exp(nm)ad(4,) =
exp(inm)ad(H,), cujos auto-valores sdo dados por exp(int)a(H,/), com « variando
no conjunto das raizes. Esses auto-valores sao £1, dependendo se

2(av, 1)
(1, )

oz(HlY) =

é par ou impar. Portanto, ng = 2 a menos que a(Hl) seja par para toda raiz a

De qualquer forma, exp(inm)ad(H,/) € M o que mostra que Z (G(u)) C M. [

Observacgao: Pela prova acima tem-se que Z (G(p)) estd no grupo de isotropia da

agao de G(pu) em bg. Como a variedade flag F de G(u) é P = G(n)/Z (G(u)) AN =
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Ky, /Z (G(1)), segue que para qualquer © a érbita G(u) - be ¢ a prépria variedade
flag de G((u), isto é, ST em Fg.

Os lemas acima mostram que cada G(u)-6rbita induz uma aplicagao da variedade

flag G(u)/P, = S* em Fo.

O préximo e ultimo passo para provar o Teorema 4.1 é verificar que pelo menos
uma grande parte das esferas S! que aparecem nos lemas acima nio siao homotépicas
a um ponto em Fg. Para isso, obtém-se um representante nao trivial dessas érbitas

no grupo fundamental 71 (Fg) da variedade flag Fg.

Um outro resultado importante deste trabalho é o teorema a seguir. Ele apre-
senta um método algébrico para determinar o grupo fundamental das variedades

flag. Em particular, esse é um argumento importante para prova do Teorema 4.1.

Sejam G o recobrimento universal do grupo de Lie G' com algebra de Lie simples

ge KcGo grupo compacto com algebra de Lie €.

Teorema 4.6 Seja M o centralizador da subdlgebra a em K. Considere ﬁ@ um
subgrupo parabdlico de G associado a © C X e (}3@)0 a componente conexa da
identidade de f)@. Entao, o grupo fundamental 7 (Fg) da variedade flag Fo é dado
por

m(Fe) = M /(M N (Po)o).

Demonstracao: O subgrupo parabdlico Pg pode ser escrito como Pe = M- (ﬁe)o-
Considere a fibracio ¢ : G/(Po)y — G/Pe = Fe. Essa fibracdo é um recobrimento.
De fato, Po/(Pe)o ¢ discreto. Além disso, (Po)y ¢ conexo e G é um grupo sim-
plesmente conexo. Entao G / (]5@)0 também ¢ simplesmente conexo. Dessa forma, a
fibracao ¢ é um recobrimento universal da variedade flag Fg e sua fibra é Po / (ﬁ@)o.
Assim, usando o fato que o grupo fundamental da variedade flag Fg pode ser dado

como nicleo da aplicacio ¢, conclui-se que 7, (Fg) = Po/(Po)o = M/(Mm(ﬁ@)o). U
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Neste ponto ja é possivel provar que as G(p)-6rbitas que interessam, esferas S*,

nao sao homotopicas a um ponto em Fg.

Fim da prova do Teorema 4.1. Para mostrar que cada G(u)-6rbita nao é ho-
motopica a um ponto em Fg exibe-se um representante nao trivial dessa érbita no

grupo fundamental da variedade flag Fg.

Na verdade, basta encontrar um representante nao trivial da érbita G(u) - be.
De fato, se u é uma raiz tal que H, € cl(hf), pelo Lema 4.4, tem-se que se a érbita
G(p) - be nao é homotépica a um ponto em Fe, entdo para v € (Kg,)o, a orbita

(urG(p)u) - be nao reduz-se a um ponto em Fg.

Considere M o centralizador da subdalgebra a no subgrupo compacto K e tome

(Po)o a componente conexa da identidade do subgrupo parabélico Pg do grupo G.

Para o diagrama A;: a forma real normal associada é a dlgebra sl(n,R) com
n =1+ 1. A raiz méxima p = A\; — \, é a tnica raiz com H, € cl(h}). A seguir
¢ exibido um representante nao trivial da orbita G(u) - be no grupo fundamental
da variedade flag Fg. Seja E;; a matriz n x n com entrada 1 na posigao i, j e zero

nas outras posi¢oes. Aqui n = [ + 1. Entao, a subdlgebra g(u) contém a matriz

antissimétrica
00 0 -1
00 0 O
A= En 1= El n — .
' ’ : 0 0
10 0 O
Para todo t,
cos(t) 0 ... 0 —sen(t)
‘A 0 1 ... 0 0
exp(tA) : R | 0
sen(t) 0 0 cos(t)

estd contida no subgrupo compacto K, do grupo G(u). Sabe-se que o subgrupo

compacto K,, C G(p) age transitivamente no flag de G(p).

Assim, a dérbita G(u) - beg = {exp(tA) - be : t € R}. Essa o6rbita fecha-se pela

primeira vez quando exp(tA) - bg = bg e isso ocorre quando sen(t) = 0, ou seja, em
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t = m. Entao, o elemento

-1 0 0
0 1 0
m = exp(rA) = : 0
0 O —1

pertence ao centralizador M. Por outro lado, m ¢ (Pg)o pois m tem determinante
negativo, igual a —1, quando restrito ao subespago 7; gerado pelos k-primeiros
vetores da base canonica com k < [ < n. E possivel fazer esta restricao pois dado
Po, existe k tal que Po deixa invariante o subespago 7,7, com k < [ < n. Assim, a
6rbita G(1) - be é uma esfera S* nao homotdpica a um ponto em Fg. Isso segue da

seguinte proposicao.

Considere o espago homogéneo G/L e v : [0,1] — G uma curva com v(0),
~v(1) € L, de tal forma que a projegao 7 de v em GG/L é uma curva fechada. Seja Lo

a componente conexa da identidade de L.

Proposicao 4.7 Se v(0) = 1 e v(1) ¢ Lo, entdo 5 ndo é homotdépica a um ponto
em G/L.

Demonstracao: G/Ly — G/L é recobrimento e o levantamento de ¥ a G/Lg é a
curva 7 projegao de v em G/Lg. Como 7 nao é fechada, entao 7 nao ¢ homotépica

a um ponto em G/L. U

Para o diagrama B;: a forma real normal associada é a algebra so(l,l +1). A
raiz 1 = A1 + Az é a raiz maxima. A subdlgebra g(p) contém a matriz antissimétrica

A=Eyo3—FEopis+ Esiyo — Eiyso,
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0 -1 .00
1 0 .00
0 0 ..
: 0 0
A 0 O .00
0 1 0 0
-1 0 0 0
0 . 0
o 00
O 0 ... 00

Entao, exp(tA) pertence ao subgrupo compacto K, do grupo G(p) e a érbita G(11)-be

¢ dada por {exp(tA) - bg : t € R}. Assim, o elemento

1 0 0
m=exp(rA)=1| 0 D 0
0 0 D
pertence a M, onde D = (—1,—1,...,1,1). Como o determinante de D é positivo,

igual a 1, m € (Po)o. Entdo, nesse caso, precisa-se trabalhar no recobrimento
universal do grupo G para encontrar os elementos de M que nao estao na componente
conexa da identidade do subgrupo parabdlico (15@)0. A parte compacta da algebra

g(u) é dada por

0 0 0
ZH = 0 0 _A1,2 )
0 A, 0

onde A; o é uma matriz antissimétrica com entradas nao nulas apenas na posicao
1,2. Tome {eg,e1,...,¢e;, f1,-.., fi} a base canonica R¥*!. Em termos da algebra

de Clifford, a parte compacta da algebra g(u) é dada por

€1f2 —€2f1
Zu = T

Como e f3 comuta com e, f1, entao para todo t,
(t7,) *) +eafusen ( ") — catisen (
e =|cos| = ey fosen | = cos| =) —egfisen| = | |.
Xplt4y, 5 1J2 5 5 2J1 5
Em particular para t = 7,

m = exp(rZ,) = —eieaf1 fa.
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Tem-se que m € M. Nesse caso, M C K éo grupo D; = {e;, ... €4, 1 < iy <

ior < [}, o qual é formado por produtos pares de elementos da base canonica R';

veja [14]. Falta verificar se m € (Po)o, que ¢ o mesmo que verificar se m € (Kg)o.

1. Se A\, ¢ O, entao a subdlgebra £g é gerada por elemento do tipo e;e;.

2. Se \; € O, entao a subdlgebra g ¢é gerada por elementos dos trés seguintes
tipos: a) e;e; com i >2e j >3, b)ef,—e;ficomi>2ej>3;c)dej com

j>2.

Em ambos os casos nao é possivel gerar m = —ejesfifo quando exponencia-se
elementos da subdlgebra tg. De fato, se A, ¢ ©, entdo nas exponenciais nunca
aparece f; com i > 1. Se \; € O, entao nas exponenciais nunca aparece e;. Logo,
m ¢ (Ke)o. Assim, a 6rbita G(u) - be é uma esfera S* ndo homotdpica a um ponto

em F@.

Além da raiz maxima, a raiz g = A\; + A3 é uma outra raiz tal que H,, € cl(hf).

Usando a mesmo procedimento, conclui-se que o elemento

m = exp(nZ,) :<cos (%) + e f3sen (%)) (cos <%> — e fisen <%>) = —eie3f1f3

ndo pertence a (Kg)o. Assim, a érbita G(y) - be é uma esfera S ndo homotépica a

um ponto em Fg.

Para o diagrama Cj: a forma real normal associada é a algebra sp(l,R). A raiz

p =2\ é a raiz maxima. A subdlgebra g(u) contém a matriz antissimétrica

-1 0 00
0 0 00
0 )
: 00
0 0 00
A=E1—Eyp = 10 00
00 00
. 0
Do 00
00 00
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Para todo t, exp(tA) estd contida no subgrupo compacto K, do grupo G(u) e a
érbita G(p) - b = {exp(tA) - be : t € R}. O elemento

m:exp(ﬂ'A):(lg g)

pertence ao subgrupo M, onde D = diag(—1,1,...,1), mas m ¢ (Pg)o. De fato,
considere 77,7 o subespago gerado pelos k-primeiros vetores da base canonica de R*,
com 1 < k < [. Tem-se que m restrito a 77, tem determinante negativo, igual a —1.
Logo, m ¢ (Pg)o. Assim, pela Proposigao 4.7, a érbita G(u) - be é uma esfera S*

nao homotdpica a um ponto em Fg.

Observe que como aconteceu para o diagrama A;, nesse caso também nao precisa
subir para o recobrimento GG do grupo G.
. . ’ . ’ . ’ . +
A raiz 1 = Ay + Ay é a outra raiz, além da raiz maxima, tal que H, € cl(hg). A

subdlgebra g(u) contém a matriz antissimétrica A = Fo 11 — Ey 40+ Eipo1 — B2

-1 ... 00
1 0 .00
0 .
: 0 0
0 0 .00
A= 0 —1 0 0
1 0 00
o 0
o 0 0
0 0 00

Para todo ¢, exp(tA) estd contida no subgrupo compacto K, do grupo G(p). O
elemento m = exp(rA) = diag(D,D) € M, onde D = diag(—1,—1,1,...,1) e
m € (Pg)o pois tem determinante positivo igual a 1. Ent@o, nesse caso, precisa-se

ir para o recobrimento universal GG para encontrar os elementos de M que nao estao

em (Po)o.

Seja {e1,...,e, f1,..., fi} a base canonica de R*. Em termos da &lgebra de

Clifford, a parte compacta da algebra g(u) é dada por

€1f2 —€2f1
Zu = T
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Tem-se que

m= eXp(TFZu) = —€1€2f1f2 S ]/\\/[/

Nesse caso, o subgrupo M = {(k,itJ) € SU(I) x expg(2k)} = Mgy X M=7"1"x17;

veja [14]. Falta verificar se m € (Po)o, que é o mesmo que verificar se m € (Kg)o.

1. Se 2)\; ¢ ©, entdo a subdlgebra g é gerada por elementos do tipo e;e;.

2. Se 2)\; € O, entao a subdlgebra tg ¢é gerada por elementos dos trés tipos

seguintes: a) e;e; com i >2ej >3, b) e f; —ejficomi>2ej>3;c)ef.

Em ambos os casos, nao é possivel gerar m = —ejesf1fo quando exponencia-se
os elementos da algebra tg. De fato, se 2\; ¢ ©, entdo nas exponenciais nunca
aparece f; com ¢ > 1. Se 2)\; € O, entao nas exponenciais nunca aparece e;. Logo,
m ¢ (Ke)o. Assim, a 6rbita G(u) - be é uma esfera S* ndo homotdpica a um ponto

em Fg.
Para o diagrama D;: a forma real normal associada é a élgebra so(l,1). A raiz
méxima 4 = A\; + A é a Unica raiz com H, € cl(h}). A subélgebra g(p) contém a

matriz antissimétrica A = EH_LQ — ELH_Q -+ EH_LQ — EH_QJ,

0 -1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

: 0

0 0 0 0
A= 0 1 0 0
10 0 ... 0

0 0 0 0 0

oo 0 0
0 0 ... 0 0

Para todo t, exp(tA) pertence ao subgrupo compacto K, do grupo G(u). Entao as

érbitas sdo dadas por G(u) - bg = {exp(tA) - bg : t € R}. O elemento

mzexp(%A)z(lg g)
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pertence a M, onde D = {—1,—1,...,1}. Como D tem determinante positivo, igual
a 1, tem-se que m € (Pg)o. Novamente é preciso trabalhar com o recobrimento
universal para encontrar os elementos de M que nao estao em (}3@)0. A parte

compacta da dlgebra g(u) é dada por

. 0 _ALQ
2= 0*)

onde A, ¢ uma matriz antissimétrica com entradas nao nula apenas na posicao 1, 2.

Considere {ey,...,e;, fi,..., fi} a base canonica de R¥. Em termos da dlgebra

de Clifford, a parte compacta da algebra g(u) é dada por

€1f2 —€2f1
Zy=——5——

Como e; fo comuta com es f1, para todo t, tem-se que

o2~ (s (1) entom (1)) (e (2) - cion (2)).

Em particular para t = 7,

m = eXP(WZu) = —e1eafifo.

Tem-se que m € M. Nesse caso, 0 grupo M="D, = {ei . iy, 1 < iy <ligp <1}
é formado por produtos em nimero par de elementos da base canoénica de R!; veja

[14].
Falta verificar que m € (ﬁ@)o, que é o mesmo que verificar se m € ([? 0)o-
1. Se \; ¢ ©, entdo tg é gerada por elementos do tipo e;e;.
2. Se \; € O, entao tg é gerada por elementos dos dois tipos seguintes: a) e;e;

comi>2,7>3;c¢)ef; —ejfi comi>27>3.

Em ambos os casos, nao é possivel gerar m = —ejes f1fo quando exponencia-se

os elementos da subdlgebra £g. De fato, se \; ¢ O, entdo nas exponenciais nunca
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aparece f; com i > 1. Se \; € O, entao nas exponenciais nunca aparece e;. Logo,
m ¢ (Ke)o. Assim, a 6rbita G(u) - be é uma esfera S* ndo homotdpica a um ponto

em ]F@.

Para forma real normal das dlgebras cléssicas A;, By, C; e Dy, cada 6rbita G(u)-be
analisada acima é uma esfera S* contida em Cg nao homotépica a um ponto em Feg.
Pelo Lema 4.4, para u € (Kp, )o, cada érbita (u™'G(u)u) - be também nao reduz-se
a um ponto em Fg. Seja x = nu-be € 0g(H,) comn € N~ eu € (Ky,)o C Ky, C
Zn,. Entao,

lim (exp(tH,)) nu - be = u - be.

t——+o0

Como Cg tem interior nao vazio, pode-se encontrar x € Cg tal que

thin (exp(tH#)) r=u-bg € CgN att@(HN).
—400

Logo, para u € (Kp,)o C Ku, C Zy,, a érbita G(u) - u - be = u(u'G(p)u) - be
¢ uma esfera S contida em Cg nao homotdpica a um ponto em Fg. Isso mostra

que Cg nao esta contido em um subconjunto contrétil de Fg. Uma vez que O foi

arbitrario, conclui-se que S = (. Isso termina a prova do Teorema 4.1. Ll

Uma vez que para cada O, Cg nao esta contido em um subconjunto contratil de

Feo tem-se também no caso real o seguinte corolario.

Corolario 4.8 Seja S C G um semigrupo como no Teorema 4.1. Entao, para

qualquer © C X, S nao tem tipo parabdlico Feg(g).

Observagao: Note que, como no caso complexo, pode-se estudar diretamente as
G(p)-6rbitas nos pontos y = g - be, g € Zy, na prova do Teorema 4.1, com isso

tem-se
G(p)-y=9(g7'G(w)g - be) -

Desse modo, a 6rbita G(u) -y é difeomorfa a g7 'G(u)g - be. O grupo de Lie
g 'G(n)g tem algebra de Lie g(u)? = Ad(g) (g(i)), a qual é isomorfa a sl(2,R).
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Como Ad(g)(H,) = H,, existe uma decomposicao de espago de raizes
g9()? = (H,) & Ad(g)(g,.) & Ad(g)(g-p)-

O Lema 2.7 continua valendo neste capitulo, ou seja, Ad(g)(g,) C n" = Zga

a>0
se H, € clhf e g e Zy,.

No caso real também continua valendo que se 1 € a raiz médxima e g € Zp,, entao
g centraliza g(u) e G(n); veja Proposicao 4.10 abaixo. Uma vez que g centraliza

g(p) e G(p) temse que g~ G(n)g = G(p) e G(p) -y = g(G(p) - be) e tais fatos

simplificam a prova do Lema 4.9.

Lema 4.9 Sejam bg a origem de uma variedade flag Fg de G e p uma raiz tal que
H, € cl(by). Entio, para g € Zy,, a drbita G(u) -y = g(97'G(n)g - be) € uma

esfera St em Fg.

Demonstracgao: Veja a demonstracao do Lema 2.8. Ll

Como no caso complexo, a seguinte proposigao assegura que para a raiz maxima
p tem-se que gG(u)g~' = G(p) para g € Zy,. A diferenca é que no grupo real, Zpy,

pode nao ser conexo.

Proposicao 4.10 Seja p a raiz mdzima e suponha que g € G' centraliza H,,. Entao

g normaliza G(u). Na verdade, g comuta com todo h € G(u).

Demonstragao: Essa prova é semelhante a prova do grupo complexo; veja Pro-
posicao 3.4. Mas trabalhando com o grupo real GG, Z, pode nao ser conexo. Assim,
é preciso trabalhar na componente conexa (Z Hu) , da identidade de Zp,. Nesse caso
a comutatividade entre 3z, e g(n) garante que Ad(h)(Y) =Y para h € (Zg,)o ©
Y € 3p,. Isso implica que os elementos de (Zp,)o comutam com os elementos de

G(p). Como M = Z,(K) determina todas as outras componentes de Zp, tem-se
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que os elementos de Zy, comutam com os elementos de G (u). U

Depois de ter mostrado que G(u) - bg é uma esfera S' nao homotdpica a um

ponto em Fg. Tem-se o seguinte resultado.

Corolario 4.11 Seja p a raiz mdzima e denote por Zy, o centralizador de H, em
G. Seja Fo uma variedade flag de G' com origem bg. Entao para qualquer g € Zg,

a orbita G(u) - gbe € uma esfera S* ndao homotdpica a um ponto em Fg.

Para finalizar a observacao, note que no caso real estudando diretamente as
G(p)-6rbitas nos pontos y = g - bg, g € Zpy,, para concluir a demonstragao do
Teorema 4.1 é preciso mostrar que o corolario anterior vale também para uma outra
raiz u, a qual ndo é a maxima, tal que H, € clhf; veja, por exemplo, a Proposicao
4.12 abaixo. Por isso, optou-se por estudar as G(ju)-érbitas nos pontos b = u - bg,
u € Ky, onde o Lema 4.4 aplica-se para uma raiz positiva p tal que H, € clht, em

particular, para raiz maxima.

Proposicao 4.12 Para o diagrama Cj, seja pn = A\ + A2 a raiz nao mdazima tal
que H, € cl(hy) e denote por Zy, o centralizador de H, em G. Considere Fg uma
variedade flag de G. Entdo, para qualquer g € Zy,, a orbita G(u) - gbe € uma esfera

S ndo homotépica a um ponto em Fg.

Demonstragao: Escreva Oy, = {a € ¥ : a(H,) = 0}. Entao, a raiz 8 anula H,
se, e somente se, supp(3) C Op,. Isso segue do fato que H,, € cl(bg), ou seja, se
a & O, entdo a(H,) > 0.

Tome a raiz f com B(H,) = (B, ) = 0. Para o diagrama Cj, = a3 = \; — Ao
é a raiz curta tal que 8+ p é raiz. Nesse caso [+ p é a raiz maxima 2)\;.

O centralizador 35, de H, em g se decompoe em 3; @ 32 onde 3; ¢ a raiz curta
B =a; =X — A e 32 é acomponente gerada pelos espagos de raizes de as, ..., .

Considere o flag minimal Fg com © = ¥\ {a;,7 > 1}.
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Denote por Z = (Zy,)o a componente conexa da identidade de Zp,. Entao Z
é o produto Z1Z, com cada Z; = (exp(3;)). Logo, um elemento z € Z é dado por
Z = 2129, com cada z; € Z;. Assim, z-bg = 2120 - bo = 2921 - be = bg. Entao,
G(p) - gbe = G(p) - be com g € (Zm, )o.

Como o grupo M = Z,(K') determina as outras componentes de Zp, tem-se que
para g € Zp,, G(1) - gbe = G(u) - be. Assim, a érbita G(u) - gbe é uma esfera S*

nao homotépica a um ponto em Fg.

Se © = X\ {a1}, entdo o flag minimal Fg = P?*~!. Nesse caso estudar a érbita
G(u) - gbe no espaco projetivo P**~1 ¢ o mesmo que estudar a érbita G(u) - bg em

P?=1. Portanto, G(u) - gbe é uma esfera S' nao homotépica a um ponto em Fg. [J

4.1 Algebras excepcionais

Posteriormente, a ideia é fazer o Teorema 4.1 para um grupo de Lie simples real,
conexo, nao compacto, com centro finito e cuja algebra de Lie g é a forma real
normal de uma algebra de Lie gc. Como o Teorema 4.1 foi feito acima para forma
real normal das algebras classicas agora falta fazer para a forma real normal das

algebras excepcionais.

Neste trabalho apresenta-se apenas a demostragao do Teorema 4.1 para forma
real normal das algebras excepcionais G5 e Eg, para as demais algebras excepcionais

o estudo ainda estd em andamento.

Como acontece para a forma real normal das &lgebras classicas, varias G(u)-
6rbitas sao esferas S' em Cg. Para mostrar que essas G(u)-6rbitas ndao sao ho-
motoépicas a um ponto em Fg, exibe-se um representante nao trivial dessas orbitas

no grupo fundamental da variedade flag Fg.

Na verdade, basta encontrar um representante nao trivial da drbita G(u) - be.

De fato, se u é uma raiz tal que H, € cl(hs), pelo Lema 4.4, tem-se que se a érbita
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G(p) - be nao ¢ homotdpica a um ponto em Feg, entdo para v € Kp,, a orbita

(u™'G(u)u) - be nao reduz-se a um ponto em Feg.

Para o diagrama G5: a forma real normal associada ¢ a dlgebra g2y = sl(3) OV ®
V* onde V é um espago vetorial de R? e V* o seu espago dual. Seja £ = su(2) ®su(2)

a subalgebra compacta de g(2)(2).

Considere que o primeiro termo de £ é gerado pelas raizes longas \; — A;, com
i # jei,j = 1,23, cujos subespagos de raizes estao contidos em s/(3) e que o
segundo termo de £ é gerado pelas raizes curtas \;, com ¢ = 1,2, cujos subespacos
de raizes estao contidos em V' e pela raiz curta —A\3, cujos subespacos de raizes estao

contidos em V*.

Considere a representacio da dlgebra de Lie su(2) = ImH em R?® dada pelas

matrizes
00 O 0 0 2 0 -2 0
7= 00 -2 |,57= 0 0 0 |,k= 2 0 0
02 0 -2 00 0O 0 0

Para o diagrama G5, a raiz g = A\; — A3 é a raiz maxima, cujo subespaco de

raizes estda contido em s[(3,R). A subélgebra g(u) contém a matriz antissimétrica

00 —1 .
A=FEy-FEs=(00 0 |=-gj
10 0

Para todo t, exp(tA) estd contida no subgrupo compacto K, do grupo G(u) e a
érbita G(u) - be = {exp(tA) - be : t € R}. Nesse caso, precisa-se ir para o recobri-
mento universal G para encontrar os elementos de M que nao estao em (15@)0. Na

subélgebra ¢, a parte compacta Z,, de g(p) é dada por
1
Z,=|—=5,0]).
i ( 57 )

exp(i7,) = (cos(%) —jsen(%), 1) .

Em particular para t = 7,

Logo,

m =exp(nZ,) = (—J, 1).
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Tem-se que m € M. Nesse caso, M = D3 = {e;, ...e;,,1 <i3 <y, < 3} ¢é formado

por produtos em nimero par de elementos da base canonica de R3; veja [14].

Falta verificar que m € (ﬁ@)o, que é o mesmo que verificar se m € ([? ©)o-

1. Se Ay ¢ O, entdao © = A\; — \y e tg é gerada por elementos do tipo (—%k, O).

2. Se A\ — \p ¢ O, entdao © = )\, e tg é gerada por elementos do tipo (0, %z)

Em ambos os casos, nao é possivel gerar m = (—j, 1) quando exponencia-se o0s
elementos da subalgebra £g. De fato, nas exponenciais nunca aparece j na primeira
coordenada. Logo, m ¢ (Kg)o. Assim, a érbita G(u) - bg é uma esfera S' nao

homotopica a um ponto em Fg.

Além da raiz maxima, a raiz g4 = Ay — A3 é uma outra raiz tal que H, € cl(hy).

A subdlgebra g(u) contém a matriz antissimétrica

00 O 1
A = Eg,g - E273 — O O —1 = 52
01 0

Para todo t, exp(tA) estd contida no subgrupo compacto K, do grupo G(u) e a
érbita G(u) - bo = {exp(tA) - be : t € R}. Entao, nesse caso, precisa-se ir para
o recobrimento universal G para encontrar os elementos de M que nao estao em

(Po)o. Na subdalgebra €, a parte compacta Z, de g(p) é dada por
1
ZM == (él, 0) .

exp(tZ,) = (cos(%) +isen(%), 1) |

Logo,

Em particular, para t = 7,
m = exp(nZ,) = (i, 1).

Tem-se que m € M. Usando o mesmo procedimento verifica-se que nao é possivel

gerar m = (i, 1) quando exponencia-se os elementos da subélgebra tg. De fato, nas
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exponenciais nunca aparece ¢ na primeira coordenada. Logo, m ¢ (Kg)o. Assim, a

6rbita G(u) - be é uma esfera S nao homotépica a um ponto em Fe.

Para o diagrama Fjs: a forma real normal associada ¢ a dlgebra ey sy = 5(9) ®
V @& V* onde V é um espaco vetorial de /\3 R? e V* o seu espaco dual. Considere
{e1,...,e9} a base candnica de R’. Uma base para V é dada por {e; Ae; A ey :
i < j <k} Seja{er, - ,e9} a base dual. Uma base para o dual V* é dada por

{Ei/\€j/\€k2i<j<k}.

Seja € = 50(16) a subélgebra compacta de ey s). Tem-se que € é gerada pelas
raizes positivas: \; — A;, com 1 < 7 < 57 < 9, cujos subespacos de raizes estao
contidos em s1(9); Ay + A+ A\, com 1 < j < k <9, cujos subespacos de raizes estao
contidos em V; —(A1 + A\; + Ap), com 1 <i < j <k <9, cujos subespagos de raizes

estao contidos em V*.

Para o diagrama FEjg, a raiz i = A\; — \g ¢ a raiz maxima, cujo subespaco de raizes

estd contido em s[(9,R). A subdlgebra g(u) contém a matriz antissimétrica

00 ...0 —1
P 0 0 0 0
IR 0 0

10 0 0

Para todo t, exp(tA) estd contida no subgrupo compacto K, do grupo G(u) e a
6rbita G(p) - bo = {exp(tA) - be : t € R}. Entao, nesse caso, precisa-se ir para
o recobrimento universal G para encontrar os elementos de M que nao estao em

(ﬁ@)o. Na subalgebra £, a parte compacta Z,, de g(u) é dada por

~10 0 ... 0
00 0 ...0
0 0 0 0 0
Do 0 0
00 ... 0 0
7 =
s 10 0 ...0
00 0 ...0
00 0 0 0
: 0 0
00 ... 0 0
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Considere {ey,...,eg, €9, f2,..., fs} a base canonica de R?, onde [ = 8. Em

termos da &lgebra de Clifford, a parte compacta da algebra g(u) é dada por

€1€9

Zu=——

Para todo t, tem-se que

exp(tZ,) = (Cos G) ~ eregsen (%)) .

Em particular, para t = m,
m = exp(wZ,) = —ejey.

Tem-se que m € M. Falta verificar que m € (ﬁe)o, que é o mesmo que verificar se

m € (Ke)o.

1. Se ag ¢ O, entdo to é gerada por elementos dos seguintes tipos: a) e;e;, com

2<i<8,3<j<8 b)ef,com2<i<8.

2. Se ag € O, entao tg ¢é gerada por elementos dos seguintes tipos: a) e;e;, com

2<i<8,3<j<8b)ef,com2<i<8;c)exNegAey.

Em ambos os casos, ndao é possivel gerar m = —ejeg quando exponencia-se os
elementos da subdlgebra tg. De fato, nas exponenciais nunca aparecem e; e eg.
Logo, m ¢ (Keg)o. Assim, a 6rbita G(u) - bg é uma esfera S nao homotépica a um

ponto em Fg.

Para forma real normal das dlgebras excepcionais G5 e Eg, cada érbita G(u) - b
analisada acima ¢ uma esfera S* contida em Cg nao homotdpica a um ponto em Fg.
Pelo Lema 4.4, para u € (Kp, )o, cada érbita (u™'G(u)u) - be também néao reduz-se
a um ponto em Fg. Seja x = nu-be € 0g(H,) comn € N~ eu € (Kg,)o C Ky, C
Zpy,- Entao,

lim (exp(tH,)) nu - be = u - be.

t——+o0
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Como Cg tem interior nao vazio, pode-se encontrar x € Cg tal que

thin (exp(tH#)) r=u-bg € CgN att@(HN).
—400

Logo, para u € (Kp,)o C Ku, C Zy,, a érbita G(u) - u - be = u(u'G(p)u) - be
¢ uma esfera S contida em Cg nao homotépica a um ponto em Fg. Isso mostra
que Cg nao esta contido em um subconjunto contrétil de Fg. Uma vez que O foi

arbitrario, conclui-se que S = (. Isso termina a prova do Teorema 4.1 para forma

real normal das algebras excepcionais Gy e Eg. Ll
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Capitulo 5

Teorema de controlabilidade

Como foi mencionado na introdugao, a inspiragao para os Teoremas 2.1 e 4.1 sao
os resultados para controlabilidade de sistemas de controle de [1], [10], [15], [16].
O ponto inicial na prova desses resultados é mostrar que para a raiz maxima p, o
subgrupo G(u) estd contido no semigrupo de controle. As hipdteses desses resul-
tados sdo adaptadas para assegurar a inclusdo de G(u) no semigrupo de controle.
Os Teoremas 2.1 e 4.1, respectivamente, provam para um grupo de Lie G simples
complexo, conexo e um grupo de Lie G simples real, conexo, nao compacto e cuja
algebra de Lie é uma forma real normal de uma &algebra classica, o teorema final de
[1] sem insistir em trabalhar com a raiz maxima.
Seja
g=(A+u(t)B)y, u(t) eR (5.1)

um sistema de controle invariante a direita com controles sem restri¢oes onde A, B €
g com g uma algebra de Lie simples do grupo de Lie simples, conexo G. Seja S o

semigrupo do sistema gerado por exp(t(A +uB)), t > 0, u € R, e denote por
I'={Xeg:Vt>0,exp(tX) € cl(9)}

seu cone de Lie. I' é um cone convexo fechado invariante por exp(tad(X)), t € R,
se +X € T; veja Hilgert-Hofmann-Lawson [13]. Além disso, diz-se que A e B

satisfazem a condicao do posto da dlgebra de Lie se A e B geram g.
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Uma vez que o sistema (5.1) é com controles sem restri¢ao, o seguinte argumento
mostra que =B € I'. De fato, tem-se que A+uB € I', u € R. Entao tomando u > 0,
(1/u)A+ B € T. Assim, B = lim, s, ((1/u)A+ B) € T'. De forma semelhante,

—B €T, fazendo u — —o0.

Agora tome B na subdlgebra de Cartan h e escreva

A=Ag+) A, (5.2)

a€cll
para a decomposicao do espaco de raizes de A, onde Ay € he A, € gq.
Seja g uma algebra de Lie simples complexa ou g uma forma real normal de uma

algebra classica gc.

Teorema 5.1 No sistema de controle (5.1) tome B € h. Entdo o sistema é con-

troldavel em G se

1. Ae B geramg e

2. existe uma raiz « tal que G(a) C S.

Demonstracao: Basta aplicar o Teorema 2.1, no caso complexo e o Teorema 4.1,

no caso real. L]

Se g é uma algebra de Lie simples complexa, a subédlgebra de Cartan h decompoe-
se como h = hgr + ihgr, onde hgr é o subespaco real onde as raizes assumem valores
reais. Para uma raiz [, tem-se que S(H) € R se H € bg e S(H) é imaginario se

H € ibg.

Em particular, escreve-se B = Bgre + B € br + thr e 0 resultado de controlabi-
lidade é apresentado em dois casos: ad(B) tem autovalores puramente imagindrios,
ou seja, Bre = 0; o outro caso é Bgre # 0. As provas seguem quase imediatamente
do Teorema 2.1 e de [1, Lema 2.3] no caso complexo. Para deixar claro, essas provas

sao aqui apresentadas.
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Teorema 5.2 No sistema de controle (5.1) tome B € b e suponha que ad(B) tem

autovalores puramente imagindrios. Entao o sistema € controldvel em G se

1. Ae B geramg e

2. existe uma raiz « tal que o(B) # 0, Ay # 0 # A_, e a(B) # B(B) para

qualquer raiz B # a com Ag # 0.

Demonstragao: Tem-se que exp(tad(B)(A)) € ' para todot € R e
exp(tad(B)(A)) = PP Ay,
Bell
Assim, A, (t) = (1 4+ ncosta(B))exp(tad(B)(A)) € I' se |n| < 1. Como [(B) #

a(B) é puramente imagindrio tem-se que

Tlirfw(l/T) /OT e PB) (1 + ncosta(B)) dt = 0.
Tomando o limite, limy_,(1/7) fOT A,(t) = (n/2)Aq; veja [15] e [1, Lema 2.3].
Logo A, # 0 pertence a I'. Assim, exp(tad(B)(A,)) € T', t € R. Por outro lado,
exp(tad(B)(A4y)) = P A,. Uma vez que a(B) # 0, entdo o subespaco complexo
gerado por A, estd contido em I, ou seja, g, C I'. Da mesma maneira, tem-se que

9o CI'. Assim, g(a) C T'. Isso implica que G(a) C S e S = G, pelo Teorema 2.1

no caso complexo. L]

Observacao: Em [1] e [15] o resultado acima é provado com a hipétese que B é
fortemente regular, ou seja, a(B) # 0 para qualquer raiz « e «(B) # [(B) para
raizes a # . Com a regularidade forte é possivel provar que g(a) C I' para varias
raizes a e conclui-se que I' = g. Aplicando o Teorema 2.1 no caso complexo é

suficiente ter g(a) C I' para apenas uma raiz «.

Teorema 5.3 No sistema de controle (5.1) tome B € h com Bgre # 0. Entdo o

sistema € controldvel em G se A e B geram g e existe uma raiz « tal que
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1. Ima(B) # 0.

2. Se B # « é uma raiz positiva tal que ReB(B) < Rea(B) entdo, Ref(B) <
Rea(B).

3. Ayo #0 e A, =0 no caso em que Rey(B) > Rea(B) ou Rey(B) < —Rea(B).

Demonstragao: Para todo t € R, e**Re(@(B) exp(tad(B)(A)) € I'. Pela terceira
condicao

exp(tad(B)(A)) = Ze”(B)A7
com a soma estendida v com -Rea(B) < Revy(B) < Rea(B). Mas, pela segunda

condicao

lim e @B exp(tad(B)(A) = A, e lim BB oxp(tad(B)(A)) = A_,.

t——+o00 t——oc0
Assim, Ay, € T. Como exp(tad(B)(A+s)) = P AL, e a(B) # 0, entdo g, C I.
Assim g(a) C I e isso implica que G(«) C S. Entao o resultado segue do Teorema

2.1 no caso complexo. U

Observacao: Em [1] e [15] o teorema acima é provado tomando « a raiz maxima, as-
sumindo Ay, # 0 e com B fortemente regular. Vale observar que sob essas hipéteses
« satisfaz as 3 condigoes do teorema anterior. De fato, se Bge € b, 0 que pode
ser assumido sem perda de generalidade, e se a é a raiz méaxima, entao a segunda

condicao e a segunda parte da terceira condicao sao validas automaticamente.

A primeira condicao é satisfeita sempre que B é fortemente regular. De fato,
quando B é fortemente regular a dimensao de kerad(B) é o posto de g e os autova-
lores da complexificacao ad(B)c de ad(B) sao simples. No caso da élgebra de Lie
complexa g complexifica sua realificagdo. Entao os autovalores de ad(B)c¢ sao os de
ad(B) junto com seus conjugados complexos. Assim os autovalores de ad(B)¢ sao
simples se, e somente se, nenhum autovalor de ad(B) é real. Portanto, Im5(B) # 0

para qualquer raiz 3.
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Agora, se g é uma forma real normal de uma &algebra classica gc, a subélgebra
de Cartan § é o subespaco real hr onde as raizes assumem valores reais. Para uma

raiz 3, tem-se que S(H) € R e ImG(H) =0 se H € bg.

Em particular, escreve-se B = Bgr. € bhr e o resultado de controlabilidade é
apresentado no caso em que Br, # 0. A prova segue quase imediatamente do
Teorema 4.1 e de [1, Lema 2.3] no caso real. Para deixar claro, essa prova é aqui

apresentada.

Teorema 5.4 No sistema de controle (5.1) tome B € h com Bgre # 0. Entdo o

sistema € controldvel em G se A e B geram g e existe uma raiz « tal que

1. Se B # « € uma raiz positiva tal que Ref(B) < Rea(B) entio, Ref(B) <
Rea(B).

2. Aia #0 e A, =0 no caso em que Rey(B) > Rea(B) ou Rey(B) < —Rea(B).

Demonstragao: Para todo t € R, e**Re(@(B) exp(tad(B)(A)) € I'. Pela terceira
condicao

exp(tad(B)(A)) = Z "B A,

com a soma estendida v com -a(B) < v(B) < a(B). Mas, pela segunda condigao

lim e @B exp(tad(B)(A) = A, e lim BB exp(tad(B)(A)) = A_,.

t——+o0 t——o0

Assim, Ai, € T. Como exp(tad(B)(Aia)) = ef*P AL, e a(B) # 0, entdo
g+o C I'. Assim g(a) C T' e isso implica que G(«a) C S. Entado o resultado se-
gue do Teorema 4.1 no caso em que g é uma forma real normal de uma &lgebra

classica gc. L]

Observagao: Em [1] e [16] o teorema acima ¢é provado tomando « a raiz maxima,

assumindo A4, # 0 e com B fortemente regular real. Vale observar que sob essas
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hipdteses « satisfaz as 2 condigdes do teorema anterior. De fato, se Bre € b, o
que pode ser assumido sem perda de generalidade, e se o é a raiz méaxima, entao
a segunda condicao e a segunda parte da terceira condi¢ao sao validas automatica-

mente.

A condic¢ao que Imf3(B) = 0 é satisfeita sempre que B é real fortemente regular
real. De fato, quando B é fortemente regular real, B é regular, os autovalores de
ad(B) sao reais e os autoespagos associados sao unidimensionais Portanto, Imj3(B) =

0 para qualquer raiz .
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Capitulo 6

Grupo Fundamental das
variedades flag

Nesse capitulo é calculado o grupo fundamental das variedades flag de uma algebra
de Lie simples complexa e das formas reais. Para isso ¢ usado o Teorema 4.6, o qual
determina o grupo fundamental das variedades flag através de um método algébrico.
Mais explicitamente, esse teorema consiste em quocientar o centralizador M pelo

seus elementos que estao na componente conexa da identidade (]3@)0 de ]3@.

Outra ferramenta utilizada é a seguinte proposi¢ao; veja Johnson|[14].

Proposicao 6.1 M ¢ conexo se, e somente se, toda raiz branca do diagrama de

Satake € adjacente a uma raiz preta ou estd ligada a outra raiz branca.

Observagao: Secja F a variedade flag maximal de g. Em [14], conclui-se que 7 (F) =
mo(M) e assim, F é simplesmente conexa se, e somente se, M é conexo. E pela
proposicao anterior é possivel verificar se M é conexo apenas olhando o diagrama

de Satake.

Usando o Teorema 4.6 também conclui-se que a variedade flag Fg é simplesmente

conexa se, e somente se, M é conexo.
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6.1 Algebra de Lie simples complexa

Em uma algebra de Lie simples complexa as variedades flag sao variedades comple-
xas. Nesse caso, as variedades flag sao simplesmente conexas. De fato, o grupo M

é conexo pois é um toro complexo com algebra de Lie ihg, logo M é conexo e entao

m(Fo) = M/ (Mm (ﬁe)o) = {e).

6.2 Forma real tipo Al

All>1 o—0— - —O0——20
31 &%) a1 Qq

A forma real tipo Al é a algebra g = sl(n,R), a qual é a forma real normal
de sl(n,C) com n = [+ 1. Considere uma decomposi¢ao de Cartan de g dada por
g = t s com a subdlgebra £ = so(n,R) e s o subespago das matrizes simétricas em
sl(n,R).

Seja {e1,...,e,} a base canonica de R". A élgebra so(n, R) se realiza na élgebra
de Clifford C = C(R™) como o espago gerado pelos produtos u - v com u,v € R”
ortogonais:

so(n,R) =span{u-v € C : u,v € R", (u,v) = 0}.
A representagao de so(n,R) em R™ da-se por comutagao em C.

Sejam G o recobrimento universal do grupo G = Sl(n,R) e K o grupo compacto
maximal de G com algebra de Lie so(n,R). Nesse caso, K é o grupo Spin(n), o
qual se realiza como o grupo dos elementos inversiveis de ordem par na algebra de

Clifford C.

O grupo Spin(n) é um recobrimento duplo de SO(n,R). O homomorfismo de

recobrimento v é dado pela representacao em R", que é definida por conjugagao:
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u € Spin(n) define a aplicagao y(u) : v € R" — wou™! € R". O nicleo desse

homomorfismo é {£1}, escalares em C.

O grupo McCKéo grupo D,, o qual é formado pelos produtos de quantidade

par de elementos da base canonica
M:Dn:{eil...em 21 <iigy ..o < njs
veja [14, Proposition 17.1].

A imagem de D,, pelo homomorfismo de recobrimento é um subgrupo de matrizes

diagonais em SO(n,R) , isto é,

v(D,) = {diag{ey,...,en} rci=Fl,61...ep =1} = M = Z,""".

Proposicao 6.2 Seja G o recobrimento universal do grupo G = Sl(n,R). Seja ﬁ@
um subgrupo parabolico nao minimal de G. Entao, —1 € (]3@)0, isto €, Kery C

(Po)o.

Demonstragao: Considere a aplicagao exponencial na algebra de Clifford exp :

so(n,R) — Spin(n) dada por

exp(u) = Z %

k>0

Para todo indice j =1,...,n — 1 tem-se que
exp(tejeji1) = cos(t) + sen(tejejiq).

Em particular para ¢t = 7, exp(me;ej41) = 1. Por outro lado, se uma subalgebra
parabdlica pe nao é minimal, entao existe j = 1,...,n — 1 tal que eje;y1 € g =

pe Nso(n,R). Logo, —1 € exp(te) C (Po)o. O

Corolario 6.3 Seja M o centralizador de a em K C Sl(n,R) e Po um subgrupo

parabolico nao minimal de Sl(n,R). Entdo

m(Fe) = M/ (JTJ N (13@)0) — M/ (M N (Po)o).
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Demonstracao: Pela Proposicao 6.2, Kery C (ﬁ@)o. Entao
M /(M N (Po)o) = (M /Kery)/(M N (Po)o N Kery) = M/(M N (Po)o)

e o resultado esta provado. Ll

Corolario 6.4 Um elemento e, ...e;, € D, pertence a componente conexa (Po)o
se, e somente se, o numero de indices que aparecem dentro de cada um dos blocos

que define po € par.

Demonstragao: Se 15@ nao é minimal, entao e;, ...e;,, € D, pertence a (15@)0 se, e
somente se, y(e;, ... €, ) € (Po)o, onde Pg é o subgrupo parabdlico correspondente
no grupo Si(n,R). Por outro lado, um elemento diag{e;,...,e,} € M C Sl(n,R)
se, e somente se, a quantidade de —1 que esta dentro de cada bloco que define Pg
é par, pois assim o determinante de cada bloco é +1. Se 15@ ¢ minimal o resultado

¢ direto. O

As variedades flag de sl(n,R) sdo variedades flag F"(dy,...,d;) formadas por
subespagos (V4 C ... C V) com dimV} = dj. Cada uma dessas variedades flag é da
forma Fg, onde © é um conjunto de raizes simples. A relagao entre as dimensoes
dy,...,dr e © é dada da seguinte forma: ordene as raizes do diagrama de Dynkin
da esquerda para direita. Entao, F"(dy,...,dy) = Fe onde as dimensdes d; sao os

indices das raizes que nao pertence a O; veja [24].

Seja F*(dy, . ..,dy) = Fg = Sl(n,R)/Pg a variedade flag de sl(n,R) determinada
por blocos de tamanhos ny,...,ng, onde ny + ... +npy = ncom n; = dy e n; =

di—di,1,1<’i§k.

Entao,

M0 (Po)o=2Z3"' x ... xZp " =787k
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sendo uma componente para cada bloco de (Pg)o. Portanto,
m(Fe) = M/ (M N (Pe)o) = Zy~' [Zy " ~ L5~

onde k ¢ o nimero de blocos de (Pg)o.

6.3 Forma real tipo AIl

All o

@)
o
°
O
°

A forma real tipo AIT é a dlgebra g = sl(n,H). Considere uma decomposi¢ao

de Cartan de g dada por g = sp(n) @ s onde s sdo matrizes hermitianas da forma
21 —22
Z9 71

com z; e zo matrizes complexas n X n. Assim, o subgrupo K= Sp(n).

Toda raiz branca do diagrama de Satake dessa dlgebra é adjacente a uma raiz
preta, entao, pela Proposicao 6.1, M é conexo. Nesse caso, M= (Sp(1))™; veja [14,
Proposition 17.2]. Logo,

m(Fo) = {e}.

6.4 Forma real tipo AIII.1

AIITA o——0— -
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A forma real tipo AII1.1 é a élgebra g = su(p,q), com p < q. Considere uma
decomposicao de Cartan de g dada por g = €@ s com ¢ = su(p) ® su(q) ® z onde z
¢ 0 centro. Assim, o subgrupo K = SU(p) x SU(g) x RH.

No diagrama de Satake da algebra g, toda raiz branca esta ligada a outra raiz
branca ou é adjacente a uma raiz preta. Assim, pela Proposicao 6.1, M é conexo.

Nesse caso, M = (S1)7~1 x SU(q — p) x R; veja [14, Proposition 17.3]. Entdo,

m1(Fe) = {e}.

6.5 Forma real tipo AIIIl.2

AIII.2 o——0— -

|

o—% :
A forma real tipo AII1.2 é a élgebra g = su(p,p), com p > 2. Considere uma

decomposi¢ao de Cartan de g dada por g = €@ s onde £ = su(p) ® u(p). Assim, o
subgrupo K = SU(p) x SU(p) x R.

No diagrama de Satake da algebra g, toda raiz branca esta ligada a outra raiz
branca. Assim, pela Proposicao 6.1, M é conexo. Nesse caso, M ~ (SHr-1 x z;

veja [14, Proposition 17.4]. Entao,
m(Fo) = {e}.

6.6 Forma real tipo BDI

B,l>2 O—0O— -
le%1 1e%} Q1 /0
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a1
DI,l>4 O—O— -+ s
aq (6]
07)

A forma real tipo BDI é a algebra g = so(l,n — 1), a qual é a forma real normal

das algebras tipo B;, quando n = 2] 4+ 1 e das algebras tipo D;, quando n = 2I.

Considere uma decomposi¢ao de Cartan de g dada por g = €@ s onde £ =
so(l) @ so(n—1) com n = 2]+ 1 ou 2. Assim, o subgrupo K = Spin(l) x Spin(n — 1)
com n = 2[4+ 1 ou 2.

Nesse caso, M = Dy x Spin(n —20) =Dy ={esy ... 1 1 < €iy,... 6 <1}
veja [14, Proposition 17.5].

Ja foi visto que Spin(l) é um recobrimento duplo de SO(/,R). E o0 homomorfismo

de recobrimento foi dado pela aplicacao 7. Tome ¢, o homomorfismo de recobri-

mento de SO(n — [, R) com n = 2]+ 1 ou 2/, dado também por conjugagao.

Ent&o Spin(l) x Spin(n —1) com n = 2 + 1 ou 2/ é um recobrimento duplo de
SO(l,R) x SO(n — I,R) com n = 2l + 1 ou 2[. E o nicleo deste homomorfismo é
dado por ({£1},{%1}).

Proposigdo 6.5 Seja G o recobrimento do grupo G = (SO(n,n —1))o, com n = 2l
ou 2l + 1. Seja ﬁ@ um subgrupo parabolico nao minimal de G. Entao, —1 € (ﬁ@)o,

isto ¢, Ker(y 0 ¢) C (Pg)o.

Demonstracao: Basta aplicar a Proposicao 6.2 em cada componente. Ll

Corolério 6.6 Seja M o centralizador de a em K C (SO(l,n—1))o, com n = 2l ou

2l + 1. Entao
m(Fe) = M/ <z\7 N (13@)0) — M/ (M N (Po)o).
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Demonstragao: Prova semelhante a prova do Corolario 6.3. L]

Corolario 6.7 Um elemento e;, ...e;, € D; pertence a componente coneza (Po)o
se, e somente se, o numero de indices que aparecem dentro de cada um dos blocos

que define po € par.

Demonstragao: Prova semelhante a prova do corolario 6.4. Ll

Seja Vi, um subespaco isotropico, isto €, um subespago em que as formas bilineares
correspondentes se anulam. As variedades flag de so(l,n — [) sdo formadas por

subespagos isotrépicos (Vi C ... C Vi) com dimVj, = d.

As variedades flag de espacos isotrépicos sdo denotados por F!(dy, ..., d;) com
1<dy <...<d <. Essas variedades flag também sao da forma Fg. Com excecao
de alguns casos da algebra do tipo D;, o subconjunto © ¢é definido de tal forma que

as dimensoes dy, . .., d;, sejam os indices das raizes «; que nao estdao em O; veja [24].

A seguir, o grupo fundamental das variedades flag da forma real normal das

algebras B; e D; sao calculados separadamente.

6.6.1 Forma real normal da algebra B;

Se oy = )\, nao pertence ao subconjunto ©. Entao, (0), o gerado por O, s6
contém raizes do tipo A; — A;. Nesse caso, a subdlgebra tg = s0(ni) @ ... ® so(ng),
com n; o tamanho dos blocos que aparecem em pg. Cada n; é dado em termos das
raizes simples pelas diferengas dos indices d;, ou seja, ny = dy, n; = d; — d;_1, com

l<i<keni+...+n,=1 Assim,
M (Po)o=2Z3"" x...xZy~ ' = 75"
sendo uma componente para cada bloco de (Pg)o. Portanto,
m(Fo) = M/ (M N (Po)o) = Z5 /25 * ~ L5
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onde k é o nimero de blocos de (Pg)o.

Se «; pertence ao subconjunto O: existem duas possibilidades para subalgebra

to.
1. Se ay_1 = A\j_1 — A\ € O, entao
to =50(ny) @ - - B so(ng) ®so(l —dy) Bso(l —d,+1)
onde ny = dy, n; = d; — d;_1, 1 <i < k; veja [24]. Entao,
MO (Po)o = ZM™" x - x Z06 Y e 7Bt o gldit 1ol _ gloke2o-1
com x = [—dj, > 1, sendo uma componente para cada bloco de (Pg)o. Portanto,
m(Fo) = M/ (M (1 (Po)o) = Z4™ /Z 21 g2
onde z =1 —dj > 1 e k é o nimero de blocos de (Pg)o.
2. Se oy_1 ¢ O, entdo
to =s0(ny) @ ... ®so(ng) ®so(2)
comny =dy, n;, =d; —d;_1, 1 <i < k. Entao,
MN(Po)y=20"" x ... x 2t x 7271 = 7L+t
sendo uma componente para cada bloco de (Pg)o. Portanto,
m(Fe) = M/ (M N (Pe)o) = Zy ' Ly " = L5~

onde k ¢ o nimero de blocos de (Pg)o.

6.6.2 Forma real normal da algebra D,

Se oy = A\;_1 + A\, nao pertence ao subconjunto 6. Entao (0) s6 contém raizes
do tipo A\; — \;. Assim, a subdlgebra o = s0(n1) ®...Bso(ng) com n;+...+n, =1

eny =dy, n; =d; —d;_q1, 1 <i<k;veja [24]. Entao,
MN(Po)y=20""x ... xzy "t =7*
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sendo uma componente para cada bloco de (Pg)o. Portanto,
m(Fe) = M/(M N (Pe)o) = Zy ' /Zy " ~ L5~

onde k ¢ o nimero de blocos de (Pg)o.

Se a; pertence ao O. Existem duas possibilidades:

1. Seay_1 = \_1—)\ € O. Entao, tg = 50(711)@. . @50(7’%)@50(l—dk)@ﬁﬂ(l—dk)

Assim,
Mn(Po) = ZZ}H X ... X Z;’“_l X Zé‘dk—l > Zé_dk_l _ Zl27k+23t

com x = —di —1 > 0, sendo uma componente para cada bloco de (Pg)o.

Portanto,
m(Feo) = M/(M N (Po)o) = Z' /75 % k172
onde z =1—d, —1>0 ek éontmero de blocos de (Pg)p.
2. Se iy ¢ ©, entio to = s0(m) .. & so(m) & s0(1)  s0(1). Entdo,
MN(Po)y=27Z8"" x .. xzZp =7F
sendo uma componente para cada bloco de (Pg)o. Portanto,
m(Fa) = M/(M 1 (Poly) = 25 /25 ~ 247

onde k é o nimero de blocos de (Pg)o.

6.7 Forma real tipo DIII

DIIIT.1 o

O
o
°
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DIII.2 o

@)
°
O

A forma real tipo DIII é a algebra g = sl(n,H) N so(2n,C). Considere uma
decomposicao de Cartan de g dada por g = € & s onde ¢ = so(2n) Nsp(n) = u(n).
Entao o subgrupo K= SU(n) x RH.

No diagrama de Satake da algebra g toda raiz branca esta ligada a outra raiz
branca ou é adjacente a uma raiz preta. Assim, pela Proposicao 6.1, M é conexo.

Nesse caso, M = SU(2)* x R, se n = 2k + 1 e M = SU(2)* x Z, se n = 2k. Entdo,

m(Fo) = {e}.

6.8 Forma real tipo C1

CI,1>3 O—O—
(651 6%)] 072\ I8

A forma real tipo C'I é a dlgebra simplética real g = sp(n, R), a qual é a forma real
normal da algebra sp(n, C) com n = [. Considere uma decomposigao de Cartan de g
dada por g = €@ s onde £ = u(n) enquanto s é o subespago das matrizes simétricas
em g. O subgrupo K = SU(n) x R. Nesse caso, M = Mgy x M = 73 ' ¥ Z; veja
[14, Proposition 17.7].

1. Mgy sao as matrizes diagonais reais em SU(n). Os elementos de SU(n), como

(0 4%)

onde A = diag{e,...,e,} comg; =+lee; ..., = 1. Esse grupo é Z5 .

matrizes 2n X 2n, sao

2. M = {(k,itJ) € SU(n) x (exp3K)g : k (expit])g = diag{1,...,1,£1}}.
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As variedades flag de sp(n,R) sdo variedades flag F/(dy,...,d;) = Feg, com
1 <dy <...<d; <n, formadas por subespagos isotrépicos (V4 C ... C Vi) com
dimVj, = dj. O subconjunto © ¢ definido de tal forma que as dimensoes dy, ..., ds
sejam os indices das raizes a; que nao estdo em O; veja [24].

Seja F*(dy,...,dy) = Fo = Sp(n,R)/Pg a variedade flag de sp(n,R) determi-
nada por blocos de tamanhos ny,...,ny onde ny +...+ny =n=10e com n; = d;
en;=d; —d;_1,1 <1< k.

Se a; = 2\, nao pertence a O. Entao to = so(ny,R) & ... & so(ng, R). Nesse
caso tg ¢ uma subdlgebra de so(l) e (Kg)o C SO(n) C SU(n). Portanto, no grupo
K = SU(n) xR tem-se que (Ke)o € SU(n). Por outro lado, os elementos nao triviais
de M tém componente trivial na direcio de R, na decomposicio M C SU(n) x R.

Logo, {1} = M N (Ke)o = M N (Ps)o.

Entao

MSU N (ﬁ@)o = Zgl_l X oo X ngfl — Zé—k
Assim, o grupo fundamental é dado por

m(Fe) = (Zy1 )25y x 7 = 2571 < Z.

Se o pertence a O. Considere B = diag{0,...,0,1}. Entao a matriz

0 -B
B o )SPe

Assim expg(tX) € (Po)o. Como expg(mX) é o gerador de M, entdo M C (Po)o.

Analisa-se duas possibilidades:
1. Se ay_1 = N1 — A\ € O, entao to = s0(n1,R) & ... & so(ng, R) B u(l —dy).
Mgy (Po)o=2Z0"" x ... x ZW I x Z-41=75% x 7

sendo uma componente para cada bloco de (Pg)o. Assim, o grupo fundamental
é dado por
m(Fo) =Z5 ' x Z) (Z5* x 2) = Z5 .
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2. Se ay_1 ¢ O, entao tg = s0(n,R) & ... B so(ng, R) @ s0(2).
Mgy N (Po)o = Z 7 x ... x Zoe— 5 7271 = ZL-h+1,
Assim, o grupo fundamental é dado por

m(Fe) = 257/ = 257

6.9 Forma real tipo CII/

CIlI1 e O ® O o%o
CII.2 ® O ® O ® %:o

A forma real tipo CII é algebra g = sp(p,q) das matrizes em sp(p + ¢,C).
Considere uma decomposicao de Cartan de g dada por g = € ® s onde £ = sp(p) X

sp(q). Entao o subgrupo K = Sp(p) x Sp(q)-

No diagrama de Satake da algebra g toda raiz branca estd ligada a outra raiz
branca ou é adjacente a uma raiz preta. Assim, pela Proposicao 6.1, M é conexo.

Nesse caso, M ~ (Sp(1))? x Sp(q — p). Entao,
m(Fo) = {e}.

Observacao: Note que 7 (Fg) nao é trivial apenas para as variedades flag Fg das
formais reais normais. Na verdade, m (Fg) depende apenas das raizes reais, as quais

por sua vez geram uma algebra de Lie que é uma forma real normal.
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Capitulo 7

Segundo grupo de homotopia das
variedades flag

Nesse capitulo é calculado o segundo grupo de homotopia m(Fg) das variedades
flag Fg para as formas reais normais das algebras classicas e o segundo grupo de

homotopia 7o (F) da variedade flag maximal F de algumas outras algebras.

Seja K o subgrupo compacto maximal do grupo G. Sejam G o recobrimento
universal do grupo G e Ko subgrupo de G com algebra de Lie €, que é o recobrimento

universal do subgrupo K.

Proposicao 7.1 Sejam ﬁ@ um subgrupo parabolico do grupo Ge I?@ o subgrupo de

G que tem dlgebra to = €Npe. Entao
m(Fo) = mi(Ke).
Demonstragao: Considere a fibragao
7o /Ko = Fo
que induz a seguinte sequéncia exata de homotopia
o ma(Ke) = ma(K) = ma(Fe) = mi(Ke) = m(K) = m(Fo) — ...

Tem-se que 71 (K) = {e}, pois K ¢ simplesmente conexo e m(K) = {e}, pois 7
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de qualquer grupo de Lie é trivial. Entao
m(Fe) = m(Ke),

como desejado. Ll

7.1 Forma real normal de A,

Al>1 0—O0— -+ —0—0
a7} 1e% Q1 Qq

Considere a subélgebra compacta £ = so(n) com n = [+1. O subgrupo compacto

associado a subalgebra tg é Ko = SO(ny) x ... x SO(ng) com ny + ...+ n, =n.

O grupo Spin(n), com n > 3, é o grupo simplesmente conexo com &dlgebra de Lie

so(n,R). O grupo Spin(2) = U(1) = S*.

Tomando o recobrimento duplo de cada SO(n;), tem-se que o subgrupo [z’@ =

Spin(ng) X ... x Spin(ng) com ny + ...+ ni = n. Entao

{e}, se n; #2 para qualquer i
m(Fe)=4¢ Z®...®Z, se n; =2 paraalgum i

s

onde s é o nimero de vezes que n; = 2.

7.2 Forma real normal de B;

Bl >2 o—O0— -
a &%) Q1 /0

Considere a subalgebra compacta £ = so(l + 1,R) @ so(l,R). O grupo compacto
maximal é K = SO(l) x SO(l+1). Para calcular o segundo grupo de homotopia das

variedades flag analisa-se dois casos:
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Se «; nao pertence a O. O subgrupo associado a subdlgebra tg é o subgrupo

Ko =50(nq) x ... x SO(ny) com nqg + ... +ny = L.

Tomando o recobrimento duplo de cada SO(n;) tem-se que o subgrupo Ko =
Spin(ny) x ... x Spin(ng). Entao

{e}, se n; #2 para qualquer i
m(Fe)=4 Z®...®Z, se n; =2 paraalgum i

s

onde s é o nimero de vezes que n; = 2.

Se «; pertence a ©. Nesse caso, tem-se duas possibilidades:

1. Se oy pertence a O, entao Ko = SO(ny) x...xSO(ny) x SO(l—dj) x SO(I—
dr+1) onde n; = d;—d;—1 com 1 < i < k. Nesse caso, tomando o recobrimento
duplo de cada SO(n;) tem-se que K¢ = Spin(n;) X ... x Spin(ny) X Spin(l —
dk) % Spin(dy + 1). Entao

{e}, se n; #2 para qualquer i
mFe)=¢ Z@...®Z, se n;=2 paraalgum i

s

onde s é o niumero de vezes que n; = 2.
2. Se oy_1 nao pertence a O, entdo Kg = SO(ny) X ... x SO(ng) x SO(2).

Entao,

7, se n; # 2 para qualquer ¢
mFe)=¢ Z@...®Z, se n;=2 paraalgum i

s

onde s é o nimero de vezes que n; = 2.

7.3 Forma real normal de

CLl>3 O—O0— -
oq Q9 vy o
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Considere a subélgebra compacta ¢ = u(n) com n = [. O grupo compacto
maximal é K = U(n) com n = [. Para calcular o segundo grupo de homotopia das

variedades flag analisa-se dois casos:

Se o; nao pertence a ©. Entao Kg = SO(ny) x...xSO(ng), com ny+...+ng = L.
Tomando o recobrimento duplo de cada SO(n;) tem-se que Ko = Spin(n;) x ... X

Spin(ng). Entao,

{e}, se n; para qualquer i
m(Fe) = Z®...®Z, se n; =2 paraalgum i

s

onde s é o nimero de vezes que n; = 2.

Se a; pertence a O. Aqui tem-se dois casos:

1. Se ay_; pertence a ©, entao o subgrupo Ko = SO(n1) x...xSO(ng) x U(l—dy).
Nesse caso, tomando o recobrimento duplo de cada SO(r;) e sabendo que
o recobrimento de U(ry,) é SU(r,) x R tem-se que Kg = Spin(ri) x ... X

Spin(rg_1) x SU(r%) X R.
Entao,

{e}, se n; # 2 para qualquer i
m(Fe)=4 Z®...®Z, se n; =2, paraalgum i

S

onde s é o numero de vezes que n; = 2.

2. Se ay_1 nao pertence a ©, entao o subgrupo K¢ = SO(r1) X - - xSO(r,) xSO(2).

Entao,

Z, se n; #2 para qualquer ¢
m(Fe) =< Z@®...®7Z, se n; =2, paraalgum i

s

onde s é o numero de vezes que n; = 2.
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7.4 Forma real normal de D

Q-1
Dl,lZ4 o——_0— - 9o
(03] (6D)
87

Considere a subdlgebra ¢ = so(l,R) & so(l,R). O grupo compacto maximal é
K =SO(l) x SO(l +1). Também aqui para calcular o segundo grupo de homotopia

das variedades flag tem-se duas possibilidades:

Se a; nao pertence a ©. Entao o subgrupo K¢ = SO(n;) x ... x SO(ng), com
ny 4+ ...+ n = I. Tomando o recobrimento duplo de cada SO(n;) tem-se que
Ko = Spin(ny) X ... x Spin(ny,). Entao

{e}, se n; #2 para qualquer i
m(Fe)=< Z®...®7Z, se n; =2, paraalgum i

onde s é o numero de vezes que n; = 2.

Se a; pertence a O. Entao tem-se duas possibilidades:

1. Se a;_; pertence a O, entao Kg = SO(ny) x -+ x SO(ng) x SO(l — di) X
SO(l — dy,). Tomando o recobrimento duplo de cada SO(n;) tem-se que Ko =
Spin(ny) % ... x Spin(ng) x Spin(l — di) x Spin(l — dj). Entao

{e}, se n; #2 para qualquer i
m(Fe)=4 Z®...®Z, se n; =2, paraalgum i

onde s é o numero de vezes que n; = 2.

2. Se a;_1 nao pertence a O, entdao o subgrupo Ko = SO(n;) X ... x SO(ng) x
SO(1) x SO(1). Tomando o recobrimento duplo de cada SO(n;) tem-se que
Ko = Spin(n) X ... x Spin(ny,).

Entao

{e}, se n; # 2 para qualquer i
m(Fe)=4 Z®...®Z, se n; =2, paraalgum i

S
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onde s é o nimero de vezes que n; = 2.

Observacao: Note que para forma real normal de B; e de (j, se o pertence a
© e oy_1 nao pertence a O, entdo a nao trivialidade do m(Fg) é garantida com a
presenga de pelo menos um Z. Além disso, no segundo grupo de homotopia m(Fg)
da variedade flag Fg nao aparece Z, como acontece no grupo fundamental m;(Fg)

da variedade flag Fg.

Agora é apresentado um outro método algébrico para calcular o segundo grupo

de homotopia da variedade flag maximal.

Proposicao 7.2 Sejam K um subgrupo compacto de G e M o centralizador de a

em K. Considere F a variedade flag mazximal de G. Entdo

7T2<]F) = 7T1(M).

Demonstracgao: A variedade flag maximal F pode ser dada por F ~ K / M. Entdo

considere a fibracao
K-> K/ M =F
que induz a seguinte sequéncia exata de homotopia

—~ ~ —~ ~

coo (M) = m(K) = m(F) - m (M) - m(K) - m(F) — ...

Tem-se que 71 (K) = {e}, pois K ¢ simplesmente conexo e m(K) = {e}, pois 7

de qualquer grupo de Lie ¢ trivial. Entao

WQ(IF) = 7T1(M),

como desejado. Ll

Aqui sdo usados os resultados de [14] sobre o grupo M para cacular 7 (F).
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7.5 Algebra de Lie simples complexa

Nesse caso o grupo M é um toro complexo, ou seja, M = T*. Entao

—~

mF) =m(M)=m(TY=2&...®7Z.

7.6 Forma real normal

Nesse caso o grupo M é discreto, pois My = {1}. Logo, Wl(ﬂ) = {e}. Entao

m(F) = m (M) = {e}.

7.7 Forma real do tipo AIIl

All ®

@)
°
°
@)
o

Nesse caso M = (Sp(1))". Sabendo que Sp(1) ~ 53, entdo

mo(F) = m (M) = {e}.

7.8 Forma real do tipo AIII.1

AIIl1 oO—O0— -

B
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Nesse caso M = (S1)P~1 x SU(¢q — p) x R. Entéo

—~

) =m(M)=2¢... ®Z.
p—1

7.9 Forma real do tipo AIII.2

AIIl.2 O—Oi -

|

o—~O0o— -

Nesse caso M ~ (51)P~! x Z. Entao

WQ(F):Wl(M):Z@EBZ

7.10 Forma real do tipo DII]

DIII.1 ® O ® ® <;

DIII.2 ® O ®

©)

Nesse caso M = (SU(2))* x R. Entio

7ao(F) = m (M) = {e}.
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7.11 Forma real do tipo CII]

CII.1 e O ® O o%o
CII.2 ® O ® O ® %:o

Nesse caso M = (Sp(1))? x Sp(q — p). Entao

m(F) = m (M) = {e}.

Observacao: Note que para forma real normal o segundo grupo de homotopia
mo(IF) da variedade flag maximal F é sempre trivial, pois M é discreto. Nos outros

casos mo([F) pode ser trivial ou Z @ - -+ & Z com k > 1.
k
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Apéndice A

Fibrados

Um grupo topologico ¢ um espago topolégico e um grupo abstrato onde as operagoes
de multiplicacao e inversa sao aplicacoes continuas. Um semigrupo S em um grupo

G é um subconjunto invariante pela multiplicacao de G.

A acao a esquerda de um grupo G num conjunto X é uma aplicacao - : Gx X — X

que satisfaz

1. gh-z=g-(h-x);

para todos g,h € G e x € X, onde 1 € G é a identidade do grupo G. Da mesma
forma, a a¢ao a direita de um grupo G num conjunto X é uma aplicagao - : X xG —

X que satisfaz
1. xz-gh=(x-g)- h;
2.z-1=x

para todos g,h € G ex € X, onde 1 € GG é a identidade do grupo G.

Para cada g € G, a aplicagao g : X — X dada por g(x) = gz, para todo z € X

¢ uma bijecao com a inversa ¢~ '1: X — X.
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A orbita pela acao do grupo G de um ponto x € X é dada por
Gr={g-z:9€G}
e o subgrupo de isotropia de G em x é dado por

G.={9€eG:g-z=uz}

A acao de G em X é transitiva se a Orbita pela acao de G de algum z € X é
todo o conjunto X. Tem-se que G age livremente em X se a isotropia G, é trivial

para todos x € X.

Se G é um grupo topolégico, um conjunto X é um espaco homogéneo de G se
G age transitivamente em X e a isotropia G, é um subgrupo fechado em G, para
algum, e portanto para todo, z € X. Se X também é um espaco topoldgico e a acao
-1 G x X — X é uma aplicacao continua, diz-se que G age continuamente em X.

Nesse caso, para cada g € G, a aplicacao g : X — X é um homeomorfismo.

Se M é uma variedade diferenciavel, um grupo de Lie G age diferenciavelmente
em M se a acao - : G x M — M ¢é uma aplicacao diferencidvel. Nesse caso, para

cada g € GG, a aplicacao g : X — X é um difeomorfismo.

Uma fibracao é uma aplicagao continua e sobrejetora 7 : Q — X do espago

topologico (), chamado de espaco total, no espago topoldgico X, chamado de espaco
base. Denota-se por Q, a fibra 7='(z) de Q sobre z € X e a fibra 7= (7(q)) de Q

através de g € () é denotada por @),.

Uma fibracao 7 : Q — X é um fibrado principal se um grupo topoldgico G age
livre e continuamente a direita no espaco total, tal que as fibras de () sao as érbitas

de G em (). O grupo G é chamado de grupo estrutural de Q.

O fibrado principal trivial com base X e grupo estrutural G é a projegao na

primeira coordenada pry : X x G — X, onde a acao de G em X x G é dada por

(z,9)a = (v, ga)
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ondez € X e g,a € G.

Um fibrado principal 7 : Q — X ¢é localmente trivial se existe uma cobertura
aberta {U; : i € I} do espago base, chamada de cobertura trivializante, tal que, para
cada i € I, o fibrado principal 7 |-1(y;): Ui — Ui é isomorfo ao fibrado principal

trivial com base Ut e grupo estrutural G.

De maneira mais precisa, existe uma familia de homeomorfismos
{v; : 7N U;) = U; x Glier
chamada de trivializagdes locais, onde 1; = (7, g;) para uma aplicacdo continua
gi : m HU;) = G que satisfaz
9i(qa) = gi(q)a,

onde ga denota a agao de a € G sobre ¢ € 7 1(U;). A familia U = {(U;, ¢;) }ier 6

um atlas de Q).
A trivialidade local implica que a projecao w é uma aplicacao aberta. A aplicacao
iq - G = @, dada por
ig:a€ G qa
¢ um homeomorfismo.
Associada a cada trivializacao local, sua secao local é a aplicacao x; : U; — @

definida por x;(z) = ¥;'(z,1), onde 1 é o elemento neutro de G. Tem-se que

moy; = idU; e, para todo x € U; e a € G,
VYi(xi(x)a) = (2, a).
Se Uy; = UiNU; # 0, entao
b0t Uy x G — Uy x G

é tal que
Y; 0y Hxa) = ¥i(xi(x)a) = (2, a;(x)a)
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onde a;; = g;j o x; : Uj; = G ¢é chamada de fungao de transi¢cao. Além disso, como

bi(xi(@)) = (2, ai5(2)) = 5 (x;(x)ai;(2))

tem-se que x;(x) = Xj(x)aij<x>'
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Apéndice B

Algebra semissimples

Neste capitulo é apresentado alguns conceitos e resultados da teoria de algebras e
grupos de Lie semissimples. As principais referéncias usadas foram Helgason [12]

Knapp [17], San Martin [22] e Warner [34].

Um espaco vetorial g munido de um produto, colchete ou comutador, bilinear
e antissimétrico [.,.] : g X g — g que satisfaz a identidade de Jacobi [X,[Y, Z]] +
Y, [Z,X]|+ [Z,[X,Y]] =0, para X, Y, Z € g é uma dlgebra de Lie.

Seja V' um espago vetorial e gl(V') a algebra de Lie das transformagoes lineares
de V. Seja também g uma algebra de Lie. Uma representa¢ao de g em V é um

homomorfismo p : g — gl(V).

Uma representagao é chamada de fiel se ker p = {0}. Nas representagoes fieis,
g ~ imp e assim, a algebra de Lie de dimensao finita pode ser vista como uma

subalgebra de transformacoes lineares ou matrizes.

Uma representacao p de g em V' é chamada de irredutivel se os inicos subespacos

invariantes por p sao os triviais {0} e V.

Seja g uma algebra de Lie e p uma representacao de g em V. Um peso de p é

um funcional linear A : g — K tal que o subespaco V) de V' definido por

Vw={veV:V¥Xeg In>1(p(X)—AX))"v=0}
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¢ nao nulo. O subespaco V) é chamado de subespaco de pesos associados a A\. A

dimensao de V) é chamada de multiplicidade de .

A representagdo adjunta da algebra g, ad : g — gl(g), é definida por ad(X)(Y') =
[X,Y] com X|Y € g onde gl(g) é a dlgebra de Lie das transformacoes lineares de
g. Denota-se por Int(g) o grupo dos automorfismo de g gerado pelas exponenciais
de adjuntas de elementos de g. O nucleo da representacao adjunta é chamado de

centro de g e é dado por

3(g)={X eg:ad(X)(Y)=[X,Y] =0, paratodo Y € g}.

A forma de Cartan-Killing de g é definida pela forma bilinear

(X)Y) =tr(ad(X),ad(Y)), X, Y eg.

Uma algebra de Lie g é semissimples se, e somente se, sua forma de Cartan-
Killing é nao degenerada; veja [22, Teorema 3.8]. Nesse caso, o centro 3(g) é trivial;

veja [12, Corolary 6.2].

Seja G um grupo de Lie conexo com &lgebra de Lie semissimples g. A repre-
sentagdo [ : G — Int(G) do grupo G no grupo dos seus automorfismos internos
Int(G) é dada por I(g)h = ghg™'. A representacio adjunta de G é dada por
Ad: G — Gl(g), Ad(9)(X) =d(I;)1 X, onde g € G, X € ge1é aidentidade em G.

Considerando exp g — G a aplicagao exponencial do grupo G, tem-se que
exp(Ad(9)(X)) = I(g) exp(X) = gexp(X)g~', g € G, X € g.

Além disso, seja e : g — Gl(g) a aplicagdo exponencial do grupo linear Gl(g). Uma

vez que d(Ad); X = ad(X), entao
Ad(exp(X)) = e, X e g;

veja [12, Section 2.5].
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B.1 Decomposicoes de Cartan e de Iwasawa

Seja g uma algebra de Lie semissimples real. Considere 6 um automorfismo involu-
tivo de g, ou seja, #2 = o6 = 1, onde 1 é o automorfismo identidade de g. Denote
por £ e s os autoespacos associados aos autovalores 1 e —1 de @, respectivamente. Es-
ses autoespagcos satisfazem [¢, €] C €, [¢,s] C s,[s,5] C €. Assim, € é uma subélgebra

de g. Define-se a forma bilinear nao-degenerada associada a ¢ por
(X, Y )y = —(X,0(Y)).
Quando (-, )¢ é um produto interno, # é uma involugio de Cartan. Nesse caso,
g=EtDs
é uma, decomposi¢ao de Cartan de g; veja [22, Proposigao 12.21].

Além disso, os subespagos £ e s sdo ortogonais em relagao a (-,-)g. Para X € ¢
ad(X) é antissimétrica com relagdo a (-,-)p e para Y € s ad(Y) é simétrica com

relagao a (-, -)g; veja [22, Proposicao 12.22].

Dada uma decomposicao de Cartan g = € & s, considere a C s uma subalgebra

abeliana maximal. Para cada funcional linear 0 # « € a* defina o subespago
go={X€g:VHeaq [HX|=a(H)X}.

Um funcional nao-nulo o € a* tal que o subespaco g, ¢ nao-nulo é chamado de raiz
associada ao par (0,a) e assim, g, é chamado espaco de raizes associado a raiz .

Denote por II =II(6, a) o conjunto de raizes associado ao par (6, a).

Denotando por K = exp(k), o subgrupo compacto de G, e por S = exp(s), segue
que

G=KS
é uma decomposi¢cao de Cartan do grupo G.

Considere
M ={k e K :Ad(k)(H) = H, para todo H € a}
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o centralizador de a em K e
M*={ke K :Ad(k)a=a}

o normalizador de a em K. Note que M é um subgrupo normal de M*. O grupo de

Weyl analitico associado ao par (6, a) é o grupo quociente W = M* /M, que coincide

com o grupo gerado pelas reflexoes r,, a € I, r,(8) = f — Q(S—’a’?a; veja [17, section

4.6).

O subconjunto de a,
{H € a:a(H) #0,para todo a € 1T},

é o conjunto dos elementos requlares em a. Esse conjunto é aberto e denso em a.

Uma componente conexa desse conjunto é chamada de camara de Weyl.

Escolha uma camara de Weyl a™. Define-se
It ={a€ll:a(H) > 0,para todo H € a*}

o conjunto de raizes positivas associadas a at. O conjunto de raizes negativas é

dado por IT- = —1II*,

Dada a escolha da camara de Weyl a™, as subdlgebras

sao nilpotentes. Assim, tem-se que
g=tdadnt

é a decomposi¢ao de Iwasawa de g com relagao ao terno (6, a, a™). Essa decomposicao

¢ unica a menos de conjugacao por Int(g).

Sejam A = expa e NT = expn™ subgrupos conexos de G. Entao
G =KAN
é a decomposi¢cao de Iwasawa do grupo G.
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B.2 Variedades flag

Fixe (6,a,a®) e ¥ C II" o sistema simples de raizes associado a a*. Dado um

subconjunto © C 3, denote por
(©) ={a €Il : supp(er) C © ou supp(—a) C O}

o conjunto de todas as raizes em Il que sao combinacoes lineares de raizes em O,
onde supp(«) é o suporte da raiz «, e por (0)T = (0) NII*. Considere as seguintes

subalgebras nilpotentes

(@)= ) gaen(©)= ) g
ac(O)t

ag(®)~
A subalgebra
p=mdadn’
é a subdlgebra parabdlica minimal de g associada a a't, e a subdlgebra parabdlica de
tipo © é dada por
po=p@dn (O).
Se © = (), entao py = p.

O subgrupo parabélico de G de tipo ©, Pg, é o normalizador de pg em G:

Py = Normg(pe) = {g € G : Ad(g)pe C pe},
com algebra de Lie po.

A wvariedade flag de tipo © , dada pelo espago homogéneo Fg = G/ Pg, é realizada
como o conjunto {Ad(g) - pe} das subdlgebras parabdlicas conjugadas a pg. Essa
identificacao é dada por g - Pg <> Ad(g) - pe. Assim, Fg independente do grupo
especifico G com é&lgebra de Lie g. Se © = (), entao denota-se por F variedade flag

mazximal.

Defina uma subélgebra nilpotente
o= >, g
Q€llt\(0)
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e Ng = expn g o subgrupo conexo. Seja bg a origem da variedade flag Fg em
relagao a Pg. A decomposi¢ao de Fg como uniao disjunta das drbitas de Ng ¢é
chamada de decomposicao de Bruhat reqular:
Fo= |J Ng-be
weW /We
onde w é representante de w € YW em M* e Weg é o subgrupo parabdlico de tipo ©
de W gerado pelas reflexdes em torno das raizes de ©. A érbita Ng - bg € aberta e

densa em Fg e os seus conjugados g(Ng -be), g € G sdo chamados de células abertas

de Bruhat.

Dado H € clat, denote por H o campo vetorial induzido na variedade flag Fg,
com o fluxo exp(tH),t € R. Zy ={g € G : Ad(g9)H = H} é o centralizador de H
em G e Ky = ZyNK é o centralizador em K. As componentes conexas do conjunto

dos pontos fixos de exp(tH) sao dadas pelas dérbitas
ZH"LUb@:KH-’LUb@, we W

que sao denotadas por fixe(H, w). Essas componentes sdo chamadas de pontos fizos
tipo w. Tem-se que fixg(H, 1) é o inico atrator. A variedade estdvel da componente

conexa fixg(H,w) é dada pelas dérbitas
ste(H,w) = Ny Zyg - wbe

com Ny = expny eny =g, , onde O(H) = {a € X : a(H) =0} é o anulador
de H em Y. Assim,
F@: U NI;ZHU}b@: U st@(H,w)
weEWH\W/We weEWH\W/We
é a decomposi¢ao de Bruhat generalizada da variedade flag Fg. Wy = {w € W :

wH = H} é o subgrupo de isotropia de H pelo grupo de Weyl W.
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B.3 Subalgebra de Cartan

Seja g uma algebra de Lie. Uma subdalgebra de Cartan de g é uma algebra h C g que
satisfaz: b ¢ nilpotente, ou seja, g& = [g, g"~!] = {0} para algum k > 1;se [X,h] C h

entao X € b.

Sejam g uma algebra de Lie semissimples complexa e fh uma subalgebra de Cartan

de g. A algebra g decompoem-se como

g:h®zga

onde cada « é peso nao-nulo ou raiz da representagao adjunta de h em g e os espagos

0. 580 0s espagcos de raizes. Além disso, para a e [3 raizes, tem-se que [gq, 93] C Ga+53-

Se av e f sao duas raizes de b, entao para X € g, e Y € gg tem-se que (X,Y) = 0,

a menos que § # —aq; veja [22, Lema 6.3].

Usando o fato que a forma de Cartan-Killing (-, -) é nao degenerada tem-se que
a restricao de (-, -) a h é ndo degenerada. Além disso, se « é raiz, entao —a também
¢ raiz e para todo X € g, existe Y € g_, tal que (X,Y) # 0; veja [22, Corolario
6.4].

Para todo H € b e toda raiz a, ad(H)|g, = a(H )id e as transformacoes lineares
ad(H) sao simultaneamente diagonalizaveis; veja [22, Proposi¢ao 6.5]. Assim, b é
abeliana e o conjunto II das raizes gera o dual h* de b, isto é, para toda raiz «, se

a(H) =0, entao H = 0.

E possivel definir o correspondente & forma de Cartan-Killing no dual h* de b.

Como a forma de Cartan-Killing é bilinear, ela define uma aplicacao h* — h por

H s ay() = (H,-).

Como a forma de Cartan-Killing é nao degenerada quando restrita a b, essa

aplicacao é um isomorfismo entre h e h*. Assim, para a € bh*, sua imagem inversa,

denotada por H,, é definida por «(H) = (H,, H) para todo H € b.
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Usando esse isomorfismo, pode-se falar em forma de Cartan-Killing no dual h*

definindo («, f) = (H,, Hg) = a(Hp) = B(H,), com «, B € h*.

Dessa forma, as raizes a € Il definem um ntumero finito de elementos H, em b.
Assim, como o conjunto II das raizes gera o dual h*, entao, para a € II, o subespaco

gerado em R por H, é denotado por hgr e gera hh. Tem-se que h = hr + ihg.

Lema B.1 [22, Lema 6.§]

1. Se X €go eY €g_,, entao [ X,Y] = (X,Y)H,.
2. Para todo X € g,, eriste Y € g_, tal que [X,Y] = H,.
3. Sejam « e B raizes. Entao (5,q) = qpa{a, ).

4. Para toda raiz o, (o, ) € um racional estritamente positivo. Portanto, {(«, 5) €

Q para qualquer par de raizes «, (3.
5. dimg, = 1.

6. Os unicos multiplos inteiros de uma raiz o que sao raizes sao o e —q.

A partir do lema anterior é possivel tomar em g subdalgebras isomorfas a sl(2).

Assim, para a raiz «, tem-se que a subalgebra

g (o) = spanc{Ha} © o © g0
¢ isomorfa a sl(2); veja [22, Proposigao 6.9].
B.4 Algebras classicas

Uma raiz o € II é simples, em relacao a uma ordem lexicografica fixada se: a > 0;
nao existem 3,y € Il tais que [ e v sao positivas e « = f+. O conjunto das raizes

simples serda denotado por X.
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Uma raiz a, com a > 0, se escreve de maneira tnica como o = njaq + - -+ +
nay onde n; > 0 sdo inteiros; veja [22, Lema 6.20]. Segue que o conjunto ¥ =

{aq,--,q} é chamado de sistema simples de raizes.

Um diagrama de Dynkin é um diagrama definido a partir de um sistema simples

de raizes.

O suporte de uma raiz «, supp(«), é o subconjunto das raizes simples ¥ que
aparecem com os coeficientes n; nao nulos na combinacao linear de a. O suporte
de toda raiz é um subconjunto conexo do diagrama de Dynkin e todo subconjunto
conexo do diagrama de Dynkin é o suporte de alguma raiz. Diz-se que uma raiz
a tem suporte total quando seu suporte é todo o diagrama de Dynkin e escreve-se
supp(a) = X.

As élgebras semissimples sao determinadas pelos diagramas de Dynkin. Assim,
uma classificacao dos diagramas de Dynkin é também uma classificacao das algebras
semissimples. Na verdade, existe uma relagao biunivoca que associa a cada classe de

equivaléncia de algebras semissimples um tnico diagrama de Dynkin e vice-versa.

As dlgebras classicas sao os representantes das algebras associadas aos diagramas

de Dynkin A; com [ > 1, Bjcom [ > 2, C;com [ >3 e D; com [ > 4.

B.4.1 Algebra A

O diagrama

Al >1 @; @ O O
e%1 Qo Q1 Qq

estd associado a dlgebra si(l+1) = {A € gl(I+1) : tr(A) = 0}, onde tr(A) é o traco

da matriz A.

Uma subdlgebra de Cartan h é a dlgebra de matrizes diagonais de trago zero.
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Para cadat=1,...,l 4+ 1, define-se \; : h — C por

A - diag(ag, ..., ai1) & a;.
Um conjunto de raizes é dado por
I={NxN,i#j}.
Um sistema simples de raizes é dado por
S={M = e — A3, N — N )

B.4.2 Algebra By

O diagrama

Byl >2 @ O O%O
a1 Qo a1 /Qq

esta associado a algebra de matrizes antissimétricas em dimensao impar
5020+ 1) ={X €sl(2l+1): X'+ X =0}

onde X' é a transposta da matriz X. Uma matriz X € so(2] 4 1) se, e somente se,

0 B8 v
X=| + A B
—5 ¢ —A

onde A, B, C sao matrizes [ X [ com B+ B! = C+C" =0e 3 e vy sao matrizes 1 x [.

Uma subdlgebra de Cartan b é a subdlgebra de dimensao [ das matrizes diagonais

em s0(2l + 1). Para cada, i =1,...,[, define-se \; : h — C por
Ai - diag{0,aq,...,a, —ay,...,—a;} — a;.
Um conjunto de raizes é dado por

= {4+ £ X, i £ 5, £A).
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Um sistema simples de raizes é dado por

Y={ A=A A0 — Az, N — AL AT
B.4.3 Algebra Ci

O diagrama

CLl>3 OO - o%o
o1 e %} (070N e

estd associado a algebra simplética sp(l), que é a dlgebra das matrizes 21 x 2[ escritas

(e )

onde B e C sao matrizes tais que B — Bt = C — C' = 0.

em blocos [ x [ do tipo

Uma subélgebra de Cartan b é a algebra de matrizes diagonais em sp([). Define-

se, paracada i =1,...,[, \; : h — R por
A diag{ay,...,a;,—aq,...,—q} — a;.
Um conjunto de raizes é dado por
II={N—X,i#7, N+ X))}
Um sistema simples de raizes é dado por

2= {)\1 _/\27A2_/\37"'7)\l*1 _)\172)\1}'
B.4.4 Algebra D,

O diagrama

a1

-Dl7l 24 O 7))

20

(87
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esta associado & dlgebra de matrizes antissimétricas em dimensao par
s0(2l) = {X €sl(2]) : X' + X =0}.
Uma matriz X € so(2l) se, e somente se,
(e )

onde B e C sao matrizes antissimétricas [ x [.

Uma subélgebra de Cartan b é a dlgebra de matrizes diagonais em s0(2[). Define-

se, paracadai=1,---,[, \; : h = R por
A - diag{ay,...,a;,—aq,...,—q} — a;.
Um conjunto de raizes é dado por
IIT={£NxX\,i#j}
Um sistema simples de raizes é dado por

Y= = Ao A = Agy o Am = A A A

B.5 Algebras excepcionais

B.5.1 Algebras do tipo G,

O diagrama
Go O%O
(0751 (6)

estd associado a dlgebra gy = sl(3) &V @& V*, onde V é um espago vetorial de C?

e V* o seu espaco dual.
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Uma subélgebra de Cartan b é a algebra de matrizes diagonais em s/(3). Define-

se, para cada i =1,2,3, \; : h — R por
Ai : diag{ay, az, as} — a;.
Um conjunto de raizes de h em g(9) é dado por

e +()\; —\,), com i # j cujos subespacos de raizes estao contidos em sl(3);
e )\;,, com i = 1,23 cujos subespagos de raizes estao contidos em V;

e —)\;,, com i =1,2,3 cujos subespacos de raizes estao contidos em V*.

Um sistema simples de raizes é dado por

E - {)\1 - )\2,)\2} .
B.5.2 Algebras do tipo Fjg

O diagrama

Ias
Es O O O O O O O
6%) as Oy (67 Qg Q7

estd associado a dlgebra e = s1(9) @ V @ V*, onde V é o produto exterior A\* C? e

V* o seu espaco dual.

Uma subdlgebra de Cartan h é a algebra de matrizes diagonais em s/(9). Define-

se, paracadat=1,...,9, \; : h — R por
Ai » diag{ay, ..., a9} — a;.
Um conjunto de raizes de b em e(g) ¢ dado por

e a;; =\, — \j, com i # j cujos subespacos de raizes estao contidos em s/(9);
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® Bijk = Ni +Xj + A, com @ < j < k cujos subespacos de raizes estao contidos

em V;

o — [k = —(Ni+ A+ Ag), com i < j < k cujos subespagos de raizes estao

contidos em V*.
Um sistema simples de raizes é dado por
E={h— 5. 8 =g, — (A + A3+ Ay)}
B.5.3 Algebras do tipo F;

O diagrama

estd associado a algebra e(7). A construcao da dlgebra e¢(7) pode ser feita a partir da

dlgebra e(g) ao retirar uma raiz mais a esquerda da base da dlgebra e(s).

Um sistema simples de raizes é dado por
Y={ A=Az, A7 = Ag, —(Aa+ A3+ \) -
As raizes positivas sao dadas por
o )\, —)j,com2<i<j<8;
o —(N+ AN +A),com2<i<j<k<S§;
e N\ + N\ + A, com2<i<8.

B.5.4 Algebras do tipo Fj

O diagrama
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estd associado a dlgebra ei). A construcao da dlgebra ey pode ser feita a partir da

dlgebra e(g) ao retirar duas raizes da base da algebra e(s).

Um sistema simples de raizes é dado por
Y={d =3, ., = A, —(Aa+ A3+ Ay}
As raizes positivas sao dadas por
o\, —)j,com2<i<j<T,;
o —(Ni+XN+XN),com2<i<j<k<T,

® )\1+)\8+>\g

B.5.5 Algebras do tipo F)

O diagrama

Fy
(651 6%) as Oy

estd associado a algebra f(4). A élgebra f4) pode ser construida como a subdlgebra

dos pontos fixos de um automorfismo involutivo ¢ da algebra e).

Um sistema simples de raizes é dado por

{ s + ay a1+a5}
Y= O, ('3, :

2 2

As raizes positivas fixadas por 6 sao dadas por

® A\ — Ag(i), com i = 2,3, 4;
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e —(\; + A; + ;) onde nenhum dos indices 4, j, k é a imagem do outro por 6;

o\ +Ag+ A9

B.6 Grupos de Weyl

O grupo de Weyl é o grupo, das transformacoes lineares da subdlgebra de Cartan,
gerado pelas reflexoes definidas pelas raizes. Assim, é possivel fazer um estudo dos
sistemas simples em paralelo ao estudo dos grupos de Weyl. A seguir sao levados em
consideracao os sistemas de raizes que apresentam uma abstracao das propriedades

de um conjunto de raizes de uma subalgebra de Cartan.

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre R. Dado um elemento nao
nulo o € V, uma reflexao em relacao a o é uma transformacao linear inversivel
r:V — V que satisfaz: r (a) = —a; o conjunto {o € V' : r (o) = a} dos pontos

fixos de r é um hiperplano de V.

Um conjunto II C V' é um sistema de raizes se satisfaz

1. II é finito, gera V e nao contém 0;
2. Para todo « € II existe uma reflexao r, em relacdo a « tal que r, (II) = II;

3. Para todos a, f € I, 1, (8) — B é um multiplo inteiro de a.

Os elementos de II sdao chamados de raizes. Um sistema de raizes Il é chamado de

reduzido se os unicos multiplos de a € II que sao raizes sao o e —a.

O grupo de Weyl algébrico de um sistema de raizes Il é o grupo gerado pelo
conjunto das reflexoes r,,a € II. Este grupo serd denotado por W. O grupo de
Weyl de II ¢ finito pois W é gerado por transformagoes que deixam II invariante e

como II é finito entdao W é finito.

Seja W um grupo finito de transformacoes lineares inversiveis de um espago

vetorial real V. Entao, existe em V um produto interno (-, -) invariante por W no
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sentido em que todo w € VW é uma isometria do produto interno, isto é, para todos
a,f €V, (wa,wp) = («a, f); veja [22, Proposicao 9.4]. Assim, pode-se fixar um

produto interno invariante pelo grupo de Weyl.

O grupo de Weyl permite decompor V' e o sistema de raizes em componentes
v —_ ‘/1 @ N @ Vk

onde cada V;, i = 1,...,k é um subespago invariante por W e irredutivel, ou seja,

nao existem subespagos proprios nao nulos U C V; que sejam invariantes por W.

Assim, se V =V, @---®V, onde cada V;,i = 1, ..., k é um subespaco invariante
por W e irredutivel e II;, = IINV;, + = 1,...,k, entao II; é um sistema de raizes
em V; e o grupo de Weyl de II; coincide com a restricao de W a V;. Além disso,

IT=1I; U---UIl; veja [22, Proposigao 9.5].

Um sistema de raizes é chamado de irredutivel se ele ndo é a uniao de dois

subconjuntos disjuntos e ortogonais.

Seja IT C V um sistema de raizes. O conjunto
V={BeV:(apB)#0 para todo a € I}

é o conjunto dos elementos requlares em V. V é chamado dessa forma pois quando I1
é dado por uma subdlgebra de Cartan, V coincide com os elementos regulares dentro
da subalgebra. Uma camara de Weyl C' é uma componente conexa do conjunto dos

elementos regulares.

O grupo de Weyl W ¢ transitivo no conjunto das camaras de Weyl e entao, nos
sistemas simples de raizes; veja [22, Proposicao 9.13]. A transitividade do grupo de
Weyl nos sistemas simples de raizes assegura que o diagramas de Dynkin definidos
pelos mesmos coincidem. Em relagao ao conjuntos das camaras de Weyl, a transi-
tividade implica que o fecho C' de uma camara C' é um dominio fundamental para

acao de W em V, ou seja, dado o € V, existe um tinico w € W tal que wa € C.

Num sistema de raizes reduzido e irredutivel, cujo diagrama é conexo, para duas
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raizes « e § de mesmo comprimento, existe w € W tal que w(a) = 5. Em particular,
se os diagramas sao A;, D; ou os excepcionais Eg, 7 ou Fg, entao o grupo de Weyl
¢ transitivo no conjunto das raizes. Para os demais diagramas, existem duas érbitas

pela acao do grupo de weyl no conjunto das raizes; veja [22, Proposi¢ao 9.15].

B.7 Forma real

Se V um espaco vetorial sobre C o realificado de V é o espaco vetorial real VF
obtido por restricao dos escalares a R. Nesse caso, a dimensao de V¥ é o dobro da

dimensao de V.

Se U é um espaco vetorial real, uma estrutura complexa em U é uma trans-
formacao linear J : U — U que satisfaz J? = —1. O realificado de um espaco
vetorial complexo tem uma estrutura complexa canonica. O complexificado Uc de

U é o espaco obtido de U por extensao de R ao corpo dos complexos.

Seja U um espaco vetorial real e Uc o seu complexificado. Defini-se a conjugacao
g U(c — U(c
o(u+iv) = u+iv = u — iv.
Essa conjugacao satisfaz 0 = 1 e é antilinear em Ug, ou seja, é linear sobre os reais
eo(zw) =2Zw,z € Cew € Ug.
Se V' é um espaco vetorial complexo, uma conjugacao em V é uma transformacao

antilinear o que satisfaz 0% = 1.
Na analise dos subespagos reais de uma algebra de Lie complexa g, as conjugacoes
que interessam sao aquelas que satisfazem

o X,0Y] =0[X,Y]. (B.1)

Uma transformagao antilinear e inversivel de g que satisfaz (B.1) é chamada de
antiautomorfismo. Um antiautomorfismo de g é um automorfismo da realificada

g®. Além disso, o subespaco real dos pontos fixos para um antiautomorfismo é uma
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subdlgebra do realificado de g. De fato, se o(z) = = e o(y) = y, entdao por (B.1),

olz,y| = [ox,oy] = [z,y]. Assim, dado um antiautomorfismo em g, a dlgebra real
go={Xeg:o(X)=X}

tem como complexificada a algebra g.

Se g uma algebra de Lie complexa, uma forma real de g é uma subélgebra g, de
g%, que é o subespago dos pontos fixos de uma conjugacio o que satisfaz (B.1). Se

isso ocorre, g é o complexificado de go.

B.7.1 Forma real compacta

Uma algebra de Lie sobre R é dita compacta se sua forma de Cartan-Killing é

negativa definida.

Seja g uma de Lie complexa semissimples e h uma subalgebra de Cartan. Denote
por I o conjunto de raizes de hh e X um sistema simples de raizes em II. Uma forma
real compacta u pode ser construida a partir de uma base de Weyl de g. Uma base

de Weyl de g é formada por H, com a € ¥ e X, € g, com « € II, que satisfaz

L. [XomX—a] = Hoz;

2. [Xa, Xg] = mapXatp com m, 5 € R tal que m_,_g = —my 3 € se a+ [ nao

¢ raiz, entao mqg = 0.

Dessa forma, u é o subespaco real gerado por
{iHy, Xo — X_0,i(Xo+ X_0)}

com « percorrendo o conjunto IIT das raizes positivas. Particularmente, ihg é uma

subdlgebra de Cartan de u.

Essa construcao da forma real compacta de g a partir dessa base de Weyl de

g faz sentido porque é garantida a existéncia dessa base de Weyl associada uma
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subdlgebra de Cartan. Ou seja, existem X, € go,a € Il com (X,, X _,) = 1 tais

que se M, g ¢ definido por
[Xom Xﬁ] = ma,ﬂXoc-‘rﬁv

entao My g = —M_q —p; veja [22, Lema 12.14].

B.7.2 Forma real normal

Sejam g uma algebra semissimples real e g = €6s uma decomposicao de Cartan. Seja
a C s uma subalgebra abeliana maximal. Entao, existe uma subalgebra abeliana
maximal h de g que contém a. A subdlgebra b é de Cartan; veja [22, Proposicao

12.25].

Duas subdlgebras a e a' abelianas maximais de s sdo conjugadas entre si, ou
seja, existe k € K tal que ka’ = a, onde K é o grupo de automorfismo gerado pelas

exponenciais das adjuntas de elementos em ¢; veja [22, Proposi¢ao 12.26].

O posto real de uma algebra semissimples real é a dimensao comum das algebras

abelianas maximais contidas em s.

Em geral, o posto real de uma algebra de Lie é menor que o seu posto, ja que
as subdlgebras abelianas maximais em s nem sempre sao subdlgebras de Cartan.
Essa diferenca entre o posto e o posto real permite distinguir uma classe especial de

formas reais, a forma real normal.

Seja g uma algebra semissimples complexa. Uma forma real gqg de g é normal se
para qualquer decomposi¢ao de Cartan gy = € @ s existe em s uma subalgebra de
Cartan de gg. Em outras palavras, uma forma real ¢ normal se o seu posto coincide

com o seu posto real.

B.7.3 Algebras reais classicas

As algebras reais classicas sao as algebras semissimples reais que aparecem nas

algebras de matrizes. A seguir, serda apresentado algumas formas reais das algebras
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de Lie complexas classicas.
Formas reais de A;

A forma real compacta é su(l + 1).

Tipo AI A forma real é dlgebra g = sl(l + 1,R) com [ > 1, que ¢é a forma real
normal de s/(l+ 1,C). Uma decomposicao de Cartan de g é dada por g = €@ s onde
a subdlgebra ¢ = so(l + 1,R) enquanto s é o subespago das matrizes simétricas em

sl(l+1,R).

Tipo AII A forma real é a dlgebra, g = sl(l+1,H), das matrizes quaternionicas,

ou seja das matrizes que estao em sl(l 4+ 1,C), do tipo

Zl —72

Zy 74
com Z; e Zy matrizes complexas (I + 1) x (I + 1). Essas dlgebras s6 ocorrem em
dimensao complexa par, isto é, como forma real de sl(2(I41), C). Uma decomposi¢ao

de Cartan de g é dada por g = €@ s onde a subdlgebra € = sp(l + 1) enquanto s é o

subespaco formados pelas matrizes hermitianas da forma acima.

Tipo AIII As formas reais sao g = su(p, q),p < ¢, as quais sao as algebras das

matrizes escritas em blocos p X p e ¢ X ¢ como

A B
B c)
onde A e C' sado anti-hermitiana e tr(A + C) = 0.

Uma decomposigao de Cartan de g é dada por g = €@ s onde
=(57) (5 7)
= = —t .
0 v B
A subélgebra t = su(p)@®su(q) D3, onde 3 é o centro. Nesse caso, £ ndo é simissimples.
Formas reais de B; e D,

A forma real compacta é a algebra so(l),l > 5.
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Tipo BDI A forma real é a algebra g = so(p, ¢) com p < ¢q, que é a algebra das

matrizes reais escritas em blocos p X p e ¢ X ¢ como

A B
B C )

onde A e C sao antissimétricas.

e Seg=p+1,entdo g =s0(l,[+ 1) é a forma real normal das dlgebras do tipo

B;.

Uma decomposicao de Cartan de g é dada por g = € @ s onde

0 B B
t= -pt A B
-8t B A
com A+ At=B+ B'=0c¢e
0 g =B
5= gt A B
3 —B —A

com A — A" = B — B* = 0. A subélgebra ¢ = so(l + 1,R) & so(l, R).

e Se ¢ =p, entdo g = s0(l,[) é a forma real normal das dlgebras do tipo D;.

Uma decomposicao de Cartan de g é dada por g = € @ s onde

. (A B
~\ B A
com A+ Al=B+B'=0c¢

5::(:% fZ)

com A — A" = B+ B' =0. A subélgebra £ = so(l,R) & so(l, R).

Tipo DIII A forma real é a intersecao sl(l,H) N so(2l,C), que é a algebra das

21 22
—Z2 Z1

com z; antissimétrica e z5 hermitiana.

matrizes complexas da forma
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Formas reais de (|

A forma real compacta é sp(l) = sp(l, C) N su(2l).

Tipo CI A forma real normal de sp(l, C) é a dlgebra simplética real g = sp(l,R)

com [ > 3, que ¢ a algebra das matrizes reais 2l x 2l escritas em blocos [ x [ do tipo
A B
c At
Uma decomposicao de Cartan de g é dada por g = €@ s onde
P A —-B
~\B A

=5 )

com A — A" = B— B* =0. A subélgebra ¢ = u(l).

com B-—Bt=C-Ct=0.

comA+A'=B—-Bt=0e

Tipo CII A forma real é a dlgebra g = sp(p, ¢) das matrizes em sp(p+ ¢, C) que

satisfazem
AK,,+ K, A =0,
1p
-1
onde K, , = 1
) _1p
1(1
Uma decomposigao de Cartan de g é dada por g = €@ s onde
X 0 W o0
. 0 Y 0 Z
Tl -X 0 X o0
0 —-Z 0 Y

com X € u(p), Y € u(q) e W, Z matrizes simétricas sobre C e

0 X O Y

X 0 vt o0

0 Y 0 -X

Y' 0 —-xt 0

com X, Y matrizes p x g sobre C. A élgebra £ = sp(p) x sp(q).
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B.7.4 Algebras excepcionais

A forma real normal das algebras do tipo g(z) ¢ a dlgebra g2 = sl(3,R)eV @ V¥,
onde V = R3. A subdlgebra £ é isomorfa a su(2) & su(2).

A forma real normal das dlgebras do tipo eg) ¢ a dlgebra e(s)s) = sl(9, R)@V V™,
onde V = A’R?. A subalgebra ¢ é isomorfa a so(16).

A forma real normal das dlgebras do tipo ey é a dlgebra e 7). A subélgebra ¢

¢ isomorfa a su(8).

A forma real normal das dlgebras do tipo e ¢ a dlgebra e)e). A subdlgebra €

¢ isomorfa a sp(4).

A forma real normal das édlgebras do tipo f() ¢ a élgebra f)4). A subdlgebra &

¢ isomorfa a sp(3) & su(2).
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Apéndice C

Conjuntos de controle

Nesse capitulo sao lembrados alguns resultados da teoria da acao de semigrupos de
grupos de Lie nas variedades flag. As principais referencias usadas sao San Martin

[23], [27] e San Martin-Tonelli [31].

Sejam G um grupo de Lie e S C G um semigrupo com interior nao vazio. Consi-

dere M um espaco homogéneo de GG onde S age como semigrupos de difeomorfismo.

Um conjunto de controle invariante pela acao de S em M é um subconjunto

C C M tal que

1. int(C) # 0,
2. cl(Sz) = cl(C) para todo z € C' e

3. C é maximal com essas propriedades.

Uma vez que int(S) # () tal conjunto é um conjunto fechado e é de fato S-

invariante em M, ou seja, gr € C'sege Sex € C.

Nem toda acao de um semigrupo S em M admite um conjunto de controle S-
invariante. Por exemplo, o semigrupo {¢y(z) = z+t,t > 0} agindo em R nao admite
conjunto de controle S-invariante. Mas quando M é compacta sempre existem
conjuntos de controle S-invariante. De fato, é possivel mostrar que cl(Sx) contém

um conjunto de controle invariante para qualquer x € K, um conjunto compacto
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de controle S-invariante; veja [31]. Pela transitividade de G em M e pela existéncia
de pontos no interior de S, esses conjuntos de controle sao em numeros finitos e
fechados. Na verdade, se C' = N eprcl(Sx), entdo C é o tinico conjunto de controle

S-invariante em M; veja [31, Proposition 2.2].

Agora seja G um grupo de Lie nao compacto, conexo e com centro finito. Seja
S C G um semigrupo com intS # (), entao em qualquer variedade flag Fg existe um

tnico conjunto de controle S-invariante, denotado por Cg; veja [27, Theorem 3.1].

Existe uma decomposi¢ao de Iwasawa g = €+ a +n' da algebra g e H € a tal
que h =exp H € int(S). Além disso, H pode ser escolhido como regular no sentido
que o(H) # 0,V raiz a de a; veja [27, Lemma 3.2]. Ou seja, existe um elemento

regular H € int(S).

Se S # G, entao existe uma variedade flag Fg tal que o conjunto de con-
trole S-invariante Cg estd contido em um subconjunto og(g) para todo real regular
g € int(S). O subconjunto og(g) é difeomorfo a um espago Euclidiano; veja [31,

Proposition 4.3].

Pode ser provado que existe um minimal ©g satisfazendo a condi¢ao do Pro-
posigao [31, Proposition 4.3]. Esse Og, ou melhor a variedade flag Fg,, é chamada o
tipo flag de .S ou tipo parabdlico de S, a segunda em virtude do subgrupo parabdlico
Po,. Varias propriedades de S sao derivadas desse tipo flag, por exemplo: o tipo

de homotopia de S como em [25]; as componentes conexas de S como em [5].
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Apéndice D

Sistema de controle

Um sistema de controle ¢ uma familia § de campos de vetores em uma variedade

M n-dimensional.

Uma trajetdria de § é uma curva continua x : [0,¢] — M tal que para alguma
particao 0 < t; < ty < --- < t, = t existem campos de vetores Xi,---,X,, em §

tais que em cada intervalo [t;_1,t;), X é uma curva integral de X;.

O conjunto de acessibilidade de § em q¢ € M ¢é o conjunto de todos os pontos

w € M tais que existe uma trajetéria x de § tal que z(0) = g e z(t) = w.

O sistema de controle é transitivo ou controldvel se o conjunto de acessibilidade

de § em cada ponto ¢ € M é igual a M.

Quando § uma familia de campos de vetores invariantes a direita ou a esquerda
em um grupo de Lie G, o conjunto de acessibilidade de § na identidade é um
semigrupo S(I') gerado por |J,;ep{e™ : t < 0}, onde I' é um subconjunto da

algebra de Lie de G formado por valores dos elementos de § na identidade.
Se S(I') = G, entao § é transitivo ou controlavel em G.
Em particular, seja
g=(A+u(t)B)y, u(t) eR (D.1)

um sistema de controle invariante a direita com controles sem restri¢oes com A, B €

g onde g é uma algebra de Lie do grupo de Lie GG. Seja S o semigrupo do sistema

115



gerado por expt(A+uB),t >0, u € R.

A controlabilidade global em R"—{0} do sistema de controle D.1 é a possibilidade
de atingir, a partir de um ponto inicial, qualquer ponto final de R" — {0} através de

interacoes do sistema.

O sistema de controle D.1 é controldvel em R"—{0} se, e somente se, o semigrupo
de controle S C G é transitivo em R" — {0}, ou seja, existe g € S tal que gr =y
para quaisquer z,y € R™ — {0}. Se S tem interior ndo vazio, S é transitivo em
R™ — {0} se e somente se S = G. Assim, provar a controlabilidade do sistema de

controle D.1 é o mesmo que mostrar que o semigrupo de controle S é todo o grupo

G.
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Apéndice E

Forma de Kahler nas variedades
flag

Nesse capitulo sao apresentados resultados sobre uma estrutura quase Hermitiana

invariante nas variedades flag. Esse resultados sao baseados em [26].

Seja G um grupo de Lie simples complexo com &algebra de Lie g. Considere b
uma subalgebra de Cartan de g e denote por II um conjunto de raizes de . Seja u
uma forma real compacta de g. Pode-se tomar u o subespago gerado por ibgr, A, €

1S4, com o € I, onde A, = X, — X_ o e So = Xo+ X 0.

Denote por U a forma real compacta de GG correspondente a u. Pela acao tran-
sitiva de U na variedade flag maximal F, escreve-se F = U/T, onde T'= PNU é o
toro maximal de U e P é um subgrupo minimal de GG. A algebra de Lie de T é o

subespago real t = ibg.

Denote por by a origem de F. O espago tangente de ' em b, identifica-se com o
subespaco q gerado por A, e iS,, com « € II. Da mesma forma o espago tangente

complexo de F é identificado por qc. A agao adjunta de 7' em g deixa q invariante.

Uma métrica Riemanniana ds? U-invariante em F é completamente determinada
pelo seu valor na origem, ou seja, pelo produto interno em g que é invariante pela

acao adjunta de T'. Esse produto interno é da forma
('7 ')A = _<AX7 Y>
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onde A : q — q é positiva definida com relagao a forma de Cartan-Killing.

O produto interno (-, -), admite uma extensao natural a forma bilinear simétrica
em (c. Pela T-invariancia de (-, )5 tem-se que os elementos da base A, e iS, com
a € II sao autovetores de A para o mesmo autovalor. Assim, no espaco tangente

complexo tem-se que
A(XL) = A X
com A\, >0 e A_o = A\,. Denota-se por ds?, a métrica invariante dada por A.

Uma estrutura complexa U-invariante para em [F é completamente determinada
pelo seu valor J : ¢ — q no espago tangente a origem. A aplicagao J satisfaz
J? = —1 e comuta com acao adjunta de 7" em q. Denota-se também por J sua

extensao a qc.
Pela invariancia de J tem-se que, para a € II, J(ga) = ga, 0s autovalores de J
sao £ e os autovetores em (¢ sao X,. Assim,

J(Xa) = teaXa,

onde ¢, = *lec_, = —¢,.
Uma métrica ds?, U-invariante em F é quase Hermitiana com relacdo a J, ou
seja, ds?s(JX, JY) = ds*,(X,Y). Define-se por

QX,Y) =ds*A(X,JY) = —(AX, JY)

a forma de Kdhler. Denota-se por €2 = ;5. Essa forma estende-se a uma 2-forma
U- invariante em qc, a qual também ¢é denotada por 2. O valor de €2 nos vetores da
base sao

Q(Xa, YB) = —i)\a€5 <AXa, Yﬁ>

Como (AX,,Ys3) = 0, a menos que § = —q, entdo € é ndo nula apenas nos pares

(X, Ya) € X, Ya) = idata.
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Pela invariancia de €2, tem-se que se X, Y, Z € q sao campos de vetores em F,

a diferencial exterior df2 de €2 na origem é dada por
1

Além disso, se «, [, v sdo raizes, a diferencial exterior dQ(X,, Xg, X,) é nula a

menos que « +  + v = 0; veja [26, Proposition 2.1].

119



120



Apéndice F

Cohomologia de De Rham

Uma P—forma ) em uma variedade diferencidvel M é fechada se d€} = 0. Uma
P—forma Q é ezata se existe uma (P — 1)—forma V¥ tal que Q = d¥. Uma vez que

d?* = 0, entao toda forma fechada ¢ exata.

O espago quociente de um espaco vetorial real de P—formas fechadas modulo
subespago de P—formas exatas é o P—esimo grupo de cohomologia de De Rham de

M.
_ {P — formas fechadas}

HP e am M - .
De Rh ( ) {P—formas exataS}

Exemplo: Para P > 1, nao existem P-formas nao nulas em S!, entdo
P 1
H De Rham(S ) =€,

exceto para P =0, 1.

Nao existem 0-formas exatas em S' e uma O-forma fechada em uma variedade

conexa ¢ uma funcao constante. Entao,

Hbe Rpam(S*) = R.

A funcao coordenada polar 6 em S nao estd bem definida globalmente, uma vez
que esta definida apenas até um multiplo inteiro de 2w. Mas sua diferencial df é
uma 1-forma bem definida e nao nula em S!. De fato, df ¢ uma forma volume da

métrica Riemanniana natural que S! herda de R2.
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A 1-forma df nao é exata, pois se fosse sua integral sobre S* seria 0 e nao 2.
Todas as 1-formas em S! sao fechadas. Na verdade, uma 1-forma em S! difere de

um multiplo real de df por uma forma exata. Entao,

H'be Rham(S*) = R.
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