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Resumo

Nesta tese estudamos a relacao entre duas teorias de valorizacdo nao-comutativas:
anéis de valorizacdo de Dubrovin e gauges. Os anéis de valorizacao de Dubrovin
foram introduzidos em 1982, como uma generalizacao para anéis artinianos simples
dos anéis de valorizacao invariantes em algebras de divisao. Gauges sao fungoes
como valorizagoes, que podem ser definidas ndo s6 em algebra de divisdo, mas mais
geralmente em algebras simples e até mesmo semi-simples, de dimensao finita so-
bre corpos valorizados. Gauges foram introduzidas muito mais recentemente em
2010 por Tignol e Wadsworth. Assim como em valorizacoes de corpos, podemos
definir um anel associado a uma gauge, que chamamos de anel da gauge. Pro-
priedades aritméticas do anel da gauge sao estudadas. Mostramos que o anel de
uma gauge é sempre uma ordem semi-local integral sobre seu centro. Também
descrevemos o anel da gauge com relacao a composicao de gauges e extensao de
escalares. Introduzimos o conceito de gauge minimal em &lgebras centrais sim-
ples, que sdo gauges cuja parte de grau zero da algebra graduada associada tem
o menor nimero possivel de componentes simples. Mostramos que o anel de uma
gauge minimal coincide com a intersecdo de uma familia de anéis de valorizacao de
Dubrovin, satisfazendo uma propriedade adicional, que foi introduzida por Gréter
em 1992, e que é chamada de propriedade da intersecao. Reciprocamente, se for
dada uma familia de anéis de valorizacao de Dubrovin, satisfazendo a propriedade
da intersecao, entdo existe uma gauge minimal associada, assumindo-se que a valo-
rizacao de centro tem posto finito. O passo fundamental nesse sentido foi obtermos
um teorema de existéncia de gauges minimais em algebras centrais simples sobre
corpos com uma valorizagao de posto finito. Além disso, generalizamos para alge-
bras simples, nao necessariamente centrais, um resultado de Tignol e Wadsworth
que relaciona gauges com certas func¢oes valorizacao introduzidas por Morandi em
1989 e que estao associadas aos anéis de valorizagao de Dubrovin integrais sobre
o centro. Como consequéncia desse tltimo resultado, obtivemos um teorema de
existéncia de gauges em 4algebras semi-simples de dimensao finita sobre um corpo
com uma valorizacao de posto 1.

Palavras-chave: Teoria da valorizagdo, Anéis de divisdo, Algebras associativas,
Anéis graduados, Anéis de valorizacao de Dubrovin.
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Abstract

In this thesis work we study the connection between two theories of non-
commutative valuation: Dubrovin valuation rings and gauges. Dubrovin valuation
rings were introduced in 1982 as a generalization of invariant valuation rings to
Artinian simple rings. Gauges are valuation-like maps that can be defined not only
on division algebras, but more generally, on finite-dimensional semisimple algebras
over valued fields. Gauges were introduced much more recently in 2010 by Tignol
and Wadsworth. Just as for valuations on fields, we can define a ring associated
to a gauge, which we call gauge ring. Arithmetic properties of the gauge ring are
studied. We show that the gauge ring is always a semi-local order integral over its
center. We also describe the gauge ring with respect to composition of gauges and
scalar extension. We introduce the concept of minimal gauge on central simple
algebras, which are gauges that the degree zero part of the associated graded ring
has the least number of simple components. We show that the ring of a minimal
gauge is an intersection of a family of Dubrovin valuation rings having the inter-
section property. The intersection property was introduced by Gréter in 1992. We
also proved that if we start with a family of Dubrovin valuation rings having the
intersection property, then there exist a minimal gauge associated, assuming that
the valuation of the center has finite rank. In this direction, our main result is an
existence theorem of minimal gauges on central simple algebra over a field with
a finite rank valuation. We also generalize for simple algebras, non-necessarily
central, a result of Tignol and Wadsworth which relate gauges with certain value
functions introduced by Morandi in 1989. This value functions are associated to
Dubrovin valuation rings integral over its center. As a consequence of this last
result, we obtain an existence theorem of gauges on finite dimensional semisimple
algebras over a field with a rank one valuation.

Key words: Valuation theory, Division rings, Associative algebras, Graded rings,
Dubrovin valuation rings.

X1



xii



Sumario

Notacao XV
Capitulo 1. Introducao 1
Capitulo 2. Fungdes valorizacao e algebras graduadas 11
§2.1. Anéis e modulos graduados 11
§2.2. Algebras graduadas simples e semi-simples 15
§2.3. Extensoes de corpos graduados 21
§2.4. Funcoes valorizacao em espacos vetoriais 22
§2.5. Funcoes valorizagao em algebras 24
§2.6. Gauges 26
§2.7. Funcgoes valorizagdo de Morandi 29
Capitulo 3. Propriedades fundamentais de gauges 31
§3.1. O anel da gauge 31
§3.2. Composicao 39
§3.3. Extensao de escalares 43
§3.4. Restricao 45
§3.5. Valorizacoes sem defeito 46
Capitulo 4. Gauges em &lgebras simples e semi-simples ol
Capitulo 5. Gauges em &lgebras centrais simples 59
Apéndice A. Anéis de valorizagdo de Dubrovin 71

xiii



Xiv Sumario

§A.1. A propriedade da intersecio 71
§A.2. O namero da extensao 73
§A.3. Teorema da aproximacao de Morandi 77
Apéndice B. Henselizacdo e produto tensorial 79

Apéndice C. Um teorema sobre a estrutura de gauges em &dlgebras simples 85
Referéncias Bibliograficas 89

Indice Remissivo 93



Notacao

Ao longo desse trabalho, I' denota sempre um grupo abeliano, divisivel e to-
talmente ordenado, escrito aditivamente, que contém os valores de todas as valori-
zacoes e os graus (indices) de todas as graduagoes que considerarmos. Se v é uma
valorizagao em um corpo F', entao V denota sempre o anel de valorizacao determi-
nado por v e vice-versa. Além disso, denotaremos por ', o grupo de valores de v
e por F' o corpo de residuos de v, ou simplesmente F quando houver uma tnica
valorizagao envolvida. Da mesma forma, se o é uma funcdo valorizacdo em uma
algebra A entdo escrevemos R, para denotar o anel {a € A|a(a) > 0}. Também
escrevemos sempre ', para denotar o conjunto de valores a(A \ {0}), o qual nao
é necessariamente um grupo. Se S é um anel, entio denotaremos por S o anel
quociente S/J(S), onde J(S) é o radical de Jacobson de S. Além disso, se R é um
subanel de S contendo J(S), entdo R denota o anel R/J(S).

Lista de Simbolos

(a,b)p  &lgebra de quatérnios.

(F",v") henselizagao do corpo valorizado (F,v).

a<p B é uma funcao valorizagdo menos fina que «, pag. 40.
a®p funcao valorizagao no produto tensorial, pag. 43.
S(W/V) defeito, pag. 47.

I'p grupo de valores do anel de valorizacao de Dubrovin B, pag. 6.

XV



xvi Notacao
I'r conjunto de graduacdo de uma anel graduado R, pag. 11.

gr,(A) algebra graduada associada a a.

Q corpo dos niimeros racionais.

Qp corpo dos nimeros p-adicos.

Z anel dos inteiros.

w(a) namero de componentes simples da parte de grau zero de gr, (A), pag. 59.
Br(K)  grupo de Brauer do corpo K.

deg(r)  grau de um elemento homogéneo r, pag. 11.

st(B) estabilizador de B, pag. 6.

(V) namero da extensao (£(V, A)), pag. 73.

A conjunto das unidades do anel A.

d imagem de um elemento na algebra graduada, pag. 23.

j(V,A) posto degrau, pag. 74.

q(F) corpo de fragoes, pag. 21.

v<w w é uma valorizacdo menos fina de v, pag. 39.

Vp localizacao do anel V' pelo ideal primo P.



Capitulo 1

Introducao

A histoéria da Teoria de Valoriza¢des comegou em 1912, quando o matemético
hungaro Josef Kiirschak formulou os axiomas de valorizacdo em corpos. A principal
motivacao foi a tentativa de melhorar a fundamentacao da teoria de corpos p-adicos
definidos por Kurt Hensel. Valorizacoes permitiram que a estrutura aritmética de
corpos de numeros fossem melhor entendidas. Isto impulsionou o desenvolvimento
da teoria nas décadas seguintes, principalmente através dos trabalhos de Helmut

Hasse e Alexander Ostrowski.

Na terminologia moderna, a valorizacao definida por Kiirschdk é denominada
valor absoluto, enquanto o termo valorizacio é dedicado a um conceito mais geral
apresentado por Wolfgang Krull em 1932. Este conceito mais geral de valorizagao
se mostrou aplicdvel em outras areas da matematica como geometria algébrica
e analise funcional. O inicio da historia da Teoria de valorizacio é contada por
Roquette em [Ro|. As referéncias principais sobre Teoria de Valorizagao sao Endler
|[E1], Engler e Prestel [EP] e Efrat [Ef].

A eficiéncia da Teoria de Valorizagoes no estudo da aritmética de corpos le-
vou naturalmente a tentativa de generalizi-la para estruturas mais gerais, como
algebras de divisao e algebras centrais simples, que podemos chamar de valoriza-
¢oes nao-comutativas. O primeiro conceito de anel de valorizacdo nao-comutativo
apareceu no trabalho de Hasse em [Ha| em 1931 e foi melhor explorado posterior-
mente no livro de Schilling [Sch|. Atualmente estes anéis sdo conhecidos por anéis
de valorizagao invariantes: um subanel R de um anel de divisdao D é dito um anel

de valorizagdo invariante se satisfaz

(1.1) (i)Sede D", entiod € Roud ' € R;

I—‘I
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(ii) dRd~' = R para todo d € D".

A grande vantagem dos anéis de valoriza¢do invariantes é que, assim como
acontece com corpos, podemos associar uma valorizacao a estes anéis. Como aR =
Ra para cada a € D, temos que A = {aR | a € D'} é um grupo com a operacio
(aR) - (bR) = abR. Além disso, a relacao de ordem, aR < bR se e somente se
aR 2O bR, faz de T' um grupo totalmente ordenado. A fungao v : D — AU {oo},
definida por v(d) = dR se d € D" e v(0) = oo é uma valorizacio, pois para todo

c,d € D temos:

(1.2) (i) v(d) = oo se e somente se d = 0;
(i) v(ed) = v(c) + v(d);
(iii) v(c + d) > min{v(c), v(d)}.

Reciprocamente, se v : D — I' U {oo} é uma valorizagdo em D, isto é, v satisfaz

as propriedades (i), (ii) e (iii) de (1.2), entdo o subconjunto
(1.3) R,={d € D |v(d) >0}

é um anel de valorizacio invariante de D. Denotamos o grupo de valores v(D") de
v por I'p e o anel de residuos R,/J(R,) por D, onde J(R,) denota o Radical de
Jacobson de R,.

A grande desvantagem dos anéis de valorizacao invariantes é que estes nao tem
boas propriedades de extensdao. O teorema a seguir estabelece um critério para a
existéncia de uma valorizacao na algebra de divisao, estendendo uma valorizagao

do centro.

Teorema 1.4. Seja D um anel de divisGo com dimensdo finita sobre seu centro
F. Uma valorizagao v de F se estende para uma valorizagio w em D se e somente
se v tem extensdo unica para cada corpo intermedidrio ' C L C D. Assim, v tem

no mazimo uma extensao em D.

O Teorema 1.4 foi demonstrado por Ershov em |Er| e independentemente por
Wadsworth em [W1]. Note que pelo Teorema 1.4 a existéncia da extensao esta
condicionada a uma hipétese muito restritiva sobre as extensoes da valorizagao
para os corpos intermediarios. Portanto, o Teorema 1.4 sugere que valorizagoes
em algebras de divisdo sdo objetos muito raros, em comparagao com valorizagoes

€111 COrpos.
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Mais recentemente, P. Morandi forneceu em [M1]| um outro critério tutil, para
decidir quando uma valorizacao do centro se estende para uma valorizagdo na

algebra de divisao.

Teorema 1.5. Sob as hipéteses do Teorema 1.4, seja (Fh,vh) a henselizacio de
(F,v). Entio v se estende para uma valorizagio em D se e somente se D @p F"
¢ um anel de divisdo. Quando isto ocorre, D ®p Fh = D ¢ I'pgprn = I'p, € a
valorizacao em D € a restricao da valorizacdo em DQp Fh, que € a unica ertensao

de v em F".

O Teorema 1.5 j& havia sido estabelecido por P. M. Cohn em [C| para valori-

zacoes de posto 1, trocando-se a henselizagdo pelo completamento.

Note que pelo Teorema 1.5, se o centro é um corpo henseliano, entao a valoriza-
¢ao sempre se estende. Isso permitiu que valorizagoes fossem utilizadas no estudo
de propriedades aritméticas de anéis de divisdo de dimensao finita, principalmente
no caso em que o corpo de base é henseliano. Uma visdo geral do assunto, contendo

os desenvolvimentos recentes da teoria e aplicagoes pode ser encontrada em [W3|.

Por outro lado, quando o corpo de base nao ¢ henseliano, a extensao pode

simplesmente ndo existir, como no exemplo abaixo.

Exemplo 1.6. Considere a algebra de quatérnios (—1, —1)g sobre o corpo de ni-
meros racionais Q. Temos que Q(i) ¢ uma extensao quadratica de Q dentro de
(—1,—1)g. Como 5 = (2—1)(2+14) em Q(i), temos que a valorizacdo 5-adica de Q
tem duas extensoes distintas para Q(i). Portanto, a valorizagao 5-adica nao se es-
tende para uma valorizagao na algebra de quatérnios (—1, —1)g. Mais geralmente,
se P denota o conjunto dos nimeros primos e @, ¢ o corpo dos niimeros p-adicos,
que ¢ o completamento de Q com relac¢ao a valorizagao p-adica v,, entao a teoria
global de corpos de classe nos da uma aplicacao injetiva

Br(Q) = (D Br(@y)) & Br(R),

peEP
que aplica cada classe [A] € Br(Q) para (([A®Qy])pep, [AQR]) e tal que [AQQ,] =
0 para quase todo p € P (cf. [P, Thm. 18.5 e Prop. 18.5]). Segue do Teorema 1.5
que para cada algebra de divisao sobre o corpo de nimeros racionais, no maximo

um numero finito de valorizacbes p-adicas pode se extender.

Um segundo conceito de anel de valorizacao nao-comutativo é o anel de va-

lorizagao total, cuja terminologia foi introduzida por P. M. Cohn em [C|. Um



4 1. Introducao

subanel T" de um anel de divisdo D é dito um anel de valorizacdo total se para
todo d € D*, tem-se d € T ou d~! € T. Note que todo anel de valorizacao invari-
ante & um anel de valorizagao total. Um exemplo de um anel de valorizacao total

mas nao invariante ¢ dado no Exemplo 3.14.

Lembre que se L é uma extensao finita de F' e V' é um anel de valorizagao de
F. entdo V sempre se estende para L. O numero de extensdes distintas é limitado
por [L : F] e o fecho integral de V em L ¢é a intersecao de todas as extensoes. Além
disso, se L é uma extensao normal, entdo as extensoes sao conjugadas. O resul-
tado seguinte estabelece que os anéis de valorizagao totais tem um comportamento

similar ao caso comutativo.

Teorema 1.7. Seja D um anel de divisio de dimensdo finita sobre seu centro F
e seja V um anel de valorizagio em F. FEntio V se estende para um anel de
valorizagdo total em D se e somente se o fecho integral de V em D é um subanel

de D. Mais ainda, se V pode ser estendido para D entdo o seguinte vale:

1

V' tem apenas um nimero finito By, ..., By de extensées totais.

k<n=./[D:F.

BiN---N By € o fecho integral de V em D.

2

(1)
(2)
(3)
(4) Todas as extensoes de V sio conjugadas, isto é, se B e B’ sio extensoes

de V para D entio B' = dBd~' para algum d € D".

Segue de [W2, Thm. E| que k é o tamanho matricial de D ®p F", isto &,
D ®@p F" =2 My(E), onde E é uma F"-algebra de divisdo. Assim, pelo Teorema,

1.5, k = 1 se e somente se a extensao é um anel de valorizacao invariante.

Assim como os anéis de valorizacdo invariantes, os anéis de valorizagdo totais
nao possuem boas propriedades de extensao. P. M. Cohn mostrou em [C, Thm.
3] que se D é uma algebra de divisao de dimensao finita sobre seu centro F e se V
é¢ um anel de valorizacao de F' de posto 1, entdo todo anel de valorizagao total de
D estendendo V' é invariante. Assim, o Exemplo 1.6 fornece também um exemplo
de uma algebra de divisdo que ndo admite anel de valorizagdo total estendendo a

valorizacdo 5-adica do centro.

Em 1982, uma outra teoria de valorizacao nao-comutativa foi apresentada por
Dubrovin [Dul], a qual consiste em uma generalizagdo dos anéis de valorizagao
invariantes, ndo apenas para algebras de divisdo, mas que valem mais geralmente

para anéis artinianos simples. Esses anéis sao hoje conhecidos como anéis de
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valorizagdo de Dubrovin. Eles sdo definidos como segue: seja A um anel artiniano

simples, um subanel B C A ¢ dito um anel de valorizacao de Dubrovin de A se
(1.8) (i) B/J(B) é artiniano simples;
(ii) se s € A\B, entao existem by, by € B tais que bys, sbs € B\J(B),

onde J(B) denota o radical de Jacobson de B. O anel B = B/J(B) é chamado de

anel de residuos de B.

Apesar de nao ficar claro a partir da definicdo que estes anéis merecem o nome
de anéis de valorizagao, por ndo terem uma propriedade como (1.1), a nomenclatura
é justificada pelas propriedades listadas abaixo (ver [Dul] e [Du2|). Seja F' =
Z(A)esejaV=FNB=Z(B).

(1.9) V é um anel de valorizacao de F.

(1.10) Os ideais bilaterais de B sao totalmente ordenados por inclusao.

(1.11) Se B é um anel de valorizacao de Dubrovin de A e S é um subanel de A
contendo B entdo S ¢ um anel de valorizacio de Dubrovin de A e B = B /J(S)
é um anel de valorizacio de Dubrovin de S = S/J(S). Além disso, J(S) é um
ideal primo de B e Cp(J(S)) = {c € B | [c+ J(S)] & regular modulo J(S)} é um
conjunto de Ore regular de B. Entdo podemos construir o anel quociente B com
relagdo Cp(J(S)), que denotamos por Byg), a localizagdo de B pelo ideal primo
J(S). Neste caso, temos ainda que S = B(g). Maiores detalhes sobre localizagao
de anéis nao comutativos por conjuntos de Ore podem ser encontrados em [MMU,
§1].

(1.12) Se S é um anel de valorizaao de Dubrovin de A e B é um anel de valori-
zacdo de Dubrovin de § = S/J(S) entdo B = {r € S | r + J(S) € B} é um anel
de valorizacao de Dubrovin de A.

(1.13) Suponhamos [A : F| < oco. Para todo ideal primo P de B, considere
P =PNV. Entao P é um ideal primo de V, e a localizagdao central Bp é um
subanel de A contendo B e J(Bp) = P. Entao, combinando isto com (1.11),
obtemos que existe uma correspondéncia bijetiva entre os ideais primos de B, os

ideais primos de V, e os subaneis de A contendo B.
(1.14) O anel de matrizes M,,(B) é um anel de valorizagao de Dubrovin de M,,(A).
Mais ainda, se A = M,,(D), onde D é um anel de divisao, entdo existe um anel de

valorizacdo de Dubrovin R de D com B = ¢~ ' M, (R)q, para algum q € A" .
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Embora nao exista em geral uma valorizacao associada aos anéis de valorizagao
de Dubrovin, podemos definir um grupo de valores associado a esses anéis. Seja B

uma anel de valorizagdo de Dubrovin de um anel artiniano simples A. Definimos
st(B) = {a e A" | aBa™! = B},

o estabilizador de B sobre a acdo de A", que é um subgrupo de A". Note que B"
¢ um subgrupo normal de st(B). Entao definimos o grupo de valores de B por
I'p =st(B)/B .
Seja (F,v) um corpo valorizado e A uma F-algebra central simples. Seja (F",v")
a henselizacio de (F,v). Entdo A®p F" = M, (D), onde D é um uma F"-&lgebra
de divisao central. Seja w a valorizacdo em D estendendo a valorizacao henseliana
v". Seja D o anel de residuos e I'y, 0 grupo de valores de w. Se B é um anel de
valorizacdo de Dubrovin de A, com Z(B) = V, entdo temos por [W2, Thm. B]|

que

(1.15) I'p =T, e B = My(D), para algum t > 1.

Nota 1.16. Se R é um anel de valorizacao total em um anel de divisdo D, entdo R
¢ um anel de valorizacdo de Dubrovin. Para verificar isso, vejamos que o conjuntos
dos ideais a direita de R é totalmente ordenado pela inclusdo. Sejam I, J ideais
ndo nulos a direita de R com I ¢ J. Sejax € I\ J. Para todo a € J\ {0} devemos
ter a”lz € Rou 2 'a € R. Mas a 'z € R implica z = a(a™'x) € J, 0 que ndo
é possivel. Entdo a = x(x~'a) € I. Portanto, J C I. Segue que J(R) é o tnico
ideal maximal a direita de R e entdo J(R) = R\ R . Portanto, R/J(R) ¢ um anel
de divisdo, logo artiniano simples. Para a segunda propriedade de (1.8), note que
ses€ D\ R, entdo s7! € R, logo 1 =sst =s"1se R\ J(R).

Além de poderem ser encontrados em &dlgebras centrais simples e ndo apenas
algebras de divisao, outra grande vantagem dos anéis de valorizagdo de Dubrovin,
em relacao aos anéis de valorizacao totais e invariantes, é que estes possuem pro-
priedades de extensdo muito boas. O resultado seguinte foi obtido primeiramente
por Dubrovin [Du2| e uma demonstracdo mais simples foi dada por Brungs and
Griter em [BGJ.

Teorema 1.17. Seja A um anel artiniano simples com dimensdo finita sobre seu

centro F' e seja V- um anel de valorizacao de F'. Entao existe um anel de valorizacdo

de Dubrovin B de A com BNF =Z(B)=1V.
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Além disso, apesar de o nimero de extensdes poder ser infinito, tem-se uma
certa unicidade, como pode ser visto no Teorema 1.18 abaixo, que foi demonstrado
por Brungs e Griter em [BG] no caso em que V' tem posto finito, e em geral por
Wadsworth em [W2].

Teorema 1.18. Sejam Bi e By anéis de valorizacio de Dubrovin em um anel
artiniano simples A com dimensao finita sobre seu centro F, tais que Z(By) =
Z(By). Entio existe g € A tal que By = qBag™".

A grande desvantagem dos anéis de valorizacao de Dubrovin é que em geral
esses anéis nao tem uma valorizacao associada como os anéis de valorizacao in-
variantes. Um resultado parcial foi obtido por P. Morandi em [M2], no qual ele
estabelece a existéncia de uma funcdo valorizacdo associada a cada anel de valo-
rizagdo de Dubrovin, apenas no caso em esses sdo integrais sobre o centro. As

funcées valorizagao de Morandi serao discutidas na Secao 2.7.

Recentemente, Tignol e Wadsworth introduziram em [TW1| uma nova ferra-
menta 3 qual chamaram de gauge'. Gauges sdo aplicacies semelhantes a valoriza-
¢oes que podem ser definidas ndo s6 em élgebras de divisdo mas, mais geralmente,
em algebras simples, ou até mesmo semi-simples, de dimensao finita sobre cor-
pos valorizados. Para sermos mais precisos, seja (F,v) um corpo valorizado e T’
um grupo abeliano, divisivel, totalmente ordenado contendo o grupo de valores
de v. Suponhamos que A é uma F-algebra de dimensdo finita. Uma aplicagio
a: A — I'U{co} é dita uma v-funcdo valorizagdo multiplicativa se para todo
z,y € A ecé€ F temos:

(i

x) = 0o se e somente se z = 0;

af
(z +y) > min{a(z),a(y)};
(
(

2

e

cx) = v(c) + a(z);
zy) > a(z) + a(y).

A funcéo valorizagao « define uma filtracdo em A: para cada v € T" seja

)
)
i)
) «
(119) A" ={zcA|afz) >}, A7V ={zc A|a(z) >~} e A, = AZ7 /A7,

Com isso, obtemos um anel graduado associado a o
(1.20) gro(4) =P A,
~yel

1Como nio encontramos um termo em portugués que substituisse adequadamente a palavra gauge,

continuaremos usando o termo original em inglés.
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De modo anélogo, trocando-se A por F' e o por v em (1.19) e (1.20), obtemos
um anel graduado comutativo gr,(F'), tal que todo elemento homogéneo nao nulo
tem inverso, que chamamos de corpo graduado. O anel graduado gr,(A) tem uma
estrutura de gr,(F)-algebra graduada. Uma v-fungao valorizacao multiplicativa
é dita uma v-gauge se a éalgebra graduada gr,(A) satisfaz as duas propriedades

adicionais seguintes:

(v) gr,(A) é uma algebra graduada semi-simples, isto é, nao contém ideais

bilaterais homogéneos nilpotentes nao nulos;
(vi) dimg, (pygry(A) = dimp A.

Veremos na Secao 3.5, que a condicao (vi) acima é equivalente a uma condi-
¢80 sobre a valorizacdo v ser sem defeito na algebra A. Os conceitos de funcao
valorizacao e algebra graduada mencionados acima serao estudados com maiores
detalhes no Capitulo 2. Veremos no Exemplo 2.42 que toda valorizagdo sem defeito

em algebras de divisdo de dimensao finita sobre seu centro sdo gauges.

Uma das limitacoes para um maior desenvolvimentos da teoria dos anéis de
valorizagao de Dubrovin, foi a auséncia de uma func¢ao valorizagdo associada a esses
anéis. Entdo é natural questionar se a recente teoria de gauges ndo cumpriria esse
papel. Além disso, temos por (1.16) e (2.42) que a teoria dos anéis de valorizagao
de Dubrovin e a teoria de gauges podem ambas serem vistas como generalizagoes

dos anéis de valorizacao invariante para algebras centrais simples.

Assim como em valorizagoes, podemos definir um anel associado a uma gauge o
em uma F-algebra de dimensao finita A como sendo R, = {z € A|a(x) > 0}, que
chamaremos de anel da gauge. Como veremos no Teorema 3.6, o anel da gauge é
sempre integral sobre o anel de valorizacao do centro. Logo nao poderiamos esperar
que o anel de uma gauge seja um anel de valorizagao de Dubrovin, exceto no caso
tratado por Morandi. A Proposi¢do 2.55 estabelece que toda funcio valorizagao
de Morandi sem defeito € uma gauge. Por outro lado, observamos que os anéis
da gauge tem propriedades aritméticas semelhantes as dos anéis definidos como
a intersecao de uma familia de anéis de Dubrovin satisfazendo a propriedade da
interse¢do, que é definida como segue: Seja A uma &dlgebra simples de dimensao
finita sobre seu centro F e sejam By, ..., By anéis de valorizagdo de Dubrovin de
A. Seja R = ﬂle B;. Dizemos que By, ..., By tem a Propriedade da Intersec¢do
(IP) se J(S) N R é um ideal primo de R, para cada anel S contendo B;, para
algum i = 1,...,k. A propriedade da intersecdo foi introduzida por Gréiter em

|G|. Gréter mostrou que se V' é um anel de valorizagdo em F' entdo sempre existe
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uma familia de anéis de valoriza¢ao de Dubrovin em A estendendo V e tendo a
propriedade da intersecdo. Além disso, existe um ntmero méaximo de anéis com
essa propriedade, que é chamado de nimero da extensio e denotado por &(V, A).
Acontece que esse nimero é atingido se e somente se a intersecao desses anéis é
integral sobre V. O objetivo central desse trabalho é estudar a relacao entre o anel
de uma gauge a interse¢do de anéis de valorizagao de Dubrovin tendo a propriedade

da intersecao.

No que segue, descrevemos o contetido estudado em cada capitulo e os resul-

tados principais do trabalho.

No Capitulo 2, funcoes valorizagoes e algebras graduadas sao estudadas. Este
capitulo ndao contém resultados novos, mas contém demonstracoes mais detalhadas
de resultados que aparecem na literatura com demonstracées muito enxutas ou cuja
demonstracdo é simplesmente omitida. Este capitulo também tem a finalidade de
familiarizar o leitor com a recente teoria de gauges e com as propriedades da algebra

graduada associada a uma gauge, facilitando a leitura dos capitulos subsequentes.

A teoria de gauges é um assunto novo e muito pouco é conhecido. Até entdo,
os tnicos trabalhos envolvendo gauges sdo: [TW1|, no qual gauges foram intro-
duzidas; [TW2|, que contém propriedades adicionais de gauges e aplicagdes no
estudo de algebras com involugoes e [K]|, no qual gauges foram utilizadas para se
obter uma generalizacao do Teorema de Broker-Prestel. Entretanto, propriedades
aritméticas do anel da gauge nao foram estudadas nesses trabalhos. Isto serd feito
na primeira se¢cdo do Capitulo 3. O resultado principal dessa segao é o Teorema
3.6, o qual estabelece que o anel de uma v-gauge é uma V-ordem semi-local. Nas
secOes seguintes deste capitulo, estudamos o comportamento de gauges e do anel
da gauge com relacao a composicao de gauges, extensao de escalares e restricao a
uma subalgebra. Na tltima secao deste capitulo introduzimos o conceito de uma
valorizacao ser sem defeito em uma algebra semi-simples. Este conceito generaliza
as extensdes de corpos sem defeito e as valorizacoes em anéis de divisdo sem de-
feito. Os resultados Corolario 3.46 e Teorema 5.22 implicam que uma valorizacio
ser sem defeito numa algebra central simples é uma condigdo necessaria e suficiente

para a existéncia de uma gauge na algebra.

O material do capitulo 4 é dedicado ao estudo da estrutura de gauges em
algebras semi-simples e algebras simples nao necessariamente centrais. O resultado
principal desse capitulo é o Teorema 4.15, que generaliza para &lgebras simples ndo

necessariamente centrais a Proposicao 2.55, a qual relaciona gauges com as fungoes
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valorizacdo de Morandi. Como consequéncia desse teorema, obtemos no Corolario
4.21 um resultado de existéncia de gauges em &lgebras semi-simples sobre corpos

com uma valorizagao de posto 1.

O capitulo 5 trata de gauges em algebras centrais simples. Neste capitulo
introduzimos o conceito de gauge minimal, que é uma gauge cuja parte de grau
zero da algebra graduada associada tem o menor niimero possivel de componentes
simples. O Teorema 5.17 estabelece que o anel de uma gauge minimal coincide com
a intersecao de uma familia finita de anéis de valorizacdo de Dubrovin satisfazendo
a propriedade da interse¢do. O outro resultado fundamental deste capitulo é o
Teorema 5.22, que é um teorema de existéncia de gauges minimais em algebras
centrais simples, assumindo-se que a valorizacdo do centro tem posto finito e é sem
defeito na algebra. Como consequéncia desse teorema obtemos o Corolario 5.34,

que é a reciproca do Teorema 5.17.

Os apéndices ao final do trabalho contém dois teoremas de Wadsworth que
sao fundamentais para os nossos resultados. Esses teoremas foram incluidos com
demonstracoes, pois tratam-se de resultados recentes e que ainda néao foram publi-
cados. O Teorema C.1 é a generalizagao do Teorema 4.5 para valorizagdes de posto
arbitrario. O Teorema B.7 estabelece que se L é uma extensio finita de um corpo
valorizado (F,v), entdo o produto tensorial L&p F" ¢ um produto direto de corpos.
Também incluimos no Apéndice B uma revisio sobre henselizagdo, que contém al-
guns resultados fundamentais sobre o assunto, utilizados com frequéncia ao longo
do texto. O Apéndice A contém um resumo sobre a propriedade da intersecéo
de anéis de valorizacao de Dubrovin. Este foi incluido como uma conveniéncia,
ao leitor, tendo em vista que estes resultados serdo utilizados com frequéncia nos
Capitulos 4 e 5. Todos os resultados que aparecem aqui foram extraidos do livro
de Marubayashi, Miyamoto e Ueda [MMU]|. Também para a conveniéncia do lei-
tor, incluimos no Apéndice B uma revisdo sobre henseliza¢do, que contém alguns
resultados fundamentais sobre o assunto, utilizados com frequéncia ao longo do

texto.



Capitulo 2

Funcoes valorizacao e

algebras graduadas

Nas duas primeiras secoes desse capitulo revisaremos alguns conceitos basicos
sobre anéis e modulos graduados. Praticamente tudo que é dito aqui é conhecido
na literatura (ver por exemplo [NvO1]|, [NvO2| e [HWZ2]), embora ha diferencas
nas notagoes, enunciados e demonstragoes. Nas secoes seguintes, estudaremos
propriedades basicas de fungdes valorizacao e gauges. A referéncia utilizada para
essas segoes foi [TW1], no qual o conceito de gauge foi originalmente introduzido.
No que segue, I' denota sempre um grupo abeliano, divisivel e totalmente ordenado,
escrito aditivamente, que contém os valores de todas as valorizagoes e os graus

(indices) de todas as graduagoes que considerarmos.

2.1. Anéis e modulos graduados

Um anel R é dito um anel graduado se este tem uma decomposicdo em soma
direta R = @vel“ R,, onde cada R, é um grupo abeliano e R, - Rs; C R, para
todo 7,8 € T'. O conjunto de graduacio de R é o subconjunto de I" definido por

r={yel| R, #{0}}.

Os elementos de UweF R, sao chamados elementos homogéneos de R. Cada ele-
mento nao nulo » € R, é dito homogeéneo de grau v e escrevemos v = deg(r). Todo

elemento r € R se escreve de maneira tnica como r =) 7+, onde cadar, € R,

vyer
e 7y ¢ nao nulos para apenas um ntimero finito de v € I'. Os elementos nao nulos
r, na decomposigao de r sao chamados de componentes homogéneas de r. Note

11
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que 1 € Ry pois se escrevermos 1 = Zwer T, entdo rs = lrs = Zwer ry75. Logo
rrs = 0 para todo 6,7 € I', com 7 # 0. Segue que 7y = 71 = 0 para todo y # 0.
Portanto 1 = rg € Ry. Como Ry - Ry C Ry, concluimos que Ry ¢ um subanel de
R.

Um anel graduado D é dito um anel de divisao graduado se todo elemento
homogéneo nao nulo é invertivel. Se além disso D for comutativo, entdo dize-
mos que D é um corpo graduado. Os dois resultados seguintes fornecem algumas

propriedades basicas de anéis de divisao graduados.

Proposicao 2.1. Seja D = P

a,be D, se ab é um elemento homogéneo, entdo a e b sGdo homogéneos.

veT D, um anel de diwvisao graduado. Para todo

Demonstragao: Suponhamos que a,b € D\ {0}. Como I' é totalmente ordenado,
podemos escrever a = aj + --- + ay tal que a; # 0 e deg(a1) < --- < deg(ak).
Da mesma forma, seja b = by + -+ + b,. Como D & anel de divisdo, cada ele-
mento homogéneo de D é invertivel. Logo a1b; # 0 e axb, # 0. Mas a1b; e agb,
sao as componentes homogéneas de ab de menor e maior grau, respectivamente.
Como ab ¢ homogéneo, temos que deg(a1)+deg(b;) = deg(ay)+deg(b,). Portanto,
deg(ai) = deg(ag) e deg(b1) = deg(b,), o que significa que a e b sdo homogéneos. [

Proposicao 2.2. Seja D = P

um subanel de divisao de D e cada D~ nao nulo € um Dy-espago vetorial a esquerda

yer Dy um anel de divisio graduado. Entdo Dy é

(a direita) de dimensao 1.

Demonstra¢do: Ja vimos que Dg é um subanel de D. Como os elementos nao
nulos de Dy sdo unidades, concluimos que Dy é um anel de divisdo. Agora se existe
a # 0 em D,, entdo D.ya_1 é um Dg-subespaco vetorial & esquerda de Dg. Logo
Dy = Dva_l. Portanto, D, = Dya, que é um Dy-espago vetorial a esquerda de

dimensao 1. Da mesma forma, D, = aDy. O

Exemplo 2.3. Seja A um anel. O anel dos polinémios R = A[t] é um anel gra-

duado, com a graduacdo R, = A-t" paran > 0e R, = {0} para n < 0.

Exemplo 2.4. Seja A um anel. O anel dos polindémios de Laurent R = A[t,t}]
é um anel graduado, cujo conjunto de graduacao é Z. Se A é um anel de divisao

(corpo), entao R é uma anel de divisdo (corpo) graduado.
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Nota 2.5. Um anel de divisao graduado nao é necessariamente um anel de divisao
(com a graduagado esquecida), como pode ser visto no Exemplo 2.4. O que temos
em geral é que anéis de divisao graduados nao tem divisores de zero. Para verificar
isso, seja D um anel de divisao graduado e sejam a,b € D tais que ab = 0. Pela
Proposicao 2.1, devemos ter que a e b sdo homogéneos. Entao nao podemos ter

a,b # 0 pois neste caso, ambos seriam unidades.

Em geral o conjunto de graduagao de um anel graduado nao é necessariamente
um grupo, como mostra o Fxemplo 2.3. Mas no caso em que D é um anel de divisao,
I'p é um subgrupo de I' pois se v, € I'p, entdo existem elementos homogéneos
nao nulos a, € D, e as € Ds. Logo aq,agl é um elemento homogéneo nao nulo em

D, _s. Portanto, v — 4 € I'p.

Um subanel graduado de um anel graduado R é um subanel S C R tal que
S = @WGF R, NS, isto &, para cada s € S todas as componentes homogéneas de
s também estao em S. O centro Z(R) de R é um subanel graduado. Além disso,
temos

Z(R)o = Z(R) N Ry € Z(Ry).

Da mesma forma, um ideal I (& direita, & esquerda ou bilateral) de um anel gra-

duado R é dito um ideal homogéneo se I =@, . R, N 1.

vyel
Seja R um anel graduado. Um R-médulo & esquerda M é dito um R-mddulo
M., onde cada M, é
um subgrupo aditivo de M e R, - Ms C M, s para v,6 € I'. Médulos graduados a

graduado o esquerda se existe uma decomposicao M = @7@
direita sdo definidos de madeira analoga. O conjunto de graduagao I'ps é definido

por
Ty = {7 € T'| M, # {0}}.

Um submoédulo N C M é dito um submddulo graduado se N =& M, N N.

~el

Seja D um anel de divisao graduado e M um D-médulo graduado a esquerda.
Entao cada componente homogénea M., é um Dy-espago vetorial a esquerda. O
conjunto de graduacao I'j; ndo é necessariamente um grupo, mas é uma uniao de
classes laterais do grupo I'p. Denotamos por |I'y; : I'p| o namero dessas classes
laterais. Seja I'p; = Uie[ I';, onde cada I'; é uma classe lateral de I'p e a uniao
é disjunta. Essa decomposicdo nos dé uma decomposicao de M em submoédulos

graduados

(2.6) M = @M onde M, = @ M, paraic I.
el vel;



14 2. Fungoes valorizacao e dlgebras graduadas

Proposicao 2.7. Todo mdédulo graduado sobre um anel de divisdo graduado é um
mddulo livre que tem uma base formada por elementos homogéneos. Mais ainda,

quaisquer duas dessas bases tem a mesma cardinalidade.

Demonstra¢do: Seguindo a notacao do paragrafo anterior, para cada i € I e y; €

I';, seja (mij)jeJi uma Dy-base a esquerda de M.,,. Entao M,, = GajeJ,- Domi;.
Logo M, 5 = @je.]i Dsm;; para todo 0 € I'p. Como I'; = ~; + I'p, segue da
decomposi¢ao (2.6) que M; = B, ;, Dm;;. Logo (mij)jeJi é uma D-base a es-
querda de M; formada por elementos homogéneos. Novamente pela decomposicao

(2.6) temos que (m”) é uma D-base a esquerda de M formada por elemen-

iel,jeJ;
tos homogéneos. Agorea éija (2¢)ter uma D-base & esquerda de M formada por
elementos homogéneos. Para cada i € I, seja T; = {t € T | deg(z;) € I';}. Como
I'; =~ + I'p, podemos tomar para cada t € T; um elemento homogéneo nao nulo
di em Do, _geg(a)- Entdo dyzy € My, e (dyy)ier € também uma D-base & esquerda
de M formada por elementos homogéneos. Mas pela decomposi¢ao (2.6), temos
que (dizi)ier; € uma D-base & esquerda de V;. Logo (dix)ier; € uma Dy-base &

esquerda de M,,. Portanto, |T| = >, ; |T;| = > _,c; dimp, M,,. O

Por conta da Proposicao 2.7, faz sentido chamarmos moédulos sobre anéis de
divisdo graduados de espagos vetoriais graduados. O posto, que é o nimero de
elementos em qualquer base formada por elementos homogéneos, sera chamado
de dimensao, que denotaremos por dimp M ou [M : D]. A demonstragdo da

Proposicao 2.7 mostra que
(2.8) dimp M =Y "dimp M; =Y _ dimp, M,
el icl
onde I é um conjunto de indices com |I'ys : T'p| elementos e {~;};c; € um conjunto
de representantes da decomposicdo de I'ps em classes laterais de I'p.

Seja D um anel de divisao graduado e seja F' um subanel de D tal que F
¢ também um anel de divisdo graduado. Entdo D pode ser visto como um F-
espaco vetorial graduado & esquerda. Nestas condi¢bes, temos a seguinte relagdo

fundamental que serd utilizada frequentemente ao longo do texto.
Proposicao 2.9. [D: F| = [Dy: Fol|I'p : T'p|.

Demonstracao:  Pela proposicao 2.2, temos que E, é um Fp-espago vetorial a

esquerda de dimensao 1, para cada v € I'g. Logo [Ey : Do| = dimp, E,. Seja
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'z = U;ervi + I'p, escrito como uma unido disjunta de classes laterais distintas.
Aplicando a férmula (2.8) obtemos que

[E:D]=> dimp, Ey, = [Eo: Do||Tp : Tpl.
el

2.2. Algebras graduadas simples e semi-simples

Seja F' um corpo graduado. Definimos uma F-dlgebra graduada como um
anel graduado A com 1 que é também um F-espago vetorial graduado na qual a

multiplicacdo do anel e a multiplicacdo por escalares estdo relacionadas por
(Aa)b = A(ab) = a(\b) para todo A € Fea,be A

Podemos identificar F' com um subanel graduado de A através da aplicacdo que
leva A € F em A1 € A. Dizemos que A é uma F-algebra central se Z(A) = F. Se
A e B sdo F-algebra graduadas, entdo definimos uma graduagao no produto direto
A x B por
AxB=EPA, x B,
yer

Uma dlgebra graduada simples é uma algebra graduada A # {0} tal que {0}
e A s@o os unicos ideais bilaterais homogéneos. Se uma &lgebra graduada A é
também um anel de divisdo graduado entdo dizemos que A é uma dlgebra de
divisdo graduada. Note que se A é uma algebra de divisdo graduada, entdo A é
uma algebra graduada simples. De fato, seja I um ideal bilateral homogéneo nao
nulo de A esejax € I\{0}. Como I é homogeéneo, temos que todas as componentes
homogéneas de x estao em I. Seja x, uma componente homogénea nao nula de .
Como A é um anel de divisdo graduado, todo elemento homogéneo ndo nulo de A

: _ -1
tem inverso. Logo 1 =z~ € 1.

Exemplo 2.10 (Algebra de quatérnios graduada). Seja F um corpo graduado tal
que car(Fy) # 2. Sejam a,b elementos homogéneos nao nulos de F. Seja Q a F-

algebra gerada por dois elementos ¢, j tais que

2 2 S ..
1 =a, j“=bb e 1ij=—ji.
Seja k = ij. Fazendo

deg(i) = pdes(a), deg(j) = sdea(t) o deg(k) = jde(a) + ydeg(b),
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obtemos que @ é uma F-algebra graduada que tem {1, 7, j, k} como F-base formada
por elementos homogéneos. A dlgebra @ é dita uma algebra de quatérnios graduada
e denotamos por (a,b) . Vamos mostrar que () é uma F-algebra graduada simples.
Para isso, seja I um ideal bilateral homogéneo nao nulo de @ e seja u = x + yi +
zj +wk € I\ {0}. Entao algum dos z,y, z, w € nao nulo. Vamos supor que y # 0.

Os demais casos sao anélogos. Como [ é ideal bilateral, temos
(a Yi)ui =2 +yi—2zj —wk € 1.
Logo « + yi € I. Da mesma forma,
b~ @ +yi)j=v—yi€l,

donde obtemos que yi € I. Segue que y = (a=1i)(yi) € I. Seja agora y, uma
componente homogénea nao nula de y. Como I é ideal homogéneo, segue que
yy € 1. Logo 1 = yvygl € I. Também podemos verificar que Z(Q) = F. A
inclusao F' C Z(Q) é clara. Para a outra inclusdo, seja u = z+yi+zj+wk € Z(Q).
Como iu = ui, segue que xi+ay+ zk+waj = xi+ay—zk—wayj. Logo z = w = 0.

Também de ju = uj obtemos zj — yk = zj + yk. Logo y = 0. Portanto u € F'.

Vamos agora discutir um pouco sobre homomorfismos entre médulos gradu-
ados. Seja M = @, cp My e N = @, cr Ny modulos & esquerda sobre um anel
graduado R. Seja Hompg(M,N) o grupo dos R-homomorfismos com a gradu-
acdo esquecida. Para cada v € I', denotamos por Homp(M,N), o grupo dos

R-homomorfismos que levantam o grau por -, isto é,
Homp(M,N), = {f € Homgr(M,N) | f(Ms) C Nsi para todo 6 € I'}.

Desta forma, Hompg(M, N)y consiste dos homomorfismos que preservam a gradu-
acao. Se existir um isomorfismo em Hompg(M, N)g entdo dizemos que M e N sao
isomorfos como médulos graduados e denotamos por M =, N. O mesmo vale para

homomorfismos de anéis ou algebras graduadas.

Note que B, Hompg (M, N), é sempre um subgrupo de Hompg (M, N) e temos
a igualdade
Homp(M, N) = @) Hompg(M, N),,
vyer
se M é finitamente gerado (cf. [NvO1, Cor. 1.2.11]). Com essa decomposicao,
Hompg(M,N) é um Z(R)-mo6dulo graduado. Agora considere o anel Endgr(M) =

Homp (M, M), com a graduacao introduzida acima. Note que a graduagio de

Endgr(M) é compativel com a composicdo de homomorfismos. Entao Endg(M)
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tem também uma estrutura de anel graduado. O resultado seguinte estabelece que
no caso em que R é um anel de divisdo graduado, Endr(M) é sempre uma algebra

graduada simples.

Proposigao 2.11. Seja F' um corpo graduado e D uma F-dlgebra de divisdo gra-
duada de dimensdo finita. Suponhamos que M é um D-espaco vetorial graduado
esquerda de dimensao finita. Entao Endp(M) é uma F-dlgebra graduada simples
de dimensao finita tal que Z(Endp(M)) = Z(D).

Demonstragio:  Cada elemento a € Z(D) é identificado em Endp(M) como
sendo a multiplicagdo por a. Seja (dh)]fL:1 uma F-base de D formada por elementos
homogéneos. Sejan = dimp M. Paracadai,j = 1,...,n, seja E;; a transformacao

linear de M definida por

m; se £ =7},
Eij(me):{ 0 se LF#£j

Entao (d,Eij)r; ¢ uma F-base de Endp(M) formada por elementos homogéneos.
Logo Endp (M) é uma F-algebra de dimensao finita. Para mostrar que Endp (M)
é simples, seja I um ideal bilateral homogéneo nao nulo de Endp(M). Seja f €
I\ {0}. Como as componentes homogéneas de um elemento em I também estao
em I, podemos supor que f é homogéneo. Seja r € {1,...,n} tal que f(m,) # 0.
Seja f(my) = > n_ dsyms. Podemos encontrar j € {1,...,n} tal que dj # 0.
Como f é homogéneo, temos que dj, também deve ser homogéneo, logo invertivel.
Agora note que a aplicago linear Z?:l E;jo f oE;; envia cada mg em dj,.mg, logo
¢ invertivel. Portanto, 1 € 1.

A multiplica¢@o por um elemento de Z(D) claramente estd em Endp(M). Para
a inclusao contraria, seja f € Endp(M). Para cada j = 1,...,n podemos escrever

f(m;) =>""_, drjmy. Agora note que para cada i,j = 1,...,n temos

z]of mj z] E dr]mr = ]mu

foEij(m;) = Z drimy.

Como E;j o f = f o E;;, obtemos que d;; = 0 para i # j e d;; = dj;. Portanto f ¢
a aplicacdo que envia m, em dij;m,. Agora para cada elemento homogéneo a € D
seja g, a transformacao linear que envia m, em am,. Como g, o f = f o g4, temos

que adj; = djja. Logo diy € Z(D). Portanto, f é a multiplicagdo por dj1, donde
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concluimos que f € Z(D). O

A seguir temos uma versao graduada do Teorema de Wedderburn (cf. [NvO1,

Thm. 1.5.8)).

Teorema 2.12 (Teorema de Wedderburn). Seja A uma F-dlgebra graduada cen-
tral simples de dimensdo finita. Entao existe uma tinica F-dlgebra graduada de
divisiao central D (a menos de isomorfismo graduado) tal que existe um isomor-

fismo de dlgebras graduadas

A=, Endp(M),

para algum D-espaco vetorial graduado & esquerda M de dimensdo finita.

Para uma F-4lgebra graduada A como no Teorema 2.12 acima, veremos que a
parte de grau zero Ay de A ndo é necessariamente simples, mas sim semi-simples.
A estrutura de Ag é determinada pela decomposicao de M obtida em (2.6). Como
M tem dimensao finita, segue de (2.8) que I'j; é uma unido disjunta de um nimero
finito de classes laterais de I'p. Sejam I'1, ...,y as classes laterais distintas de

I'p em I'js. Considere a decomposicao de M como em (2.6)

k
M=EM, onde M= M,
=1 vel;
Parai=1,...,k seja r; = dimp M; e seja

B, = {fe€Ao|f(M;)C M, e f(M;)=0paraj# i}
= (EHdDMi)O.

Proposicao 2.13. Nas condigées do pardgrafo acima, temos

k k

Ag = HBi = ] . (Do).

Ver [TW1, Prop. 2.1] para uma demonstragao da Proposi¢ao 2.13.

Uma algebra graduada A de dimensao finita é dita semi-simples se {0} é o
tinico ideal bilateral homogéneo nilpotente de A. Note que toda dlgebra graduada
simples é semi-simples. Além disso, o produto direto de algebras graduadas semi-
simples é também semi-simples, pois a projecdo de um ideal bilateral homogéneo

nilpotente d4 um ideal bilateral homogéneo nilpotente em cada componente.
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O restante dessa se¢ao é dedicado a mostrar que toda algebra graduada semi-
simples é isomorfa a um produto direto de algebras graduadas simples. A demons-
tracdo é obtida imitando o caso ndo graduado, com algumas modificacoes. Aqui

utilizamos como referéncia [F.

Um ideal homogeéneo a esquerda (resp. a direita, bilateral) I de um anel A é
dito um ideal homogéneo minimal & esquerda (resp. a direita, bilateral) se I # {0}
e ndo existe nenhum ideal homogeéneo & esquerda (resp. a direita, bilateral) I’ de
A tal que {0} # I' & 1. Note que se A for uma F-algebra de dimensao finita, entao
A contém pelo menos um ideal homogéneo minimal, pois todo ideal homogéneo de

A é um F-subespaco vetorial de A.

Para o restante desta secao, A denota sempre uma F-algebra graduada semi-

simples.

Proposicao 2.14. Seja J um ideal homogéneo minimal & esquerda (resp. direita)

de A. Entao J = Ae (resp. J = eA) para algum idempotente homogéneo e € A.

Demonstracao: Suponhamos que J um ideal homogéneo minimal & esquerda de
A. O caso em que J é um ideal & direita ¢ analogo. Temos que J2 # {0}, pois

caso contrario o ideal bilateral JA de A seria nilpotente pois
(JA? = (JA)(JA) = J(AJ)A = J?A.

Entdo existe a € J tal que Ja # {0}. Note que podemos escolher a homogéneo.
Logo Ja é um ideal homogéneo & esquerda de A contido em J. Logo Ja = J pela
minimalidade de J. Entao existe e € J tal que ea = a. Como a é homogéneo,
podemos trocar e pela sua componente de grau zero. Desta forma, podemos supor
que e é homogéneo de grau zero. Seja anj(a) = {z € J | za = 0}, que é um
ideal homogéneo a esquerda de A contido em J. Agora anj(a) # J pois Ja # {0}.
Novamente pela minimalidade de J, concluimos que any(a) = {0}. Por outro lado,

2 2

e® —e € any(a) pois e“a = ea. Portanto, e ¢ um idempotente homogéneo. Como

e € J, concluimos pela minimalidade de J que J = Ae. (]

Note que em uma algebra graduada todo idempotente homogéneo nao nulo

deve ter grau 0.

Proposicao 2.15. Seja J um ideal bilateral homogéneo minimal de A. Entéao
J = Ae para algum idempotente homogéneo central e € A. Além disso, e é uma

unidade para J, isto é, ex = xe = x para todo x € J.
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Demonstragao:  Pela Proposicdo 2.14, temos que J = Ae; e J = exA, onde
e1, ez sdo idempotentes homogéneos em A. Logo es = cej e e1 = ead para alguns
¢,d € A. Entao es = ce; = (cej)e; = egeq. Da mesma forma, e; = egej. Portanto,
J = eA = Ae. Isto implica que e é uma unidade para J. Entao para todo a € A,

temos
ae = e(ae) = (ea)e = ea.

Portanto e comuta com todos os elementos de A. O

Proposic¢ao 2.16. Seja J um ideal bilateral homogéneo minimal de A. Entdao J

¢ uma F-dlgebra graduada simples.

Demonstragao: Como J é um ideal bilateral homogéneo entédo J é um F-subespaco
vetorial graduado de A. Pela Proposicao 2.15, temos que J = Ae e o idempotente
central e ¢ uma unidade para J. Donde concluimos que J tem uma estrutura de
anel graduado. Identificando F com el em J, obtemos que J é uma F-algebra
graduada. Resta mostrar que os tnicos ideais homogéneos bilaterais de J sao os
triviais. Seja I # {0} um ideal bilateral homogéneo de J. Como J = Ae, para
algum idempotente homogéneo central e € A, I também é um ideal homogéneo

bilateral de A. Pela minimalidade de J, concluimos que I = {0} ou I = J. O

Proposicao 2.17. Sejam Ji,...,J, ideais homogéneos minimais bilaterais de A,

dois a dois distintos. Entdo a soma J1 + --- + J, € direta.

Demonstragao:  Pela Proposicao 2.15, temos que J; = ¢;A = Ae;, para i =
1,...,r, onde e; € um idempotente homogéneo central. Para cada i # j, temos
que J; N J; é um ideal homogéneo bilateral de A. Pela minimalidade de J; e Jj,
concluimos que e;e; = 0. Suponhamos agora que eja; +- - -+era, = 0, com a; € A.
Multiplicando essa expressao & esquerda por e;, concluimos que e;a; = e?ai = 0.

Portanto a soma Jy + - -+ + J, é direta. O
Segue da Proposicao 2.17 que A contém apenas um nimero finito de ideais
homogéneos minimais bilaterais.

Teorema 2.18. Toda dlgebra graduada semi-simples A € um produto direto de

dlgebras graduadas simples, que sdo unicamente determinadas.
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Demonstragao: Sejam Ji, ..., J; todos os ideais homogéneos minimais bilaterais
de A. Pela Proposi¢ao 2.16, cada J; é uma F-algebra graduada simples. Desta
forma, pela Proposicdo 2.17, basta mostrarmos que A = J; + --- + Ji. Como
na demonstracdo da Proposicao 2.17, seja J; = Ae; onde e; é um idempotente
homogéneo central e e;e; = 0 para i # j. Seja e = e +---+e,. Um calculo direto
mostra que e é idempotente homogéneo central em A e e;e =¢; parai=1,... k.
Vamos mostrar que e = 1, a unidade de A. Suponhamos por absurdo que e # 1.
Entao J = (1 —e)A = A(1 — e) é um ideal homogéneo bilateral ndo nulo de A.
Entao J contém um ideal homogéneo minimal bilateral, digamos J;, para algum
1 < ¢ < k. Logo podemos escrever ey = (1 — e)a para algum a € A. Multiplicando

a esquerda por ey, obtemos
_ 2 _ _
er=¢e;=¢(l—e)a=0,

pois ey = egpe. Com esta contradigdo, concluimos que e = 1. Portanto, para todo

a€ A temosa=a-1=ae;+---+aex € J1+ -+ Jg. O

2.3. Extensoes de corpos graduados

O objetivo desta se¢do ¢ fornecer uma demonstracao para |[TW1, Remark
1.27]. Este resultado é fundamental na demonstracao do Teorema 5.22, que é um
dos resultados principais do nosso trabalho. Comecgaremos introduzindo algumas
propriedades sobre extensbtes de corpos graduados. Para isso, utilizamos como
referéncia [HW1].

Seja F' = P, cr Fy um corpo graduado. Como observado em (2.5), F' ndo tem
divisores de zero. Logo o corpo de fracoes pode ser formado, o qual denotamos
por ¢(F). Um corpo graduado K é chamado uma extensio graduada de um corpo
graduado F' se F' é um subcorpo graduado de K. Note que neste caso Ky é uma

extensdo de Fy, I'p ¢ um subgrupo de I'k e ¢(K) é uma extensao de q(F).

Proposicao 2.19. Seja K uma extensio graduada de F' com [K : F| < co. Entdo
(2.20) [K : F] = [Ko : Fo][Tk : Tp| = [q(K) : q(F)],
e q(K)=q(F)®r K.

A primeira igualdade de (2.20) segue da Proposicao 2.9. A segunda igualdade

segue do isomorfismo ¢(K) = ¢(F) ®p K. Ver [HW1, Prop. 2.1| para uma
demonstracao do isomorfismo ¢(K) = q(F) @f K.
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Seja K uma extensao graduada de F' com [K : F] < oo. Dizemos que K
¢ uma extensao graduada mansa de F' se Ky é uma extensao separavel de Fp e
CaI‘(Fo) "' ‘FK : FF‘

Proposicao 2.21. Seja K uma extensio graduada de F com [K : F] < co. En-
tao K é uma extensao graduada mansa F se e somente se q(K) é uma extensio

separdvel de q(F).

Ver [Bol, Thm. 4| para uma demonstragao da Proposigao 2.21. O resultado

seguinte é o objetivo central desta secao.

Proposigao 2.22. Seja L uma extensao graduada mansa de F' e K wma extensdo
graduada de F. Seja A = L ®@p K. FEntdo A é um produto direto de corpos

graduados.

Demonstragio: Pela Proposicao 2.21, temos que ¢(L) é uma extensao separavel
finita de ¢(F"). Logo q(L) ®qr)y q(K) &€ um produto direto de corpos (ver demons-
tragao do Lema B.8). Segue da Proposicao 2.20 que

Aok q(K) = (Lop K)ok q(K)

~ Lopq(K)

= (Lorq(F)) ®yr) 9(K)
a(L) ®q4(r) q(K).

1

Logo A ®k q(K) é um produto direto de corpos. Agora se I é um ideal bilate-
ral homogéneo nilpotente de A, entdo I ® q(K) é também um ideal bilateral
homogéneo nilpotente de A @ ¢(K). Como A ®k q(K) é semi-simples, temos
que I ®x q(K) = {0}. Como dimg I = dimyx) I ®x q(K) = 0, concluimos que
I = {0}. Portanto, A é uma K-algebra graduada semi-simples. Como A é comu-

tativa, segue do Teorema 2.18 que A é um produto direto de corpos graduados.

0

2.4. Funcgoes valorizagao em espacos vetoriais

Seja D um anel de divisao de dimensao finita sobre seu centro com uma valo-
rizacao v : D — I' U {oo}. Esta valorizagao define uma filtracdo em D da seguinte

forma: para cada v € I" seja

D>"={de D|v(d)>~}, D> ={deD|v(d) >v}eD,=D>/D".
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A partir dai, definimos o anel graduado associado

grv<D) = @D'Y’

vel’
cuja multiplicacao é definida em cada componente por
D7 x Ds — D’Y+5

(c+D>7,d+D>% — cd+ D>,

e estendida aditivamente para todo o gr, (D). Quando a valorizacao envolvida v for
clara, escreveremos simplesmente gr(D) no lugar de gr, (D). Note que I'y,(py =T’
e Dy = D. Desta forma, notamos que o anel graduado ¢ um objeto natural para
estudar valorizagoes, tendo em vista que este carrega simultaneamente informacoes

sobre o grupo de valores e o anel de residuos da valorizacao.

Para cada d € D", escrevemos d’ para a imagem de d em gr(D), isto ¢, d' =
d+ D>V ¢ Dy(gy- Como (d)~1 = (d™1)', temos que gr(D) ¢ um anel de divisio
graduado. No caso em que D é comutativo entdo gr(D) ¢ também comutativo e

entao gr(D) é um corpo graduado.

Exemplo 2.23. Seja F' com corpo com uma valorizacao discreta v. Sejat € F tal
que v(t) = 1. Entao para todo elemento homogéneo a € gr,(F') com deg(a) = n,
temos a = (a(t')™™)(t")" € Fy - (t')". Portanto, gr, (F) = B,,cz Fo - (t')", que é
o anel dos polinémios de Laurent Fy[t/, (¢')~!]. Em particular, o corpo graduado
associado a valorizacio 5-ddica em Q & Fs[s,s7!], onde s é a imagem do ntimero

primo 5 na algebra graduada.
Agora seja M um D-espago vetorial & esquerda. Uma aplicagao
a: M —TU{co}
é dita uma v-funcdo valorizacdo se para todo x,y € M e d € D temos:

(i) a(x) = oo se e somente se x = 0,
(i) a(z+y) = minf{a(z), a(y)},
(iil) a(dz) =v(d)+ a(x).
Da mesma forma, a define uma filtracao em M: para cada v € I' definimos
M= ={zeM|ax)>~}, M7 ={zecM|alz)>~}, e M,=M="/M>",

Defina

e, (M) = gr(M) = @D M,
~vel
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Para cada ~,6 € I" existe uma multiplicacdo bem definida
D5 X ]\47 — Mnyr(;
(d+D>°, x4+ M) — dx+ M7
Esta operacao ¢ estendida distributivamente para uma operagao gr(D) x gr(M) —
gr(M) que faz de gr(M) um gr(D)-espago vetorial graduado a esquerda. Da mesma
forma, todo elemento x € M \ {0} tem uma imagem 2’ em gr(M), definida por
¥ =z + M>®) ¢ Ma(z).

Uma v-fungdo valorizagdo « é dita uma v-norma se M é de dimensao finita e

tem uma base (z;)}_; tal que para todo dy,...,d, € D,
(2.24) a(Z_: diz;) = lrgniléln(v(di) + a(x;)).

A base (z;)_, ¢ dita uma base de decomposi¢io de M para o.

Nota 2.25. Note que sempre podemos construir uma norma em um espaco ve-
torial M de dimensdo finita sobre um anel de divisao D com uma valorizagao
v. Para isso, basta tomarmos uma D-base (z;)!"; de M e elementos arbitrarios
Y, em I'. Definimos a(z;) = 7; e entdo definimos « para todo M pela
formula (2.24). Definida desta forma, o é uma v-norma em M e (x;)!_, é uma

base de decomposicao de M para a.

O resultado seguinte estabelece que uma v fungdo valorizagdo « € uma v-norma

se e somente se [gr, (M) : gr,(D)] = [M : D] (cf. [RTW, Prop. 2.2 e Cor 2.3|).

Proposicao 2.26. Seja o uma v-fungdo valorizacao em M. Sejam x1,...,zp €
(i) «,..., 2} sao gr,(D)-linearmente independentes em gr, (M) se e somente

l

se a d;x;) = min (v(d;) + a(z; ara todo di,...,dy € D. Quando

> iz, p
i=1 - -

isto ocorre, x1,...,xp sGo D-linearmente independentes em M.

(i) dimg, (py(gre(M)) < dimp(M). A igualdade vale se e somente se o ¢

uma v-norma em M.

2.5. Funcgoes valorizacao em algebras

Seja F' um corpo com uma valorizacdo v e A uma F-algebra de dimensdo

finita. Uma v-fungdo valorizagdo a em A é dita multiplicativa se (1) = 0 e
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a(zy) > a(x) + ay). Neste caso, gr,(A) é uma algebra graduada sobre gr(F),

cuja multiplicagdo é definida para todo z,y € A por

(zy)"  se a(zy) = a(z) + aly),

(2.27) 2y =y + A>e(@)+aly) —
0 se Oé(l’y) > a(l‘) =+ a(y)

A seguir temos um lema facil que é muito 1til para verificarmos quando uma

norma em uma algebra é multiplicativa.

Lema 2.28 ([TW1]|, Lemma 1.2). Suponhamos que o : A — I' U {oo} € uma v-
norma em A tal que (1) = 0. Seja (m;)_, uma base de decomposicio de A
para o. Se a(mym;) > a(m;) + a(m;), para todo i,j, entio a é uma v-fungio

valorizacdo multiplicativa em A.

Demonstracao: Seja a = Zle am; e b = Z?:l bjm; em A, com a;,b; € F.
Entao

k

alab) = a(z aibymim)

i,j=1

v

 in (a(aibjmim;))

lg%k(v(az) +v(b;) + a(m;) + a(m;))

in, (v(as) +a(mq)) + min (v(b;) + a(m;))

a(a) + a(b).

AV,

A seguir temos um lema que caracteriza os elementos invertiveis da &dlgebra
graduada associada a uma func¢do valorizagao multiplicativa. Este resultado sera

usado frequentemente no decorrer do texto.

Lema 2.29. Seja o uma v-fun¢ao valorizagcdo em uma dlgebra de dimensao finita
A. Para todo elemento nao nulo u € A, as sequintes afirmacées sao equivalentes:
(i) v’ € gr(A), o grupo de unidades de gr(A);

(ii

alau) = afa) + a(u) para todo a € A;
(ii") a(ua

a(ua) = a(u) + a(a) para todo a € A;

)
)
)
(i) ue A e au)+aut)=0;

Ver |[TW1, Lemma 1.3| para uma demonstracao do Lema 2.29.
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Nota 2.30. Sejam « e 8 duas v-fungdes valorizacao multiplicativas em A. Supo-
nhamos que a(z) < f(z) para todo z € A. A aplicacdo identidade induz um homo-
morfismo de gr, (F)-dlgebras graduadas ¢ : gr,,(A) — grz(A) tal que a+A*>(@)
a+ AP>(@) Note que se a + A*>@) = p 4 A2>2(@) entdo a(a —b) > afa). Como
B(a —b) > afa — b), concluimos que a + AP>(@) = p 4 AP>(a)  Portanto, ¢ est4
bem definida. Observe que p(a + A*>*(@)) = 0 se e somente se a + A#>2(@) =0
se e somente se $(a) > a(a). Assim o homomorfismo ¢ é injetivo se e somente se

8 =a.

Lema 2.31. Seja aq,...,ar uma famdia de v-fungoes valorizacdo multiplicativa
em A. Entdo
(2.32) a(z) = min(ag (z),. .., ax(x))

é uma v-funcdo valorizacdo multiplicativa em A e existe um homomorfismo injetivo

de gr,(F)-dlgebras graduadas

(233) gra(A) — 8y, (A) Koo X gl (A)7

que satisfaz

(2.34) x4 AC@) oy (g4 A>e@) g geR>al@)y

Demonstragao: Uma verificacdo direta mostra que a é uma v-fungao valorizagao

multiplicativa. Por exemplo, para todo x,y € A temos

alry) = @igk(ai(wy)) > @igk(ai(x) + @i(y))
= gigk(ai(x)) + @igk(ai(y)) = a(r) + a(y).

Agora, como a(x) < a;(z), para todo z € A el < i <k, temos de (2.30) que
existe um homomorfismo de algebras graduadas gr,(A) — gr,,(A4). Esses homo-
morfismos combinados nos da um homomorfismo de dlgebras graduadas de (2.33).
Agora para todo a € A\ {0} existe algum indice ¢ tal que a(x) = «a;(x), o que

implica que o homomorfismo de (2.33) é injetivo. O

2.6. Gauges

Como ja definimos na Introducao, uma v-funcao valorizagdo multiplicativa «
em uma F-algebra de dimensdo finita A é dita uma v-gauge se o € uma v-norma em
Aegr,(A) é uma gr,(F)-algebra graduada semi-simples. Para facilitar referéncias

futuras, vamos listar as propriedades que definem uma gauge.
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(2.35) a(1) =0 e a(x) = oo se e somente se x = 0.
(2.36) a(cx) =v(c) + a(z), paratodoz € Aece F.
(2.37) a(x +y) > min(a(z),a(y)), para todo x,y € A.
(2.38) a(zy) > a(z) + a(y), para todo z,y € A.

) +
(2-39) [gry(A) : gr,(

(2.40) gr,(A) é uma algebra graduada semi-simples.

F)=[A:F).

Nota 2.41. Note que se A tem uma gauge «, entdo A tem que ser semi-simples.
Para isso, seja I um ideal bilateral nilpotente nao nulo de A. Sem perda de
generalidade podemos supor que I2 = {0}. O ideal I pode ser visto como um
F-subespago vetorial de A. Pela Proposicao 3.34, restrigdo «|; ¢ uma v-norma.
Temos que gr(l) é um gr(F')-subespaco graduado de gr(A), com a identificagdo
a+ 1749 = g + A>*(®) para todo a € I (Ver Nota 3.35). Segue que gr(I) é um
ideal bilateral homogéneo ndo nulo de gr(A) e gr(I)? = {0}. Donde teriamos que

gr(A) nao é semi-simples.

Concluiremos este capitulo apresentando uma série de exemplos fundamentais

de gauges.

Exemplo 2.42. O exemplo mais natural de gauge sdo valorizagoes em algebras
de divisdo, sob certas condigoes restritivas. Seja D uma algebra de divisdo com
dimensdo finita sobre seu centro Z(D) = F. Suponhamos que D tem uma valori-
zacdo w estendendo uma valorizagao v de F. Entdo pela definicao de valorizacao,
ja temos que w satisfaz as propriedades (2.35), (2.36), (2.37) e (2.38) da definicao
de gauge acima. Além disso, como gr,, (D) é uma algebra de divisao graduada, ela

é graduada semi-simples. Temos pela Proposicao 2.9 que
(2.43) ler,(D) : gr,(F)] = [D: FI, : T, |
Assim, w é uma v-gauge se e somente se

(2.44) [D:F)=[D:F]|Ty: Tyl

Portanto nem toda valorizagao é uma gauge. Veremos na Se¢ao 3.5 que a condicao
(2.44) significa que a valorizagdo w é sem defeito. Portanto, toda valorizagao sem
defeito em uma algebra de divisdo é uma gauge, mas nem toda valorizacao é gauge.
Exemplos de algebras de divisdo que tem uma valorizagdo com defeito sdo dados
em [M4].
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No Exemplo 2.42 vimos que toda valorizagdo sem defeito em uma algebra de
divisdo é uma gauge. Entretanto, existem gauges em algebras de divisao que néao

sao valorizagoes como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.45 (Gauges em algebras de quatérnios). Veremos agora que sempre
podemos construir uma gauge em uma &algebra de quatérnios. Seja (F,v) um
corpo valorizado tal que car(F) # 2 e car(F) # 2. Seja Q = (a,b)r uma F-algebra
de quatérnios. Defina a v-norma « em () por

o +yi+ )+ wh) = min(u(e), v(y) + 50(a),v(z) + 50(B), o(w) + so(a) + Zv(b))
Desta forma, {1,4,7,k} é uma base de decomposicdo de D para a. Agora note
que a(ij) = a(i) + a(j), a(ik) = a(i) + a(k) e a(jk) = a(j) + a(k). Entdo
segue do Lema 2.28 que « é multiplicativa. Como « é uma v-norma, temos pela
Proposi¢ao 2.26 que as imagens 1',4/, 7, k' formam uma gr(F)-base da &lgebra
graduada gr,,(Q). Como a(i?) = 2a(i), a(j2) = 2a(j) e a(ij) = a(i) +a(j), segue
que
(@I =@)=d, (VP=0 =V e ij=F=-ji

Entdo gr,(Q) ¢ a algebra de quatérnios graduada (a’,b')gy(r), que & uma élgebra
graduada simples pelo Exemplo 2.10. Portanto o é uma wv-gauge na &algebra de

quatérnios (a,b)p.

Comparando o Exemplo 1.6 com o Exemplo 2.45 podemos ver que gauges
em algebra de divisdo sdo objetos muito mais abundantes do que valorizagoes.
Em particular, vimos no Exemplo 1.6 que a valorizacao 5-ddica v em Q néo se
estende para uma valorizacdo na algebra de quatérnios (—1, —1)g. Por outro lado,

aplicando a construcao do Exemplo 2.45, obtemos que
alag + ari + azj + ask) = min(v(ap), v(a1),v(az),v(as)).
é uma v-gauge na algebra de quatérnios (-1, —1)g.

Exemplo 2.46. Gauges também podem ser construidas em algebras de matrizes
com coeficientes em anéis de divisao. Seja D uma F-algebra de divisdao com uma
valorizacao sem defeito w, conforme veremos na Secao 3.5. Suponhamos que M
é um D-espaco vetorial & esquerda com dimp M = k. Seja a uma w-norma em
M com uma base de decomposi¢io (m;)F_; (que sempre existe por (2.25)). Seja
A =EndpM = My(D). A funcao End(a) : A — I' U {0} definida por

(2.47) End(a)(f) = min (a(f(m0) = a(m)
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é uma v-gauge em A. A verifica¢io nédo é trivial e uma prova pode ser encontrada

em [TW1, Prop. 1.19].

Exemplo 2.48. Seja (F,v) um corpo valorizado e seja K uma extensdo finita de
F. Sejam vy,...,v; todas as extensoes de v em K. A fungio y : K — I' U {oo}
definida por

2.49 = mi ;

(249) yl(w) = min (vi(x)

é uma v-gauge se e somente se vale a igualdade na desigualdade fundamental, isto

(2.50) [K:F]=> [K":F'|T, : T,

onde F’ (resp. K ') € o corpo de residuos de v (resp. v;) e I'y (resp. T'y,) é o
grupo de valores de v (resp. v;). Além disso, y é a tnica possivel v-gauge em K.

Mais ainda, temos um isomorfismo de dlgebras graduadas
(2.51) gr,(K) =, gr,, (K) x -+ x gr, (K).

A verificacao de que y é uma v-gauge também nao é trivial. Um prova é dada em
[TW1, Prop. 1.8 e Cor. 1.9]. A demonstracdo do isomorfismo (2.51) usa a forma
mais geral do Teorema da aproximagao obtido por Ribenboim em [R, Théoréme
5]. No caso particular em que v ¢ henseliana e car(F') { [K : F], temos que a

extensdo tnica de v em K é uma v-gauge.

2.7. Funcgoes valorizagcao de Morandi

Morandi definiu em [M2] uma funcdo valorizagao associada aos anéis de valo-
rizacdo de Dubrovin que sdo integrais sobre o centro, que chamaremos de func¢ao

valorizagao de Morandi.

Seja A um anel artiniano simples e I' um grupo totalmente ordenado. Uma
aplicagao w : A — I'U {oco} é dita uma funcdo valorizagao de Morandi se satisfaz

as seguintes propriedades para todo a,b € A :

(i
(ii

(iii

) w(—=1) =0 e w(a) = co se e somente se a = 0.

) w(a+b) > minfu(a), wb)},

) w(ab) = w(a) + w(b),

) Tw = w(st(w)), onde st(w) = {a € A" |w(a™") = ~w(a)}.

(iv
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Exemplo 2.52. Seja D um anel de divisdo com uma valorizagdao w. Pela defini¢ao
de valorizacdo, temos que w satisfaz as propriedades (i)-(iii) da defini¢do acima.
Além disso, como w(ab) = w(a) +w(b) para todo a,b € D, temos que st(w) = D" .
Portanto w também satisfaz a propriedade (iv) e entao w é uma fungao valorizagao

de Morandi.

Exemplo 2.53. Vimos no Exemplo 1.6 que a valorizacdo 5-adica v em Q nao se
estende para uma valorizacdo na algebra de quatérnios (—1, —1)g. Uma verificagao

direta permite mostrar que a fun¢ado o : (—1,—1)g — I' U {oo}, definida por
a(ag + ari + azj + ask) = min(v(ao), v(a1), v(az),v(as)),

satisfaz as propriedades (i)-(iii) (cf. Exemplo 2.45). Como Q@ C st(a) e Ty = Z,
temos que a(st(a)) = I',. Portanto, a é uma funcdo valorizacdo de Morandi na

dlgebra de quatérnios (—1,—1)g e a ndo é uma valorizacao.

O resultado seguinte estabelece que existe uma funcao valorizacdo associada a
cada anel de valorizacao de Dubrovin integral sobre seu centro. Para uma prova
ver [MMU, Thm. 23.2 e Thm. 23.3].

Teorema 2.54 (Morandi). Seja A um anel artiniano simples com dimensao finita
sobre seu centro F e seja R um anel de valoriza¢ao de Dubrovin de A. FEntdo
existe uma fun¢ao valorizagao de Morandi w em A com R = {a € A | w(a) > 0}
e J(R) ={a € A|w(a) > 0} se e somente se R € integral sobre seu centro. Neste

caso, w é unicamente determinada por R e w|p, que é uma valorizagdo em F.

O resultado seguinte relaciona funcgoes valorizacdo de Morandi com gauges.

Uma demonstracao pode ser encontrada em [TW1, Prop. 2.5].

Proposicao 2.55. Seja A uma dlgebra central simples sobre um corpo F' com uma
valorizagdo v e seja o uma v-fungdo valorizagdo multiplicativa em A. Entdo o €
uma funcdo valorizagao de Morandi em A com 6(R,/V) =1 (ver Prop. 3.47) se

e somente se a ¢ uma v-gauge em A com Ay simples.



Capitulo 3

Propriedades

fundamentais de gauges

3.1. O anel da gauge

Assim como em valorizacées em corpos ou em dlgebras de divisdo, podemos
definir um anel associado a uma gauge, que chamaremos de anel da gauge. Nesta
secao estudaremos propriedades aritméticas desses anéis. O resultado principal
desta secao é o Teorema 3.6, o qual estabelece que o anel de uma gauge é uma

ordem semi-local.

Seja (F,v) um corpo valorizado. Vamos denotar sempre por V o anel de
valorizacao associado a valorizacdo v. Seja A uma F-algebra de dimensao finita.

Se v ¢ uma v-gauge em A, entdo definimos
(3.1) Ry={zcAla(z)>0} e Jy={xrecA|a(z)>0}
Proposicao 3.2. R, ¢ um subanel de A e J, € um ideal bilateral de R,,.

Demonstrag¢io: Pelas propriedades (2.37) e (2.38), R, é fechado para adigdo e
multiplicacdo. A propriedade (2.36) implica que a(—2z) = a(z) para todo = € A,
logo R, também é fechado para subtracdo. Além disso, 1 € R, pois (1) = 0.
Portanto, R, € um subanel de A. Da mesma forma, pelas condic¢oes (2.37) e (2.38),
Jo € fechado para soma e para a multiplicacao por elementos de R, a direita e a
esquerda. Além disso, 0 € J, porque «(0) = co. Portanto, J, ¢ um ideal bilateral
de R,. O
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O subanel R, C A é dito o anel da gauge a. Veremos que o ideal bilateral
Jo coincide com o radical de Jacobson de R,. Lembre que o radical de Jacobson
J(S) de um anel S é definindo como a intersegao dos ideais maximais & direita
(ou a esquerda) de S. O resultado seguinte fornece uma util caracterizagdo do
radical de Jacobson em termos dos elementos invertiveis de S, que serd utilizado

na demonstracao do Lema 3.4.

Lema 3.3. Seja S um anel e seja x € S. Entdo sao equivalentes:
(i) z € J(9)
(i) 14 yzz € S (o0 grupo das unidades de S) para todo y,z € S.

Ver |L, Lemma 4.3] para uma demonstracao do Lema 3.3.

Lema 3.4. Para R, e Jo como em (3.1), tem-se Jo = J(Rq).

Demonstra¢do: Sejam x € J, e y,z € R,. Como J, é um ideal bilateral, temos
que yxz € J,. Assim, a imagem de 1+ yxz na algebra graduada gr, (A) sera dada
por

(I4yzz) = (A +yz2)+Ja=1+J, =1 €gr (A).
Entdo pelo Lema 2.29, temos 1+yzz € A" e a((1+yzz)~ ') = —a(1+yzz). Como
0 =a(l) < a(yxz), segue da propriedade (2.37) que

a(l+yzrz) = min(a(l) + a(yzz)) = a(1) = 0.
Logo 1+ yxz € R, . Entdo, pelo Lema 3.3, J, C J(R,). Para a outra in-
clusao, note que J(Ry/Jo) = J(Ra)/Jo- Como R,/J, € a parte de grau 0 da

algebra graduada gr,(A), que é semi-simples pela Proposi¢ao 2.13, concluimos que
J(Ry/Jo) = 0. Portanto J, = J(Ry). O

Proposicao 3.5. Ro,NF =V e J(Ry) NV = J(V).

Demonstragao: Para todo x € F temos pela propriedade (2.36) que a(x) = v(z).
Logo x € R, se e somente se x € V, o que implica R, N F = V. Da mesma
forma, para z € V temos z € J(R,) se e somente se z € J(V). Portanto
J(Ro) NV =J(V). O

Em &lgebra comutativa, um anel é dito semi-local quando possui um nimero

finito de ideais maximais. A generalizagdo deste conceito no caso nao-comutativo
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¢ dada por uma condi¢do mais fraca, a saber, um anel S ¢ semi-local se S/J(S) é
artiniano a esquerda (& direita), ou equivalentemente, S/J(S) é semi-simples. Esta
demonstrado em [L, Prop. 20.2] que se um anel R tem apenas um ndmero finito
de ideais maximais & esquerda, entdo R é semi-local. A reciproca vale quando
R/J(R) é comutativo. Um subanel R de uma F-algebra A é dita uma ordem em
Ase FR= Ae F éo anel quociente de V, onde V = RN F. Além disso, se R é

integral sobre V', entdo dizemos que R é uma V-ordem em A.

Teorema 3.6. Seja o uma v-gauge em A tal que T'y, C T, ®7 Q. Entdo R, é uma

V-ordem semi-local em A.

Demonstragiao: Como R,/J(R,) é a parte de grau 0 da élgebra graduada gr, (A),
que é semi-simples, concluimos que R,/J(R,) também é semi-simples pela Pro-
posicao 2.13. Logo R, é um anel semi-local. Vamos mostrar agora que R, é uma
ordem em A. A inclusdo F R, C A é clara. Para a outra inclusao, seja x € A\ {0}.
Como I', C T, ®z Q, existe um inteiro positivo n tal que na(z) € I'y. Sejac € F
tal que v(c) = n|a(x)|. Como a(cz) = v(c) + a(x) = nla(z)| + a(x) > 0, conclui-
mos que = ¢ (cx) € FR,. Como V = R, N F é um anel de valorizagdo de
F, temos que F' é o anel quociente de V. Resta mostrar que R, é integral sobre
V. Seja B = Endp(A). Para cada a € A considere ¢, € B dada por {,(z) = ax.
Como « é uma v-norma, temos de (2.24) que existe uma base de decomposigao
{ay,...,a,} de A para a. Logo podemos construir uma gauge y, em B como em
(2.47), dada por

(3.7) Ya(f) = min (a(f(ai)) — a(ai)),

1<i<n

para todo f € B. Note que se a € R,, entao

a(la) = min (a(aa;) — a(a)) > min (a(a) + aa) - ala;)) = aa) 0
Logo 4, € Ry,, o anel da gauge y,. Para concluir a demonstracao, ¢ suficiente
mostrar que Ry, ¢ integral sobre V. Seja f € R,,. Podemos escrever f como
uma matriz (f;;);;_; com relagdo a base (a;)j_;, isto &, f(a;) = Yo aifij para

j=1,...,n. Entdo, de (3.7) temos

Yalf) = 1%2%”(04(%) +o(fij) — alay)).
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Como y(f) > 0, segue que v(fi;) > a(aj) — a(a;), para todo i,j € {1,...,n}. O

polinémio caracteristico de f é dado por

p(X) =Y sign(o) [ [ ¢otiyis

€S i=1
onde ¢;; = —fijsei # jecy = X — fi. Para cada 0 € S,, podemos escrever
{1,...,n} como uma unido disjunta {r1,...,7%} U {rgs+1,...,r} de forma que

o(r;) #riparal <i<keo(r;) =r para k+1 < i <n. Entao temos

n k n
Hca(i)i (_1)k <H fg(ri),n') < H (X - fn,n)) .
=1

i=1 i=k+1
Como v(fy, r,) > a(ar,) — alay,) =0, segue que X — fr, . € V[X]. Além disso,

k k
U(H fU(""i)ﬂ"i) = ZU(fU(Ti),Ti) 2 Za(a”‘) - a(aa(ri)) =0,
1=1 ;

=1 =1

pois oy, ,...r.} € uma bijecdo. Logo Hle fo(r)r € V. Portanto, p(X) € V[X]. O

Corolario 3.8. Sob as hipdteses do Teorema 3.6, com F = Z(A), temos V =
Z(Ry).

Demonstra¢ao: Se x € V C F entdo x comuta com todo elemento de A. Logo x
comuta com todo elemento de R,. Entdao V C Z(R,). Para a inclusao contraria,
seja x € Z(Ry). Como R, é uma V-ordem em A, todo elemento a € A pode ser
escrito da forma a = 25:1 cyi, com ¢; € F e y; € R,. Note que x comuta com
cada ¢; e y;. Logo x € Z(A) = F. Portanto, z € Ry, NF =V. O

Nota 3.9. Note que a restri¢ao sobre o grupo de valores ', no Teorema 3.6 s6 foi
utilizada para mostrar que R, ¢ uma ordem. Veremos no Exemplo 3.10 que essa
condigdo é de fato necessaria. Entretanto, dirfamos que essa ndo chega a ser uma
condigao tao restritiva. Na verdade gauges poderiam ter sido definidas assumindo
sempre valores no fecho divisivel I', ®7 Q. Essa condicao aparece naturalmente nos
exemplos fundamentais. Além disso, vamos mostrar no Teorema 5.22 que gauges
sempre existem sob essa condigao. Uma demonstracao de que R, & integral V ja
tinha sido obtida por Tignol e Wadsworth em [TW1, Lemma 1.2]. Entretanto, a
demonstracao de [TW1, Lemma 1.2| faz uso de um resultado profundo de Amitsur
e Small [AS, Thm. 2.3], enquanto que a demonstra¢ao dada cima ¢ basicamente

elementar.



3.1. O anel da gauge 35

Exemplo 3.10. Vamos aplicar a construgao da gauge do Exemplo 2.46 para o
caso particular em que D = F e dimp M = 2. Seja {mj, mo} uma F-base de

M e definimos a v-norma o em M tal que a(m1) = 0 e a(mgy) = 6 € I'. Cada

a1 a
f € EndpM pode ser identificado a uma matriz ( o ) tal que
az1 Q22

f(m1) = aixmi + agima e f(ma) = ajgmy + azema.

Nestas condi¢oes, a formula (2.47) nos da uma v-gauge em My (F)

a a
(3.11) yé( a“ am ) = min(v(a11), v(ast) + 6, v(ar2) — 6, v(ass)).
21 22

Entao o anel da gauge ys é dado por

F20 pz-9
Ry6 = Fzé on .
Suponhamos agora que § > 0 e que J nao pertence ao fecho convexo de I',. Entao

§ é maior do que todo elemento em T',. Logo FZ% = {0} e FZ7% = F. Assim,
R - vV F
Us o v )

F F
() cance

Portanto, R,; nao é¢ uma ordem em My (F).

Logo

Exemplo 3.12. Seja (F,v) um corpo valorizado e L uma extensdo finita de F
com v sem defeito em L. Entdo pelo Exemplo 2.48 existe uma tnica v-gauge em
L definida por

y(z) = @igk(vi(fv)),

onde vy, ..., v sdo todas as extensdes de v em L. Portanto a anel da gauge y é a
intersegao dos anéis de valorizacao Ry = ﬂle Vi, que é o fecho integral de V' em
L.

Exemplo 3.13. Se uma gauge « é também uma func¢ao valorizagdo de Morandi,
que acontece se e somente se R,/ J(R,) ¢ simples, entao o anel da gauge ¢ um anel
de valorizacao de Dubrovin integral sobre o centro. Este é o caso do Exemplo 2.45

e do Exemplo 3.10 com é = 0.
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Exemplo 3.14. Seja K um corpo com car(K) # 2. Seja x um elemento trans-
cendente sobre K e seja F' = K(z)((y)) o corpo das séries de Laurent sobre K (z).
Considere a algebra de quatérnios D = (z + 1,y)x sobre F. Seja w a valorizagao
y-ddicaem F. Temos que 'y =Ze I = K (x). Além disso, como w é henseliana,
temos que esta se estende para uma valorizacao w’ em D. Note que

W) = (@) = gul+ 1) =0, /() = gu(?) = guly) = 5 e

1
W/ (k) = (i) + /() = 3.
Entao 'y = %Z. Note também que i € D \ F*. Como

(D" . F"||Ty :Ty| = [D: F] = 4,
devemos ter D* = F" (i) = K(x)(v/x + 1). Além disso, {1’,4’, 5, k'} formam uma
base homogénea para a algebra graduada gr,, (D). Entao temos pela Proposigao
2.26 que {1,i,7,k} é uma base de decomposigao de D para w’ logo
1 1
w'(a+ bi + ¢j + dk) = min (w(a), w(b), w(c) + i,w(d) + 5)
Com isso temos uma descricao do anel de valorizacdo invariante de D associado a

w/

(3.15) Ry =WeaeWieaWjeWk e J(Ry)=JW)aJW)ieW;jeWk.

Agora seja u a valorizacao x-adica em K(z). Temos que I'y =Z e K(z) = K. A
composi¢ao de w com u da uma valorizacio v em F' tal que I', = ZxZ (com a ordem
lexicogréfica da direita para a esquerda) e ' = K. A valorizacio u tem duas
extensdes distintas u1 e ug em K (z)(v/z + 1), poisz = (Vo +1+1)(vVz+1-1)
em K(z)(v/r+1). Segue que a valorizagdo v tem duas extensoes distintas em
F(y/z +1). Portanto, v ndo se estende para uma valorizagdo em D. Podemos usar
o Exemplo 2.45 para construir uma gauge « na algebra de quatérnios (x + 1,y)p.
Neste caso, temos

1 1

5),v(d) + (0, 5)).

ala + bi + ¢j + dk) = min(v(a),v(b),v(c) + (0, 5 5

Note que v(z) > (0,—3) se e somente se w(z) > 0. Entdo o anel da gauge a é

dado por
Ro=VaeVieW;oWk.

Vamos agora mostrar que R, é a intersecdo de dois anéis de valorizacdo de Dubro-
vin de (x 4+ 1,y)p. Para isso, vamos obter uma descri¢do dos anéis de valorizagao
Uy e Uy. Primeiro vamos mostrar que Uy N Uy = Uz + 1]. E bem conhecido
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que Uy NUs & o fecho integral de U em K (z)(vx + 1) (cf. [EP, Thm. 3.1.3 ]).
Como /z + 1 é raiz do polinomio ménico P(X) = X2 — (z + 1), temos a inclusio
U[Vz + 1] C U;NUs,. Para a outra inclusdo, seja a+by/x + 1 € UyNUs. Note que o
polinémio minimal de a+bv/z + 1 é dado por P(X) = X? —2aX +(a® — (z+1)b?).
Mas entao P(X) deve ter coeficientes em Uy N Us, (cf. [E2, Teorema 1.9]) donde
obtemos que a,b € UyNUsy. Como U;NK (z) = U parai = 1,2, segue que a,b € U.
Portanto a+bvz + 1 € U[\/x + 1]. Agora como z = (vz + 1+ 1)(y/x +1+1) em
K(x)(v/z + 1), concluimos que os anéis de valorizagao U; e Us sio as localizagoes

de U[vz + 1] pelos ideais primos (vz +1+1) e (v +1—1). Agora seja
T Ry — Rw//J(Rw/) = K(x)\/x+ 1

a projecao canénica. Seja B; = m Y(U;) para i = 1,2. Segue de (1.12) que
B1 e Bs sdo anéis de valorizacao de Dubrovin de D. Como U e Us sdo anéis de
valorizacgao independentes, temos pelo Corolario A.4 que By, By tem a propriedade
da intersecdo. Também podemos mostrar que B; e By s@o anéis de valorizagao
totais. Paraisso, sejax € D\ B;. Como R,y ¢ um anel de valorizagao total, z € R,
ouxr !t € Ry. Sex ¢ Ry, entdo 27! € J(Ry), logo 27! € B;. Se x € R,y entdo
n(x) ¢ U;. Como U; é anel de valorizagdo, devemos ter 7(x)~! = w(2~1) € U;.
Logo ! € B;. Além disso, By, Bo ndo podem ser invariantes pois Z(B;) = V e
j4 vimos que V ndo pode se extender para um anel de valorizacao invariante em

D. Agora como
BiNBy = 7T_1(U1) ﬁﬁ_l(Uz) = 7T_1(U1 N U2) = W_l(U@Ui),

e temos 7 H(U) = V, concluimos que R, = By N Bo.

O Teorema 3.6, juntamente com os Exemplos 3.14 e 3.12, 3.13 motivaram a
nossa conjectura de que o anel da gauge estaria relacionado com uma intersegao

de anéis de valorizacao de Dubrovin.

Em valorizacdes de corpos, a valorizacao é determinada pelo anel de valorizacao
a menos de isomorfismo do grupo de valores. Entao é natural questionar se o mesmo
acontece com gauges. Tem-se uma resposta positiva no caso em que a parte de
grau zero da algebra graduada associada é simples. Sabemos pela Proposicao
2.55 que uma gauge com essa propriedade é também uma funcao valorizagdo de
Morandi. O Teorema 2.54 garante que toda fungdo valorizacdo de Morandi é
unicamente determinada pelo anel e pela valorizagao do centro. O Exemplo 3.16 a
seguir mostra que o mesmo nao acontece quando a parte de grau zero da algebra

graduada tem mais de uma componente simples.
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Exemplo 3.16. Temos construido no Exemplo 3.14 uma gauge na algebra de
quatérnios de divisao D = (x+1,y)p. Utilizando um outro método, outras gauges
podem ser construidas em D. Seja L = F(t), onde t> = x + 1. Como (L,v') é
uma extensao imediata de (F,v) entdao gr(L) = gr(F). Também temos que L é
um subcorpo maximal de D. Entao D pode ser vista como uma F-subélgebra de

S = M>s(L) através das identificagoes

== 0 =G ()

Como notamos no Exemplo 3.14 a valorizacao v de F' tem duas extensdes distintas
em L. Seja v’ a extensdo tal que £ = 1 no corpo de residuos. Vamos fixar algum
valor v € Q tal que 0 <~ < % e seja 0 = (v, %) Podemos construir uma v’-gauge

em .S como no Exemplo 3.10 definida por

a/( IZ Z ) = min(v'(p), v'(q) — 6,0/ (r) + ,7(s)).

Seja a = o/|p, que é uma v-fungio valorizagdo multiplicativa em D. Precisamos
verificar que a é um gauge. Note que para cada z = a+ bi + ¢j = dk € D, temos

( a+bt (c+dt)y
z =

em S. Como v(y) = (0,1), temos
c—dt a—>bt ) ()= 0.1)
a(z) = min(v'(a + bt),v'((c + dt)y) — 6,7 (c — dt) + 6,v'(a — bt)).

Segue que a(l) = a(i) =0e
1 1 1

a(j) = (k) = min((—7, 1), (. 3)) = (7. 5).
Como v'(1 —t) = (1,0), temos
. . 1 1 1
a(j — k) =min((=y, 5) + (1,0), (v, 5)) = (7, 3)-

Como notado em (3.35), gr, (D) é uma gr(F')-subalgebra de gr,,(S). Note que

(1+i)':<§ g)eDO, (1—i)’:<8 g)eDO

j':’f/:<8 %/)ED(—%;)’ U—"“)':(g 0>€D(%%>'

Como 1 + 4,1 —4,j,7 — k tem imagens em gr,(D) que sdo gr(F')-linearmente
independentes, entao {1+14,1—1,7,j —k} € uma base de decomposigao de D para

a. Logo o é uma norma em D. Além disso,

[gro (D) : gr(F)] =4 = [gro(5) : gr(K)] = [gro/(5) : gr(F)].
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Assim, gr, (D) = gry(5)], que é uma &lgebra graduada simples. Portanto, o é
uma gauge em D. Agora note que
Ro={a+bi+cj+dy | v(a+bt)>0,0(a—0bt) >0,
1 1
V(e +dt) > (7.~ ) (e dt) > (7, 2)).
Mas v'(c + dt) > (v, —3) se e somente se w'(c + dt) > 0, onde w’ ¢ a valorizacdo
menos fina que v’ estendendo w em L. Da mesma forma, v'(c — dt) > (—v, —3) se

e somente se w'(c — dt) > 0. Assim, independentemente da escolha de v a gauge

a tem sempre o mesmo anel da gauge. Por outro lado,
o =Ty =ZXZU+ZXZ)J(-0+Z X 7).

Desta forma, diferentes escolhas de + nos dé gauges tendo conjuntos de valores

distintos. Portanto, o anel da gauge R, nao determina a gauge o.

3.2. Composicao

Nesta secao vamos estudar a composicdo de fungdes valorizacao em espagos
vetoriais e em &algebras de dimensdo finita. Tudo que aparece nesta segdo, com
excegao das Proposicoes 3.25 e 3.27, esta em [TW2, § 4].

Seja v: F' — T' U {oo} uma valorizagdo em um corpo F e seja A C I' um
subgrupo convexo, isto ¢,sey € ', § € Ae0 <y <, entdoy € A. SejaA =T/A,
e sejae: I' = A a projegdo canoénica. A ordem de I" induz uma ordem total em A

tal que para v1,v2 € I', se 71 < 79, entao (1) < e(72). Consequentemente,
(3.17) se £(y2) < e(y1) entdo vy2 < 1.

Como I' é assumido ser divisivel, segue que A e A sdo também divisiveis. A

composicao de v com ¢ fornece uma valoriza¢do menos fina em F
w=cov: FF— AU {oco}.

. = =W .
Neste caso, escrevemos v < w . Seja F' (resp. I ) o corpo de residuos de F' com

relacdo a valorizacdo v (resp. w). A valorizac¢do v induz uma valorizagdo quociente
u: F' — AU{oo},

dada por u(Z) = v(z) e que tem corpo de residuos

Detalhes do que foi dito acima pode ser encontrado em |[EP, pp. 44-45|.
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Agora seja M um espago vetorial sobre F' e seja a : M — I'U{oo} uma

v-funcao valorizagdo. Entao definimos
(3.18) f=coa:M— AU{co}.

O fato de « ser uma v-fungdo valorizacdo implica naturalmente que § é uma w-
funcao valorizacao. A composicao § = € o a é dita uma fun¢do valorizacdo menos

fina que a. Esta relacio serd denotada por a < .

Cada elemento A € A = I'/A & uma classe lateral de A, logo pode ser visto

como um subconjunto de I'. Desta forma, para cada x € M, teremos
B(x) = A€ A seesomentese afx)e NCT.
Para cada \ € A, seja
MPEA = {ze M| B(x) >N}, M ={zeM|fx)>N, M= MZ/M>

O grupo Mf é um F -espaco vetorial. Agora para cada A € A seja

o) se Blz) =\
00 se B(x) > A

(3.19) a)\:Mf—>)\U{oo} por x4+ M

A aplicacdo ay estd bem definida pois se z, y € MPZ s3o tais que z = y #
0 mod MP>A entdo  —y € MP>*. Logo B(x —y) > A = B(y). Como B =coa,
(3.17) implica que a(z — y) > a(y). Assim, a(x) = min (a(z — y), a(y)) = a(y).
Além disso, como « é uma v-funcdo valorizacdo, concluimos que «) é uma u-funcdo

valorizacao em Mf Para v € X temos

(M) = M3

Consequentemente,

(3.20) gra(M) = @Pera, (M) onde gr, (M) = P Mg
AEA YEA

enquanto

gr,@(M) = @Mf
A€A
Proposicao 3.21 (TW2, Prop. 4.3). Suponhamos que M ¢é um espago vetorial so-
bre F' de dimensdo finita. Se o é uma v-norma, entdo 5 é uma w-norma € o, €

uma u-norma.
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A construgdo da funcdo valorizagdo menos fina pode ser aplicada para algebras
de dimensdo finita. Seja A uma F-algebra de dimensdo finita e suponhamos que
o uma v-funcao valorizagao multiplicativa em A. Entdo a w-funcido valorizacao
menos fina (3, definida como em (3.18), é também multiplicativa, pois para todo

T,y €A,
Blzy) = e(a(zy)) = e(a(z) + a(y)) = e(a(z)) +e(aly) = B(z) + By)-

Proposicao 3.22 (TW2, Prop. 4.4). Se a é uma v-gauge, entdo a composi¢io

B =¢coa é uma w-gauge.

Pela Proposigao 3.22, se a é uma gauge, entao 3 é um gauge e entao Ag é uma
algebra semi-simples. Portanto, a funcio valorizagdo aq estd definida nao apenas
em um espago vetorial, mas em uma dlgebra semi-simples. Note que por (3.19), a

funcéo valorizacao aq é descrita por

a(z) se f(z)
00 se f(x) >

0,
(3.23) ap: Ag — AU{o0} por z+ AP0
0

Além disso,
(3.24) g1, (A7) = €P A,
vyEA
que é um subanel graduado de gr,(A). O resultado seguinte estabelece que a ¢é

de fato uma gauge.

Proposic¢ao 3.25. Se o € uma v-gauge em A entdo ag € uma u-gauge em Ag,

Demonstragao: A Proposicao 3.21 estabelece que ag ¢ uma u-norma. Além disso,
como « e [ sdo multiplicativas, segue que o é multiplicativa. De fato, sejam
'y e Ag \ {0}. Entao B(zy) > B(x) + B(y) = 0. Se B(zy) > 0, entdo, como
definido em (2.27), temos x’y’ = 0'. Logo

ap(z'y’) = 0o > ap(a’) + ao(y').
Caso B(zy) = 0, temos que z'y’ = (zy)’. Entao
ag(2'y') = ao((zy)') = a(zy) > a(z) + aly) = ag(z') + ao(y').

Desta forma, para concluir a demonstracao, resta mostrar que graO(A'g) é uma
4lgebra graduada semi-simples. E suficiente considerar o caso em que E = gr,, (A)
é¢ uma algebra simples. Neste caso, pelo versdo graduada do Teorema Wedder-

burn (Teorema 2.12), podemos identificar £ com Endp(J), onde D é um anel
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de divisao graduado e J é um D-espago vetorial graduado de dimensao finita.
Seja {b1,...,b,} uma D-base de J formada por elementos homogéneos e seja
vi = deg(b;). Agora particionamos o conjunto dos ; em classes laterais de I'p + A.
Desta forma, escrevemos {by, ..., by} como uma unido disjunta S1U- - -USy, onde b;
e bj estao no mesmo S, se e somente se v;—v; € 'p+A. Seja J; o D-espaco vetorial
gerado por S;. Entdo temos uma decomposigao J = @le Ji. Seja B = gr,, (Ag).
Por (3.24), cada elemento homogéneo f € E’ pode ser visto como um elemento de
Endp(J), tal que deg(f) € A. Desta forma, f aplica cada J; nele proprio. Logo

podemos escrever

k
(3.26) E'=]]Bi, onde Bi=PEndp(J),.
=1 yEA

A demonstracdo estard completa ao mostrarmos que cada B; é uma &lgebra gra-
duada simples. Seja
D'=gpo,
vEA
que é um subanel de divisao graduado de D. Pela forma como o D-espaco vetorial
J; foi construido, o seu conjunto de graduacdo esta contido em uma classe lateral
Xi+ (Tp + A). Seja
J= @ L C
yEN+A
que é um D’-espago vetorial graduado. Note que toda D’-base de J! também serd
uma D-base de J;. Entdo podemos identificar J; com J! @ pr D. Note que toda
aplicagao de B; aplica J! nele proprio. Entdo existe um homomorfismo de anéis
graduados B; — Endp/(J]), definido por g g|Jlg. Esta aplica¢do tem uma in-
versa dada pela aplicacdo que envia h € Endp/(J!) para h®id € Endp(J] @pr D).
Entao B; =, Endp/(J)), que é uma algebra graduada simples. O

Lembre que se w é uma valorizagio menos fina que v, entdo temos a inclusao
V C W entre os anéis de valorizacao associados. Mais ainda, W é a localizagao
de V' com relagdo ao ideal primo P = J(W) de V. A Proposigao 3.27 mostra que

anéis de gauges tem um comportamento anilogo ao caso comutativo.

Proposigao 3.27. Seja o uma v-gauge em uma F-dlgebra central simples A. Su-
ponhamos que T'y, C 'y, ®7Q. Seja B uma gauge menos fina que a tal que Blp = w.
Entdao o anel da gauge Rg € a localizagio central de R, por P = J(W), isto é€,
Rg = R, Vp.
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Demonstragiao: Note que para cada z € A, se a(x) > 0, entdo f(z) = coa(x) > 0.
Logo R, € Rg. Como W = Vp C Rpg, segue que R,Vp C Rg. Para a inclusao
contréaria, seja b € Rg. Se f(z) > 0, entdo a(xz) > 0, logo = € R,. Suponha-
mos entdo que f(z) = 0. Assim, a(z) € A. Como I'y C I', ®z Q, existe um
inteiro positivo n tal que na(x) € T',. Logo na(x) € T'y N A. Seja ¢ € F tal que
v(c) = n|a(z)|. Como —n|a(z)| < a(z) < n|a(z)|, temos a(cx) = v(c) +a(zr) > 0.

Como w(c) = g(v(e)) = 0, concluimos que z = (zc)c™! € Ry Vp. O

3.3. Extensao de escalares

Seja A uma F-algebra de dimensdo finita com uma v-gauge « e seja L uma
extensdao de F. Nesta secao discutiremos quando « pode se estender para uma
gauge na algebra A ® p L. Comecaremos apresentando um resultado geral sobre

fungoes valorizacdo no produto tensorial de espacos vetoriais.

Sejam P e () espagos vetoriais graduados sobre um corpo graduado K. Entao

P ®k Q tem uma graduacio dada por (P ®x Q)y = > _ser P5s @Ky Qy—s-

Proposicao 3.28 (TW1, Prop. 1.23). Seja (F,v) um corpo valorizado e sejam M
e N dois F-espagos vetoriais tais que M tem uma v-norma o e N tem uma v-
funcao valorizacdo B. Entao existe uma tinica v-funcdo valorizacdo p em M ®p N

tal que existe um isomorfismo de gr(F)-espacos vetoriais
(3'29) grp(M F N) gg gra(M) ®glr(F) gr,B(N)

satisfazendo (m @ n) — m’ @ n’ para todo m € M en € N. Entio p(m ®n) =

a(m) + B(n). Se B é uma v-norma, entao p também é uma v-norma.

A tnica fun¢do valorizacdo p em M ®@p N satisfazendo as condigdes da Propo-

sicao 3.28 serd denotada por a ® .

Proposicao 3.30 (TW1, Cor 1.26). Suponhamos que (F,v) é um corpo wvalori-
zado e A é uma F-dlgebra semi-simples com uma v-gauge «. Seja (L,w) uma
extensao de (F,v). Entdo a ® w, é uma w-fungdo valorizagio multiplicativa em

A®p L e o isomorfismo
(3.31) gr(A) @gr(ry gr(L) =g gr(A®r L)

é um isomorfismo de gr(L)-dlgebras. Além disso, se o é uma v-gauge em A, entio
a®w é uma w-gauge se e somente se gr(A) Qg p) gr(L) € semi-simples, se e

somente se Z(gr(A)) @gy(py gr(L) € uma soma direta de corpos graduados.
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O resultado seguinte é uma consequéncia direta da Proposicao 3.30 e e da

Proposicao 2.22.

Proposicao 3.32. Suponhamos que (F,v) é um corpo valorizado e A é uma F-
dlgebra de dimensdao finita com uma v-gauge . Suponhamos que (L,w) é uma
extensio de (F,v) tal que L é uma extensio separdvel de F' e car(F') 4 Ty : Ty

Entio a @ w € uma w-gauge em A Qp L.

A proposicgao a seguir estabelece que quando temos uma extensao (L, w)/(F,v)
nao-ramificada, o anel da gauge a®w pode ser descrito em termos do anel da gauge

« e do anel de valorizacao associado a w.

Proposicao 3.33. Suponhamos que (F,v) é um corpo valorizado e A é uma F-
dlgebra de dimensao finita com uma v-gauge . Suponhamos que (L,w) é uma
extensao nao-ramificada de (F,v), isto é, I'yy, =1, e LY ¢ uma extensio separdvel
de F'. Entio a @ w ¢é uma w-gauge em ARp L e Rogw = Ro @y W. O resultado

vale em particular quando (L,w) € a henselizacao de (F,v).

Demonstracao: Para simplificar a notagao vamos escrever o = a@ w e A’ =
A ®p L. Segue imediatamente da Proposi¢ao 3.32 que o’ ¢ uma w-gauge em A’.

Entéo temos pelas propriedades (2.37) e (2.36) que para todo Y ;_, 2;®¢; € AQpL,

I

1<i<r
Assim, R,®y W C R,. Para mostrar a inclusao contraria, seja {mq,...,my} uma
base de decomposigao de A para «. Entdo, pela Proposicao 2.26, mj, ..., m}, sao

gr(F')-linearmente independentes em gr(A). Assim, m} ®1’,...,m) ®1’ sao gr(L)-
linearmente independentes em gr(A) ®g,(r)gr(L). Segue do isomorfismo (3.31) que
(m1®1),...,(m ®1) sdo gr(L)- linearmente independentes em gr(A’). Como

o/ & uma w-norma, temos
[er(A) :gr(L)]=[A:L|=[A:F|=k.

Logo {(m1®1)/,..., (mr®1)'} é gr(L)-base de gr(A’). Assim, {m1®1,...,my®1}
¢ uma base de decomposicao de A’ para o, pela Proposi¢ao 2.26. Logo todo ele-
mento x € R, pode ser escrito da forma z = Zle m; ® ¢, com c,...,cp € L.
Como o' (z) > 0, segue que w(c;) > —a/(m; ®1) = —a(m;), para cadai =1,... k.
Agora para cada ¢; # 0, como I'y, = Iy, existe d; € F tal que v(d;) = w(¢;). En-
tao a(dim;) = a(m;) + v(d;) = alm;) + w(c) > 0 e w(ed; ') = 0. Assim,
m;@c; = dimi®cidi_1 € Ro®yW. Logo z € R, @y W. Portanto Ry C R, ®y W,
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0 que completa a demonstracdo. O

3.4. Restricao

Nesta secao vamos discutir quando a restricdo de uma gauge a uma subdlgebra é
também uma gauge. Infelizmente, ndo se tem uma resposta positiva em geral. Um
contra-exemplo é dado em (3.36). Entretanto, obteremos uma resposta positiva
em pelo menos um caso fundamental. Comegamos com um resultado geral sobre

a restricdo de normas a subespagos vetoriais (cf. [RTW, Prop. 2.5]).

Proposicao 3.34. Seja D um anel de divisdo com uma valoriza¢io v. Seja M
um D-espaco vetorial de dimensdo finita e o uma v-norma em M. Entdo para

todo subespago N C M, a restri¢io a|n € uma v-norma.

Nota 3.35. Sob as hipéteses da Proposicdo 3.34, note que para cada v € T,
temos N27 = MZYN N e N>Y = M>Y N N. Assim, existe uma aplicacdo injetiva
N, — M,, que pode ser vista como uma inclusao. Entao gr(N) é um gr(D)-

subespago graduado de gr(M).

O exemplo seguinte mostra que a Proposicdo 3.34 nao se aplica para gauges.

Exemplo 3.36. Vimos no Exemplo 2.45 que a : (—1,—1)gp — I' U {oo} definida

por
alag + ari + asj + ask) = min(v(ag),v(ay),v(az), v(asz)).

é uma v-gauge em (—1,—1)g. Seja L = Q(2¢ — j), que é uma extensao quadratica
de Q em (—1,—1)g. Seja v’ uma valorizacdo em L estendendo a valorizacdo 5-
ddica v de Q. Como (2i — j)? = —5, segue que v'(2i — j) = 1/2. Portanto
(L,v")/(Q,v) é uma extensdo totalmente ramificada. Logo v' é a unica extensao
v em L. Como vimos no Exemplo 2.48, se «|r fosse uma gauge em L, entdo
deveriamos ter a|;, = v’, 0 que ndo é possivel porque «(2i — j) = 0. Outra forma
de ver que a|r, ndo ¢ uma gauge é observar que a imagem de (2¢ — j) na algebra

graduada gr,, (L) é nilpotente pois a((2i — j)?) = 1 > 2a(2i — j). Portanto

alr

grq|,, (L) ndo pode ser semi-simples.

Proposicao 3.37. Seja (F,v) um corpo valorizado e seja A uma F-dlgebra de
dimensao finita com uma v-gauge «. Seja K = Z(A) e seja L um corpo tal que

F C L CK. Entio o|r, € uma v-gauge em L.
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Demonstragao:  Pela Proposicao 3.34, a|r, é uma v-norma. Como « é multipli-
cativa, «|r também é multiplicativa. Além disso, como L C Z(A), temos que
gro), (L) C Z(gra(A)). Logo gry, (L) ¢ graduada semi-simples pois se existisse
um elemento homogéneo ndo nulo nilpotente z € gry, (L) entdao xgr,(A) seria um
ideal bilateral nao nulo nilpotente de gr,(A), o que nao é possivel pois gr,(A) é

graduada semi-simples. Portanto, a|r é uma v-gauge em L. O

Proposicao 3.38. Sob as hipdileses da Proposicdo 8.87, suponha que v tem exlen-

sao unica para uma valoriza¢io vy, em L. Entao o|p = vp e o é uma vr-gauge.

Demonstra¢ao:  Pela Proposicao 3.37, a|r é uma v-gauge em L. Como vy é a
Gnica extensdao de v para L, temos por (2.48) que «|r, = vr. Para mostrar que
a é uma vr-gauge, basta verificarmos que « satisfaz as condigoes (2.36) e (2.39).

Assim, para ¢ € L, temos

alc ) =vp(ch) = —vp(c) = —a(e).
Pelo Lema 2.29, temos

a(ca) = a(c) + ala) = vi(c) + ala).
Como « e vy, sdo normas, temos

[L: Fllgr(A) s gr,, (L)] = [gr,, (L) :gr,(F)][gry(A) : gr,, (L)]
= [gr,(A) i gr,(F)]=[A: F]=[A: L][L:F].

Portanto, [gr,(A) : gr, (L)] =[A: L]. O

u (

3.5. Valorizacoes sem defeito

Nesta secao introduziremos o conceito de uma valorizacdo ser sem defeito em
uma algebra semi-simples, em generalizacao aos conhecidos conceitos valorizagao
sem defeito em relagdo a extensbes finitas de corpos e algebras de divisao. Ve-
remos que esse conceito estd relacionado a existéncia de uma gauge na algebra.

Comecamos lembrando do caso de extensdes finitas de corpos.

Seja K/F uma extensao finita de corpos e seja v uma valorizagao em F'. Sejam

v1,. ..,V as extensoes de v em K. Entao, vale a desigualdade fundamental:

k
(3.39) [K:F] > [K":F|- [Ty, : Tyl.
=1
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Se tivermos a igualdade em (3.39) entdo dizemos que v é sem defeito em K.

Suponhamos agora que K/F é uma extensdao normal de corpos. Neste caso,
todos os indices de ramificacio |T'y, : I'y| € todos os graus residuais [K ' : F] coin-
cidem. Sejae= Iy, : 'y e f = [K" : F] para todo 1 < i < k. Nestas condigdes,

temos um resultado mais forte, que é conhecido como Teorema de Ostrowski :
(3.40) [K:Fl=Fk-e-f-0(W/V),

onde §(W/V') é um inteiro positivo, que ¢ chamado de defeito da extensao (K, w)/(F,v).
Além disso, 6(W/V) = p%, onde £ é um inteiro positivo e p = max(1, car(F)). Logo
v é sem defeito em K se 6(W/V) = 1.

Detalhes do que foi dito acima pode ser encontrado em [EP, pp. 119-122] e
[Ef, pp. 151-158].

Agora seja D uma algebra de divisao com dimensao finita sobre seu centro F'.
Suponhamos que F' tem uma valorizagao v que se estende para uma valorizacao

w em D. Nestas condigoes, temos também uma versao do Teorema de Ostrowski

(|D, Thm. 2|, [M1, Thm. 3|):
(3.41) [D:F)=[D:F]-|Ty: Tyl -0(Ryw/V)

Como no caso comutativo, (R, /V) é chamado de defeito de D/F. Também
temos 0(R,/V) = p’, onde £ ¢ um inteiro positivo e p = max(1,car(F)). Se
d(Rw/V) =1, entao dizemos que D é sem defeito sobre (F,v).

A seguir temos dois resultados fundamentais sobre defeito em &lgebras de di-

visdo. Estes resultados serao utilizados na demonstragdo da Proposicao 3.52.

Proposigao 3.42. Sejam B C R anéis de wvalorizacdo invariantes de uma F-
dlgebra de divisio central D. Sejam V = Z(B) ¢ W = Z(R). Seja B = B/J(R),
que € um anel de valorizagdo invariante de R = R/J(R). Seja V.= V/J(W) e

seja U a unica extensao de V para Z(R). Entéo
§(BJV)=68(R/W)-8(B/U)-5(U/V).

Ver [M4, Lemma 1] para uma demonstracao da Proposicdo 3.42. Agora de

[JW, Thm. 3.1 e Remark 3.4 temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.43. Seja (F,v) um corpo henseliano e seja D uma F-dlgebra de
divisao central. Suponhamos que (K, w) € uma extensdao algébrica inercial de (F,v),

isto é, K" € uma extensao separdvel de F' e para todo corpo L tal que F C L C K



48 3. Propriedades fundamentais de gauges

e [L: F] < oo, temos [fw/ :F')=[L:F)], onde W =W NK. Seja Dg a K-
dlgebra de divisio central associada a D®@p K. Seja v’ (resp. w') a valorizagao em

D (resp. Dg ) estendendo a valorizagao henseliana v (resp. w). Entdao §(R,/V) =
S(Ry JW).

A seguir temos um resultado que caracteriza gauges em algebras simples sobre

corpos henselianos. Ver [TW1, Thm. 3.1] para uma demonstragao.

Teorema 3.44. Seja F' um corpo com uma valorizacdo henseliana v. Seja A uma
F-dlgebra simples com uma v-gauge . Seja D a dlgebra de divisdo associada a A e
seja vp a valorizagao invariante em D estendendo v. Entdo gr,(A) é uma dlgebra
graduada simples e D ¢ sem defeito sobre F'. Além disso, com a identificacdo
A = Endp(M) para algum D-espago vetorial M, eziste wma vp-norma apr em M

tal que

(3.45) a = End(ayr) e gt (A) = Endg(p)(gra,, (M)).

Considere agora uma F-algebra central simples A. Seja (Fh, vh) a henselizacao
de (F,v) e seja D" a F-algebra de divisdo Brauer equivalente a A®x F". Dizemos
que v & sem defeito em A se D" é sem defeito sobre F”. O resultado seguinte é
uma consequéncia direta do Teorema 3.44 e estabelece que v ser sem defeito em
A é uma condicdo necessaria para a existéncia de uma gauge em A. Veremos no

Teorema 5.22 que esta é também uma condicao suficiente.

Corolario 3.46. Seja A uma F-dlgebra central simples. Se A tem uma v-gauge

« entdo v € sem defeito em A.

Demonstracdo:  Seja (F",v") a henselizacio de (F,v). Entdo, pela Proposicao
3.33, a ® v" & uma v/-gauge em A ®p F". Segue do Teorema 3.44 que D" & sem

defeito sobre F". Logo v é sem defeito em A. (|

A relacao estabelecida em (1.15) para o anel de residuos e o grupo de valores do
anel de valorizacao de Dubrovin e do anel de valorizacao invariante na henselizacao,
permite obter uma versdo do Teorema de Ostrowsk: para anéis de valorizacao de

Dubrovin, que foi obtido originalmente em [W2].

Proposicao 3.47. Seja A uma F-dlgebra central simples e seja v uma valorizacio

em F. Suponhamos que R é um anel de valoriza¢do de Dubrovin de A tal que
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Z(R)=V. Entao

(3.48) A:F) =[BT [Tg : To|- £V, A - 8(R/V),

com 6(R/V) = p, onde £ é um inteiro positivo e p = max(1, car(F")).
Demonstracdo: Seja (F",v") a henselizaciao de (F,v) e seja D" a F-algebra de
divisdo Brauer equivalente a A @ F". Seja w a valorizacdo em D" estendendo a

valorizacdo henseliana v". Pela versio do Teorema de Ostrowski para algebra de

divisdo temos que

(3.49) [D": FM = [D: F| - Ty : Ty| - 6(Rw/V).
Por (A.10) A®p F" = M,,,(D") entdo

(3.50) [A: F|=[A®p F": F" =n%[D" : F.

Segue de (1.15) e (A.9) que R = M,(D) e 'y, = I'g entdo juntando isso com
(3.49) e (3.50) obtemos

[A:F] = n%[D:F]-

Ty : Tyl - 6(Ru/V)
= (np/tr)*[R: F]-|Tr:Ty|-6(Rw/V).

Como £(V, A) = np/tp, aformula (3.48) é obtida ao tomarmos §(R/V) = §(R,,/V).
O

Nota 3.51. Segue da demonstracdao da Prop 3.48 que v é sem defeito em A se e
somente se temos que o defeito §(R/V) = 1 para todo anel de Dubrovin R de A
estendendo V.

Proposicao 3.52. Seja A uma F-dlgebra central simples e seja v uma valorizacio
em F. Suponhamos que w € uma valoriza¢do menos fina que v. Nestas condigoes,

se v é sem defeito em A entdo w € sem defeito em A.

Demonstracdo:  Seja (E,v") (resp. (F w")) a henselizacio de (F,v) (resp.
(F,w)). Seja w' a valorizacdo de F* que tem como anel W’ = WV". Entdo, pela
Proposigao B.2, temos que (F” w') ¢ uma extensdo henseliana de (F, w") (ver
diagrama B.5). Seja D! (resp. D!) a algebra de divisio associada a A@p E* (resp.
A®pF"). Para simplificar a notacio, vamos usar os mesmos simbolos (v, w” e w’)
para denotar tanto a valorizagdo no corpo henseliano quando a sua dnica extensao

na algebra de divisdo. Como estamos supondo que v é sem defeito em A, temos que
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§(R,n/V") = 1. Logo, pela Proposicio 3.42, devemos ter 6(R,s/W') = 1. Lembre
da Proposi¢ao B.6 que (F,w’) é uma extensdo inercial de (F?,w"). Entdo segue
da Proposicao 3.43 que DZ, é sem defeito sobre F£ Portanto, w é sem defeito em
A. O

Agora considere A uma F-élgebra simples de dimensao finita e seja K = Z(A),
que é uma extensao finita de F. Sejam vy, ..., v as extenstes de v em K. Nestas
condi¢oes, dizemos que v é sem defeito em A se v for sem defeito em K e cada
v; for sem defeito em A. Agora seja @Q uma F-algebra semi-simples de dimensao
finita. Dizemos que v é sem defeito em () se v for sem defeito em cada componente

simples de Q.



Capitulo 4

(Gauges em algebras

simples e semi-simples

Neste capitulo, obteremos alguns resultados fundamentais sobre a estrutura
de gauges em &lgebras simples e semi-simples. Como notado em (2.41), se uma
algebra de dimensdo finita tem uma gauge, entdo ela deve ser semi-simples. Os
dois resultados seguintes estabelecem que o estudo de gauges pode ser reduzido a

algebras simples.

Proposicao 4.1 (TW1, Prop. 1.6). Seja (F,v) um corpo valorizado e seja A uma
F-dlgebra semi-simples com uma v-gauge . Suponhamos que A é o produto direto
de F-subdlgebras

A=DBi XX By.

Entdo, a; = a|p, é uma v-gauge em B;, para 1 <i < k. Além disso,
a(by,...,bg) = min(a(b1), ..., ok(be)) € gro(A) =gry,(B1) x - X gry, (Bg).
O resultado seguinte é a reciproca da Proposicao 4.1.

Proposicao 4.2. Seja (F,v) um corpo valorizado. Suponhamos que Aq,..., Ay
sdo F-dlgebras simples de dimensdo finita. Para cadai=1,...,k, seja oy : A; —
I'U {oo} uma v-gauge em A;. Seja A = Ay x ... x Ag. FEntao, a aplicagio
a:A—TU{cc} definida por

(4.3)  alx1,...,zE) =min(ai(x1),...,ax(zr)), para a1 € Aq,...,a; € Ag,
¢é uma v-gauge em A e existe uma identificagao canonica de gr(F')-dlgebras

gra(A> = 8o (Al) X X gl (Ak)
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Demonstracao: A verificacdo de que « é uma v-funcao valorizacdo multiplicativa

¢ direta e pode ser feita nos moldes da demonstracdo do Lema 2.31. Note que

para v € I, temos que a(x1,...,x5) > 7 se e somente se a;(x;) > « para todo
i=1,...,k Logo AZY = A7 x ... x AE”. Da mesma forma, temos A~ =
A77 x -+ x A;7. Consequentemente,
(44) gra(A) = 8y, (Al) X X 8l (Ak>
Agora, como cada o; ¢ uma v-norma, [A; : F| = [gr,. (4;) : gr(F)]. Entao
k
lera(A) s gr(F)] = ) [era,(Ai) : gr(F)]
i=1
k
= > [4i: F]
i=1
= [A:F],

o que implica que « é uma v-norma em A. Seja I é um ideal bilateral homogéneo
nilpotente de gr,,(A). Seja I; a projecao de I em gr, (A;), através da identificacio
(4.4). Entdo I; ¢ também um ideal bilateral homogéneo nilpotente de gr,. (4;), que
tem que ser trivial pois gr, (A;) ¢ semi-simples. Portanto gr,(A) é semi-simples,

que era o que faltava para concluirmos que « é uma v-gauge em A. U

Para o restante deste capitulo vamos supor que (F,v) é um corpo valorizado e
A é uma F-algebra simples de dimensao finita. Seja K o centro de A. Entao K é
uma extensao finita de F'. Sejam vy, ...,v, todas as extensoes distintas de v para

K. O Teorema seguinte caracteriza v-gauges em A em termos de v;-gauges.

Teorema 4.5. Suponhamos que v é uma valorizagdo de posto 1. Seja o wma v-
gauge em A satisfazendo I'y C 'y ®7 Q. Entdo existem v;-gauges o; em A, para
i1 =1,...,n, unicamente determinadas, tais que

(4.6) a(a) = min (aq(a),...,an(a)), para todo a € A.

Além disso,

(4.7) gro(A) =ger, (A) x -+ x gr, (A).

Demonstragido: Seja (F" v") a henselizacio de (F,v) e seja A" = A®p F". Pelo
Teorema B.7, temos K ®@p F" = [, K;, onde cada (K;,v!) é a henselizagio de

2y Y

(K,v;). Segue que

Ah%“A@K(K@FFh)%A@K(Kl><--'><Kn)§A®KK1><~-><A®KKn.
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Pela Proposicio 3.33, o = a ® v é uma v"-gauge em A" satisfazendo

(4.8) gran (A") 2y gra(A) @) gr(F") 24 gra(A).

Seja A; = A @ K;, que é uma K;-algebra central simples. Seja m; : A" — A; a
projecdo canonica. Desta forma, obtemos pela Proposicao 4.1 que §; = ah]Ai é

uma v"-gauge em A; para 1 <i < n. Além disso,

(4.9) ol'(z) = 1211? (Bi(m;(x))), para todo z € A",
e
(4.10) gron(AM) = gra, (A1) x - x grg (An).

Como v, ¢ a tnica extensao da valorizacdo henseliana vP para K;, temos pela
Proposicao 3.38 que f; € uma vj-gauge. Como I'y, C T'y, ®z Q, segue que I'g, C
I'y, ®z Q. Como cada v; tem posto 1, por [TW2, Prop. 5.4| temos que a; = F;]4 é
uma v;-norma em A tal que ; = a; ® v,. Entao pela Proposicao 3.30, existe um

isomorfismo de algebras graduadas
grs, (A") =y gr,.(A) Regr,, (K) 8Ty (Ki)-

» Y

Como a extensdo (K, vj)/(K,v;) € imediata, gr,, (K) = gr,/(K;). Logo

(4.11) 8ra, (4) =g grg (A").

Como f; é uma v;-gauge, a algebra graduada grg, (AM) ¢ semi-simples. Assim,
gr,, (A) é também graduada semi-simples, o que implica que a; é uma v;-gauge em
A. Segue de (4.9) que para todo a € A,

4.12 =a"(a®1) = min (B;(a®1)) = min (a;(a)).

(@12)  afe)=a’a®1) = min (G(a® 1) = min (ai(a)

Além disso, a partir de (4.8), (4.10) e (4.11), concluimos que

(4.13) gra(4) =g grq, (A) x -+ X grg, (4).

Para mostrar que as gauges «; sdo unicamente determinadas, vamos verificar que

para cada a € A tem-se

(4.14) a;(a) = max{a(ca) | c € K e vi(c) = 0}.

Primeiro note que se v;(c) = 0 entdo a(ca) < a;(ca) = a;(a). Resta-nos mostrar
que o;(a) = a(ca) para algum ¢ € K com vi(c) = 0. Para cada j = 1,...,n,

seja 0; = aj(a) — aj(a). Como I'y /T, é de torsdo, existe um inteiro positivo m

tal que m|d;| € Ty, para todo j. Como as valorizagdes v1, ..., v, sao duas a duas
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independentes, temos pelo Teorema da aproximacdo [EP, Thm. 2.4.1] que existe

c € K tal que vi(c+1) > 0 e vj(c) > m|d;|, para j # i. Segue que v;(c) =0 e
aj(ca) = vj(c) + aj(a) > 0 + aj(a) = a;(a) = a;(ca).

Portanto, a(ca) = aj(a). O

O Teorema 4.5 foi utilizado originalmente na nossa pesquisa para demonstrar-
mos o Teorema 5.17 com a hipoétese de que a valorizagdo do centro tem posto
finito. Posteriormente, Wadsworth obteve uma demonstracdo do Teorema 4.5 que
vale para valorizacoes de posto arbitrario. Este é o Teorema C.1, que incluimos
com uma demonstracao no apéndice desse trabalho, uma vez que trata-se de um
resultado recente e ainda nao publicado. Esta generalizagdo nos permitiu demons-

trar o Teorema 5.17 sem restricao sobre o posto da valorizagdo do centro.

O teorema seguinte é um dos resultados principais do nosso trabalho e gene-
raliza para algebras simples ndo necessariamente centrais a Proposigao 2.55, que

relaciona gauges com as fungoes valorizagao de Morandi.

Teorema 4.15. Suponhamos que v € sem defeito em A. Para i =1,...,n, seja

a; uma vi-fungao valorizacdo de Morandi em A e seja B; o anel de valorizagdo de

Dubrovin associado a «;. Seja a = min(ay,...,ap). Entdo a é uma v-gauge em
A se e somenle se By, ..., B, tem a propriedade da intersecdo.
Demonstragiao: (<=) Pelo Lema 2.31, temos que o = min(ay,...,q,) é uma

v-fungdo valorizagdo multiplicativa e existe um homomorfismo injetivo de gr(F')-

algebras graduadas

(4.16) o gro(A) = gry (A) x - xgr, (A).

Afirmacao: O homomorfismo ¢ é sobrejetivo.

Suponhamos por um momento que a afirmagdo acima é verdadeira. Neste
caso, temos que ¢ é um isomorfismo de gr(F)-algebras graduadas. Como estamos
assumindo que v é sem defeito em A, temos por definicdo que cada v; é sem
defeito em A. A Proposi¢do 2.55 nos da que cada «; é uma v;-gauge em A e
entdo gr, (A) ¢ uma algebra graduada simples. Assim, o isomorfismo ¢ nos da
que gr,(A) é uma algebra graduada semi-simples. Para concluirmos que a é uma
gauge, resta-nos mostrar que [gr,(A) : gr, (F)] = [4 : K]. Como «a; é uma v;-

gauge, [gr,.(A) : gr, (K)] = [A : K]. Como v ¢ sem defeito em A, devemos ter



4. Gauges em algebras simples e semi-simples 95

v sem defeito em K. Logo [K : F] = 7" [gr, (K) : gr,(F)]. Juntando estas

informacoes obtemos que

ler (A) :gr (F)] = Z[grai(z‘l) L gr, ()]

i=1

= > lara, (4) £ gry, (K)]lgr,, (K) : gr, (F)]
=1

= > [A: K]lgr,,(K) : gr,(F)]
=1

— [A:K]|[K : F]

= [A:F].

Demonstragao da Afirmacao: A demonstragio da sobrejetividade da aplicagdo ¢
usa o Teorema da aproximacdo de Morandi para anéis de valorizacdo de Dubrovin
(Teorema A.19). Vamos fixar algum k, com 1 < k < n e algum b € A\ {0}. Seja
v = o(b). Para cada i,j € {1,...,n}, com i # j, seja V;; o menor subanel de K
contendo V; e Vj. Seja A;; o subgrupo convexo do fecho divisivel I' de I, associado
a Vj;. Vamos mostrar que v; —; € A;;. Para isso, considere as composicoes 0;;0q;
e 0;j o aj, onde 6;; : I' — I'/A;; é a aplicacao canoénica. Pela Proposicao 3.22,
temos que 6;; 0 a; e 05 0 aj 530 v;j-gauges em A. Além disso, pela Proposicao 3.27,
R@ijoai = B;Vije R@ijoaj = B;V;;. Como B; C B;V;j e B; C B;V;j, segue que B;V;;
e B;V;; sdo anéis de valoriza¢ao de Dubrovin de A integrais sobre V;;. Logo 6;;0a;
e 0;; 0 o sao também funcoes valorizacao de Morandi em A. Além disso, note que
B;Vi; e BjV;j tem a IP pelo Teorema A.3. Com isso concluimos pela Proposicao
A6 que B;V;; = B;V;; = B;j, que é o menor subanel de A contendo B; e Bj.
Portanto, devemos ter 0;; o o; = 0;; o 5, pois as fungoes valorizagao de Morandi
sdo unicamente determinadas pelo anel de valorizacdo de Dubrovin associado e
pela restricdo ao centro. Assim, 6;;(v; — vj) = 6ij 0 a;(b) — 0;5 0 j(b) = 0, o
que nos da y; —v; € Ay;. Agora seja g; = 7, — ;. Entdo também temos que
gi —¢&j € Ayj. Além disso, como 0 < |[g;| — |g5]] < |ei — €5] e Ayj é convexo,
obtemos ||e;| — ||| € Ajj. Suponhamos que I'; é o grupo de valores de v;. Como
I'/T; & de torsdao, podemos encontrar um inteiro positivo m tal que mle;| € T.
Seja ¢; € K tal que v;(¢;) = m|e;|. Em particular, podemos tomar ¢; = 1. Para

i # j, temos cic; - € Vi \ J(Vi;), porque vij(cic;t) = 0;5(mlei] — mlej|) = 0.

j
Para aplicarmos o Teorema de Aproximagao de Morandi, considere I; = be;J (B;),

que ¢ um ideal a direita de B;. Para cada ¢ # j temos que V; e V; sdo anéis de
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valorizacdo incomparaveis. Entao J(V;;) € J(V;). Seja a € J(V;) \ J(Vij). Logo

l=aa"! e J(Vi)Vi; € J(B;)Bij. Assim, J(B;)B;j = Bj;. O mesmo argumento

nos dé J(Bj)B;; = B;j. Com isso concluimos que
IiBij = bCiJ(BZ')BZ‘j = bCiBZ'j = ij(Cj_lci)Bij = ijBz‘j = ijJ(Bj)BZ'j = Isz‘j.

Agora seja qx = b e ¢; = 0 se i # k. Pelo Teorema de Aproximacao de Morandi,

existe z € A com x = ¢; (mod I;) para todo i. Agora se i # k entdo x € I;. Assim,
a;(x) > a;(be;) = vi(e;) + ai(b) = mlei| + v > i + 7 = i = ag(b).

Por outro lado, = b (mod Ii). Assim, ax(x —b) > ag(b). Entao ax(x) = ay(b)
ex’ =0 em gr, (A). Consequentemente, a(x) = oy (b) e 2’ € gr,(A) é levado em
0,...,0,¢,0,...,0) € gr,, (A) x --- x gr,, (A) (V' na k-ézima posi¢ao) através do
homomorfismo ¢ de (4.16). Como as n-uplas (0,...,0,8",0,...,0), para todo k e
b, geram gr,,, (A) x --- x gr,, (A), a aplicacdo ¢ & sobrejetiva.

(=) Suponhamos agora que « é uma v-gauge em A. Pelo Teorema A.3, para
mostrarmos que By, ..., B, tem a IP, ¢ suficiente verificarmos que B;, B; tem a IP
para cadai,j € {1,...n}, com i # j. Como cada B; é integral sobre V;, temos pela
Proposigao A.6 que B; e B; tem a IP se e somente se B;V;; = B;V;; = B;;, onde V;;
(resp. B;j) denota o menor sobreanel de V; e V; (resp. B; e B;). Como V;, V; C Byj,
temos V;; C Z(B;j). Assim, as inclusées B;V;; C B;j e B;V;; C By sdo claras.
Desta forma, a demonstracao estard completa ao mostrarmos que B;V;; = B;V;j,
pois teriamos que B;V;; é um anel contendo B; e Bj, o que implica B;; C B;V;;.
Seja entao W = V;; N F, que é um anel de valorizacao contendo V. Associado a
W temos um subgrupo convexo A C I' e um homomorfismo canénico ¢ : I' — I'/A
tal que w = € o v. Também temos v;; = €ov; e v;; = € ov;. Agora seja B =coa.

Como a = min(ay,...,a,) temos
(4.17) f=coa=min(eoai,...,c0ay).

Pela Proposi¢ao 3.22, cada € o a; € uma ¢ o v;-gauge em A. Por outro lado, se

wi, ..., w, 830 todas as extensdes de w para K, pelo Teorema C.1, existem w;-
gauges f5; em A para i =1,...,r tais que
(4.18) B(a) = min (Bi(a),..., B (a)) para todo a € A.

Além disso,

(4.19) gra(A) =4 erp (A) x -+ X grg (A).
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A valorizacdo v;; coincide com wy, para algum £ € {1,...,7}. Logo coa; e coq;
sao wy-gauges em A. Como, pela Proposigao 3.27, Reoa; = BiVij € Reon; = Ra,;Vij,
a demonstragao estard completa ao mostramos que € o a; e € o v coincidem com
Be. Por (4.17), temos que € o o;(a) > B(a) para todo a € A. Seja {b},...,0,}
uma base homogénea de grg,(A) como gr,, (K)-espago vetorial graduado. Entao

existem aq,...,a, € A tais que
(4.20) a, — (0,...,0,0},0,...,0), (com b na (-ézima posigao),
através do isomorfismo (4.19). Entao, de (4.20), concluimos que para cada ¢ temos

Bu(ar) > Be(ay), para v #L, € B(ar) = Be(as) = Be(by).

Logo € o aj(a¢) > B(ar) = Be(ar), para todo t. Além disso, como (4.20) também
implica que a; = by em grg, (A), temos que {aj,...,ap,} é gr,, (K)-linearmente
independente. Logo, pela Proposi¢ao 2.26, temos que {ai,...,a,} é uma base
de decomposicdo de A para f[y. Portando, todo a € A pode ser escrito como

a=3Yy 1, car, com ¢ € K. Segue que

Be(a) = min (we(ee) + PBe(ar)) < min (we(cr) + e 0 aifar))
< soai(that) =coaq4(a).
t=1

Como observado em (2.30), existe um homomorfismo de algebras graduadas ¢ :
grs,(A) = 80q,(A), que & injetivo porque grg, (A) é uma dlgebra graduada sim-
ples. Logo € o a; = ;. Da mesma forma, podemos verificar que € o a; = fy.

Portanto, € o a; = € o v;, 0 que completa a demonstragao. O

Como consequéncia do Teorema 4.15, temos um resultado sobre a existéncia

de gauges em 4algebras semi-simples sobre corpos com uma valorizagao de posto 1.

Corolario 4.21. Seja F um corpo com uma valorizacio v de posto 1. Seja A uma
F-dlgebra semi-simples de dimensdo finita. Suponhamos que v é sem defeito em

A. Entao existe uma v-gauge o em A.

Demonstracdo: Pelo Teorema 4.2, basta considerar o caso em que A é uma F-
algebra simples, pois se obtivermos uma v-gauge para cada componente simples,
a formula 4.3 fornece uma v-gauge para a éalgebra semi-simples. Seja K = Z(A)
e sejam Vi,...,V, os prolongamentos de V para K. Como cada valorizagao V;

tem posto 1, existe um anel de valorizacdo de Dubrovin B; em A integral sobre
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seu centro V;. Seja «; a fungdo valorizagdo de Morandi associada a B;. Como os
anéis de valorizacao Vi,...,Vy sdo dois a dois independentes, temos pela Proposi-
cao A.1 que Bq,...,B; tem a IP. Entdo pelo Teorema 4.15 a funcao valorizacao

a =min(ay,...,qx) € uma v-gauge em A. O

Nota 4.22. Recentemente, Tignol e Wadsworth obtiveram uma generalizacao do
Corolario 4.21 para valorizacées de posto arbitrario. Trata-se de um resultado
profundo que aparecerd em um livro sobre valorizacoes nao-comutativas que esta

sendo escrito por Tignol e Wadsworth.



Capitulo 5

(Gauges em algebras

centrails simples

Neste capitulo, concentraremos nosso estudo de gauges em &algebras centrais
simples e suas relacoes com anéis de valorizacdo de Dubrovin. Introduziremos o
conceito de gauges minimais, que sao gauges cuja parte de grau zero da algebra
graduada tem o menor ntimero possivel de componentes simples. Veremos que o
anel dessas gauges correspondem a intersecdo de uma familia de anéis de Dubrovin

satisfazendo a propriedade da intersecao.

Seja a uma gauge em A. Pela Proposicao 2.13, Ag, a parte de grau zero de
gr,(A), é semi-simples. Vamos denotar por w(a) o numero de componentes sim-

ples de Ayp.

(5.1) Agora vamos compor um quadro que relaciona grande parte dos objetos e
resultados vistos até aqui. Estas relactes serdo fundamentais para o restante do
capitulo. Seja (F,v) um corpo valorizado ¢ A uma F-algebra central simples com
uma v-gauge «. Seja w uma valorizagdo menos fina que v e u = v/w a valorizagao
quociente em . Seja 8 a gauge menos fina que « tal que S|p = w e seja ap a
u-gauge em Ag induzida por «, como descrito da Segao 3.2. Sejam C1, ..., Cyg)
as componentes simples de Ag . Pela Proposicao 4.1, existem u-gauges aé em Cj

para i =1,2,...,w(B) tais que

(5.2) ao(at, ..., a,) = min (a(l)(al), e ag(ﬁ)(aw(ﬁ)))
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para a; € C,..., ay(g) € Cw(5)7 ¢

(5.3) Bay(A9) = 81a3(C1) X+ X 8 5) (Cla(s))

Por (3.24), as algebras graduadas associadas a « e ap tem as mesmas partes de

grau zero. Juntando isso com (5.3), obtemos que
(5.4) w(a) = wlag) = wlad) + - + w(e@).

No que segue, vamos obter uma descricdo das componentes simples C;. Seja
(Fh,wh) a henselizagio de (F,w). Considere extensio de escalares A" = A @
Fh = M, (D"), onde n ¢ algum inteiro positivo e D" ¢ uma F"-algebra de divi-

h se estende para uma valorizacio

sao central. Entao a valorizacdo henseliana w
w' em D" Seja R, o anel de valorizacio invariante de D" associado a w' e
Dh = Ry /J(Ry) o anel de residuos. Por outro lado, temos da Proposi¢ao 3.33
que " = B ® wh é uma w-gauge em A" e grﬁh(Ah) =, grg(A). Pelo Teorema
3.44, grgn (AM) = Endg, ,(pny(8ra,, (M)). Pela Proposigao 2.13, temos

a]\/[(

k
(5.5) A = (Bndgy (o (810, (M) ) = [ M (Do),
i=1

onde Dq é a parte de grau zero de gr,,(D"), que é Dh. Comparando (5.5) com
a decomposicao Ag = (1 X -+ X Cyp) estabelecida acima, temos que k = w(B)
e C; = My, (Do), apdés uma possivel alteracao dos indices. Entao temos Z(C}) =
o= Z(Cyp)) = Z(D"). Vamos chamar esse corpo comum de K. Também temos

por (1.15) que K = Z(S), onde S ¢é qualquer anel de valorizagdo de Dubrovin de

A com Z(S) = W. Entao o numero de extensoes de u para K é dado por ¢(v, w),

como definido em (A.13). Sejam uy, ..., Uy, ) estas extensdes. Pelo Teorema C.1,
existem uj-gauges aéj em C; para j = 1,...,¢(v,w) tais que
(5.6) af(a) = min (af (a),... ,aée(v’w)(a)) para todo a € C;.

Além disso,

(5.7) grag(Ci) =y 8l it (Ci) x -+ X graég(”,w)(C@-)_
Logo
(5.8) wlad) = w(odl) + -+ + w(ai )y,

O diagrama abaixo ilustra parte do que foi dito acima.
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A a < 5\
Ag Qg C; 0561, ’aéﬁ(v,w)
| |

F v < w Z(Ag) K wu, ... y Ug(v,w)
| N
W ou w u

As notacoes e relacGes estabelecidas acima serdo utilizadas livremente na de-

monstracao dos trés teoremas seguintes.

O resultado seguinte estabelece que w(«) é limitado inferiormente pelo ntumero

da extensdo &(v) de v em A.

Teorema 5.9. Seja (F,v) um corpo valorizado e A uma F-dlgebra central simples.

Entao para toda v-gauge o em A, temos w(a) > &(v).

Demonstra¢ao: A demonstragio é por inducdo em £(v). Se £(v) = 1, entdo temos
claramente w(a) > £(v). Podemos entao assumir que {(v) > 1. Pelo Teorema A.7
existe uma familia de anéis de valorizagao de Dubrovin Ry, ..., Re(,) em A tendo
a IP tais que Z(R;) = V. Pela Proposicao A.17, para cada t = 1,...,{(v) existe
um anel de valorizacao de Dubrovin S; de A, minimal com a propriedade que Sy
¢ integral sobre Wy = Z(S;). Pela Proposicdo A.18, temos S1 = -+ = S¢(,) = S.
Logo Wy = -+ = W,y = W. Além disso, pela Proposi¢io A.17, temos £(v, w) > 2.
Podemos agora aplicar a construcdo de (5.1) com a valoriza¢do w que obtivemos

acima. Note que Z(Ry),..., Z(]:ég(v)) sio todas as extensoes de V em K = Z(3),

com possiveis repetigoes, que correspondem as extensoes Uy, ..., Uy, ) em (5.1).
Desta forma, pelo Teorema A.15, temos que para cada j =1,...,4(v,w),
(5.10) E(v) = &(w) - &(uy, S) - L(v, w) = E(uy, S) - L(v, w),

onde a ultima igualdade vem de &{(w) = 1, pois S ¢ integral sobre W. Entao
segue de (5.10) que &(uj, S) < &(v), pois £(v,w) > 2. Como ja notamos em
(5.1), cada C; é Brauer equivalente a S. Como o ntimero da extensdo depende
apenas da valorizacdo do centro e da classe de Brauer equivaléncia da Aalgebra,
temos que &(uj,S) = &(uy,C;). Como cada ozf)j obtida em (5.1) é uma u;-gauge
em Cj, temos por hipdtese de inducgdo que w(o/j) > &(uj,Cy). Note que (5.10)

implica que todas as valorizagoes u; tem o mesmo ndmero da extensao, isto &,
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£(u1,S) = -+ = E(ugp,u), S)- Entao segue de (5.4) e (5.8) que

w(er) = w(B) - (v, w) - §(ur, §) = v, w) - §(ur, S) = £(v),

com quer{amos. O

Uma v-gauge o em A é dita uma gauge minimal quando a parte de grau zero

da 4lgebra graduada tem o menor nimero possivel de componentes simples, isto

&, w(a) = &(v).

Exemplo 5.11. Se uma gauge é também uma fungdo valorizacao de Morandi

entao é uma gauge minimal pois w(a) = &(v) = 1.

Exemplo 5.12. A gauge construida no Exemplo 3.14 é também minimal pois

w(a) =¢&(v) =2.

Exemplo 5.13. No Exemplo 3.10 construimos uma gauge na algebra de matrizes
M5 (F) definida por

a a
(5.14) y(s( all a12 ) = min(v(a11),v(a21) + 6,v(a12) — 0, v(az)).
91 Q22

Suponhamos agora que v é uma valorizacao discreta. Como todo anel de valoriza-
¢ao de Dubrovin estendendo uma valorizagao de posto 1 é sempre integral, temos

que {(v) = 1. Tome 6 = 1/2. Segue que

P F22 HR.) = J(V) F>2
O\ F2 v R R S oA

Note que para x € F temos v(z) > 0 se e somente se v(x) > 0. Logo F22 = >3,
Com isso obtemos que A9 = Ry, /J(R,,) = F x F. Portanto w(y1) =2 > &(v) e
2 2 2

entdo y1 nao é uma gauge minimal.
2

O resultado seguinte estabelece que uma gauge menos fina que uma gauge

minimal é também minimal.

Teorema 5.15. Seja (F,v) um corpo valorizado e A uma F-dlgebra central sim-
ples com uma v-gauge «. Seja B uma gauge menos fina que o em A e w = f|p,
que ¢ uma valorizacao menos fina que v. Entdo w(a)/w(B) > &(v)/{(w). Conse-

quentemente, se o € uma gauge minimal, entao B também € uma gauge minimal.

Demonstragao: Pela construcao de (5.1), cada aéj ¢ uma uj-gauge em Cj;. Entao

pelo Teorema 5.9, w(aéj) > &(uj,C;). Como ja notamos em (5.1), {(ui,C1) =
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&(u;,C;) para cada i = 1,...,w(w) e j = 1,...,4(v,w). Entao segue de (5.4) e
(5.8) que
(5.16) w(@) = w(B)e(v, w)€(u1, Cr).

Como &(v) = E(w)l(v, w)€(ug, Cq) pelo Teorema A.15, concluimos que

W(B)v,w)E(ur, Cr) _ E(w)l(v, w)E(ur, Cr) _ E(v)
(8) é(w) E(w)’

O teorema a seguir € um dos resultados principais desse trabalho e estabe-
lece que o anel de uma gauge minimal corresponde a uma intersecdo de anéis de

valorizacao de Dubrovin satisfazendo a propriedade da intersecao.

Teorema 5.17. Seja (F,v) um corpo valorizado e A uma F-dlgebra central sim-
ples Suponhamos que « é uma v-gauge minimal em A. Entdo o anel da gauge
ﬂg ) B;, onde By, ..., B¢ € uma familia de anéis de valorizagao de Dubrovin

de A com Z(B;) =V e tendo a propriedade da intersegao.

Demonstra¢ao: A demonstragao é por indugao sobre o posto degrau j(A,v). Se
Jj(A,v) =1, entao pelo Teorema A.11 todo anel de valorizagao de Dubrovin de A
com centro V' é integral, logo w(a) = &(v) = 1. Entao segue da Proposi¢ao 2.55
que « é uma funcao valorizagdo de Morandi. Logo R, é um anel de valorizagao de

Dubrovin integral sobre V. Podemos entao assumir que j(A,v) > 1. Seja

Q1eQ2& - CQr=J()

os ideais degrau de V' com respeito a A. Seja W =V, ,, a localizacao de V' pelo
ideal primo Q;_1. Temos que W & um anel de valorizacdo de F' contendo V e que

tem (1 como ideal maximal. Entdo os ideais degrau de W com respeito a A sdo

QG Q& & Qp1=J(W).

Logo j(A,w) = j(A,v) — 1. Seja B a gauge menos fina que a tal que f|lp = w,
como descrito na Secao 3.2. Pelo Teorema 5.15, 8 também é uma gauge minimal.
Entao, por hipétese de indugao temos Rg = ﬂ )Rl, onde Ry, ..., Reqp sdo
anéis de valorizacao de Dubrovin tendo a IP tais que Z(R;) = W. Assim J(Rg) =
ﬂ€ (w) J(R;). Como AL = Rg/J(Rp), existe um isomorfismo

Ag — Rl/J(Rl) X o X R{(w)/J(Rg(w))

(5.18)
r+J(Rg) = (v+J(R1),...,2+ J(Rew)))-
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Desta forma, ap6s uma possivel alteracdo nos indices, podemos escrever C; =

R;/J(R;), seguindo a notacao de (5.1). Note que pelo Corolario A.16,

Logo &(u;) = 1. Entao segue do Teorema A.15 que {(v) = &(w)l(v, w). Como
w(a) = &(v) e w(B) = &(B), temos por (5.4) e (5.8) que w(ao) = 1, para todo
i=1,...,8w)ej=1,...,0(v,w). Assim, pela Proposicao 2.55 cada 040' ¢ uma
funcao valorizagao de Morandi. Seja S;; o anel de valorizagao de Dubrovin de Cj

associado a aéj. Seja
Bij = {CL cA ’ a+ J(RZ) S Sij},

que é um anel de valorizagdo de Dubrovin de A com Z(B;;) = V por (1.12). Vamos
mostrar que a familia formada pelos anéis de Dubrovin By, para i = 1,...,&(w)
ej=1,....4(v,w), tem a IP. Pelo Teorema 4.15 S, ..., Siy(yw) sd0 dois a dois
incompardveis e tem a IP para todo i. Assim, Bii,..., Bjy) sdo dois a dois
incomparaveis e tem a IP para todo ¢, pela Proposicao A.2. Agora seja i,h €
{1,...,¢§(w)} com i # h. Note que B;; C R; e By; C Ry, para j,t =1,...,¢(v,w).
Como R; e Ry, sao incomparéveis e tem a IP, B;; e B sao também incomparéveis
e tem a IP pelo Teorema A.3. Consequentemente, a familia de anéis de Dubrovin

{B;;}i,j sdo dois a dois incomparaveis e tem a IP pelo Teorema A.3. Para completar

a demonstracao, resta mostrarmos que A, ﬂf(uljj ﬁw) B;;. Note que
(5.19) J(Rg) € J(Ra) € Ry C Rp,

pois a(x) > 0 implica S(z) > 0 e S(x) > 0 implica a(z) > 0. Por outro lado, para

cadai=1,...,&(w) temos

J(R;) C J(Bij) € Bij C Ry,

para todo j € {1,...,¢(v,w)}. Entdo
£(w) £(w),L(v,w) &(w)

(5.20) J(Rg)=(J@R)C () By<()Ri=Rs
i=1 ij=1 i=1

Seja a € Rg\J(Rg). Observe que pelas inclusdes que temos em (5.19) e (5.20),
a demonstra(;éo estard completa ao mostrarmos que ¢ € R, se e somente se
a € ﬂl, 1jm 1 BZ] Pela forma como aq foi definido em (3.23), temos que a(a) =
ag(a+J(Rg)). Usando a identificacao de Ao com Ry /J(R1) X+ X Re(wy/J (Re(w)),
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dada pelo isomorfismo (5.18), obtemos
a(a) = ao(a+ J(Rp))
= aola+ J(R1),...,a+ J(Rew)))
= min ((a+ J(R))).

1<i<€(w)

Assim, a(a) > 0 se e somente se oy(a + J(R;)) > 0 para todo i = 1,...,&(w).

Note que por (5.6), o anel da gauge Raé = ﬁ(zviw) S;j. Entao a € R, se e somente
se a + J(R;) € ﬂﬁ(:viw) Sij, para todo ¢ = 1,...,&{(w). Mas a + J(R;) € Sj; se e
somente se a € B;j. Portanto, a € R, se e somente se a € ﬂfiu{y:(?w) B;j, como
queriamos. O

Nota 5.21. Note que os B; do Teorema 5.17 sdo unicamente determinados por «

pois estes sdo as localizagoes de R, pelos seus ideais maximais.

O restante deste capitulo serd dedicado a obtermos uma reciproca do Teorema
5.17 para o caso em que a valorizacao do centro tem posto finito. O passo fun-
damental nesse sentido é o resultado seguinte, que é um teorema de existéncia de

gauges minimais.

Teorema 5.22. Seja F' um corpo com uma valoriza¢do v de posto finito e seja
A uma F-dlgebra central simples. Suponhamos que v é sem defeito em A. Entdo

existe uma v-gauge minimal em A.

Demonstra¢ao: A demonstragdo ¢ por indugdo sobre rk(I'), o posto de v. Se
rk(I') = 1, entdo todo anel de valorizacdo de Dubrovin de A com centro V é
integral. Entdo existe uma fun¢do valorizacdo de Morandi em A, que € também
uma gauge minimal pela Proposicao 2.55. Podemos entao assumir que rk(I") > 1.
Seja A C T' um subgrupo convexo de posto 1. Seja A = T/Aee: T — Ao

homomorfismo canénico. Seja
w=cov: F— AU{o0},

que é uma valorizacdo menos fina que v em F tal rk(w) = rk(v) —1 . Como
estamos assumindo que v € sem defeito em A, temos pela Proposicdo 3.52, que w
também é sem defeito em A. Assim, por hipdtese de inducao, existe uma w-gauge
minimal 3 em A. Agora seja (F,v") (resp. (F! w")) a henselizacio de (F,v)

(resp. (F,w)). Seja w' a valorizacio menos fina que v" dada por

w =eovl: F" 5 AU {0}
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Como v" ¢ henseliana, temos pela Proposicdo B.2 que w' também é henseliana
e (Fh wh) C (F! w'). Pela Proposicio 3.30, temos uma w'-fungdo valorizagao
multiplicativa

B@w':Ah — AU {oo},

e um isomorfismo de algebras graduadas

grﬁ@w’(Ah) = grﬁ(A) ®grw(F) grw/(FifL)'

Pela Proposicio B.6, (F",w') ¢ uma extensdo inercial de (F, w"). Logo a extensao
Fbew//Fw é separavel e I'yy = T',n. Portanto, f ® w' é uma w'-gauge em Al pela
Proposi¢ao 3.32. Para o restante da prova, a idéia ¢ construir a partir de 8 ® w’
uma v/-gauge a em A". A restricio a| nos dara a v-gauge em A desejada. Seja
entdo D! (resp. D!) a algebra de divisio central sobre F* (resp. F) associada

h

a A®p F! (resp. A®p F). Por simplificacdo, vamos usar v" e w’ (resp. w")

para denotar as valorizacdes nas algebras de divisdo D! (resp. D!) estendendo as

valorizacdes henselianas v

e w' (resp. w"). Podemos identificar A" = Endpn M,
onde M é algum Df}—espago vetorial. Com essa identificacdo, obtemos pelo Teorema,

3.44 que existe uma w’-norma Sy M — AU {oo} tal que

(5.23) Bow =End(By) e grgew(A") 2 Endg ,(n, ) (805, (M)).

Como na se¢ao 2.1, o conjunto de valores Apy = Sp(M) é uma unido Ay =
Ay U---UAy, onde cada A; € uma classe lateral do grupo App v = w' (D). Segue

que grg, (M) tem um decomposicdo em gr,,(Dp,,)-espacos vetoriais graduados:

k
(5.24) grg, (M) =@My, onde My, = M.
i=1 AeA;
Além disso, temos ela Proposicao 2.13,
k
(5.25) (AP o 1:[1 Bnd o (My,,).

Seja (e;);~; uma base de decomposicdo de M para (y;. Pela Proposicdo 2.26,
(€;)i=y € uma gr,,(Dp)-base de grg, (M). Entdo, usando a decomposi¢do como

soma direta de (5), podemos alterara os indices

n
(ei)izl - {6117 ... 7611517 ey €hly e 7ektk}7
de tal forma que €j;,... e}, € My, para cada i € {1,...,k}. Por , para cada
i, os valores Bar(ei1), ..., m(eir;) estdo numa mesma classe lateral de Apn .
v

Entao podemos alterar os elementos da base (e;)7;, multiplicando adequadamente
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por elementos de D", de modo que By(e;) = --- = B (eit;), para cada i. A
valorizacdo v (resp v") induz uma valorizacio u (resp u) no corpo de residuos
FY (resp. Fh ). Da Proposicao B.6 temos que (Fh ,u’) €& a henselizagdo de
(Fh ,u). Seja L = Z(mwh), que ¢ uma extensio finita de F," . Temos também
que u tem f(v,w) extensdes para L, como descrito na segao A.1. No que segue,
vamos mostrar que w(8 ®w') = w(B){(v, w) Sejam w1, . .., Uy, ) todas extensoes
distintas de u para L. Pelo Teorema B.7,

£(v,w)
(5.26) L ®pw Fgl H Li,

onde cada L; is a henselizacdo L com relagao a u;. Pela Proposicao 2.13, podemos

escrever
w(B)
(5.27) Ay =1]B
j=1

onde cada Bj; ¢ uma L-algebra central simples. Como I'yy = ' », temos que

/

W FF = gr, (F) @po FP

(%

grw’(F1il> gg gryh (F£> ®Fhw

w

Assim,

(5.28) £ s (A7) =y gr5(A) @ I

Segue que

(5.29) (A = A @ FF” = Al @1 (Lopw ).

Juntando as informagoes de (5.26), (5.27) e (5.29), obtemos que

L(v,w)
(5.30) (AMeE = Ajer (] L)
=1
w(p) L(v,w)
(5.31) o H )@ ( H Li)
Jj=
w(B) £(v,w)
(5'32) = Bj ®r Lj.
Jj=1 =1

Como cada Bj ®r, L; é uma L;-algebra central simples, ao compararmos (5.25) e

(5.32), obtemos que

(5.33) k=w@Bew)=wB)(v,w).
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Agora, para cada i = 1,...,k, seja algum ~; € T, tal que e(y;) = Bas(eir). Defini-
mos a v-norma ayr: M — TU{oo} pela condigdo que {e11, ..., €1ts -, €1y - - -, Cht, }

¢ uma base de decomposicao de M para a;s e
an(eij) = Vi para i=1,....k e j=1,...,1.

Entao, € o apr = B e o conjunto de valores I'yy = aps(M) é uma unido dis-
junta de classes laterais I'ng = v1 4+ ppr ypn U+ - U+ pr yn. A funcao valorizacao
a = End(ayy), definida como (2.47) é uma v"-gauge em A", pois Dy, , é sem defeito
sobre (Ff, v"). Novamente pela Proposicio 2.13 o ntimero de componentes simples
M)) cor-

responde a decomposi¢ao de I'ys em classes laterais distintas de I'pp ., logo w(a) =

da parte de grau zero da dlgebra graduada gr, (A") = Endy, , (pry(8rq,,(
k. Como By = €0 aypy, segue da formula (2.47) que End(By) = € o End(ay), isto
e,

BRw =coa.

Por [TW2, Prop. 5.5] temos que |4 é uma v-norma em A tal que a = a4 ® v".

Consequentemente, usando o fato que FJL /F é uma extensao imediata, temos que

gro(A") = gry), (A) Qg(r) gron(F") = gry,(A).

Como « é uma vP-gauge, a algebra graduada gr,(A") é semi-simple. Assim,
gra|A(A) é uma algebra graduada semi-simples, logo a|4 é uma v-gauge em A.
Além disso, w(ala) = w(a) = k = w(B)l(v,w). Pelo Teorema A.15, temos
¢(v) = &(w)l(v,w). Como estamos assumindo que S é uma gauge minimal, que &,

w(B) = &(w), temos
w(ala) = w(B)(v, w) = {(w)t(v, w) = £(v),

donde concluimos que «|4 é uma v-gauge minimal em A, como queriamos. ([

O resultado seguinte é a reciproca do Teorema 5.17 para o caso em que a

valorizacao do centro tem posto finito.

Corolario 5.34. Seja F' um corpo com uma valorizacdo de posto finito v. Seja
A uma F-dlgebra central simples. Suponhamos v seja sem defeito em A. Seja
By, ..., B, uma familia de anéis de valoriza¢ao de Dubrovin de A, com Z(B;) =V,
tendo a IP e tal que B = (\;_, B; € integral sobre V. Entdo existe uma v-gauge

mianimal o em A tal que Ry = (i Bi.
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Demonstracao: Pelo Teorema 5.22 existe uma v-gauge minimal § em A. Podemos
aplicar o Teorema 5.17 com a gauge 3 e obter que o anel da gauge Rg = ﬂfgl) R;,
onde Ry,...,R¢ é uma familia de anéis de valorizagao de Dubrovin de A com
Z(B;) =V e tendo a IP. Pelo Teorema da Conjugacao (Teorema A.8), B e R,
sao anéis conjugado, isto é, existe q € A" tal que B = ngq_l. A composicao de

1

B com o automorfismo interno ¢, : A — A definido por  — ¢~ x¢, nos d4 uma

v-gauge minimal o = f o1, em A tal que R, = qR[gq_1 =B. O
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Apéndice A

Anéis de valorizacao de

Dubrovin

A.1. A propriedade da intersecao

Nesta secao estudaremos a interseccao de um namero finito de anéis de valori-
zagdo de Dubrovin, que satisfazem uma condigao introduzida por Grater em [G] e
chamada, propriedade da intersecdo. Tudo que aparece nesta secao foi extraido do
livro de Marubayashi, Miyamoto e Ueda [MMU], que é uma referéncia completa

sobre a Teoria de anéis de valorizacdes de Dubrovin.

Seja A uma algebra simples de dimensao finita sobre seu centro F' e sejam
By, ..., By anéis de valorizagdo de Dubrovin de A. Seja R = ﬂle B;. Dizemos
que By, ..., By tem a Propriedade da Intersec¢io (IP) se J(S)NR é um ideal primo

de R, para cada anel S contendo B;, para algum ¢ =1,... k.

A propriedade da intersecao foi definida originalmente por Gréter em [G].
Griéter definiu a propriedade da intersecao em termos de trés condigoes que inclufa
a condigdo utilizada acima (cf. [MMU, pg. 89]). Mais recentemente, Y. Zhao

mostrou em |Z] que a condi¢do que usamos acima implica as outras duas.

Note que um tnico anel de valorizagdo de Dubrovin B tem a IP, pois se S é
um subanel de A contendo B, entao temos pela propriedade (1.11) que J(S) é um

ideal primo de B.

A seguir listamos alguns resultados que fornecem condigoes para que a Proprie-
dade da Intersecao seja detectada. Estes resultados serdo utilizados com frequéncia

ao longo do texto. Para demonstragoes, ver [MMU, §16 e §17|. Para o restante
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desta secdo, A denota sempre uma dlgebra simples de dimensdo finita sobre seu

centro ' e By,..., By € uma familia de anéis de valorizacdo de Dubrovin de A.

Proposicao A.1. Seja V; = Z(B;), para i = 1,..., k. Se Vi,..., Vi sao dois a

dois independentes em F, entdo By,..., By tem a IP.

Proposicao A.2. Sejam S, By, ..., Br anéis de valorizacio de Dubrovin de A com
B, CS,parai=1,...,k. Seja/Bvi = B;/J(S), parai=1,...,k. Entdo By,..., DBy
tem a IP se e somente se E, ... ,ka tem a IP.

Teorema A.3. Sejam By, ..., B anéis de valorizacdo de Dubrovin de A.

(i) Sejam S e S’ o0s anéis de valorizagdo de Dubrovin de A com B; C S,
B; C S para algum i,j com 1 <1i,j <k. Se Bi,..., By tem a IP entdo
S eS tem a IP.
(i) Se B; e B; tem a IP para todo i,j, com 1 < i,j < k e i # j, entio
By,...,B; tem a IP.
(iii) Seja B" um anel de valorizagao de Dubrovin de A contido em B; e supo-

nhamos que By, B; sdo tncompardveis para cadai = 2,...,k. Se By,..., By

tem a IP, entio B',Bs,..., By tem a IP.

Corolario A.4. Sejam Bi, ..., By anéis de valorizagao de Dubrovin de A, dois a
dois incompardveis, e seja B;; o menor subanel de A contendo B; e Bj;. Sejam
B; = B;/J(Bij) e /BZ = Bj/J(Bij). Entao By,...,By tem a IP se e somente se

Z(E) e Z(Bj) sao independentes em Z(B;j) para todo i # j.

O diagrama abaixo ajuda a visualizarmos os anéis considerados no Corolario

A4

(A.5) A B , B C Bz‘j\
B;; E@ , ﬁ;
| | |
F v c W Z(By) Z(B) , Z(B;)
| N _/
w Vv

O seguinte resultado fornece um critério para a IP facil de ser verificado no

caso em que os anéis de valorizacao de Dubrovin sdo integrais sobre o centro.
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Proposicao A.6. Sejam By, ..., By anéis de valorizacao de Dubrovin de A, dois
a dois incomparduveis, e seja B = ﬁleBi, Suponhamos que B; € integral sobre V;

para todo i. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Z(B;) e Z(Bj) sdo independentes em Z(B;j) para todo i # j.
(i) BiVij = B;Vij = Bij.
(ili) B; = BV;.

onde Vij (resp. Bj;) denota o menor sobreanel de V; e Vj (resp. B; e Bj).

A.2. O nimero da extensao

Nesta secao vamos definir o niimero da extensdao de um anel de valorizacao
para uma &lgebra central simples. Para isso, precisamos de dois teorema funda-
mentais obtidos por Griter, os quais estabelecem a existéncia e unicidade (a menos
de conjugacao) de uma familia de anéis de valorizacao de Dubrovin em um anel
artiniano simples, tendo a Propriedade da Intersecdo. Para demonstracoes, ver
[MMU, Thm. 16.14 ¢ Thm. 16.15].

Teorema A.7 (Teorema da Existéncia). Seja A um anel artiniano simples com
dimensao finita sobre seu centro F. Suponhamos que Vi,...,V, sdo anéis de va-

lorizagao de F, dois a dois incompardveis, e seja D = (., Vi.

(i) Sejam By, ..., By anéis de valorizagao de Dubrovin de A tendo a IP e seja
B = ﬂlle B;. Suponhamos que Z(B) = Vi N---NVy, para algum £ com
1 < ¢ < n. Entio existem anéis de valorizacdo de Dubrovin Byy1,..., By
de A tais que By, ..., By, tem a IP, e se B' =", B;, entdo Z(B') = D
e B’ ¢ integral sobre D.

(i) Sejam Bi,...,By (resp. Bjy,...,B.,) anéis de valoriza¢io de Dubrovin
de A, dois a dois incompardveis, tendo a IP, e sejam B = ﬂle B; e
B'=N",B.. Se Z(B) = Z(B') = D e B' ¢ B sao ambos integrais sobre

D, entao k =m.

Teorema A.8 (Teorema da Conjugacio). Seja B (resp. B') a intersecio de
um nidmero finito de anéis de valorizagao de Dubrovin de A tendo o IP. Se Z(B) =
Z(B') =D ¢ B e B’ sio ambos integrais sobre D, entdo B e B’ sio conjugados,

que é, B = qB'q™!, para algum q € A"

Seja A um anel artiniano simples com dimensdo finita sobre seu centro F' e

seja V um anel de valorizacao de F. Pela parte (i) do Teorema A.7, existe uma
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familia de anéis de valorizacdo de Dubrovin By, ..., B, de A tendo a IP, tais que
Z(B;) =V e B=();_, B; é integral sobre V. O inteiro n ¢ chamado o nimero da
extensdo de V para A. Pela parte (ii) do Teorema A.7, o ntimero da extensao esta
bem definido.

Existe uma outra defini¢ao para o ntimero da extensao introduzida por Wadsworth
em [W2]. Seja B um anel de valorizacdo de Dubrovin de uma algebra simples A de
dimensao finita sobre seu centro F e seja V = BNF = Z(B). Como B = B/J(B)

é um anel artiniano simples, podemos definir
(A.9) tp = tamanho matricial de B,

isto ¢, B 2 M;,(FE), para algum anel de divisio E. Agora seja F" a henselizacao

de F' com respeito ao anel de valorizacdo V. Definimos
(A.10) np = tamanho matricial de A ®@p F",

isto ¢, A ®p F" = M, (D"), onde D" ¢ um anel de divisdo com centro F".
Acontece que np/tp é sempre um inteiro positivo e coincide com o ntimero da

extensdo de V para A definido acima.

Note que np s6 depende da algebra A e da valorizacao do centro. O mesmo
acontece com tp, uma vez que dois anéis de Dubrovin sobre o mesmo centro sao
sempre conjugados, logo isomorfos. Entdo escreveremos {(V, A) para denotar o
namero da extensdo de V para A, ou simplesmente &(V'), quando a algebra A

envolvida estiver fixada.

Para sermos mais precisos, {(V, A) depende apenas de V' e da classe de Brauer
equivaléncia de A. De fato, se B ¢ um anel de valorizacdo de Dubrovin de A, com
centro V, entdo S = My(B) é anel de valorizacdo de Dubrovin de Mj(A) com
centro V. Como

Mi(A) @p F" = My(A®p F"),

temos que ng = k - npg. Por outro lado,
S = My(B)/J(My(B)) = My(B/J(B)),
o que implica tg = k - tg. Portanto, £(V, M (A)) = &(V, A).

No que segue, vamos introduzir o conceito de posto degrau e ideal degrau e
estudar a sua relacao com o ntmero da extensao descrito acima. Esses conceitos

apareceram originalmente em [W2], que usamos como referéncia aqui.

Seja (F, V') um corpo valorizado e seja A uma F-algebra central simples. Seja

{P;}icr 0 conjunto linearmente ordenando dos ideais primos de V. Para cada i € I,



A.2. O numero da extensao 75

seja (Fj, V;) a henselizacdo de (F, Vp,) e seja A®p F; = My, (D;), onde D; é uma Fj-
dlgebra de divisdo central. Como [A®p F; : F;] = [A : F], temos que n; < [A: F].
Além disso, se P; C Pj, entdo Vp, O Vp,. Entao por (B.5), podemos escolher
F; C F}, e assim n;|nj. Entdo, se n € {n; | i € I}, entdo existe um ideal primo P;
de V maximal tal que n; = n. Para verificar isso, seja I, = {i € I | n; = n} e seja
P; = Us;e 1, i, que é um ideal primo de V pois os P; sao linearmente ordenados.
Como Fj ¢ o limite direto dos F;, com i € I, concluimo que n; = n. O ideal
primo P; é dito um ¢deal degrau de V com respeito a algebra A. Note que P; é um
ideal degrau se e somente se para cada Ps 2 P; temos ngs > n;. Denotamos por
j(V, A) o ntimero de ideais degrau. j(V, A) é chamado de posto degrau de V com
respeito a A. Note que o posto degrau é sempre finito pois podemos ter apenas
um numero finito de n; < [A : F] distintos. Isso torna o posto degrau muito
atil para argumentos indutivos, principalmente quando o posto da valorizagao é
infinito. Seja B um anel de valorizacao de Dubrovin de A com Z(B) = V. Como
existe uma correspondéncia entre os ideais primos de B e os ideais primos de V'
(cf. [MMU, Thm. 7.8]), dizemos que @ é um ideal degrau de B se QNV ¢é ideal

degrau de V com respeito a A.

O resultado seguinte estabelece que os anéis de valorizacao de Dubrovin cujo
centro tem posto degrau igual a 1 sdo sempre integrais. Para uma demonstragao
ver [MMU, Thm. 11.5].

Teorema A.11 (Wadsworth). Seja A uma F-dlgebra central simples. Seja R um
anel de valorizagao de Dubrovin de A e seja V= Z(A). Suponhamos que j(V, A) =
1. Entdo R € integral sobre V.

No que segue, vamos relacionar os ideais degrau com o nimero da extensdo

introduzido na Segdo A.2. Para isso, precisemos fixar alguma notagio:

(A.12) Seja B um anel de valorizagdo de Dubrovin de A tal que Z(B) = V. Seja
S um subanel de A contendo B. Entdo S é um anel de valoriza¢do de Dubrovin de
AeW = Z(S) é um anel de valorizacao de F contendo V. Seja B = B/J(S), que
¢ um anel de valorizacdo de Dubrovin de § = §/J(S). Seja V = V/J(W), que é
um anel de valorizacdo de W = W/J(W).

Nas condigoes de (A.12), definimos

(A.13) ((V,W) = o ntimero de extensdes de V para Z(5).
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Como dois anéis de valorizacdo de Dubrovin sobre o mesmo centro sdo sempre
conjugados, {(V, W) depende apenas dos anéis de valorizacao V e W e da algebra
A.

Teorema A.14 (Wadsworth). Sob as condigées de (A.12), sejam Q1 & Q2 &
-+ G Qr um conjunto finito de ideais primos de V' que contém todos os ideais
degrau. Seja Vi = Vg, e b; =l(Vg,, Vo, ,). Entdo

E(V,A) = tlals - Uy

Teorema A.15 (Wadsworth). Sob as hipdteses de (A.12), temos

(i) tg =ty > ts;
(ii) np = ng(ns/ts)l(V,W);
(i) (V) = EW)(ng/tz)(V,W).

Corolario A.16 (Wadsworth). Sob as hipdteses de (A.12), seja Q um ideal primo
de B contendo J(S). Se Q/J(S) é um ideal degrau de B, entio Q é um ideal degrau
de B.

Para concluir esta secao, temos dois resultados sobre sobreanéis de anéis de
valorizacao de Dubrovin que sao integrais. Esses resultados serao tteis em argu-
mentos indutivos. Para demonstracoes da Proposicao A.17 e Proposicao A.18 ver
[MMU, Prop. 12.4] e [MMU, Cor. 16.6], respectivamente.

Proposicao A.17. Seja R um anel de valorizacio de Dubrovin de A com V =
Z(R), tal que R nao é integral sobre V. Entao existe um anel de valorizacio de
Dubrovin S de A contendo R, tal que S é integral sobre W = Z(S) e é minimal

com essa propriedade. Além disso, temos
(i) W& Z(S).

(ii) V tem pelo menos duas extensées para Z(8), isto ¢, L(V,W) > 2.

Proposicao A.18. Sejam R1,..., R, anéis de valorizacdo de Dubrovin de A, dois
a dois incompardveis e tendo a IP, tais que V. = Z(NR;) ¢ um anel de valoriza¢io
de F. Seja S; wm anel de wvaloriza¢io de Dubrovin de A contendo R;, integral
sobre W; = Z(S;) e minimal com essa propriedade, para todo 1 < i < n. Entdo

Si=-- =5,
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A.3. Teorema da aproximacgao de Morandi

Nesta secao apresentamos o Teorema da aproximagao para anéis de valorizacao
de Dubrovin obtido por Morandi em [M3]. Morandi estava trabalhando indepen-
dentemente de Griter, tentando obter para anéis de valorizacdo de Dubrovin uma
versao do Teorema da aproximagao baseada na versao mais geral do Teorema da
aproximacgao no caso comutativo, que foi obtido por Ribenboim em [R, Théoréme
5]. A condigao sobre a familia de anéis de Dubrovin utilizada por Morandi para o
estabelecimento do teorema mostrou-se equivalente a Propriedade da Interseccao
introduzida por Gréter (Compare o enunciado abaixo com [M3, Thm. 2.3] e o

Corolario A.4 acima).

Teorema A.19. (Teorema da aproximagao de Morandi) Sejam B, ..., By
anéis de valoriza¢do de Dubrovin de A, dois a dois incompardveis e tendo a IP. Seja
Bi; o menor subanel de A contendo B; e B;. Assumimos que para todo 1 <i <k
existe um ideal a direita I; de B; para os quais vale I;B;; = 1;B;; para todo i # j.
Sejam a1, ...,ar € A tais que a; — a; € I;B;j para todo i # j. Entdo eriste x € A

tal que x — a; € I; para todo 1.

Para uma demonstracao do Teorema A.19, ver [MMU, Thm. 15.2].
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Apéndice B

Henselizacao e produto

tensorial

Reunimos neste apéndice algumas propriedades importantes sobre henselizagao

que sdo utilizadas com frequéncia ao longo do texto.

Um corpo valorizado (F, V') é dito henseliano quando vale o Lema de Hensel,
isto é, para todo polinémio moénico f € Vx|, tal que sua imagem f € F' [z]
tem uma fatoracdo f = gh, com g e h relativamente primos em Fv[x], existem
g1,h1 € V[z] tais que f = g1h1, § = g1, h = hy e deg(g1) = deg(g). Neste caso, a
valorizacao v é dita henseliana. A seguir temos uma util caracterizacao de corpos

henselianos.

Proposicao B.1 (|[EP|, Thm. 4.1.3). Um corpo valorizado (F,V') é henseliano se

e somente se V tem prolongamento unico para toda extensao algébrica L de F.

O resultado seguinte estabelece que a composicao de valorizacbes tem um bom

comportamento com relagao a propriedade de ser henseliano.

Proposicao B.2 (|[EP|, Cor. 4.1.4). Seja (F,V) um corpo wvalorizado ¢ W um
anel de valorizacao de F' contendo V e U = V/J(W) o anel de valoriza¢io quo-
ciente em F". Entio (F,V) ¢ henseliano se e somente se (F,W) e (F,U) sdo

ambos henselianos.

A henselizacdo de um corpo valorizado pode ser definida em termos de uma
propriedade universal: Uma henselizacao de um corpo valorizado (F,V) é uma
extensdo henseliana (F", V") de (F,V), tal que para toda extensdo henseliana

79
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(F', V') de (F,V), existe um tnico F-mergulho o : (F" V) — (F' V"), isto é, ¢

¢ um homomorfismo injetivo tal que @(V") =V’ e p|p = id.

(B.3) (Fh, vy (F, V)

(FV)

Como estabelecido em [E1, (17.10)], todo corpo valorizado tem uma tnica
henselizagdo a menos de F-isomorfismo. Dessa forma, faz sentido escrevermos que

(F" V") é a henselizacio de (F, V).

Proposicdo B.4 ([E1], Thm. 17.19). A henselizacio (F", V") é uma estensdo
imediata de (F,V), isto é, F? =F e T\, =T n.

Seja (F, V) um corpo valorizado e W um anel de valoriza¢do de F' contendo
V. Seja (F', VP (resp. (F!",W")) a henselizacio de (F,V) (resp. (F,W)). Seja
W' = WV" que é um anel de valorizacio de Fjl contendo V. Entdo, pela
Proposigao B.2, temos que (F, W) ¢ uma extensdo henseliana de (F,W). Segue
da propriedade universal da henselizacio que existe um mergulho ¢ : (FP, Wh) —
(Fh,W'). Assim, podemos identificar (F, W") com sua copia isomorfa dentro de
(Fh,W'). Desta forma, podemos ver (EF, W') como uma extensdo de (F*, Wh).
Seja V! = VPN Fl C W N F! = Wh. Seja V! = V//J(Wh), que é um anel
de valorizagao do corpo de residuos FTZLwh = F". Da mesma forma, seja WL =
vhgwry c B

(B.5) (Fh vty C  (Fh W)
(I V') C (Fhwh, FF vh
(F,V) < (FW) (F, V)

Proposicao B.6 (|[M1], Thm. 2). Sob as hipdteses do pardgrafo acima, temos que
(Fh,W') é uma extensio inercial de (F!, W), isto ¢, Fijw, ¢ uma extensio se-
pardvel de F" e para todo corpo K tal que F!' C K C F' ¢ [K : F' < oo,
temos [fw" :FY) = [K : F"), onde W' = W N K. Além disso, (FT?M/,%) éa
henselizagao de (flﬂ,/‘}/’)
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E bem conhecido que se L/F é uma extensdo finita de corpos, v ¢ uma valori-
zacao discreta em F' e vy,..., v, sdo todas as extensoes distintas de v em L, entao
existe um isomorfismo L&y F — Hle Ei, onde F (resp. IA/Z) ¢ o completamento de
F (resp. L) com respeito a v (resp. v;) (ver |[B, Chapter VI, §8, no. 6, Prop. 11]).
O teorema a seguir é um analogo ao resultado mencionado acima, que vale para
valorizagoes de posto arbitrario, trocando-se o completamento pela henselizagao.
No caso em que a extensao finita é separédvel, este resultado esté implicito em [E1,
Thm. 17.17]. A demonstracdo do caso geral, que apresentamos aqui, foi obtida

por Wadsworth.

Teorema B.7. Seja (F,v) um corpo valorizado e seja L uma extensao finita de
F. Sejam 1, ...,y todas as extensoes de v para L. Seja F" a henselizacio de F
com respeito a v. Entio, L @p F" = [I;_, Li, onde cada L; € a henseliza¢io de L

com respeito a ;.

Para demonstrar a Proposigao precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema B.8. Seja N/F uma extensio galoisiana de corpos (possivelmente de grau
infinito) e seja o grupo de Galois G = G(N/F). Seja L e K corpos intermedidrios
com [L: F|] < oco. Seja H= G(N/L) < G eZ =GN/K)<G. Suponhamos
que Ti,...,Tp representantes das Z — H classes laterais distintas em G, isto é,

G = Ule ZtiH é uma unido disjunta. Entio L @p K = Hle (L) K.

Demonstra¢ao: Como L é separavel sobre F', temos que L = F(a) para algum
a € L. Seja f o polindomio minimal de a sobre F. Entao f se fatora em N[X]
como um produto de polinémios moénicos f(X) = (X —a1)--- (X — ay), com os
a; todos distintos. Podemos supor que a; = a. Seja A = {aq,...,a,}. Seja f =
g1 - - - g¢ a fatoracdo em polindmios monicos irredutiveis de f em K[X] e sejab; € A
alguma raiz de g; em N para cada 1 < ¢ < /. Enquanto G age transitivamente
em A, temos que A se decompde em £ orbitas disjuntas A = By U---U By, onde
B; = Zb; = { raizes de g; em N}. Para cada i, escolha 7; € G com 7;(a) = b;.
Entao Z1;H = {0 € G | o(a) € B;}, pois H = {oc € G | o(a) = a}. Entao,
ZnH,. .., Z1H sao todos as Z — H classes laterais distintas em G. Como g; e g;

sao primos entre si, para i # j, temos pelo Teorema chinés dos restos
LeorpK = F[X]/(f)or K= K[X]/fK[X]

= K[X]/(g1) - (90) = K[X]/(g91) x -+ x K[X]/(g¢)
= K(b)x- - xK(by)Z2n(L)K x---x1(L)K.



82 B. Henselizagao e produto tensorial

O

Demonstrag¢ao da Proposi¢ao(caso separdvel): Suponhamos primeiro que L é uma
extensdo separavel de F. Seja F* o fecho separavel de F' e seja G = G(F*/F).
Fixe alguma extensdo w de v em F* e seja Z = {0 € G| o ow = w}. Podemos
supor que Z = G(F*/F"). Seja Q o conjunto das extensdes de v para . Temos
que G age transitivamente a direita em Q. Para cadai=1,...,¢, seja Q; = {y €
Q |yl =vyi}. Seja H=G(F*°/L). Note Qi,...,Q sao as distintas H-o6rbitas em
Q. Para cada 1 <i < £ escolha 7; € G tal que w o 7| = y;. Seque que

{oceGlwoo|lp=yi}={c€eG|lwoo €O} =Z7;H.

Entado G se escreve como uma unidao disjunta G = Ule Z7m;H de Z — H classes

laterais. Podemos entdo aplicar o Lema B.8 com N = F* e K = F". Entao

¢ ¢
Lop F"=[[#n(@)F" =] Lr '(F").
i=1 i=1
Note que o namero de fatores diretos de L @ F" é o namero de Z — H classes

laterais, que neste caso é o nimero de extensdes de v para L. Agora note que
G(F*/Lt, Y (FM) = G(F*/L) N G(F* /7, Y(FM)) = H 77 2.

Como Z é o estabilizador de w em G, temos que TZ-_1Z T; € o estabilizador de woT;
em G. Logo HN Ti_lzTZ‘ é o grupo de decomposicao de w o 7; sobre y;. Assim,
LTi_l(F h) é a henselizacdo de w o 7; sobre y;. Isso completa a prova do caso em

que L é separavel sobre F'. O

Para demonstrarmos o caso em que L é ndo é separavel sobre F', precisaremos

do seguinte lema.

Lema B.9. Seja (F", v") uma henselizacio do corpo valorizado (F,v). Seja K
uma extensdo de F dentro do fecho algébrico de F* e seja w a unica extensdio de
v" para K - F". Entdo (K - F*,w) ¢ uma henselizacio de (K, w|).

Demonstra¢io: A valorizacdo w em K - F é henseliana pois K - F? é uma exten-
sdo algeébrica de I e v é henseliana. Seja (K", w") uma henselizacio (K, w|x).
Pela propriedade universal acima existe um mergulho (K" wh) < (K - F* w).

Entdo podemos assumir que K C K" C K - F' e w"

= w|gn. Novamente pela
propriedade universal, existe um mergulho (F*, v") — (K" w"), donde obtemos

um mergulho F* - K < K" Como K" C K - F", concluimos que K" = K - F" e



B. Henselizagao e produto tensorial 83

w = w”. Portanto, (K - F",w) ¢ uma henselizacio de (K, w|x). O

Demonstra¢ao da Proposi¢ao(caso nao separdvel): Suponhamos agora que L nao
¢ separavel sobre F' e seja S o fecho separavel de F' em L. Seja u; = y;|s, para
1 <4 < ¢ Como L é puramente insepardvel sobre S, temos que as valorizacoes
u1,...,up sdo todas distintas e estas sao todas as extensbes de v para S. Podemos

entdo aplicar o caso separavel com S no lugar de L. Entao temos S ®p FP =

Hle E;, onde cada (E;,ul) é a henselizagdo de (S,u;). Segue que

¢ l
LopF'=Leg(Ser ") 2 Les ([[E) = ([[L®s Ei).

i=1 i=1
Como L é puramente inseparavel sobre S, enquanto que F; é separavel sobre S,
estes corpos sao linearmente disjuntos. Logo L ®g F; é um corpo, que é isomorfo
a L - F;. Seja w; a Unica extensao de uf para L ®¢ E;. Como w;|s = u; entao
w;|r, = y;. Concluimos entao pelo Lema B.9 que (L ®g E;, w;) é a henselizacao de
(L,y;) para 1 <i < /. O
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Apéndice C

Um teorema sobre a
estrutura de gauges em

algebras simples

O teorema seguinte é uma generalizacao do Teorema 4.5 que vale para valo-
rizagdes de posto arbitrario. A demonstracdo que incluimos aqui foi obtida por
Wadsworth.

Teorema C.1 (Wadsworth). Seja (F,v) é um corpo valorizado ¢ A é uma F-

dlgebra simples de dimensdo finita. Sejam vi,...,v, todas as extensdes distintas
de v para K = Z(A). Entao existem v;-gauges o; em A para i =1,...,7 tais que
(C.2) a(a) = min (a1(a),...,a(a)) para todo a € A.

Além disso,

(C.3) gro(A) =g gr, (A) x--- xgr, (A).

Demonstragdo: Seja (F" v") a henselizacio de (F,v) e seja
B=A®pF' e L=2Z(B)=KaopF"

Pelo Teorema B.7, L é um produto direto de uma quantidade finita de corpos.

Seja eq, ..., e, os idempotentes primitivos de de L, entao

L:L1><‘-'><Lr, onde Li:eiL,
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e cada L; é um corpo. Os L; sdo indexados pelos v;. Consequentemente, B é um

produto de algebras simples
B:le--'XBT, onde Bi:eiB,

Entdo, cada B; é uma L;-algebra central simples. Vamos identificar K, A, F'* com
suas copias isomorfas K®@1, A®1,1® F" em B. Mas ndo vamos identifica-los com

suas copias isomorfas e; K, e; A, e; F hem B;. Para cada i temos inclusées canonicas
pi: A= B, a—ea®1l) e g : F'" < B;, c—e(l®e).
Entao, B; tem subalgebras p;(A),p;(K), e L;, com

B; = pi(A) ®p, (k) Li = A®k Li, assim, [B;: L) = [A: K].

Cada corpo L; é um compositum de corpos, L; = p;(K)-¢;(F"). A composicio
P o qi_1 é uma valorizacao henseliana em ¢;(F' "), que se estende unicamente para
uma valorizagao henseliana w; em L;. A restricao de w; para K da uma valorizagao
w; o p; que estende v de F. As valorizagbes w; o p1, ..., w, o p, sdo todas distintas
e sdo todas as extensbes de v para K. Desta forma, ap6s renumerarmos os e; se

necessario, podemos assumir w; o p; = v;, para i =1,...,r, isto &,
(C4) vi(d) = wi(e;(d® 1)), paratodo de K.

O Teorema B.7 também nos da que (L;, w;) é a henselizagdo de (K, v;).

Seja B = a ®v", que é uma v-gauge em B, satisfazendo

(C.5) g15(B) 24 816 (A) gy g1(F") 24 gra(A),

pela Proposi¢do 3.33. Seja 8; = f|pB,, que é uma vP-gauge em B; através do

mergulho ¢; : F" < B;. Pela Proposicio 4.1,

(C.6) B(b) = 113121 (Bi(eib)), para todo b € B,
e
(C.7) grz(A) = grg, (B1) x -+ X gl‘@.(Br)-

Como w; é a tunica extensdo da valorizacio henseliana v para L;, temos pela

Proposicao 3.38 que cada §; é uma w;-gauge.

Defina as v-funcgoes valorizacdo asq,...,q, em A por

ai(a) = B(pi(a)) = Bi(eila @ 1)),
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Entdo, cada «; é multiplicativa pois §; é multiplicativa e para todo a € A,

(C.8) afa) =F(a®1) = min (Bi(e;(a ®1))) = min (a;(a)).

1<i<r 1<i<r
Além disso, como §; é uma w;-fungdo valorizagdo, segue que para todo ¢ € K e
a € A,

ai(ca) = ﬁi(ei(ca & 1)) = Bi(ei(c® 1) . €Z‘(CL & 1))
= wi(e;(c®1)) 4+ Bi(ei(a® 1)) = vi(c) + a;(a).

Logo «; € uma v;-funcgao valorizacao em A. O seguinte diagrama mostra as algebras

relacionadas a B; e as functes valorizacao associadas.

(C.9) B;, B;

N
\/\

K, v;

Agora, para todo v € I' a defini¢ao dos f; e (C.6) e (C.8) mostram que temos um
diagrama comutativo para cada i:

N id i
A%, r AS

(C.10) J l

B Bi

B, —— B, >
A aplicacdo vertical da direita ¢ a — e;(a ® 1). Também existe um diagrama
comutativo correspondente com > 7 no lugar de > ~. Estes dois diagramas juntos

dao um diagrama comutativo de gr(F') algebras:

gy (A) — H 8o, (A)
=1

I

grs(B) — H gra, (Bi).
i—1

(C.11)

1%

A aplicagdo superior é injetiva por (C.8). A aplicacao vertical da esquerda é o
isomorfismo de (C.5). A aplicacao vertical da direita é injetiva, pois para cada i, a
definicdo de o; mostra que gr, (A) — grg,(B;) ¢ injetiva. A aplicagdo de baixo ¢ o
isomorfismo de (C.7). Consequentemente, todas as aplicagoes do diagrama devem

ser isomorfismos. Assim, para cada i, gr,, (A) =, grg, (B;), que é semi-simples pois
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B; é uma gauge. Como (L;,v!) (resp. (F",v")) é uma extensdo imediata de (K, v;)
(resp. (F,v)), temos
[Li 2 F") 2 [gry, (L) : gron(F")] = [gr,, (K) : gr, (F)].

Assim, como f3; é uma v"-norma,

[e74, (A) = gry, (K)][gr,, (K) : gr,(F)] = [grg,(A) : gr,(F)]
= lgrg(Bi) : gron(F")] = [Bi : F
= [Bi: Li|[Li: F"] = [A: K][L; : F"]
> [A: K][gr,, (K) : gr,(F)].
Assim, [gr,.(A) : gr, (K)] > [A: K]. Como a desigualdade contraria é sempre ver-
dade para toda fungdo valorizacio, temos que [gr,, (A) : gr,,(K)] = [A : K]. Logo

@; ¢ uma v;-norma em A. Como notamos anteriormente, gr, (A) é semi-simples.

Portanto, a; é uma v;-gauge. O
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