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Resumo

Este trabalho tem por finalidade explorar resultados de aplicagdoes harmonicas, através do
calculo estocastico em variedades. Esta organizado da seguinte forma: Nos dois primeiros
capitulos sao introduzidos conceitos e resultados sobre cédlculo estocéastico no R", geometria
diferencial e grupos de Lie. No terceiro capitulo temos as defini¢coes de aplicacoes harmonicas
e a equacao de Euler-Lagrange. E finalmente, no ultimo, damos uma caracterizacao para
aplicagoes harmonicas através de martingales, que serd importante para explorar alguns re-

sultados sobre aplicagoes harmonicas do ponto de vista do calculo estocastico em variedades.

Abstract

In this work we explore results of harmonic mappings, via stochastic calculus in manifolds.
The text is organized as follows: In the first two chapters, we introduce concepts and results
about stochastic calculus in R", differential geometry and Lie groups. In the third chapter
we have the definitions of harmonic mappings and the Euler-Lagrange equation. Finally, in
the last chapter, we give a characterization of harmonic mappings via martingales, this will
be important to explore some results about harmonic mappings from the point of view of

stochastic calculus in manifolds.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho foi explorar alguns resultados de aplicacoes harmonicas
através do calculo estocastico. Entre eles, temos que dadas as aplicagoes harmonicas ¢; : M; —
G, j = 1,2,...,n, definidas em variedades riemannianas M; e tomando valores num grupo
de Lie com a métrica riemanniana bi-invariante, entao o produto ¢,¢s ... ¢, ¢ uma aplicagao
harmonica entre My, X My x ... x M, e G.

Para isto, foi utilizada como ferramenta principal, a caracterizacao de que uma aplicacao
¢ harmonica se, e somente se, aplicada em qualquer movimento browniano, resulta num mar-
tingale. Portanto, boa parte deste projeto se destina a resgatar alguns conceitos de célculo
estocastico e da geometria diferencial necessarios para estudar esta caracterizagao.

No primeiro capitulo apresentamos uma introducao ao calculo estocastico, contendo as
principais defini¢oes, exemplos e resultados considerados importantes. Entre eles, devemos
destacar como essenciais para os capitulos posteriores a formula de Ito, propriedades da inte-
gral de Ito, da integral de Stratonovich e da variacao quadrética.

Os focos do segundo capitulo sao algumas definicoes da geometria diferencial e de grupos
de Lie que foram utilizadas posteriormente. Uma delas, é a definicao de fibrado induzido, que
tem sua importancia na construcao conceitual de aplicacao harmonica. Em seguida, temos
a definicao e algumas propriedades da forma de Maurer-Cartan, que se encontra na secao de
grupos de Lie. Este serd importante para o resultado sobre produto de aplicagoes harmonicas,
que foi citado acima.

No terceiro capitulo abordamos a teoria de aplicacoes harmonicas do ponto de vista
analitico, como ponto critico de um funcional chamado de energia. Como parte desta teoria,
foi estudada a definicao de campo de tensao, a qual envolve, basicamente, os conceitos de
fibrado e transporte paralelo. Por fim, daremos o resultado que uma aplicacao é harmonica

se, e somente se, satisfaz a equacao de Euler-Lagrange.



O ultimo capitulo é dedicado, num primeiro momento, as defini¢coes de martingales e movi-
mentos brownianos numa variedade. Para tanto, foi utilizado um conceito de conexao a partir
da aplicacao hessiana, e através deste, ainda definimos aplicagoes afins, geodésicas e subvar-
iedades totalmente geodésicas. Em seguida, caracterizamos as aplicagoes harmonicas através

de martingales e exploramos alguns resultados de aplicacoes harmonicas citados acima.



Capitulo 1

Calculo Estocastico em R"

Neste capitulo daremos uma introducao a analise estocéastica. Primeiramente estaremos
abordando algumas defini¢oes basicas da teoria de probabilidade necessarias para definir movi-
mento browniano, martingale e integral de It0. Em seguida, trabalharemos com a férmula de
Ito6 para obter alguns resultados que serao necessarios para o ultimo capitulo. As principais
referéncias sao Oksendal [10], Protter [11] e Revus e Yor [12].

1.1 Introducao a Teoria de Probabilidade

Apresentaremos de forma sucinta os conceitos fundamentais da teoria de probabilidade.
Dado € um conjunto, uma o—dlgebra F em €2 é uma familia F de subconjuntos de € com as

seguintes propriedades:
1. 0eF
2. FeF=FecF

3. Al,Ag,...An,...Gfﬁ'UAief

=1

O par (Q,F) é dito espaco mensuravel. Uma medida de probabilidade P em (€, F) é uma
funcao P : F —0, 1] tal que:

1. P(0)=0,P(Q) =1



2. Dados Ay, Ay, ... A,,... € F disjuntos entao
i=1 i=1

A tripla (Q, F, P) é denominado espago de probabilidade. E usual denominar  como espago
amostral, um conjunto A € F como evento e P (A) como a probabilidade do evento A. Dado

(Q, F, P), diremos que uma funcao X : Q — R" é mensurdvel se:
X'U)={weQ: X(w)eU}eF

para todo aberto U € R™. Dada uma funcao X : ) — R", entao a o—algebra Hx gerada por

X é a menor g—algebra contendo os conjuntos:
X1 (U), U C R" aberto.

Por wvaridvel aleatdéria (randomica) entenderemos uma fungao X : Q@ — R” mensurdvel. Uma

variavel aleatoria induz a medida de probabilidade py em R"

px (U) é denominada distribuicao de X. A integral

PIX) = [ X(waPtw) = [ adula),

quando existe, é denominada esperanca da variavel aleatéria X. Dados dois eventos A e B

€ F eles sao ditos independentes se
P(ANnB)=P(A)P(B).

Dadas duas o—édlgebras A e B elas sao ditas independentes se dados quaisquer dois eventos
A € Ae B € B eles forem independentes. Finalmente dada uma familia de variaveis aleatorias

{X;;i € I} é independente se a familia de o-dlgebras Hy,, é independente.

Proposicao 1.1. Se duas varidveis aleatorias X, Y : Q@ — R sao independentes, e se E'[| X|] <
oo e EY]] < oo, entdo
E[XY]=E[X]E[Y].



1.1.1 Processos estocasticos

O que fizemos até agora foi bastante estatico. Um processo estocastico é um fenomeno que
evolui no tempo de uma maneira randomica, ou seja, um processo estocastico é uma familia

de variaveis aleatorias indexadas pelo tempo.

Definicao 1.2. Seja T um conjunto. Um processo estocdstico X € uma familia de aplicacoes
mensurdveis X, com t € T de um espago de probabilidade (2, F, P) tomando valores em
(E,&), onde E € dito espago de estados e € € uma o—dlgebra sobre E.

Para todo w € Q, a aplica¢do t — X; (w) é uma curva em F, que chamaremos de trajetdria
de X.

Observacao 1.3. No que seque, sempre tomaremos T =Ry e (E,€) = R"™ com a o—dlgebra
de Borel (neste caso é comum denotar um processo estocdstico por (Xi)i>o).

Daremos agora uma definicao de quando um processo é quase sempre continuo.

Definicao 1.4. Seja X : T'xQ) — E, um processo estocdstico, sendoT e E espacos topologicos.
Dizemos que X € quase sempre continuo (q.s. continuo) se

P{w: a trajetoria t — X; (w) € continua} = 1.
Precisamos de defini¢oes de igualdades entre dois processos estocéasticos. Para isto, deve-
mos antes definir as distribuicoes finito-dimensionais de um processo.

Definicao 1.5. Dada uma seqiiéncia (t1,...,t,) de tempos e (A ..., A,) uma seqiencia A;
de abertos de R", definimos a distribuicao finito-dimensional fu, . por

:ut1,-..7tn (Al, An) = P (th S Al, ...,th € An)

Dados dois processos X e X’ definidos respectivamente dos espacos de probabilidades
(Q,F,P)e (Y, F', P) tomando valores no mesmo espago de estados, eles sao ditos equivalentes

se as probabilidades finito-dimensionais forem iguais:

. /!
l’l’tl,m,tn - /’I’tl,...,tn :

Diremos entao que temos versoes do mesmo processo. Estamos agora interessados na con-

strucao de processos estocasticos X, a partir de distribuicoes finito-dimensionais vy, 4, .

5



Teorema 1.6 (de extensao de Kolmogorov). Para todo ty,....ty € T, k € N | seja vy, 4,
uma medida de probabilidade em (R”)k, tal que, para toda permutagao o de {1, ..., k},

Vto(1)7"'7to'(k) (Fl, ceey Fk;) = Vt1,...,tk (F071(1)7 ceey Fo-fl(k)) (11)

Uty ooty (F1 X 0 X Fy) = 1y (F1 X ... X By x R" x ... x R") (1.2)

thyeslhtm

para todo m € N. Entdo existe um espaco de probabilidade (2, F, P) e um processo estocdstico
X, tal que
Vb, te (Fl X ... X Fk) = P{th € Fl, ...,th € Fk} ,

para todo t; € T, k € N e todo aberto F; de R™.

1.2 Movimento Browniano

O exemplo bésico de movimento browniano é o movimento de particulas de pélen num
liquido. Este fenomeno foi descoberto pelo botanico inglés R. Brown em 1827 e se deve as
constantes colisoes do polen com as particulas, bem menores, do liquido. Para descrever
matematicamente o movimento é natural usar o conceito de processos estocastico para By (w),

como sendo a posi¢ao no tempo t da particula de pélen w.

Observacgao 1.7. O movimento browniano n-dimensional é a n-upla B, = (Bt(l), Bt(2), o Bt(")),
onde {Bt(J)}tzo, 1 <5 <n, é um movimento browniano 1-dimensional.

Para construir { B; (w) }+>0 ¢ suficiente, pelo teorema de extensao de Kolmogorov, encontrar
uma familia de probabilidades {1, ., } satisfazendo as equacoes (1.1) e (1.2). Sendo assim,
fixando =z € R", definimos

2
p(t,z,y) = (27?15)_% exp (—%) , paray € R", ¢t > 0.

Entao, dados 0 < t; <ty < ... <t, definimos

Viyoty (F1 X oo X Fy) =

:/ p(ty,x,x1)p(te —t1, 21, 22) ... p (b — tp_1, Th—1, k) dxy - - - dxy, (1.3)
F1><...><F]C



onde dx; é a medida de Lebesgue e p(0, z, y)dy é o ponto de massa unitério em z. Em seguida
estendemos esta definicio para toda sequéncia de t;s usando (1.1). Como [g, p(t,z,y)dy =
1 para todo t > 0, a equacdo (1.2) é satisfeita, e portanto pelo teorema de extensdo de
Kolmogorov existe o espago de probabilidade (€2, F, P*) e o processo estocastico { B;};>0 em

Q tal que a distribuicao finito-dimensional de B; é dada por (1.3), ou seja,

P:/U (Bt1 € Fla ...,Btk € Fk) -

:/ p(t,z,21)p(ta —t, 21, 22) ... p (B — the1, Th—1, k) day - - - dy,. (1.4)
Fyx...xFy,

Observe que P*(By = x) = 1. Tal processo é uma versao do movimento browniano iniciado
em z. Ele ndo é tunico, existem véarias quadruplas (By, Q, F, P*) que satisfazem (1.4), o que
nao causara maiores problemas para nossos propésitos, apenas escolheremos alguma versao
para trabalhar. O seguinte teorema é importante para responder se o movimento browniano

¢ continuo.

Teorema 1.8 (de continuidade de Kolmogorov). Suponha que o processo X = {X;},.,
satisfaz a condicao: para todo T > 0 existem constantes «, 3, D, tais que

E[|IX,— X,|*] <Dt —s|""?, para 0 < s,t <T
entdo existe uma modificacao continua de X .
Para o movimento browniano B; em R™, nao é dificil provar que
E* [|B, — By|'] < 3n |t — s|?,

e que portanto tem uma modificacao continua. Daqui em diante estaremos assumindo que B;

¢ a tal versao continua. Para maiores detalhes ver Oksendal [10] ou Revuz e Yor [12].

Propriedades do movimento browniano.

Para um processo {B;},., em R, T' = [0,400), e 0 < s <t < u < v, para s,t,u,v €

[0, +00) temos que (assumindo By = 0):
(B1) O incremento B; — B, é um processo gaussiano N (0, (¢ — s)). Em particular,

E[B)|=E[B,—By]=0e E[(B)*] =t.



(B2) B tem incrementos independentes, isto é,
E[(B; — Bs) (By — Bu)]l = E[(B: — Bs)] E[(B, — Bu)].-
E ainda, como uma consequéncia deste, temos também que para s < t:
B[B.B) = E B, (B, + B, — B.)] = E[(B)?] + E[(B. — Bo) (Bi — B,)] = s = in(s, ),
(para tais resultados veja Revuz e Yor [12]).

. . . : ) 1 2

Com relacdo a um movimento browniano n-dimensional B; = (Bt( ),Bt( ), ...,Bt(")) em R",
estas propriedades que acabamos de apresentar, também valem para cada coordenada B;. O
que precisamos acrescentar para o leitor, é que os movimentos brownianos de coordenadas

diferentes sdo independentes (veja Oksendal [10]).

1.3 Martingales

1.3.1 Filtracoes

Definicao 1.9. Uma filtragao num espago mensurdvel (2, F) € uma familia crescente (ﬂ)tZO
de o—adlgebras de F, em outras palavras, para cada t, F; é uma c—adlgebra e Fs C F; se s < t.
Um espago mensurdvel (2, F) dotado de uma filtragio (Ft),5, € dito um espago filtrado.

Definicao 1.10. Um processo X de (2, F) é dito adaptado a filtracao (F;) se Xy € F; men-
surdvel para todo t.

Todo processo estocdstico X ¢ adaptado a filtragao natural FP = o (X, s < t), isto é,
gerado pela familia {X;71(U;),U; € F,, s < t}, e FY é a menor filtragao a qual X é adaptada.
Dizer que X ¢é adaptado a {F;} é o mesmo que dizer que F C F; para cada t (veja Revuz e Yor
[12]). E a introducdo de uma filtracio que permite interpretar o parametro ¢ realmente como
tempo. Heuristicamente, a o—algebra F; é a colecao de eventos que poderiam ter ocorrido
antes ou no tempo ¢, ou de outra forma, o conjunto de todos os possiveis passados até o tempo

t. Dada uma filtragdo (F;), podemos associar duas outras filtragdes

Fro=JFee Fr = [ %

s<t s>t



Dali, claramente, temos

thgfthtJr

Pode-se pensar, ainda, em F; como o conhecimento adquirido por um observador. Assim,
por exemplo, dadas duas filtracoes F; e G; tais que F; C G, podemos interpretar as duas
filtracoes como o conhecimento que dois observadores podem adquirir até o tempo ¢, sendo
o G,— observador mais perspicaz do que o F;— observador. Seguindo nesta linha, o F+—

observador pode prever o futuro imediato.

1.3.2 Esperanca condicional

Dado X uma varidvel aleatéria F-mensurdvel e A C F uma sub-o-dlgebra. Entao, a
esperanca condicional E[X|A] de X em relagdo a A é a varidvel aleatéria (Uinica quase

sempre) que satisfaz:

o E[X|A] é A—mensurdvel;

o [(E[X|A]dP = [, XdP paratodo A€ A.

Intuitivamente F [X|A] é a esperanga da varidvel aleatéria X sabendo que os eventos AC A

0COorTerao.

1.3.3 Tempo de parada

Como o proprio nome diz, tempo de parada ¢é frequentemente usado com a finalidade de

parar um determinado processo. Formalmente, temos:

Definigao 1.11. Dado um espag¢o mensurdvel (2, F) equipado com uma filtracao {F;}, uma
varidavel aleatoria T € um tempo de parada da filtracdo se o evento

{T<t}={w:T(w) <t}
pertence a o— dlgebra F; para todo t > 0.

O exemplo abaixo é paradigmatico. Exemplo: Dado E um espago métrico, A C F

fechado e X, um processo de trajetérias continuas que é adaptada a filtragao {F;}, definimos
o tempo de “batida”
Hp (w) =inf{t >0, X; (w) € A}

Entao Hg (w) é um tempo de parada.



1.3.4 Martingales

Definicao 1.12. Dada F; uma filtragao em (2, F) e Xy um processo F; adaptado, X; é um
(F:) —martingale (respectivamente supermartingale, submartingale), se

2. E[Xy|Fs] = Xs, quase sempre, para todo s < t (respectivamente E [X;|Fs] < X, respec.
> X,).

Definicao 1.13. Um martingale local € um processo adaptado continuo X tal que cada (novo
processo) Xmingr,,t} € um martingale, onde T,, é o tempo de parada inf{t : | X¢| > n}.

Quando temos que para os processos X, Y a diferenca X — Y é um martingale local,

denotaremos por X £ Y. Exemplo: Dado (B;) um movimento browniano, entio sio

martingales:

3. exp<Bt—a72f), a eR.

1.4 Integral de Ito

1.4.1 Variacao finita

Seja A : R — R uma fungao continua (a direita), e denotamos por A; seu valor em ¢t. E
tome P ={0 =1ty <t; <..<t, =t} como sendo uma parti¢ao de [0,t] e o seu médulo dado
por |P| = sup |t;11 — t;|. Dizemos entao que a fungdo A tem wvariagdo finita se, para todo t,

Sy = lim Ay — Ap | < o0
! |P|—0 ; | tit1 tl|

Neste caso S; é a variagao total de A até o tempo t. Dada uma fungao de variacao finita,
podemos construir uma teoria de integragao: a integral de Stieltjes. Para isso, consideraremos

uma funcao f mensuravel e localmente limitada, entao

/0 F&)dA(9) = lim 37 F(6) (A~ Ay,).



A fungdo [ fdA também tem variagao finita.

Definigao 1.14. Um processo X € de variagao finita (respectivamente crescente) se é adaptado
e suas trajetdrias t — Xy(w) sao finitas, continuas a direita e de varia¢ao finita (crescente)
para quase todo w.

Definimos um semimartingale como sendo a soma de um martingale continuo e um processo
de variagao finita, que possui uma tnica decomposicao (chamada de decomposi¢ao de Doob-
Meyer)

X=M+A

onde M é um martingale continuo e A um processo de variagao finita.

Proposicao 1.15. Um semimartingale que se decompoe em um martingale continuo e um
processo de variagao finita crescente é um submartingale (veja Emery [5]).

Teorema 1.16. Dado M um martingale continuo. Se M tem wvaria¢dao finita, entao M é
constante (veja Revuz e Yor, Teorema 1.2, pdgina 114).

Com este teorema é facil verificar que a decomposicao de um semimartingale é unica, pois
se supuzermos que existe outra, X = N + B (/N um martingale, B processo de variacao finita)
entao

M—N=B- A,

mas M — N é um martingale, e como podemos supor My = 0 (e portanto Ny = 0), temos pelo
teorema que M — N =0 e assim que M = N e A = B. Além disso, voltando para a integral
de Stieltjes, ja que as trajetérias nao tém variacao finita, podemos concluir que a integracao
trajetéria a trajetéria como possivel definicao para integral estocastica, nao é apropriada se a
integral for feita em relagao a um martingale. Sendo assim, necessitaremos de um outro tipo

de variacao para definirmos uma teoria de integracao com relagao a um martingale.

1.4.2 Variacao quadratica

Dada f: R — R, dizemos que f tem variacao quadrdtica finita se, para todo t

Vi= lim Y (f (tin) — f (1)) < 0.

|P|—0
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Dizemos que um processo estocastico (X¢)i>o tem variacdo quadrética finita se, existe um

processo crescente [X, X]; tal que, para todo ¢ e todo |P| com (|P| — 0), temos
: 2
P~ lim > (Xiy, — X)) =X, X

Teorema 1.17. Todo martingale continuo e limitado M é de variagdo quadrdtica finita (veja
[12]).

Proposigao 1.18. Se um dos processos (Ar),~q ou (By),s, € de variagdo finita, entdo
[A, B]t - 0

Teorema 1.19. (Caracterizag¢io de Lévy) Dado um movimento browniano n-dimensional
B, = (B, B?. ... B") em R, entdo |B}, B]] = td;; (ver [12]).

Definimos entao, para os martingales continuos M e N, a variacao quadratica:

[M,N]:i([MJrN,MnLN]—[M—N,M—N]).

Temos que a variagdo quadratica [ , | é um ”produto interno”nos martingales, a valores nos

processos crescentes, isto é:
1. Bilinear;
2. Simétrico;
3. [M,M] =0 entao M ¢é uma varidvel aleatéria constante no tempo.

Proposicao 1.20. Se M, N sdo martingales continuos, entao MN — [M, N| é martingale
continuo.

Tomemos os seguintes conjuntos que serao importantes na definicao de integral estocastica

que veremos na proxima segao:

1. .H? = martingales limitados em L?, isto é, espaco dos martingales

sup I/ [Mf] < 00.
t

2. H? C H? = martingales continuos.

12



3. H? C H? = martingales continuos com M, = 0.

Quando M € H? temos que existe M., = sup, |M;| € L? tal que M; = E [M,|F;]. H? é um

espacgo de Hilbert com a norma

[N

1 .
Ml = B (V2] = tim B (317
e H? é fechado em H? (veja [12]).

1.4.3 Integral estocastica

Apresentaremos agora nossa classe de integrandos via integral de Stieltjes, uma vez que
[M, M] é de variagao finita (ver Emery [5], cap. I, pag. 5 ).
Definigao 1.21. Dado M € H?, denominamos L* (M) o espago dos processos K adaptados

e continuos a direita, tais que

IKIE, = E [ [ wzann,] <

e por L? (M), o conjunto das classes de equivaléncia de L* (M), definidas pela sequinte relagao:
P~Q<:>/|P—Q|2d[M,M] =0

onde P,Q € L* (M).

Teorema 1.22. Dado M € H?, para cada K € L*> (M), existe um tnico elemento de HZ

denotado por K - M tal que
[K-M,N|]=K-[M,N]

para todo N € H? (ver [12]).

Definicao 1.23. O martingale K - M ¢é denominado integral estocdstica (ou integral de Ito)
de K com respeito M e geralmente € denotada por

t
/ K dM;.
0

Observacao 1.24. Por construgao temos que a integral de Ito em relagcao a wm martingale é

um martingale. A reciproca também € verdadeira, todo martingale pode ser representado por
uma integral de Ité (ver Oksendal [10]).

13



Agora que ja temos a definicao de uma integral com relagao a um martingale, naturalmente
podemos definir a integral de um semimartingale X, ja que ele se decompoe num martingale

M e mais um processo de variacao finita A. Ou seja,

/KdX:/KdM+/KdA,

onde esta tltima integral, do lado direito, é a integral de Stieltjes.

Teorema 1.25 (Férmula de Itd). Dado F € C? (Rd,R) e X = (Xl,...,Xd) um semi-
martingale continuo em R?. Entio F (X) é um semimartingale continuo e

— % % i
F (X)) = F(X,) +Z / axz ) dX 4 = Z / 83326% X,) [dX?, dX7).

Corolario 1.26 (Integragao por partes). Se X e Y sdo dois semimartingales continuos,
entao

t t
XY, = XY, +/ X, dY, +/ Y,dX, + [X,Y],
0 0

Em particular

t
X2 = X2+ 2/ X.dX, + [X, X],
0

Exemplo: Como o movimento browniano B é um semimartingale, temos que:

t
1
/ B.dB, = L (B2~ ).
0 2
Mostraremos agora uma proposicao que sera muito util para o ultimo capitulo desta dis-

sertacao.

Proposicao 1.27. Para os movimentos brownianos B, B? independentes, temos que para
quaisquer funcoes F, G € C*, a variagdo quadrdtica [F(B'), G(B?)] € nula.
Demonstracao: Utilizando a férmula de It6 para ' e G temos que:
LdF d*F
F(B})=F (B} — (BYHYdB! + / Bl) dt
(B) = (B) + [ G (B an) 5 [ S ()

e também,
2
G(Bf):G(B§)+/ ‘ZG (BZ)dB} +2/ ’fhf (B?) dt.
0 0
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Para obtermos [F(B'), G(B?)], = 0 basta usar a bilinearidade de [ , ], o Teorema 1.22 , a
hipétese que [B!, B?] = 0 e a Proposicao 1.18 (veja exemplos a seguir).

Exemplos:

1 [td2F , bdG ] 1 YRR, dG 2
[5/0 W(Bs)dt,/o E(BS)dBS} _5/0 —z (Bs) = (BY) d[t, B = 0.

1.

tdF ) 1 th 9 9 _]_ tdF 1dG 2 1 21
{/0 E(Bs)st7/o %(Bs)st:| _5/0 %(BS) %(BS) d[BS’BS]_O'

Definicao 1.28. Dados dois semimartingales X, Y, definimos a integral de Stratonovich de
X em relagao a Y, a qual denotaremos por [ X odY, pela relagio:

1
/XodY:/XdY+§[X,Y].

Proposicao 1.29. Para F € C? (]Rd,]R) e X = (Xl, ...,Xd) um semimartingale continuo em
R?, temos a sequinte formula para mudanca de varidvel (ou férmula de Ité para a integral de
Stratonovich):

t
F )
FoXt:FoX0+Z/ gx (X,)odX,.
i JOo i

Note que esta féormula tem a mesma caracteristica da férmula ordinaria para mudanca de
variaveis, sendo assim, podemos trabalhar com a integral de Stratonovich, formalmente, como
se o integrando fosse um termo deterministico, o que ja nao acontece com a integral de Ito.
Por outro lado, a integral de Stratonovich com relagao a um martingale nao é necessariamente
um martingale, como as integrais de It6. Portanto, estaremos usando aquela que for mais

adequada em cada situacao.

1.5 Equagoes Diferenciais Estocasticas (EDE)

Sejam Y = (Y'! ..., Y") um semimartingale e fi, ..., f,, : Ry x R — R? campos de vetores.
Entao, definimos a equacdo diferencial estocastica
dX, = S° £, (£, X,) dYF
t k;l fk: ( t) t (15)
Xo = X (0)
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ou em notagao vetorial

dXt - F (t,Xt) d}/;

sendo

F:Ry xR = R = My,
(t,x) — (f1(t,x), ..., fn (t,2))

Dizemos que o processo (X;),s, ¢ solugao da equacao diferencial se

t
X=X+ [ Fls.X)av.
0

Detalhes sobre a unicidade da equacao (1.5), a menos de indistinguibilidade, pode ser encon-
trado em Protter [11] ou Revuz e Yor [12].
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Capitulo 2

Geometria Diferencial e Grupos de Lie

Neste capitulo, estaremos abordando alguns topicos que serao importantes no contexto de
capitulos posteriores. Entre eles, destacamos a definicao de fibrado induzido, que sera usado
diretamente na defini¢ao de aplicagoes harmonicas e a introducao da forma de Maurer-Cartan,
que sera relevante para o resultado que conheceremos como produto de aplicacoes harmonicas
num grupo de Lie. Foram utilizadas as referéncias Kobayashi e Nomizu [9], Manfredo [1],
e Urakawa [14]. Para uma variedade diferencidvel M, denotaremos por 7,M o conjunto de
vetores tangentes a M mno ponto p. Se (x!,...,2") é um sistema de coordenada local em p,
dada uma curva a : (—¢,e) — M, com «(0) = p, e a fungdo f € C°(M), o vetor tangente

a/(0) em p tem a forma

o a(0) f = (Z(ﬂ‘)'(m ( (f)) ;.

)

Onde (9/8z"), é vetor tangente em p & curva coordenada z”.

2.1 Fibrados

Citaremos agora as defini¢oes de fibrado vetorial, induzido e tangente. Para tais definigoes
foi utilizado o livro Urakawa [14]. O leitor, que estiver interessado em explorar ainda mais a
estrutura e outros exemplos de fibrados, pode utilizar como uma boa referéncia, o Kobayashi

e Nomizu [9].
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2.1.1 Fibrado vetorial, induzido e tangente.

Definicao 2.1. Sejam E e M variedades C*. Dizemos que E é um fibrado vetorial C* sobre
M se

(i) existe uma aplicagdo m: E — M, C* (chamada de projecdo);

(ii) para cadap € M, E, := 7w~ '(p) (chamado de fibra sobre p) tem uma estrutura de espago
vetorial;

(iii) (triwialidade local) para cada ponto py € M, existe uma vizinhangca U em M de py e um
difeomorfismo W, C*, de U x E,, sobre 7=1(U) tal que

m(V(p,v))=p, peU,veE,,

e para cada p € U, a aplicacdo E,, 3 v — Y(p,v) € E, é um isomorfismo linear entre
o0s espagos vetoriais F,, e E,.

Definicao 2.2. Dado um fibrado vetorial C*, m : E — M e uma aplicagcdo C*, ¢ : M' — M,
onde M' € outra variedade CF, podemos construir o sequinte fibrado vetorial ©’ : E' — M’

B = {(p,v) € M' x Bio() = ()}, #((0,0) =1 .

Isto €, a fibra deste fibrado sobre p’ € M’ € a fibra de E sobre ¢(p') (denotada por Ej, ).

Denotaremos E' por ¢*E ou ¢~ E e o chamaremos de fibrado vetorial induzido de E por ¢.
Sua trivialidade local seque do fato que

¢ HU) X By = (1) "¢ (U)) se U X By =7 (U).

6 'E — E
W,l l7r
ML M

Definicao 2.3. Para o fibrado vetorial C*, 7 : E — M, uma aplicacio C* s : M — E é uma
secdo se o s =1id, isto é, w(s(p)) =p, p € M. Uma se¢io s para o fibrado induzido ¢~ E,
¢ uma aplicacio s : M' — E tal que s(p') € Egpy, ' € M'.
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2.1.2 Campos de vetores

Definigao 2.4. Para uma variedade C**1, seja T(M) := Upen T, M, e definam: T(M) — M
por w(T,(M)) = p. Nao € dificil verificar que esta aplicagio © é um fibrado vetorial C*. E ao
conjunto T M, chamamos de fibrado tangente.

Definigao 2.5. Um campo de vetores C* numa variedade M (C**1) é uma secao X, isto é,
uma aplicagio X : M — T(M), C*, tal que mo X = id (ou seja, X(p) € T,M, p € M). O
valor X (p) de X no ponto p também serd denotado por X, € T,M.

Um campo de vetores X age em fungoes por X f(p) = X,f. Assim, os campos sdo
exatamente operadores diferenciaveis de primeira ordem com termos nao constantes. Daremos
agora uma versao da férmula de Leibniz para campos de vetores, que pode ser vista com

maiores detalhes em Emery [5].

Proposicao 2.6. Uma aplicagio X : C°(M) — C°(M) é um campo de vetores se e somente
se, para todo p € M,

Xp(f?) = 2f(0) X, f.
Mais geral ainda, temos a sequinte férmula para mudanca de varidvel: Seja (f',..., fP) € um
sistema de p funcoes em M e ¢ : RP— R uma funcao diferencidvel, entao

Xp(@o (flen f1) = Dido (f', .. )X, f!

onde D; denota a deriada parcial da i-ésima varidvel.

2.2 Formas

Para a € M, o espago dual T M de T, M é chamado de espaco cotangente de M em a, e
seus elementos sao chamados de formas diferenciais de grau 1 ou vetores cotangentes. Uma

1-forma muito comum em a é df(a) (onde f € C*) definida por
(df(a),A) =Af para AeT,M.
Em coordenada local (z1, ..., 2"), toda forma a em a pode ser escrita como

a= Z a;dr'(a)

onde «; sdo fungdes em M. Quando o = df(a), entdo o = D;f(a). O conjunto T*M =
Uaerm Ty M é chamado de campos de vetores cotangentes ou simplesmente formas, onde uma

forma é uma aplicacdo o : M — T*M tal que a(a) € T M para cada a € M.

19



2.2.1 Formas bilineares

Daremos nesta segao alguns resultados, que podem ser encontrados em Emery [5] , os quais
serao utilizados posteriormente. Uma forma bilinear b é uma aplicacao
b: M —T"MT*M

tal que cada b(a) € TXM @ TiM. Se A e B sao vetores tangentes em a, entao b(A, B) ou
b(a)(A, B) denota o valor de b no ponto a agindo em A ¢ B. Quando A, B sao campos de

vetores usaremos a mesma notagao b(A, B) para denotar a funcao a — b(a)(A(a), B(a)).

Lema 2.7. Eriste uma familia finita de func¢oes {h',...,h?} em M (dim M = n) tal que toda
forma bilinear pode ser escrita como uma soma finita

b= bydh' @dh.
1,J
(Ver [5]).

Proposicao 2.8. O pull back de uma forma bilinear b em N pela aplicacao ¢ : M — N € a
forma bilinear em M, denotada por (d¢* @ d¢*)b e definida por

(do* © do™)b(p)(A, B) = b(¢(p))(da A, dda B).
Além disso,
(a) se f ¢ uma fungio em N, (dg* @ de*)(fb) = f o $(do* ® dg*)b;
(b) se a e B sdo formas em N, (d¢p* ® dop*)(a ® [) = (dop*)a @ (do*)5;
(c) se temos uma outra aplica¢ao entre variedades 1 : N — P,

Ao ¢)* @d(1h o ¢)" = (d¢" @ do™)(dy* © dy™).

2.3 Variedade Riemanniana

Definicao 2.9. Uma métrica riemanniana em uma variedade diferencidvel M de dimensao
n é uma correspondéncia g que associa a cada ponto x € M um produto interno ( , ). (ou
seja, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente de M em x. Isto €,

g:M— (()s:T:MxT,M—R)

dada por g(z)(u,v) = (u,v),, onde u,v € T, M. E dizemos que uma variedade é riemanniana
quando a variedade possui uma métrica riemanniana, e denotaremos por (M, g).
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Seja (U, (x',...,2™)) uma carta local em torno de # € U (ou sistema de coordenada),
UcC M. Sed{X; = %} é uma base natural de TU e {dz'} sua base dual, entao g =
> i gida’ @ da?, onde gi; = g(X;, X;) sdo funcées C*°(M). Além disso, iremos denotar os
elementos da matriz inversa de [g;;] por ¢g". Para uma forma bilinear qualquer b e {e;} uma
base ortonormal com relagao a g, ambos no espago tangente T, M, definimos o seu trago (Tr b)
como sendo Y7, b(e;, ¢;). E ainda temos que b pode ser escrito da forma b = 3, bj;da’ ® da?,
onde b;; = b(X;, X;). Assim, no sistema de coordenada (U, (z',...,2")), podemos escrever

para todo 1 <1 < n,

n

€, = E CLZ'j Xj

j=1

e dai, pela bilinearidade,

b (Gi, 61') = b(CLﬂXl 4+ ...+ CLZ‘an, CLZ‘1X1 + .+ aan)

= Z Qi Q41 bkl . (21)
k, 1

ou matricialmente na base {X;}

b(leXl) < b<X17Xn) 41

;1 .- . . Qip

b(Xn, X1) . . . b(Xn, X,) Qin

Mas também temos, usando o fato que g(e;, e;) = 1, a equacao
Zaik ag ge = 1.
k, 1

Ou ainda,

[ g(X1, X)) ... g(X1,X,) ai

(075 R ¢ /7% . . B . =1.

| 9(Xn, Xa) o g( X, X)) Qin
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O que implica

;1 i1 Qg1 A2 - . Q41 Gy g11 g12 - - Gin
Q2 Q1 Q42 Q2. . g21  g22
= [1d). (2.2)
| Ain Q41 . - Qi Qin | L gnl . CE gnn |

Logo, observando (2.1) e (2.2), temos que o trago de uma forma bilinear qualquer b, em (M, g),

e em coordenada local, é dado por

Y]

2.4 Conexao

Definigao 2.10. Seja X (M) o conjunto de todos os campos em M. Definimos a conexdo
(derivada covariante) V numa variedade M, C*°, como sendo a aplicagdo

VX(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VyY

satisfazendo as sequintes propriedades:
(1) Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ,
(2)VxiyZ =VxZ+VyZ,
(3) VixY = fVxY,
(4) Vx(fY) = (Xf)Y + [VxY,
para f € C*(M), X, Y, Z e X(M).

Defini¢ao 2.11. O comutador ou colchete [X,Y]| de dois campos X e Y, num ponto x € M,
¢ definido por

(X, Y](z) (d(X 1) x (@) (Y (Xi(2)))) =0

T dt
onde Xy (t € R) € o fluro do campo X.
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Supondo M como um aberto de R™, o colchete de Lie, tem a seguinte expressao:
(X, Y](z) = dYa(X(2)) — dXo(Y (2)).
Pois os espacgos T, M e R" se identificam, e portanto um campo de vetores passa a ser uma
aplicagao X : M — R™.

Proposicao 2.12. Sejam f : M — R uma funcao diferencidvel e X, Y, campos de vetores.
Entao
(X, Y]f=X(Y[f)=Y(X)),

onde X f € a derivada direcional de f em relacdo a X. E analogamente para Y f.
Definicao 2.13. A torsio T da conexdo V é definida como sendo um (1,2)-tensor tal que
T(X,)Y)=VxY -VyX - [X,Y], X, YeX(M).

Teorema 2.14. Dada uma variedade riemanniana (M, g), existe uma unica conexdo V em
M satisfazendo, para X, Y, Z € X(M), as sequintes condi¢ioes:

(i) V é compativel com a métrica, isto é,

X9, 2)) =9(VxY,Z)+g(Y,VxZ); (2.4)

(1) V nao tem torsao, isto €,
VY — VyX — [X,Y] = 0. (2.5)

E ainda usando o fato que V é compativel com a métrica para X, Y, Z € X(M), temos

que:

29(VxY, Z) = X(g(V,2))+Y(9(Z, X)) = Z(9(X,Y))
—l—g(Z,[X,Y])—i—g(Y’,[Z,X])—g(X,[Y,Z]), (26)

A conexao dada pelo teorema acima ¢ denominada conexdo de Lévi-Civita de M (ver Man-

fredo [1]). Usando coordenadas locais (U, (¢, ..., 2")), temos
k 0
Vaia_x] era It e C™(U),
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9 0

_ ~ koo
B %j] = 0, as fungoes I'?; sao dadas por

onde pela equagao (2.6) e | y

n

1 Ogu  Oga  0gij
Fk’ — kl J o J ]
o2 Z g ((%Ji + Ox;  Ox

=1

Tfj ¢ chamado de simbolo de Cristoffel. Somente para lembrar, estamos denotando os elemen-

tos da matriz inversa de [g;;] por ¢V e g;; = g(a%i, %).

Defini¢ao 2.15. A curvatura de V € um (1,3)-tensor definido por

R(X,Y;Z):vayZ—VYvXZ—V[ny]Z, X,Y,ZEX(M)

2.4.1 Transporte paralelo

Definigao 2.16. Para uma curva C' o : [a,b] — M, X é chamado de campo de vetores ao
longo de o se:

(1) X(t) € TouM, para todo t € [a,b];

(2) se expressarmos X (t) = 0, &(t)(32 )o@ usando coordenadas locais (U, (2, ...,z™)),
entio cada fungao &(t) é C*.

Definigao 2.17. Um campo de vetores X ao longo da curva C* o : [a,b] — M, é chamado

de paralelo ao longo de o se
Vo/(t)X =0, t e (a, b) (27)

Um campo de vetores paralelo ao longo de o é determinado unicamente pelo seu valor inicial
X(a) em o(a) da seguinte maneira: Em termos de coordenada local (z',...,2"), escrevemos
o por o(t) = (o1(t),...,0,(t)), entdo temos o'(t) = D1, ag(t)(%)g(t). Pelas propriedades

(1)-(4) da definicao de conexao, a equagao (2.7) é equivalente a

d&i(t) | < doj(t)
dt +j§1ij(U(t)) ét &M)=0, i=1,..n.

Portanto, se é dada a condigao inicial (&;(a), ...,&,(a)) em p = o(a), entdo & (t) é determinado

unicamente devido a existéncia e unicidade de solugoes de equacoes diferenciais ordinérias.
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Em particular, o mesmo acontece para o valor (&(b),...,&,(b)) em g = o(b), e assim, X (b) é
determinado unicamente. Entao, obtemos a seguinte correspondéncia
Py TyoM  —  T,mM
X(a) — X(b)
a qual é um isomorfismo linear e satisfaz
ga(b)(Pcr<u>) Pa(”)) = GJo(a) (u7 U)u u,v € Ta(a)M'
De fato, em (i) do Teorema 2.14, substituindo por Y, Z, dois campos de vetores paralelos ao

longo de o satisfazendo Y (a) = u, Z(a) = v e X = o/(t), obtemos

d
Ega(t)(y(t)a Z(t) =9Vo)Y,Z) +9(Y,VounZ) =0

o que implica que g, (Y'(t), Z(t)) é constante em ¢. Esta aplicacao ¢é chamado de transporte

paralelo ao longo de o. Através do transporte paralelo podemos definir a derivada covariante
V do seguinte modo: Parau € T,M, X € X(M)epe M,

d
VUX = % ‘t:O Po__th(O'(t)),

onde ¢ é uma curva C* em M tal que o(0) = p, 0’(0) = u, e para todo t,
o(s) :==0(s), 0<s<t.

P,, : T,M — T,4)M é o transporte paralelo ao longo de oy, e portanto P, ' X (co(t)) uma curva
C' em T,M.

Definicao 2.18. Uma curva C' em M, o : I — M € geodésica se

Vo' =0, (2.8)
para todo t do intervalo 1.
Em coordenadas locais (z!,...,z™), denotando o por o(t) = (01(t),...,0n(t)) e o'(t) =
S ag(t)(a%i)g(t) temos da equagdo (2.8) que
d?o; "\ do;doy
— r,—2—==0 =1,...,n. 2.9
d? +]Zl Wag a0 T o (2.9)
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2.4.2 Laplaciano A

Para definir o laplaciano A, precisamos das definicoes de divergéncia de um campo de
vetores e do campo gradiente. Para tais defini¢oes, estaremos tomando uma variedade difer-

enciavel M com a métrica riemanniana g.

Definicao 2.19. Para um campo (diferencidvel) X € X (M), definimos o divergente de X
(div(X) € C*(M)) por

div(X)(p) =D _gles Ve X)(p), pEM,

onde {e;(x)}, € uma base ortonormal para (T, M, g,). Assim div(X)(p) = Tr(VX)(p).
Definicao 2.20. Para f € C*(M), definimos o campo gradiente (gradf € X (M)) sendo

aquele que:
g(Y,gradf) =df(Y) =Y [, Y cX(M)
Se escrevermos X =Y Xi% em termos de coordenadas locais (z', ..., z™) entao temos

a seguinte expressao:
1 < 0
div(X) = — E —(\/9X,),

821, %)). E para o gradiente temos:

onde g = det(g(

Z" LOf
gradf g 8x]~ 6@ ’

ij=1

Definigao 2.21. Definimos o operador diferencial eliptico de sequnda ordem agindo em C*(M),
chamado de laplaciano, por

A f=divgrad f =) (eileif) = (Veer)f), feC®(M).

i=1

Em termos de coordenadas locais,

" 0 f i of
_ ij _ k ZJ
A f n Z g (8%8% 1 FU 8xk> .

ij=1

O laplaciano depende da métrica riemanniana g, entao escreveremos A, quando for necessério

ressaltar a métrica g.
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2.5 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferenciavel tal que a aplicacao
G x G — G dada por (a,b) — ab™', a, b € G, é diferencidvel. Associado a um grupo de
Lie existe uma algebra de Lie G, que consiste num espaco vetorial munido de um produto

(colchete) [.,.] : G x G — G que satisfaz as propriedades:
a) bilinearidade;

b) anti-simetria;

c) Identidade de Jacobi: para A, B, C' € G,

[A’ [B’ CH = [[Av B]v O] + [Bv [Av CH

Um exemplo de algebra de Lie é dado pelo espaco vetorial dos campos de vetores sobre uma
variedade diferencidvel munido do colchete de Lie de campos de vetores. Decorre da definicao,

que as translacoes a esquerda L, e a direita R, dadas por :

L, : G — G, dada por L,(b) = ab;
R, : G — G, dada por R,(b) = ba

sao difeomorfismos. Dai, a diferencial d(Ly o Ry-1); = d(R,~1 o Ly);, chamada de adjunta de
g (e denotada porAd(g)), é um isomorfismo na dlgebra de Lie G, pois as diferenciais de L, e

R, também sao isomorfismos.

2.5.1 Conexao invariante 4 esquerda V'

Definicao 2.22. Dizemos que uma métrica riemanniana em G € invariante a esquerda se
(u,v)p = (d(La)stt, d(La)sv) L, ) para todo a, b € G, u, v € TyG, isto €, se Ly € uma isome-
tria. Analogamente definimos métrica riemanniana invariante o direita. Quando a métrica é
mvariante a direita e a esquerda ela é dita bi-invariante.

Definicao 2.23. Um campo de vetores X em G € dito invariante a direita se para todo g € G,
(Ry)«X = X (de forma mais detalhada, d(Ry),X (h) = X (hg) para todo g, h € G). De forma
andloga, X € invariante a esquerda se para todo g € G, (Ly).X = X.
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Os campos invariantes a direita ou a esquerda sao completamente determinados por seus
valores na identidade e. Portanto cada elemento do espaco tangente 771G determina um tnico
campo invariante a direita e um tnico campo invariante a esquerda. Além disso, o conjunto
dos campos invariantes a esquerda (denotaremos por X(L)), é um subespago vetorial (sobre
R) do espago de todos os campos de vetores em G, ja que (L), é uma aplicagao linear sobre

os campos de vetores. O mesmo acontece para os campos invariantes a direita (X (R)).

Proposicao 2.24. Sejam X e Y campos invariantes a esquerda num grupo de Lie G. Entdo
o colchete de Lie [X,Y] € invariante a esquerda. A mesma afirmagao vale para campos
mvariantes a direita.

Proposicao 2.25. Os espagos vetoriais X (L) e T1G sao isomorfos (o mesmo vale para X (R)
€ TlG)

Em resumo, o que temos é que os espagos X (L) e X'(R) sao subalgebras da algebra de Lie
de todos os campos de vetores de G (denotado por X(G)). A algebra de Lie do grupo G é
qualquer uma das algebras de Lie X (L) ou X'(R). Daremos agora uma proposi¢ao que pode

ser encontrada na referéncia Cheeger e Ebin [2].

Proposicao 2.26. Seja G um grupo de Lie com a métrica riemanniana bi-invariante. Entao
a conexdo associada (Levi-Civita), a qual denotaremos por VL e chamaremos de conexdo

invariante a esquerda, satisfaz V%Y = %[X Y| para campos invariantes a esquerda na dlgebra
de Lie G.

2.5.2 Forma de Maurer-Cartan w

Nesta subsecao, além da definicao da forma de Maurer-Cartan, construiremos alguns
resultados que serao necessarios a abordagem de um teorema sobre produto de aplicacoes
harmonicas num grupo de Lie G com a métrica riemanniana bi-invariante, que serd apresen-

tado formalmente no ultimo capitulo desta dissertacao.

Definigao 2.27. Seja G um grupo de Lie com a associada dlgebra de Lie G. Definimos a
forma w: G — TG da sequinte maneira: Para v € T,G, entdo wy(v) = L,~1.(v). Esta forma
w chamamos de forma a esquerda de Maurer-Cartan. Ela corresponde a uma unica 1-forma
imvariante a esquerda em G.
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Lema 2.28. Sejam G, H grupos de Lie, wg, wy suas formas de Maurer-Cartan respectiva-
mente, e ¢ : G — H um homomorfismo de grupos de Lie. Entao o pull-back o*wy satisfaz,
para v € TyG:

(Prwn)v = p.(wa(v)).

Demonstragao: Como ¢(Ly-1(h)) = Lyg-1(¢(h)), pois ¢ é homomorfismo, temos pela
regra da cadeia que

Le(g)y-1:(p+(v)) = @ul(Ly-1.(v))
e portanto
wr (P« (v)) = @u(wa(v)).
O
Para um grupo de Lie G, com uma conexao, a sua forma conexao w € tal que R w = Ad(g 1w

(veja Kobayashi e Nomizu [9]). Assim o pull-back da forma de Maurer-Cartan pelas operagoes

multiplicagao e inversa do grupo sao dadas por:

Proposicao 2.29. Sejam m : G x G — G a operagao multiplicacao e i : G — G a operacao
wmversa do grupo. Entao os pull-backs satisfazem:

a) m'w = Ad(m)(mijw) + miw;
b) i*w = —Ad w.
onde T € Ty sGo projecoes dadas por m(a,b) = a e mo(a,b) = b.
Demonstragao: Seja w = (u,v) € T(ynG x G ~T,G x T;,G. Entao
m'w(w) = w(maw) = w(Rp.u~+ L)
= L(gh)‘l*(Rh*u + Lg*”)

= thl*Rh*Lgfl*U, + thl*Lgfl*Lg*U
= Ad(h Hw(u) + w(v).

Para a operagao inversa, consideremos a aplicacao diagonal A : G — G x G dada por A(g) =
(g, 9) Como temos a identidade mo (Id xi)o A = e, entao o pull-back (mo (Id xi)oA)*w = 0,

o que implica, usando o fato que
(mo(Idxi)oA)'w= A"o(ldx i) om'w
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e a formula de item (a), que
Adw + 7w = 0.
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Capitulo 3

Teoria das Aplicacoes Harmonicas

A teoria de aplicacoes harmonicas comecou com o estudo de J. Eells em 1958, o qual
mostrou que o espago das aplicagoes pode ser visto como uma variedade de dimensao infinita
e com o questionamento de qual aplica¢do seria um ponto critico de alguma fungao (chamada
de energia) neste espaco. Este é o trabalho de J. Eells e J. H. Sampson, em 1964 (ver Eells [3]).
Neste capitulo estaremos abordando o conceito de aplicagoes harmonicas do ponto de vista
analitico. Além disso daremos como resultado principal, a caracterizacao que diz que uma
aplicagao é harmonica se, e somente se, satisfizer a equacao de Euler-Lagrange. Boa parte dos
resultados que estaremos explorando sao encontrados em Urakawa [14]. Consideraremos as
dimenoes das variedades M e N como sendo m e n, respectivamente. Frequentemente iremos
mergulhar (IV, h) isometricamente no espaco euclidiano R¥, com k suficientemente grande para
tal mergulho, e a métrica riemanniana h sendo o pull back da métrica canonica gy em R¥ pela
inclusao i : N — RF,

h = Z*go

Estaremos usando os indices
1<i, g, <m, 1<a,8,...<n, 1<AB,...<k.

As conexoes de Levi-Civita para (M, g), (N, h) e (R¥, go), serdo denotadas por V, ¥V e °V,

respectivamente.
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3.1 Definicoes

Nesta se¢ao, definiremos a quantidade chamada de energia para uma aplicacao diferenciavel
entre duas variedades riemannianas compactas (M, g) e (N, h), e a aplicagdo harménica como

sendo seu ponto critico.

3.1.1 A funcgao densidade da energia.

Definigao 3.1. Seja {e;} uma base ortonormal para o espago tangente T, M em x, com relagdo
ao tensor métrico g. Para a aplicagio ¢ € CY(M, N), definimos a fungdo densidade da energia

para ¢, e(¢) € C°(M), por

(O)r) = STr(6"h)x) = 5 (@R (es ()
= %Z h(bee;, ue;) (), ze M.

Para a continidade da fungao e(¢) veja [14]. Exemplo: Quando temos o mergulho

i: N — RFeh=i*gy, entao temos a seguinte expressao para e(¢),

k
1 1
e(@) = 5 lldoll” = 5 > lldoal. (3.1)
A=1
Aqui estamos usando a notacao

d(x) =io0p(x) = (¢1(),..., 01 (v)) €ER*,  2€ M.

Assim, ¢4 € CY(M) e dpa, 1 < A < k sao k 1-formas em M. Como h = i*gy e o pull back
¢*go de ¢ =10 ¢ é dado por

k
¢"go = doa®dpa,

A=1
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obtemos a equagao (3.1) usando a defini¢ao de fungao densidade da energia:

DO | =

e(¢) = (9*h)(ei, )

i=1

k
Zd¢A €; d(bA ez)

1 A=1

I
N | —
NE

s
E

| dpall®.

1

N | —
T

Definigao 3.2. Para a aplicagio ¢ € C*(M, N), a integral

B6) = [ e,

€ chamada de energia de ¢, onde vy € 0 volume riemanniano dado por v, = \/det|g;;]dz1, . ..

3.1.2 Aplicagao harmonica.
Entenderemos por variacao diferenciavel ¢, a existéncia da aplicacao
F:(—g,e) x M — N, definida por F(t,z) = ¢:(z),

satisfazendo: F(0,z) = ¢(z) e F uma aplicacdo C*°. E por

d
V(z) = at li=0 ¢:(x), =€ M,

,d(l]k.

ou seja, V' é uma aplicagao de M para o fibrado tangente T'N, tal que V(z) € Ty N (V é

chamado de campo vetorial de variagao).

Defini¢ao 3.3. Dizemos que ¢ € C*°(M,N) é uma aplicagio harmonica se ¢ € um ponto
critico de E em C*(M, N), isto €, para qualquer variagdo diferencidvel ¢, € C°(M, N) com

—e < t < e para ¢, tivermos
d
=0
5 =0 E(¢1)

O conjunto de todas as secoes C°° de ¢ TN, denotado por I'(¢~'T'N), é o conjunto de

todos os campos vetoriais de variagao:

[(¢7'TN)={V:M — TN, V(z) € TyyN, € M}.
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3.2 Campo de Tensao e a Equacao de Euler-Lagrange

Denotemos por V, ¥V, a conexdo de Levi-Civita em (M,g), (N,h) respectivamente.
Entao para ¢ € C°(M,N), podemos definir a conexdo induzida V no fibrado induzido
E = ¢7'TN = UyenTy)yN da seguinte maneira: Para um campo vetorial X em M,
V e T(¢~'TN), define VxV € I'(¢~'TN) por

~ d
VXv(ZL‘) =N V¢*XV = % |t:0 NP¢OJ_1V(0'(t)), reM,

onde t +— o(t) € M é uma curva C' em M satisfazendo o(0) = z, 0/(0) = X, € T,M, e 04 ¢
uma curva dada por oy(s) := 0(s), 0 < s < t. EVPyy : Ty N — TyounN € 0 transporte

paralelo ao longo da curva C! ¢ o o, com respeito a conexao VV.

Definicao 3.4. Seja {e;}", um campo de base ortonormal em M. Definimos o campo de
tensao para ¢ (denotado por 7(¢p)) como sendo um elemento de I'(¢~*T'N) dado por

m

T(¢)($) = Z(%ei¢*ei - ¢*vei€i)(l’), x € M.

=1

E chamamos 7(¢)(x) = 0 de equagao de Euler-Lagrange para ¢ em x.

Teorema 3.5. Seja ¢ € C°(M,N). Para qualquer variacao diferencidvel ¢y, —e < t < ¢,
para ¢, seja V() := % li=o ¢1(x), © € M, entao
d
G o B@) == [ h(vir@))e,
M

E portanto, ¢ € harmodnica se e somente se, satisfaz a equacao de Fuler-Lagrange para todo
e M.
Demonstracao: ver Urakawa [14]. O
O campo de tensao 7(¢) pode ser expresso usando coordenadas locais (21, ..., ZTm), (Y1, -, Yn)
em M, N. Seja ¢* =y, 0 ¢ e escreva 7(¢)(x) € Ty N como
m(0)(x) =Y _7(6)5 -,
Yy

r=1
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dai temos que:

m N ang,y m 8¢aa¢ﬁ
) = Y g NI (2 N
T(9)(z) = ijzlg {61’18%] ;Fz]( ﬁxk + Z F axzaxj

?B 1

oloRtolodl
8$ia$j ’

= AT+ Y g7 NT(e(x)) (3.2)

i,5,0,8

Aqui FZ, NTY o 840 simbolos de Cristoffel em (M, g), (N, h), respectivamente.

3.2.1 Exemplos de aplicagcoes harmonicas

1. Aplicagoes constantes. Sejam (M, g), (N,h) variedades riemannianas e tomemos um
ponto ¢ € N. Entao a aplicagdo constante ¢ : M — N, tal que ¢(x) = ¢, para todo
x € M, é harmonica.

2. Caracterizagao para aplicagoes em R™. ¢ : (M, g) — (R™, go) é harmonica se, e somente
se, A¢' = 0 para todo i € {1,...,n}.

3. Geodésicas. Seja (N,h) uma variedade riemanniana (compacta), e M = R/Z = S*.

Entao C*°(S', N) sao curvas periédicas em N (perfodo 1). Para o campo e; = g—x,
x € R, temos que V. e; = 0. Seja ¢/ = ¢.e;, entdo para ¢ ser harmonica, isto é,

7(¢) = 0, em todo M, é equivalente a
661 ¢*el =N v¢*e1¢*€1 =N v¢’¢/ =0

que ¢é a equacao das geodésicas.

Veremos mais exemplos de aplicacoes harmonicas sobre grupos de Lie no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Martingales e Aplicacoes Harmonicas
em Variedades

Este capitulo aborda, principalmente, os conceitos de martingale e movimento browniano
numa variedade. Pois através deles, podemos explorar as aplicagoes harmonicas, do ponto de
vista do célculo estocdstico. A referéncia mais utilizada foi o Emery [5], porém os mesmos
resultados também sao encontrados no Hsu [7], a diferenca esta essencialmente, na maneira

escolhida para definir conexao.

4.1 Martingale e Conexao

4.1.1 Definicao de conexao pelo hessiano

Seguindo a referéncia Emery [5], estaremos definindo conexao a partir do hessiano, o qual

sera denotado por Hess.

Definicao 4.1. Uma conexao em uma variedade M ¢é uma aplicacdo linear Hess, do espaco
das fungdes diferencidveis para as formas bilineares simétrica, tal que para toda f € C(M),

Hess(f?) = 2fHessf + 2df @ df, (4.1)
(onde f?(x) denota o produto f(x)f(x)). E denotaremos esta variedade por (M, Hess).

Mais adiante veremos que a aplicagao hessiana é relacionada com a derivada covariante da

seguinte maneira:

Hessf(A, B) = (AB —V5)f
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para os campos A, B € X(M). E dai que utilizando a férmula acima e mais o fato que
AB(f?) = AQBf) = 2AfBf + 2/ A(Bf)
é facil obtermos a expressao (4.1). Exemplos:

1. Se M é o espaco vetorial R™ ou mais geral ainda, um subconjunto aberto de um espago
afim, a conexa@o (chamada de flat) pode ser definida pela férmula (Hessf);; = D;; f, para

algum sistema global de coordenadas, onde a verificacao de (4.1) é direta.

2. Se M é uma subvariedade do R", podemos definir a conexao, chamada de induzida,
que depende do mergulho ¢ : M — R" (onde i é a aplicacao inclusao) e da estrutura
euclidiana do R™, do seguinte modo: para x € M e f € C®(M), f restrita a uma
vizinhanca U de z em M, pode ser estendida unicamente em U, para uma f que é
constante na intersecao do fibrado normal com o aberto U. Dai definimos, para A e B
em T, M C T,R",

Hessy f(A, B) = Hessgn f(A, B).

O qual verifica (4.1):

%HeSSMfQ(Aa B) = %HGSSRJz(Av B)
= f(x)Hessgn f(A, B) +df(A)df(B)
= f(x)Hessy f(A, B) + df (A)df (B).

Citaremos agora um lema do Emery [5], importante para estendermos a expressao (4.1).

Lema 4.2. Sejam A e B dois campos vetoriais em (M,Hess). Definimos o operador C' em
fungdes diferencidveis por C'f = ABf — Hessf(A, B). Este operador € um campo vetorial em
M (denotado por V), e tem a sequinte férmula para mudanca de varidvel: para qualquer
fungdo diferencidvel f = (f',....,fP): M — RP ¢ ¢ : RP — R,

C(pof)=> Dipo fCf'
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Demonstragao: Usando a expressao (4.1) temos que

%C(fZ) = %Asz—%Hessfz(A, B)
= A(fBf) — fHessf(A, B) — (df ® df)(A, B)
= fABf+ AfBf — fHessf(A, B) — AfBf
= fCf.

Logo pela Proposicao 2.6 temos que C' é um campo vetorial e portanto temos a férmula para
mudanca de variavel. O
Sendo assim, dado os vetores A e B em T, M, eles podem ser considerados como valores de

dois campos vetoriais no ponto z, e temos a extensao de (4.1) dada por:

7

Hess(¢ 0 f) = D _(Dig) o f Hessf' + 3 (Dyo) o f df' @ df. (4.2)

De fato, com o lema acima temos que:

Hess(po f)(A,B) = AB(¢o f)—C(dof)
= Z A(Di¢o fBFY) — Z Dipo fOf!

= Y Dyéo fAFBf + 3 Diso fABf =3 Digo fCf'

= Z Di;é o f(dff @ df)(A, B) + Z D;é o fHessf*(A, B).

4.1.2 Semimartingales numa variedade

Um processo continuo X tomando valores em M, definido num espaco de probabilidade
com filtracao (2, F, P, (F})i>0), é chamado de semimartingale se, para toda f € C*(M), o
processo real f o X é um semimartingale. Se M é a reta real ou R", esta defini¢cao coincide
com a usual. Quando temos um sistema de coordenada local (z!,...,x™), para M, entdao o
processo X em M, é um semimartingale se, e somente se, todas suas coordenadas X* = 20 X

também sao.

Proposicao 4.3. Seja ¢ : M — N uma aplicacao diferencidvel. Se X é um semimartingale
em M, entao ¢ o X € um semimartingale em N.
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Daremos nesta subsecao, uma defini¢ao que, a grosso modo, corresponde a variacao quadratica

para semimartingales na reta real. Porém, no caso real, tinhamos o produto de ntimeros reais,

ja na variedade, usaremos a forma bilinear.

Teorema 4.4. Seja X um semimartingale com valores em M. Existe uma unica aplica¢dao
linear, denotada por b — [b(dX,dX), do espago de todas formas bilineares em M para o
espaco dos processos continuos reais com variacao finita, tal que, para todas funcoes difer-
encidveis f e g em M,

(1) [(fo)(dX.dX) = [(foX)d([b(dX,dX));
(ii) f(df@dg)(dX,dX) =[foX,g0X].
(ver [5])

O processo real [b(dX,dX) é chamado de integral de b ao longo de X (ou variagao
quadrética de b ao longo de X'). Seu valor no tempo t serd denotado por f(f b(dX,dX). A in-
tegral [(fb)(dX,dX) serd frequentemente denota por [ foX b(dX,dX). Para a demonstracao

deste teorema, necessitaremos do seguinte lema:

Lema 4.5. Sejam v, f* e ¢*, 1 < X\ < m, um conjunto finito de funcées definidas em M tal
que a forma bilinear Y, u*df* @ dg* € identicamente nula. Entdo o processo

Y wroX d[f o X, g0 X]
A

¢ também nulo.

Este lema decorre do fato de que para uma tnica carta local (z?,...,2") para o aberto U

de M, temos que, usando a féormula de 1t6, como na Proposicao 1.27,

Z/u o X,d[f* o X, ¢* 0 X], Z/u o X,Dif* o X,D;¢* o X, d[X', X7], = 0.

I A

(Maiores detalhes ver [5]). Demonstracao do Teorema 4.4. Peclo Lema 2.7, toda forma

bilinear b pode ser escrita como uma soma finita b = 37, . b;;dh’ @ dh/, na base {dh’ @ dh'}.

Dai temos por (i) e (ii) do Teorema 4.4 que:
/ (dX,dX) Z/b o X d[h o X, W o X],
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e portanto temos a unicidade. Para mostrar a existéncia, notemos novamente pelo mesmo
Lema 2.7, que toda forma bilinear b ¢ uma soma finita da forma >, u*df* ® dg*. Definimos

entao a integral de b ao longo de X por
/b(dX, dX) = Z/UA o X d[f*o X, ¢ o X]. (4.3)
A

Se tomarmos uma outra decomposigao para b, por exemplo, >, v*dy* ® dz*, temos que

Z(u)‘df’\ ® dg* — v dy* @ dz)
A

¢ identicamente nulo, e portanto pelo Lema 4.5,

Z/(ukox df*oX,g* o X] =0 o X dy* 0 X,22 0 X]) =0
A

e portanto a integral de b estd bem definida. A propriedade (i) do teorema, segue da equagao

4.3 usando a decomposicao

Fo=) (f uM)dfr @dg*, seb=>Y wdf* ®dg" .
A

A

E tomando a decomposigao trivial df ® dg = df ® dg, temos a propriedade (ii). O

Proposicao 4.6. Se ¢ é uma aplicagao diferencidavel de M para outra variedade N, X um
semimartingale em M e b uma forma bilinear em N, entdo

/M(dqﬁ*@)dcﬁ*)b(d)(,dX):/ b(d(po X),d(¢poX)). (4.4)

N

Demonstragao: Utilizando as identidades da Proposicao 2.8 podemos obter as seguintes

caracterizagoes, no sentindo do Teorema 4.4, para os processos:

(i) [b(d(¢o X),d(¢o X)) é caracterizado por:
/(fb)(don),don)) - /(fo¢oX> d(/b<d<¢oX>,d<¢oX>>>
_ / (fodoX) d( / (06" ® dg)b(dX, dX))
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e também,
[t @ dgd( o x).d(6 0 ) = [(F 000 X), (0 90 X))
(ii) [(d¢* ® d¢*)b(dX,dX) é caracterizado por:

/ (d6* @ de) Fb(dX, dX) — / (F 0 6)(de* ® dg™)b(dX, dX)
- / (f o 6o X)d( / (d6* ® dg*)b(dX, dX))

/ (46" © dé)(df ® dg)(dX,dX) = / (d(f 0 6) ® d(g 0 6))(dX, dX)
= [(fod)oX,(fod)oX].

Logo, por (i) e (ii) vemos que as caracterizagoes coincidem, logo a igualdade é garantida pela

unicidade do Teorema 4.4. O
Proposicao 4.7. O processo [ b(dX,dX) depende somente da parte simétrica de b. E se'b é
antisimétrico, [ b(dX,dX) =0.

(Ver [5]).

4.1.3 Martingale na variedade

Agora que temos o conceito de conexao pela aplicacao hessiana, podemos definir um mar-

tingale numa variedade:

Definigao 4.8. Seja (M, Hess) uma variedade com uma conexao, e X um semimartingale em
M. Dizemos que X € um martingale se, para toda f € C*(M),

foX —foX,= %/Hessf(dX, dX). (4.5)
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Note que se temos um martingale X definido em R" (dai podemos escrever X = (X*!,... X)),

pela férmula de Ito, temos que para toda f : R* — R, de classe C?:

(X)) = f(Xo) +Z / axz ) dX! 4 = Z / oy axj X,) [dX?, dX7). (4.6)

Mas como cada X* é um martingale, temos que cada integral de Itd fot 9 X, dX'" é um mar-

tingale e portanto um martingale local. E tomando a conexao flat para a Varledade R™, temos
o2 f

Ox;0x; °

obtemos que a equagao (4.6) é um caso particular da expressao (4.5). Ou seja, a defini¢ao que

por defini¢do que (Hess);; = Além disso, se usarmos o Teorema 4.4 para M = R",

apresentamos acima para martingales em variedades, ¢ uma generalizacao desta propriedade

que os martingales possuem em R".

4.1.4 Expressao em coordenada local para conexao e martingale

Cada 2" de um um sistema de coordenada local (z!, ..., 2™), tem uma representacao tunica

para a aplicacao hessiana dada por

Hess(x Z I (2)de? @ da® (4.7)

com n® fungdes I'y,, com T, = T}, (pois Hess(2’) ¢ uma bilinear simétrica). Estas fungoes
sao chamada de simbolos de Christoffel da conexdo. Da expressao (4.2) temos que
Hess(f o (¢',...,2")) = Y (Dyjf — T D f)da’ & da? (4.8)
0,
ou ainda,

(Hess(f o (x, e @™)))i; = (Dyj — FZDk)f

Usando o fato de que V? = >, T Xk, (onde X; = 8%1_) e da expressao coordenada (4.8),
temos que dados os campos vetoriais A e B em M, com A=) .a,X;e B= Zj b; Xj,

Hessf(A, B) = (AB — V). (4.9)

De fato,
AB(f) = VE(f) = aib (D f — TEXef)

0]
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enquanto que

Hessf(A,B) = Y (Dijf —T5Dyf)da’ @ da’ (aoXa, bsXs)

i,J

= Y aibi(Dyf = TEXif).
i,J

Também podemos caracterizar em coordenada local um martingale. Mas antes necessitaremos
da seguinte proposi¢ao:
Proposigao 4.9. Seja f = (f',..., f?) : M — RP onde cada funcdo f*: M — R é diferencidvel
e satisfaz a propriedade (4.5). Entao para qualquer ¢ : RP — R diferencidvel, temos que a
propriedade (4.5) também € satisfeita para ¢ o f.

Demonstracao: Utilizando a férmula de It6, a equagao (4.5), o Teorema 4.4 e a expressao

(4.2), exatamente nesta ordem, temos:
pofoX —¢pofoXy = Z/Digzﬁof(X)d(fioX)
33 [ Dyoe st o X, o X

> / D;¢po f(X)Hessf!(dX,dX)

i

DN | —

1 -
Ts5 ZJ / Dypo f(X)(df* @ df)(dX,dX)
= % Z /(Dzﬂ5 o fHessf' + Dij¢ o fdf' @ df’)(dX,dX)

1
- . / Hess(¢ o f)(dX, dX)

e portanto ¢ o f verifica (4.5). O
Suponha que (z', ..., ™) sdo coordendas locais. Entao pela proposi¢ao acima, um semimartin-

gale X = (X', .., X") é um martingale se, e somente se, para algum martingale local real
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M,
, . 1t .
X, = X,+ M+ 5/ (Hess(x"))(dX, dX)s

0

4 1 t .

= X5+M§—§ /Or;k(Xs)d[Xﬂ,X’f]s
7.k

e portanto, calculando a variacdo quadratica [X7, X*] temos a equacao integral
i i i 1 " j
Xi= X+ M — 52/0 T (X)d[M7, M¥,. (4.10)
j.k

O resultado disto, é que dado um martingale local M com valores em R", a solucao X da

equagao (4.5) é um martingale em (M, Hess), e todos os martingales sdo obtidos desta maneira.

4.1.5 Aplicagoes afins e geodésicas

Definigao 4.10. Sejam (M, Hess) e (M, Hess) duas variedades com conexdes. Uma aplicagdo
diferencidvel ¢ : M — M € afim se para toda f: M — R,

Hess(f o ¢) = (d¢* @ d¢*)(Hessf). (4.11)
Quando na definicao acima, a variedade M é a reta real com a conexao flat, temos que ¢ é
afim se, e somente se, Hess¢ = 0. A condigao necessdria se verifica utilizando a equagao (4.2)

com f o ¢. Enquanto que, para se obter condicao suficiente, basta tomar na definigao de afim

a f: R — R como sendo a identidade.

Proposicao 4.11. Sejam ® : M' — M? e U : M? — M?3 aplicagoes afins. Entdo a com-
posicao W o ® também € afim.

Demonstracao: Denotando por Hess', Hess?, Hess® as conexdes para M*, M?, M? respec-

tivamente, temos para toda f € C°°(M?),

Hess'(foWo®) = (d®* ® dd*)(Hess?(f o ¥))
dd* ® d®*)(dV* ® dV*)Hess® f

= d(Vo®d)* ®d(Vod) Hessf

—~ o~

|
Um caso especial de aplicacido afim é quando (M, Hess) (da definicio acima) é um intervalo

da reta:
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Definigao 4.12. A curva~y : (I, flat) — (M, Hess) € chamada de geodésica se € uma aplicagdo
afim, onde I € um intervalo aberto de R.

Aplicando a expressao (4.11) nos vetores %, % € T;I, temos que para toda f € C*(M),
d2

2z (f 07)(t) = Hessf(3(t), 7(2)). (4.12)
Em coordenadas locais (x!,...,2"), tomando f = x' obtemos

7)== D T50)1 07 (). (4.13)

Esta equagao da geodésica, como gostariamos, é a mesma equacao (2.9) (p. 25). Exemplos:
1. Se M é o espaco vetorial com a conexdo flat, entdo (4.13) implica d?v/dt*> = 0, e

geodésicas sao exatamente movimentos com velocidade constante em M.

2. Se M ¢é uma subvariedade do R™ com a conexao induzida, entao a curva v é uma
geodésica se, e somente se, sua aceleracao d*y/dt* é ortogonal & T',;) M. Este resultado
se verifica basicamente, utilizando a definicdo de conexdo induzida e geodésica (para
maiores detalhes ver Emery [5]).

Daremos agora uma proposicao que caracteriza uma aplicacao afim através de martingales.

Proposicao 4.13. Sejam_(m, Hess) e (M, Hess) duas variedades com conexdes e ¢ uma
aplicagao diferencidvel de M para M. Sao equivalentes:

(i) ¢ € afim;
(ii) para toda geodésica (I,7)de (M, Hess), temos que (I, ¢ o) é geodésica de (M, Hess);

(iii) para_qualquer espago de probabilidade com filtracao, e todo martingale X definido em
(M, Hess), ¢ o X é um martingale em (M, Hess).

Demonstragao: (i)=(iii). Seja ¢ uma aplicagdo afim de M para M, e X um martingale
em M. Entdo para toda f € C>®(M)

fo¢oX—fo¢oX02%/%(fo@(dx,d)()

_ % / (d6* @ do*)Hess f(dX,dX)  (pois ¢ é afim)

- % /Hessf(d(gb 0X),d(¢o X)) (pela Proposicao 4.6)

45



e assim ¢ o X é martingale. (iii)=-(ii). Seja (I,7) uma godésica em M. Temos que mostrar

que 1) = ¢ oy é uma geodésica, ou seja, que para todo tg € I e toda f € C*(M),
2

73 (f 0 0)(to) = Hessf (1(to). b (t0)).

Tomemos um ¢ > 0 tal que [ty — &,tg + €] C I. Denotemos por W um real movimento
browniano, que inicia no ponto tg, e para quando atinge o complementar de [t, — €,y + €.
Entdo W é um martingale, e por ((i)=(iii)), Yo W é um martingale em M. Usando a hipétese

(iii), ¥ o W é um martingale em M. Assim temos que

/Hessj(fow)(dW,dW)EfozpoW—fowoWO

(pois W é um martingale em 1)

m / Hessf(d(v o W), d(1) o W)

(pois ¥ o W é um martingale em M)

- / (dy* ® dy*)Hessf (AW, dW)

(pela Proposic¢ao 4.6). Ambos os lados tem variagao finita e sdo nulos no tempo zero, portanto
o martingale que resulta da diferenca deles ¢ uma constante igual a zero. Entao denotando

por 1" o tempo quando W péra,

/0 (f o )" (Wa)ds = / Hess f((:(W,), §(W.))ds

(a variacao quadratica de W é [W, W], =t AT). Como T > 0 e Wy = t,, diferenciando ambos

os lados em ¢ = 0 resulta em

(f o ¥)"(to) = Hessf ((to), v (o)),

como querfamos mostrar. (ii)=-(i). Seja A € T M, entdo existe uma geodésica y com (0) = A;

A sendo o vetor velocidade de v. O vetor dpA é a velocidade de ¥ = ¢ o vy, e para toda
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fec>(M),

Hess(f 0 ¢)(A,A) = Hess(f 00)(7(0),%(0))
= (fodgo fy)”(Q) (v é geodésica)

= Hessf(¢(0),1(0)) (¢ é geodésica)
= Hessf(dp A,dp A)
= (d¢* ® d¢*)Hessf(A, A).

Portanto ¢ ¢é afim e entao ¢ o v é geodésica. O

4.1.6 Funcoes convexas e martingales

Definicao 4.14. Uma funcdo diferencidvel f em (M,Hess) € convexa se a forma bilinear
Hessf € positiva, ou seja,

Ve € M\VA € T,M, Hessf(A, A) > 0.

Seja ¢ uma aplicacio afim de (M, Hess) para (M, Hess) e f uma funcio convexa em
(M, Hess), entdo para Vo € M, e A € T,M, temos

Hess(f o ¢)(A, A) = (d¢* @ dp*)Hessf(A, A) = Hessf(dpA, dpA) > 0

e portanto f o ¢ é uma funcao convexa. As aplicacoes afins sao muito uteis no estudo de
conexao, mas mesmo no caso real (exceto constantes), é muito dificil encontra-las. E como as
fungoes convexas se relacionam com os martingales de maneira semelhante as aplicagoes afins

(como veremos), elas sao favoritas a substituirem as afins quando for necessario.
Proposicao 4.15. Para a fungdo f em (M, Hess), sao equivalentes:

(1) f € conveza,

(i) para toda geodésica vy, temos que f o~y é convera;

(iii) para qualquer espago de probabilidade com filtragcdo, e todo martingale X definido em
(M, Hess), o semimartingale real f o X € um submartingale local.

(Ver [5])
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Proposicao 4.16. Todo ponto de M tem uma vizinhanca U com as sequintes propriedades:

(1) A curva diferencidvel v : I — U € geodésica se, e somente se, para toda fun¢do convezxa
f:U —=R, temos que f o~y € convexa em I.

(ii) Um processo adaptado continuo X com wvalores em U é um martingale se e somente se
para toda funcao convexa f :U — R, € um submartingale local.

Em geral, esta proposicao vale para todo aberto U relativamente compacto em um aberto
V' que tem a seguinte propriedade: para quaisquer dois pontos a,b € V', existe uma unica
geodésica v : [0,1] — V tal que v(0) = a e y(1) = b (ver [5]).

Teorema 4.17. Todo ponto de M tem uma vizinhanca U com as sequintes propriedades:

(i) A curva diferencidvel v : I — (M, Hess) é geodésica se, e somente se, para toda fun¢ao f
e todo aberto U C M tal que f|y é conveza, f o~y é convexa é~y~1(U) C I.;

(ii) O semimartingale X em (M, Hess) é um martingale se, e somente se, para toda fun¢ao
f e todo aberto U C M tal que fly € conveza, a variacao finita do semimartingale real
foX € localmente crescente no subconjunto aberto {t : X, € U}.

4.1.7 Subvariedade totalmente geodésica

Definicao 4.18. Seja M uma subvariedade deLM, Hess). Dizemos que M ¢é uma subvariedade
totalmente geodésica de M se para todo A € TM, existe uma geodésica (v, 1) de M, com 0 € I
e v(0) = A, com valores em M.

Exemplos:

1. Quando M = R", com a conexao flat, qualquer subconjunto aberto ¢é totalmente

geodésico.

2. A esfera de dimensio 2 na variedade R? (conexao flat), ndo ¢ uma subvariedade total-

mente geodésica.

Proposicao 4.19. M ¢ uma subvariedade totalmente geodésica de M se, e somente se, existe
uma unica conexao Hess em M tal que o mergulho @ : M — M € afim.

Ver [5].
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Corolario 4.20. Seja M uma subvariedade totalmente geodésica de M. Entao todo martingale
em (M,Hess) é um martingale em (M, Hess).

Proposicao 4.21. Dada as variedades (M, Hessyr) e (N, Hessy), existe uma inica conexdo
em M x N (chamada de conexdo produto) caracterizada pelas condi¢oes equivalentes:

(1) As projecoesp: M x N — M eq: M x N — N sdo afins;
(ii) Para f=g@h: M xN =R eA=(B,C) €Ty (MxN)~T,MxT.N,
Hessf(A, A) = g(y)Hessh(C, C) 4+ h(z)Hessg(B, B) + 2(dg ® dh)(B, C);

(iii) Se ¢ : I — M ey : I — N sao geodésicas, a curva v = (¢,1) € uma geodésica em
M x N;

(iv) Se Y e Z sao martingales em M e N respectivamente (para a mesma filtra¢ao), entao
X = (Y, Z) é um martingale em M x N.

Ver [5]. Agora, neste final de se¢ao, estaremos citando resuldos que podem ser encontrados

no Hsu [7]. Entre eles, daremos um teorema, o qual chamaremos de unicidade de martingale,
que sera importante para a observacao de que, sob determinadas condigoes probabilisticas das
variedades, uma aplicagao harmonica é constante.

Proposicao 4.22. Seja M uma variedade com uma conexao. Entao a aplicagao diagonal

x +— (x,x) mergulha M como uma subvariedade totalmente geodésica de M x M para a
conexao produto.

Proposicao 4.23. Suponha que M é uma subvariedade totalmente geodésica de (N, Hessy).
Entao todo ponto de M tem uma vizinhan¢a V- em N com a sequinte propriedade: se X € um
martingale em V' no intervalo [0,T)] tal que seu valor terminal Xt estda em M, entio X; € M
para todo t € [0,T.

A prova desta proposicao decorre de um resultado que garante que dado a € M, existe

uma vizinhanga V' de a e uma funcao convexa f tal que

=0sezxzecVnNM
f(z)
>0sex e V\M

Dai, tomando V suficientemente pequeno, podemos supor que f é limitada. Para um martin-
gale X com X € M, temos que fo X é um submartingale limitado positivo (veja Proposigao
4.15) e nulo em ¢t = T'. Logo, f(X;) = 0 para todo t € [0,7]. Portanto, X; € M para todo
t € [0,T].
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Teorema 4.24 (Unicidade de martingale). Seja M uma variedade diferencidvel com uma
conexao Hess. Entao todo ponto de M tem uma vizinhanca V' com a sequinte propriedade: se
{X:,0 <t <T} e{Y;,0 <t <T} sao dois martingales em V tal que X0 =Yy, (T >0 e
limitado), entio X; =Y; (isto é, P(w : Xy(w) =Yy (w)) = 1) para todo t € [0,T].

Demonstragao: Primeiramente devemos observar que em R"™ esta demonstragao é trivial,

se usarmos o Teorema da Parada Opcional (ver Revuz e Yor [12], p.66), ou seja,
X, = E[X7|F] = E[Yr|F] =Y.

Tome o martingale (X,Y) na variedade produto M x M e como subvariedade totalmente
geodésica a diagonal de M x M (veja Proposicao 4.22). Dai, aplicando a Proposi¢ao 4.23
e mais o fato que (Xr,Yr) estd na diagonal pois X7 = Yr, temos que, X; = Y, para todo
te0,T]. O

4.2 Movimento Browniano

Nesta secao estaremos interessados em definir o movimento browniano. Para isto, a grosso

modo, precisamos apenas de métrica na variedade.

4.2.1 Conexao numa variedade riemanniana

Proposicao 4.25. Numa variedade riemanniana, podemos definir a conexdao através da derivada
de Lie do tensor métrico g dada por

1
Hess f = 5 Lorad 7 9.

Esta conexao é chamada de Levi-Civita (ou canonica) associada ao tensor métrico g. Daqui
em diante, para toda variedade riemanniana, esta sera a conexao implicita, exceto quando

mencionarmos.

Proposicao 4.26. A curva diferencidvel 7 : [a,b] — (M, g) € geodésica se e somente se, sobre
todas curvas ¢ com os mesmos pontos finais ¢p(a) = v(a) e ¢p(b) = v(b), v € um ponto critico

para a integral da energia %fab I ¢(8)||2d8-
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4.2.2 Laplaciano e movimento browniano

Seja M uma variedade riemanniana e {e;} uma base ortonormal para T, M, com relagao a
métrica g.

Defini¢ao 4.27. O Laplaciano é o trago da aplica¢ao bilinear Hess f(x) (conexdo de Levi-
Civita), e € denotado por A f(z).

Em coordenada local, as relagoes (2.3) (p.22) e (4.8) (p.42) mostra que
=> g%x) (Dy flx ZF ) Dy f(x)). (4.14)
]

E esta equagao, que nos permite, mais diretamente, verificar que a definicao que demos aqui
para Laplaciano, é a mesma encontrada nas referéncias [7], [1] e [14], independente da maneira
que cada autor escolheu para definir a conexao.

Definicao 4.28. Dado um espago de probabilidade com uma filtra¢io (2, F, P, (F})i>0), um

processo X em M (definido em Q x Ry ) é chamado de movimento browniano em (M, g) se
X € continuo e adaptado e, para toda f € C*(M),

foX—foXO—%/Afont (4.15)

¢ um martingale local.

Desta defini¢ao temos que X é um semimartingale (no intervalo que é definido). Uma
outra observacao é que ela envolve a filtracao, o que implica que X também é um movimento
browniano para sua propria filtracao natural.

Para um movimento browniano B em R”", utilizando a férmula de It6, mais o fato que
B ¢ um martingale e que [Bl, B{] = &;;t, obtemos a mesma expressio (4.15). Ou seja, a
definicao de movimento browniano numa variedade riemanniana, ¢ uma generalizacao de uma
propriedade que temos para movimentos brownianos em R”.

Daremos agora uma proposicao que é uma extensao da caracterizagao de Lévi para movi-
mento browniano.

Proposicao 4.29. Um semimartingale X em M €é um movimento browniano se, e somente
se, € um martingale e, para toda f € C*(M),

[folX, foX]:/H grad f(X)|]*dt (4.16)
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Antes de demonstrarmos esta proposi¢ao, daremos o seguinte lema que pode ser encontrado

em Emery [5]:

Lema 4.30. Se X € um semimartingale satisfazendo a propriedade (4.16), para toda [ €
C>®(M), entao temos que , para toda forma bilinear b,

/ b(dX,dX) = / Trb(z) dt. (4.17)

Demonstracao da Proposigao Aplicando o lema acima para a forma bilinear Hess f, temos

que
fox_foX02%/Hessf(dx,dX):%/A FOX) dt

e X é um movimento browniano. Reciprocamente, suponha que X é movimento browniano.

Como
A(f? = Tr (Hess f?)=2Tr (f Hess f + df ® df)
= 2 fAf+2] grad f|%
temos
frox - prexym s [ = [(ranas [ gad fI7 () dr.

Por outro lado, pela féormula de Ito,
froX-floXy = 2 [(foX)d(foX)+[foX, foX]
g/(foX) A(foX)dt+[foX, foX].

E comparando estas duas expressoes temos que

foX,foX]= / | grad FIP(X)dt,

e portanto podemos aplicar o lema anterior. Para toda f € C*(M)

/Hessf(dX,dX):/T'rHessf(X)dt:/AfontgfoX—foXo
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e portanto X é um martingale. O

Se X é um semimartingale em M, a integral [ g(dX,dX) de g ao longo de X (também de-
notado por [(dX,dX), é chamado de variagao quadratica riemanniana de X, ou simplesmente
variagao quadratica).

Corolario 4.31. A variacao quadrdtica riemanniana de um movimento browniano €

t
/ (dX,,dX,) = nt
0

onde n € a dimensao de M.

Basta observar que Trg =", g(e;, ;) = n e a identidade (4.17).

4.2.3 Caracterizacao de aplicagoes harmonicas através de martin-
gales

Apresentaremos agora uma definicao para aplicacao harmonica utilizando a aplicacao hes-
siana. Como veremos através de coordenadas locais, esta definicao é equivalente a do capitulo

anterior onde utilizamos a derivada covariante.

Defini¢ao 4.32. Uma aplicagiao diferencidvel ¢ de uma variedade riemanniana (M, g) para
uma variedade com conexdo (N, Hess) € harmdnica se, para toda f € C*®(N),

A (fog)=Tr ((dp* ® dp*) (Hess f)) . (4.18)

Observagao 4.33. Quando uma aplicagdo diferencidavel ¢ de (M, q) para (N,Hess) € afim,
temos por definicao,

Hesspy(f o ¢) = (d¢p* @ d¢*) (Hess f ), ¥V f € C®(N) .
Logo, tomando o traco em ambos os lados desta equagao, temos que a aplicagao é harmonica.
Ou seja, ser harmonica € uma propriedade mais fraca do que afim, jd que ndo exigimos a
wqualdade das bilineares, e sim apenas igualdade dos tracos.
Em coordenada local, T% em M e y* em N, ¢ é harmonica se, e somente se,

R¢' +7°7Tod Dy ¢ D, ¢ =0, (4.19)
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onde {D; = %} e ¢' = y' o ¢. De fato, da definicao de aplicacdo harmoénica e da equacao

coordenada para o hessiano (4.7), temos que
A ¢ =Tr (=T, 0 ¢)(do* © do") (da’ © da*)).

Mas, x' é uma zero forma e portanto d¢*(dr’) = d(z' o ¢) = d¢'. E usando o fato que

Trb = g"b;;, para qualquer forma bilinear b,

0 9,
0xg 0T,

A¢' = Tr ((-Tio0¢)(de? @ de")) = (—T%y 0 6)g" (de’ @ dg*)(
= (Tl 0¢) 3" Ds ¢’ D, ¢".

Como era de se esperar, a equacao 4.19 coincide com a equacao de Euler-Lagrange (veja p.35).

A seguir iremos apresentar um teorema que consideramos o resultado mais importante

dessa dissertacao. Ele nos auxiliara nas demontracgoes de resultados sobre aplicacoes harmonicas.

Teorema 4.34. A aplicagio ¢ : (M, g) — (N, Hess) é harmonica se, e somente se, para todo
movimento browniano X em M, o semimartingale ¢ o X em N € um martingale.

Demonstragao: Seja ¢ uma aplicacao harmonica, X um movimento browniano e denotemos
por Y o semimartingale ¢ o X. Entao para toda f € C*(N)

foY = fogbng%/A(fO(b)ont por (4.15)
= %/Tr((dgb* ® d¢*) Hessf) o Xdt por (4.18)
= % / (d¢™ ® d¢*) Hessf(dX,dX) por (4.17)
— % / Hessf(dY,dY) por (4.4)

e Y é um martingale. Reciprocamente, seja X um movimento browniano iniciado no ponto

a € M (a existéncia deste movimento browniano é demonstrada no capitulo VIII do Emery
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[5]), f € C*°(N) e Y o martingale ¢ o X. Dali, com as mesmas justificativas anteriores,

%/Tr ((do* @ dp*) Hess f )o X dt = %/(dgb* ® d¢*) Hess f (dX,dX)

= %/Hessf(dY,dY)gon
= fod)oXE%/A(foqs)ont.

Isto implica que os processos de variacao finita [ Tr((d¢* ®d¢*)Hessf)oXdt e [ A(fop)oXdt

sao idénticos (ambos nulos no ¢ = 0). Diferenciando no tempo t = 0 temos a igualdade,

Tr ((d¢" @ d¢") Hess f ) = A(f o ¢)

num ponto arbitrario a da variedade M. E portanto ¢ é harmonica. O

Exemplo: Uma funcao diferenciavel f : (M, g) — R é harmonica se, e somente se, Af = 0.

De fato, por definicao de aplicacao harmonica, temos que para toda funcao diferencidvel
h:R—R,
A (ho f)y="Tr ((df* ®df*) (Hess h)).

Logo se tomarmos h como sendo a fungao identidade, temos Af = 0. Agora, vamos supor

que Af = 0. Tome X um movimento browniano qualquer em (M, g). Dai temos que para
fe (M)

~ ~ 1 ~

fOX—fOX0—§/A fOX dt
¢ um martingale local, em particular para f: f. Mas como Af = 0, resulta que fo X é um
martingale local. Logo pelo Teorema 4.34, f é harmonica.
4.3 Aplicacoes Harmonicas e o Calculo Estocastico

4.3.1 Produto de harmonicas

Com o objetivo de mostrar como a teoria de cédlculo estocastico pode colaborar com a
geometria, vamos mostrar um resultado que pode ser encontrado no artigo do Catuogno e

Ruffino [13]. Mais precisamente, estaremos interessados no teorema que diz que dadas as
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aplicacoes harmonicas ¢; : M; — G, j = 1,2,...,n, entre variedades riemannianas M; e um
grupo de Lie com a métrica riemanniana bi-invariante, entao o produto ¢¢s...¢, é uma
aplicacao harmonica entre M; x M, x ... M, e GG. Para tal demonstracao, sera necessario
basicamente o Teorema 4.34 e uma férmula de It6 para o logaritmo estocastico do produto de
semimartingales num grupo de Lie. Embora, estamos considerando que o grupo G tem uma
métrica bi-invariante, o que estamos mais interessados, é que sendo assim, teremos a conexao
invariante & esquerda, ou seja, VLY = %[X , Y| para campos invariantes a esquerda na algebra

de Lie G.

Logaritmo de um processo estocastico

Definicao 4.35. O logaritmo de um processo X; num grupo de Lie G (com Xy =€), é a
integral de Stratonovich da forma de Maurer-Cartan ao longo X, isto €, ele é o sequinte
semimartingale na dlgebra de Lie G

t
(logX)t:/ wodX,.
0

Teorema 4.36. Um processo X; em grupo de Lie com a conexdo invariante a esquerda (G, V%)
¢ um martingale se, e somente se, log(X;) € um martingale local na dlgebra de Lie G.

(Ver Hakim [6] ou Catuogno e Ruffino [13])

Proposicao 4.37. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos de Lie. Se X é um
semimartingale em G entao

¢« (log X) = log(p(X)). (4.20)

Demonstracao: Por defini¢io log¢(X) = [ ¢*wy o dX. Mas pelo Lema 2.28 p.28 temos

que
log ¢ (X) :/go*wHodX: /go*wgodX:go*logX

pois @, ¢é linear. O

Lema 4.38. Dados os semimartingales X eY em G, temos as sequintes formulas de Ito :
a) log(XY) = [Ad(Y ) od(log X) +logY;
b) log(X™!) = — [ Ad(X) o d(log X).
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Demonstragao: A férmula do item a) decorre principalmente da Proposigao 2.29:

log(XY) — / wodm(X,Y)

- / m*wod(X,Y)

— / (Ad™ (mo)mijw + miw) 0 d(X,Y)

- /Ad(Yl)od(/wodX)—l—/wodY

= /Ad(Y_l) odlog X +logV.

Para o item b) basta aplicar a identidade a) com Y = X 1. O

Daremos agora o teorema que foi considerado como foco para a maioria dos resultados
apresentados nesta dissertacao (ver Catuogno e Ruffino [13]).
Teorema 4.39. Seja ¢; : M; — G, j = 1,2,...,n, aplicagoes harmonicas de variedades
riemannianas M; para o grupo de Lie (G,V*). Entdo o produto ¢1¢s ..., € uma aplicagdo
harmonica entre My X My x ... x M, e G.
Demonstracao: E suficiente provar para n = 2. Considere f: M; — G e g : My — G duas
aplicacoes harmonicas. Sejam B! e B? movimentos brownianos independentes em M; e M,
respectivamente. Entdo (B!, B?) é um movimento browniano no espaco produto M; x M.
Nés temos de provar que f(B!)g(B?) é um martingale no grupo G (veja Teorema 4.34). Pelo
Teorema 4.36 este produto é um martingale se, e somente se, seu logaritmo é um martingale

local. Pela férmula de Ito, item (a) do Lema 4.38, nés temos que

log(f(B")g(B?)) = / Ad(g(B?)™") o d(log f(BY)) + log g(B?). (4.21)

Por hipétese, log f(B!) e o tltimo termo log g(B?) sao martingales. Agora, a integral de
Stratonovich se diferencia da integral de It6 por um termo de corregao (variacao quadratica)
que é nulo, pois B! e B? sao independentes (veja Proposigao 1.27, p.14). Logo, ela reduz
a uma integral de Ito com relacio ao martingale log f(B'), o que implica que a integral
de Stratonovich em (4.21) é um martingale. Portanto log(f(B')g(B?)) é um martingale na

algebra de Lie G, e o produto f - g é harmonico. O
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Exponencial de um processo estocastico

Definicao 4.40. Considere um semimartingale My na dalgebra de Lie G. Definimos a expo-
nencial estocdstica a esquerda (M) de M, como sendo o processo estocdstico X, que € solugao
da equacdo invariante a esquerda de Stratonovich em G':

dX, = Lx,« o d M,
XO = €.

Proposicao 4.41. O logaritmo estocdstico é a inversa da exponencial estocdstica €.

Ver Hakim [6] ou Catuogno e Ruffino [13].

Exemplo: (Produto de geodésicas é harmonica): Seja G um grupo de Lie com a métrica
bi-invariante. Considere X,..., X,, elementos da algebra de Lie G. Entao a aplicacao f :
(R™, <,>) — G definida por

f(tb s 7tn) = eXp(thl) et eXp(tan)

¢ harmonica. Novamente, com n = 2, dado (B}, B?) um movimento browniano no plano R?,

entao:

log(exp(B{ X1) exp(B; X>))

— [ Ad(fexp(B2X) ) o dllog(exp(BLX)) +logfexp B2Xa)
— [ Ad(exp(B2X2) ) 0 d(BLX) + BEX,

onde usando os mesmos argumentos do Teorema 4.39 temos que a integral de Stratonovich
¢ um martingale. Além disso, BiX; é um movimento browniano 1-dimensional e portanto é
um martingale. Logo, através do Teorema 4.36 temos que f(B}, B?) é um martingale, o que
implica que f é harmonica. Daremos agora um corolario que é parcialmente uma reciproca
do Teorema 4.39 (ver Catuogno e Ruffino [13]).

Corolario 4.42. Sejam f: M — G e g: N — G duas aplicagoes diferéncidveis C*°. Se o
produto f - g € harmonica e uma das aplicacoes, f ou g € harmonica, entao a outra aplica¢ao
também € harmonica.
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Demonstracao: A prova segue da equacgao (4.21), onde a integral de Stratonovich se resume
numa integral de Ito, devido a independéncia dos movimentos brownianos. O lado esquerdo
da equagao ¢ um martingale por hipotese e pelo Teorema 4.36. Se f é harmonica entao o inte-
grando é um martingale, assim log g(B?) também é um martingale e g ¢ harmonica. Por outro
lado, se g ¢ harmonica, entao a integral de It6 ¢ um martingale, pois é soma de martingales. E

pela decomposi¢ao de Doob-Meyer, segue que log(f(B')) ¢ um martingale e f ¢ harmonica. O

Observagao 4.43. Para verificar que a reciproca do Teorema 4.39 nao € verdadeira, basta
tomar a funcdo harmonica f de R?> em R (em ambos com a conexdo flat) dada por f(x,y) =
sinh(z)sin(y). Que f € harmonica é suficiente verificar que

*f  O*f
w—Fa—yQ—O.

Mas as fungoes sinh(z) e sin(y) nao sao harmonicas de R em R.

4.3.2 Condicoes probabilisticas nas variedades

Esta secao consiste basicamente em mostrar que, sob determinadas condigoes estocasticas
para as variedades, uma aplicacao harmonica é constante. Para isso estaremos usando o
Teorema (unicidade de martingale) 4.24 e uma caracterizagao para variedades que chamaremos
de propriedade do acoplamento. Os resultados que estaremos abordando sao encontrados nas
referéncias Emery [5], Hsu [7] e Kendall [8].

Definicao 4.44. Dizemos que uma variedade diferencidvel M tem a propriedade do acopla-
mento, se dados x ey pertencente a M, existe um movimento browniano iniciado em x, B”,
e outro iniciado em y, BY, tal que By = BY. para algum tempo de parada T

Esta propriedade probabilistica na variedade tem como equivaléncia na geometria a cur-

vatura de Ricci nao ser negativa (ver Kendall [8]).

Sob determinadas propriedades a aplicagao harmonica é constante

Seja (M, VM) uma variedade diferencidvel com a propriedade do acoplamento, para um

tempo de parada T limitado, e (N, V) variedade diferencidvel satisfazendo o Teorema 4.24

29



(unicidade de martingale) no sentindo global. Entao se a aplicacdo F' : M — N , C™,

¢ harmonica temos que F' é uma aplicacao constante. De fato, tome z e y pertencente a
variedade M, e B* e BY movimento browniano em M tal que Bf = BY. Como F é harmonica,
temos que X; = F(BY) e Y; = F(B) sao VV-martingales. E além disso, pela unicidade de

martingale
Xr = F(B}) = F(BY) = Yz, o que implica X; =Y, , para todo ¢ € [0, 7.

Logo Xo = Yy. Mas Xy = F(BY) = F(z) e Yy = F(Bj) = F(y), e portanto temos que F é

constante.

Exemplo:

(Parte I) E conhecido (ou fécil de mostrar) que f : R — R ¢ harménica se, e somente
se, f(xr) = ax +b, a,b € R. E portanto f nado é necessariamente uma constante.
Por outro lado R satisfaz a unicidade de martingale no sentindo global (veja o inicio
da demonstracao do Teorema 4.24). O que implica que R nao satisfaz a propriedade
do acoplamento para um tempo de parada limitado, pois do contrario, teriamos que,

f R — R é harmonica se, e somente se, ¢ uma fungao constante.
(Parte II) R satisfaz a propriedade do acoplamento para um 7" nao limitado: Sejam B*, BY
movimentos brownianos independentes em R iniciados em x e y respectivamente. Defina

W(t) = S(B*(t) ~ BU(1),

e temos que:

(i) W(t) é um martingale, pois é soma de martingales;
(i) Sua variagdo quadratica ¢ t¢:

W(0), W(t)] = S[B*(1), B()] — [B(1), BY(1)] + 3[BY(t), BY(H)] =t

Logo W (t) é um movimento browniano e, sendo assim, existe tempo de parada T' nao
limitado (ver Revuz e Yor [12]) tal que W(T') = 0, e portanto B*(T') = BY(T).
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