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RESUMO

Definidas sobre uma F-dlgebra, os conceitos de funcao peso e funcao peso fraco
foram introduzidos de forma a simplificar a teoria dos codigos corretores de erros que
utilizam ferramentas da geometria algébrica. Porém, todos os cédigos suportados por
estes conceitos estao intimamente ligados a cddigos provenientes de curvas algébricas,
ou seja, os codigos geométricos de Goppa. Uma modificacao da nocao de funcao peso
foi apresentada permitindo assim construir cédigos lineares sobre variedades algébricas.
Nesta tese, apresentamos uma generalizacao da teoria de fungoes pesos fracos que possi-
bilitou a construcao de codigos sobre variedades de dimensao arbitraria. Determinamos
uma cota para a distancia minima destes codigos, e finalmente, apresentamos uma ca-
racterizagao tanto para as algebras munidas de fungoes pesos quanto para as algebras

munidas de um conjunto especial de fungoes pesos fracos.

Palavras-Chave: Funcao peso, funcao peso fraco, cédigos corretores de erros, conjunto

admissivel.
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ABSTRACT

Defined on a F-algebra, the concepts of weight and near weight function were in-
troduced to simplify the theory of error correcting codes using tools from algebraic
geometry. However, all codes supported by these theories are geometric Goppa codes.
The concept of weight function was generalized and used to construct linear codes on
algebraic varieties. In this thesis, we present a generalization of near weights theory
able to construct codes on higher dimensional varieties, and we define a formula for the
minimum distance of such codes. Finally, we characterize the algebras with a weight

function and the algebras admitting a special set of two near weight functions.

Key words: weight function, near weight function, error-correcting codes, admissible

set.
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INTRODUCAO

A teoria de cédigos corretores de erros foi introduzida em 1948, por C. E. Shannon,
e desde entao vem sendo amplamente desenvolvida. Uma importante revelacao desta
teoria se deu na década de 80. Baseado em uma curva algébrica projetiva X irredutivel
e nao-singular definida sobre um corpo finito ' e dois divisores F-racionais de X, a
saber, D = P+ ..+ P, e G = ayQ1 + ... + ,Qp, onde Py, ..., P, e Q4,...,Q,, sao
pontos racionais distintos de X e aq,...,«a,, € Z, V. D. Goppa, em 1981, construiu os

conhecidos Cddigos Geométricos de Goppa

Ce(D,G) ={(f(R), ... [(P)) €F": f € L(G)}, e
Co(D, Q) ={(resp,(w), ...,resp,(w)) € F": w € QG — D)} = Cc(D,G)*.

Porém, a compreensao destes codigos exigia do leitor um conhecimento aprofundado
sobre geometria algébrica e teoria de corpos de funcoes. Devido a isto, varios pesqui-
sadores passaram a buscar por métodos mais “simples”’de se chegar a estes cédigos.
Entao, em 1998, Hgholdt, van Lint e Pellikaan apresentaram em [H-vL-P] uma cons-
trugao alternativa & de Goppa. Baseados em uma F-dlgebra R (anel comutativo com
unidade) e no semigrupo numérico Ny, os autores introduziram o conceito de Fung¢ao
Peso (p : R — Ny U {—00}), e a partir desta definigdo construiram cédigos linea-

res “sem”o uso de geometria algébrica, obtendo dentre eles os cédigos geométricos de



Goppa pontuais.

Uma caracterizagao das algebras munidas destas funcoes foi dada posteriormente
em [Ma]. Neste artigo, Matsumoto provou que tais dlgebras sdo anéis de coordenadas
afins de curvas algébricas projetivas com exatamente um ponto racional no infinito, e
que as funcoes pesos sao restricoes de valorizagoes discretas de posto um associadas a
tais pontos. Disto, concluiu-se que todos os cddigos construidos a partir de fungoes
pesos sao codigos de Goppa pontuais.

Em 2002, Geil e Pellikaan apresentaram em |[Ge-Pe] uma generalizagao do con-
ceito de fungao peso. Tal conceito, que antes era definido de uma F-algebra R sobre o
semigrupo numeérico, passou a ser definido sobre um semigrupo ordenado I' qualquer,
permitindo entao obter codigos corretores de erros sobre variedades algébricas, aos quais
serao apresentados no Capitulo 1. Alguns resultados sobre as estruturas das algebras
munidas destas fungoes sao expostos no Capitulo2, tendo em destaque os resultados
Teorema 2.5, Corolario 2.6 e Proposicao 2.7, onde provamos que sob certas condigoes,
as algebras munidas de funcoes pesos sao anéis de coordenadas afins de variedades
algébricas projetivas cuja a normalizagao possui pelo menos um divisor irredutivel (ver
defini¢gao 1.13) no infinito. Ao final deste, ilustramos, na Observacao 2.8, o resultado
acima, mostrando que, para a superficie quidrica nao-singular XY — ZW = 0 em P3,
a qual possui dois divisores irredutiveis no infinto, é possivel construir uma fungao peso
sobre o seu anel de coordenadas afins.

Independente desta generalizacao, o conceito de fungao peso, quando definida
sobre um semigrupo numérico, produzia apenas os cddigos de Goppa pontuais. Assim,
em 2004, uma modificagdo desta definigdo permitiu estender esta construcao. Em [Si,
Silva introduziu as Func¢oes Pesos Fracos. Fungoes que também sao definidas de uma
F-algebra R sobre o semigrupo numérico e sao utilizadas para construir cédigos lineares,
sendo agora dentre eles, os codigos geométricos de Goppa bi-pontuais. Tais resultados
foram publicados em [NOC], e recentemente, em [Ca-Si|, eles foram estendidos para os
cédigos de Goppa suportados em m pontos racionais. Para tal construgao, é necessario

que a F-algebra R admita m funcoes pesos fracos satisfazendo a propriedade de ser um



Congunto Completo (ver [Ca-Si], defini¢ao 2.2 e [NOC], defini¢ao 4.4).

Resultados similares aos de Matsumoto sobre as estruturas das algebras sao
dados em [Mu-To| e [Ca-Si]. Em [Mu-To|, os autores provam que se uma F-dlgebra
admite um conjunto completo de duas funcoes pesos fracos entao esta algebra é o anel
de coordenadas afins de uma curva algébrica projetiva irredutivel com exatamente dois
pontos no infinito, enquanto que em [Ca-Si], tal resultado é generalizado utilizando m
fungoes pesos fracos, concluindo assim que os cédigos construidos por esta teoria sao
cbdigos de Goppa m-pontuais.

Neste trabalho, vamos apresentar uma generalizacao do conceito de funcao peso
fraco, agora definindo-a sobre um semigrupo ordenado, permitindo assim construir estas
funcoes sobre variedades algébricas de dimensoes arbitrarias, diferentemente do caso
anterior, que estava apenas ligado & curvas algébricas (ver [Mu-To] e [Ca-Si]). Este
“novo” conceito de fungdo peso fraco, serd introduzido no Capitulo 3, (Definicao 3.1),
onde também destacamos dois métodos de obter estas fungoes; um utilizando de teoria
de valorizagoes sobre corpos de fungoes de variedades algébricas (Secao 3.2, Proposigao
3.10): Se R é o dominio afim de uma variedade projetiva X irredutivel e definida sobre
um corpo F com k divisores irredutiveis C1, ..., Cy no infinito, e se v;, para i € {1, ..., k},
sao valorizagdes no corpo de fungoes F(X') tais que:

a) r.posto(v;) = dimX =d, e
b) v; estd centrada em um ponto F-racional nao-singular @; € C; C X,

entdo as fungoes p; : R — I'; U {—o0}, definidas por

—o0 , se f=0;
pi(f) = 0 ., seu(f)=i0;
—v(f) , sev(f) < 0.
onde I'; := {—v;(f) : f € Rev(f) <; 0} U {0}, sao fungoes pesos fracos em R; e
outro utilizando de teoria de bases de Grobner sobre ideais téricos (Segao 3.4): Sobre

um subconjunto A = {ay, ...,a,} C Z%, definimos o anel térico F[ X, ..., X,]/I 4, onde

Iy = (X*—=X%:a,pB €Nt wXe) =w(X?),



e, construimos a fungao peso fraco p: R — I' U {—o0} definida por

—o0 , se f=0;
p(f) = 0 ,sef#0ew(f)=<0;
w(f) 5 sew(f) >0,
onde I":= {7y € Ng.A: 0:= (0,...,0) = v} C Ny A.

No capitulo 4, veremos como esta teoria pode ser usada para construir cédigos
lineares. Determinaremos uma cota para a distancia minima do cédigo dual C(«) (ver
Definigao 4.1) e a ilustraremos em alguns exemplos. Finalizaremos este capitulo mos-
trando que esta cota, quando calculada sobre cédigos baseados em curvas algébricas, €,
em alguns casos, melhor que a cota de Goppa.

No dltimo capitulo, assim como no capitulo 2, apresentaremos uma caracte-
rizagao para as algebras agora munidas de um conjunto admissivel de duas funcgoes
pesos fracos (ver Definigao 3.28). Mostraremos, na Proposi¢ao 5.14, uma relacdo en-
tre a dimensao destas algebras e os postos racionais dos semigrupos de valores destas
duas fungoes, e, no Teorema 5.16, Corolario 5.17 e Proposicao 5.18, provaremos que sob
certas hipdteses, tais algebras sao anéis de coordenadas afins de variedades algébricas
projetivas cuja normalizagao possui pelo menos dois divisores irredutiveis no infinito.

Por fim, no apéndice A, introduzimos os conceitos basicos e resultados da teoria

de valorizacoes que serao utilizados ao longo de todo o texto.



CAPITULO 1

FUNCOES ORDENS

Uma generalizacao do conceito de funcao ordem é dada, possibilitando a construcao
destas fungoes sobre algebras de dimensao de Krull maiores ou iguais a um, e consequen-
temente a construcao de codigos lineares sobre tais algebras. Porém, este novo conceito
requer alguns conhecimentos sobre semigrupos ordenados. Assim, neste capitulo, intro-
duzimos alguns conceitos basicos da teoria de semigrupos, que serao utilizados ao longo
de todo o texto, a “nova’definicao de uma fungao ordem, e a construcao de codigos

algébricos utilizando tais fungoes.

1.1 Semigrupos

Definicao 1.1. Seja I' um conjunto com uma operacao binaria +, e seja 0 um elemento
em I'. Dizemos que (I',+,0) é um mondide comutativo se sao satisfeitas as seguintes
condicoes: para quaisquer «, 5,7 € T,

1. (a+8)+vy=a+(6+7); (associativo)

2. a+p=0+aq; (comutativo)

3. a+0=a=0+a. (elemento neutro)
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Um monoéide comutativo (I, +,0) é chamado um semigrupo se este tem a propriedade

do cancelamento, isto é, para quaisquer o, 5,7 € I,
se a+ 8=+ [ entao a = 7.
Defini¢ao 1.2. Um semigrupo (I', +,0) é dito ser
1. livre de inverso, se para quaisquer «, 3 € I' tais que a + = 0 entao a = = 0;

2. livre de torca 1 e I tal =0 | eN
wre de torg¢ao, se para qualquer « alquea+ -+« , para algum n ,

~ n vezes
entao a =0; e
3. finitamente gerado, se I' é gerado por um numero finito de seus elementos, a
saber, se existem ay, ..., ,, € [ tais que, para qualquer elemento v € I, existem

A1, - An € Ny tais que
7:)\1a1+"'+)\nan-

Neste caso, denotamos I' := (v, ..., ).

Observe, da definicao acima, que todo semigrupo livre de inverso é um semigrupo

livre de torcao.

Definigao 1.3. Dado um semigrupo (I',+,0), definimos a relacgdo ~ em I' x I" por
(a, B) ~ (7,0) se, e somente se, « + 3 = f+ . Entdo ~ é uma relacao de equivaléncia.
A classe de equivaléncia de («, ) é denotada por [a, 5] e o conjunto das classes de
equivaléncia é denotado por G(I'). Defina [a, 8] + [v,d] = [a+ 7,8 + J]. Entao esta
operagao + estd bem definida e d4 a G(I') uma estrutura de grupo comutativo que é

chamado de grupo de diferencas de T'.

Observagao 1.4. Seja (I', +,0) um semigrupo finitamente gerado. Entao G(I') é um
grupo abeliano finitamente gerado. Entao, da estrutura dos grupos abelianos finitamente

gerados (ver [Lal,cap.1,§10 e [Ga-Le|, cap.IX,§1), segue que G(I) ¢é isomorfo a T'(G(I")) &
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Z", para algum r € Ny, onde T(G(I")) é o subgrupo de torgao de G(I"). Assim, se I' é um
semigrupo livre de torgao e finitamente gerado, entao G(I') & Z", para algum r € Ny

([Shif], §1).

Definicao 1.5. Seja (I', 4+,0) um mondéide comutativo. Uma ordem parcial < em I" é

chamada admissivel (ou compativel) se para quaisquer «, 3,7 € I, temos

1. 0<a, quando a # 0, e
2. sea<fentaoa+vy<pG+17.
Uma ordem total admissivel em I" pode ser extendida a uma ordem total admissivel®

em G(T') através de:
[0475] = [’Y, 5] se, e somente se, a + 0 <X 3+ 7.

Definicao 1.6. Seja (I',+,0) um semigrupo. Dizemos que I' é um semigrupo bem
ordenado se este é um semigrupo totalmente ordenado por uma ordem admissivel < e
se toda sequencia decrescente, com respeito a =<, de elementos de I' admite elemento

minimo em I'.

Observagao 1.7 ([Shif],§1). 1. Um semigrupo bem ordenado é livre de inverso, e
portanto livre de torcao.
2. Um semigrupo finitamente gerado livre de inverso com uma ordem total admissivel

¢ bem ordenado.

Definigao 1.8. Seja (I',4,0) um semigrupo. Definimos o posto racional do semigrupo

I' por
r.posto(I') := r.posto(G(I')) = dimg(G(I") ®z Q),
onde G(I') é o grupo de diferengas de T'.

Exemplo 1.9. Seja (', +,0) um semigrupo livre de inverso finitamente gerado. Entéao
da observagao 1.4, existe r € Ny tal que G(I') = Z". Logo, da definigdo acima, temos

que r.posto(I') = r.

lse a < bentdo a+c=b+cVa,b,ce G)
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Vejamos agora alguns exemplos de ordens sobre Z".

Sejam o = (aq,...,a,.) e B = (B4, ..., B-) elementos quaisquer de Z'.
e Ordem Lexicogréafica (<.,)

a; = [;, para todo i < j
A <jex 6 ~
a; < fB;, paraalgum j € {1,...,7}.

e Ordem Lexicografica Graduada (<)

22:1 a; < 22:1 Bi, ou
Y= Biea < b

o <grlex 6 ~

e Ordem Lexicografica Graduada com pesos (<g)

Sejam wy, ...,w, € Ry, onde R, é o conjunto dos niimeros reais positivos. Se estes

elementos sdo racionalmente independentes (ver A.2), entdao dizemos que

T '
a<wBe{ T, 0w < T, B
Se wy, ..., w, sao elementos racionalmente dependentes, entao dizemos que

Do iwg < Yo B, ou
Z;:l Q;Ww; = Z::l /Bzwl € A <eg ﬁ

a<gpf&

1.2 Funcoes Ordens

Sejam R uma [F-algebra, isto é, R é um anel comutativo com unidade contendo um
corpo F, e (I', <) um semigrupo bem ordenado. Adicionamos a I" um elemento —oo e
estendemos a ordem < a I' U {—o0} por —oo < a para todo o € T, e estendemos a

adicao a I'U {—o0} por —oo + a = (—o0) + (—00) = —00.

Defini¢ao 1.10. Seja R uma F-dlgebra. Uma funcao p : R — I' U {—o0} é chamada
uma funcdao ordem sobre R se esta é sobrejetiva e sao satisfeitas as seguintes condigoes:

para f,g,h € R,
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(0.1) p(f) = —o0 se, e somente se, f = 0;

(0.2) p(Af) = p(f), para todo A € F*;

(0.3) p(f + g) = maz{p(f), p(9)};

(0.4) Se p(f) < p(g) e h # 0, entdo p(fh) < p(gh);

(0.5) Se p(f) = p(g) # —oo entao existe A € F* tal que p(f — Ag) < p(g).
Se, além dos axiomas anteriores, também é satisfeita a condicao:

(0.6) p(fg) = p(f) + p(g)

entao dizemos que p é uma funcao peso em R.

Denotamos a tripla (R, p,I') por uma estrutura ordem (peso) sobre o corpo F, se
p: R —TU{-00} é uma funcdo ordem (peso) sobre F, e chamamos I' o semigrupo de

valores de p.

Exemplo 1.11. Considere o anel de polinomios R = F[X1, ..., X,,] e o semigrupo or-
denado (N, <r), onde <y, é a ordem lexicografica em Nf. Para a = (o, ..., ) € Nj
denote X = X" - ...- X2~ Para f =) A X* € R, com A, € F, temos que a fungao
p: R — Ny U{—o00} definida por:

—00 ,se f=0;

p(f) =
max{a: A, #0} ,se f#0.

¢ uma funcao peso em R.

Exemplo 1.12 ([H-vL-P],§3, ex.3.8). Considere X uma curva algébrica projetiva nao-
singular absolutamente irredutivel sobre o corpo F. Sejam P um ponto F-racional e R
o anel das fungoes racionais que tém polos, possivelmente, no ponto P, ou seja,
R= (] Oq),
QexX\{P}
onde Og(X) é o anel local associado a ). Seja vp a valorizagao em P. Entdo, definindo
p: R —TU{—o0}, com (I',<) C (N, <), por p(f) = —vp(f) para f € R, temos, das

propriedades de valorizacao discreta, que p é uma funcao peso.
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Para X = V(X°—Y*-Y) (curva hermitiana) sobre o corpo Fi5 ¢ R = Fy4[X, Y]/(X°—
Y4 —Y), temos que p(z*y”) = 4o + 53 é uma funcao peso sobre R com semigrupo de

valores I' = (4,5) C Np.

Um exemplo mais geral envolvendo valorizagoes e variedades algébricas de dimensao
arbitraria é dado a seguir.
Seja X uma variedade algébrica irredutivel definida sobre um corpo F, de dimensao

d, e seja F(X)|F o seu corpo de fungoes.

Definigao 1.13. Um divisor irredutivel em X é uma subvariedade C' de X irredutivel
e definida sobre I de codimensao 1 (isto é, dim(C) = d — 1) tal que o anel local O¢(X)

¢ integralmente fechado em F(X').

Teorema 1.14 ([Li],§3,teorema 2). Seja R um dominio afim sobre F, isto é, R =
F[Xy,..., X/, onde I é um ideal primo. Seja X o fecho projetivo de V(I) em P" e
seja C' a intersecao de X com o hiperplano no infinito. Assuma que C € um divisor
irredutivel em X. Seja v qualquer valorizagdo do corpo de fungoes F(X) tal que

i) o posto racional de v é d = dimX ;

it) v estd centrada em um ponto racional nao-singular Q € C C X, e

iii) v(f) = 0 para todo f € R.

Entao p = —v|g € uma funcao peso em R.

Aqui R pode ser visto como um subanel de F(X') consistindo de fungdes com pdlos
em C, ou seja,
R= (] Obld),
Dex\{C}
onde D percorre todos os divisores irredutiveis de X, exceto C, e Op(X) é o anel local

associado a D.

Exemplo 1.15 ([Su],§3,ex.3.1). Seja P? o plano projetivo parametrizado por F[X,Y, Z].
Seja C'alinha Z =0e Poponto (0:1:0). SejaR =F[z,y|,ondex = X/Z ey=Y/Z.
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Considere o corpo de fungoes F(z,y) de P?. Entao 1/y é um parametro local de C' em
P? e z/y é um parametro local de P em C. Assim, é possivel construir uma valorizacao

v de F(z,y) em Z? U {+00}, ordenado pela ordem lexicograifica, da seguinte forma:

v(0) = o0, v(1/y) = (1,0) e v{x/y) = (0, 1).

Logo, v(y) = (—=1,0) e v(z) = (—1,1). Entdo p: R — ((1,—1),(1,0)) U{—o0} dada
por p(f) = —v.(f) é uma funcdo peso em R.

Vejamos agora algumas propriedades de fungoes ordens.

Proposigao 1.16 ([Ge-Pel, prop.2.5, [H-vL-P], lema 3.9). Seja (R, p,I') uma estrutura
ordem em R. Temos as sequintes propriedades para a func¢ao ordem:

(1) Se p(f) = p(g), entdo p(fh) = p(gh) para todo h € R.

(2) Se p(f) # p(g) entao p(f + g) = maz<{p(f),p(g)}

(3) Se £ € R\{0}, entdo p(1) < p(f).

(4) F={feR:p(f) = p(1)}.

(5) O elemento \ € F* no azioma (0.5) de fungao ordem € unico.

Observe que, destas propriedades, R pode ser visto como uma uniao de dois conjun-

tos, isto ¢, R = M UU onde

M={feR:p(l) <p(f},eU ={f €R:p(f) 2 p(1)}.
Neste caso, U* :=U\{0} ={f € R: p(f) = p(1)} =F*.

Uma consequéncia imediata da definicao de funcao ordem é dada a seguir.

Lema 1.17 ([Ge-Pe],§2,prop.2.4). Seja (R, p,I") uma estrutura ordem em R. Seja S
uma F-subdlgebra de R. Entao para A = {p(f) : f € S,f # 0} C T, temos que a

restrigao de p sobre S, isto €, pig : S — A_, € uma fungdao ordem em S,

Proposicao 1.18 ([Ge-Pe], prop.2.6, [H-vL-P], prop. 3.10). Se existe uma fun¢ao ordem

em R, entdo R é um dominio de integridade.
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Uma F-algebra munida de uma fungao ordem é dita ser um dominio ordem.

Porém, a reciproca da proposicao anterior é falsa. Por exemplo, para o anel R =
FIX,Y]/(XY — 1), temos que R é uma [F-dlgebra que é um dominio, mas nao existe
funcao ordem sobre R, pois caso contrario, tomando x e y as classes de X e Y, respecti-
vamente, e p uma funcao ordem em R, entao temos, das propriedades de funcao ordem,

que p(1) < p(z) < p(xy) = p(1), contradicao.

1.3 Bases de um Dominio Ordem

Agora, estamos interessados em encontrar bases de um dominio ordem como um [F-
espago vetorial. Sejam R uma F-algebra e (I', <) um semigrupo bem ordenado. Seja
{fa| @ € T'} uma base de R sobre F. Para cada v € T', considere o subconjunto L(~y) de
R gerado por {f, € R| @ < v}. Entao, vendo R como um F-espacgo vetorial, temos que

L() é um subespaco vetorial de R. Assim, defina a seguinte fun¢ao [ : I' x I' — I" por

la,B) :=min<{y € I': fofs € L(7)}, para a, 5 € I.

Uma base de R é chamada de uma base ordenada se l(a, ) < I(5,7) para todos «, 5,7 €

I tais que o < f.

Teorema 1.19 ([Ge-Pe|,83, prop. 3.2). Se (R, p,I') € uma estrutura ordem sobre F e
{fo : @« € T'} € uma sequéncia de elementos em R tal que p(f,) = « para todo o € T,

entao esta sequéncia € uma base ordenada em R.

Teorema 1.20 ([Ge-Pe|,§3, prop. 3.3). Sejam (I', <) um semigrupo bem ordenado e
{fo : a € T} uma base ordenada de R. Defina p(f) = —o0 se f =0, e para 0 # f € R,
p(f) =r, onde v é o menor elemento de ', com respeito a ordem =<, tal que f € L(7).

Entao (R, p,T") é uma estrutura ordem sobre F.

Dado um semigrupo bem ordenado, entao é possivel construir sobre este uma estru-

tura ordem.
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Seja (T, %) um semigrupo bem ordenado. Por definigdo a dlgebra de semigrupo
F[['] :== F{X* : a € I'}] tem uma base (X : o € I') sobre F, cuja multiplica¢do sobre

os elementos da base é definida por X*X# = X**# e é extendida linearmente.

Corolario 1.21. Se (I',=) € um semigrupo bem ordenado entdo F[I'] é um dominio

ordem sobre F com semigrupo de valores I'.

1.4 Cdbdigos para Dominios Ordens

Nesta secao apresentamos a construcao de codigos algébricos sobre dominios ordens.
Esta secao é fundamentada nas referéncias [[Gel],cap. 1.11] e [[Ge2], §3].

Seja F um corpo finito. Denote por * a multiplicacdo em F" dada por (ay, ..., a,) *
(b1,...,b,) = (a1by,...,anb,), com a;,b; € F, i = 1,....n. Entao, o espago vetorial F"
com esta multiplicagdo torna-se um anel comutativo com unidade (1,...,1). Assim,

identificando {(a,...,a) : a € F} com F, temos que F" é uma F-élgebra.

Definicao 1.22. Seja R uma F-algebra. A aplicacao sobrejetiva ¢ : R — F" é chamada
um morfismo de F-algebras, se ¢ é F-linear e p(fg) = ¢(f) * v(g), para todos f,g € R.

Exemplo 1.23. Dado um anel quociente R = F[X1, ..., X,,)] /I, seja Vr(I) = { Py, ..., P,} C

F™ o conjunto dos zeros de I sobre F. Entao a seguinte aplicacao de avaliacao

av : R — [

F+1 — (F(P),...F(P,))
¢ um morfismo sobrejetor de F-dlgebras.
Agora, seja (R, p,I') uma estrutura ordem sobre F. Seja {f, : p(fo) = @ € T'} uma

base ordenada de R e considere o subespago vetorial L(a) = {f € R : p(f) =X a} =

(far 1 &/ 2 ), onde () denota o subespaco gerado por - sobre F.

Definicao 1.24. Seja ¢ um morfismo sobrejetor em R. Para um dado o € T', definimos

o cddigo de avaliagiao E(«) e seu cddigo dual C(«r), respectivamente, por
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E(a) = p(L(a)) = (p(for) s ' S a)y, €
Cla) ={ceF":c-p(fo) =0,para todo o < a}.

Observe que para a, o/ € T tais que @ =< « temos que E(a/) C E(a) e C(o/) 2 C(a).

Exemplo 1.25. Considere o dominio ordem R = Fy[z,y| com a fungao peso p : R —
NZ U {—o0} dada por p(z) = (1,0) e p(y) = (0,1) e N2 é ordenado pela ordem lexi-

cografica graduada. Entao

B = {f(0,0) = 1,f(0,1) =Y, f(1,0) =, f(o,z) = ?JQ,f(m) =1y, f(2,0) = xzyf(o,?,) = 937 }
¢ uma base ordenada de R. Considere a aplicacao de avaliacao

aw: R — F}
Fo— (F((0,0)), F((0,1)), F((1,0)), F((1,1)))
Os cédigos de avaliagao sao:

((1,1,1,1))g
E((0,1)) = ((1,1,1,1),(0,1,0,1))
((1,1,1,1),(0,1,0,1), (0,0, 1, 1)),
= E((0,2))
E((1,1)) = {((1,1,1,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(0,0,0, 1))y
= Fi=E((2,0)=E(0,3)=...

E os cédigos duais sao:

C((0,0)) = {ceF3:c-(1,1,1,1)

C((0,1)) = {ceF3:c-(1,1,1,1)

C((1,0)) = {ceF3:c-(1,1,1,1)
= C((0,2))

C((1,1)) = {ceF3:c-(1,1,1,1)=¢-(0,1,0,1) =¢-(0,0,1,1) = ¢-(0,0,0,1) = 0}
= {(0,0,0,0)} = C((2,0)) = C((0,3)) = ....

0}
c-(0,1,0,1) = 0}
¢-(0,1,0,1) = ¢-(0,0,1,1) = 0}

Exemplo 1.26. Continuando o exemplo 1.12, sejam P, ..., P, pontos F-racionais de X,

dois a dois distintos, diferentes de P. Considere a aplicacao de avaliacao
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aw: R — [F"
[ (f(R), ., f(P))
Tomando D = P, + ... + P, e o subespago vetorial de R,

Lim) = {f € R: plf) < m} = L(mP) = {f € F(X) : div(f) + mP > 0},
obtemos, aplicando av, os codigos geométricos de Goppa pontuais
E(m) = av(L(m)) = av(L(mP)) = Cz(D,mP), e
C(m) = (E(m))* = Co(D,mP).
Vamos agora encontrar uma cota inferior d(«) para a distancia minima d(C(«)) do
codigo C(a).

Definicao 1.27. Para v € I, defina

Ny i={(a, 8) €T?: l(c, B) = v} e
() == 7Ny,

Lema 1.28. Sejar = u(y). Dados r elementos (o1, £1), ..., (ar, Br) € N, entao podemos

enumera-los de forma que aq < ... < a, € B = ... = [,.

Assim, sejay € I'. Sejam o, ..., o € I tais que (o, o), ..., (o0, 1) € Nyeag < ... <
a,. Considere a matriz M cujas primeiras linhas sdo ¢(fa,), ..., (fa,) € completemos
M de forma que o posto de M seja igual a n.

Para y = (v1,...,yn) € F", considere a matriz diagonal D(y) := (a;;)nxn, onde
aij =0sei#jea; =y, parai,j =1,...n. Seja S(y) := MD(y)M7, entdo , para
i,j € {1,...,r}, temos que (S(y))i; = ¥ - (¢(fa,) * ¢(fa,;)), onde - é o produto interno

usual em F”. Assim, como posto(M) = n, temos que
posto(S(y)) = wt(y),
onde wt(y) é o peso de y.

Lema 1.29. 1) Sey € C(v) para todo v < v e l(a;, j) <y entdo (S(y))i; = 0.
2) Sey € C(y') para todo v <, masy ¢ C(v) e (o, a;) = entao (S(y)),; # 0.
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Proposicao 1.30. Se y € C(y)\C(v) para todo v < v entao wt(y) > pu(y).

Defina a cota ordem

d(7y) :=min{p(N) 1 v < A}

Teorema 1.31. A distancia minima d(C(7y)) de C(v) € limitada inferiormente por d(7y),

1sto €,
d(C(v)) > d(7).

Exemplo 1.32. Considere a funcio peso p : Fs[z,y] — N2U{—o0} definida por p(x) =
(1,0) e p(y) = (0,1), onde a ordem < em N2 ¢ a ordem lexicogréfica graduada. Entao
{fiap = 2°y® : a,8 € No} é uma base ordenada de Fs[z,y]. Tome o morfismo ¢ :
Fs[z,y] — F3 dado por ¢(f) = (f(0,0), f(0,1),..., f(2,1), f(2,2)). Entao, temos os
c6digos E((a, 8)) = o({f € Fslz,y] : p(f) = (@, 8)}) e C(a, B)) = E((ev, B))*-

Assim, temos as seguintes cotas para a distancia minima de C'((«a, f)):

(a,8) | (0,0) ] (0,1) | (1,0) | (0,2) | (1,1) ] (2,0)|(1,2)](2,1)](2,2)
[ 1 2 2 3 4 3 6 6 7
dlo, B) || 1 2 2 3 3 3 4 4 5

Exemplo 1.33. Para X = V(X° — Y* —Y) (curva hermitiana) sobre o corpo Fys e
R = Fis[X,Y]/(X5 —Y* —Y), tomando = e y as classes correspondentes a X e Y,
respectivamente, temos que {z%y” : a < 5} é uma base ordenada de R e p(z®y’) =
4o+ 54 é uma funcao peso sobre R. Entao, continuando o exemplo 1.26, para tal curva,

temos as seguintes cotas:

Iy 1 oy 22 xy y* 23 2%y ay? P ot
p(f)=~: 0 4 5 8 910 12 13 14 15 16
d(7) : 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 8

dgoppa(7): =10 =6 =5 —2 —1 0 2 3 4 5 6



CAPITULO 2

ESTRUTURAS PESOS
FINITAMENTE GERADAS

Matsumoto prova, em [Ma] Teorema 1, que quando ' é um subsemigrupo de Ny, ou
seja, r.posto(I') = 1, se R admite uma funcao peso p com semigrupo de valores I" entao
existe uma curva algébrica projetiva irredutivel X e um ponto racional P € X tal que
o fecho integral de R em seu corpo de fragoes é o anel das fungoes regulares da curva
afim X\{P} e p = —vp, onde vp é a valorizacao associada a P.

Neste capitulo, veremos um resultado similar ao de Matsumoto para uma classe

especial de semigrupos de posto racional maior ou igual a 1.

2.1 Estrutura das Algebras

Definigao 2.1. Uma estrutura peso (R, p,I') sobre um corpo F é chamado finitamente

gerado ou Noetheriano se (I', +) é um semigrupo finitamente gerado.

Proposicao 2.2 (|Ge-Pe],85, prop.5.2). Seja (R, p,I') uma estrutura peso finitamente

gerada sobre F. Entao R € uma dlgebra finitamente gerada sobre .

17



CAPITULO 2. ESTRUTURAS PESOS FINITAMENTE GERADAS 18

Disto, segue que R = F[X7, ..., X,,]/I, onde I é um ideal primo de F[X7, ..., X,,].
Assim, seja K o corpo de fragées do dominio ordem R. Entao, a aplicagao v : K —

G(I") U {400} definida por v(0) = +o0 e

v(f/9) = plg) — p(f),

para f,g € R\{0} é uma valorizacdo em K, com anel de valorizagdo R, = {h € K :
v(h) = 0}, ideal de maximal M, = {h € K : v(h) > 0} e com corpo de residuos F (ver
[[Ge-Pe],86, obs.6.2]). Observe que, para f € R\{0}, p(f) = —v(f).

Teorema 2.3 ([Ge-Pe|,§11, teo.11.9). Seja (R, p,I") uma estrutura ordem finitamente
gerada sobre um corpo F. Entao a dimensao de Krull de R € igual ao posto racional de

r.

Corolédrio 2.4. Se (R,p,T") € uma estrutura ordem finitamente gerada sobre F, entao

o corpo de fragoes K de R é um corpo de fungoes em r.posto(I') varidveis sobre F.

Dem. Das proposicoes 1.18 e proposicao 2.2, segue que R é um dominio finitamente
gerado. Assim, do teorema A de [[Ei],cap.13, §1, pag. 290], e da proposi¢ao anterior,
temos que trgrau(K|F) = dim(R) = r.posto(I"), e portanto segue o resultado. n

Os préximos resultados generalizam a ideia de Matsumoto para dlgebras munidas de

uma funcao peso de posto racional arbitrario.

Teorema 2.5. Seja (R, p,1') uma estrutura peso finitamente gerada sobre um corpo I tal
que o grupo G(I') gerado por I tenha um subgrupo isolado de posto racional r.posto(I") —
1. Entao o fecho integral de R em K € um subanel de K consistindo de fungoes com

polos em pelo menos um divisor primo de K.

Dem. Seja K o corpo de fragoes de R. Suponha que r.posto(I') = n. Entdo, como
(R, p,7y) é uma estrutura peso finitamente gerada, temos que R é um dominio finita-
mente gerado e que dimR = n = r.posto(I"). Logo, temos que K é um corpo de fungoes
algébricas em n varidveis sobre F. Da funcao peso p, seja v a valorizagao em K as-

sociada a p, definida como antes. Seja R, o anel de valorizacao de v e M, seu ideal
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maximal. Entao, do axioma (O.5) de funcao peso, temos que k, = R, /M, = F, ou seja,
dim(v) = trgrau(k,|F) = 0 (ver definigao A.13). Agora, seja A o subgrupo isolado de
G(T") tal que r.posto(A) = n — 1. Entao, das propriedades de valorizagoes, temos que
v=pov,onde i : K — (G(I')/A) U {400} é uma valorizagao discreta de posto 1 em
K, pois posto(u) < r.posto(p) =1, e 7 : K, = AU {+o0} é uma valorizagao do corpo
de residuos k, de p. Assim, falta mostrar que p ¢ um divisor primo em K. De fato, da
desigualdade de Abhyankar (proposicao A.14), r.posto(u) +dim(p) < trgrau(K|F) = n,
ou seja, dim(p) < n — 1. Como r.posto(v) = r.posto(A) =n — 1 e o corpo de residuos

ky de T é igual ao corpo de residuos de v, ou seja, ky = IF, (ver prop. A.22), segue que
n —1=r.posto(V) + dim(v) < trgrau(k,|F) = dim(p) < n — 1.

Logo, dim(u) = n — 1, e portanto, x é um divisor primo de K|F.
Agora, seja R o fecho integral de R em K. Seja S(R) o conjunto dos divisores

primos de K|F cujo anel de valorizac¢ao associado contem R, ou seja,
S(R) := {w divisor primo em K|F:R C R,}.

Sabemos que [ver [Za-Sa II], cap. VI, §14,pag.97]
R= (] R
we S(R)
Mostremos que p ¢ S(R). Suponha que p € S(R), ou seja, R C R,. Entao, para todo
f € R\F, temos que p(f) > 0, ou seja, v(f) < 0. Logo u(f) <0. Como R C R, segue
que u(f) = 0 para todo f € R\{0}. Mas p ¢ um divisor primo de K|F, entao existe
a/b € K, com a,b € R\{0}, tal que pu(a/b) =1, ou seja, 1 = p(a/b) = p(a) — pu(b) =0,

contradi¢ao. Logo, p ¢ S(R) e portanto, segue o resultado. [ |

Corolario 2.6. Se, para qualquer f € R\F, u(f) < 0, entao o fecho integral de R em

K é um subanel de K consistindo de funcoes com pdlos apenas no divisor primo p de

K.

Dem. Vimos acima que
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onde i ¢ S(R). Assim, seja S o conjunto de todos os divisores primos de K |F. Mostre-
mos que S(R) = S\{p}. Suponha que S(R) U {u} # S. Seja
R = ﬂ R, C R.
wESR)U{u}
Do teorema de aproximagao [ver [Bo], cap VII, §1.5, prop.9, pag. 484], existe 0 # = € K
tal que p(z) > 0 e w(x) > 0, para todo w € S(R). Disto, segue que x € R'. Seja
I={f€R:fRCR}+#(0) o condutor de R em R. Como x € R, para qualquer
0 #y € I, temos que yxr € R. Entao, para algum y € I, u(zry) < 0, ou seja, u(x) <
wu(y=1). Como p é uma valorizagao discreta de posto 1, segue que p é arquimediano
(ver observagao A.8), e portanto existe um inteiro positivo n tal que nu(x) > u(y™1),
ou seja, u(yz™) > 0. Mas ya™ € R, pois y € I e 2™ € R. Logo u(yz™) < 0, contradicio.
Portanto,
R = R,.

we S\{u}
|

Proposicao 2.7. Seja (R, p,I') uma estrutura peso finitamente gerada sobre um corpo
F tal que o grupo G(I') gerado por I' tenha um subgrupo isolado de posto racional
r.posto(I') — 1. Entdo R € o anel de funcgoes regulares de uma variedade afim, cujo
normalizacao de seu fecho projetivo X possui um divisor irredutivel Z no infinito. Se,
além disso, para qualquer f € R\F, u(f) <0, entdo a normalizagdo do fecho projetivo

X possui apenas um divisor irredutivel Z no infinito.

Dem.

Seja X a variedade projetiva definida pelo dominio afim R e X sua normalizacdo.
Entao, pela proposicao A.21, teorema A.22 e do teorema 2.5, segue que a valorizagao
1, esté centrada em um divisor irredutivel Z de X. Agora, se, para qualquer f € R\F,
u(f) < 0, temos, do corolario anterior, que Z é o tnico divisor irredutivel de X no

infinito.
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Observagao 2.8. Da proposicao A.21, segue que o divisor primo p da decomposicao
v = pov estd centrado em uma subvariedade D de X e dim(D) < dim(u). E, da
proposicao A.23, a valorizagao v estd centrada em um ponto racional Q) € D C X.
Mais ainda, se u(f) = 0 para algum f € R\F, entao o fecho projetivo X’ da variedade
afim definida por R tem mais de uma subvariedade W de codim (W) > 1 no infinito.

De fato, sabemos que R = m R, enu ¢ S(R). Se u(f) = 0, para algum
. we S(R)
f € R\F, entao f € RNR,. Mas, como f possui um ntumero finito de zeros e pélos [ver

[Za-Sa I1], cap. VI, §14,pag.97], entao existe pelo menos um divisor primo 7 em K|F tal
que n(f) < 0. Disto, segue que n ¢ S(R), e portanto, da observacao A.20, existe uma
subvariedade W de X tal que 7 estd centrado em W, e portanto, codim (W) > 1.

Por exemplo, considere X a superficie quidrica nao-singular XY — ZW = 0 em P3.
Seja Hy, = V(W) o hiperplano no infinito. Entao X N Hy, é o divisor consistindo de
duas linhas C; : X =W =0e Cy: Y =W =0, ou seja,

Cr:={0:Y:Z2:0)/(Y:Z)eP}eCy:={(X:0:Z:0)/(X:Z)eP}.

Como X é nao-singular, segue que C) e Cy sao divisores irredutiveis em X (ver [Shl],
cap. 2, §5). Deshomogenizando X' com respeito a W, temos que o anel de coordenadas
afim de X\V(W) é R = F|x,y, z|/(xy — z) = Flz,y]. Assim, para o ponto P = (0:0:
1:0) € C;NCy, é possivel construir uma fungao peso p de R em I' = N2, ordenado pela
ordem lexicografica, com p(z) = (0,1) e p(y) = (1,0) (a construcao desta fungao peso
segue do exemplo 3.12 (capitulo 3), onde 1/y é o parametro local de C; em X, e 1/z é

o parametro local de P em C}).

Observagao 2.9. Quando I' C Ny, temos que v = u, pois 7 é uma valorizacao trivial.
Como, neste caso, v(f) < 0 para todo f € R\F, temos, pela proposigao anterior, que o
divisor irredutivel Z é um ponto racional, e tal resultado coincide com [Ma], Teorema
1. Disto, e do exemplo 1.26, segue que os cédigos de avaliagao sao codigos geométricos

de Goppa pontuais.



CAPITULO 3

FUNCOES ORDENS FRACAS

Assim como funcgoes ordens, o conceito de funcao ordem fraca, introduzido por Silva em
[Si], é generalizado, permitindo sua construgao sobre algebras de dimensao arbitraria.
Neste capitulo, apresentamos esta generalizacao, suas propriedades, e veremos dois
métodos diferentes de construir tais funcoes. Um dos métodos consiste em usar va-
lorizacoes sobre corpos de funcoes de variedades algébricas, e o outro utiliza teorias

sobre bases de Grobner para anéis toricos.

3.1 Funcoes Ordens Fracas

Seja (I'; 4,0, <) um semigrupo aditivo ordenado com relagao a ordem total <, com
elemento minimo 0. Adicionamos a I' um elemento —oo tal que —oo < « para todo
a €T, e estendemos a lei em I' U {—o0} por (—o0) + o = (—00) + (—00) = —o0.

Seja R uma F-algebra e (I', <) um semigrupo ordenado. Seja p: R — I' U {—o0}

uma funcao e considere os seguintes conjuntos associados a p:

U, ={f eR:p(f) = p(1)},
M, ={feR:p(l) <p(f)}

22
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Definicao 3.1. Dizemos que p é uma fun¢do ordem fraca (ou quase-ordem, ou apenas
q-ordem) em R se sao satisfeitas as seguintes condicoes: para f,g,h € R,

Q.1) p(f) = —o0 se, e somente se, f = 0;
2) p(Af) = p(f), para todo A\ € F*;
3) p(f +g) 2 maz<{p(f), p(9)};
4) Se p(f) < p(g) e h # 0, entao p(fh) < p(gh). Se h € M, entao p(fh) < p(gh);
b) Se p(f) = p(g) # —oo com f,g € M,, entao existe A € F* tal que p(f — Ag) <

2 N

Se, além dos axiomas anteriores, também é satisfeita a condicao
(Q-6) p(fg) = p(f) + p(g), com igualdade se f,g € M,,
entdo dizemos que p é uma fungdo peso fraco (ou quase-peso, ou apenas g-peso) em

R.

Para simplificar, chamaremos de estrutura g-ordem (resp. estrutura g-peso), deno-
tada por (R, p,I'), uma F-algebra R com func¢do g-ordem (resp. g-peso) p : R —
I'U {—o0}.

Observagao 3.2. 1. Se (R,p,I') for uma estrutura q-ordem em R, onde U, = {f €
R | p(f) 2 p(1)} =F, I' é um semigrupo bem ordenado e p é sobrejetiva, entao p é uma
funcao ordem em R.

2. Toda fung¢ao ordem ¢ uma funcao g-ordem com U, = F.

Exemplo 3.3. Seja p: R — ' U {—o0o} definida por p(0) = —oo e para todo f € R*,
p(f) = a, para algum o € I'. Logo M, = 0 e U, = R\{0} e portanto p é uma funcao

g-ordem, mas nao ¢ uma funcao ordem, pois U, # F.

Exemplo 3.4. Considere o anel de polindmios R = F[Xy, ..., X,]. Seja (Nj, <) um
semigrupo ordenado, onde < é a ordem lexicogréfica em Nfj. Denote por a = (s, ..., ),
com a; € Ng e X¥ = X7 - ... Xp». Para f € R, temos que f = > ., AaX® com
Ao € F. Entao, dado § € Nj\{(0,...,0)}, defina ps : R — Nj U {—o0} como
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—00, se f=0,
ps(f) == (0, ...,0), se f#0ea =0,
maxo{a: Ay #0}, se f#0ea> 0.
Logo U,, = {(1,... X% :a =0} e M,, = {{X*p :a > d}. Entéo ps é uma g-ordem
sobre R que nao ¢ funcao ordem, pois U,, # .
De fato, observe que (Q.1), (Q.2) e (Q.3) sao claramente satisfeitos.
Axioma (Q.4): Sejam f = > . AXY Ay # 0eg =) 501X pg # 0 tal que
ps(f) < ps(g) (note que ps(f) = (0,...,0) ou ps(f) = v, e ps(g) = B). Seja h =
> axs WX € R, com as # 0. Entao temos que ps(fh) = (0,...,0) ou ps(fh) =~ +d e
como ps(gh) = 5+ 0, segue, por hipétese, que ps(fh) < ps(gh).
Axioma (Q.5): se v = ps(f) = ps(g) = B, para f,g € M,, como o axioma (Q.4).
Logo, tomando \ = 2—; € F*, temos que ps(f — Ag) <1 ps(g)-
Portanto, ps ¢ uma q-ordem sobre R. Mas ps nao é uma funcao g-peso, pois para f = X?
e g = Xy, temos que fg = X1 X2 . X% e ps(fg) = (1401,02,....,0,) = (0,...,0) =
ps(f) + ps(9)-

Exemplo 3.5. Seja R = F[X,..., X,]. Seja (N, <) um semigrupo ordenado, onde
< ¢é a ordem lexicogréfica em Nj. Denote por a = (ay,...,ay), com «; € Ny e X* =
X7 - X Seja M = {X*: a € N} o conjunto dos monémios de R. Defina, sobre

M, a funcao w : M — Nfj dada por:

0,...,0 ,seap =0
w(XY) = ( ) '
(a1, .ya) e ag #0.
Para f € R, temos que f = Zfim.ta AaX® com A, € F. Entao, definindo p : R —

Ni U {—o0} como

—00 ,se f=0;

max{w(X*) : \q #0} ,se f #0;

p(f) =

temos, de forma andloga ao exemplo anterior, que p é uma fungao q-ordem em R. Note

que U, = F[Xs, ..., X;,]. Logo p ndo é uma fungao ordem. Temos também que p nao é
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uma fungao ¢-peso em R, pois para f = X; e g = X5 temos que p(fg) = p(X1X3) =
(1,1,0,...,0) = (1,0,0,...,0) = p(f) + p(g)-

Vimos no capitulo 1 que se R possui uma funcao ordem, entao R é um dominio
de integridade. Porém, o mesmo nao se pode dizer das algebras munidas de fungoes

g-ordens.

Exemplo 3.6. Considere a F-dlgebra R = F[X,Y, Z]/(X?) = F[z, vy, z|, onde x,y, z sdo
as classes de X,Y, Z médulo (X?). Entao R nao é um dominio. Assim, seja f € R\{0},
entdo f pode ser escrito da seguinte maneira: f(z,y,2) = g(z,y,2) + h(0,y, z), com
g:h € R jzlg, e h(0,y,2) = > inita M sy?2”, Aap € F. Seja (N3, <) um semigrupo
ordenado, onde < ¢ a ordem lexicogréfica graduada. Entao a fungao p : R — N2U{—occ},

definida por

—00, se f=0;
p(f) (0,0), se f#£0eheT;
mazr<{(a,B) : Ao g # 0}, seh ¢F.

¢ uma funcao g-ordem em R, com U, = sR UTF.
Vejamos agora algumas propriedades para funcoes g-ordens.

Lema 3.7. Dado (R, p,T") uma estrutura g-ordem, temos:

1) M, ndo contém divisores de zero.

2) Se p(f) # plg) entio p(f + g) = maz<{p(f), p(g)}-

3) Se f,g9,h € M, e p(f) = p(g) entio p(fh) = p(gh).

4) O elemento X\ € F* no azioma (Q.5) é dnico.

5) Se R’ ¢ uma subdlgebra de R e entdo o := p,, também ¢é uma funcdo g-ordem

sobre R'. Caso p seja uma func¢do g-peso entdao o também é uma funcgdao q-peso.

Dem. 1) Sejam f,g € M, tais que fg = 0. Como p(1) < p(f) e p(1) < p(g), temos,
pelo axioma (Q.4), que p(1) < p(f) < p(fg) = —oo, contradicao.
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2) Se p(f) # p(g), suponha que p(f) < p(g). Entdo suponha que p(f + g) <
maz<{p(f),p(9)} = p(g). Como g = g — f+ f e p(f) = p(—f) segue que p(g) =
p(—=f + f+g) 2maz<{p(=f),p(f +g)} < p(g), contradicao.

3) Se f,g,h € M, e p(f) = p(g), pelo axioma (Q.5), temos que existe A € F*
tal que p(f — Ag) < p(g). Do axioma (Q.4), p((f — Ag)h) < p(gh). Como fh =
fh—Agh+Agh temos, da propriedade 2, que p(fh) = p(fh—Agh+Agh) = maz<{p((f—
Ag)h), p(Agh)} = p(gh).

4) Suponha que existem A, € F tais que p(f — Ag) < p(g) e p(f — ng) < p(g).

Entao, de (Q.3), p(f — Ag — (f — ng)) < plg), ou seja, p((r — A)g) < p(g). Logo, do
axioma (Q.2) e (Q.1), temos que ter p — A = 0.

5) De fato, basta observar que U, = {f € R' | o(f) = (1)} e M, = {f €
R' | o(1) < o(f)} e aplicar os axiomas de fungdo g-ordem (respectivamente, q-peso)

para o em R/.

Veremos a seguir um exemplo de um dominio que admite fungoes g-ordens mas nao

admite funcao ordem.

Exemplo 3.8 ([NOC], ex.3.2,[Si], ex.2.10 ). Seja R = F[X,Y]/(XY —1) = F[x, y| com
x ey as classes de X e Y médulo (XY — 1), respectivamente. Assim, para todo f € R,
temos que f = fi(x) + fa(y), onde fi, fo € F[T] com f5(0) = 0. Vimos no capitulo 1
que nao existe uma funcao ordem em R. Mas, porém, R admite uma funcao g-ordem

p: R — NyU{—o0} dada por:

—00 , se f=0;
p(f) = 0 ,se fi #0e fo =0;
grau(fy) , se fo #0.

Aqui, Z/{p = {fl(l') . fl € ]F[T]} e Mp = {f1($) + fz(y) : fg € ]F[T], fg 7é Oe fg(()) = O}
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3.2 Construindo Funcoes Q-Ordens a partir de

Valorizacoes

Uma introdugao a teoria de valorizacgoes serd dada no apéndice A.

Exemplo 3.9 ([NOC], ex.3.5, [Si], ex. 2.4). Seja X uma curva algébrica projetiva nao-
singular absolutamente irredutivel sobre o corpo F. Sejam @1, ..., @), pontos F-racionais
distintos de X. Seja X' := X\{Q1, ..., @, } e seja R a F-subélgebra de F(X') consistindo
de funcoes regulares em X', ou seja,

R=R(Q1,.,Qn) = (] Opr(X),

PeXx
onde Op é o anel local associado a P € X. Para cada @);, defina a fungao p; : R —

No U {—o00} por
-0, se f=0;
pi(f) = 0 , sev(f) > 0;
—vi(f) , sevi(f) <0.
Note que U,, = RN Oy, (X) e M,, = R\Og,(X). Das propriedades de valorizacao,

segue que cada p; é uma funcao g-peso em R.

O exemplo acima motiva as seguintes consideragoes.

Seja R o dominio afim de uma variedade projetiva X irredutivel e definida sobre
um corpo F com k divisores irredutiveis C1, ..., Cy no infinito (veja definicao 1.13 para
divisores irredutiveis). Para i € {1,...,k}, seja v; uma valorizagao no corpo de fungoes
F(X) tal que:

a) r.posto(v;) = dimX =d, e

b) v; estd centrada em um ponto F-racional nao-singular @; € C; C X.

Considere o conjunto ordenado I'; := {—v;(f) : f € Rev(f) <; 0} U {0} com a
ordem =; induzida do grupo de valores de v;. Aqui 0 é o elemento neutro do grupo
de valores de ;. Entao, pela definicao da valorizagao v;, segue que cada (I';, <;) é um

semigrupo ordenado.
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Proposicao 3.10. Sejam R, v; e I'; como descrito acima. Entao as funcoes p; : R —

[, U{—o0} definidas por

-, se f=0;
pi(f) = 0 , sevi(f) =i O;
—vi(f) , sevi(f) <; O.

sao funcoes g-pesos em R.

Note que R pode ser visto como o subanel de K consistindo das func¢oes racionais
com pdélos em (71, ..., C}, ou seja,
R= () Oc(¥)
C#Cy,...,C
onde C' percorre todos os divisores irredutiveis de X', exceto CY, ..., C, e Oc(X) é 0 anel

local associado a C.

Dem. Segue, de (a) e da desigualdade de Abhyankar, rat.posto(v;)+dim(v;) < dim(X),
que dim(v;) = 0, e portanto, da hipdtese (b), temos que o corpo de residuos k; da
valorizagao v; coincide com o corpo F.

Logo, os axiomas Q.1, Q.2, Q.3, Q.4 e Q.6 de fungoes g-pesos seguem imediatamente
da definicao de valorizagao. Provemos o axioma Q.5.

Sejam f,g € M, tais que p;(f) = pi(g). Entao —v;(f) = —14(g), ou seja, v;(f/g) =
0. Assim, como k; = F, existe \; € F tal que v;(f/g—X\;) > 0. Logo, pi(f—Xig) <i pi(g)-

Portanto, segue que p; é uma funcao g-peso em R. [ ]

Observagao 3.11. Como v; é uma valorizagao de posto racional d, segue que o grupo
de valores A; de v; é isomorfo (como grupo) a Z? (logo 0 = (0,...,0) € Z%). Agora o
posto de v; pode ser qualquer inteiro r tal que 1 < r < d. Assim, no grupo de valores A;
podemos ter r ordens diferentes. Por exemplo, se r = d entao A; é discreto, e portanto,
a ordem em A é a ordem lexicografica. Se r = 1 temos que A; é um subgrupo de R
gerado por d nimeros reais Q-linearmente independentes e a ordem em A; é a ordem

induzida de R (ver cap.1, §1.1, ordem lexicografica graduada com pesos).
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Exemplo 3.12. Seja X uma variedade projetiva irredutivel e definida sobre um corpo
F, e sejam C4,...,C) divisores irredutiveis de X. Considere, para cada ¢ = 1,...,k, a

seguinte cadeia de subvariedades

Fi:X=V,, DV, DV, D..DV,, , DVi,

d—1

onde d é a dimensao de X, V;; é um divisor irredutivel em V., j=1,....d e V;, = C.

Como cada V;; ¢ um divisor irredutivel em V;._,, cada funcao racional g em V;,_,
tem uma ordem (de zero ou de pélo) bem definida ao longo de V;,, denotada por v;;(g).
Note que, das hipdteses, segue que V;, é um ponto F-racional nao singular na curva
irredutivel V;, .

Assim, qualquer familia F; define uma valorizacao vz, no corpo de fungdes F(X)

como segue. Para cada i € {1,...,k} e j € {1,...,d}, fixe uma funcao g;, em V;,_, com
um zero de ordem 1 ao longo de V;,, ou seja, g;; ¢ um parametro local de V;; [ver [Shi],
cap.2,§3, teorema 1]. Dado f € F(V;,_,), denote por Tij € F(V;,) o V;,-residuo da funcao
I

Entao, dado f € F(&X), temos que f = gZ”uil, com n;, = v, (f) € Z e vy (u;,) = 0.
Assim, @, € F(V;,). Logo, Wt = g; *u;,, com n;, = v;,(U5") € Z e vy,(uy,) =
0. Entdo u;,” € F(Vi,). Continuando, temos que u;,_ ~!' = gz_ijuij, com n;; =
vi, (W, ") € Ze v, (u;,) = 0.

Tome
vr(f) = (ny, ...,n;,) € Z°.

Entao vz, é uma valorizacao discreta de F(X') de posto racional d, posto d e grupo de
valores Z%, ordenado pela ordem lexicografica (=.,). Os valores de v, (f) dependem da
escolha dos parametros locais g;;, mas todas as escolhas de g;; terao ordens equivalentes
(ver [Shl],cap.3,§1 e [Gri-Hal, cap.1,81).

Agora, seja R = Nyyy;, Oy (X) o subanel de F(X') consistindo das fungdes com pélos

somente ao longo de V;,, « =1, ..., k. Entao, para cada 7, segue que

;= {—I/]:i(f> : f ERe V}'Z.(f) <lex 0} U {0}



CAPITULO 3. FUNCOES ORDENS FRACAS 30

¢ um subsemigrupo ordenado de Z¢, e, pela proposicao anterior, a funcdo p; : R —

Fi U {_00}7

-0, se f=0;
pl(f) = 0 , S€ V]:i(f) >_-lex 07
—VF (f) , S€ V]'}(f) <lex 0.

¢ uma funcao g-peso em R.

3.3 Normalizacao

Definicao 3.13. Seja (R, p,I') uma estrutura g-ordem. Definimos a normaliza¢ao de p
como sendo a fun¢ao p: R — I' U {—oo} dada por p(0) = —oo e para f # 0
0 , se felU,
p(f) , se feM,

Entao, se p é uma funcao g-ordem em R segue que p também é uma fungao g-ordem

pf) =

em R. Diremos que uma fun¢ao q-ordem p é normal se p = p e se p for sobrejetiva.
A partir de agora, todas as fungoes g-ordem serao tomadas normais.

Lema 3.14. Se (R, p,I') € uma estrutura g-peso sobre F, entdo os conjuntos U, e M,
sao fechados para o produto em R e U, também € fechado para a soma em R. Neste

caso, U, € uma subdlgebra de R.

Dem. Se f,g € U, entao p(g) = p(1) = 0 e p(f) = p(1) = 0. Logo p(f + g) =

maz{p(f),;p(g)} = 0 e portanto f +g € Uy, e p(fg) = p(f) + p(g) = 0 e portanto

fg elU,.
Agora, se f,g € M, entao p(f) = 0 e p(g) = 0. Logo p(fg) = p(f) + p(g) = 0 e
portanto fg € M. |

Uma maneira de construir funcoes g-ordens sobre uma F-algebra é dada a seguir.

Aqui, denotamos por () o subespaco vetorial gerado por - sobre F.
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Teorema 3.15. Sejam (I', =) um semigrupo ordenado e R uma F-dlgebra. Seja {f, :
a € I} € R\F um congunto linearmente independente e U seu completamento que
determina uma base de R sobre F. Seja Lo = U)p e Ly = U U{fo:a €T ea 27},
para cada v € T'*. Para o, f € I' defina l(a, B) = min<{y € I': fofs € L,} e suponha,
para a,0 € I' com o < 6, que l(a, B) < (9, B) para todo B € T'*, e que l(c,0) < 1(6,0).
Seja p : R — I' U {—o0} uma funcao definida por p(0) = —oo e se f € R\{0},
p(f) =min<{yel': feL,}. Entio (R,p,I') € uma estrutura g-ordem sobre F. Se,
além disso, l(a, B) = o+ B, com igualdade se o, > 0, entdao p € uma fun¢ao g-peso

em R.

Dem. Observe que (U)p C U, {fala € T*} C M, e que p(f,) = a para todo o € T".
Logo, p é sobrejetiva. Os axiomas (Q.1), (Q.2) e (Q.3) de funcdo g-ordem s@o imediatos
da definigao de p. Provemos (Q.4) e (Q.5).

Axioma (Q.4): Sejam f, g, h € R tais que

f: Z)‘afaag: Zaafaeh: Zbafoz-

finita finita finita
az=ag azo azoag

Suponha que p(f) < p(g) e h # 0. Se f = 0, entdo —oco = p(f) < 0 = p(g) e
p(fh) = —oo = p(gh). Suponha agora, s.p.g., que Ayy, da,, b0, 7 0. Se f # 0 entdo
0= ay=p(f) <p(g) =ai. Para0 = a < oy, como h € L,,, temos que foh € Liq,a,)-
Como Liyo,a,) € Lia,az) € Li(as,az), temos que gh € Ljq, a,). De forma andloga, fh €
Li(ag,a0)- Mais ainda, p(fh) = l(ag,a2) e p(gh) = l(aq,az). Assim, se h € U, entdo
as = 0 e logo, por hipdtese, p(fh) = l(ap,0) < I(c,0) = p(gh). Agora, se h € M,,
entao ap = 0 e l(ag, ) < (o, ). Logo p(fh) < p(gh).

Axioma (Q.5): Se p(f) = p(g) # 0, basta tomar A = \,,/a., € F\{0}.

Portanto p é uma funcao g-ordem em R.

Agora se l(a, ) = a + 8, com igualdade se o, > 0, para todo «, 3 € I', entao
p(fg) = llag, 1) X g+ a1 = p(f) + plg), e se ag,aq > 0, entao p(fg) = l(ap, 1) =
ap + a1 = p(f) + p(g), ou seja, p é uma fungao g-peso em R. [



CAPITULO 3. FUNCOES ORDENS FRACAS 32

3.4 Funcoes Q-Ordens sobre Anéis Todricos

Nesta secao, veremos um método de como construir exemplos de funcoes g-ordens sobre

anéis toricos. Para maiores detalhes sobre anéis téricos veja [Stu], cap. 4, e [IVA], cap.3,

83.
Fixe um subconjunto A = {ai,...,a,} C Z% Seja M, o conjunto de todos os

monomios em F[X1, ..., X,,]. Defina uma fun¢ao monomial w : M,, — Z< por
n
w(X*) = Zaiai,
i=1

onde o = (v, ..., ), € Ng e X = X - X0,

Note que a imagem de w ¢ o semigrupo
NoA = (a1a; + ... + apa, : o; € Ny) C Z4
Definigao 3.16. Definimos um ideal térico em F[X7, ..., X,;] como sendo o ideal
Iy:=(X*=X%:a,BeNy, wX) =wX?).

A variedade afim V(I 4) em F" é chamada variedade tdrica afim, e definimos o anel tdrico

de V(I4) como sendo o anel quociente F[X7, ..., X,,|/L4.

Observagao 3.17. O anel térico F[X1, ..., X,)]/I4 é isomorfo a um subanel do anel de

polinémios de Laurent
FITH) = F[T5, ..., T3 2 FlTo, Th..., Ta) /(To - Ty - ... - Ty — 1).

Neste caso, o ideal torico I 4 é o nicleo do homomorfismo de algebras

7 F[Xy, ..., X,] — F[T*!]
f(Xy, .., Xp) — f(T™, ..., T),

_ d A ‘7] a;
onde a; = (a1, ..., ajq) € Z% e T =T .. T,
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Um procedimento para encontrar os geradores do ideal térico 4 é dado a seguir.

Algoritmo:
1) Seja o anel F[Ty, Ty, ..., Ty, X1, ..., X;,] =: F[T, X]. Considere a ordem lexicografica
<1 em [T, X] dada por

Xn <lex -+ <lex Xl <lex Td <lez -+ <lex TO-
2) Compute a base de Grébner G para o ideal
(Ty - Ty - .. - Ty—1,X;T% — T .. X, To — T%),

onde a; = a;j —a; , com af ,a; €N& i=1,..n.

3) Saida: O conjunto G = G NF[X] é a base de Grébner reduzida para o ideal 14

com respeito a ordem lexicografica.

Observacao 3.18. O conjunto G é um conjunto finito de elementos da forma X — X

tais que a, 8 € NI e w(X®) = w(X?).

Vejamos agora como podemos construir as fungoes g-ordens sobre anéis téricos.

Seja I’ um elemento nao-nulo do anel F[X;, ..., X,,]. Entdo F pode ser escrito da
seguinte maneira: [ = Zﬁmta Aa X Aoy € F. Assim, defina o suporte de F' como
supp(F) = {X® : A\, # 0}. Considere em Z¢ uma ordem total <. Entdo podemos

estender a fungao monomial w : M,, — Z%, definida acima, para F*[ X, ..., X,,] por

Wi FX, ., X)) o 2
F = w(F) = mar<{w(X*) : X* € supp(F)}.

Seja 14 = (G) o ideal térico de F[Xj, ..., X,,] associado ao conjunto A.

Considere o anel térico R = F[X7, ..., X,,] /14 e seja x* a classe de X* mddulo I 4.
Defina, para cada x* € R a fungao w(x?®) := w(X®). Temos que esta fun¢ao esta bem
definida, pois se x* = x” entao X — X € I4 e logo w(X%) = w(X?) (ver [Stu], cap. 4,

Lema 4.1) , ou seja, w(x®) = w(x?).
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Seja A(I4) a pegada de I4, ou seja, A(l4) = {a € Ny : X* ¢ LT(I4)}, onde
LT(I4) é o conjunto dos termos lideres de I 4, com respeito a ordem lexicografica. Tome
o conjunto B = {x*: a € A(l4)} C R. Temos que B é uma base de R como F-espago
vetorial (ver [IVA], cap.5, §3, prop.1). Assim, dado f € R, f # 0, este elemento pode

ser escrito de maneira tinica como f = Finita 2aX”, com A, € F. Entao, defina

w(f) = maz<{w(x*) : x* € supp(f)}.

Seja I' := {7y € Ng,A: 0 := (0,...,0) < v} € Np.A. Suponha que =< seja uma ordem

total admissivel em I". Entao (', <) é um semigrupo ordenado.
Proposicao 3.19. A funcdio p: R — I'U{—o0} definida por

—o0 , se f=0;
p(f) = 0 ,sef#0ew(f)=0;
w(f) , sew(f) > 0.

€ uma func¢ao q-peso em R.

Dem. Seja B’ = {x* € B : w(x*) € I'*} C B. Temos que B’ é um conjunto linearmente
independente de R. Sejald = B\B'. Seja Ly := (U)ge L, := (UU{x* € B": w(x*) < 7})p
subconjuntos de R. Como w é sobrejetivo, segue que, para cada v € I', existe x* € L,

tal que w(x*) = 7. Logo p é uma fungao sobrejetiva. Assim, defina
Hw(x),w(x?)) :=mins{y el :x°x" € L, }.

Observe que, x* - x# = x**# ¢, da definicao de w, w(x*x%) = w(x¥) + w(x?).

Assim, se w(x®) < w(x?) e w(x?) = 0, temos que w(x*x?) < w(x’x?), e por-
tanto [(w(x?),w(x7)) < l(w(x?),w(x7)). Agora, se w(x?) = 0 entdo I(w(x%),w(x)) <
1(w(x), w(x7)). Mais ainda, I(w(x?), w(x")) < w(x") +w(x’) se w(x*), w(x’) € T, com
igualdade se w(x) = 0 e w(x”) = 0.

Entao, da defini¢do de w, de p e de L, segue, para f € R\{0}, que p(f) = min<{y €

I'|f € L,}, e portanto, do teorema 3.15, segue que p é uma funcéo g-peso em R. [
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Observacao 3.20. Note que, se U, = IF, entao I' = Ny.A é bem ordenado, pois este é
um semigrupo finitamente gerado livre de inverso. Logo, da observacao 3.2, segue que

p € uma fungao peso.

Exemplo 3.21. Seja A = {(—1,1),(0,1),(1,1)} € Z*. Considere M o conjunto dos

monomios de F[X,Y, Z] e defina a fungao monomial w : M — Z? por
w(X) = (=1,1); wY) = (1,1); w(Z) = (0,1).

Vamos encontrar o ideal térico associado a A em F[X,Y,Z]. Pelo algoritmo dado
acima, uma base de Grobuner para o ideal (ToT1 Ty — 1, XTy — T, Y — T, Z — 1)
de F[Ty, T, Ty, X, Y, Z] é dada por

g == {XY - ZQ,TQ - Z, ZTl - Y,XTl - Z, ZQTO - X, YTO - 1}
Portanto, o ideal térico associado a A em F[X,Y, Z] é dado por
Ia= (XY — 72).

Seja NoA = ((—1,1),(0,1),(1,1)) o semigrupo gerado por A e considere < a ordem
lexicografica em Z2. Seja I' := {y € NgA : (0,0) 2 v} = ((0,1),(1,1)). Entao, para o
anel térico R = F[X,Y, Z]/1 4, temos, da proposi¢ao 3.19, uma funcdo g-peso p; : R —
['U{—o0} com pi(z) = (0,0), p1(y) = (1,1) e p1(2) = (0, 1), onde x, y, z sdo as classes de
X,Y,Z modulo 1. Neste caso Uy, = {3 it Aap?2° : Ay €EF, a#0oua=b=0}

Por outro lado, se tomarmos w(X) = (1,1), w(Y) = (-1,1), w(Z) = (0,1), teremos
o mesmo ideal térico I4 = (XY — Z?%) em F[X,Y, Z], e portanto, da proposigao 3.19,
podemos construir uma outra fun¢ao g-peso ps : R — I' U {—o00} com pso(z) = (1,1),
p2(y) = (0,0) e pa(2) = (0,1). Aqui, temos que Uy, = {>_ ;10 Moz 1 Npe € R, ¢
0ec=0b=0}.

Exemplo 3.22. Considere agora A = {—1,2,3} C Z. Definindo w sobre os monoémios
de F[X,Y, Z] com
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podemos encontrar, pelo algoritmo acima, a seguinte base de Grobner para o ideal

(ToTy — 1,XTy — 1,Y =T Z —T}) de F[Ty,, T3, X, Y, Z]:
G={Y3-22XZ-Y,XY? -7 X? —1,T, — XY, Ty, — X}
Logo, temos que o ideal torico associado a A é dado por
Iy=Y3-22XZ-Y,XY? -7 X% —1).

Seja NgA = (—1,2,3) = Z o semigrupo gerado por A e considere < a ordem usual de
Z. Entao I' := {y € NgA : 0 < v} = Ny. Entao, para o anel térico R = F[X,Y, Z]/1 4,
temos, da proposi¢ao 3.19, uma fungdo q-peso p : R — I' U {—o0} com p(x) = 0,
p(y) = 2 e p(z) = 3, onde z,y,z s@o as classes de X,Y,Z modulo I4. Aqui U, =
{Zﬂmm AabetYP2¢ - Aape € F e 2b+ 3¢ < a}.

Exemplo 3.23. Seja A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,—1)} C Z3. Definindo w sobre os
monomios de F[X Y, Z] por

W(X) = (1,0,0), w(Y) = (0,1,0) e w(Z) = (0,0, 1)

podemos encontrar, pelo algoritmo acima, a seguinte base de Grobner para o ideal

(T T — 1, X —T0,Y — T, ZTs — 1) de F[Ty, Ty, Ts, T3, X, Y, Z]:
G={20;—1,T,—Y, T\ — X,YXT, — Z}.

Assim, o ideal térico associado a A é 4 = (0).

Seja NgA o semigrupo gerado por A e considere < a ordem lexicografica graduada
em Z3. Seja I' := {y € NgA : (0,0,0) < v} = ((1,0,0),(0,1,0), (1,0, —1), (0,1, —1)).
Entao, para o anel térico R = F[X,Y, Z]/I4 = F[X,Y, Z], temos, da proposigao 3.19,
uma fungao g-peso p : R — I' U {—o0} com p(X) = (1,0,0), p(Y) = (0,1,0), p(Z) =
(0,0,0), p(XZ) = (1,0, 1) e p(YZ) = (0,1, =1). Neste casoU, = {3~ ;110 Mabe X Y Z° :
Me €EFea+b<coua=0b=c=0}.
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3.5 Bases

Agora, faremos algumas consideragoes com o objetivo de se determinar uma [F-base
para a F-algebra R por meio de fungoes g-pesos. Aqui, vamos supor que o semigrupo
de valores I' de uma fungao g-peso é um semigrupo bem ordenado. Os resultados aqui
obtidos sao anédlogos aos apresentados em [Si], capitulo 2.

Seja (R, p,I') uma estrutura g-ordem sobre F com U, # R\{0}. Como p é sobreje-

tiva, entdo, para cada o € I', existe f, € R tal que p(f.) = a.

Lema 3.24. Seja f € M,. Entao existem tunicos A\, € F* coma € I CT', I finito, tais

que

F=> Xafa €U,

acl

Dem. Como U, # R\{0} entdo M, # 0. Logo p(M,) possui infinitos elementos,
pois se f € M, entdao 0 < p(f) e de (Q.4), 0 < p(f) < p(f?) < p(f*) < ... . Assim,
para f € M,, suponha p(f) = o = p(f.). Entdo, pelo axioma (Q.5), existe A\, € F*
tal que p(f — Aafa) < a. Logo, f — Aofa € U,, ou existe § € T', B < a, tal que
p(f — Aafa) = B = p(fs). Entdo, novamente pelo axioma (Q.5), existe A\g € F* tal que
p(f — Aafa — Agfs) < B. Continuando o processo, temos que existem A, € F*, com
a € I C T, I finito (pois I é bem ordenado), tais que p(f — >, c; Aafa) = 0=p(1), ou
seja, f— Y per Aafa €EU,.

A unicidade dos A\, € F* segue da propriedade (4) do lema 3.7 de fungbes g-ordens.

Teorema 3.25. Para o, € T, seja L, == {f € Rlp(f) = a} e defina l(a,B) =
min<{y € I'|fafs € L,}. Entao,

1) (L) aer forma uma sequéncia crescente de subespagos vetoriais de R com F C Ly,
e eziste, para todo v € ', um subconjunto linearmente independente {f, € Rla €

I'ea < v} em L, tal que, para f € L., f pode ser escrito de maneira inica como

f=fo+ 2520 s fs-
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2) Para todos o, B € T, (o, ) = 1(B,cr) e se § € T € tal que o < 0 entao l(«, 5) <
1(0,8), com desigualdade estrita se B # 0.

3) Se p € uma fungdo g-peso, entio l(c,) = a + B, para todos o, € T', com
igualdade se o, B # 0.

Dem. 1) Temos, de fato, que se @ <  entdo L, C Lg, para o, f € I'. Assim, o conjunto
{foa € M,|p(fa) =a €'} C L, é um conjunto linearmente independente em L, pois
seja ) 52, Asfp =0, 0onde BT, B < aels €F. Entao, se A\, # 0, temos

0 < a=p(Aafa) = p(3 524 Asfs) = p(0) = —o0, contradicdo.

Logo, A, = 0. Continuando o processo, temos que A\g = 0,V < a. Assim, dos axiomas
(Q.2) e (Q.3) de fungdes g-ordens, segue que L, é um subespago vetorial.

Mais ainda, se f € L, entao, pelo lema anterior, existem unicos A\g € FF tais que
f =2 p=asfs € Uy, ouseja, f—3 5. Asfs = fo €U, = Loy e portanto f = fo +
2 p=a M)

2) Pela parte 1 e da defini¢do de (o, 3), temos que (o, 3) = p(fafs). Assim,
para 0 € I tal que @ < 6, temos que p(f,) < p(fs) e do axioma (Q.4), segue que
Ua, B) = p(fafs) = p(fsfs) = 1(6,B). Se B # 0, entdo fz € M, e do axioma (Q.4),
segue o resultado.

3) Se p é uma funcao g-peso, entdo l(a, 5) = p(fafs) = p(fa) + p(f5) = a + B,
valendo a igualdade se o # 0 e 8 # 0, pois neste caso f,, f3 € M,,. [ |

Corolario 3.26. Seja F um subcorpo do corpo G. Seja (R, p,I') uma estrutura g-ordem

sobre F. Entio (R ®p G, p,T") € uma estrutura g-ordem sobre G.

Dem. Do teorema 3.25, temos que {f, : o € I'\{0}} € M, é um conjunto linearmente
independente sobre F. Assim, o conjunto {f, ®F lg : @ € T\{0}} C R ®r G é um
conjunto linearmente independente sobre G. Entao, do teorema 3.15, podemos construir

uma estrutura g-ordem (R ®r G, p, ') sobre G. [ |

Para ¢ = 1,...,m, sejam (R, p;,[;) estruturas q-peso em R, onde cada I'; é um
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semigrupo bem ordenado e N, U, # 0. Do Teorema 3.25, {f, : a € I'f} C M,, sdo

conjuntos linearmente independentes em R.

Teorema 3.27. Seja fo = 1. Seja B = {f, : a € 1} U{gs € U,, " M,, : B €
shu..u{hs € (N 'U,)NM,, 5§ €T} CR. Sen™,U, =F, entio o conjunto B

¢ uma F-base de R como F-espago vetorial.

Dem. Primeiro, mostremos que o conjunto B ¢ linearmente independente sobre F.
Sejam A, 13, ..., & € F tais que

D Aafat Y pagst ot Y Ehs =0,

a=ag B=po d=do

Entao,
pi(Y Aafa) = pr(= Y ipgs — o= Y &hs) =0,
a=ao B=Bo 6260
pois gg, ..., hs € U,, e U,, é uma subdlgebra de R. Entao, pelo axioma (Q.3), A\, = 0
para todo a > 0. Assim, temos que /\0"'25550 pﬁgﬁqt...—l—zgjéo &shs = 0. Continuando
o porcesso, aplicando p; para ¢ = 2,...,m, temos pelo axioma (Q.3), pg = ... = & = 0,
para todo 3,6 = 0. Logo, \g = 0 e portanto B é linearmente independente.

Agora, provemos que B gera R. Seja f € R tal que p1(f) = «, para algum « € T'y.
Pelo lema 3.24, existem A\, € F, com a € 'y, a = a e A\, # 0 tal que g == f —
(D a=a Aafa) € U, Suponha pa(g) = B para algum 3 € I'y. Novamente, do lema 3.24,
existem py, € F, comb € I'y, b X fe pg # 0 tal que g— (30,25 169) € Uipoly, ) = Up, U,
Continuando este processo, para ¢ = 3, ..., m, temos que

f— (Z Aafa) = (Z 1egp) = - — (Z &shs) € up’"'m;’;—llupi =Mz, = F.

a=ag B=bo 6=do

Logo B gera R e portanto B é uma [F-base de R. ]

3.6 Conjunto Admissivel de Estruturas Q-Pesos

Definicao 3.28. Sejam (R, p;,I;),7 = 1,...,m, m estruturas g-pesos em R. Dizemos

que o conjunto {(R, p;,I;),i =1,...,m} é admissivel, se N>, U,, =TF.
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Exemplo 3.29. No exemplo 3.12, temos que cada U, estd contido em kal (X)NR,
onde Oy, (X) = {f € F(X) : v, (f) > 0}. Logo, Mi_U,, € NMj_,O0y, NR =T, e
portanto, {(R, px, k), k = 1,...,t} é um conjunto admissivel de estruturas g-pesos.

Ja no exemplo 3.21, como U, = {D_ };ni1a Aap?2” i Xpe EF, a #0oua=0b=0}e
Up, = {3 finita 2"t Moe €T, ¢ # 0 e ¢ = b= 0}, temos que U, NU,, =T, e logo, da

defini¢ao 3.28, segue que {(R, p1, p2, ')} é um conjunto admissivel de estruturas q-pesos.
Uma consequéncia imediata da definicao acima, é o seguinte resultado.

Proposicao 3.30. Se {(R, p;,[;),i =1,...,m} é um conjunto admissivel de estruturas

g-pesos em R, entdo R € um dominio de integridade.

Dem. Como cada M, ndo contém divisores de zero, ver lema 3.7 (1), entao o conjunto
dos divisores de zero de R estd contido em M2, U,, = IF que ¢é corpo. Logo, R nao possui

divisores de zero, ou seja, R é um dominio de integridade. ]



CAPITULO 4

CODIGOS SOBRE UM
CONJUNTO ADMISSIVEL DE
ESTRUTURAS Q-PESOS

Sabemos que os conceitos de funcao peso e fungao g-peso foram inicialmente introduzidos
com o objetivo de se construir cédigos, em particular, os codigos geométricos de Goppa.
Diante disto, apresentaremos, neste capitulo, uma generalizagao desta construcao sobre
F-algebras munidas de um conjunto admissivel de estruturas g-pesos, e determinaremos
uma cota para a distancia minima dos codigos duais. Veremos, em um exemplo, que tal

cota é, em alguns casos, melhor que a cota de Goppa.

4.1 Cobdigos

Seja {(R, pi,Ti),i = 1,...,m} um conjunto admissivel de estruturas g-pesos, onde cada

['; é um semigrupo bem ordenado. Para a = (aq, ..., ay,) € &I, defina

La)={feR:p(f) =ia;,i=1,...,m}

41
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Pelos axiomas (Q.1), (Q.2) e (Q.3) de fungao g-ordem segue que L(«) ¢ um F-subespago
vetorial de R. Note também que £(0) = F.

Agora, considere a seguinte ordem parcial < em ®*,I';: para o, 5 € &, I';,
a = [ se, e somente se, o; =; §;, para todo i =1, ..., m.
Entao, para todo «, 5 € @, T; tal que o < 3, temos que L(a) C L(B).
A partir de agora, assuma que F seja um corpo finito.

Definicao 4.1. Seja ¢ : R — F" um morfismo sobrejetivo de F-algebras. Entao, para

cada o € @2, I';, definimos os cédigos

B(a) = p(£(a)) o
C(a) i= (B(a))* = {c € F" i c- o(f) = 0,¥f € L(a)},

onde - é o produto interno usual em [F”.
Note que, para a < 3, temos que E(a) C E(8) e C(a) 2 C(p).
Agora, considere o seguinte subconjunto de &",I';.

H=H(p1, -, pm) = {(pr(f), o pm(F))If € RA{O}} C &1, T

Observe que, procedendo como na proposicao 5.2, pode-se mostrar que H é um semi-
grupo.

Seja a; = 0 e escolha uma sequéncia estritamente crescente o, o, ..., o, ... de ele-
mentos de H, com respeito a ordem parcial < de @, I';, tal que dimgp(o(L(aj11))/p(L(a;))) =
1. Observe que cada a; € @I é da forma «; = (o1, ..., @), onde cada ay; € T,

1=1,...,m.

Definigao 4.2. Defina o conjunto de pares de funcoes N(o;) = {(fix, gjk) : k =
1,...,1;} tais que

a) fir gjk € L(aj+1);

b) firgik € L(oj41)\L(e;) (logo pi(fin) +pi(gjn) = i1y para algum i = 1., m);
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c) para tais 7, p;(fj1) <i ... =i pi(fiy,) (e, portanto, p;(g;1) =i ... =i pi(gji,));
d) para s € {1,....,l; — 1}, f;:9,r € L(a;) para todor=s+1,....1;.
Defina p(ay) := #N (o).

Considere as matrizes M e N, onde as primeiras [; linhas de M sao ©(fj1), .., 2(fj;),
as primeiras [; colunas de N sao ©(gj1), ..., ©(g;1;) e completamos as linhas e colunas
restantes de M e N, respectivamente, de forma que os postos das matrizes M e N sejam
iguais a n.

Para y = (y1,...,yn) € F", considere a matriz diagonal D(y) := (G )nxn, onde
as, = 0ser #sea, =y, parar,s = 1,..,n. Seja S(y) := MD(y)N, entdo , para
r,s € {1,...,1;}, temos que (S(y))sr = v - (¢(fjs) * ©(g;r)), onde - é o produto interno

usual em F". Assim, como posto(M) = posto(N) = n, temos que

posto(S(y)) = wt(y),

onde wt(y) é o peso de y.
Proposigao 4.3. Sey € C(a;) \ C(aj+1) entao wt(y) > p(ay).

Dem. Vimos acima que (S(y))sr = y - (0(fis) * ©(9ir)) = v - ©(fjsg)r), para todo
r,s € {1,...,0;}. Da defini¢do anterior, temos que f;sg;, € L(®;) se s < r e que
firgir € L(aj+1)\L(a;). Portanto, para y € C(e;) \ C(e41), temos, para s < r, que
(SW))sr =y ¢(fisgjr) = 0, e da hipétese dimz(p(L(ay+1))/¢(L(a;)) = 1, segue que
(SW))rr =y - 0(fir95r) # 0.

Logo,
y-o(fingin) v-o(fingiz) - y-o(firgiy)
A -~ J/ A -~ S

20 0 0
y-o(fizgin) v-o(fizgi2) - y-o(fi2g5,)

£0 0
Y- o(fin951) e y-o(fin9i1)
~————

£0
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e, portanto,

posto(S(y)) = 1; = p(a).

Como ¢(L(a;)) € ©(L(aj41)) C F", entdo existe um inteiro positivo N tal que

-—=

o(L(ay)) =F". Assim, temos a seguinte cota para a distancia minima do cédigo C(«).
Corolario 4.4. Para j =1,...,N, temos

d(C(ey)) > d(aj) == min{pu(ag) 1 j <k, k=1,..,N}.
Dem. Isto é uma consequéencia direta dos resultados anteriores. [ ]

Para ilustrar os resultados acima, consideremos os seguintes exemplos.

Exemplo 4.5. Esta é uma continuacao do exemplo 3.21. Considerando o anel térico
R = F3[X,Y,Z]/(XY — Z?) sobre o corpo finito F3, temos o conjunto admissivel
{(R,pi,T;) : i = 1,2}, onde I'; = ((0,1),(1,1)) e p; : R — I'; U {—o0} ¢ definido

por

,01(1') = (070)7 pl(y) - (17 1)7 pl('Z) = (07 1) e
pQ(x) = (17 1)a Pz(?/) = (O’ 0)7 pQ(Z) = (07 1)'

Temos também que o conjunto dos pontos racionais da variedade térica correspondente

ao ideal [ = (XY — Z?) é

VF3<I) = {Pl = (07070)7P2 = <07170>7P3 = (1,0,0),P4 = (17171>7P5 = (07270)>P6 =
(2,0,0),P7 = (1,1,2),P8 = (2,2, 1),P9 = (2,2,2)}.

Assim, tomando o morfismo ¢ : R — F3 definido por ¢(f) = (f(P),..., f(P)),
podemos construir os cédigos E(a) = p(L(a)) e C(a) := (E(a))t, para a € H. A

tabela 4.1 ilustra as cotas da distancia minima dos cédigos C(a).
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a; = (aj1, o) 1(
(0,0,0,0)
(0,1,0,1)
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(1,1,1,1)
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2,2,2,2
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Tabela 4.1: Cota d(«;) do cédigo C'(a;) usando a ordem ;.

Agora, se em cada I';, considerarmos a ordem lexicografica graduada reversa <,

ou seja,

a+b<c+d, ou
(a,b) <igr (c;d) & ¢ a+b=c+deb<d,ou
a+b=c+d, b=dea<c,
temos que {(R, p;, ;) : i = 1,2} é ainda um conjunto admissivel de estruturas q-pesos

em R. Logo, temos as seguintes cotas para distancia minima dos cédigos C'(«), como

mostra a tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Cota d(«;) do cédigo C(a;) usando a ordem =g,

Exemplo 4.6. Sejam A = {(—1,3),(1,0),(1,2)},B = {(-1,1),(-1,3),(1,2)} C Z%

Definindo w; e wy sobre os mondmios de F5[X,Y, Z] por

WI(X) = (17())’ wl(Y) = (172)7 wl(Z> = (_173> €
wZ(X) = (_17 1)7 (JJ?(Y> = (_173)7 w2<Z) = (172)7
encontramos, procedendo como na se¢ao 3.4, o ideal toérico associado a A e B em
F5[X,Y, Z]:
Iy=1Ip= (X522 -Y3) =1

Sejam NoA e NoB os semigrupos gerados por A e B, respectivamente. Considere < a
ordem lexicografica em Z?. Sejam T’y := {y € NgA : (0,0) < v} e [y := {y € NyB :
(0,0) < v}. Entao,

I' = <(170)7 (172>7 (073)7 (07 5>> €
Iy = <(1a 2)7 (07 3)7 (0’ 5)>

Entao, para o anel térico R = F5[X,Y, Z]/I, temos, da proposicao 3.19, as fungoes
g-pesos p; : R = T U{—o0}, 1 =1,2,
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—o0 , se f=0;
pi(f) = 0 ,sef#0ewl(f)=0;
wz(f) , Se wz(f) > 0.

Aqui, temos que U, = {Zﬁm.m MabeTYP2¢ : Agpe €EF5, a+b<coua=0b=c=0}
el,, = {Zﬁmm AabeZ Y2 Agpe € F5, a+b>aoua=b=c=0} Logo, temos que
U, NU,, = Fs, e, portando, {(R, p;,I;),i = 1,2} é um conjunto admissivel de estruturas
g-pesos em R.

Assim, tomando Vg, (I) o conjunto ds pontos racionais da variedade térica corres-
pondente ao ideal I = (X°Z? —Y?3), onde #Vr.(I) = 25, e o morfismo ¢ : R — FZ°
definido por ¢(f) = (f(P1), ..., f(Pa5)), podemos construir os cdigos E(a) := ¢(L(a))
e C(a) := (E(a))*, para a € H. A seguir, listamos, verticalmente da esquerda pra

direita, os termos a; € H, j =1, ..., 25:

(0,0,0,0) (1,0,0,8) (1,5,1,5) (2,0,1,10) (2,4,2,7)
(0,3,0,3) (1,2,0,8) (1,5,1,7) (2,0,2,4) (3,0,2,7)
(0,5,0,5) (1,2,1,2) (1,5,1,8) (2,2,2,4) (3,0,3,6)
(0,6,0,6) (1,3,1,2) (1,8,1,8) (2,3,2,4) (4,0,3,6)
(0,8,0,8) (1,3,1,5) (1,8,1,10) (2.4,2,4) (4,0,4,8)
com os respectivos pi(a;)-valores

2 24 3 4

2 26 4 4

346 6 5

4 4 8 3 5

26 3 66

Observe que, de ag = (0,0,0,0) & a7 = (1,2,0,8) temos que d(C(c;)) > 2, de
ag = (1,2,1,2) a aqg = (2,3,2,4) temos que d(C(e;)) > 3, de agp = (2,4,2,4) a
ag = (3,0,2,7) temos que d(C(a;)) > 4, para ass = (3,0,3,6) e agq = (4,0, 3,6) temos
que d(C(ey)) > 5 e d(C(4,0,4,8)) > 6.
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O proximo resultado mostra que os codigos geométricos de Goppa m-pontuais podem

ser vistos como os cédigos construidos nesta secao.

Teorema 4.7 ([Ca-Si],§ 2, Teorema 2.10). Seja X uma curva algébrica projetiva nao-
singular absolutamente irredutivel definida sobre o corpo F, e seja G = a1Q1 + ... +
4nQm € D := P, + ...+ P, dwisores de X tais que supp(D) N supp(G) = 0 e P; sao
pontos racionais, para todo i = 1,...n (logo temos o cddigo de Goppa Cr(D,G) =

{(h(P),....,h(P,)) € F*/ h € L(G)}). Entdo, tomando

R = N Op(X),
PGX\{Q17---7Q7”}

onde Op € o anel local associado a P € X, e definindo o(f) = (f(P1), ..., f(P,)), existe
um conjunto admissivel de m fungoes g-pesos em R tais que Cp(D,G) = p(L(a)) =
E(a), e Co(D,G) = C(a), onde a := (a1, ..., an).

Observacao 4.8. Em [Ca-Si], tal resultado é provado mostrando a existéncia de um
conjunto “completo”de m fungoes g-pesos em R, a qual os autores definem como
sendo um conjunto admissivel de m funcgoes g-pesos com a hipdétese adicional de que
cada I';\pi(Mi<k<m k2, ) seja um conjunto finito (neste caso, I'; = Ny, para todo
i = 1,...,m). Porém, tal hipdtese nao interfere na validade do resultado acima, uma
vez que esta nao é utilizada em [Ca-Si], Teorema 2.10. Mas, esta hipdtese, é de suma
importancia para o calculo de cotas e para resultados ligados a estruturas das algebras

munidas de conjunto completo descritos em tal artigo.

Vejamos agora um exemplo onde a cota d(a) construida acima é, em alguns casos,

melhor que a cota de Goppa.

Exemplo 4.9. Esta é uma continuacao do exemplo 3.9. Seja X’ a curva hermitiana dada
por X° — ZY* — Z4Y = 0 sobre o corpo Fi5. Sejam Q1, Q2 € X dois F-pontos racionais
distintos de X, o = (a1, ap) € N2 e denote por C(D, G) o cédigo de Goppa associado
aos divisores G := a1 Q1+as@Qo e D := P+...+P,, onde Py, ..., P,, sao F-pontos racionais

distintos, diferentes de ()1 e Q2. Como o género de X é g = 6, entao a cota de Goppa para
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o cédigo Cr (D, G)*t = Cq(D,G) é dada por dg(a) = ag +as — (29 — 2) = ay + as — 10.

As tabelas a seguir, ilustram as cotas da distancia minima dos cddigos C(«).

j a; = (aj1, o) p(a) d(a;) dc()
1 (0,0) 2 2 -10
2 (3.,3) 2 2 -4
3 (4,3) 2 2 -3
4 (4,4) 2 2 -2
5 (4,5) 2 2 -1
6 (5,5) 3 3 0
7 (6,6) 4 4 2
8 (7,6) 5 ) 3
9 (8,6) 6 5 4
10 (9,6) 5 5 5

Tabela 4.3: A cota d(«;) é maior ou igual dg(«;) para o cédigo C(ay).
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j a; = (a1, o) (o) d(a;) de(a;)
1 (0,0) 2 2 110
2 (3,3) 2 2 4
3 (4,3) 2 2 3
4 (4,4) 2 2 2
5 (4,5) 2 2 1
6 (5,5) 3 3 0
7 (6,6) 4 4 2
8 (7.,6) 4 4 3
9 (7,7) 5 4 4
10 (7.8) 5 4 5

Tabela 4.4: A cota d(«;) é maior que dg(a;), para j =1,...,8, e d(o;) é menor ou igual

a dg(a;), para j > 8.



CAPITULO 5

SOBRE AS ALGEBRAS
MUNIDAS DE UM CONJUNTO
ADMISSIVEL

Em [Ca-Si] e [Mu-To|, os autores mostram que se uma [F-dlgebra é munida de um
conjunto “peculiar”de estruturas g-pesos com semigrupos de valores iguais a Ny, entao
esta [F-dlgebra é o anel de coordenadas afim de uma curva algébrica projetiva irredutivel
com mais de um ponto no infinito. Neste capitulo, faremos um estudo similar sobre as
algebras munidas de um certo conjunto admissivel de estruturas g-pesos. Mais ainda,
sob certas condicoes, mostraremos que tais algebras sao anéis de coordenadas afim de
variedades algébricas projetivas irredutiveis com pelo menos dois divisores irredutiveis

no infinito.

o1
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5.1 A Estrutura dos Semigrupos

Seja {(R, p;,T;),i = 1,2} um conjunto admissivel de estruturas g-pesos em R. Considere
o conjunto 'y ® 'y, Para a = (a1, az) ,b = (by,by) € I'1 @15, defina a adi¢do em I'y & 'y

como segue,
a+b:=(a; +1 b1, as +2 by),

onde +; é a adicao em I';, ¢ = 1,2. Por abuso de notacao e se nao houver duvidas,
denotaremos somente por + a adigao, e 0 os elementos neutros em I';,I'y e ['; & I'y,
respectivamente. Entao, segue que (I'y &'y, +,0) é um semigrupo, pois cada (I';, 4+, 0)
é um semigrupo.

Agora, tome o seguinte subconjunto de I'y & I'y,

H =H(p1,p2) = {(p1(f), p2(f))If € R\{0}} CT1 @ T

Mostraremos que H = H(p1, p2) é um subsemigrupo de I'; @ I's.
Primeiramente, dados (a1, as), (81, f2) € 'y @ 'y, defina

Lub((ay, az), (51, B2)) := (max<, {1, b1}, max-,{as, 52}).

Lema 5.1. Sejam a,b € H. Entao Lub(a,b) € H. Mais ainda, se f,g € R sdo tais
que a = (p1(f), p2(f)) e b= (p1(g), p2(g)) entao existem A\, € F tais que Lub(a,b) =
(p1(Af + 1g), p2(Af + 1g))-

Dem. Sejam f,g € R tais que a = (p1(f),p2(f)) e b = (p1(9). p2(9)). Se a = b
o resultado segue. Assim, suponha que pi(f) <1 pi(g). Se p2(f) =2 pa(g) entdo
Lub(a,b) = b € H. Se pa(f) =2 p2(g) entdo, do axioma (Q.3) da definigdo de funcao
ordem, segue que po(f + g) = po(f), mas como, por (Q.3), p1(f + ) = plg), segue

que Lub(a,b) = (p1(9); p2(f)) = (p1(f + ), p2(f +9)) € H. Agora, se pi(f) = pi(g),
entdo, como feito antes, se pa(f) <o p2(g) entdo Lub(a,b) =b € H e se pa(f) =2 pa(g)

entao Lub(a,b) = a € H. Mais ainda, Lub(a,b) = (p1(Af + pg), p2(Af + pg)) onde
A e {0,1}. n
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Proposicao 5.2. O conjunto H é um subsemigrupo de I'y @ I's.

Dem. Sejam f,g € R tais que a = (p1(f), p2(f)), b = (p1(9),p2(9)) € H. Seja
c = (p1(fg),p2(fg)) € H. Entao do axioma (Q.6) de fungdo g-peso, para i = 1,2,

segue que p;(fg) =i pi(f) + pi(g), com igualdade quando p;(f) >=; 0 e pi(g) > 0. Logo
a+ b= Lub(Lub(a,b),c) € H. De fato, pois suponha que f € U,,. Entao,

o se felU, entdo f € F e logo a+ b= b= Lub(Lub(a,b), c).
e Agora, se f € M,,, temos mais duas hipdteses:

—se g €U, entdo a + b = a = Lub(Lub(a,b),c) se g € U,,, ou, a +b=c =
Lub(Lub(a,b),c) se g € M,,.

—se g € M, entao a+ b = (p1(g9), p2(f)) = Lub(a,b) = Lub(Lub(a,b),c)
se g € U,,, ou, a+b = (p1(g9), p2(fg)) = Lub(b,c) = Lub(Lub(a,b),c) se
geM,,.

Agora, vamos supor que f € M, . Entao,
e se f € U,,, o resultado segue analogo ao anterior.
e Se f € M,,, entao, novamente, temos mais duas hipdteses:

—se g € U,,, temos que a +b = a = Lub(Lub(a,b),c) se g € U,,, ou que,
a+b=(pi(f),p2(fg)) = Lub(a,c) = Lub(Lub(a,b),c) se g € M,,.

— se g € M,,, temos que a+b = (p1(fg), p2(f)) = Lub(a, c) = Lub(Lub(a,b),c)
se g €U, ou, a+b=c= Lub(Lub(a,b),c) se g € M,,.

Portanto, a + b = Lub(Lub(a,b), c). n

A partir de agora, e até o final desta secao, admitiremos que cada I'; é um semigrupo

bem ordenado.

Para o; € T';, 1 = 1,2, sejam
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() i=ming {a €l (a,a0) € H}C Ty e

zo(a) := ming,{a € Ty : (v, ) € H} C Iy
Lema 5.3. Sea €I'; e z;(a) >; 0 entdo x;(zj(e)) = a >; 0, para i,j =1,2,i # j.

Dem. Parai = 1e j = 2, seja f € R tal que p1(f) = a e po(f) = za(a) =2 0.
Pela defini¢ao anterior, temos que xi(x2(cr)) <1 a. Se, para algum g € R, temos que
p1(g) <1 ae pa(g) = xo(), entao do axioma (Q.5) da definigao de fungao q-peso, existe
A € F* tal que po(f — Ag) <2 x2(a), mas pelo axioma (Q.3) da definigdo de fungao
a-peso p1(f — Ag) = p1(f) = a, e entdo (p1(f — Ag), p2(f — Ag)) € H, contradizendo a

minimalidade de z5(«). De forma andloga, temos o caso i =2 e j = 1. ]

Considere agora os seguintes subconjuntos de H,

HPI = pl(um) = {Oz € Fll(a’ 0) S H} Cly,e
My = p2(Uy,,) = {a € T5](0,a) € H} C Ty

Observe que ambos H,, e H,, sao subsemigrupos de I'; e I'y, respectivamente.

Proposicao 5.4. Temos que o € Lacunas(H,,) = {y € T':\\H,,} se, e somente se,

v;(a) € Lacunas(H,,), parai,j = 1,2, 1 # j.

Dem. Seja o € I'1\H,,, entdo a # 0 e (,0) ¢ H,,, logo z2(a) =2 0. Se x2(cv) € H,,
entao (0,z2(cr)) € H e logo, do lema anterior, 0 = z1(x2(a)) = « =7 0, contradigao.
Entao z5(a) € T')\H,,. Da mesma forma, se o € I'y e z3(a) € ['2\'H,, entdo z2(a) =5 0.
Do lema anterior, temos que a = x1(x2(a)) >1 0. Assim, se « € H,, entdo (a,0) € H e
logo z2(cr) = 0, contradigao. Portanto a € I'1\H,,. De forma andloga, o € I'2\H,, se,

e somente se, x1(a) € I'1\H,,. u

Assim, seja §2 o subconjunto de H dado por

Q= {(ar,z9(a1)) r a1 € T\ Hp, } U{(a1,0) :oq € Hy FU{(0,0) : 0 € Hp, }-

Observe que,
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{(ar,z2(an)) : en € i\ Hy, } = {(21(2), 2) 2 € T2\ H,, }.
Proposicao 5.5. Temos que H = {Lub(a,b) : a,b € Q}.

Dem. Pelo lema 5.1, temos que Lub(a,b) € H, para todo a,b € . Assim, seja a =

(p1(f), p2(f)) € H. Entao, pelolema 5.3, a = Lub((p1(f), x2(p1(f))), (x1(p2(f)), p2())),
e (p1(f), z2(p1(f))), (x1(p2(f)), p2(f)) € Q, concluindo o resultado. n

Exemplo 5.6 ([Mat], ex. 6.2). (Veja exemplo 3.9) Seja X a curva hermitiana dada por
X?® — ZY* — Z1Y = 0 sobre o corpo Fig, e seja R = R(Q1,Q2), onde Q,Q, € X sao
[F-pontos racionais distintos de X. Entao, temos que H,, = (4,5) C Ny e H(p1,p2) €

representado pelo grafico abaixo.

12%. * . L v L} L] L]
s

ki 1 \.\, . e 2 x4 e w 3
104 . . . . . s . . -
ot \\.\ ¥ B 3 W 3 5
g . . - - . . - . . .
7 . . . . . . .
& . . . . . .
5 . . s . . . .
4 . . B . . . .
3 . . . :\\ . .
& - - . -
1 \ .
‘ . =4,

Para todo a € H, escolha f, € R\{0} tal que a = (p1(fa), p2(fa)), sendo que para
(0,0), temos foo =1 .

Proposigao 5.7. O conjunto B = {f, € R\{0} : a € Q} é uma base de R como

[F-espaco vetorial.

Dem. Mostremos que B é linearmente independente. Sejam A, € F tais que ) Finita Mafa =
0. Como a € (2 entao
0= Z /\afa = Z )‘(01,0)f(a1,0) + Z /\(0,042)f(0,o¢2) + Z /\(a,xz(a))fa'
finita finita finita finita

Logo
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P Aer0fann + D Mawst@nfa) = 210> Mo f0.0) = 0.
finita finita finita
Entao, dos axiomas (Q.2) e (Q.3) de fungao g-peso, temos que A,,0) = Aaza(a)) = 0

para oy, =1 0. Como f( o) = 1, temos,

A©0,0) 22 finita N0,02) f(0,02) = 0.

Assim, se algum Aga,) # 0, entdo 0 <o p2(3_ finita M0.02) f(0.02) = P2(A00)) =2 0,
contradicao; logo segue que A q,) = 0, € portanto Ay = 0.

Mostremos agora que B gera R. Seja f € R\{0}. Suponha que ps(f) = 0 e
faremos indugao sobre p1(f) = ay. Se p1(f) = 0 entdo f € Ni=12U,, = F e o resultado
segue. Assim, suponha que para todo elemento g € R tal que pi(g) <1 a1 e pa(g) =0
temos que g é gerado por B. Entao, como (aq,0) € Q, tome f(4,0) € B. Temos que
p1(f) = a1 = p1(fia1,0)) € pelo axioma (Q.5) de funcdo g-peso, existe A\; € F tal que
p1(f = Mfar,0) <1 a1 e pa(f — Aifiar,0)) = 0. Logo, pela hipétese de inducao, segue
f = AMifiar,0) € gerado por B, e portanto f é gerado por B.

Agora, faremos indugao sobre po(f) = as. Se pao(f) = 0, temos o caso anterior.
Entao, suponha que para todo elemento g € R tal que ps(g) <2 az e p1(g9) =1 p1(f),
temos que g é gerado por B. Tome f(z,(as)as) € B. Entdo, como po(f) = ay =
P2(f(z1(as).a0)), Pelo axioma (Q.5), existe Ay € F tal que po(f — Aof(zr(as)as)) <2 Q2
e pi(f — Xofai(a)as)) =1 p1(f). Entdo, pela hipétese de inducao, segue que f —
A2 f(21(as),00) € gerado por B, e logo, f é gerado por B.

Portanto, B é uma FF-base de R. [ ]

5.2 A Estrutura das Algebras

Agora estamos interessados em estudar uma classe especial de estruturas g-pesos.

Seja {(R, pi, ), = 1,2} um conjunto admissivel de estruturas g-pesos. Suponha

que cada I'; seja um semigrupo finitamente gerado

I' = <05i1>~-~705iti705iti+17-~-705im,~>7 (5.1)
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e tal que oy, vy Ol € Hp“ t; € {1, ,TI’LZ}
Entao, para cada v € I';, existem \; € Ny tais que v = Z;”zl Aja;i. Note que cada
semigrupo ['; ¢ bem ordenado, via observacao 1.7.

Assim, considere o seguinte subconjunto de H,
A= {(aw, za(oy)) 1 <t <maf U {(21(agk), aor) : 1T <k <maf.

Para i = 1,2 e j = 1,...,m;, escolha f,, € R tal que p;(fa,;) = aij e pi(fay;) =
xi(ay), L e {1,2} el #i.

Entao, para v € I';, temos que

V= Z)\jaij = Z)\jpi<f06ij) = ZPZ( 31]) = pi (H 2]]) : (5.2)
j=1 j=1 j=1 j=1

Suponha que os elementos fa;].s possam ser escolhidos de forma que

o (H fﬁ;) = ui(y). (5.3)

Por simplicidade, diremos que um conjunto admissivel {(R, p;,[;),i = 1,2} de es-

truturas g-pesos € de tipo finito, se as condigoes (1.1), (1.2) e (1.3) sao satisfeitas.

Proposicao 5.8. Seja {(R, p;,[i),1 = 1,2} um conjunto admissivel de tipo finito de

estruturas q-pesos em R. Entdo R ¢ uma F-dlgebra finitamente gerada.

Dem. Mostremos que R = F[{f, : a € A}|. Seja f € R\{0}. Suponha que p(f) = 0.
Faremos primeiro uma indugao sobre p;(f) = . Entao, se v = 0, temos que [ €
U, N"U,, =F, e portanto f € F[{f, : a € A}] =1 A. Se v =1 0, entdo suponha, para
todo g € R tal que p1(g) <1 v e pa(g) =0, que g € A. Como py(f) =7, temos

pi(f) == Z;n:l1 Ajouj = p1 <H;n:11 féf;)

Logo, do axioma (Q.5) de funcao g-peso, existe A € F* tal que p; <f - A2, fg}@) <1 7.

mi o eAj : mi A
Mas, como po (szll fa{j> = 29(y) = 0, pois v € H,,, segue que po (f = A2 fa{j) =5
0, e portanto, por hipdtese de inducao, f — )\qun:ll f&\fj € A, ouseja f € A.
Agora, se pao(f) = f # 0, existem pj; € Ny tais que
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ma m2
pa(f) = B=> pjas; = ps (H 55;)-
j=1 j=1

Pelo axioma (Q.5) de fungao g-peso, existe A\; € F* tal que po (f o f,fg;) <9 .

J=1

Novamente, existem g, € Ny tais que

mo ma ma2
P2 <f—A1H s;;) =D M0 = po (H 5;3)7
j=1 j=1 j=1

e pelo axioma (Q.5), existe Ay € F* tal que
mao m2 ma2
P2 f—/\1H 55;—)\21_[ 5;? =2 P2 H 55; .
j=1 j=1 j=1

Continuando o processo, como I'y é bem ordenado, existem Ays € F e pjrs € Ny tais que

ma
; Q—ZAZH 5;;) o
i =1

Logo, do paragrafo acima, segue que f — > )\i(H;ﬂjl alr) € A, e portanto, f € A.

Portanto, R = F[{f, : @ € A}], ou seja, R ¢ uma algebra finitamente gerada sobre
F. |

Da proposicao 3.30, segue que R é um dominio finitamente gerado sobre IF, e portanto

R é isomorfo a uma F-algebra afim, a saber,
R 2 F[Xy,..., X,]/I,
onde I é um ideal primo de F[X7, ..., X,,].

Assim, seja K = K(R) o corpo de fragoes de R. Veremos agora que uma fungao

g-peso esta associada a uma valorizacao sobre K.

Lema 5.9. Sejam i € {1,2} e f € M,,. Se g € U, \F, entao existe A € F tal que
pi(f(g =) =i pi(f)-

Dem. Do axioma (Q.6) de fungao g-peso, temos que p;(fg) =<; pi(f). Assim, se p;(fg) =

pi(f), pelo axioma (Q.5), existe A € F* tal que p;(f(g — ) = pi(fg — Af) <i pi(f). Se
pi(fg) <i pi(f), basta tomar A = 0. -
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Lema 5.10. Sejam f € R\{0} ei € {1,2}. Entdo existe g € M,, tal que fg € M,,.

Dem. Seja f € R\{0}. Se f € F entao para qualquer g € M, temos que fg € M,,.
Assim, suponha que f € R\F. Se p;(f) >; 0, entdao para qualquer g € M, temos que
pi(fg) = pi(f) + pi(g) >: 0, e portanto, fg € M,,. Agora, suponha que f € U, \F.
Entao p;(f) >=; 0, com j = 1,2 e j # i. Mostremos que existe g € U, \F tal que
pi(fg) = 0. Seja h € U, \F. Entao, p;(fh) =; p;(f) e pelo lema 5.9, existe A; € [ tal
que p;(f(h— X)) <; p;i(f). Se pj(f(h— X)) =0, tome g = h — Ay, caso contrério, se
pi(f(h—A1)) >=; 0 entdo p;(f(h— A1)h) =; pj(f(h— A1)). Logo, pelo lema 5.9, existe
Ay € F tal que p;(f(h— A)(h — A2)) <; pi(f(h— A1)). Continuando o processo, e do
fato de T'; ser bem ordenado, podemos encontrar g = f - [ ;,0(h — Ak) € U, \F tal
que p;(fg) = 0. Logo, pi(fg) = 0 ou p;(fg) = 0. Se pi(fg) >; 0, segue o resultado.
Se pi(fg) = 0, entdo fg € U, NU,, = F e como g € M,,, pois g € U, \F, segue que

pi(fg°) =i 0. n

Logo, do lema acima, se f,g € R\{0}, existem h,z € M,, tais que fh,gz € M,,,
com ¢ = 1,2, e portanto f(hz),g(hz) € M,,.
Assim, podemos definir uma aplicagao v; : K — G(I';) U {+00} por 14(0) := 400 e
vi(f/9) = pi(hg) = pi(hf),
onde f,g € R\{0} e h € M,, é tal que fh,ghe M,,,i=1,2.

Lema 5.11. Parai = 1,2, seque que a aplica¢ao v; estda bem definida e € uma valoriza¢ao

no corpo de fracoes K que € trivial sobre F.

Dem. Mostremos primeiro que v; estd bem definida. Seja f/g € K, com f,g € R\{0}
e he M, tal que fh,gh € M,,. Se z € M, ¢ tal que fz,gz € M, entao

pi(gh) = pi(fh) = (pi(zg) — pi(2f)) = pi(gh) + pi(2f) — (pi(fh) + pi(2g))
= pi(ghzf) — pi(fhzg) =0,
ou seja, v;(f/g) independe da escolha de h € M, tal que fh,gh € M,,. Agora, se
flg= 19, com [, [ 9.9 € R\{0}, entdo vi(f/g) = vi(f'/d'), pois, seja h € M,, tal
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que fh, f'h, gh,g'h € M,,, entao, como fg' = f’g temos que fhg'h = f'’hgh. Como p; é
bem definido, p;(fhg'h) = p;(f'hgh), entao p;(fh) + pi(g'h) = pi(f'h) + pi(gh), ou seja,
pi(g'h) = pi(f'h) = pi(gh) — pi(fh), ou seja, vi(f'/g") = vi(f/g). Portanto v; estd bem
definido.

Dos axiomas de fungao g-peso, segue v;(f) = 0 para todo f € F*, ou seja, v; é trivial
sobre F, e que v;(A\f) = v;(f), para todo A € F*.

Sejam f/g, f'/g € K\{0}, com f,g, f',¢" € R\{0}. Entao, para h,t € M, tal que
fh,gh, f't, 't € M,,, temos

vi(f/g9) +vi(f'/9) i(gh) — pi(fh) + pi(g't) — pi(f?)

i(ghg't) — pi(fhf't)

= pi(gg'ht) — pi(ff'ht) (com ht € M, e gg'ht, [ ['ht € M,,)
=vi(ff'/99") =vi(f/a-I'/9)

Agora, sejam f/g,f'/g' € K, com f,f' € Reg,g € R\{0}. Sejam h,t € M,, tal

que fh,gh, f't,g't € M,,. Entao

p
P

wflg+ 1'19) = vi (P20) = pilgg'ht) = pi((fg' + F'g)ht)
= pi(ghg't) — pi(fhg't + f'tgh) (axioma (Q.3))
=i miny-{pi(ghg't) — pi(fhg't), pi(ghg't) — pi(f'tgh)}
= min- {pi(gh) — pi(fh), pi(g't) — pi([')}
= min-{vi(f/9),vi(f'/9")}.

Portanto, para i = 1,2, segue que v; é uma valorizagao em K. [ ]

Observagao 5.12. Observe que cada fungao g-peso p; : R — I'; U{—00} pode ser vista

da seguinte forma:
-0 ,se f=0;
pi(f) = 0 ,se vi(f) =i 0;
—vi(f) ,sewvi(f) <;0.

De fato, para f € R\{0}, do lema 5.10, existe g € M,, tal que fg € M,,. Logo, do

axioma (Q.6) de fungao g-peso, temos que p;(fg) =i pi(f) + pi(g), com igualdade se
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feM,,. Entao, se f € U,,, temos que v;(f/1) = pi(g9) — pi(fg) = —pi(f) = 0, ou seja,
vi(f) zi 0. Agora, se f € M,,, entao v;(f/1) = pi(g) — pi(fg) = —pi(f) =i 0, pois
pi(f) =i 0.

Lema 5.13. Dado v; como antes, seja R,, o anel de valorizagao de v; e M, o seu
respectivo ideal maximal, 1 = 1,2. Entao temos que o corpo de residuos de cada v; é

isomorfo ao corpo F.

Dem. De fato, pois seja z = f/g € R,,, onde f,g € R, seja h € M,, tal que
hf,hg € M,,. Suponha que v;(x) = 0. Entao p;(hf) = pi(gh), e pelo axioma (Q.5)
de fungdo g-peso, existe A € F* tal que p;(fh — Agh) <; pi(gh). Seja agora z €
M,, tal que z(fh — Agh),zh € M,,. Entao v;(f/g — X) = pi(92) — pi((f — Ag)z) =
pi(zhg) — pi(zh(f — Ag)). Mas como 0 <; p;(gh) — p;(fh — Agh), segue do axioma (Q.4),
0 <; pi(zhg) — pi(zh(f — Ag)), ou seja, v;i(f/g — A) =; 0. Logo x — A € M,, e portanto

T =\ ]

A seguir, veremos uma relagao entre a dimensao das dlgebras munidas de uma funcao

g-peso e o posto racional do semigrupo de valores de tais funcoes.

Proposicao 5.14. Seja (R, p,I') uma estrutura g-peso sobre F. Entao a dimensao de

Krull de R € no minimo o posto racional de I'.

Dem. Suponha que r.posto(I') = r (ver definicdo 1.8). Entdo podemos encontrar
r elementos 71, ...,7. € I' que s@o racionalmente independentes (ver definigao A.2).
Assim, escolha f,, € R tal que p(f,,) = v, ¢ = 1,...,7,. Entdo, segue que f,,..., f5.
sao algebricamente independentes sobre F. De fato, pois caso contrario, existe g €
F[Xy,...,X,], g # 0, tal que g(f,,.... f5,) = 0. Mas, como consequéncia do lema 3.7,
existe um par de termos distintos de g( Xy, ..., X,.), a saber, AX{" --- X% e ,quﬁl e X

com «;, 8; € Nge A\, u € IF, tal que

p()\ '()/111 e %’r) e p(/'bf’\il . .fﬁ:)'
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Dos axiomas de fungao g-peso, temos que y ., (a; — 3;)p(f,) = 0, ou seja, > . (a; —
Bi)y: = 0. Como (a; — ;) sao nao todos nulos para i = 1, ..., 7, segue que 7, ..., Y, S0
racionalmente dependentes, contradicao.

Assim, temos que S := F[f,,,..., f,,] é um subanel de R e é isomorfo ao anel de

polinémios F[X7, ..., X,|. Portanto,

r = dimgruS < trgraug K = dimgi'R-

De agora em diante, trataremos apenas o caso em que o posto racional dos semigrupos
de valores de um conjunto admissivel de duas funcgoes g-pesos é igual a dimensao da

algebra; observe que tal caso apareceu em exemplos nas secoes 3.2 e 3.4.

Proposicao 5.15. Seja {(R,p:;,Ti),i = 1,2} um conjunto admissivel de tipo finito
de estruturas g-pesos em R. FEntdo corpo de fracoes K de R € um corpo de funcgoes

algébricas em r.posto(L';) varidveis independentes sobre F.
Dem. Segue da proposigao 5.8 e de [[Ei], cap.8, teo.A]. [ |

Teorema 5.16. Seja {(R,pi,T;),i = 1,2} um conjunto admissivel de tipo finito de
estruturas g-pesos em R tal que cada grupo G(I';) tenha um subgrupo isolado de posto
racional r.posto(I';) — 1. Entdo o fecho integral de R em seu corpo de fragoes K é um

subanel de K consistindo de funcoes com polos em pelo menos dois divisores primos de

K.

Dem.

Dos resultados acima, vimos que R é um dominio finitamente gerado e que o corpo
de fragoes K de R é um corpo de fungoes algébricas em r.posto(I';) =: r varidveis sobre
F.

Assim, sejam v; as valorizagoes em K associadas a cada p;, definidas como antes. Seja

R,, o anel de valorizacao de cada v; e M,, seu respectivo ideal maximal. Entao, do lema

5.13, temos que k,, = R,,/M,, = F, ou seja, dim(v;) = trgrau(k,,|F) = 0. Por hipdtese,
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seja A; o subgrupo isolado de G(T';) tal que r.posto(A;) = r—1. Entéao, das propriedades
de valorizagoes, temos que v; = p; o 7, onde cada yu; : K — (G(I';)/A;) U{+oo} é uma
valorizacao discreta de posto 1 em K, pois posto(y;) < r.posto(p;) =1, e 7; : k,, —
A; U {400} é uma valorizacdo do corpo de residuos k,, de p;. Da desigualdade de
Abhyankar, temos r.posto(u;) + dim(p;) < trgrau(K|F) = r, ou seja, dim(u;) <r — 1.
Mas, como r.posto(7;) = r.posto(A;) = r — 1 e o corpo de residuos ky; de 7; é igual ao

corpo de residuos de v; (ver proposicao A.22), ou seja, k- = IF, segue que

r — 1= r.posto(;) + dim(7;) < trgrau(r,,

F) =dim(u;) <r—1.

Logo, dim(p;) = r — 1 e, portanto, cada p; é um divisor primo de K|F.
Seja R o fecho integral de R em K. Seja S(R) o conjunto dos divisores primos de

K|F cujo anel de valorizagao associado contem R, ou seja,
S(R) := {w divisor primo em K|F: R C R,}.

Entao sabemos que (ver [Za-Sa II|, cap.VI,§14)
R= (] R
we S(R)

Observe que p; ¢ S(R), pois suponha R C R,,. Entao, para qualquer f € M,,
temos que p;(f) >=; 0, ou seja, v;(f) <; 0 e, portanto, p;(f) < 0. Como R C R, temos
que p;(f) = 0 para todo f € M,,. Assim, seja a/b € K com a,b € R\{0} tal que
pi(a/b) > 0. Como a,b € R\{0}, do lema 5.10, existe g € M, tal que ga,gb € M,,.
Logo, 0 < p;(a/b) = pi(ga/gb) = pi(ga) — pi(gb) = 0, contradigao. m

Coroléario 5.17. Se, para qualquer f € R\F, existe i € {1,2} tal que p;(f) <0, entao
o fecho integral de R em K ¢ um subanel de K consistindo de funcoes com pdlos em

apenas dois divisores primos de K.

Dem. Vimos acima que
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e que fig, 2 ¢ S(R). Assim, seja S o conjunto de todos os divisores primos de K|F.
Mostremos que S(R) = S\{p1, p2}. Suponha que S(R) U {p1, pa} # S. Seja
R = N R, CR.
weS(R)U{p1,p2}

Seja x € R’ tal que p;(x) > 0, para i = 1,2 (a existéncia de tal elemento é garantida
pelo teorema da aproximacao [ver [Bo|, cap VII, §1.5, prop.9]). Seja I = {y € R : yR C
R} # (0) o condutor de R em R. Entdo para qualquer y € I, temos que yz € R.
Logo, u;(zy) < 0 para algum i, ou seja, p;(x) < p;(y~'). Mas, como p; é arquimediano,
existe um inteiro positivo n; tal que n;u;(x) > pi(y~'), ou seja, p;(z™y) > 0. Para
j € {1,2},j # i, temos que p;(xy) < 0 ou p;(zy) > 0. Se p;(zy) < 0, entdo existe um
inteiro positivo n; tal que p;(z™y) > 0, pois pu; é arquimediano. Se pj(zry) > 0, para
qualquer inteiro positivo n > 1, temos que p;(z"y) > 0, pois pj(x) > 0. Assim, seja
k =max{n; :i=1,2} > 1, entdo p;(z™y) > 0 para todo i e para todo m > k, ou seja,
da observagao 5.12, x™y € U,, para todo ¢ e para todo m > k, pois v;(z™y) = 0. Logo
™y €U, NU,, =F para todo m > k, contradigao.

Portanto,

R= (] R

w€ S\{p1,p2}

Proposicao 5.18. Seja {(R, p;,[;),i = 1,2} um conjunto admissivel de tipo finito de
estruturas g-pesos em R tal que cada grupo G(T';) tenha um subgrupo isolado de posto
racional r.posto(I';) — 1. Entao R € o anel de fun¢des requlares de uma variedade afim,
cujo normalizacao do seu fecho projetivo X possui dois divisores irredutiveis Z1 e Zy no
infinito. Se, além disso, para qualquer f € R\F, existe i € {1,2} tal que u;(f) < 0,
onde p; € o divisor primo de K|F na decomposi¢ao de v;, entao a normalizagao do fecho

projetivo X possui apenas dois divisores irredutiveis Zy e Zy no infinito.

Dem. Seja X a variedade projetiva definida pelo dominio afim R e X sua normalizacao.

Entao, pela proposicao A.21, teorema A.22 e do teorema 5.16, segue que cada valorizagao
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Li, i = 1,2, estd centrado em um divisor irredutivel Z; de X. Agora, se, para qualquer
f € R\F, u;(f) < 0 para algum i, temos, do corolario 5.17, que Z; e Z5 s@o os unicos

divisores irredutiveis de X no infinito. ]

Observacgao 5.19. Da proposicao A.21, segue que cada divisor primo p; da decom-
posicao v; = p; o 7; estd centrado em uma subvariedade D; de X e dim(D) < dim(u;).
Segue também, da proposicao A.23 e do lema 5.13, que cada uma das valorizacoes v;

estd centrada em um ponto racional Q); € D; C X.

Quando I'; = Ny, ¢ = 1,2, temos que os divisores irredutiveis Z; e Z5 sao pontos

racionais de X. Entéo, supondo F um corpo finito, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.20 ([Ca-Si],§ 3, Teorema 3.21). Sejam {(R, p;,Ny),7 = 1,2} um conjunto
admissivel de tipo finito de estruturas g-pesos em R, ¢ : R — F" um morfismo sobre-
jetivo de F-dlgebras e a = (v, ) € N2. Entao o cédigo E(a) é um cédigo geométrico

de Goppa Cr(D,G) com G = anZy + aZs.



APENDICE A

VALORIZACOES

Neste capitulo introduziremos os conceitos e resultados bésicos da teoria de valorizagoes.
Todo este capitulo foi escrito baseado nas referéncias [Bol, [La], [Va] e [Za-Sa 1], ou seja,

todos os resultados e defini¢oes citados aqui podem ser encontrados em tais referéncias.

A.1 Conceitos Basicos

Seja A é um grupo abeliano aditivo totalmente ordenado. Adicionamos a A um elemento
+0o tal que @ < +oo para todo @ € A e estendemos a adigdo em A U {400} por

(+00) + @ = (+00) + (+00) = +0.

Definicao A.1. Seja K um corpo. Uma valorizagao v de K é uma aplicacao de K em
A U {+o0} satisfazendo

1- v(f) = 400 se e somente se f = 0;

2-v(fg) = v(f) + v(g), para todos f,g € K;

3-v(f+g) = min{v(f),v(g)}, para todos f,g € K.
Dizemos que A é o grupo de valores da valorizacao v. A valorizacao v também e conhe-

cida como wvalorizacao de Krull.

66
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O conjunto R, = {f € K : v(f) »= 0} é um anel local, chamado anel de valoriza¢ao
de v, cujo ideal maximal é dado por M, = {f € K : v > 0}, e o corpo k, = R, /M, é
chamado de corpo de residuos de v.

Seja K um corpo e seja [F um subcorpo de K. Diremos que uma valorizagao v é trivial
sobre F, se para qualquer = € F,z # 0, temos que v(z) = 0. Quando uma valorizac¢ao

v de K é trivial sobre um subcorpo F de K, diremos que v é uma valorizagao de K|F.

Definicao A.2. Seja A um grupo abeliano. Dizemos que aq, ..., a,, € A sdo racional-
mente independentes se existem Aq,...,\, € Z tais que \ja; + ... + A\, = 0 entao
A; = 0 para todo i = 1,...,n. Caso contrario, estes elementos sao ditos racionalmente
dependentes. Chamamos o nimero maximo de elementos racionalmente independentes

em A de posto racional do grupo A, e o denotamos por rat.posto(A).

Definicao A.3. Seja v uma valorizagao de K com grupo valor A. Definimos o posto

ractonal de v como sendo
r.posto(v) := r.posto(A) = dimg(A ®z Q).

Definicao A.4. Seja A um subgrupo de um grupo totalmente ordenado A. Dizemos
que A é um subgrupo isolado de A se para todo elemento v € A tal que a = v < [ onde
a, B €A, temos que v € A.

Como o conjunto de todos os subgrupos isolados A de A é totalmente ordenado pela

relacao de inclusao, podemos dar a seguinte definicao.
Definicao A.5. Definimos o posto de um grupo totalmente ordenado A como sendo
posto(A) = max{t|{0} T A, C ... C Ay T A},

onde A; sao subgrupos isolados de A. Assim definimos o posto de uma valorizacao v

como sendo o posto do seu grupo de valores.
Proposicao A.6. O posto de uma valorizagao v € menor ou igual a seu posto racional:

posto(v) < r.posto(v).
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Exemplo A.7. Considere o grupo Z* com as seguintes ordens:
e Lexicogréfica: (a,b) <1 (¢,d) < a<coua=ceb<d;
e induzida de R: (a,b) <g (¢,d) < a+ bg < ¢+ dgq, onde ¢ € R\Q.

Entao (Z?, <) tem posto racional 2 e posto 2, pois {(0,0)},{0} x Z sao subgrupos
isolados de (Z?, <z). Mas (Z? <g) tem posto racional 2 e posto 1, pois {(0,0)} é seu

unico subgrupo isolado.

Observacao A.8. Uma valorizagao v de K ¢é de posto 1 se, e somente se, o grupo de
valores A de v é isomorfo a um subgrupo de (R, +). Isto é equivalente a dizer que o
grupo A é arquimideano, isto é, A satisfaz a seguinte condicao: se a e  sao quaisquer

dois elementos de A, com « > 0, entao existe um inteiro n tal que na > .

Seja v uma valoriza¢ao de um corpo K, com grupo de valores A e anel de valorizagao
R,. Existe uma bijecao entre os ideais primos de R, e os subgrupos isolados de A. Neste
caso, o ideal maximal M, estd associado ao subgrupo isolado A = {0}, e o ideal primo
(0) estd associado ao subgrupo isolado A = A. Disto, segue que o posto de v é igual a
dimensao de Krull de R,. Assim, se o posto de v é maior que 1, existe um subgrupo
isolado A # {0} de A, e seja M’ o ideal primo de R, associado a A. Entao o anel local
R = (R,)p é um anel de valorizacao com ideal maximal M’ e R, C R’. Denotemos

por /' a valorizacao de K associada ao anel R’ e seja A’ seu grupo de valores.

Proposicao A.9. a) O grupo de valores N’ é isomorfo ao grupo quociente AJ/A, e a
valorizagao V' : K* — AN é a composicio de v : K* - AN e¢: A — AJA.
b) O anel quociente R, = R,/M' é um anel de valorizacdo no corpo de residuos r,» =

R'/M' da valorizagdo V' e o grupo valor da valorizagao U associado ao anel R, € isomorfo

a A.

Definicao A.10. A valorizacao v acima é chamada a valorizacdo composicao com as

valorizagdes v e U e escrevemos v = 1V o D.
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Proposicao A.11. Se v € uma valorizacdo composicao V' o T entao

posto(v) = posto(V') + posto(V), e
r.posto(v) = r.posto(V') + r.posto(V).

Reciprocamente, se temos uma valorizacao v’ de um corpo K e uma valorizacao 7

do corpo de residuos k,/, podemos definir a valorizacao composicao v = v/ o .

Proposicao A.12. Seja v/ uma valorizacdo de K com anel de valorizacio R, e corpo
de residuos k., e seja U uma valorizacao de K, , entao a valorizacdo composicao v =
V' ov € uma valorizacdo do corpo K associada ao anel de valorizacao R, definido por

R, ={x € R,|v(T) > 0}.

Disto, segue que o corpo de residuos da valorizagao composicao v é igual ao corpo

de residuos ki da valorizacao 7.

Seja v uma valorizacao de K|F.

Definicao A.13. A dimensao de uma valorizacao v é o grau de transcendéncia do corpo

de residuos k, de v sobre o corpo F:
dim(v) = tr.grau(k,|F).
Proposicao A.14. Desigualdade de Abhyankar
posto(v) + dim(v) < r.posto(v) + dim(v) < trgrau( K|F).

Se assumimos que K é um corpo de funcoes sobre I, isto é, que K é uma extensao
finitamente gerada de F, e se temos a igualdade r.posto(v) + dim(v) = trgrau(K|F),
entao o grupo valor A é um Z-mdédulo finitamente gerado e o corpo de residuos «, de
v é uma extensao finitamente gerada de F. Contudo, se temos a igualdade posto(v) +
dim(v) = trgrau(K|F), entao a valorizacdo v é discreta, ou seja, o grupo de valores A

de v é isomorfo a ZP***°(") ordenado com a ordem lexicogréfica.
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A.2 Divisores Primos

Seja K um corpo de fungoes sobre um corpo F, de grau de transcendéncia d.

Definigao A.15. Um divisor primo de K|F é uma valorizagdo v de K|F que tem

dimensao d — 1, isto é, tal que trgrau(k,|F) = d—1, onde &, é o corpo de residuos de v.

Assim, se v é um divisor primo de K|F, como v é nao trivial, temos, da desigualdade
de Abhyankar, que posto(r) = 1, ou seja, v é uma valorizagao discreta de posto 1, isto
é, o grupo valor é isomorfo a Z, e seu corpo de residuos x, é uma extensao finitamente

gerada de .

Exemplo A.16. Seja R dominio integral normal finitamente gerado sobre [F, com corpo
de fragoes K, e seja P um ideal primo de altura 1 de R. Entao o anel local Rp é um
anel de valorizagao, cuja valorizagdo vp associada é um divisor primo de K (vp é a
valorizagdo P-adica, isto é, a valorizacao definida por vp(g) = max{n € N|g € P"},
para qualquer g € R). Se consideramos a variedade afim X associada a R, ou seja,
X = specR, o ideal primo P define um divisor irredutivel (ou divisor primo de Weil) D
em X, e a valorizacao v, é a valorizagao definida pela ordem de anulamento ao longo do
divisor D. Neste caso, o anel local Rp coincide com o anel das fungoes regulares Op(X)

de X em D.

A.3 Centro de uma valorizacao

Seja K um corpo, v uma valorizagao de K, e R, o anel de valorizacao associado a v

com ideal maximal M,,.

Definigao A.17. Seja A um subanel de K com A C R,. Entao o centro da valorizagao

vem A é o ideal P de A definido por P = AN M,,.
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Na definicao acima, se A é um anel local cujo ideal maximal é P, entao dizemos que
o anel R, domina o anel A, ou também que A é dominado por R,.

Seja X uma variedade algébrica definida sobre um corpo F e seja K = F(X) o
corpo de fungoes de X. Queremos definir o centro de uma valorizagao v de K|F, ou
mais geralmente, de uma valorizacdo v de L|F onde L é uma extensao de K, sobre a

variedade X.

Proposicao A.18. Seja X uma variedade algébrica sobre F e seja v uma valoriza¢ao
de um corpo L, extensao do corpo de fung¢oes K = F(X) de X. Entdo existe no mdzximo
um ponto & € X tal que o anel local O¢(X) é dominado pelo anel de valorizacio R,
associado a v. Mais ainda, a subvariedade fechada irredutivel Z de X definida por
Z = {€} ¢ o subconjunto de pontos x € X cujo anel local OL(X) estd contido no anel

de valorizag¢io R, associado a v, ou seja, Z = {x € X|0,(X) C R,}.

Definicao A.19. Definimos o centro de uma valorizacao v em uma variedade X ser o
ponto &, quando este existe, dado na proposi¢ao acima. Dizemos também que o centro
de uma valorizacio v na variedade X ¢é a subvariedade Z = {¢} = {z € X|0,(X) C R,}.
Se nao existe &, dizemos que a valorizacao v nao tem centro em X, ou que o centro Z é

vazio.

Observacao A.20. A valorizacao v pode nao ter centro em uma variedade X', basta
tomar a variedade afim X' = spec(A), onde A nao estd contido em R,. Agora, se X é

uma variedade projetiva, qualquer valorizacao v em X tem um centro em X.

Veremos agora uma relacao entre a dimensao de uma valorizagao e a dimensao de

seu centro em uma variedade projetiva.

Proposicao A.21. Seja X uma variedade algébrica projetiva definida sobre um corpo
F com corpo de fungoes K = F(X), e seja v uma valoriza¢ao de K|F com corpo de
residuos k. Entao o centro Z de v em X € ndo vazio e temos que dim(Z) < dim(v).
Se, contudo, temos uma desiqualdade estrita, existe um morfismo birracional proprio

Y — X tal que a dimensdo do centro de v em Y € igual a dim(v).
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Teorema A.22. Se Z ¢ uma subvariedade irredutivel de X de codimensao 1 entao o
conjunto dos divisores primos do corpo de funcoes K de X que tem centro Z em X ¢é
finito e nao vazio. Se v € qualquer divisor primo em K tendo centro em Z entao o corpo
de residuos de v € uma extensdao algébrica do corpo de fungoes F(Z) de Z. Contudo, se
a variedade X ¢ normal, existe somente um divisor primo v com centro em Z. Neste
caso, o anel de valorizagdo associado a v coincide com o anel local Oz(X), que é um

anel de valorizacao noetheriano, e seu corpo de residuos coincide com o corpo de fungoes

F(Z) de Z.

Seja X uma variedade algébrica sobre um corpo F com corpo de fungoes K = F(X)
e seja v uma valorizagao de K|F com corpo de residuos k. Assumimos que o grau de
transcendéncia de x sobre F é positivo, entao existe uma valorizagao nao trivial 7 de x|F
e podemos definir a valorizacdo composicao ' = v o7 que é também uma valorizacao
de K|F. Se o centro Z de v em X' é nao vazio, entao o corpo de fungoes F(Z) de Z esta

contido no corpo de residuos x e assim podemos considerar o centro em Z da valorizagao

v de s|F.

Proposicao A.23. O centro em Z da valorizagcao v é igual ao centro em X da valo-

rizacdo composicio V' = v oU.

Se /' é a valorizacdo composicao 1/ = v o v de K|F, o centro Z’ de v/ estd contido

no centro Z de v.
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