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Resumo

Nesse trabalho serao propostos métodos de Lagrangiano Aumentado para
tratar problemas com restricoes do tipo LOVO, serao propostos novos métodos de
Restauracao Inexata e serd introduzido o conceito de Equilibrio Inverso de Nash.

Teoremas sobre condigoes de otimalidade para problemas do tipo LOVO
serao apresentados. Um algoritmo do tipo Lagrangiano Aumentado serd proposto para
abordar esse problema e teoremas de convergéncia global serao demonstrados. Resul-
tados computacionais serao realizados para uma aplicacao em otimizacao de carteiras
em investimentos de grande impacto.

Um método hibrido de Restauracao Inexata serd proposto combinando uma
modificacao, que usa o Lagrangiano Afiado como funcao de mérito, do método global de
Fischer e Friedlander e o método local de Birgin e Martinez. Teoremas de convergéncia
global e local serao apresentados.

Um método de Restauracao Inexata para problemas em que as derivadas
da funcao objetivo nao estejam disponiveis serd introduzido. Nesse método todas as
ferramentas da otimizacao tradicional serao usadas na fase de restauracao e uma re-
gularizagao sera feita na fase de otimizacao. Teoremas de convergéncia global serao
demonstrados e resultados numéricos apresentados.

O conceito de Equilibrio Inverso de Nash serd introduzido e um método de
Restauragao Inexata sera proposto para abordar esse problema. Esse método serd uma
extensao de um novo método de Restauracao Inexata para problemas em dois niveis
que também sera proposto neste trabalho. Exemplos ilustrativos para uma aplicagao
para o problema de equilibrio de Arrow-Debreu serao exibidos.

Palavras-chave: Programacao nao-linear, Otimizacao, Otimizagao com
restricoes do tipo LOVO, Restauracao Inexata, Métodos sem derivadas, Equilibrio In-

verso de Nash .
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Abstract

In this work an Augmented Lagrangian method will be proposed to deal
with LOVO constraints, also some new Inexact Restoration methods will be presented
and the Inverse Nash Equilibrium concept will be introduced.

Theorems about optimality conditions for LOVO-like problems will be pre-
sented. Three Augmented Lagrangian algorithms wil be proposed to approach this
problem and global convergence theorems will be proved. Computational results will
be performed for an application in portfolio optimization with impact.

A modification of the Fischer-Friedlander global method using the Sharp
Lagrangian as a merit function will be proposed. A hybrid Inexact Restoration method
combining this modification and the Birgin-Martinez local method will be introduced.
Global and local convergence theorems will be presented.

An Inexact Restoration method for problems in which the derivatives of the
objective function are not available will be introduced. In this method it will be used all
the optimization traditional tools in the restoration process as well as a regularization
strategy in the optimization phase. Global convergence theorems will be demonstrated
and numerical results will be presented.

The concept of Inverse Nash Equilibrium will be introduced and an Inexact
Restoration method will be proposed to deal with this problem. This method is an
extension of a new Inexact Restoration method for bilevel programming that will also
be proposed in this work. Some illustrative examples for an application for the Arrow-
Debreu equilibrium problem will be given.

Key words: Nonlinear programming, Optimization, Optimization with
LOVO constraints, Inexact Restoration, Derivative-free methods, Inverse Nash Equili-

brium.
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Intoducao

Nesse trabalho serao propostos métodos de Lagrangiano Aumentado para tratar pro-
blemas com restri¢oes do tipo LOVO, serao propostos novos métodos de Restauragao

Inexata e serd introduzido o conceito de Equilibrio Inverso de Nash.

Problemas do tipo OVO, em sua forma mais geral, sao problemas de oti-
mizacao que envolvem uma sequéncia de ¢ funcoes, as quais, para cada x, sao or-
denadas de modo que f;)(2) < fi,@)(z) < -+ < fi @) (), de forma que a estru-
tura do problema dependa de f; (z), com j pertencente a um conjunto nao vazio
J C {ir(x),i2(x), - -+ ,ig(z)} [79]. As fungbes de valor ordenado podem estar associadas
tanto com a funcao objetivo quanto com as restricoes. O caso especial dos menores
valores ordenados, ou seja, J = {1,2,--- ,r}, onde 1 < r < ¢, é chamado de LOVO
(Low Order-Value Optimization) [16, 17]. Nossa contribuigdo aqui serd propor novos
métodos para tratar restrigoes do tipo LOVO. Teoremas de convergéncia, testes com-
putacionais e uma aplicacao dessa teoria em otimizagao de carteiras em investimentos

com impacto serao apresentados.

O conceito de Equilibrio Nash aparece como um dos pilares da Teoria de
Jogos, fundamentada e difundida, principalmente, por J. von Neumann e O. Morgens-
tern no final dos anos quarenta em [83], e no inicio dos anos cinquenta por J. Nash
em [84, 85, 86, 87]. Os trabalhos de Nash lhe renderam o Prémio Nobel de Economia
de 1994 juntamente com J. Harsanyi e R. Selten. Esta teoria é eficiente para modelar
situagdes onde agentes (jogadores) tém que tomar decisdes interagindo entre si, e por

isso tem aplicagoes em diversos ramos da ciéncia. Na visao da otimizagao atual, resol-



Intoducao

ver um problema de Equilibrio de Nash consiste em encontrar um ponto de equilibrio
x* € Rm»m2xxne 3] que para cada i € {1,2,---,q} as coordenadas de z* correspon-
dentes a R™ sejam solucao de um problema de otimizacao parametrizado pelas demais
coordenadas de z* [47]. Este é um ramo que recentemente vem sendo bastante estudado
e talvez seja um dos mais promissores da otimizacao continua.

O conceito de Equilibrio Inverso de Nash sera introduzido nesse trabalho. O
problema associado a essa formulagao é um caso particular dos, também muito estuda-
dos hoje em dia, problemas com restri¢oes de equilibrio. Este tipo de problema ¢é dificil
de ser tratado, por vérias questoes tedricas que envolvem sua formulagao [49, 50, 88].
No nosso caso do Equilibrio Inverso de Nash, gostariamos de descobrir os parametros
usados nos problemas de otimizacao para que o sistema esteja de fato em equilibrio.
Uma aplicacao importante desse conceito é o caso em que uma observagao é feita a pri-
ori e queremos descobrir os parametros para que ela seja de fato um Equilibrio de Nash
do sistema. Olhado de forma geral, trata-se de um problema de quadrados minimos
com restrigoes de equilibrio. Outra aplicacao importante é o caso normativo em que
o objetivo é determinar os parametros para que o equilibrio do sistema seja o melhor
possivel para uma outra funcao objetivo dada. Esse é o caso por exemplo da situacao em
que o governo deve determinar parametros para a economia de forma que o equilibrio
atingido pelo mercado com esses parametros seja bom para a sociedade como um todo.

Métodos de Restauracao Inexata sao métodos de otimizacao para tratar
problemas com restri¢oes [80, 78, 29, 53]. A grande caracteristica destes métodos é
tratar a viabilidade e a otimalidade em fases diferentes. Isso se adequa muito bem
quando um dos objetivos, viabilidade ou otimalidade, é bem mais facil de ser tratado
do que o outro [10]. Isso acontece claramente no tipo de problema de Equilibrio Inverso
de Nash e por isso tais métodos foram nossos escolhidos para abordar estes problemas.
Ao estudar estes métodos, desenvolvemos teoria que pode ser ttil independentemente
do problema resolvido ser um problema de equilibrio.

Nos métodos de Restauracao Inexata, apds a fase de otimizacao, é necessario

decidir se a direcao encontrada é aceita ou nao. Geralmente isso é feito verificando se o



critério do decréscimo suficiente é satisfeito para alguma funcao de mérito. No caso da
direcao ser rejeitada é procurado um ponto mais proximo ao ponto restaurado até que
o critério seja satisfeito. Neste trabalho vamos apresentar uma modificacao na fungao
de mérito usada em [53| e maneiras diferentes de satisfazer o decréscimo suficiente
desta modificacao. Vamos relatar neste texto nossas propostas para evitar o efeito
Maratos em métodos globais de Restauragao Inexata. Serd introduzido também um
novo método deste tipo para problemas em que as derivadas da funcao objetivo nao
estejam disponiveis. Além disso, vamos propor um método especifico para o problema
de Equilibrio Inverso de Nash, o qual serd uma extensao de um novo método para
programagcao em dois niveis que também sera descrito nesse texto.

Por fim, vamos conciliar a teoria de restricoes do tipo LOVO com problemas
de Equilibrio Inverso de Nash em um exemplo ilustrativo. Nosso objetivo é modelar
a situacao em que os problemas envolvidos no sistema de equilibrio estejam sujeitos
a fatores externos. Dessa forma, os agentes terao de impor em seus problemas de
otimizacao restrigoes de risco referentes as condigoes exteriores ao sistema.

A organizacao do texto é descrita a seguir.

Os trés primeiros capitulos sao baseados no artigo [26], aceito para pu-
blicacao na revista Journal of Global Optimization, em trabalho conjunto com E. Bir-
gin, N. Kreji¢ e J. M. Martinez. No Capitulo 1 vamos fazer uma revisao das proprie-
dades basicas de métodos do tipo Lagrangiano Aumentado, sobretudo as relativas as
abordagens descritas em [8], e dos métodos que tratam a funcao do tipo LOVO como
fungao objetivo [16, 17]. No Capitulo 2 vamos apresentar trés diferentes algoritmos
para tratar o problema de restrigoes do tipo LOVO e demonstrar suas propriedades de
convergéncia. Testes numéricos referentes a estes algoritmos serao descritos no Capitulo
3 onde é apresentada uma aplicacao em otimizacao de carteiras de grandes investidores,
considerando custos de impacto de transagoes [5, 6], e restri¢ao de risco do tipo Value
at Risk [63].

No Capitulo 4 faremos uma introducao aos métodos de Restauracao Ine-

xata e a filosofia por tras deles. Vamos fazer isso citando as propriedades bésicas deste
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tipo de método e relacionando-as com outros métodos consagrados para problemas
de programacao nao linear. No Capitulo 5 mostraremos adaptagoes do algoritmo de
Fischer-Friedlander [53] para usar o Lagrangiano Afiado como fungao de mérito e pro-
poremos uma estratégia hibrida com o algoritmo de Birgin-Martinez [29] para garantir
convergencia superlinear para métodos globais de Restauragao Inexata. Relacionare-
mos o passo completo do método global com as condicoes exigidas pelo algoritmo local
de Birgin-Martinez, evitando de certo modo o efeito Maratos.

Um método de Restauragao Inexata sem busca linear, resultante de um tra-
balho conjunto com A. Friedlander, J. M. Martinez e F. Sobral [33], serd introduzido no
Capitulo 6. Sua aplicabilidade em problemas em que as derivadas da funcao objetivo
nao estejam disponiveis e testes computacionais referentes a essa situacao também serao
apresentados. O ponto chave desse capitulo é que se nao tivermos uma direcao de des-
cida, o que ¢é de se esperar quando as derivadas da funcao nao estejam disponiveis, nao
é possivel garantir que a condigao do decréscimo suficiente para a funcao de mérito seja
satisfeita apenas fazendo o backtraking na direcao obtida na fase de otimizacao. Para
contornar isso introduziremos uma estratégia de regularizacao na fase de otimizacao.

No Capitulo 7, faremos uma revisao sobre problemas de equilibrio e dis-
cutiremos algumas alternativas para resolvé-los. No Capitulo 8 proporemos um novo
método de Restauragao Inexata para problemas de programacao em dois niveis combi-
nando a restauragao sugerida em [10] com nossas adaptagoes do algoritmo de Fischer
e Friedlander [53]. Além disso, uma extensao desse algoritmo serd proposta para resol-
ver o problema de Equilibrio Inverso de Nash. Conclusoes e perspectivas futuras serao
expostas no Capitulo 9.

Notagao. Vamos escrever Ky g K, para indicar que K; é uma subsequéncia infinita de
indices contidos em K5. O simbolo ||-|| denota a norma Euclidiana, embora muitas vezes
ele pode ser substituido por uma norma arbitrdaria em R"™. Para todo v € R", vamos
escrever vy = (max{0,v1},..., max{0,v,})". Para todo a € R denotamos a% = (a4)>.
Vamos denotar por #1 o nimero de elementos do conjunto I. Ao longo de todo o texto

diremos que uma funcao f ¢é suave quando ela for de ordem C*, onde k é o nimero de

4



derivadas necessarias para a analise envolvendo f. A constante de Lipschitz de f sera

denotada por Ly.
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Capitulo 1

Resultados conhecidos sobre

Lagrangiano Aumentado e LOVO

Por conveniéncia, neste capitulo, vamos recordar alguns resultados conhecidos sobre
métodos do tipo Lagrangiano Aumentado para otimizacao suave e sobre Otimizacao de
Valor Ordenado, em especial a do tipo LOVO como funcao objetivo. O motivo desta
revisao é familiarizar o leitor com os conceitos recorrentes de [8], [28] e [17] que serao

utilizados como ferramentas auxiliares no proximo capitulo deste trabalho.

1.1 Revisao sobre Lagrangiano Aumentado

Nesta se¢ao, apresentamos os principais algoritmos expostos em [8] e [28] e seus re-
sultados de convergéncia. Estes algoritmos baseiam-se no Lagrangiano Aumentado de
Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR) [60, 91, 95]. Vamos supor que f : R* — R A :
R" - R™,g:R" - RP,h: R" — R™, g: R" — RE sdo fungoes continuas. O Algoritmo

1.1.1 exigira continuidade dos gradientes, enquanto o Algoritmo 1.1.2 nao. O problema

7



Capitulo 1. Resultados conhecidos sobre Lagrangiano Aumentado e LOVO

de otimizacao padrao que queremos resolver é o seguinte

Minimizar f(x)

zeR"
sujeito a:  h(z) =0, (L1)
g(x) <0,
h(x) =0,
g(z) <0.

As restrigoes h(r) = 0 e g(z) < 0 sdo chamadas “restri¢des de nivel inferior”,
e o conjunto dos pontos que as satisfazem sera denotado por 2, isto é Q = {x €
R™ h(z) = 0e g(x) < 0}. No caso em que as restrices de nivel inferior sao dadas
por um caixa n-dimensional, o algoritmo definido nesta secao corresponde a Algencan
(o método de otimizagao introduzido em [8] e disponivel na pagina do projeto Tango
[104]).

O Lagrangiano Aumentado adotado nos algoritmos principais de [8] e [28] é o
Lagrangiano Aumentado PHR, que mostrou melhor desempenho em uma grande bateria
de testes comparativos entre varios Lagrangianos Aumentados feita por E. Birgin, R.

Castillo e J. M. Martinez em [27]. Dados p > 0, A € R™, p € R}, x € R", vamos definir

(o)

Seja ex L 0, A* € [Amins Amax)™s ¥ € [0, fimax)? para todo k € N, p; > 0,

o Lagrangiano Aumentado PHR:

2

Lo(x, A p) = flz) +

[\CR et

o

Algoritmo Conceitual 1.1.0.

7€ (0,1),n > 1. Paratodo k = 1,2, ... calcule ¥ € R" como uma solugio aproximada

de
Minimizar £, (z, A, i*)
zeR”

(1.2)
sujeito a:  h(z) =



1.1. Revisao sobre Lagrangiano Aumentado

Defina, para todo it =1,...,p,

gk
V;k = max {gi(xk), i }

Pk

Sek=1ou
max{|[h(z")[|, [V*[I} < 7max{|[h(z" )], [VF ]} (1.3)

defina pj1 > p. Caso contrario, defina, pri1 > npk.

Algoritmo 1.1.1.
Proceda como no Algoritmo Conceitual 1.1.0, com z* definido de maneira

que existam vF € R™ e w* € R% satisfazendo:
IV, (a*, X, 75) + Vh(b)ok + Vglah)ub| < e (1.4)

Ih(=)] < er, Ng(a™)oll < e,

k

w; = 0 sempre que gz(xk) < —€p.

Um ponto z* que cumpre esta condi¢io é chamado de €,-KKT de (1.2).

Observagao. Em [8], é definido pyy1 = py se vale (1.3) e prr1 = npy caso contrario.

Aqui adotamos uma forma mais geral,

Pl = Pr € Pyl = NPk, (1.5)

respectivamente. Desta forma, sera mais facil interpretar os métodos dos proximos

capitulos em termos do Algoritmo 1.1.1.

As propriedades de convergéncia do Algoritmo 1.1.1 sdo apresentadas no
seguinte teorema.
Teorema 1.1.1. Assuma que x* é um ponto limite da sequéncia gerada pelo Algo-

ritmo 1.1.1. Entao, vale uma das sequintes trés possibilidades:
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1. x* é um ponto vidvel de (1.1).
2. x* é um ponto Karush-Kuhn-Tucker (KKT) do problema

Minimizar — ||h(2)|* + [|g(x)+||?

reR?

sujeito a:  h(x) =

8. As restrigoes h(r) = 0 e g(z) < 0 nao satisfazem a condi¢do de qualificagio de

Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD) ' [19, 93] em x*.
Se x* € um ponto vidvel de (1.1) entdo vale uma das duas sequintes possibilidades:
1. z* é um ponto KKT do problema (1.1).

2. As restrigoes h(z) = 0, g(x) <0, h(z) =0, g(x) < 0 nao satisfazem a condigdo
de qualificacao CPLD em x*.

Demonstragao: Veja as demonstragoes dos Teoremas 4.1 e 4.2 de [8]. Observe que as

modificagoes (1.5) nao interferem na demonstragao. O

A contrapartida para otimizacao global do Algoritmo 1.1.1 foi definida em
[28]. N6s denotaremos o método global de Lagrangiano Aumentado de [28] como Algo-
ritmo 1.1.2 abaixo. A diferenca entre estes dois algoritmos é que, no Algoritmo 1.1.2 o

iterando z* é obtido como um €,-minimizador global do Lagrangiano Aumentado.

Algoritmo 1.1.2.

Proceda como no Algoritmo 1.1.0, escolhendo z* € Q de tal forma que

‘Cﬂk(xk?;‘kalak) S Epk($7 j‘kﬂak) + €k

!Definicao de CPLD: Para cada subconjunto dos gradientes das restricdes de desigualdade ativas e
dos gradientes das restrigoes de igualdade, se ele é positivamente linearmente dependente em z*, entao

é positivamente linearmente dependente em uma vizinhanga de x*.

10



1.2. Revisao sobre LOVO

para todo x € ().
Um ponto ¥ que cumpre esta condiciao é chamado de €;-minimizador global do pro-
blema (1.2).

O seguinte teorema foi provado em [28], onde um conjunto de experimentos
numéricos usando o algoritmo a-BB [2, 3, 4, 20] para resolver os subproblemas foram

feitos.

Teorema 1.1.2. Assuma que a regido factivel do problema (1.1) é nao vazia. Entao,

todo ponto limite da sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.1.2 € um minimizador global de

(1.1).

Demonstragao: Veja as demonstragoes dos Teoremas 1 e 2 da Secdo 3 de [28]. Ob-

serve novamente que as modificagoes (1.5) nao interferem na demonstragao. 0J

Na implementacgao pratica de Algencan os multiplicadores de Lagrange sao

definidos como S\f“ = max{\pin, min{\¥ + pphi(2%), Az } ¥, para i = 1,...,m, e
Ia§;+1 = max{0, min{z} + prg;(=x), fmaa } } Para j = 1,...,p. Com essas escolhas e

algumas hipéteses adicionais sobre a convergéncia de toda a sequéncia {z*} para um
ponto vidavel, condicoes de qualificagao fortes, condi¢oes de nao singularidade, o uso do
multiplicador de Lagrange verdadeiro e sem a modificacao na escolha do parametro de
penalidade (1.5) é possivel demonstrar a limita¢do dos parametros de penalidade (veja

os Teoremas 5.4 e 5.5 de [§]).

1.2 Revisao sobre LOVO

Vamos agora descrever as principais caracteristicas das funcoes envolvidas em Oti-
mizac¢ao de Valor Ordenado (Order-Value Optimization). Sejam f; : R" — R, i =

1,...,q, fungbes dadas. Para cada z € R, seja i;(z),...,i,(z) uma permutacao de

11
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1,---,q tal que as seguintes desigualdades sejam validas:

fi@) () < fiy@ (@) < < fi)(2). (1.6)

Veja [11, 12, 16, 17, 18] para maiores detalhes. Seja J um subconjunto nao vazio de

{1,...,¢}. A Fungao de Valor Ordenado [79] associada a J é definida por

fr(z) = Zfij(m)(@-

jeJ
Se J = {q}, temos f;(z) = max{fi(x),..., f,(z)}. Se J = {1}, temos f;(z) =
min{ f1(x), ..., f,(z)}. Quando J = {r}, f;(z) pode ser interpretada como uma versao

discreta da medida de risco Value-at-Risk (VaR) [63], associada a carteira x, cendrios
{1,...q}, funcbes de perda fi,..., f, e nivel de confianca o = r/q (veja [11, 12, 18]).
Analogamente, quando J = {r+1,...,¢}, a funcdo f;(x)/(q¢—r) corresponde a fungao

de risco “coerente” Conditional Value-at-Risk (CVaR) [96].

250

Figura 1.1: A funcao destacada em negrito representa f;, ().

Observe que as fungées f;, ;) (2) podem nao ser suaves e nem convexas mesmo
quando todas as f;(z) sdo. Este fato faz com que problemas que envolvam estas fungoes
sejam dificeis de serem abordados.

A fungao do tipo LOVO (Low Order-Value Optimization) introduzida em

[16, 17] corresponde a J = {1,...,r}. O problema de minimizar f; tem aplicagoes

12



1.2. Revisao sobre LOVO

interessantes em estimacao de parametros, problemas de deteccao de padroes, alinha-
mento de proteinas e alinhamento de estruturas em geral [16, 17, 79]. Em [17] foram
introduzidos métodos para minimizar uma fungao tipo LOVO com e sem restrigdes. A

seguir vamos expor com mais detalhes os resultados apresentados em [17].

1.2.1 Caracterizacao de minimizadores de problemas do tipo

LOVO

Como dito anteriormente o problema tradicional LOVO consiste em:

,
Minimizar Z i@ ()
zeR® j=1 (1.7)
sujeito a: x € Q,
onde €2 é um subconjunto qualquer de R".
Um caso particular do problema (1.7) é quando r = 1, neste caso estamos
minimizando o minimo das g funcoes. Este é um caso de interesse relevante ao longo
da histéria da otimizacao e, na verdade, é mais do que um caso particular do problema

(1.7), pois todo problema do tipo (1.7) pode ser convertido na forma

Minimizar Fj, () (x)
r e R (1 8)
sujeito a:  x € €.
Para isto basta tomar todas as combinacoes de r elementos das ¢ fungoes e
para cada uma delas definir
F@)= )  [fi)
j€ i-ésima combinagao
E evidente que os problemas sao equivalentes, pois o minimo da soma das r menores
funcoes é o minimo das possiveis somas de r fungoes. Sendo assim, vamos supor daqui
em diante que, ao trabalharmos com o problema (1.7), estaremos sempre assumindo

r=1.

13
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Como o problema que estamos tratando nao é da forma tradicional, onde
temos funcoes diferenciaveis, vamos fazer algumas definigoes e apresentar alguns resul-

tados para analisar as condigoes necessarias de otimalidade do problema (1.7).

Definicao: O conjunto dos indices I (z) = {i € {1,--- ,m} | fi(z) = fi,@(x)}.

Definigao: O ponto z* é dito fracamente KKT se existe i € I,,,;,(z*) tal que z* é KKT

para o problema:

Minimizar f;(z)
zeR" (1.9)
sujeito a: x € ().
Definigao: O ponto z* é dito fortemente KKT se, para todo i € I,;,(z*), z* for KKT

para o problema (1.9).

Teorema 1.2.1. Se o ponto x* é um minimizador global de f; )(x), entio x* € um

minimizador global de f;(x) para todo i € I (x*).

Demonstracao: Veja Lema 2.1 de [17]. O

A reciproca do Teorema 1.2.1 nao é verdadeira conforme mostra o exemplo
a seguir, apresentado em [17]. Tomando Q =R, fi(z) = (x — 1)?, fo(z) = x temos que
se ¥ = 1 entao [, (z*) = {1}, * é um minimizador global de f;(z), mas nao é um

minimizador global de f;, ().

Teorema 1.2.2. Se o ponto x* € um minimizador local de f; (), entdo x* € um
minimizador local de f;(x) para todo i € Lyn(x*). Mais ainda, se as fungoes f; forem

continuas em x* para todo i & I, (x*) entao vale a reciproca.

Demonstragao: Veja Teorema 2.1 de [17]. O

14
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Corolério 1.2.1. Seja z* € Q um minimizador local de f; (z)(x), e suponhamos que
todas as fungoes f; sejam diferencidveis. Suponhamos também que o conjunto ) seja
descrito por restrigoes de igualdade e desigualdade diferencidveis. Portanto, se as res-
tricoes em x* satisfazem alguma condicao de qualificacdo, temos que x* € fortemente

KKT.

Demonstragao: Veja Corolério 2.1 de [17]. O

Observagao 1.2.1 A ideia principal tanto para as demonstragoes destes resultados
quanto para a elaboracao e andlise dos algoritmos propostos na proxima secao é que,

se fi@)(2) < fi,()(z) entdo vale a relacao

fi)(2) < fiu@)(2) < fir@()-

Dessa forma, diminuindo alguma das fungoes f;, para algum i € I,,;,(x), automatica-

mente diminuirfamos f;, (veja Figura 1.2).

L—
(= firwy (7))

ab Yl it 1
(2. fi(=)(2))
o |

Figura 1.2: Se 5 € I, (2) entdo diminuindo f5(x) diminuimos f;, ) ().
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1.2.2 Algoritmos para problemas do tipo LOVO

Vamos expor um algoritmo proposto em [17| para minimizar uma fungao tipo LOVO
sem restricoes e outro algoritmo, que sera do tipo Lagrangiano Aumentado, para o
problema com restrigoes. A filosofia de ambos os algoritmos é agir como nos algoritmos
tradicionais para otimizagao tradicional sendo que, sempre que requisitado “V f;, ) ()"
consideraremos V f;(x), para algum i € I,,,;,(2) (e 0 mesmo para algoritmos que usem

Hessianas para realizagao de algum passo). A justificativa disso vem da observagao 1.2.1

Comecamos pelo caso irrestrito, ou seja 2 = R.
Algoritmo Ul.
Sejam os parametros 6 € (0,1),a € (0,1),5 > 0. Seja xy € R™ uma apro-

ximacao inicial. Dado z; € R", os passos para computar xy,; Sao:

Passo 1. Escolha i(k) € L (2). Se ||V fig (zx)|| = 0, pare.
Passo 2. Compute d;, € R™ tal que

V firy (@x) di < Ol di[l[IV iy (z)ll e Nldill = BV figy (2)]l-
Passo 3. Faca t, = 1. Enquanto

Jir@rttedn) Tk + tedi) > fiy @) (k) + otV fig (z1) " dy

173
o

Uma vez que fiwpttrdy) @k + tedi) < fir (xr) + otV fig (25)"dy, tome

faca t, =

Try1 = z onde fi,2)(2) < firwpttnde) (@k + trdi).

Teorema 1.2.3. Se x* € um ponto limite da sequencia gerada pelo Algoritmo U1 entdao
x* € fracamente KKT para o problema (1.7). Ou seja, como estamos no caso irrestrito,

existe i € I (x*) tal que V f;(x*) = 0.
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Demonstracao: Veja Teorema 3.2 de [17]. O

Um comentdario pertinente aqui é que o algoritmo pode nao parar mesmo
que encontre um ponto fracamente KKT, desde que este nao seja fortemente KKT. Por
exemplo tome fi(z) = z, fo(x) = 22, se 7y = 0 e o algoritmo escolhe i(k) = 1 ele
continuard, mesmo valendo que V f5(0) = 0.

Algoritmos convergentes a pontos fortemente KKT também sao desenvol-
vidos em [17], mas, segundo os préprios autores, eles parecem nao apresentar muita
vantagem sobre os convergentes a pontos fracamente KKT.

O algoritmo descrito em [17] para minimizar uma funcdo tipo LOVO com
restrigoes suaves ¢ do tipo Lagrangiano Aumentado e é chamado de C-LOVO. A tnica

diferenca do Algoritmo C-LOVO e o Algoritmo 1.1.1 é que na condigao (1.4) subs-

|

para algum i € I, (2%). Portanto podemos usar o Algoritmo Ul para a resolugio

tituimos V,L,, (z*, \*, i*) por

h(z®) + =

kL P
V() + { -

[

Dk

i+,

dos subproblemas. Essencialmente, o C-LOVO consiste em aplicar Algencan para o
problema, “ignorando” o fato de que a primeira derivada pode nao estar definida. Os

resultados de convergéncia para o C-LOVO estao resumidos no teorema a seguir.

Teorema 1.2.4. Cada ponto limite x* da sequéncia gerada por C-LOVO € vidvel, ou
¢ estaciondrio para a soma de quadrados da inviabilidade. Além disso, qualquer ponto
limite vidvel € fracamente KKT, desde que as restricoes cumpram a condi¢do de quali-

ficagao de dependéncia linear positiva constante (CPLD) [19, 93].

Demonstracao: Veja os Teoremas 5.4 e 5.5 de [17]. O

Uma ultima observagao que justifica ainda mais o uso do Algoritmo Ul na

resolucao dos subproblemas de C-LOVO ¢é que mesmo que conseguissemos um ponto

17



Capitulo 1. Resultados conhecidos sobre Lagrangiano Aumentado e LOVO

fortemente KKT em todos os subproblemas nao terfamos a garantia de que o ponto
limite de C-LOVO seria fortemente KKT para o problema 1.7. Isso esta descrito no
exemplo da observagao apds o Teorema 5.5 de [17], o qual vamos reproduzir a seguir.
Considerando fi(z) = (z — 1)?, fo(x) = (x + 1), g(z) = 2, r = 1 e os
multiplicadores nulos temos que cada ponto da sequéncia xp = ﬁ é fortemente KKT
para os subproblemas. Isso acontece pois I, (zx) = {1} para todo k, ja que fi(zx) <
f2(zx), e xx é minimizador de Ly (z) = (z — 1)* 4 pga?. Entretanto limy_, 23 = 0 mas
Inin(0) = {1,2} e 2* = 0 ndo é um ponto KKT do problema de minimizar f,(z) sujeito

a g(r) < 0. A Figura 1.3 a seguir ilustra esse exemplo.

f
(%) 0

Conjunto viavel Xk

Figura 1.3: Exemplo em que pontos fortemente KKT para o subproblemas nao implica
que o ponto limite é fortemente KKT. Para a sequéncia xj vemos que I,,;, = {1} mas
Inin(0) = {1,2} e 0 nao é um ponto KKT do problema de minimizar fy(z) sujeito a
g(x) <0.
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Capitulo 2

Abordagem LOVO para problemas

com restricoes do tipo VaR

Neste capitulo vamos tratar do problema onde as restrigcoes possuem uma estrutura
do tipo OVO. Este tipo de problema surge naturalmente da modelagem do problema
de selecao de carteiras de investimento com uma restricao em relacao ao risco do in-
vestimento, caso este risco seja mensurado pela popular medida de risco Value-at-Risk
(VaR) [63]. Por este motivo vamos chamar estas restrigoes do tipo VaR. Como veremos
mais adiante, vamos propor uma reformulacao deste tipo de restrigao para o que chama-
mos de restri¢oes do tipo LOVO. Este tipo de problema podera ser abordado com ideias
semelhantes as utilizadas no capitulo anterior. Neste capitulo vamos estudar a estru-
tura deste tipo de problema e apresentar trés diferentes métodos do tipo Lagrangiano
Aumentado para resolvé-lo. Os resultados referentes aos métodos expostos aqui fazem
parte do artigo [26], aceito para publicagao na revista Journal of Global Optimization
em trabalho conjunto com E. Birgin, N. Kreji¢ e J. M. Martinez. Neste artigo também
relatamos o desempenho computacional dos nossos algoritmos na selecao de carteiras
com restricao de risco. Esta aplicacao e os testes computacionais a ela referentes serao

reproduzidos no préximo capitulo (Capitulo 3).

Como no Capitulo 1, consideramos f; : R" — R, i =1,...,¢q, dadas e, para
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cada x € R", i1(x),...,i,(x) de forma que valha (1.6), ou seja:

fira) (@) < fi@)(@) < - < fiy) ().

Estamos interessados agora em problemas de otimizacao envolvendo “restri¢coes do tipo

VaR”, isto é, restricoes da forma
fir@) () < M. (2.1)

Sem perda de generalidade (redefinindo f;(z) < fi(z) — M) vamos assumir que M =0

em (2.1). Isso significa que, dado r € {1,..., ¢}, nosso problema seré:

Minimizar f(z)

reQCR”

sujeito a:  fi, ) (z) <0, (2:2)
h(z) =0,
g(x) <0.

O conjunto €2 sera descrito pelas restricoes do nivel inferior da forma
h(z) =0, g(z) < 0.
Muitas vezes, () serd uma caixa n-dimensional:
Q={zeR" |l <z <u}.

Vamos supor que as fungoes f :R” - R, f; :R" =R, :=1,2,--- ;q, h : R" - R™ g :
R" = RP,h: R" — R™, g : R" — R2 tenham primeira derivada continua em R".

Por (1.6), o problema (2.2) ¢ equivalente a:

Minimizar f(z)

reQCR”

sujeito a:  fi,y(7) <0, j=1,...,m, (2.3)
h(z) =0,
g(z) <0.
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Este tipo de restricoes é o que chamamos de restrigoes do tipo LOVO. Neste capitulo
vamos abordar e propor solucoes praticas para o problema (2.3).

Como comentamos no Capitulo 1, a grande dificuldade de trabalhar com
fungoes do tipo OVO ¢é que, mesmo que todas as f; sejam suaves e convexas a funcao
OVO pode nao ser nem suave nem convexa, e isso ¢ o que geralmente acontece em
situagoes praticas. Quando trabalhamos com restricoes do tipo LOVO a nao convexi-
dade acarreta uma dificuldade ainda maior que é a possibilidade do conjunto factivel
ser desconexo. Com isso, mesmo no caso de fungoes objetivo muito bem comportadas,

podem existir varios minimizadores locais ndo globais (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: Para o nivel de risco aceitavel o dominio é desconexo.

Estamos especialmente interessados em casos de grande porte, em que n,
que estara relacionado ao niimero de ativos de nossa aplicagao do Capitulo 3, ou ¢, que
estard associado ao ntumero de cendrios, ou ambos, sao grandes. Em nossa aplicagao
descrita no Capitulo 3 as fungoes envolvidas na formulagao do problema (2.3) sdo nao-
lineares em nosso caso de maior interesse, quando os custos de transagao sao incor-
porados. Além disso, mesmo no caso linear, a sua estrutura nao é padrao, de modo

que sua resolucao necessita da invencao de métodos modernos de otimizacao. Vamos
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mostrar que a abordagem de Lagrangiano Aumentado descrita em [8] é uma ferramenta
adequada para tratar desse tipo de problemas. Essa abordagem lida bem com grande
nimero de variaveis e, sobretudo, com grande ntimero de restricoes de desigualdade.
Além disso, Lagrangianos Aumentados sao facilmente adaptaveis ao paradigma LOVO,

como mostrado no Capitulo 1.

2.1 Condicoes de otimalidade para problemas com

restricoes do tipo LOVO

Assim como no Capitulo 1 vamos definir condicoes de otimalidade para o nosso pro-
blema de interesse, uma vez que ele nao é da forma padrao da otimizagao. Para isso
precisamos de algumas definicoes similares as apresentadas para a otimizagao do tipo
LOVO associada a funcao objetivo. As possiveis combinagoes das funcoes relativas aos
r menores valores ordenados serd denotada por I, (x). Ou seja, I (x) é o conjunto
dos conjuntos de indices referentes as r menores f;(x).

Definigao: I () = {1 = {i1,i2,- -+ ,i,} tais que f; (v) < fo(x), Vs ¢ I}

Também como no capitulo anterior vamos definir os conceitos de fracamente

e fortemente KKT.

Definigao: Um ponto z* é dito fracamente KKT se existe I € I,,;,(z*) tal que x* é

KKT para o problema:

Minimizar f(x)
zeq (24)
Sujujeito a:  fi(x) <0; Viel,

onde Q= {z e R"; z € Q, h(z) =0, g(z) < 0}.
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Definigao: Um ponto z* é dito fortemente KKT se, para todo I € I;,(x*), tem se

que z* é KKT para o problema (2.4).

Teorema 2.1.1. Se z* é um minimizador global do problema (2.3) entao x* € minimi-

zador global de (2.4) para todo I € I, (z*).

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que nao valesse a tese, entao existem [ €
Lyin(z*) e y € Q tais que f(y) < f(z*) e fiy) < 0Vi e I. Como I € Im(z*) a
cardinalidade de I é r, e portanto existem pelo menos r fungoes tais que f;(y) < 0.
Consequentemente, com certeza as r menores (f;, o,)(¥) < fiuw)(y) < -+ < fi,)(¥))
também serao menores do que 0, e neste caso, temos que y é admissivel para o problema
(2.3). Mas isso é um absurdo uma vez que f(y) < f(z*) e * é um minimizador global

de (2.3).

A reciproca do Teorema 2.1.1 é falsa. Como contra-exemplo tome fi(x) =
22, folz) =z +1, f(z) =2, Q =Rer =1 Sez* =0 entdo Lnn(z*) = {{1}}
e o problema (2.4) neste caso teria * como unico ponto vidvel, sendo assim ele seria
minimizador global. Entretanto é ficil ver que a regiao vidvel de (2.3) é (—oo, —1]U{0}

e portanto o problema original é ilimitado inferiormente.

Teorema 2.1.2. Um ponto x* é um minimizador local do problema (2.3) se e somente

se x* € minimizador local de (2.4) para todo I € Ly, (x*).

Demonstragao: Suponhamos que z* é um minimizador local do problema (2.3), entao
existe € > 0 tal que z* é um minimizador global do problema (2.3) restrito a bola
B(z*,¢). Tomando €' = Qn B(x*,€) e aplicando o Teorema 2.1.1 temos que z* é
minimizador global em ', e portanto é um minimizador local de (2.4) em €, para todo

I € Lyin(z¥).
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Suponhamos agora que x* é minimizador local de (2.4) para todo I €
Inin(2*). Pela continuidade das f;s temos que In(x) C Lyin(2*) para todo x sufi-
cientemente proximo de x*. Sendo assim, perto de z*, temos que x é vidvel para o
problema (2.3) somente se é admissivel para (2.4) com algum I € I,;,(x) C Lpin(z*).
Pelo fato de * ser minimizador local de (2.4) em I, se x esta suficientemente préximo
de x* entao f(z) > f(z*) e portanto z* é um minimizador local do problema (2.3).

0J

Como no nosso caso de interesse estamos trabalhando com fungoes suaves

temos os seguintes corolarios.

Corolario 2.1.1. Se z* é um minimizador local do problema (2.3) e a condi¢ao de
qualificacao CPLD € satisfeita em (2.4) para todo I € I (x*) entdo x* € fortemente
KKT.

Corolario 2.1.2. Se z* é um minimizador local do problema (2.3) e a condi¢ao de
qualificagio CPLD ¢€ satisfeita em (2.4) para algum I € I, (x*) entdo x* é fracamente
KKT.

Nas proximas trés secoes vamos apresentar trés métodos do tipo Lagrangiano
Aumentado para resolver o problema (2.3). O primeiro deles, exposto na Sec¢ao 2.2,
garante convergeéncia a pontos fracamente KK'T. Os outros dois, expostos nas Segoes 2.3

e 2.4, apresentam resultados de convergéncia mais fracos.

2.2 Algoritmo com subproblemas do tipo LOVO

Em [17] um método do tipo Lagrangiano Aumentado (C-LOVO) foi definido para mi-
nimizar uma funcao dos Menores Valores-Ordenados com restrigoes suaves. Essencial-
mente, o C-Lovo consiste em aplicar Algencan para o problema, “ignorando” o fato de
que a primeira derivada pode nao estar definida. Cada ponto limite da sequéncia gerada

por C-Lovo é viavel ou é estacionério para a soma de quadrados da inviabilidade. Além
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2.2. Algoritmo com subproblemas do tipo LOVO

disso, qualquer ponto limite vidvel satisfaz as condigoes Karush-Kuhn-Tucker (KKT),
desde que as restri¢oes cumpram a condi¢ao de qualificacao de dependéncia linear po-
sitiva constante (CPLD) [19, 93]. Estes fatos tornam desejavel resolver problemas com
restrigoes do tipo LOVO (2.3), por meio de uma sequéncia de problemas com restrigoes
com fungao objetivo do tipo LOVO. Nesta secao apresentamos um algoritmo com essas
caracteristicas. O algoritmo serd, como o C-LOVO, do tipo Lagrangiano Aumentado.
Por outro lado, a cada iteragao exterior, um subproblema serd aproximadamente resol-
vido usando C-LOVO.

Dados p > 0, A € R”, p € R, v € Ry, z € R", definimos a funcao

Lagrangiano Aumentado LOVO L,(x, A, i1, v) como:

24 o) |

Em cada iteracdo (exterior), os algoritmos introduzidos nesta se¢ao minimi-

w4

r 2
v
+3 (f,-j(x)(:v)—i——) 1 (2.5)
j=1 P/ +
zam (aproximadamente) L,(x, A, i1, V) sujeito a x € . Vamos justificar por que usar a
funcao objetivo L,, dada por (2.5), em vez de o (talvez mais intuitivo) “Lagrangiano

Aumentado” L associado ao problema (2.2). Neste caso, terfamos:

H( ) 2+(fz‘r<w>(x)+%)]. (2.6)

O ponto chave é que minimizar a fungao L, é mais facil que minimizar L,. De fato,

L) = )+ § )+

dado z, uma vez encontrado um ponto tentativo z tal que

o) = 0+ e 2] 4] (sc+2) +Z (542 ] < taten

+
(2.7)
automaticamente temos que

Ly(z, A\ p,v) < Ly(z, A\, p, v).

Note que os indices i;(z), ¢ = 1,...,r, s@o fixados na definicdo de ®,(2), em contraste

com os indices na definicao de L,(x, A\, ,v) em (2.5), que dependem da varidvel .
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Capitulo 2. Abordagem LOVO para problemas com restri¢oes do tipo VaR

Assim, obter (2.7) nao é dificil, porque isso equivale a encontrar uma dire¢ao de descida
para a fungao suave ®,(z). Como consequéncia, resultados adequados de convergéncia

global sao obtidos [17]. Por outro lado,

A3 +[G5),

nao implica que
I/P(ZvAa”7y) < I’p('xa)VHH V)' (28)

2
14

# (ot + —H < Byl h 1 0)

P/ +

Neste caso, o fato de que i,.(z) é, em geral, diferente de i,.(x) inibe que propriedade
desejavel (2.8) seja satisfeita. Estas observagoes também justificam o uso de (2.3) em
vez de (2.2). O fato de que os problemas do tipo LOVO sao mais faceis de resolver do
que problemas do tipo OVO [11, 12] é explorado em [17].

As derivadas de L, em relacao a x podem nao existir nos pontos x em que
o conjunto de indices que definem os r menores valores de f;(z) ndo é univocamente

definido. Entanto, para simplificar a notagao, vamos escrever:

[+ )+ o) [

Os parametros que definem o algoritmo sao: 7 € [0,1), n > 1, Anin < Amax,

VL, (x,\pv) =

NN

Algoritmo Conceitual 2.2.0.

tmax > 0. Na primeira iteracao externa usamos um parametro de penalidade p; > 0
e estimativas com salvaguardas dos multiplicadores de Lagrange A! € R™, fi' € RE,
71 € Ry tais que A € [Amins Amax)s 4= 1, .., || oo < fhmax € 71 < Vinax. Assumimos
que z° € R™ é um ponto inicial arbitrdrio e {¢} é uma sequéncia de ntimeros positivos

que satisfaz limg_,o, € = 0.

Passo 1. Inicializacao.

Faca k < 1.
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2.2. Algoritmo com subproblemas do tipo LOVO

Passo 2. Resolva o subproblema.

Calcule 2% € R™ como uma solucio aproximada de

Minimizar L, (z, ek, o)
reR”
(2.9)
sujeito a:  h(x) =0,
g(z) <0.

Passo 3. Atualize o parametro de penalidade.

Para todo i =1,...,p, calcule Vik = max {gi(ﬂfk)a _ﬁ_,i:}-

max{ ), < b se i € (i), ),

0, caso contrario.

Paratodoi = 1,...,q, calcule WF =

Calcule

Se k> 1e Ry > TRy_1, defina px1 = npx. Caso contrario, defina py1 = pg.

Passo 4. Estime os multiplicadores.
Calcule M € [A\pin, Amax] para todo i = 1,...,m, g¥*tt € [0, jmax] para

todoi=1,...,p, € Upy1 € [0, Vmax)- Faca k « k+ 1 e va ao Passo 2.

Algoritmo 2.2.1. Proceda como no Algoritmo Conceitual 2.2.0, encontrando % € R”

tal que existam v¥ € R™ e w* € RP satisfazendo

IV Ly (%, A, 1%, 2) + 3002 0f VR (%) + 300 wfVg (29))]| < &, (2.10)
wk >0, g(a*) < e, (2.11)

gz(xk) < —€, = wf =0 para todo i=1,...,p, (2.12)

1A ()| < e (2.13)
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Capitulo 2. Abordagem LOVO para problemas com restri¢oes do tipo VaR

2.2.1 Solubilidade dos subproblemas

Em cada iteracio do Algoritmo 2.2.1 minimizamos, aproximadamente, L, (x, \¥, i¥, 7;)
em relacao a x no conjunto vidvel definido por {z; h(r) = 0e g(z) < 0}. O critério de
parada para o correspondente processo iterativo se reflete nas condigoes (2.10)-(2.13).
Queremos mostrar que a obtengao de (2.10)-(2.13) é possivel, em tempo finito, usando
um algoritmo bem estabelecido.

Vamos definir:

3 (0 2) ]}

+

Fin(z) = min { flx)+

I|#I=r

\ofire

o

(o)

Minimizar L, (z, \*, i*, i)

O subproblema

r eR?

sujeito a:  h(z) =

é equivalente a
Minimizar — Fi ()

reR?

sujeito a:  h(x) =

Este é um problema do tipo LOVO com restrigoes como os definidos em
[17]. Portanto, pode-se empregar Algoritmo C-LOVO de [17] para a sua resolugao.
Assim, assumindo que o conjunto vidvel {z; h(z) = 0, g(x) < 0} é nao vazio e que
o conjunto definido por {z; g(r) < ¢} é limitado para algum ¢ > 0, temos que as

condigoes (2.10)-(2.13) sao satisfeitas por algum iterando de C-LOVO em tempo finito.

2.2.2 Convergéncia do Algoritmo 2.2.1

Na secao anterior vimos que Algoritmo 2.2.1 esta bem definido. Aqui queremos analisar

suas propriedades de convergéncia. De agora em diante vamos supor que K C N ¢é tal
o
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2.2. Algoritmo com subproblemas do tipo LOVO

que

k

lim 2" = z*. (2.14)

keK
Como o niimero de subconjuntos de {1,..., ¢} é finito, existem Ky C K, I C {1,...,q},

#1 = r, tais que, para todo k € K,
{ir(2), ... i (")} = 1. (2.15)
Para todo k € Ky, 1 € 1,5 ¢ I temos que:
filz®) < f£;(2F). (2.16)
Tomando limites em (2.16) podemos ver que para todoi € 1,5 & I,
filz™) < f(27). (2.17)

Com essas definigoes, gragas a (1.5), a sequéncia gerada pelo Algoritmo
2.2.1 pode ser pensada como se tivesse sido gerada pelo Algoritmo 1.1.1, aplicado ao

problema:

Minimizar  f(z)

z€R"
sujeito a:  h(x) =0,
g(x) <0, (2.18)
filzx) <0Viel,
h(z) =0,
g(z) <0.

Portanto, o resultado de convergéncia dado pelo Teorema 1.1.1 é valido para

essa sequencia. O resultado de convergéncia global estda condensado no teorema abaixo.
Teorema 2.2.1. Assuma que z*, K, Ky e I satisfazem (2.14), (2.15). Entdo, uma
das sequintes trés possibilidades vale:

1. x* é um ponto vidvel de (2.3).
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Capitulo 2. Abordagem LOVO para problemas com restri¢oes do tipo VaR

2. x* € um ponto KKT de

Minimizar — ||h(z)[* + [lg(2)+[I* + Xier fix)}

reR?

sugeito a:  h(zx) =0,
0

8. As restrigoes h(z) = 0, g(x) < 0 ndo satisfazem a condicao de qualifica¢do de

dependéncia linear positiva constante (CPLD) [19, 93] em x*.
Se x* € um ponto vidvel de (2.3) entao uma das sequintes duas possibilidades vale:
1. x* é um ponto KKT do problema (2.18).

2. As restrigoes h(x) = 0, g(x) <0, fi(r) <0Viel, hr) =0, g(zr) <0 ndo

satisfazem a condicdo de qualificacao CPLD em x*.

Observacgao. Por (2.17), o conjunto I associado as restri¢oes do tipo LOVO f;(z) <
0, Vi € I no problema (2.18) corresponde aos indices dos  menores valores de f;(z*), ...,
fq(x*). Essa relacdo entre I e z* é boa consequéncia préatica do Teorema 2.2.1. A
importancia desta propriedade se tornard mais aparente quando apresentarmos os al-

goritmos das segoes seguintes.

2.2.3 Otimizacao Global com subproblemas do tipo LOVO

Como no caso do Algoritmo 1.1.0, vamos ver que uma versao do Algoritmo 2.2.0 con-
verge para minimizadores globais de (2.3). Como na Se¢ao 1.1, s6 precisamos encontrar
minimizadores globais aproximados dos subproblemas.

Algoritmo 2.2.2.

Proceda como no Algoritmo Conceitual 2.2.0, com z* € Q tal que
LPk (xku 5‘k7 laka Vk) < ka ($, 5\k7 ﬂka Vk) + €k

para todo z € ).
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2.3. Algoritmo com subproblemas suaves

Observe que as fungoes f; definidas por f;(z) = [i;(@) () sdo continuas e que
as restrigoes do tipo LOVO do problema sao f;(x) <0, j = 1,...,7. Portanto, o Al-
goritmo 2.2.2 é um caso particular do algoritmo principal de [28]. Como consequéncia,

pelo Teorema 2 de [28], podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 2.2.2. Assuma que a regiao vidvel do problema (2.3) é nao vazia. Entao,

cada ponto limite da sequéncia gerada pelo Algoritmo 2.2.2 € um minimizador global de

(2.3).

2.3 Algoritmo com subproblemas suaves

Em cada iteracao do Algoritmo 2.2.0 resolvemos um problema de otimiza¢ao com uma
funcao objetivo do tipo LOVO. As condigoes (2.10)-(2.13) sdo as condigdes de oti-
malidade aproximadas para este subproblema. Este subproblema nao suave pode ser
resolvido usando C-LOVO [17], mas a alternativa de usar subproblemas suaves merece
uma consideragao cuidadosa. A ideia consiste em definir, no inicio de cada iteracao

externa k,
1Y) = Ly (2, (2 (2.19)

e fixar esse conjunto de indices na definicao do Lagrangiano Aumentado. Ou seja, ao

invés de (2.5), definimos:

2

-3 (s0+2) ]
(2.20)

Ly (@, A v

l\DIb

<4l Lo+ ),

Novamente, é pertinente perguntar por que usar o Lagrangiano Aumentado

k Pk : : :
L; em vez de Ly, associado ao problema (2.2) e definido por:

2 + H (9(1:) + %)+ 2 + (fir(xm)(x) + %) ]

onno= oo




Capitulo 2. Abordagem LOVO para problemas com restri¢oes do tipo VaR

A razao é a seguinte: Depois de minimizar L’;, provavelmente obtém-se um ponto de
z tal que f;(x) < 0, para pelo menos, r indices j (aqueles pertencentes a I(z*71)).
Isto implica que f; () < 0. Por outro lado, o melhor que podemos esperar de mi-
nimizar i’; ¢ um ponto x tal que f; ;x-1y(7) < 0. Uma vez que, muito provavelmente,
a ordem das f/s muda de uma iteracao para outra, esta propriedade nao implica que
fir)(z) < 0. A fungao (2.20) tem a primeira derivada continua, de modo que seu gra-
diente nao precisa de uma defini¢ao especial. O Algoritmo Conceitual 2.3.0 é idéntico

ao Algoritmo 2.2.0 exceto pelo fato de L, ser substituido por L’;k em (2.10).

Algoritmo Conceitual 2.3.0.

Definir 7, 1, Amin, Amaxs fmaxs P1, A5 [, 71 € €, como no Algoritmo Concei-
tual 2.2.0. Os Passos 1, 3 e 4 sao os mesmos do Algoritmo Conceitual 2.2.0. No Passo
2, o ponto z¥ € R™ é obtido como uma solucao aproximada de

Minimizar L’;k (z, \F, 5%, o)

reR?

(2.21)
sujeito a:  h(x) =

Algoritmo 2.3.1.
Proceda como no Algoritmo Conceitual 2.3.0. Para o calculo de uma solugao
aproximada de (2.21), proceda como no Algoritmo 2.2.1, substituindo a condigao (2.10)

por:
IVLE (2%, XF, i, 7 —i—ZUth +Zkag NI < e (2.22)

As condigoes (2.11)-(2.13) continuam as mesmas, como no Algoritmo 2.2.1.

2.3.1 Solubilidade dos subproblemas

Em cada iteragdo do Algoritmo 2.3.1 minimizamos, aproximadamente, L% (x, \*, i¥, o)

em relacdo a x no conjunto vidvel definido por {z; h(x) =0, g(z) < 0}. O critério
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2.3. Algoritmo com subproblemas suaves

de parada para o correspondente processo iterativo é dado pelas condigdes (2.22) e
(2.11)-(2.13).
Como no caso do Algoritmo 2.2.1, obter o critério de parada é possivel, em

tempo finito, usando um algoritmo bem estabelecido. Neste caso, definimos:

2+H<g(w)+%)+2+ 3 (fj<x)+5>],

JEI(zk=1) P
Minimizar LF (z, PLNTLE Ux)

r eR?

Fholw) = f) + 5 H‘h(m) +2

o subproblema

sujeito a:  h(x) =0,

é equivalente a
Minimizar ~ FF. (z)

r € R"

sujeito a:  h(x) =0,
0.

Este é um problema suave de otimizacao com restricoes. Assim, pode-
se utilizar o Algoritmo 1.1.1 para a sua resolugao. Supondo que o conjunto viavel
{z; h(z) =0, g(z) <0} é ndo vazio e que o conjunto definido por {z; g(z) < €} é limi-
tado para algum e > 0, sabemos que as condigbes (2.20) e (2.11)-(2.13) s@o satisfeitas

por alguma itera¢ao do Lagrangiano Aumentado [§].

2.3.2 Convergéncia do Algoritmo 2.3.1

Nesta se¢ao, analisamos as propriedades de convergéncia do Algoritmo 2.3.1. Supomos

aqui, como na Secao 2.2.2, que K CN é tal que

lim ot =2 (2.23)
S
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Capitulo 2. Abordagem LOVO para problemas com restri¢oes do tipo VaR

Se necessario é possivel redefinir K, tomando uma subsequéncia apropriada, de forma

a assegurar que:

lim 2" = ™. (2.24)
keK
Uma vez que o nimero de subconjuntos de {1,...,¢} é finito, existem K; C K, I C

{1,...,q}, #I = r, tais que, para todo k € K,
{iy(2" Y, i, (2" D} =1 (2.25)
Para todo k € Ky,i € 1,5 ¢ I temos que:
fia®h) < fi(="71). (2.26)
Tomando o limite em (2.26) vemos que para todo i € 1,5 ¢ I,
filx™) < fi(z™). (2.27)

Com essas definigoes, a sequéncia gerada pelo Algoritmo 2.3.1 pode ser con-

siderada como sendo gerada pelo Algoritmo 1.1.1 aplicado ao problema:

Minimizar  f(x)

z e R”
sujeito a:  h(z) =
g(z) (2.28)

=
IN

—~

0,

0,
filz) <0Viel,

h(z) =0,

(x) <0.

I
IN

Portanto, o Teorema 1.1.1 pode ser aplicado. O resultado de convergéncia
global é declarado no teorema abaixo.
Teorema 2.3.1. Assuma que x*, ©™*, K, K1 e I satisfaz (2.23)-(2.25). Entdo, uma

das sequintes trés possibilidades vale:

1. x* é um ponto vidvel de (2.3).
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2.3. Algoritmo com subproblemas suaves

2. x*€ um ponto KKT de

Minimizar  |[h(@)]]2 + lg(e) |2 + X, fi()?

reR?

sujeito a:  h(x) =

8. As restrigoes h(x) = 0, g(z) < 0 ndo satisfazem a condi¢io de qualifica¢do de

dependéncia linear positiva constante (CPLD) [19, 93] em x*.
Se x* € um ponto vidvel de (2.28) Entao, uma das duas sequintes possibilidades vale:
1. z* € um ponto KKT do problema (2.28).

2. As restrigoes h(z) = 0, g(z) <0, fi(xr) <0Viel, h(r) =0, g(xr) <0 ndo

satisfazem a condicdo de qualificacio CPLD em x*.

Observagao. O fato de um ponto ser vidvel para (2.28) implica que ele é vidvel para
(2.3). Entretanto um ponto viavel para (2.3) pode nao ser viavel para (2.28). No caso
em que

2 = lim 2" ' = lim z
keK1 keK1

= (2.29)
o resultado do Teorema 2.3.1 é o mesmo que o de Teorema 2.2.1. No entanto, (2.29)
¢ uma propriedade da sequéncia gerada pelo algoritmo (ndo uma propriedade do pro-
blema) e, portanto, pode nao ser verificada pela sequéncia gerada pelo Algoritmo 2.3.1.
Em todo caso, o ponto limite x* geralmente satisfaz todas as restrigoes f;(x) < 0, Vi €
I. Assim, f;(z*) < 0, para pelo menos, r indices i. Isto significa que a restrigdo
firz)(x) < 0 é certamente satisfeita por 2* mas existe a possibilidade de f; , (z*) <0
também para algum s > 0. Desde modo é possivel que x* satisfaga mais restricoes do
que necessario, e portanto o ponto x* seja talvez, apenas sub-6timo.

Para ver a consequéencia pratica da observacao acima, temos que discutir

primeiro o critério de parada adequada para o Algoritmo 2.3.1. Pelo Teorema 2.3.1,
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Capitulo 2. Abordagem LOVO para problemas com restri¢oes do tipo VaR

podemos esperar que os pontos limite do algoritmo resolvam o problema (2.28). Por-
tanto, o algoritmo deve parar no iterando x* quando z* satisfaz aproximadamente a
condigao KKT para esse problema. (Para uma melhor discussao sobre as condigbes
aproximadamente KKT, consulte [15]) Em outras palavras, o algoritmo deve parar em

z* quando z* é, provavelmente, uma solucao aproximada de

Minimizar  f(z)

zER"
sujeito a:  h(x) =0,
g(z) <0, (2.30)
fi(z) <0VieI(zk 1),
h(z) =0,
g(z) 0.

Uma vez que (com alguma pequena tolerancia €) fi(z*) < 0 para todo
i € I(z"1) e I(x*!) contendo r indices, verifica-se que f;(z*) < 0 para todo i € I(z*)
(com tolerancia €). Portanto, z¥ ¢ um provdvel minimizador de f(x) num conjunto que,
desconsiderando a tolerancia, estd (talvez de forma estrita) contido no conjunto vidvel

do seguinte problema:

Minimizar  f(x)

reR
sujeito a:  h(z) =0,
g(z) <0, (2.31)
filz) <0VieI(zh),
h(z) =0,
g(z) <0.

Isto significa que o minimo de (2.30) pode ser maior do que o minimo de (2.31). Entéo,
embora o Algoritmo 2.3.1 geralmente calcule pontos (quase) vidveis para o problema

(2.3), seus iterandos podem ser piores do que os gerados pelo Algoritmo 2.2.1.
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2.3. Algoritmo com subproblemas suaves

2.3.3 Propriedades de otimizacao global

Seguindo as ideias de secoes anteriores, é natural perguntar sobre as propriedades do
Algoritmo 2.3.1 quando, em vez de (2.22), (2.11), (2.12) e (2.13), exigimos que z* seja
um minimizador global aproximado de L’;k (z, Mk, [i*, 7)) em relacio a x € Q.
Isso corresponde ao seguinte algoritmo.
Algoritmo 2.3.2.

Proceda como no Algoritmo 2.3.1 exceto que z* € Q é tal que

Ll;k(xk’ )\_k“ak’ ﬂk) < Ll;k(xv Xk?ﬂka Dk) + €k

para todo x € €.

As propriedades de otimizagao global do Algoritmo 2.3.2 sao dadas no se-
guinte teorema.
Teorema 2.3.2. Assuma que a regido vidvel do problema (2.3) é nao vazia. Seja {x*}
uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2.3.2 e x* uwm ponto limite, ao passo que x**,

K, K, eI satisfazem (2.23)-(2.25). Entao, x* € uma solugdo global do problema (2.28).

Demonstracao: Como na Secao 2.3.2, podemos assumir que a subsequéncia que con-
verge para x* é gerada pelo Algoritmo 1.1.2 aplicado ao problema (2.28). Entao, pelo

Teorema 1.1.2, x* é uma solugao global de (2.28), como queriamos demonstrar. O

Note que, mesmo no caso de z* = x** este resultado é mais fraco do que o
obtido no Teorema 2.2.2 pelo Algoritmo 2.2.2. De fato, se z* = x**, segue-se que z* é
um minimizador global de f(z) sujeito a: h(xz) =0, g(z) <0, z € Qe fi(x) <0 para
todo i € I, onde I = {iy(z*),...,i(z*)}, mas isso ndo implica que z* é uma solugao de
(2.3). Por exemplo, considere o problema
Minimizar =

(2.32)
sujeito a: min{(x —1)> -1, (z +1)> — 1} <0.
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Se tomarmos x* = z* = 0, para todo k teremos que z** =0, K = K; =Ne I = {{1}} ¢
uma escolha possivel que satisfaz (2.23)-(2.25). Entretanto, 2* é um minimizador global
da funcao objetivo sujeito a f;, +)(x) < 0 mas o minimizador global do problema (2.32)

é —2.

2.4 Algoritmo LOVO de ponto fixo

O 1ltimo algoritmo apresentado neste trabalho para resolver (2.3) é do tipo ponto fixo.
A ideia é resolver o problema por meio de um pequeno nimero de problemas (talvez
um tinico) de otimizagao restrita suave. Para todo k = 1,2, ... definimos I(2*~!) como
em (2.19). A defini¢ao do algoritmo é a seguinte.

Algoritmo 2.4.1.

Tomemos z° € R™ como um ponto inicial arbitrario.

Passo 1. Inicializacao.

Faca k <+ 1.

Passo 2. Resolva o subproblema.

Calcule 2% como (possivel) solugao de

Minimizar  f(z)

z €R"
sujeito a:  h(z) =0,
g(z) <0, (2.33)
filz) <OV ie I,
h(z) =0,
g(z) <0.

Passo 3. Se I(z"7!) = I(2%), defina 2 = z* e pare. Caso contrério, faca k < k + 1

e va ao Passo 1.
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Uma alternativa ao problema (2.33) pode ser:

Minimizar  f(z)
reR?
sujeito a:  h(z) =0,
g(z) <0, (2.34)
(

No entanto, no caso de resolver com sucesso (2.34), obterfamos apenas f; (x-1)(z*) < 0.
Ou seja, o cumprimento de fj(x) < 0 estaria garantido para apenas um indice j. Por
outro lado, resolvendo com sucesso (2.33) conseguimos z"* que satisfaz f;(x) < 0, para
pelo menos, r indices. Portanto, fir(xk)(l'k) <0.

Como “possivel” solugao do problema (2.33) entendemos um ponto limite
de uma sequéncia gerada por um algoritmo para otimizacao restrita suave. Podemos

usar o Algoritmo 1.1.1 ou o Algoritmo 1.1.2 para esse fim. Se

I(2%) = I(z*71) (2.35)

k+s geria idéntico a z* para todo s = 1,2, .... Portanto,

entao, muito provavelmente, x
a identidade entre I(z*~') e I(z*) é um critério de parada pratico sensato para o
Algoritmo 2.4.1.

O Algoritmo 2.4.1 lembra o terceiro algoritmo proposto no artigo de Gaivo-
ronski e Pflug [56]. Estes autores consideraram o caso de func¢ao objetivo, retornos e
restrigoes adicionais, lineares, observando que, neste caso, (2.33) se reduz a um problema
de Programacio Linear. Em vez de usar sempre I(z*7!), para as restrigdes de risco,

eles sugerem como selecionar um conjunto adequado de r cenarios usando heuristicas

convenientes.

Teorema 2.4.1. Assuma que usamos o Algoritmo 1.1.1 no Passo 2 do Algoritmo
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2.4.1 e que a sequéncia {x*}, gerada pelo Algoritmo 2.4.1, pdra no ponto vidvel xial.

Entao, pelo menos uma de duas possibilidades a sequir é valida:

1. xfal ¢ um ponto KKT do problema

Minimizar  f(x)

sujeito a: h(z) =0,
g(x) <0, (2.36)
filz) <0 e I(z™),
h(z) =0,
g(z) <0.

2. As restrigoes do problema (2.36) nao satisfazem a condigao de qualificaggo CPLD

em l.final‘

Demonstracao: A prova decorre do Teorema 1.1.1 usando a identidade (2.35). H

A prova do teorema final desta secao segue diretamente da definicao do Al-

goritmo 2.4.1 e do fato de que I(z*) = I(x*7!) na iteragao final.

Teorema 2.4.2. Assuma que usamos o Algoritmo 1.1.2 no Passo 2 do Algoritmo 2.4.1
e que a sequéncia {z*}, gerada pelo Algoritmo 2.4.1, pdra no ponto vidvel z%. Entdo,

2l ¢ uma solucao global de

Minimizar  f(z)

zER
sujeito a:  h(x) =0,
g(z) <0,
fi(x) <04 € I(zfinal),
h(z) =0,
g(z) <0.



2.4. Algoritmo LOVO de ponto fixo

final ¢ yyma solucdo do

Note que a tese do Teorema 2.4.2 nao implica que =
problema original (2.3). Na verdade, o exemplo no final de Se¢ao 2.3 mostra que z* = 0

pode ser um ponto fixo, que ndao é uma solucao de (2.3).

Uma tultima observacao é que em todos os resultados apresentados nos
Capitulos 1 e 2 é possivel substituir a CPLD por condicoes de qualificagao mais fra-
cas tais como a R-CPLD [13], a CRSC [14] ou a CPG [14] que foram recentemente

introduzidas.
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Capitulo 3

Problema de selecao de carteiras
com restricao de risco e

experimentos numéricos

Neste capitulo vamos apresentar uma aplicacao natural da formulacao de problemas
com restricoes do tipo VaR que vem da selecao de carteiras com restricao de risco.
Os trés algoritmos propostos no Capitulo 2 serao utilizados na resolucao numérica de

variagoes de nossa aplicagao, e um estudo comparativo entre eles é apresentado.

Problemas de otimizacao de portfélio lidam com a distribuicao do capital
entre ativos diferentes, em geral, ativos de risco ou da combinagao de um ativo livre
de risco e outros arriscados. O objetivo é selecionar uma combinacao que maximiza o
ganho esperado com um futuro nivel de risco toleravel ou encontrar uma carteira com
0 menor risco entre todas as carteiras que tém um ganho futuro esperado de ao menos
algum valor especificado. Modelagem e medigao de risco, bem como estimar os ganhos
futuros, nao sao tarefas triviais e uma quantidade consideravel de pesquisa tem sido
dedicada a estes temas (ver, por exemplo, [97]). Trés medidas de risco tradicionais estao
atualmente em uso: a variancia da carteira, desde o trabalho pioneiro de Markowitz

[76], Value-at-Risk (VaR) [63] e Conditional Value-at-Risk (CVaR) [96]. Suas relagoes
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mutuas sao analisados em [57] e todos as trés apresentam vantagens e desvantagens.
Medidas de risco mais gerais sao discutidas em [24].

Neste capitulo trabalharemos com a VaR e com carteiras compostas por
agoes e um ativo livre de risco. As atuais normas para a industria financeira regulam
em termos da VaR o risco dos investimentos de uma instituicao e, portanto a VaR é
uma ferramenta padrao para a gestao de risco. Por definicao, a VaR é o percentil da
funcao de distribuicao da perda futura dado um nivel de confianca a. A medida a-VaR
de um instrumento financeiro é a menor quantidade tal que a perda é menor do que
ou igual a ela, com probabilidade «. Agéncias reguladoras geralmente exigem que o
capital disponivel deva ser um multiplo da VaR. Uma visao detalhada das propriedades
da VaR e de suas aplicagoes em gestao de risco é dada em [63].

O problema de otimizagao, que produz uma carteira com o ganho maximo
e satisfaca as restri¢oes de VaR é considerado em [39, 56], onde alguns algoritmos sao
sugeridos. O problema ¢ dificil, devido a geometria complicada do conjunto viavel.
Neste trabalho vamos incluir os custos de transacao no problema de otimizagao de
carteiras. Estes custos sao inevitavelmente presentes na vida real e podem diminuir
significativamente o rendimento de uma carteira. Varios trabalhos tratam da otimizacao
de carteiras com custos de transacao usando diferentes medidas de risco. Em [25, 71,
74, 90] os custos de transagao sao modelados como fungbes lineares ou lineares por
partes.

Os custos de transacao podem ser divididos em dois tipos,as despesas fixas e
os custos do impacto. Os custos fixos sao as taxas e impostos, sendo em geral proporci-
onais ao valor da transacao. Devido ao rapido desenvolvimento de pregao eletronico nas
ultimas duas décadas e o grande niimero de participantes, os custos fixos nao podem
ser uma parte dominante do total de custos, especialmente para grandes investidores
institucionais. Por outro lado, eles ainda sao significativos para pequenos investidores
e, portanto, precisam ser incluidos em um modelo realista. Descrever os custos do im-
pacto é uma questao muito complicada e nao ha na literatura um acordo geral sobre o

modelo adequado. Um custo de impacto é um desvio do prego de equilibrio causado por
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uma atividade comercial propria. Se nds formos comprar uma grande quantidade de
uma determinada agao, entao estamos obviamente aumentando a demanda e aumen-
tando o preco do ativo. E dificil distinguir se as mudangas de precos sao causadas por
uma atividade comercial ou por ruidos. Grandes institui¢oes financeiras utilizam mo-
delos proprios para medir o impacto. Embora com base em trabalhos académicos, por
razoes comerciais, esses modelos nao sao disponiveis ao publico. Diferentes abordagens
para essa modelagem foram publicadas em [5, 6, 31, 70]. Neste trabalho adotaremos o

modelo de impacto de mercado proposto em [5, 6].

Como ja foi dito anteriormente, dadas as fungoes f; : R* - R, ¢t =1,...,q,
a funcao f; ()(x), onde fi (@)(v) < fiy@)(z) < -+ < fi,(»(x) pode ser interpretada
como uma versao discreta da fun¢do VaR associada a carteira x, cendrios {1,...q},
fungoes de perda fi,..., f, e nivel de confianca a = r/q (veja [11, 12, 18]). Em geral
r < qer = q. Na situagdo mais tipica deseja-se minimizar a perda média associada
a algum investimento financeiro sujeito a condi¢ao de que a VaR que corresponde a
decisao 6tima nao deva exceder a tolerancia c. Dessa forma temos um problema com a

restricao:
fir@(7) <,

portanto temos um problema do tipo (2.2) e consequentemente temos um problema do

tipo (2.3). Dessa forma os algoritmos propostos no Capitulo 2 sao aplicdveis.

Para os testes computacionais foram implementados os Algoritmos 2.2.1,
2.3.1 e 2.4.1, fazendo as modificagoes adequadas na versao 2.2.1 de Algencan e utili-
zando todos os parametros padroes. Isso implica que as propriedades de otimizagao
global mencionadas nos Teoremas 2.2.2, 2.3.2 e 2.4.2 nao podem ser garantidas para
essas implementacoes. No entanto, as implementagoes Algencan sao projetadas de tal
forma que minimizadores globais dos subproblemas sao buscados, independentemente
do cumprimento das condigoes de estacionariedade aproximada dos subproblemas. Em
outras palavras, os solvers de nossos subproblemas tentam sempre encontrar o menor

valor possivel de funcao, mesmo que isso nao seja necessario para a obtencao de mi-
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nimizadores locais aproximados. Como consequéncia, o comportamento pratico dos
métodos do tipo Algencan costumam ser bem explicados pelas suas propriedades de
otimizagao global. A “preferéncia por minimizadores globais” do método suave original
Algencan tem sido discutida em [8].

Para a resolugao do problema (2.3) com os Algoritmos 2.2.1, 2.3.1 e 2.4.1, as
avaliagoes de funcao objetivo, restri¢oes e suas derivadas sao as tarefas mais demoradas
computacionalmente. Em particular, entre elas, a tarefa mais demorada ¢ a avaliagao
de restrigoes fi;)(z) < 0,7 = 1,...,7, que envolve, para um dado z, a selecao dos
r menores valores entre f;(x),7 = 1,...,¢. Foi implementado um algoritmo do tipo
“divide-and-conquer” chamado Randomized-Select (veja [38] pp. 185-192), cuja com-
plexidade esperada é linear sobre o numero de cendrios ¢ (para qualquer valor de 7).

Os codigos das implementacgoes estao em Fortran 77 e, juntamente com al-
guns dados dos problemas que tornam possivel a reproducao de experimentos numéricos,
estao disponiveis para download em [105]. Os cddigos foram compilados com gfortran
(GNU Fortran versao 4.2.1) e a opgao de compilador adotada foi -O4. Todos os expe-
rimentos foram executados em um processador 2.4GHz Intel Core 2 Quad Q6600, com

4 GB de memoria RAM e sistema operacional Linux.

3.1 Testes preliminares

Antes de detalhar a nossa aplicacao principal, nessa seccao vamos comparar os Algo-
ritmos 2.2.1, 2.3.1 e 2.4.1 usando um problema mais simples de selecao de carteiras
com restrigoes de risco. Assuma que temos um histérico de retornos percentuais para n
ativos e, utilizando estas informagoes, vamos simular uma lista de ¢ n-uplas igualmente
provéaveis de pregos no final de um periodo de tempo (igual a 10 dias 1teis nos expe-
rimentos abaixo). Cada n-upla representa um cendrio diferente e define uma fungao
perda. Queremos minimizar a perda média sujeito a f; ()(z) < 0, onde f; é a diferenca
entre as perdas no cenario j e a perda tolerada, para j = 1,...,¢. Assumimos que z;

¢ o valor investido no ativo j, j = 1,...,n. Seja 6;; o quociente entre o preco final
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do ativo j no cenario 7 e o prego inicial desse ativo. Portanto, no final do periodo
temos 7, 0;;z; unidades monetdrias. Em média, o nosso valor final de dinheiro seré:

n -~ -~ 1 q - ~ Coe .
ijl f;x;, onde §; = . Yo ,0; paraj=1,...,n. A funcdo natural a ser minimizada
é, portanto,

Perda média esperada = f(z) = — Z é\]m]
j=1

A restrigao orcamentaria natural é dada por
=M (3.1)
j=1

e, para evitar investimentos negativos, devemos incluir as restri¢oes de nao-negatividade
z;>0,j=1,...,n. (3.2)

O problema de minimizar f(x) sujeito a (3.1) e (3.2) tem pelo menos uma

solugao trivial z*, dada por
x; = M se §; = max{0y,...,0,}, zj = 0, caso contrério.

A restricao do tipo VaR adicional impée que, em pelo menos r dos cenarios, a perda

nao deva exceder a tolerancia Tl,. Isso significa que:

Perda= M = " 0;j2; < Tioss (3.3)

j=1
para pelo menos r indices .

Em nossos experimentos tomamos Tloss = 0.05M e r = 0.99¢. Isto significa
que a perda maxima permitida com probabilidade o« = r/q = 0.99 deve ser menor do
que (Tioss/M)100% = 5% do capital investido.

Supomos que um dos ativos (o que corresponde a j = n) é isento de riscos e
tem taxa de retorno igual a zero. Este fato é expresso afirmando que 6;, = 1 para todo

t=1,...,q. Como consequéncia, a carteira dada por:

xn,=M,z;=0forallj=1,...,n—1, (3.4)
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¢ atraente como uma aproximacao inicial, mas tem a desvantagem de que f;(x) sao as
mesmas para todo cendrio i. Isto faz com que a escolha de i1 (z),. .., i.(x) seja bastante
ambigua. Se uma ma escolha é feita essa poderia levar a minimizadores locais ruins

para o problema. Portanto, a escolha inicial
xn, = 0.5M,2; =0.5M/(n—1)paratodoj=1,...,n—1 (3.5)

é mais promissora e foi a adotada. Observe que a carteira (3.5) pode nao satisfazer
a restricao (3.3), mas este ndo é um grave inconveniente para abordagens do tipo
Lagrangiano Aumentado.

Resumindo, nesta se¢ao, queremos resolver o problema (2.3) enunciado como:

Minimizar — Z é\jxj (3.6)
j=1
sujeito a:  fi,(»)(x) <0,k =1,...,r, (3.7)
> =M, (3.8)
j=1
x €€, (3.9)

onde fi(v) =M =377 057; — Tioss, i = 1,...,q,e Q= {z € R" | z > 0}.
Usamos n = 8 e ¢ = 1000 nos nossos experimentos. Para a reprodutibilidade,
a matriz dos cendrios € R7*™ pode ser encontrada em [105]. Uma informacao que

pode ser 1til para analisar os resultados obtidos é que, como consequéncia de ter
0~ (0.9994, 1.0005, 0.9958, 1.0003, 1.0063, 1.0059, 1.0023, 1.0000),

a solugao do problema (3.6)-(3.9) ignorando a restrigdo do tipo VaR (3.7) é dada por
(100/M) x 2t =100 e xf =0, Vi # 5, com (—100/M) x f(z*) ~ 100.63. As solugoes
obtidas pelos Algoritmos 2.2.1, 2.3.1 e 2.4.1 sao apresentadas na Tabela 3.1.

3.2 Modelo com custos de transacao

Vamos agora descrever os custos de transa¢ao para o problema (3.6)-(3.9). De acordo

com o modelo descrito em [5, 6], os custos do impacto podem ser tempordrios ou
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Método (—100/M) x f(z*) (100/M) x z*

T1=To=x3=24=20
T5 =~ 1.58

Algoritmo 2.2.1 100.40 g ~ 65.79
x7 ~ 1.62
g ~ 31.01

T =Ta=x3=x4=27=20
x5~ 27.54
g ~ 39.92
Ty ~ 32.54

Algoritmo 2.3.1 100.41

Ty =29=x3=x4 =10
r5 &~ 20.98

Algoritmo 2.4.1 100.42 e ~ 46.60
x7 ~ 4.96
Ty ~ 27.46

Tabela 3.1: Desempenho dos Algoritmos 2.2.1, 2.3.1 e 2.4.1 aplicados ao problema

simples, sem custos de transacao.
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permanentes. Um impacto temporario é um desvio de curta duracao a partir do preco
de equilibrio causado por nossa prépria negociacao, e isso pode afetar nossas operagoes
em andamento. Sua duracao é regida principalmente pelo padrao de liquidez das agoes
que estamos negociando. Um impacto permanente pode continuar bem depois que a
transagao seja executada, mas é significativamente menor (por uma ordem de grandeza)
do que o impacto temporario. Ambos os impactos, temporéarios e permanentes, sao
fungoes concavas. Ao contrario dos custos fixos, custos de impacto sao importantes para
grandes investidores institucionais uma vez que suas operacoes tendem a ser de grande
volume, enquanto a sua importancia para os pequenos investidores nao é grande. Devido
a todas essas consideracoes, vamos incluir tanto os custos fixos quanto os custos de
impacto em nosso modelo e considerar separadamente pequenos e grandes investidores
nos testes numéricos. Devido a presenca de custos de impacto, teremos uma fungao
objetivo nao-linear em nosso problema de otimizagao. Os custos de transacao também
sao divididos em custos fixos e de impacto em [65], onde o problema é formulado como

minimizacao da VaR com restricoes de custos e de produtividade.
Vamos descrever o modelo que vamos considerar a partir de agora. Suponha

que o conjunto de n diferentes ativos {1,2,...,n} esta disponivel. Denotando por z; o

montante investido no ativo j, temos:

Say =M o2;205=1,....n. (3.10)
j=1

Segundo [5, 6], o impacto é uma fun¢ao de intensidade de comércio, que
depende de vérios parametros das agoes especificas: o spread €;, o preco inicial do ativo
7;, 0 volume médio didrio ADV; e um parametro adicional 5 € (0, 1] que determina a

nao-linearidade da funcao de impacto.

Vamos definir a fun¢do do impacto temporario [5], em relacao ao ativo j, da

seguinte forma:

e & [ 100z; \’
H(z))= 2 4+ L —=7 ) . 3.11
() = 50 * o (ADVﬂrj) (3.11)
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A fungao de impacto permanente [5] serd dada por:

B
N 10z
Gley) = - (—ADW) . (3.12)

Supondo que c¢;z; € o custo fixo de negociar x; unidades monetarias do ativo

7, o custo total da operacao que inclui o impacto e os custos fixos serao os seguintes:
tj(x;) = x;(H(x;) + G(x;) + ¢;).

Desta forma, a regra dada em [5] é levada em conta. Esta regra estabelece que uma
ordem de compra de 1% do ADV; do ativo j move temporariamente o pre¢o de um
spread €; enquanto o mesmo impacto permanente é atingido com volume igual a 10%
do ADVj. Portanto, o impacto temporario ¢ maior que o permanente na magnitude de
uma ordem de grandeza.

Os custos fixos, compostos de todos os impostos e taxas, sao em geral,
proporcionais ao valor da operacao, mas com diferentes fatores para os investidores
pequenos e grandes. Vamos supor que um pequeno investidor tem um custo fixo igual
a 1% do valor da transacao para qualquer ativo. Por outro lado, um grande investidor
institucional vai pagar 0,1 % para qualquer ativo.

Vamos supor que a sequéncia histérica (ou simulada) de retornos dos ativos
esteja disponivel. Isto significa que a matriz # = (6;;), que nos dé o quociente entre o
preco final e o preco inicial do ativo j no cenario ¢, esta disponivel. O valor final de
nossa carteira, no cenario 7, serda dado por Z?Zl t;;x;. Portanto, definindo, como na
Secao 3.1, é\] = >7 ,0:;/q, o valor médio da carteira no final do periodo ¢ 2?21 gjxj
Queremos maximizar esse valor, descontando os custos de transacao e considerando a

restrigao do tipo VaR. Isto significa que a nossa funcao objetivo (2.3) deve ser:

J(@) == 0w+ 3 ty(w)

A restricao do tipo VaR é determinada pela defini¢ao de f;(z) para cada cenério i. No

caso considerado temos:

fz((E) =M — Z 9;']’37]' + Zt](ij) - T’lossa
=1 =1
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onde T} denota a perda tolerada.

Como na Secao 3.1, tomamos Ti,es = 0.05M, r = 0.99¢ e ¢ = 1000 em nossos
experimentos. Além disso, assumimos também que um dos ativos (o que corresponde a
j =mn) éisento de riscos afirmando que 6;, =1 paratodoi=1,...,¢, ¢, =0e ¢, =0.
Finalmente, nés também usamos z,, = 0.5M, z; = 0.5M/(n —1) paraj=1,...,n—1
como escolha inicial.

Resumindo, nesta segao, queremos resolver o problema (2.3) enunciado como:

Minimizar — Z é\jxj + Z ti(x)) (3.13)
j=1 j=1
sujeito a:  fi, ) <0,k =1,...,m, (3.14)
> ay =M, (3.15)
j=1
x €, (3.16)
onde
filx) =M — Zgijxj + th(xj) — Toss; 1 =1,...,4,
=1 =1
e

Q={zreR"|z>0}.

Os algoritmos foram testados utilizando os problemas descritos abaixo. O
conjunto de n = 8 ativos disponiveis consiste de sete ativos do FTSE: AZN.L, BARC.L,
KGF.L, LLOY.L, MKS.L, TSCO.L e VOD.L, além de um ativo livre de risco. Consi-
deramos ¢ = 1000 cenarios. As matrizes de cenarios de § foram geradas com os dados
historicos de retornos didrios de 19 de marco 2004 a 12 de fevereiro 2008. Para o
caso de pequenos investidores consideramos M = 10,000 (libras) e carteiras com um
tempo de vida de 120 e 240 dias uteis. Para o caso de grande investidor consideramos
M = 100,000, 000 e carteiras com 10 dias de tempo de vida. As matrizes 6, assim como
os custos de transacao relacionadas, constantes €, 7; e ADV},j = 1,...,n podem ser
encontradas em [105]. A Tabela 3.2 mostra as solugdes encontradas pelos Algoritmos

2.2.1,2.3.1 e 2.4.1 no caso dos grandes investidores usando = 1 e 8 = 0.6 nas férmulas
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dos custos de transacao, respectivamente. As solugoes, no caso dos pequenos investido-
res para o caso em que 3 = 1 sao apresentadas na Tabela 3.3. Como era esperado, uma
vez que fatores de impacto sao insignificantes para os pequenos investidores, os testes

feitos com [ = 0.6 produzem resultados quase idénticos.

3.3 Problemas de grande porte

Nesta se¢ao, vamos considerar casos de grande escala do problema (3.13)-(3.16) com
n € {500, 1000} ativos e ¢ = 1000 cenarios. Os dados 6 € R”*" e €, 7, ADV € R" podem
ser encontrados em [105]. Usamos 8 = 0.6 para lidar com os custos de transa¢ao nao-
linear. Vamos lidar com o caso do investidor de grande porte, com M = 100, 000, 000,
c¢; = 0.001 para todo j. A matriz 6 simula cendrios para 120 dias futuros. Consideramos
também que o ativo n é livre de riscos e usamos z, = 0.5M, x; = 0.5M/(n — 1) para
j=1,...,n—1 como ponto inicial.

A fim de avaliar a influéncia da restricao do tipo VaR na qualidade do
valor da fungao objetivo na solucao, resolvemos o problema para diferentes valores de

parametros para a restricao do tipo VaR

nivel de confianga = r/q € {0.90,0.91,...,0.99}

Perda méxima percentual = (100/M) X Tioss € {1,2,...,10}.

As Tabelas 3.4 e 3.5 mostram o valor 6timo obtido através dos Algoritmos 2.2.1, 2.3.1
e 2.4.1 para cada combinacao de r e Tj,ss. Note que quanto mais rigorosa a restrigao do
tipo VaR (inferior direito), o ganho esperado é menor.

Os tempos médio de CPU de cada método sao 64.82, 60.10 e 10.06 segun-
dos, para o problema com n = 500, e 324.65, 451.02 e 50.27 segundos, para o problema
com n = 1000, respectivamente. Em média, os valores 6timos encontrados pelo Algo-
ritmo 2.2.1 sao um pouco melhores do que os obtidos pelo Algoritmo 2.3.1, e estes sao

ligeiramente melhores do que os obtidos pelo Algoritmo 2.4.1
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Capitulo 3. Problema de selecao de carteiras com restricao de risco e experimentos
numéricos

Método (=100/M) x f(z*) (100/M) x z*

T1=xo=x3=x4=x7=0

T5 ~ 16.20
Algoritmo 2.2.1 100.31
r6 ~ 53.03

xg ~ 30.77

T1=xo=x3=x4=x7=0
x5 ~ 16.20
6 ~ 53.03
xg ~ 30.77

8=10

Algoritmo 2.3.1 100.31

T1=To=x3=x4=x7=20
rs ~ 10.17
T ~ 58.82
zg ~ 31.01

Algoritmo 2.4.1 100.31

T1=To=23=T4=x7=0
r5 ~ 10.15
T ~ 58.71
rg ~ 31.13

Algoritmo 2.2.1 100.30

$1:$2:$3:JZ4=O
Algoritmo 2.3.1 100.29 g ~ 64.36

B =06

T7 =~ 1.58
rg ~ 32.51

T1=xo=ax3=x4=x7=0

z5 ~ 10.15
Algoritmo 2.4.1 100.30
Tg =~ 58.71

rs ~ 31.13

Tabela 3.2: Desempenho dos Algoritmos 2.2.1, 2.3.1 e 2.4.1 usando 8 € {0.6,1.0}, no

caso do grande investidor, considerando carteiras com 10 dias de tempo de vida.
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3.3. Problemas de grande porte

Método (—100/M) x f(z*) (100/M) x z*

To=x3=x4=0
z1 ~ 1.02

r5 ~ 6.04

Te ~ 18.53

Algoritmo 2.2.1 101.77

7 ~ 1.31
rg ~ 73.11

To=x3=x4=x7=0
r1 ~ 0.13
Algoritmo 2.3.1 101.82 5 ~ 6.19

B8=10

Te ~ 19.37
rg ~ 74.31

ro=x3=x4=x7=0

z1 ~ 0.19
Algoritmo 2.4.1 101.83 r5 ~ 6.17
Te ~ 19.41
Ty ~ 74.23

T1=xo=ax3=x4=x7=0

r5 ~ 2.63
Algoritmo 2.2.1 103.00
Te ~ 17.23

rg ~ 80.14

r3=x4=x5=x7=0
r1 ~ 0.15
Algoritmo 2.3.1 103.09 To &~ 0.54

B=0.6

Tg ~ 19.49
rg ~ 79.82

r3=x4 =25 =x7 =0

z1 ~ 0.15
Algoritmo 2.4.1 103.09 xo ~ 0.55
ze ~ 19.49

rg ~ 79.81

Tabela 3.3: Desempenho dos Algoritmos 2.2.1, 2.3.1 e 2.4.1 usando S = 1.0 no caso do

pequeno investidor, considerando carteiras com 120 e 240 dias de tempo de vida.
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Capitulo 3. Problema de selecao de carteiras com restricao de risco e experimentos
numéricos

3.4 Analise dos resultados computacionais

Os resultados numéricos parecem mostrar que existem pequenas diferencas de desem-
penho entre os algoritmos apresentados neste trabalho. No entanto, estes resultados
nao sao definitivos e a experiéncia pratica com esta abordagem ainda ¢ incipiente. Os
resultados tedricos sao bastante enfaticos no sentido de mostrar que um melhor com-
portamento deve ser esperado dos algoritmos da Secao 2.2. Como mencionado anteri-
ormente, os algoritmos efetivamente implementados aqui nao garantem a minimizagao
global dos problemas. A complexidade do problema torna muito improvavel que exis-
tam métodos praticos que garantam a convergéncia para minimizadores globais, pelo
menos com os atuais recursos computacionais e na presenca de situagoes de grande
escala. No entanto, pode-se esperar que em situacoes reais existam boas aproximacgoes
iniciais para minimizadores global, fornecidas por investidores treinados. Além disso,
quando os algoritmos do tipo Algencan sao utilizados, os procedimentos heuristicos de
otimizacao global podem ser utilizados na resolucao dos subproblemas para aumentar
a probabilidade de convergéncia para minimizadores globais.

Outras vezes, os investidores estao dispostos a fazer pequenas mudancas em
suas carteiras, mas nao grandes mudancas que poderiam ser sugeridas por um algo-
ritmo de minimizacao global. A vida real contém critérios subjetivos, que sao dificeis
de capturar em modelos. Esses critérios sao normalmente implicitos na aproximagao
inicial. Assim, por um lado, a aproximagao inicial motivada pela experiéncia dos inves-
tidores é, provavelmente, um bom palpite para a solucao global de problema. Por outro
lado, no caso em que minimizadores globais estao muito longe das suposicoes iniciais, é
muito provavel que alguma restricao implicitamente considerada pelo usuario nao esteja
contemplada no modelo matematico. Por esta razao, acreditamos que os algoritmos de
minimizacao local podem ser bastante tteis.

Entre as melhorias de algoritmos que temos em mente, relatamos que no
futuro possa ser interessante adaptar algumas técnicas de otimizacao global empregadas

nos subproblemas de [28] para o problema introduzido neste trabalho.
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3.4. Analise dos resultados computacionais

Algoritmo 2.2.1
,
Nivel de confianca oo = r/q ;
0.90 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
10% 101.51 101.48 101.42 101.31 101.25 101.16 101.10 101.06 100.99 100.87 101.22
@ 9 % 101.37 101.33 101.27 101.18 101.11 101.07 101.00 100.96 100.86 100.79 101.09
E('—‘O 8 % 101.21 101.18 101.14 101.05 101.00 100.92 100.87 100.84 100.80 100.70 100.97
X 7% 101.06 101.02 100.94 100.92 100.88 100.81 100.76 100.75 100.67 100.63 100.84
= 6 % 100.92 100.72 100.85 100.77 100.73 100.69 100.66 100.65 100.58 100.52 100.71
~
S 5% 100.77 100.74 100.70 100.66 100.63 100.59 100.56 100.54 100.50 100.45 100.61
% 4 % 100.61 100.59 100.56 100.53 100.50 100.48 100.46 100.43 100.41 100.35 100.49
e 3% 100.46 100.45 100.42 100.40 100.36 100.36 100.34 100.33 100.29 100.27 100.37
o
A 2 % 100.31 100.30 100.29 100.27 100.25 100.25 100.23 100.22 100.20 100.18 100.25
:
X 1% 100.16 100.16 100.15 100.14 100.13 100.13 100.12 100.11 100.11 100.10 100.13
f 100.84 100.80 100.77 100.72 100.68 100.65 100.61 100.59 100.54 100.49 100.67
Algoritmo 2.3.1
,
Nivel de confianca oo = r/q ;
0.90 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
10% || 101.51  101.48  101.42  101.31  101.25  101.19  101.11  101.06  100.98  100.89 | 101.22
% 9 % 101.37 101.33 101.27 101.18 101.11 101.08 101.00 100.96 100.84 100.80 101.09
E(__‘O 8 % 101.22 101.18 101.12 100.91 100.97 100.87 100.89 100.82 100.77 100.70 100.95
X 7% 101.03 101.04 100.99 100.90 100.83 100.78 100.78 100.73 100.69 100.59 100.84
= 6 % 100.91 100.89 100.85 100.76 100.74 100.69 100.67 100.62 100.58 100.54 100.73
S~
8 5 % 100.77 100.72 100.71 100.64 100.61 100.60 100.55 100.53 100.50 100.45 100.61
E
: 4 % 100.55 100.55 100.51 100.51 100.49 100.49 100.46 100.42 100.39 100.36 100.47
i 3% 100.44 100.43 100.40 100.38 100.38 100.35 100.34 100.32 100.30 100.27 100.36
o
A 2% 100.31 100.31 100.28 100.26 100.25 100.23 100.23 100.22 100.21 100.18 100.25
o
° 1% 100.15 100.14 100.14 100.13 100.13 100.12 100.11 100.10 100.10 100.10 100.12
f 100.83 100.81 100.77 100.70 100.68 100.64 100.61 100.58 100.54 100.49 100.66
Algoritmo 2.4.1
,
Nivel de confianca oo = r/q ;
0.90 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
10% 101.40 101.33 101.13 101.12 101.09 101.01 101.09 101.03 100.93 100.82 101.10
z 9 % 101.26 101.20 101.02 100.99 100.95 100.91 100.98 100.93 100.84 100.74 100.98
B'—‘O 8 % 101.12 101.07 100.91 100.87 100.88 100.81 100.87 100.83 100.75 100.66 100.88
X 7% 100.98 100.93 100.80 100.77 100.77 100.71 100.76 100.72 100.65 100.58 100.77
= 6 % 100.84 100.80 100.68 100.66 100.66 100.61 100.65 100.62 100.56 100.49 100.66
~
S 5% 100.70 100.67 100.57 100.55 100.55 100.51 100.55 100.52 100.47 100.41 100.55
% 4 % 100.56 100.54 100.46 100.44 100.44 100.41 100.44 100.42 100.37 100.33 100.44
e 3% 100.42 100.40 100.34 100.33 100.33 100.30 100.33 100.31 100.28 100.25 100.33
o
A 2% 100.28 100.27 100.23 100.22 100.22 100.20 100.22 100.21 100.20 100.17 100.22
.
X 1% 100.14 100.14 100.12 100.11 100.11 100.10 100.11 100.11 100.10 100.08 100.11
f 100.77 100.74 100.63 100.61 100.60 100.56 100.60 100.57 100.52 100.45 100.60

Tabela 3.4: Desempenho dos Algoritmos 2.2.1, 2.3.1 e 2.4.1 em um

problema com

n = 500 ativos, variando o nivel de confianca e a perda maxima. A restricao do tipo

VaR impoe que a perda maxima deva ser menor do que (100/M) x T,ss% do capital

investido, com uma probabilidade « = r/q. Cada entrada da tabela mostra o valor de

—(100/M) x f(x*). Colunas e linhas em negrito representam os valores médios.
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Capitulo 3. Problema de selecao de carteiras com restricao de risco e experimentos

.
numeéricos
Algoritmo 2.2.1
,
Nivel de confianca oo = r/q ;
0.90 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
10% 101.78 101.75 101.72 101.63 101.54 101.41 101.28 101.17 101.12 101.04 101.44
@ 9 % 101.63 101.59 101.51 101.47 101.39 101.27 101.16 101.06 101.02 100.94 101.30
E('—‘O 8 % 101.45 101.39 101.38 101.31 101.24 101.11 100.98 100.94 100.92 100.81 101.15
X 7% 101.26 101.24 101.19 101.15 101.08 100.97 100.86 100.83 100.81 100.73 101.01
= 6 % 101.09 101.02 101.01 100.97 100.93 100.86 100.78 100.71 100.69 100.63 100.87
~
S 5% 100.86 100.83 100.88 100.83 100.78 100.71 100.64 100.60 100.58 100.52 100.72
% 4 % 100.73 100.69 100.65 100.67 100.63 100.57 100.51 100.49 100.46 100.41 100.58
e 3% 100.56 100.53 100.53 100.49 100.47 100.43 100.39 100.35 100.35 100.31 100.44
o
A 2 % 100.37 100.36 100.33 100.33 100.32 100.28 100.27 100.24 100.24 100.21 100.30
:
X 1% 100.19 100.19 100.18 100.17 100.16 100.14 100.14 100.12 100.12 100.10 100.15
f 100.99 100.96 100.94 100.90 100.85 100.78 100.70 100.65 100.63 100.57 100.80
Algoritmo 2.3.1
,
Nivel de confianca oo = r/q ;
0.90 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
10% 101.80 101.74 101.72 101.63 101.55 101.41 101.29 101.19 101.08 101.04 101.45
% 9 % 101.66 101.59 101.53 101.47 101.35 101.27 101.11 101.07 101.02 100.93 101.30
E(__‘O 8 % 101.45 101.40 101.33 101.30 101.24 101.11 100.97 100.94 100.89 100.84 101.15
X 7% 101.28 101.26 101.14 101.14 101.07 100.99 100.85 100.82 100.77 100.72 101.00
= 6 % 101.09 101.02 100.98 100.98 100.88 100.85 100.73 100.71 100.69 100.63 100.86
S~
8 5 % 100.90 100.87 100.85 100.82 100.76 100.71 100.60 100.59 100.57 100.51 100.72
E
: 4 % 100.74 100.67 100.67 100.58 100.63 100.57 100.53 100.46 100.46 100.41 100.57
i 3% 100.55 100.53 100.49 100.46 100.45 100.43 100.40 100.36 100.34 100.31 100.43
o
A 2% 100.36 100.35 100.35 100.33 100.31 100.30 100.26 100.24 100.23 100.20 100.29
o
° 1% 100.20 100.18 100.18 100.17 100.16 100.15 100.13 100.12 100.12 100.10 100.15
f 101.00 100.96 100.92 100.89 100.84 100.78 100.69 100.65 100.62 100.57 100.79
Algoritmo 2.4.1
,
Nivel de confianca oo = r/q ;
0.90 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
10% 101.68 101.64 101.46 101.52 101.31 101.26 101.16 101.08 101.04 100.99 101.31
z 9 % 101.64 101.41 101.31 101.31 101.27 101.14 101.05 100.97 100.93 100.89 101.19
E"—‘O 8 % 101.35 101.26 101.17 101.16 101.13 101.01 100.93 100.86 100.82 100.80 101.05
X 7% 101.28 101.10 101.02 101.01 100.92 100.89 100.82 100.75 100.73 100.70 100.92
= 6 % 101.08 100.95 100.87 100.87 100.79 100.76 100.70 100.65 100.65 100.60 100.79
~
S 5% 100.91 100.79 100.73 100.73 100.66 100.64 100.58 100.54 100.53 100.50 100.66
% 4 % 100.74 100.66 100.58 100.58 100.53 100.51 100.47 100.43 100.42 100.40 100.53
® 3% 100.55 100.47 100.44 100.44 100.40 100.38 100.35 100.35 100.32 100.31 100.40
o
A 2% 100.37 100.36 100.29 100.29 100.27 100.25 100.23 100.24 100.21 100.20 100.27
.
X 1% 100.18 100.18 100.15 100.15 100.13 100.13 100.12 100.11 100.11 100.10 100.14
f 100.98 100.88 100.80 100.81 100.74 100.70 100.64 100.60 100.58 100.55 100.73

Tabela 3.5: Desempenho dos Algoritmos 2.2.1, 2.3.1 e 2.4.1 em um

problema com

n = 1000 ativos, variando o nivel de confianca e a perda maxima. A restricao do tipo

VaR impoe que a perda maxima deva ser menor do que (100/M) x T,ss% do capital

investido, com uma probabilidade « = r/q. Cada entrada da tabela mostra o valor de

—(100/M) x f(x*). Colunas e linhas em negrito representam os valores médios.
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Capitulo 4

Introducao a métodos de

Restauracao Inexata

Nos proximos capitulos proporemos métodos de Restauracao Inexata para a resolugao
de problemas de Programagao Nao Linear com restricoes. Nosso objetivo neste capitulo
é descrever as principais caracteristicas deste tipo de método. Vamos fazer também
comparagoes com as ideias centrais de outros métodos bem estabelecidos para tratar
esse tipo de problema. Nosso objetivo aqui é levantar vantagens e desvantagens dos
métodos de Restauracao Inexata para deixar mais clara e intuitiva a apresentacao dos
métodos propostos nos capitulos seguintes.

O problema de Programacao Nao Linear padrao que consideraremos sera

Minimizar f(z)
reR"?

(4.1)
sujeito a:  h(z) =0,

Q CR",
onde f : R" — R, h: R" — R™ sao fungdes duas vezes continuamente diferenciaveis e o
conjunto {2 é uma caixa n-dimensional limitada: Q = {z € R" | £ < x < u}. Em muitas

situagoes poderiamos considerar {2 como sendo um politopo ou, mais geralmente ainda,

um conjunto compacto convexo associado a restricoes faceis de serem tratadas, para as
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Capitulo 4. Introducao a métodos de Restauracao Inexata

quais exista uma maneira eficiente de calcular a projecao de um vetor em €. Entre-
tanto, por simplicidade, vamos nos limitar ao caso de caixas. Outra generalizacao que
poderiamos considerar em muitos dos nossos resultados seria a inclusao de restrigoes de
desigualdade, mas outra vez por simplicidade vamos considerar apenas igualdades. Na
verdade, como estamos considerando restrigoes de caixa, toda restricao de desigualdade
pode ser transformada em uma restricao de igualdade acrescentando uma variavel de
folga, com o Unico inconveniente de aumentarmos a dimensao do problema.

Intimeros métodos computacionais foram introduzidos para resolver o pro-
blema (4.1). Nosso objetivo aqui ¢ situar a filosofia principal de métodos de Restauracao
Inexata em relagao aos métodos consagrados de Penalidade Externa [103], Lagrangianos
Aumentados [95], métodos de dire¢oes no espago reduzido [1] e Programagao Quadrética
Sequencial [99]. Estes métodos podem ter convergéncia global, no sentido de terem boas
propriedades de convergéncia a partir de qualquer ponto inicial, ou local, no sentido
das propriedades de convergéncia valerem apenas numa vizinhanca de uma solucao
do problema. Geralmente a convergéncia local esta associada a taxas de convergéncia
quadratica ou superlinear. Estratégias de globalizacao também costumam ser propos-
tas para os métodos com convergéncia local. As principais estratégias de globalizacao
sdo o0 uso de uma fungao de mérito com busca linear [22], regides de confianca [36] ou
regularizagoes [44], e o uso de filtros [54]. Uma questao importante quando utilizamos
uma estratégia de globalizacao é verificar se, pelo menos em situagoes ideais, perto de
uma solucao ela permite que o passo eficiente dado pelo método local seja aceito pelo
algoritmo, evitando assim o chamado efeito Maratos [75].

A maior caracteristica de métodos de Restauracao Inexata é que eles tratam
otimalidade e viabilidade em fases diferentes. Na primeira fase melhoramos a viabilidade
mantendo uma deterioragao limitada da otimalidade em relacao ao ponto corrente.
Na segunda nos preocupamos com a otimalidade sem deteriorar muito a viabilidade.
Essa caracteristica pode ser uma vantagem desse tipo de método quando o problema
abordado apresente uma estrutura particular em que um dos objetivos, viabilidade ou

otimalidade, seja mais facil de ser tratado do que o outro. Isso acontece porque nao
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perdemos tempo avaliando o objetivo dificil de ser tratado quando o foco é o objetivo
facil.
Métodos do tipo Penalidade Externa e Lagrangiano Aumentado baseiam-se

em funcoes do tipo

¢(x,p) = pf(x)+ (1= p)H([[A(z)]]) e (4.2)
da, A p) = p(f(x)+ N h(x))+ (1= p)H(|A()]), (4.3)
respectivamente, onde H : R,y — R, é uma fungao continua tal que H(0) = 0 e

H(z) > 0sez # 0. Usualmente H(x) = z ou H(z) = x?; no primeiro caso, chamado de
penalidade exata, as fungoes ¢ podem nao ser diferenciaveis. Nesses métodos as fungoes
¢ sdo minimizadas em relagdo a x em cada iteracao e sao atualizados p € (0,1) e \. Por
adotarem uma combinagao convexa entre a fungao objetivo e a medida de inviabilidade,
estes métodos trabalham com ambas ao mesmo tempo. Desse modo eles nao aproveitam
a estrutura de um problema que tenha ou fungao objetivo, ou restri¢oes, faceis. Os dois
métodos tem convergéncia global. Para penalidade externa com H(z) = x é possivel
provar, sob hipdteses bem fracas, que o parametro p fica afastado de zero. Ja para
o Lagrangiano Aumentado conseguimos este resultado inclusive utilizando a funcao ¢
suave correspondente ao uso de H(x) = z%. Entretanto, hipéteses bem mais fortes sao
necessarias. A importancia do parametro p nao tender a zero é que assim garantimos
um peso suficiente para a funcao objetivo, isso se reflete na estabilidade numérica na
resolucao dos subproblemas. Outra boa propriedade desses métodos ¢ que podem ser
utilizadas estratégias simples de backtraking em direcoes de busca para os subproblemas.

Métodos do tipo dire¢ao no espago reduzido, por exemplo RG [100] e GRG
[1], agem, como nos métodos do tipo penalidade, resolvendo uma sequéncia de proble-
mas irrestritos. Entretanto, nos métodos de direcao no espaco reduzido o espirito é
completamente oposto a métodos do tipo penalidade. Enquanto nos métodos de pe-
nalidade nao estamos preocupados em manter a viabilidade dos iterandos os métodos
de diregoes no espago reduzido tentam manter a viabilidade em todas as iteragbes. A

maneira de fazer isso é usar as restrigoes para definir algumas variaveis implicitamente
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em funcao das outras, pelo menos localmente, e trabalhar no espago reduzido R"~™
das variaveis livres. Este tipo de método utiliza fortemente o fato de termos restricoes
cujos gradientes sao linearmente independentes para conseguirmos escrever algumas
variaveis em fungao das outras, o que é uma de suas desvantagens. Outra grande difi-
culdade deste tipo de método ¢é que, no caso de restrigoes nao lineares, é praticamente
impossivel computacionalmente se manter no espaco reduzido, sendo assim é necessario
restaurar a viabilidade dos iterandos, o que nem sempre é uma tarefa facil. No caso
de exigirmos a cada passo do método que a restricao h(z) = 0 seja sempre satisfeita
chamariamos a restauracao de exata. Infelizmente, nao é possivel garantir que seja
computavel um ponto exatamente viavel a cada iteracao. Sendo assim, os métodos do
tipo GRG para restrigoes nao lineares fazem na pratica um passo de otimizacao e um
passo de restauracao inexata.

Os métodos de Restauragao Inexata que vamos analisar nos préximos capi-
tulos tém a vantagem de ja ter a teoria desenvolvida para que a restauracao nao seja
exata. Nesses métodos ¢ estipulado qual o grau de exatidao que vamos exigir em cada
iteracao. Além disso, o passo de otimizacao é dado na linearizacao da superficie de
nivel das restrigoes no ponto restaurado, que é a aproximacao mais simples do espaco
reduzido referente ao conjunto de interesse, mas nao é de fato usada a redugao do
espaco.

Métodos locais mais eficientes, que apresentam boas taxas de convergeéncia,
quadraticas ou superlineares, estao geralmente baseados em métodos do tipo Newton.
Isso acontece pois os métodos de Newton sao referenciais de exceléncia tanto para
problemas de otimizagao irrestrita quanto para resolucao de sistemas nao lineares. O
primeiro caso consiste em fazer modelos quadraticos da funcao objetivo, ja o segundo
em fazer uma linearizacao das equagoes. Para otimizacao com restricoes outra ideia
local semelhante muito eficiente seria resolver o sistema KKT pelo método de Newton.
Inconvenientes desse tipo de abordagem é que o método nao diferencia minimizadores
de maximizadores e que acrescenta uma variavel para cada restricao, aumentando a

dimensao do problema. Talvez a alternativa que mais se aproxime dos métodos de
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Newton para resolver o problema é a Programagao Quadratica Sequencial (PQS), que

pode ser globalizada utilizando uma fungao de mérito e estratégia de regiao de confianga.

Vamos agora descrever um pouco melhor esse tipo de método. Como sabe-
mos, a curvatura das restricoes de um problema de otimizacao é essencial para identifi-
carmos se um ponto é um minimizador ou um maximizador. (Isso se reflete no fato de
que um minimizador z* de f no conjunto h(z) = 0 pode ser um maximizador de f no
espago tangente J,,(z*)(x —x*) = 0. Este tipo de situa¢do ndo acontece se tivermos tra-
balhando com o Lagrangiano L(z, \) = f(x)+ATh(x), com o multiplicador de Lagrange
exato da solugao, no lugar de simplesmente a fungao objetivo f(z).) Por esse motivo,
minimizar o Lagrangiano é muito mais interessante quando estamos trabalhando com
aproximacoes lineares das restrigbes. A grosso modo, o método de PQS consiste pri-
meiramente em calcular uma dire¢ao de busca de acordo com um modelo quadratico
do Lagrangiano numa aproximacao linear das restricoes dentro de uma regiao de con-
fianca. E depois em dar um passo nessa diregao, preferencialmente o passo 1, de modo

a diminuir alguma funcao de mérito.

A direcao de PQS a partir de um ponto z, com estimativa de multiplicador

de Lagrange A, ignorando a regiao de confianga, é definida como soluc¢ao do problema:

Minimizar d" H(x, \)d + V,L(z,\)Td + L(z, \)
deR"
(4.4)
sujeito a:  Ju(x)d = —h(z)

r+de

onde H(x,\) ~ V2 L(x,\) é uma aproximagao da Hessiana do Lagrangiano com res-
peito a . Vamos chamar a direcao solu¢ao desse problema de PQS Pura d,,. Essa

direcao pode ser obtida também por uma iteragao do método de Newton para anular o
sistema KKT:
V(@) + Ju(z)A

F(z,\) = hz)
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Capitulo 4. Introducao a métodos de Restauracao Inexata

Nesse caso teriamos que

V2, L(z,\) Ju(z)T dpq _ —Vf () = Ju(@)"A 7 (4.5)
Jn(z) 0 dy —h(@)

que sdo exatamente as condigbes para anular o sistema KKT do problema (4.4), para
H(z,\) = V2L(z, \).

E sabido que se dp, for sempre aceito no método de Programacao Quadrética
Sequencial entao o método tem, sob hipdteses adequadas, convergéncia local superlinear
se supusermos boas estimativas para os multiplicadores de Lagrange e para a hessiana
do Lagrangiano, e quadratica no caso em que, além das boas estimativas para os multi-
plicadores, tivermos H(z,\) = V2 _L(z, \). Isso é consequéncia imediata dos resultados
do método de Newton e a formulacao (4.5). Como d,, ¢ obtida minimizando um modelo
quadratico do Lagrangiano no espaco tangente das restrigoes é interessante que uma
fungao de mérito envolvida na globalizacao esteja relacionada com L(z, ) para que haja
uma maior possibilidade de que d,, seja aceita. De fato, em [43] foi apresentado para
o problema com apenas igualdades um critério para aceitar um novo iterando baseado

no Lagrangiano Aumentado de Powell, Hestenes e Rockafellar [60, 91, 95]
6w, X p) = (@) + NTh(z) + £ ||h(2)]”.

Também em [43] foi demonstrado que, sob hipdteses bem razodveis, d,, ¢ aceita quando
o ponto corrente estd numa vizinhanca da solucao, e portanto este método nao tem
efeito Maratos.

Um inconveniente dos métodos PQS é a possibilidade dos subproblemas se-
rem invidveis. Uma observacao é que eles também tratam simultaneamente otimalidade
e viabilidade. Embora nao sejam feitas avaliacoes de restri¢oes na resolucao do subpro-
blema, o fato de tentar resolver os dois objetivos de uma s6 vez pode fazer com que o
método gaste esfor¢o desnecessario ao tentar resolver um objetivo dificil e outro facil si-
multaneamente. Outra observagao importante é que estamos utilizando um modelo do

Lagrangiano no ponto x mas o espago afim J,(z)d = —h(z), resultante da linearizagao
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das restri¢oes pode estar longe do ponto z. A Figura 4.1 ilustra essa situagao. Se isso
ocorrer o modelo quadratico pode nao ser parecido com o Lagrangiano nos pontos de
interesse e consequentemente a direcao de PQS pode ser rejeitada pela funcao de mérito.
Nesse caso, um novo problema de programacao quadratica deve ser resolvido para en-
contrar uma nova diregao. Visto isto é coerente pensar se nao seria interessante fazer
o modelo quadratico do Lagrangiano em algum dos pontos de interesse na linearizagao

das restrigoes.

—

Curvas de
nivel do
Lagrangiano Xice1

/ 1

Figura 4.1: No método de PQS o modelo quadratico é construido com informagcoes do

ponto x o qual pode estar afastado da linearizacao. Além disso se a regiao de confianca

for pequena ela pode nao interseccionar a linearizacao.

Os métodos de Restauragao Inexata (RI) tentam aproveitar todas as ob-
servacoes anteriores. Como ja foi dito, por trabalhar em fases diferentes a otimalidade
e a viabilidade, o método pode utilizar melhor a estrutura do problema. Vamos des-
crever agora, de forma geral, as ideias principais de como executar cada uma dessas
fases. Na fase de restauracao, dado um ponto z, primeiro encontramos um ponto mais
vidvel y sem piorar muito a otimalidade. Geralmente esse passo é feito resolvendo

inexatamente a linearizacao das restricoes em x, possivelmente dando um passo do
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Capitulo 4. Introducao a métodos de Restauracao Inexata

tipo Newton. Depois disso, na fase de otimalidade, construimos um modelo quadratico
do Lagrangiano em y. Computamos a direcao de otimizacao minimizando o modelo
quadratico no espago tangente da superficie de nivel das restrigoes em y. Por estarmos
no espago tangente J,(y)d = 0 a deterioracao da viabilidade é limitada, e além disso,
os subproblemas sempre tem conjunto vidvel nao vazio, pois d = 0 é factivel. Apods
a obtencao de d testamos se uma funcao de mérito aceita o passo. Caso ele nao seja
aceito testamos outros pontos mais préximos de y;. até que algum deles seja aceito. A
Figura 4.2 ilustra esse processo.

Observe que a obtenc¢ao da direcao de otimalidade vem de um problema de
programagcao quadratica e, como em PQS, no caso de nao usarmos regioes de confianca,
também vamos denotar a direcao de otimalidade por d,,. Observe também que caso os
iterandos da fase de otimalidade da RI forem sempre factiveis nao é necessario fazer a
restauracao e portanto os métodos de PQS e RI coincidem um com o outro.

Para Martinez e Pilota em [80] o subproblema é resolvido em uma regiao de
confianca e com uma funcao de mérito envolvendo f e nao o Lagrangiano como medida
de otimalidade. Em [78] o subproblema proposto por Martinez ainda é resolvido em
uma regiao de confianca mas a fungao de mérito envolve o Lagrangiano, o que melhora
as chances do passo dp, ser aceito. Outro método global, e de mais facil compreensao,
é proposto por Fischer e Friedlander em [53]. Nesse artigo é usada busca linear como
estratégia de globalizacao, a fun¢ao de penalidade exata (pf(z) + (1 — p)||h(x)||) e é
demonstrado que p fica afastado do zero. Em [59] Haeser propoe uma gama de diregoes
Newtonianas, mais promissora que a diregdo do tipo gradiente sugerida em [53], que se
enquadra na teoria de [53]. Um dos resultados deste trabalho, que serd apresentado no
Capitulo 5, é mostrar uma extensao do Algoritmo de Fischer-Friedlander na qual valem
todas as propriedades demostradas em [53]. Para isso vamos usar as dire¢oes propostas
em [59] e considerar o Lagrangiano Afiado (p(f(z) + ATh(z)) + (1 — p)||h(z)]]) como
funcao de mérito.

Em [29] Birgin e Martinez propdem um método local onde a restauracao e

a otimalidade tem apelo Newtoniano e provam convergéncia superlinear e quadratica,
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minimizador, minimizador,

Xk

h(Yx)+Jn(Yx)d=h(Yx)

minimizador,

Figura 4.2: Sequéncia de passos realizados em iteracoes de Restauracao Inexata. Pri-
meiro um ponto mais viavel y; é obtido. Depois é construida a linearizacao da curva de
nivel das restrigoes nesse ponto. E construido também em Y, um modelo quadratico, o
qual é minimizado inexatamente sujeito as restri¢oes lineares encontrando zj. E feito
o teste se uma funcao de mérito aceita esse ponto. Caso ele nao seja aceito testamos
outros pontos mais préximos de y, até que algum deles seja aceito. Uma vez que o
ponto é aceito o processo continua fazendo mais iteracoes até que um critério de parada

é satisfeito.

dependendo das escolhas feitas nos subproblemas. Também no Capitulo 5 vamos refa-
zer os resultados de [29] medindo o residuo de forma mais natural e fazendo com mais
rigor a demonstracao de convergéncia quadratica, deixando mais claros tais resultados.
Ainda no Capitulo 5 vamos propor uma estratégia hibrida entre nossa modificacao do
Algoritmo global de Fischer-Friedlander e o Algoritmo local Birgin-Martinez, obtendo
assim um método global com convergéncia quadrética e superlinear. No Capitulo 6 pro-

pomos um algoritmo parecido com o de Fischer-Friedlander mas com uma regularizagao
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Capitulo 4. Introducao a métodos de Restauracao Inexata

como estratégia de globalizacao e mostramos sua utilidade em problemas de otimizagao
em que as derivadas da funcao objetivo nao estejam disponiveis. No Capitulo 8 propo-
mos um novo método de Restauracao inexata para problemas de programacao em dois
niveis seguindo as ideias centrais de [10] e uma extensao dessa ideia para problemas

com restricoes de equilibrio.
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Capitulo 5

Um método hibrido de Restauracao

Inexata

O objetivo central deste capitulo é propor um método global de Restauracao Inexata
que tenha convergeéncia local quadratica ou superlinear. Como vimos no Capitulo 4,
estas taxas de convergéncia estao associadas com escolhas Newtonianas e com o fato da
funcao de mérito nao rejeitar esta escolha numa vizinhanca da solugao. Para o problema
apenas com restrigoes de igualdade foi mostrado em [43] que, sob hipéteses adequadas,
uma escolha particular de Lagrangiano Aumentado como fungao de mérito evita o efeito
Maratos, ou seja, faz com que o passo Newtoniano seja sempre aceito numa vizinhanca
de uma solucao. Para o caso de desigualdades um método de identificagao das restrigoes
ativas, tal como o proposto em [101], pode garantir o mesmo resultado. Nesses casos
obtemos as boas taxas de convergéncia para esses métodos. Pensando nisso, estendemos
os resultados do método global de Fischer e Friedlander em [53] substituindo, na fungao

de mérito, a funcdo objetivo f(z) pelo Lagrangiano L(z, \).

Um algoritmo local de Restauracao Inexata com convergéncia superlinear ou
quadrética foi proposto por Birgin e Martinez em [29]. Neste capitulo vamos apresentar
alguns dos resultados referentes ao Algoritmo Birgin-Martinez modificando ligeiramente

os enunciados do artigo original. Estas modificagbes tem o propésito de deixar mais
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Capitulo 5. Um método hibrido de Restauracao Inexata

natural a maneira de medir o residuo referente aos iterandos do algoritmo. Dessa forma
as demonstragoes ficam mais claras, e nos possibilitam demonstrar com maior rigor a
convergencia quadratica. Além disso vamos mostrar que em casos especiais o passo 1 do
algoritmo de Fischer-Friedlander satisfaz as condicao do algoritmo de Birgin-Martinez.

Mesmo considerando o Lagrangiano na fun¢ao de mérito do Algoritmo glo-
bal Fischer-Friedlander nao foi possivel demonstrar que nossa modificagao garante que
estamos livres do Efeito Maratos. Dessa forma construimos uma estratégia hibrida
global-local combinando os Algoritmos Fischer-Friedlaner e Birgin-Martinez. Nossa
proposta é uma estratégia watchdog em que sempre que possivel tentamos o método
local mas salvaguardamos com o método global de forma a obtermos um método global
com convergéncia quadratica ou superlinear.

O problema alvo deste capitulo continua a ser o problema com restricoes de

igualdade e caixa (4.1).

5.1 Algoritmo Fischer-Friedlander

A seguir vamos apresentar nossa extensao do Algoritmo Fischer-Friedlander em que sera
usado o Lagrangiano Afiado como fungao de mérito. Vamos utilizar também a proposta
de diregao de otimizagao exibida por Haeser em [59] que se encaixa na teoria do algo-
ritmo original e que é mais promissora do que a sugerida em [53]. Vamos demonstrar
a boa definicao do algoritmo e provar suas propriedades de convergéncia. Para nossa

andlise vamos definir o Lagrangiano Afiado ®(x, A, p) = pL(z, \) + (1 — p)||h(x)]|.
Nosso algoritmo global modificado, esta descrito a seguir.
Algoritmo 5.1

Sejam r € [0,1), 5,7 > 0 constantes algoritmicas e 2, C R™ um compacto.

Passo 0: Escolher xg € Q, A\g € Qy, po € (0,1) e fazer k = 0.
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5.1. Algoritmo Fischer-Friedlander

Passo 1: Escolher y, € (2 e A1 € Q) tais que

1Ryl < rllh(ze)ll, ouseja, [A(y)ll — A(zr)]l < = (1 = r)l|h(ze)]],
L(yks Arsr) < L, M) + Bl ()]

Passo 2: Escolher pj.1 € {27py, : i € N} o maior possivel tal que

(1= r)([[PCyi) | = [P Cr)])-

N —

DYk, Akr1, Prr1) — @(hy Ak, prgr) <

Passo 3: Computar a direcao de busca para otimalidade d; como solugao

do modelo quadratico:

Minimizar dTH(yk, )\k+1)d + VxL(yk, )\k+1)Td + L(yk, )\kJrl)

deR"
(5.1)
sujeito a:  Jp(yg)d =0
yr + d € €.
Passo 4: Determinar t; € {27 : i € N} o maior possivel tal que
L(ye + trdi, Ae1) < L(ye, Aeya) — vEelldil? (5.2)

1
C(yn + tudis At preer) = (@i Ay pret) - < S =) (1h(y)ll = 1(za)]]) (5-3)

Passo 5: Fazer xp 1 = yp + trdi, k = k + 1 e voltar ao passo 1.

Além do uso da direcao de otimizacgao sugerida em [59], do Lagrangiano
Afiado como func¢ao de mérito e dos multiplicadores de Lagrange desde a fase de res-
tauracao, o Algoritmo 5.1 difere do original apresentado em [53] pois exige o teste da
condicao 5.2. Esse teste é necessario para garantir a convergéncia do método e ja foi
incluido por Fischer e Friedlander nas novas publicacoes sobre o algoritmo.

Vamos agora provar que o algoritmo global estda bem definido. Para de-
monstrar que sempre é possivel executar o passo 1 seguimos a demonstragao em [53].

Primeiramente vamos precisar de um resultado que limita a distancia de um ponto ao
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conjunto viavel pela norma das restri¢goes h nesse ponto. Em [53] é usado um lema do
artigo de Robinson [94] para assegurar esse resultado. As hipoteses deste lema sdo que
2 é uma caixa limitada, isto é Q = {z € R"|l < z < u}, com —o0 < [; < u; < 00, 0

que é assumido na defini¢ao do problema (4.1), e que vale MFC(Q para todo
reV=Qn{zlh(zx)=0}.

Lema 5.1.1. Suponhamos que valha MFCQ para todo ponto z € V entao existem
d(z) > 0 e & > 0, independente de z, tais que dist(z,V) < &l|h(z)|| para todo x €
QN B(z,0(2)).

Demonstracao: Ver Coroldrio 1 de [94]. O

Acreditamos que um resultado mais geral, que utiliza a condi¢ao de quali-
ficagao mais fraca CRSC, possa ser mostrado. No Teorema 5.4 de [14] os autores provam
um resultado muito semelhante ao Lema 5.1.1. Entretanto nds nao conseguimos ver
facilmente que é possivel tirar a dependéncia de z em £ no caso em que €2 é compacto.

O préximo lema assegura que o limitante do erro valha em todo 2.

Lema 5.1.2. Suponhamos que valha MFCQ) para todo ponto z € V', entao existe & > 0,
independente de z e x, tal que dist(x, V) < {||h(x)|| para todo x € Q.

Demonstragao: Vamos considerar nessa demonstracao que d(z) e & sao dados pelo
Lema 5.1.1. Pelo fato de €2 ser compacto e h ser continua temos que o conjunto viavel
V' é compacto. Como U.cyB(z,(2)), é¢ uma cobertura de V', a compacidade garante

que existe uma subcobertura finita, ou seja
VCA= Ui:l,---,NoB<2i7 (5<Zl>)

para algum Ny € N. Como a fronteira de A, que serd denotada por fr(A), é um
conjunto fechado e V' é compacto, existem pontos que realizam a menor distancia entre
fr(A) e V, ou seja, existem zg € fr(A) e zp € V tais que ||zg — 20| < ||z — 2|| para

todo x € fr(A) e z € V. Como A é um conjunto aberto, temos que cada ponto de
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5.1. Algoritmo Fischer-Friedlander

V' ¢é interior de A, e portanto nao estd na fronteira de A. Portanto ||zo — 2| > 0.
Tomando § = M temos que V + 6B C A, onde B é a bola aberta unitéria, e
portanto dist(x, V) < &||h(z)|| para todo x € QN (V +B).

Dessa forma temos que, se Q@ C V' + 0B, entao dist(xz, V) < &||h(z)|| para
todo z € Q. Caso contrério, ) = O\(V + 6B) é nao vazio e compacto e portanto
existem c¢; = sup,.q dist(x, V) < 00 e ca = inf_ g ||A(x)|| > 0. Dessa forma temos que

dist(z,V) < ¢ = 202 < C—1||h(x)||, para todo z € Q.
C2 C2

Portanto, se tomarmos £ = &, + E—; temos que

dist(z,V) <£||h(x)|, paratodo x € Q.

Vamos demostrar agora que o passo 1 estd bem definido sob as hipdteses do

Lema 5.1.2.

Teorema 5.1.1. Suponhamos que V' seja nao vazio e que valha MFCQ para todos
pontos de 'V, entao o passo 1 do Algoritmo 5.1 estd bem definido para qualquer que seja

x € Q.

Demonstragao: Se para cada z € () definirmos d, : V' — R como a fungao que mede

a distancia de cada ponto de V' ao ponto x fixo, isto é

d.(y) = ||z — yl,

terfamos para cada x € {2 uma funcao continua definida num compacto. Dessa forma,
o teorema de Weierstrass garante que existe y(x) € V, ndo necessariamente tnico, tal
que

B o o - .
lz = y(2)]| = mind.(y) = min ||z — y|| = dist(z, V) < {[|A(2)]

Considerando Ly um limitante para ||A|| em €, L; a constante de Lipschitz
de fem Q, e f =L+ (14 )Ly vamos mostrar que tomando y, = y(zx) entdo, para

qualquer \g1 € ), 0 par (yg, Apt1) € aceitdvel pelo passo 1.
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De fato, como ¥, ¢é viavel, temos que

12(yi)l| = 0 < rl[h(z)]],

qualquer que seja r > 0. Deste modo temos que:

Ly, A1) = L, M) = (F () + N hlyw)) = (f (@) + A To())

< f (k) = Sl + e P Cr)l] 4 [ Akl
< Lgllye — el + Lar|[h(ze) [| + Ll 2(xr) |

< Lggllh(ze)ll + (L +r)Lal[A(zn)|

< (Lp€ 4+ 1+ )Ly h(z) |

< Blla(z)l-

Algumas observagoes importantes serao ressaltadas a seguir. A primeira é
que da segunda pra terceira desigualdade da demonstracao da deterioracao limitada
do Lagrangiano poderiamos utilizar que h(yx) = 0 em vez de ||h(yg)|| < r||h(zi)].
Optamos pela demonstracao acima pois ela mostra que na verdade qualquer ponto
que satisfaga [|h(yr)|| < rllh(ze)ll e lye — 2kl < &llA(xx)|| ird satisfazer a condigao
de deterioracao limitada do Lagrangiano. Dessa forma é possivel encontrar o ponto
restaurado construindo uma sequéncia convergente a y(xy) pois ela ird satisfazer essas
condigbes (com outra constante £’ = 2¢) a partir de certo instante. Além disso, se

restaurarmos desse modo, a condigao

L(yr, A1) = Lwr, Ak) < Bl[h(2e) |

nao precisa ser testada no algoritmo, ja que ela é automaticamente satisfeita para algum
[ suficientemente grande e y;, préximo de y(zy).
Em Martinez [78], outro ponto que satisfaz as condigdes do passo 1 é apre-

sentado. As hipdteses para obtermos tal ponto sao mais fortes do que as apresentadas
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5.1. Algoritmo Fischer-Friedlander

aqui. A condicao de qualificacao exigida é a independéncia linear, e nao MFCQ), note
que a presenca da caixa faz com que estas condicoes nao sejam equivalentes. Além
disso, o teorema apresentado em [78] é local, no sentido de que sé vale para pontos
em que as restrigoes ja estavam suficientemente préximas de se anular. Por outro lado,
intuitivamente nao devemos ser muito exigentes em manter a otimalidade quando es-
tamos muito afastados da viabilidade, portanto este nao é um fato que preocupa na
restauracao feita em [78] e é de se esperar que consigamos restaurar em qualquer ponto.
Outro ponto positivo da restauragao proposta em [78] é o apelo Newtoniano que ela
apresenta. Isso tem um papel importante em demonstragoes relativas a taxa de con-
vergencia do método hibrido quando combinamos o Algoritmo 5.1 com o método local
de Birgin-Martinez. A seguir vamos enunciar o Lema 6.1 de [78], onde s@o apresentados

tais fatos.

Lema 5.1.3. Lema 6.1 de [78]

Para cada x € Q) defina:
T(x) =1y € Q; Ju(x)(y — =) + h(x) = 0},

Se T'(x) # @ denotamos y(x) = argmin{||ly — z||;y € T'(z)}. Seja r € (0,1), e supo-
nhamos que todos os pontos de €1 sejam requlares. Entdo existem € > 0,& > 0 tais que,

se ||h(z)]] < € valem:

T(x)# @
1Ay (@) < rllA(2)]
ly(z) =zl < £l ).

Demonstracao: Ver Lema 6.1 de [78§] O

Sendo assim, o ponto y(z) cumpre as condigoes suficientes para satisfazer a
condi¢ao de deterioracao limitada do Lagrangiano, conforme a observacao apds a de-

monstracao do Teorema 5.1.1. Mais uma vez temos que a condicao de deterioracao
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limitada do Lagrangiano nao precisa ser testada nas implementacoes praticas do algo-

ritmo.

Para mostrar que o passo 2 estd bem definido vamos mostrar que se p <

1-r = / .
531 entao ele serd aceito.

Demonstragao: De fato, neste caso terfamos que p(8+1—7r)— (1 —7r) < —

portanto, ja utilizando que o passo 1 foi feito com sucesso, temos

D (Yr, Aes1, p) — P(Tk, Ak, p)

ININIA

IN

P (LY, Aes1) — L(xn, Ax)) +

(1= p) (Il = A

oIl — (1= p)(1 = )1z

(p(B+1 = r) — (1= )|
L e

2
Iyl = 1azx)I])-

1—7r
2

1—r
2

)

e

Deste modo a sequéncia dos parametros de penalidade esta afastada do zero

pois pr > min {m, po}, e consequentemente, como py € nao crescente, concluimos

que pr = p ¢é constante para k suficientemente grande.

O

O passo 3 estd bem definido se H(yx, \p11) € positiva definida, pois neste

caso o problema (5.1) consiste em minimizar um modelo quadrético estritamente con-

vexo num hiperplano (observe que d = 0 é vidvel para (5.1) ), o que se trata de um

problema bem estabelecido na literatura.

Antes de demonstrar que o passo 4 esta bem definido vamos provar algumas

propriedades da diregao de busca. Estas propriedades, bem como os lemas necessérios

para suas demonstragoes, foram provadas por Haeser em [59] para o algoritmo original.

Lema 5.1.4. Lema 3.32 de [59]

Se f: R — R € continuamente diferencidvel e t € R entao:

' / (F'(tz) — f/(0))dz =

f(t) = £(0) = £(0)
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Demonstracao: Para t = 0 o resultado ¢é evidente. Para ¢ # 0 temos que

tjﬁlgfxtx)-f”an)dx _ tjglfKtx)dx——thO)jglldx

:t<ﬂzn—f%ﬂ0—¢ﬁm
= f({t) = f(0) - tf"(0)

0J
Para F': R™ — R™ podemos aplicar o Lema em f(t) = F;(y + td) de forma

a obtermos que:

F(y+td)=F(y)+ tJF(y)d—l—t/Ol (Jp(y + tzd) — Jp(y)) ddx. (5.4)

O préximo resultado que apresentaremos é o Lema 3.33 de [59], o qual
demonstraremos novamente aqui apenas por conveniéncia e para acrescentar os detalhes
de estarmos trabalhando com o Lagrangiano e nao com a funcgao objetivo e o fato de

que a equagao (5.5) vale para todo ¢t > 0.

Lema 5.1.5. Lema 3.33 de [59]
Suponha que os gradientes de f e h sao Lipschitz continuos em ) e que as matri-
zes H(yg, \g11) sao escolhidas de forma que sejam uniformemente definidas positivas.

Entao existem constantes positivas v, ¥ e T tais que
1A Cys + tdi) || < 1h(yw)ll + 7 (1 del?, (5.5)

para todot > 0, e

L(yg + tdy, Mes1) < Ly, Aes1) — vt dil]? (5.6)

para todo t € [0, 7).
Demonstracao: Aplicando (5.4) com F'(y + td) = h(yx + tdy) temos que:
1
0
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Pela viabilidade de dj, para (5.1) temos que J,(yx)dr = 0 e portanto

h(yk + tdk) S h(yk) +1 /01 (Jh(yk + tl‘dk) — Jh(yk)) dk dx

< )+t [ W+ )~ )] Nl
< h(yx) +t/01LJh||yk + tedy — yil|||di]| do

< )+ Lol [ ol

< hlye) + el

Denotando 7 = L% obtemos (5.5).

Para demonstrar (5.6) observe que do fato de dj, ser solu¢ao do subproblema

(5.1) e d = 0 ser viavel para (5.1) temos que:
L(yk, Me1) = dig H(Yp, Mes1)die + Vo LYk, A1) die + LYk, M),

portanto,

VoL (Y, M1 ) die < —di H (yn, Aes ) dy.

Pelo fato das matrizes H(yg, Ag+1) serem uniformemente definidas positivas temos que
dF H (yg, Mey1)di > o1]|dg||?, onde o > 0 é um limitante inferior para o menor autovalor

de H(yk, A\g+1) para todo k. Desse modo
VL (Y, Met1) T die < —o1]|d |-
Observe que pela viabilidade do subproblema (5.1) o resultado acima é equivalente a

fo(yk)Tdk < —o||dg]?
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Aplicando (5.4) com F(y + td) = L(yg + tdy, A\g41) temos:

Ly + tdg, Mev1) = L(Yks Mey1) + tV L(Yks Aeyr) T dy, +
1

+t/ (VL(yk; + th‘dk, )\k-i-l) — VL(yk, )\k+1))T dk dx
0

< L(yg, Mey1) — ont||di]]* +
1
+t / (VL(yr, + tedy, Mos1) — VLY, Meir)) " di| da
0
< L(yka)\kJrl)_UltHdkHQ“'
1
T / | (VLo + tod Aesr) — VLG M) 1] de
0
1
< Ly Aesr) — ortldul® + ¢ / Lozl + tady — yulllldell da
0
1
g L(yk,)\kJrl)—JltHdkHQ—FLVLtQ”dkHQ/ .CEdiL‘
0
Lort
< LYk, Aey1) — (01— VZL )t”dszQ'

o1
2LvyL

Logo, para vy = % e T = temos que vale (5.6). O

De posse dessas propriedades, vamos mostrar agora que o passo 4 esta bem

definido sob as hipoteses das mesmas.

Demonstragao: A condigao (5.6) ja garante que (5.2), a primeira condi¢do do passo

4, estd bem definida, pois qualquer t < 7 satisfaz essa condigao. Para (5.3), a segunda

¥(1-p)’
nessas condigoes temos que (1 — p)yt — py < 0 e que valem as condigoes (5.5) e (5.6).

condi¢ao, vamos mostrar que se ¢ < min {—% T} entao ele serd aceito. De fato,

Sendo assim, como no passo 2 exigimos que P(yx, ki1, Prr1) — P(Tp, Ak, pra1) < %(1 —

r)([|~(yx)]| — [|h(zk)]|), € provamos que py > p, para todo k, temos que
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D (yr + tdp, Mg, prv1) — @@, Ay 1) = Py + Uiy Aty Prr1) — P(Yrs Arg1s Prt1) +

F@ (Y, Mot 15 Prg1) — P(T, Ay Prs1)

< pra1 (L(yg + tdi, Aev1) — L(yg, Aes1)) +
+(1 = prgr) (1P(yr + tde) || = ([P (yw)||) +
oL UGl — )

< oyt gl + (1= pron) 72 e +
LGl ~ Ih )

< —pyt||dill? + (1= p)3t3||di ) +
LRl G )

< ((1=p)3t = pn)tldel? +
)] = G )

< LTl - IhG ).

2

Sendo assim, o passo 4 estd bem definido, e mais ainda, a sequéncia {t;} esta afastada

do zero pois t, >t = min{Q—;y(?_—ﬁ),% } U

Note que para testar esta segunda equagao do passo 4 nao ha necessidade
de conhecermos nem v nem 7. Basta a existéncia destas contantes para provarmos a
possibilidade da condicao desejada ser satisfeita para t suficientemente pequeno. En-
tretanto, no passo 4 devemos testar também se a equagao (5.2) é satisfeita. Nesse
caso temos um problema pois devemos conhecer a constante algoritmica ~, a qual pode
depender do limitante para o menor autovalor das aproximacoes das Hessianas utiliza-
das. Caso tenhamos uma boa estimativa para o, é possivel encontrar v de forma que
a condigdo (5.6) valha pois basta tomar qualquer valor tal que v < o1, e 7 = %

Observe que também nao é necessario conhecer 7, basta sua existéncia para garantir
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5.1. Algoritmo Fischer-Friedlander

que t suficientemente pequeno sera aceito pelo passo 4.

Nada impede que a condigao (5.6) valha para algum 7 mesmo que v > o;.
Dessa forma poderiamos tentar ser mais exigentes com o decréscimo suficiente esco-
lhendo v > %, mesmo se tivéssemos uma boa estimativa para o;. Nesse caso, e no de
nao termos uma boa estimativa para /o1, uma alternativa seria usar uma estratégia
que chamaremos aqui de busca dupla. Isso se faz necessario pois nao teriamos certeza
que existiria 7 de forma que a condicao (5.6) valha para o valor de 7 escolhido. O algo-
ritmo usando essa estratégia segue como o algoritmo global com pequenas modificagoes
na inicializacao e o passo 4 substituido pela estratégia de busca dupla. No passo 0 sao
acrescidos os seguintes procedimentos: “Escolha 7, inicial positivo qualquer, considere
uma sequéncia decrescente tendendo a zero {s;} e faga j = 0”. Ja o passo 4 passa a

Ser:

a) Considere as relagoes:

t

V

Sj (57)
Ly, Ae1) — wtlldil> e (5.8)

1
C(ye + trdie, M, prerr) = (@, A prerr) - <0 (L= 7)([ACye) | = I~ (ze)]]) (5.9)

IN

L(yx, + tdg, Aps1)

b) Facat =1

c¢) Se valem (5.7),(5.8) e (5.9):

Faca ty =t, Yx11 = Y& € V4 ao passo 5.

d) Se vale (5.7) mas nao valem (5.8) e/ou (5.9)

Faca t = L e volte ao passo 4.c).

e) Se nao vale (5.7) faga j = j + 1, vx = % e volte ao passo 4.b).

Provemos agora que esse novo passo 4 também esta bem definido e que a

partir de certo instante 7, se mantém constante e portanto desse momento em diante
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o passo 4 alternativo é igual ao passo 4 original.

Demonstragao: Vamos mostrar que o passo 4.e) é realizado um numero finito de
vezes, portanto 7, ficard constante a partir de certo momento. Nesse caso a busca
linear serda bem sucedida de algum momento em diante, pois caso contrario t; seria
pequeno suficiente e ndo valeria (5.7).

Primeiramente note que se t satisfaz (5.8) para v, = 4 entao ¢ satisfaz (5.8)
para v < 4, pois estamos exigindo um decréscimo menor neste caso. Suponhamos

agora que ko seja tal que v, < o7.

g1
2Lvr,

Pela demonstracao do Lema 5.1.5 sabemos que se 7 = entao todot < 7

7} sabemos

satisfaz a (5.8) para todo k > k. Mais ainda, denotando 7 = min{%,
h

que t < 7 satisfaz a (5.9).

Logo, para s;, < min{Z, 1} existe t € {27°,i € N}, ¢t > s, que satisfaz (5.8)
e (5.9) para k > ko. Portanto serd aceito pelo passo 4.c) e o passo 4 terminard em
tempo finito. Desse modo vemos que se k > kg e j > jo 0 passo 4.e) nao é mais feito
e consequentemente 7y se mantém constante a partir de certa iteragao e ¢ se mantém

afastado do zero. O

Uma vez mostrado que o algoritmo estd bem definido vamos mostrar um

teorema associado a viabilidade dos pontos limites do algoritmo.

Teorema 5.1.2. Supondo que {xy} seja uma sequéncia gerada pelo algoritmo, entdo

D (e = 6 < oo
k=0
Além disso, todo ponto limite de {x1}, ou de {yx}, € vidvel.
Demonstracao: Para k > ky, onde p, = p os passos 4 e 1 do algoritmo garantem que
_ _ 1 1 9
C (@1 A1, P) = Bl v, p) < (1= 1) (IR | = [hzi)]) < =5 (1 = )7 Alaw)l]
portanto:

82



5.1. Algoritmo Fischer-Friedlander

=
(1, My ) = D(hgs Mgy D) = D Py, Aeg, p) — B, A, )

< Y50 =Pl

k=ko

Como ®(x, A\, p) é continua nas variaveis (x, A) e 2x 2, é um compacto temos

que ® ¢é limitada inferiormente e portanto S' = 3772 ||h(x)]| é limitada superiormente.

Como S ¢é uma série crescente, temos que ela é convergente, e portanto Y, ||h(zx)|| =

6 < 00. Dessa forma temos que o termo geral ||h(zy)|| converge a zero e como ||h(yx)|| <

||h(zx)|| também temos que ||h(yx)| e, consequentemente, tanto h(zy) quanto h(yy),

convergem a zero. Supondo que Z seja um ponto limite de {z}, ou seja existe K7 C N
tal que h

lim z, = 7,
ke K4

teremos pela continuidade de h que

h(z) = lim h(zy) =0,

keK,

e portanto z é vidavel. Com raciocinio completamente analogo para os pontos limites

de {yx} concluimos a demonstragao. O

O proximo resultado que vamos demonstrar é que a direcao dj vai a zero.
Este resultado segue da demonstracao feita em [53] para o fato andlogo quando consi-
derada a funcgao objetivo ao invés do Lagrangiano na funcao de mérito.
Demonstragao: Pelos passos 1 e 4 temos que L(zg11, Aer1) — L(Yr, Aer1) < =t di?

e L(yk, \e+1) — L(xg, M) < Bl|h(xy)||. Sendo assim

L(xpi1, Mer1) — L(xg, M) = L(@gr, A1) — L(Yky Met1) + LYk, Met1) — L@k, Ax)
—ty||dil|* + Bl|h(z)]]
—t||di||* + BlIh(x)|-

IA

IN
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Deste modo, e pelo Teorema 5.1.2, temos que

!
L(zp1, As1) = L(wo, Ao) = D (L(wg, Aer) — L(ae, Ai))

k=0

I I
< =) Nl + 8 1Al
k=0 k=0

l
< =yt dil® + Bo.

k=0

|? é limitada,

. ’ l
Como L é continua num compacto, devemos ter que >, _, ||d

e portanto ||dx|| , e consequentemente dj,, convergem a zero. O

Por fim, o ultimo resultado que vamos mostrar se refere a qualidade dos

pontos limites gerados pelo algoritmo.

Teorema 5.1.3. Suponhamos que 2 é uma caiza limitada, que dy = d(yx) € escolhida
de acordo com (5.1), que existe M > 0 tal que ||H (yx, A1) || < M e que § = limyek, Y.
Entaoy € AKKT do problema original. Sendo assim, se y satisfaz a CPLD entdo 1 é
KKT to problema original.

Demonstragao: Do Teorema 5.1.2 ja sabemos que h(y;) converge a zero. Como as
restrigoes de (5.1) sdo bem qualificadas, pois sao lineares, valem as condi¢oes KKT para

o subproblema, ou seja, existem g, V4 > 0 e v > 0 tais que

H (yg, Mewr)di + V() + Tn(y) " Mer + Jn(un) " s — v + v = 0, (5.10)
Jn(yr)dy =0

[ <yptdy<u (5.11)

=y — di)i[vi]i =0 e [yr +dix — uls[v})s = 0. (5.12)
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5.1. Algoritmo Fischer-Friedlander

De (5.11) temos que
—lldilloc + 1 < yp < u+ [ldi oo,

De (5.12) temos que [vL]; = 0 se [l — yx — di]; < 0, ou seja [VL]; = 0 se [l — yx]; < [di]s,
logo [V1]; = 0 se [l — yr)i < —||dilloo (POis [l — yr)i < —||di|leo implica [l — yxl; < [dg]i)-
Analogamente [V}]; = 0 se [yx + dp — u]; < 0, ou seja [v)]; = 0 se [yp — ul; < —[dki,
portanto [v}]; = 0 se [yx — u); < —||dk||o. Por fim, se definirmos v, = Agy1 + g, da

relagao (5.10) temos que

IV () + Tn(ye) v — vy + viell = 1 H (Y, Aegr)di |- (5.13)

Sendo assim, se definirmos ¢, = max{||H (yx, Ae+1)dk ||, [|dk||oos ||P(vx) ||}, teremos que

valem
IV (k) + Tn(ye) v — v + vl < e,
1A (ye) || < e,
[ —er <yp < u+ e,
[ —yi)i < —ex = [VL]i = 0,
e

lyp —ul; < —e, = )i =0,

ou seja, temos que yy é €,-KKT do problema original (4.1). Como || H (yx, Ak+1)|| < M
para todo k temos que || H (yx, A\g+1)dg|| converge a zero, uma vez que dy, converge a zero.
Dessa forma temos que €, converge a zero e portanto § é AKKT [15]. Consequente-

mente, por [19], teremos que, se as restri¢oes em ¥ satisfazem a CPLD, entao i é KKT. [

Uma observacao importante é que as demonstracoes das propriedades do
método modificado seguem de perto as demonstragoes feitas em [53] e os resultados
sao basicamente os mesmos. Isso ja era de certa forma esperado pois na demonstracao

da boa definicao do método mostramos que, com escolhas adequadas das constantes,
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qualquer estimativa do multiplicador poderia ser aceita. Em particular, se o vetor nulo
pertence a {2y, poderiamos adota-lo em todas as iteracoes. Nesse caso, nossa extensao
coincide com o método original apresentado em [53]. Entretanto, se supusermos boas
aproximacoes dos multiplicadores de Lagrange nosso método tem melhor expectativa
de aceitar o passo 1 e assim obtermos melhores taxas de convergeéncia.

Pelas consideragoes anteriores seria importante mostrar uma atualizagao na-
tural dos multiplicadores de Lagrange e apresentar resultados de convergéncia também
para as variaveis duais. Para fazer isso basta olhar com um pouco mais de atencao a
demonstracao do teorema anterior para ver que a relagao (5.13) sugere a atualizacao
Akio = Ve = Apr1 + M. Para assegurar que Mgy permaneca em (), fazemos a projecao
de A\i 4y em . Como o subproblema de programacgao quadratica resolvido na fase de
otimizacao pode fornecer os multiplicadores py praticamente sem esforco algum, temos
que esta atualizacao é muito barata computacionalmente. Além disso, com hipdteses
adequadas, podemos provar a convergéncia da sequéncia {A;}, conforme apresentado

no teorema a seguir.

Teorema 5.1.4. Suponhamos que y* = limgex, yx Seja um ponto limite reqular gerado
pelo Algoritmo 5.1. Denotemos por \* o vetor de multiplicadores de Lagrange associado

a y* e as restrigoes h(x) = 0. Entdo a sequéncia {\y2} converge a \*.

Demonstracgao: Pela regularidade de y* temos que todo ponto suficientemente préxi-

mo de y* também serd regular. Logo, k € K; suficientemente grande, a expressao

V) + Jn(ur) v — vk + v = —H(yg, A1) dy

fornece solugdo tnica para 7, i e v dada por:
vh | = AV f(yr) — AcH (Yr, Aeyr)dy, (5.14)

onde Ay, é a pseudo-inversa de ( gy (yk)T N ) Como a pseudo inversa é continua

e H(yx, Ak+1)dx converge a zero se tomarmos o limite em (5.14) para k € K; indo para
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infinito temos que

vl | = ANV (),

onde A, é a pseudo-inversa de ( Jh(y*)T N > Pela regularidade de y* temos que

v* = A", ja que a expressao dos multiplicadores em y* é tinica. Portanto limgex, Api2 =

A*. U

Um exemplo classico de que a funcao de mérito adotada pode sempre rejeitar
o passo 1, independentemente de quao perto de uma solucao quanto estivermos, foi
apresentado por Maratos em [75]. A seguir vamos exibir este exemplo e mostrar que
o método original de Fischer-Friedlander apresenta efeito Maratos mas nossa extensao
nao. Para isso vamos supor que o multiplicador A\, utilizado é igual ao multiplicador
na solucao. Como ja mostramos uma atualizacao que converge para o multiplicador
exato, parece que com apenas um esfor¢o algébrico um pouco maior o resultado valha
mesmo que nao soubéssemos o valor desse multiplicador.
Considere o problema
Minimizar 2(z3 + 22 — 1) — x;
(5.15)
sujeito a:  (z + 22— 1) =0,
A solugao é evidentemente x* = (1;0) associada ao multiplicador de Lagrange \* = —%.
Entretanto, se estivermos em um ponto viavel, nao importa quao préximo da solugao
ele esteja, desde que nao estejamos nela, o passo proveniente do modelo quadréatico no
espaco tangente nao sera aceito pela funcao de mérito usada por Fischer-Friedlander

em [53]. Vejamos isso. O Lagrangiano e suas derivadas para o problema seriam:
L((z39),\) = 2+ ) (2] + a3 —1) —a

2(2 + )\)l‘1 —1

VeL((z;9),\) = 224 )

87



Capitulo 5. Um método hibrido de Restauracao Inexata

22+ A 0
V2L ((z;y),\) = ( ;_ ) 23 X
Il—]_
Vo L((x3y), \") =
0
V2, L((z;9), \) = 1

Vamos usar a Hessiana verdadeira e o multiplicador de Lagrange exato associado a
solucao do problema para construir o problema quadratico para encontrar a direcao
de busca. Considerando que estamos em um ponto viavel podemos escrever r = y =
(cos(f);sen(f)) e o subproblema seria

Minimizar 3 (d? + d3) + (4cos(f) — 1)d; + 4sen(6)ds

(5.16)
sujeito a: 2 cos(0)d; + 2sen(f)dy = 0.

A solugao de (5.16) é d = (sen?(0); —sen(f) cos(9)). A distancia ||y — z*|| =
0
2

2| sen(%)| enquanto ||y + d — z*| = 2sen?(%), logo

ly+d—a] 1

ly === 27

o que indica convergéncia quadratica. Entretanto

h(y 4 d) = sen*(0) > 0 = h(y)

fly +d) = —cos(f) +sen®(0) > —cos(8) = f(y).

Sendo assim, se p € [0,1] e H : R — R é uma funcao crescente qualquer, terfamos que
nenhuma func¢ao de mérito do tipo pf(z) + (1 — p)H(||h(x)||) aceitaria o ponto y + d.
A Figura 5.1 ilustra essa situagao.

Entretanto, se usdssemos a func¢ao de mérito ®(z, A, p) = pL(z, \) + (1 —
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N 2 ¢ 3
p)||h(z)|| com A = X" e p > £ terfamos que 1 — % < 0 e consequentemente

o (y +d, —g,p) — <y, —g,p> O (1 - %) sen?(0) — (—pcos(6)

IN
o

Como z = y temos que h(y) — h(z) = 0 e portanto

2 -2

o (s+d.-3.0) =@ (1-3.0) < 50 - NG - 1))

Ou seja, com essas escolhas, o passo que faz com que a distancia entre o iterando e
a solucao diminua quadraticamente sera aceito. Infelizmente nao temos como garantir
que ao longo de todo o processo iterativo o Algoritmo mantenha pp > % Nesse caso o
passo unitario também poderia ser rejeitado por nossa extensao mesmo para iterandos
arbitrariamente proximos da solucao. Essa observacao é que nos motivou a desenvolver

o método hibrido descrito na Secao 5.3.

()
N\

Figura 5.1: Representacao grafica do exemplo 5.15 que é um caso classico que apresenta
efeito Maratos. O passo t = 1 sempre é rejeitado pela funcao de mérito original de

Fischer-Friedlander, mas é aceito com a nossa funcao de mérito.
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5.2 Algoritmo Birgin-Martinez

Vamos agora apresentar o algoritmo local de Birgin e Martinez [29] e algumas ligei-
ras modificagoes dos resultados tedricos a ele associados além de refazer algumas das

demonstracoes dos mesmos.

Para nossa andlise vamos definir a medida de otimalidade G(z, \) = Py(z —

V.L(z,\))—z, onde Py é o operador de projecao em 2 com respeito a norma Euclidiana.

Com isto, dados K;, K5, K3 > 0 e um par (x,\) diremos que uma iteracao
da Restauragao Inexata com tolerancia r € [0,1), n € [0,1) estd bem definida se for

possivel encontrar y, z € 2 e p € R™ tais que:

[p)Il < i), (5.17)

ly =zl < Kilh(2)], (5.18)

1)z =)l < Kl Gy, VI, (5.19)

1Pa(z = VL(z,A) = Ja(m)" (1= A) =zl < nllG(y A, (5.20)
Iz =yl + llp = Al < KsllG(y, M- (5.21)

No caso em que a iteracao com tolerancia r, n esteja bem definida vamos denotar um
par (z, i) resultante desta iteragdo por N, ,(x, A). Se for possivel gerar uma sequéncia
{(zk, ) } tomando (241, pte+1) = Nege (255 1) = Ni(25, pr), vamos dizer que esta é
uma sequéncia gerada pelo método local com a sequéncia de parametros ry, n, € [0,1).
Uma observagao importante é que se (r,n) < (7,7) e a iteragdo com tolerancia r, n
estiver bem definida, entao a iteracao com tolerancia 7,7 também vai estar, pois os

mesmos y, z e f satisfazem as equagoes menos exigentes (5.17)-(5.21).

Assim como no método global, para andlise de nossos resultados vamos supor
que os gradientes das fungoes envolvidas sejam Lipschitz-continuos e, por simplicidade,

vamos adotar aqui a mesma constante de Lipschitz L para todas as funcoes. Ou seja,
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suponhamos que para todo x,w € Qei=1,2,---m valem:

IVf(z) = Vf(w)| < Lz —w|
IVhi(z) = Vhi(w)|| < Lz — w|
175 () = Ty (W)l < Lz — w]

[h(x) — h(w) — Ju(z)(z — w)|| < L[z — w|]*.
Vamos definir também as constantes:

C = max{Kl, KQ, Kg}
g =2c+cL
Cy = ci
3 =c+22+ AL
— 27
cua=c+c’L
As principais caracteristicas dos pontos resultantes de uma iteracao do método

local estao descritos no teorema a seguir.

Teorema 5.2.1. Suponhamos que (z,11) = N,,(z, ), entdo valem as sequintes desi-

gualdades:

1h(2)] < rlia@)] + ea[IG, M|+ (ex + e ADIIA@)]
Gz, )l < nlIG @ M|+ (er + el AN IR ] +ea [IG(, M+ (er + el A @) 1]
c| G, M)+ (es + calAD A2,
ol|G(z, M)l + (es + cal A [ a(2)

N

IA

Iz = =]

[0 = Al

IN

Demonstracao: Esse resultado é demonstrado no Teorema 2.1. de [29].

Em [29] ¢ definido o residuo como uma medida do grau de “estacionaridade”

de um ponto. Sendo assim o residuo combina uma medida de viabilidade, no caso
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|h(z)||, e uma medida de otimalidade, no caso ||G(z, A)||. Neste trabalho vamos medir
o residuo de um ponto (z, A) como R(z, A) = max{||h(x)|],||G(z, A)|}. Esta maneira de
medir o residuo é mais simples do que a maneira exposta em [29] onde o residuo também
¢ medido como uma norma de (||h(z)]], ||G(z, A)||) mas esta é uma norma implicita que
depende dos parametros e . Com o novo residuo R(z, A) vamos simplificar as relagoes

dadas pelo Teorema 5.2.1. Vejamos como faremos isto

1G(z,A) + (er +  ADTA@IIT < Rla, A) + (e + oA R(z, A)
< (e1 4 el A + 1)R(x, A),

consequentemente

ca [IG(z, M)l + (ex + e MDA < ealer + e2|All + 1)*R(z, A)*.
Da mesma forma

cl|G(z, VIl + (c5 + caADIR(2)| < eR(z,A) + (e5 + cal A R(z, A)
< (e ez + | M))R(x, N).

Deste modo, se (2, 1) = N,.,(z, A), as equagoes do teorema 5.2.1 se reduzem

Ih(2)]| < TRz, A) + caler + oo A + 1)2R(z, N, (5.22)
IGGmII < nler+ e Al + DR(x,A) + caler + cal A +1)*R(w, M), (5.23)
Iz =zl < (c+cs+ellA)R(,N), (5.24)
I = Al < (e 4 s+ callAD Rz, A). (5.25)

Vamos agora demonstrar um resultado analogo ao teorema 2.2 de [29]. Para

isso, dado um par critico (z, A), ou seja,
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vamos definir M = 2||A|| +1 e c5s = (c1 + oM +1).

Lema 5.2.1. Suponhamos que a iteracao da Restauracdo Inexata esteja bem defi-
nida com parametros r,n e (z,p) = Ny,(x,N). Entdo, se max{r,csn} < 6 existem

€rm.0,Orno > 0 tais que, se
Iz = 2l < €nno, € A= All < Gryo

entao valem:

Al < M, (5.26)
[z =z < BR(z, ), (5.27)
= Al < BR(z,\), (5.28)
R(z,u) < OR(x,\). (5.29)

Demonstracgao: Pela desigualdade triangular temos que
A< 1A = Al (A
Dessa forma tomando Jy = ||A|| + 1 temos que se ||A — A|| < & entdo
I < 60 + [|A]l = M,
e consequentemente
(c+ 3+ cq|[ M) R(x, N) < (¢4 ¢35+ caM)R(x, N).
Definindo 5 = (¢ + ¢3 + ¢4 M) as relagoes (5.24) e (5.25) garantem que

Iz =zl < BR(x,A)

I = Al < BR(z, A).
Ainda considerando ||A — || < & a relacio (5.22) nos d4 que

M) < rR(x,A) + caler + el A + 1)°R(x, A)?
< [r+cacER(z, \)| R(z, \).

(5.30)
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Sendo assim, pela continuidade de R(x, \), e o fato de que R(z, \) = 0, temos que para

0 < é€moe0 <o, < dp suficientemente pequenos temos que
[h(2)]| < 6R(z, ),

sempre que ||z — Z|| < €50 € [|A — M| < 60

Analogamente, se consideramos (5.23) temos que

GGl < e+ el + DR@ N + el + el Al + D2R@AP o
< [esn + cac2R(z, N)] Rz, \).

Da mesma forma, temos que para 0 < €., € 0 < 6,,,9 < dy suficientemente
pequenos vale que
1G(z, )| < OR(x, A),
sempre que ||z — Z| < €50 € |A— Al < 0o
Considerando entao 0 < €,,,9 € 0 < d,, 9 < dy suficientemente pequenos de

modo que valham tanto (5.30) quanto (5.31) temos que

R(z, 1) = max{[|h(2)|, |G (=, )]} < OR(z, ).

=

Uma observagao importante é que se r < 7 entao r + c4c2R(z,\) <

IN

_l’_
cs¢2R(z, \) e portanto se 7+ cyc2R(z, ) < 6 terfamos também que 7+ c,c2R(z, \) < 6,
6.

IN

analogamente, n < 7] e c57+c4c2R(z, \) < 6 também implica que csn+ cyc2 R(z, \)

Dessa forma €,,9 > €55.4-

Com o auxilio dos resultados anteriores vamos agora demonstrar os princi-

pais teoremas relativos a convergéncia do método local.

Teorema 5.2.2. Seja (T, \) um par critico. Consideremos as sequéncias de parametros

{r&}, {m}, limitadas superiormente por ¥ e 7 respectivamente, de forma que
max{7,csn} < 0 < 1.
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Suponhamos também que a iteracao da Restaura¢ao Inexata com esses parametros possa
ser completada sempre que || —Z|| < €1 < €rz9 € ||A= Al <01 < 675, onde €75 € 0770

sao referentes ao Lema 5.2.1. Entao:

1. Existem €39 € (0,61] € 6a9 € (0,81] tais que se ||xo — Z|| < €29 € | Ao — A|| < dap
entdo ||z, — Z|| < € e ||M\ — M| < d1, para todo k, e portanto a sequéncia gerada

pelo método local estd bem definida;
2. R(Tps1, Mey1) < OR(z, M) € Rz, M) < 0FR(z0, No);
3. A sequéncia {(xy, \r)} converge a um par critico (., A\);
4o e — 2]l < 2R (20, M) € | — Al < 225 R (20, No), para todo k;

5. Se tomdssemos r e 1 dependendo de k, ndao crescentes e tendendo a zero entao
R(xg, \p) converge a zero Q-superlinearmente e tanto xj quanto A, convergem

R-superlinearmente;

6. Se tomdssemos r e n nulos entdo R(xk, \p) converge Q-quadraticamente e tanto

i quanto \p convergem R-quadraticamente.

Demonstracao: Pelo fato de que €; < €59 € 01 < 0759, para todas as iteragoes na
vizinhanca ||z — Z|| < € e [|]A — A|| < d; valem os resultados do Lema 5.2.1. Provemos
entao que se xg e \g estao suficientemente proximos da solucao entao todas as demais

iteragoes estarao na vizinhanca em que vale o Lema 5.2.1. Para isso defina
(e,0) = max{R(z, \)|[|z — Z|| < A = A|| < 4}
Pela continuidade de R(x, \) e o fato de que R(Z, \) = 0 temos que

lim ¢(e,6) =0.

e—0,0—0
Portanto existem €9 < 5 e 029 < %1 tais que

Bo(eap, d20) < min{ey, 6, }
1—-0 - 2 '
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Dessa forma se ||xg — Z|| < €2 € [[Ao — A|| < 029 temos que

/BR(%, )\0) <e

+ ;
€2.0 1-9 > €6

R A
02,6 + %O’ro) < 0.

Vamos mostrar agora por indugao que se (xg, Ax) estd bem definido entao

(Zgs1, \er1) também estard. Para isso mostraremos que

Rk, M) < 0FR(xg, \o),
|z — 2| < €20 + BR(w0, M) Y=g 07 < €1,

A = All < 629 + BR(0, No) Yoy 07 < b1

Para k = 0 o resultado é evidente. Assumindo agora que seja verdadeiro para algum
k = 1 provemos que também serd verdadeiro para k = i+1. Como a hipdtese de inducao
nos diz que [|7; — Z|| < € e ||\ — A|| < 6; entdo a iteracdo da Restauracdo Inexata,
com parametros r; e 7;, estd bem definida, e consequentemente, com parametros 7 e i
também esta, e portanto (241, Ait1) = Nrz(2i, A;). Sendo assim, a relacao (5.29) nos
diz que

R(ziy1, Niy1) < OR(x, Ni).

Combinando entao (5.29) e a hipétese de indugao temos que
R(xip1, Aiv1) < OR(zi, Ni) < 00°R (o, o) = 0" R(0, M),

e portanto a primeira desigualdade ja esta demonstrada para k =i + 1.

. k=1 p; _gk
Para as outras duas desigualdades notemos que, como » i=0 07 = %, temos

que Z?:o 0 < ﬁ para todo k, e consequentemente

N

-1

5R((L’0, )\0) 9j S

BR(xqg, \o) < min{ey, d; }
1-0 - 2

<.
Il
o
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para todo k. Usando isto, a desigualdade triangular, a hipétese de inducao e a relacao

(5.27) temos que:

|Ziv1 =2l < lzigr — 2l + ||z — 7
1—1
BR(xi, Ai) + €2,0 + BR(x0, Ao) Z 0’
=0
‘ 1—1
/BQZR(I‘Q, )\Q) + €20 + ﬁR(l‘Q, )\0) Z &’

J=0

IN

IN

IN

€2,0 + BR(x0, Ao) Z 0’

J=0

I
|
_|_
|
A
fay

Usando exatamente os mesmos argumentos temos que

;
[Aig1 = All < 620 + BR(z0, o) > _ 67 < 61,
5=0
Dessa forma temos que as afirmacoes sao verdadeiras pra k = i + 1, e portanto sao
validas para todo k. Com isso provamos que se a iteracao da Restauracao Inexata es-
tiver bem definida numa vizinhanga de um ponto critico entao, se tomarmos um ponto
inicial suficientemente préximo dessa solucao, teremos que todas as iteragoes do método

permanecem nessa vizinhanca e portanto a sequéncia de iterandos esta bem definida.

Vamos mostrar agora que a sequéncia {(xy, A\x)} converge a um par critico
(4, Ax). De fato, como os iterandos estdo na vizinhanga onde vale o Lema 5.2.1 as

relagoes (5.27)-(5.29) garantem que

|21 — x|l < BR(zx, ) < BO"R(20, M),

[Aer1 — Al < BR(zg, A) < BO”R(x0, o).

97



Capitulo 5. Um método hibrido de Restauracao Inexata

Sendo assim, para todo ke 7 =0,1,2,---, temos que
[Zers — 2kl < 2o — 2all + lzkse — ol + -+ | 2esy — 2|
< BOF+ 0" 4+ 0T R0, Ao)
91@
< 1 953(%, Ao).- (5.32)

Sendo assim, fazendo o limite quando k vai para infinito temos que ||zx1; —
x|l vai a zero e portanto {z)} é uma sequéncia de Cauchy, e consequentemente, como
Q2 é fechado, {z}} é convergente para algum z, € 2. Seguindo exatamente o mesmo

raciocinio temos que
k

1-6

[ Akt = Akll < BR(z0, M), (5.33)

e portanto {A\;} é uma sequéncia de Cauchy que converge a A\, € R". Como R(z, \)
é uma funcao continua e R(zy, A\p) < OFR(xg, o) se fizermos o limite de k tendendo a

infinito obtemos que R(xz,, \.) =0, ou seja (z., A) é um par critico.

Para a taxa de convergéncia basta fazer o limite de j tendendo a infinito em
(5.32) e (5.33) para obtermos que:
k

1—-6

|xe — x| < BR(x0, Ao)

k
1-46

k
Dessa forma, se denotarmos €, = IQTQBR(JL‘O, o) teremos que

||>\* - >\k|| < ﬁR(x()a /\o)-

€k+1

= < 1 e portanto

tanto a sequéncia primal {z;} quanto a sequéncia dual {\;} convergem R-linearmente.

Supondo agora que 7 e 7, sejam sequéncias nao crescentes tendendo a zero
podemos tomar {0y}, também nao crescente tendendo a zero, tal que max{rg, csnx} <
0r < 1. Nessas condicoes vamos provar melhores taxas de convergéncia. Pela monoto-
nicidade temos que 6 = 6y ¢ um limitante superior de 8 e portanto valem os resultados

do item anterior. Em particular ja sabemos que as sequéncias {x;} e {\;} geradas
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pelo algoritmo convergem. Além disso, podemos redefinir {ry}, {nx} e {6k}, inserindo
termos repetidos ry = rr_1, Mk = Nk—1 € O = Ox_1 sempre que necessario, de forma que
sempre teremos que |z — 2| < €0, € || A — A < 619, Como xy, converge a .
e A\, converge a A, em um numero finito de passos teremos que os iterandos estarao
dentro da vizinhanca de interesse. Portanto o niimero de inser¢oes entre dois termos da
sequéncia original é finito. Dessa forma valem os resultados do Lema 5.2.1 com r = ry,
n =Mk, 0 = 0 em todas as iteragoes.

Pelo resultado (5.29) no Lema 5.2.1 temos que R(Zgi1, Akt1) < OpR(xg, Ak),
logo a sequéncia dos residuos { R(zx, \x)} converge Q-superlinearmente para zero. Va-
mos agora mostrar a convergencia para os pontos primais e duais. Pelo fato da sequéncia

{6x} ser nao crescente temos que se i > k entao 0; < 6, e portanto
R(wi1, Niv1) < 0:R(xi, i) < OpR(wi, \i).

Deste modo R(z;y1, Aiy1) < QZ_kR(xk, Ak) e consequentemente

[Zrrj — 2l < llowrr — ol + lznse — zosall + -+ ok — 2oyl
< BR(xp, A) + BR(Tkt1, A1) + -+ BR(Thpj—1, Arj—1)
< BR(we, M)A+ 0, + 07+ + 017
< R W
Analogamente
[Aktj — Akl < BR(@y, Ak)l_—lgk-

Fazendo o limite para j tendendo a infinito temos que

. — < JA A — Al < JAR).
[z — @] < 1_9k3($k K oe | wll < 1_9kR(93k k)
Definindo €, = &R(mk, k) temos que

€1 1 =0 R(Tppr, Megr) <4,

e 1—=0Oma R(zp, M)
Logo {ex} converge Q-superlinearmente para zero e consequentemente {zx} e {Ax}

convergem R-superlinearmente para x..
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Para uma taxa de convergéncia ainda superior suponhamos agora que os
parametros 7 e 1, sejam nulos em todas as iteracoes. Dessa forma entao as equagoes

(5.30) e (5.31) se reduzem a

M) < [esdRiz, M) R(x, ),
IGGE I < [esdRixN)] Rz, A).

Dessa forma podemos tomar 6, = c;c2R(zg, \i) € €20, > 0 e 0 < dgp, < dp constan-
tes em todas as iteracoes. Tomando (xg, \o) suficientemente préximo de (z,\) temos
R(x0, \g) tdo pequeno quanto quisermos. Portanto se o ponto inicial estd suficiente-

mente proximo da solucao temos que 6y < 1. O Lema 5.2.1 garante que
R<xk+17 >\k+1) S 9kR<xk7 )\k)a

portanto, como #y < 1 temos que R(xy,\;) é decrescente e portanto 6 também é.
Deste modo o resultado anterior j& garante que R(xy, A\x) converge para zero, e con-
sequentemente, 0 também converge a zero e (xy, Ax) converge a (x,, A.). Do fato de
que

R(xhs1, Mer1) < O R (i, M) < cacsR(w, \r,)?

temos que R(xy,\;) converge quadraticamente a zero. Novamente, usando o fato de

que
|lekir — x|l < BR(xk, M), || A1 — Mell S BR(xk, Ai)y,  R(xpsr, A1) < OpR(xg, Ar)

e que 6, é decrescente concluimos que

B
— 2 < R(xp, i) < R(xp, A
[z — 2| < 0, (@K, A) - (@K, Ak)
e
A — A < y Ak)-
e = Adl = 5 _QOR(M k)
Sendo assim provamos que {zy} e {\;} convergem R-quadraticamente para .. O]
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Em [29] os autores indicam que iteragoes do método de Brent-Brown deve
satisfazer as condicoes da restauracao. Entretanto nao sao exibidas condigoes bem
estabelecidas e uma demonstracao formal sob essas condicoes para que a iteragao da
Restauracao Inexata esteja bem definida. Embora os teoremas de convergéncia apre-
sentem melhores propriedades quanto menores forem r e 1 é mais dificil satisfazer as
condi¢oes do método local com tolerancias menores. Os proximos resultados dessa
secao tem como objetivo estabelecer condicoes particulares que nos permitem demons-
trar rigorosamente a boa definicao de iteracoes do método de Restauracao Inexata
Birgin-Martinez. Um ponto chave desses resultados é que nas demonstracoes envolvi-
das exibimos uma maneira Newtoniana de conseguir satisfazer as equacoes referentes
ao método local.

O primeiro teorema que demonstraremos resume as propriedades do método

de Newton para sistemas nao lineares que vamos precisar em nossa analise.

Teorema 5.2.3. Consideremos a funcdo suave F : R — R" e o sistema ndo linear
associado F(x) = 0. Suponhamos que x* é uma solugdo do sistema, ou seja F(z*) = 0.
Suponhamos também que Jp(x*) € invertivel, e que existam constantes positivas €, M,
Lr e Ly tais que

1Tr(2*) 7 < M,

1F(x) = F(y)ll < Lellz =yl

1 Te(2) = eIl < Lyllz =yl

para todo x ey na bola fechada B(x* €). Entdo, se ||y — x*|| < min {ﬁ, 6}, valem:

a) Jp(y) € invertivel e portanto a itera¢do de Newton z =y — Jp(y)le(y) estd bem

definida.
b) [ Je(y) [ < 2M.
¢) llz—a*| <AL;Mlly — 2|,
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d) |F(2)|l < 16Lp L M| F(y)]*.

Demonstragao: Primeiramente observemos que se ||y — z*|| < min {ﬁ, e} temos

que
1

1
176 () — Je(a)]| < Lolly 27|l < 557 < .
8M = 8]l Jp(ar) |

Mais ainda, se y # x*, podemos usar (5.4) para obtermos que

|F(y) = Fa*) = Je(@)y =2 _ Iy Ur(a® +tly —2%)) = Jr(a)) (y = a*)at]
ly =] B ly =]
= Do W 4ty — %)) = e ()| lly — aldt
N ly =]
< Lily=al [ et
1
<
- 16M
1
< TR ———
= 8Je@) 7

Dessa forma os itens a), b) e ¢) seguem como escélios e corolarios do Teorema
5.4.4 de [81] e de seus resultados auxiliares usando a taxa linear envolvida nas passagens
das demonstracoes como sendo r = 0.5.

Para demonstrar o item d) vamos inicialmente mostrar que é vélida a se-

guinte relagao

ly — 21 < 21 7p ()" IIIF W),

sempre que ||y — z*|| < min {m, e}. Para isso usamos novamente (5.4) para
F J

obtermos que

Fy) = Jp(a")(y —2%) + /0 (Je(z® +t(y — 2%) = Jp(2")) (y — 2")dt.

e consequentemente

1

y—ﬂ=ah@ﬂIF@%nhWﬂIZ;Uﬂﬂ+¢@—mﬂ%vh@ﬂﬂy—ﬂmt
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Portanto,

IN

1
ly — 27|l HJF(SC*)_IHHF(y)HHlJF(fC*)_lII/0 1 p (™ + 1y — %)) = Jp (@) ly — «™[|dt,
1
< ||JF(93*)1|H|F(?J)H+||JF(5U*)1||/O Lyll(z" +t(y = 27)) = 2% ly — ™ dt,
1
< IIJF(OC*)_ll\||F(y)||+LJ\|JF(:L"*)_1||||y—%’*Ilz/0 |t]dt.

Dessa forma

(1 Lol e My — 27|

5 ) ly =l < 1 Te (@) M IEW)II-

s\ —1 *
Para ||y — temos que 3 < (1 — LillTr( )2 ly—= ”) , 0 que implica na

*|| < 1
Ul < e
relacao desejada.

De posse disso, e usando o item c), temos que

IEGI = 1F(z) = F(z)]
< Lpllz =27
< ALpLy || Jp(*) Yy — |
< 16LeLy || Jr(z") P F ()P,

< 16LpL;M?|F(y)|?

Para as proximas consideracoes vamos definir F' : R*HmHntm s Rrtm pop:

oy ) = VoL(z, ) + Ju(y)" (= N)
Y In(y)(z —y)

Além disso vamos denotar Fy(z,u) = F(z, i, yg, A\x) € supor que z* é uma solugao do
problema original (4.1), que J,(z*) tem posto completo e que x* é interior a ). Nessas
condigoes existe \* € R™ tal que V,L(z*, \*) = 0, portanto temos que F(x*, A TF ) =

0. Como z* ¢ interior existe d; > 0 tal que B(z*,3d;) C €.
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Outra suposicao que faremos até o fim desta secao é que valha também a
condicdo suficiente de segunda ordem em z*, ou seja, que d? V2 L(z*, \*)d > 0 para

todo d # 0 tal que J,(2*)d = 0. Neste caso temos que a matriz

V2 L(z*, %) Jp(z*)"
Jh(l’*) 0

¢ nao singular.
O préximo resultado mostra que perto de (z*, \*) os sistemas Fi(z, 1) = 0

tem solugao.

Lema 5.2.2. Eziste ¢, > 0 tal que se ||(yg, \e) — (*,X*)]] < € entdo o sistema
Fi(z,p) = 0 tem solugdo (25, i), onde zi = z(yr, \i) e pup = p(ye, Ai) s@o fungoes

continuas.

Demonstracao: Primeiramente observemos que

Jﬁz,u (2, 1,9, A) = Vi.L(2, ) Jh<y>T 7
In(y) 0
e que portanto Jg (z*, \*, 2%, \*) é nao singular. Como F(z*, \*,2*,\*) = 0 o Teo-
rema da Funcao Implicita garante que existe ¢; > 0 tal que para cada (y,\) tal que
[(y; A) = (2", A") || < €1 existe um tnico par (z(y, A), u(y, A)) tal que [|(z(y, A), u(y, X)) —
(%, M) < €1 e F(z(y,\), u(y, \),y, \) = 0. Além disso as funcoes z(y, \) e u(y, \) sdo

continuas. Denotando (y, A) = (yx, Ax) concluimos a demonstragcao.

O préximo teorema mostra que perto de (z*, \*) os sistemas Fj(z,u) = 0
se enquadram no teorema de convergéncia quadratica de Newton com constantes que

independem de k. Nele é importante observar que Jp, (2, 1) = Jz (2, i, Yg, A)-

ENY

Teorema 5.2.4. Suponhamos que ||(yg, A\x) — (%, X*)|| < €1, onde €, € dado pelo Lema

5.2.2. Entao existem constantes positivas €s, M, Ly e Ly, independentes de k, tais que
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5.2. Algoritmo Birgin-Martinez

se ||(ZZ7/'LZ7yk7Ak) - (l‘*,A*,ZE*,A*)” S €2 valem
JFk('ZZ?/LZ)il <M,

1z, 1) = Fi(s, V)| < Lell(z, 1) = (s, v)|

175, (2, 1) = g (s, )| < Ll (2, 1) = (s, )],
sempre que (z, 1) e (s,v) estejam na bola fechada B((z}, 1}), €2).
Demonstragao: Pela continuidade de Jz , existe e > 0 tal que Jz (z, 1, y, A)
é nao singular para todo [[(z, u,y, ) — (x*, \*, 2%, \*)|| < 2e5. Pela compacidade de

B((z*, \*, 2%, \*), 2¢5) existe M > 0 tal que 15, (2, 1y, A7 < M nessa mesma

vizinhanga. Em particular ||Jg, (25, 1) || < M sempre que
||(Zl>ck7 MZ7 Yk )‘k) - (1’*, )\*7 I*, /\*>” < €.

Consideremos agora que ||(z5, (5, Yk, Ak) — (25, X, 2%, X)|| < ea e que (z, 1) €

B((z5, i), €2), dessa forma temos que

||(zalu’7yk7 )‘k) - (.T}*, )\*,LC*, )‘*)H < H(Z,M,yk, Ak) - (227/1’;;7%67/\]9)” +

(25 1 Yo M) — (2%, A7, 2, X))

IN

1(z, 1) = (25 i) || + €2

S 262.

Como F' e Jz sao suaves, a compacidade de B((x*, \*, 2%, \*), 2¢5) também
N
garante que essas fungoes sao Lipschitz continuas nessa bola. Denotando respectiva-

mente por Ly > 0 e L; > 0 as constantes de Lipschitz de Fe Jp, , temos que:

1Fx(z, 1) = Fi(s, )| = 1F (2, s M) — F (5,0, 50, An) |
S LFH(Z;,quka )\k) - (Sv V, Yk, )\k)”

Lpl|(z, 1) = (s, V)]

IN
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e analogamente
||JFk(znu) - JFk(S’V)H < LJH(Zv:u) - (S,I/)H,

sempre que (2, f, Yi, \k) € (8, v, Yk, \x) estdo em B((x*, \*, 2%, \*),2¢6;). Sendo assim,
como caso particular, os resultados sdo vélidos sempre que (z, 1) e (s,v) estejam na
bola fechada B((z}, u}), €2) e ||(z5, 15, Uy Ae) — (2%, X, 2%, A%)|| < €2, 0 que conclui a

demonstracgao.

Combinando os Teoremas 5.2.3 e 5.2.4 concluimos que valem uniforme-
mente os resultados de convergéncia quadratica do método de Newton para os sistemas

Fi(z,1) = 0.
Corolario 5.2.1. Sejam €1, €5, M, Ly e Lj como no Teorema 5.2.4. Se
[ (s k) = (2%, A)[| < e,

(25, 1 Yo M) — (2%, A%, 2%, A7) < €

) 1
o ) = G2 < min { o)

valem:
a) Jp, (Y, Ak) € invertivel e portanto a itera¢ao de Newton

2k Yk _
= — Jr, (s M) F (g, M)
Hk Y

estd bem definida.
b) 1Tk (e, ) I < 2M.
) (zhr i) = (2 ) || < ALy M| (g, M) — (25 1) 1P
d) | Fi(zis ) || < 16Lp Ly M || Fi(yi, M) [
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5.2. Algoritmo Birgin-Martinez

Demonstracgao: Nas vizinhancas consideradas pelo corolario o Teorema 5.2.4 garante
que as hipéteses do Teorema 5.2.3 sao satisfeitas e portanto os resultados desejados
seguem diretamente da tese do Teorema 5.2.3 para F' = Fi, y = (yx, M) € 2% = (2}, 14}).

O

A continuidade das fungbes z;(y,\), ui(y,A) e F(z,,u,y,/\) asseguram a

validade das proposicoes a seguir.

Proposicao 5.2.1. Eziste 0 < 6o < €; tal que ||(yx, \x) — (2%, \*)|| < b9 implica que

* * * * 1 . 1
(e i) — (@ A7) < 5 i { 8L—M} (5.34)

Proposicao 5.2.2. Dadon € (0,1) existe 65 > 0 tal que ||(z, p, y, \)—(x*, A5, 2%, \*) || <

03 implica que

~ . 0 n
F A) < ) ) .
(Znuayv ) _mln{ 174M7 ].6LFLJM3} (5 35)

O préximo lema mostra que para (yx, Ax) perto de (z*, A*) as distancias entre
os pontos de interesse no estudo de uma iteracao de Newton para o sistema Fi(z, 1) = 0
estao controladas. Com isso poderemos usar o Corolario 5.2.1 e a Proposicao 5.2.2

nessas condigoes.

Lema 5.2.3. Se ||(yk, \x) — (2%, \")]| < € = min {m,el, Ller, 2,0, ‘/7553} entdao

a’) ||(yk7 Akayku )‘k) - (I'*, A*,I*,/\*>H < (53

b) H(ZZ’MZ>yk> )‘k) - ([B*,)\*,$*, )\*)H < €.

&) (s M) = ()| < min { g7z e}

d) ||z — x*|| < 0.

e) [[F(ze, ) || < 0l F5 (s Al

Demonstracao: Por hipétese ||(yg, Ak, ) — (2%, A9)|| < \/75(53. Para demonstrar o item

a), basta observar que
262

ks At s M) = (2", A% 2 M) = (s A )= (@, AP (s Ay )= (27, A9 < 2=
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Para o item b) notamos primeiramente que ||(yg, Ax) — (2%, A*)|| < € e o Lema 5.2.2
garantem a existéncia de (z;, ;). Usando agora a hipdtese de que || (yx, Ax) — (2%, A*)|| <

min {(52, %62} e a Proposicao 5.2.1, a qual garante que [|(2, g, ) — (2%, A*)|| < %, temos

que
”(Zzau;;ykv )‘k> - (IE*, /\*,l‘*, )‘*)H2 = ||(ZZ7MZa) - (ZL‘*7)‘*)H2 + ||(yk7 )‘kv) - (m*a )‘*)“2
62 62
< ZQ + ZQ <eé.

Para demonstrar o item ¢) notemos que pelo fato de que ||(yg, Ax) — (2%, A*)|| < 2 a Pro-

posicao 5.2.1 assegura que ||(z5, i) — (%, A*)|| < 3 min {ﬁ, 62}. Como por hipétese

1

também vale que [|(yx, \p) — (2, A%)] < —min{ L

8L, M’

5 62} a desigualdade triangular

garante o resultado desejado:

* * * * * * * * 1 : 1
0 20501 < 0k M)~ " A+ )~ 0" ) < 2y min {2

Pelo fato de que ||(yk, Ax,) — (2%, A%)]] < €1 e pelos itens b) e ¢) mostramos que as
hipéteses do Corolario 5.2.1 sao satisfeitas, dessa forma temos a boa defini¢ao de (z, ).
Ainda pelo Coroldrio 5.2.1 temos que || Jg, (yx, 2¢) || < 2M. J4 o item a) assegura que
(Yks Aks Uk, Ak) cumpre as condigoes da Proposigao 5.2.2, portanto ||Fy(yg, Ax)|| < 45—]{4.

Dessa forma, como ||y — 2*|| < ||(yx, M) — (2%, A%)|| < &, temos que:

. ) _ ) ) )
k="l <z = wall+ g — 1| < 1 s M) ™ P M)+ 5 < 20t 2 <6,

Portanto o item d) também estd demonstrado
Mais uma vez pelo Corolario 5.2.1 temos que

1F% 2y o) || < 16Lp Ly M| Fio (e, M) II*.

Pelo item a) e a Proposi¢ao 5.2.2 temos que || Fj(yg, Ax) e dessa forma a

| < 16LFZJM3’

demonstracao esta concluida.
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O proximo teorema conclui que, sob as hipéteses anteriores, a fase de oti-
mizacao da iteracao do Algoritmo Local de Birgin-Martinez esta bem definida numa

vizinhanca de (z*, \*).
Teorema 5.2.5. Se ||(yk, A\i) — (%, \*)|| < € entdo

a) Jn(ye)(zk — yr) = 0.
b) || Pa 2k — Ve Lz, M) = Ju(ye) " (r — M) ] = 2l < 0llGyr, M)l
¢) Eziste K3 > 0 tal que ||z — yi|| + lex — Mel| < K5)|G(yr, Me) |-

Demonstracao: Como as equagoes Ji,(yx)(2 — yx) sao lineares em relagdo a (z,p) o
Método de Newton assegura que estas equagoes serao nulas para z = z;. Portanto o
item a) estd demonstrado.

Como para z = y, também temos que as equagoes Jp,(yx)(z — yx) sd@o nu-
las, temos que [[Fy(zk, p)ll = VoL(zr, M) + Jalye)" (x — M)l e ([ Flye, M)l =
IV oL (yre, M) -

Pelos itens a) e €) do Lema 5.2.3, a Proposigao 5.2.2, e o fato de que € (0, 1)

temos que

1% 2 i) 1< 1 (s M) | < (1B (s, ) | < 01

Pelo item d) do Lema 5.2.3 também temos que ||z — z*|| < d;. Dessa forma
26 — Vi L(zi, M) = Tn(yie) " (ke = M) — 27| < Nz — @[] + | Euln, 1) | < 264

Por outro lado, a hipétese também garante que ||yx — z*|| < 41, j4 que

lye — 2* || < [[(yrs Aks ) — (2%, X%)[| < &. Portanto
lur — VaL(yr, Ae) — || < lye — || + | Fx(yr, M) < 265

Sendo assim tanto zx — VoL(2k, Ax) — Jn(ye)? (e — M) quanto yx — Vo L(yk, \i) sao

interiores a 2.
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Como a projegao coincide com o operador identidade quando aplicada em

pontos interiores, temos que

1Pa [26 = Vo L(2k M) — Ju(ye)" (e — M) | = 2ll = [VaL(zr, Ae) + n(ye)" (e — M) |
= || Fr(2k, i)
0 Fr (Y, M) ||

NG (yk, i) |-

IN

IN

Desse modo o item b) estd demonstrado.

Para o item c) observemos que

— Yk
-\

= —Jr (Y, o) (ks Ak

Logo, pelo item b) do Corolario 5.2.1,

— Yk

H o[ 1 ) G A < 220G s M) (5.36)
Hk — Ak

Pela equivaléncia das normas em R"™™ existe ¢ > 0 tal que:

(5.37)

2k — Yk
2 =yl + |l — Ael] < e

e — Ak
Portanto, para K3 = 2cM, as relagoes (5.36) e (5.37) implicam no resultado

desejado.

Sob as hipdteses correspondentes tanto a restauracao sugerida por Martinez
em [78] quanto a sugerida por Fischer e Friedlander em [53] satisfazem as condigoes
exigidas pela restauracao do método local. Mais do que isso, ambas as restauragoes
asseguram que o ponto restaurado estd controladamente afastado da solucao. Assim
sendo, caso a fase de otimizacao esteja bem definida numa vizinhanga, é possivel garan-

tir que o ponto restaurado permanece nessa vizinhanca para iterandos suficientemente
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proximos da solucao. Vejamos estes fatos.

Primeiramente vejamos a restauragao sugerida por Martinez em [78]. Caso
todos os pontos de 2 sejam regulares, pelo Lema 5.1.3, temos que dado r € (0,1)

arbitrario, existem constantes positivas d4 e K; tais que se ||z, — z*|| < d4 entdo
Nesse caso, definindo y = argmin{||ly — xx||;y € T'(xx)}, temos que

1A Cyr) | < rl[n )|

[y — il < Kaf|h ()]

Dessa forma as condigoes (5.17) e (5.18) estao satisfeitas. Pela continuidade

de h(x) temos que existe 0 < d5 < d, tal que [|h(xx)|| < ;% sempre que [z — 27| < 5.

Dessa forma, se ||z, — 2*|| < 0 = min{ds, {} temos que

1y = 2l < llye — @l + loxe — 2™} < Kiflh(zp) | + 7 < (5.38)

€
5 .

B~

Ja a restauracao sugerida por Fischer e Friedlander em [53] consiste em en-
contrar o ponto viavel mais proximo de x;. Uma condigao suficiente para que esta
restauracao esteja bem definida é que a condicao de Mangasarian-Fromovitz seja ve-
rificada em todos os pontos de ) e que o conjunto viavel seja nao vazio. Para esta
restauragao condigoes (5.17) e (5.18) também estao satisfeitas, conforme demonstrado
no Teorema 5.1.1.

Nesse caso a relagao ||y, —2*|| < § também pode ser obtida, se supormos que
|zr — 2¥|| < §. Isso é facil de ver pois como o ponto solucao ¢é vidvel essa restauracao

garante que |ly, — zx|| < ||z — 2*|| portanto:

1y = 2" < llyn = el + o — 27| < 2ljap — 27 <

NN e

Teorema 5.2.6. Se ||z, — z*|| <0 e ||\ — A < \/736, entao a iteragao local estd bem

definida.
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Demonstracao: Como vimos a restauracao garante as condigoes (5.17) e (5.18). Para
a fase de otimizagao basta observar que se ||z — 2*|| < 0 entdo |yx — 2*|| < 5, dessa

forma

w

1
1es M) = (@ AP = Nl = 27[7 + [ = NP < g8+ 7€ < €

4
Portanto o Teorema 5.2.5 assegura as condigoes (5.19), (5.20) e (5.21). Sendo assim a

boa definicao esta demonstrada.

Resumindo entao os tultimos resultados vamos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.2.7. Suponha que exista um ponto critico (z,\) interior a Q, que a Hessi-
ana do Lagrangiano seja definida positiva neste ponto e que o Jacobiano das restrigoes
neste ponto tenha posto completo. Entdo existe uma vizinhanga de (Z,)\) em que a

iteracgao local estd bem definida.

Em [29] os autores sugerem resolver a parte da viabilidade encontrando yj

como uma solucao aproximada de

Minimizar Hh(y) ||2

Yy
B (5.39)
sujeito a: ||y — Tklleo < Ki||h(zk)]|,

y € Q.

Para a parte da otimalidade z; é escolhido como uma solugao aproximada

de
Minimizar L(z, Ag)
z

sujeito a:  Ju(yx)(z — yx) =0, (5.40)

12 = yrlloo < Ksmax{1, [[yxll},
z € ),
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e g = A\p + Vg, onde 1, é o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados a z; para

o problema (5.40).

Motivados pela demonstracao dos resultados que garantem a boa defini¢ao
do método local vamos propor uma nova alternativa de satisfazer as condigoes da
iteracao.

Para a fase de restauragao encontramos y; resolvendo inexatamente o sub-

problema:

Minimizar ||y — z?

’ (5.41)
sujeito a:  h(y) =0,
y € S
Como primeira iteracao do subproblema (5.41) tentamos resolver
Minimizar 1|y — >
y (5.42)

sujeito a:  Jp(xg)(y — xx) = —h(zk),
e depois projetamos a solugao encontrada em (2. A motivacao para essa primeira
tentativa é que ela estd relacionada com a restauragdo proposta por Martinez em [78§].
Caso Jy(xy) tenha posto completo a resolugao de (5.42) pode ser feita de duas maneiras

classicas. A primeira delas é resolvendo o problema de ponto sela resultante do sistema

I Jn(zg) Y — T, 0
A segunda maneira seria considerar uma fatoragao
R
Jn(ze)" = Q 0 |

onde () é uma matriz ortogonal n X n e R é uma matriz triangular superior m x m e

tomar
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Ambas as alternativas tem vantagens e desvantagens e devem ser escolhidas
convenientemente de acordo com as dimensoes do problema e a esparsidade de J,(xy).

Quanto ao sentido de inexatidao na resolugao do problema (5.41) conside-
ramos o parametro 7 € (0, 1), tal que 7 ~ 1 e 7 é independente de r, e colocamos como
critério de parada que h(y) < 7h(zg). A ideia aqui em nao usar o préprio r no critério
de parada é que esperamos que perto da solucao a restauragao segundo Martinez seja
realizada. Nesse caso a condicao da restauracao vai ser automaticamente satisfeita
para qualquer r desde que estejamos suficientemente proximos da solugao. Caso nao
seja possivel encontrar solugao de (5.42), ou a projecao da solugao em €2 nao satisfaga
o critério de parada, usamos um método com convergeéncia global, por exemplo Algen-
can, para resolver (5.41) com esse critério de parada. Caso o método escolhido para a
restauracao também falhe o algoritmo declara o problema como infactivel.

Para a parte da otimalidade z; é escolhido como uma solugao de

Minimizar (2 — yr) T V2, L(yk, Ae) (2 — yr) + Ve L(yr, M) (2 — yr)

N[

z

(5.43)
sujeito a:  Ju(yk)(z —yx) = 0,

z € Q,

e ir = Mg + Vg, onde 1, é o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados a z; para

o problema (5.43).

Uma observacao importante é que, desprezando as restricoes relativas ao

conjunto €, a solu¢ao do problema (5.43) é a solucao do sistema linear:

v2 L , A J T — _Vx ) A

Jh(yk) 0 m— )\k 0

Este sistema ¢ exatamente o mesmo que usamos para obter (2, ux) a partir
de uma iteragao do Método de Newton para o sistema Fj(z, 1) no ponto (yx, Ax). Isso
faz com que nossa alternativa para satisfazer as condigoes da iteragao do método local

seja condizente com a teoria que apresentamos.

114



5.2. Algoritmo Birgin-Martinez

Antes de terminarmos essa secao vamos destacar também que nas condigoes
sobre as quais demonstramos a boa definicao da iteracao do método local a convergéncia
é superlinear. O ponto chave aqui é que a demonstracao da boa definicao da iteragao
local pode ser mostrada para qualquer que sejam os parametros r > 0 e n > 0 e, por
outro lado, a construcao do ponto que satisfaz a relacao independe desses parametros.

O préximo teorema formaliza essa observacao.

Teorema 5.2.8. Suponhamos que x* seja uma solugcdo do problema original (4.1) as-
sociada ao multiplicador \*, que x* seja interior a €, que Jn(x*) tenha posto completo
e que valham as condicoes de sequnda ordem. Suponhamos também que a sequéncia
(x, A\x) € construida como solugdo do problemas (5.41) e (5.43) da maneira sugerida e

que (g, A\;) converge a (x*, \*). Entdo a convergéncia € superlinear.

Demonstracao: Como (z*, \*) é um ponto interior a {2 a partir de certo momento to-
dos os iterandos estarao no interior de 2. Dessa forma podemos descartar as restricoes
associadas a ) nos problemas (5.41) e (5.43) para k suficientemente grande. Conside-
remos agora duas sequéncias arbitrarias de termos positivos {7y} e {7} nao crescentes
e convergentes a zero. Pelo Teorema 5.2.6 existe uma vizinhanga de (z*, \*) para a
qual a iteracao local com parametros o e 79 pode ser obtida como solucao de (5.42) e
(5.44). Como (zg, A\r) converge a (z*, \*) temos que existe ko tal que para k > ko os
iterandos estao nessa vizinhanga. Ainda como consequéncia da convergéncia de (xy, Ag)
podemos redefinir {7} e {n;} inserindo um nimero finito de termos entre dois termos
da sequéncia original de forma que valha que (zg41, Akr1) = Ni(zk, A\p). Dessa forma
ainda teriamos que {ry} e {n;} sd@o nao crescente e convergentes a zero, portanto o item

5 do Teorema 5.2.2 garante a convergéncia superlinear. U
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5.3 Estratégia hibrida combinando Fischer-Friedlan-

der e Birgin-Martinez

Infelizmente, na Secao 5.1 nao conseguimos provar que nossa modificagdo do Algo-
ritmo global Fischer-Friedlander esta livre do efeito Maratos. Pensando nisso resolve-
mos propor uma estratégia whatchdog combinando os Algoritmos Fischer-Friedlander e
Birgin-Martinez de modo a conseguir um algoritmo global com convergéncia superlinear
ou quadratica. Vamos chamar o algoritmo proveniente desta estratégia de Algoritmo
global-local FF-BM. A ideia principal deste algoritmo é a seguinte: enquanto o passo
local Birgin-Martinez estiver sendo bem sucedido fique com ele, caso ele fracasse, dé um
passo conservador do algoritmo Fischer-Friedlander, para o qual a convergéncia global

estd garantida. O Algoritmo hibrido FF-BM esta descrito a seguir.

Algoritmo FF-BM Sejam 7,0 € [0,1), 3,7, K1, Ky, K3 > 0, constantes algoritmicas,
rs € [0,1), ns € [0, 1) sequéncias de parametros positivos convergentes a zero e 2, C R™

um compacto. Defina também, como no método local,
G(z,A) = Po(x — V. L(z,A)) —z, e R(z,\) = max{[[h(z)|, |G(z, )|}
e, como no método global,

(I)(LE, A, P) = pL(a:, )‘) + (1 - p)Hh(az)H

Passo 0: Escolha xg € Q, A\g € Qy, po € (0,1). Fagak=0e s =0.

Passo 1: Tente construir (2511, ftsy11) = N(zs, fts) por meio de uma iteragao

do Algoritmo local Birgin-Martinez com parametros Ki, Ko, K3, 7, 7s.
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a) Caso o método local falhe ou R(zgi1, thsr1) > OR(2,, ps) faca s = s + 1 e vé ao

passo 2,

b) Caso contrario, ou seja se R(zsy1, ftsr1) < OR (2, its), faca s = s+ 1 e recomece o

passo 1.

Passo 2: Calcule yg, Api1 € 241 usando uma iteracao do Algoritmo global
Fischer-Friedlander no ponto (zy, A\x) com parametros r, 3,7 e compacto (2.

Faga k =k + 1, (zs, pts) = (xg, A\x) € V& ao passo 1.

Vamos dizer que o Algoritmo FF-BM esta bem definido se, ou ele gera uma
sequéncia infinita {(zg, 115)} sendo executado exclusivamente o passo 1 a partir de certo
momento, ou ele gera uma sequéncia infinita {(zx, A\x)}. Deste modo, para mostrar que
ele estd bem definido basta observar, se tivermos um mecanismo que acuse falha em
uma iteragdo do método local em tempo finito, caso ele nao seja bem sucedido antes,
teremos a boa definicao. Isso acontece pois, neste caso, o passo 1 seria executado em
tempo finito e o passo 2 esta associado ao método global, para o qual ja mostramos a
boa definicao. No caso padrao de tentarmos conseguir uma iteragao do método local
resolvendo (5.39) e (5.40) existem vérios algoritmos que exibem essa garantia de ter-

minacao em tempo finito.

Os teoremas de convergéncia do método hibrido global-local se dividem em
duas partes, se a partir de um momento sempre ha sucesso nas iteragoes locais ou se

existem infinitas falhas no passo 1. No primeiro caso temos o resultado a seguir

Teorema 5.3.1. Suponhamos que o algoritmo esteja bem definido e gere apenas um
numero finito de termos da sequéncia {xy}. Entdao valem todas as propriedades do
método local, em particular que as sequéncias {zs} e {ps} sao R-linearmente conver-
gentes para z, e .. Mais ainda, se os parametros ry e n tendem a zero entao R(xk, )\k)

converge Q)-superlinearmente, {xy} e {\x} convergem R-superlinearmente; e se 1y, € ny
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sao nulos entao R(xy, \r) converge Q-quadraticamente e {xr} e {A\x} convergem R-

quadraticamente.

Demonstragao: Como apenas um numero finito de termos da sequéncia {yx} é ge-
rado temos que o passo 1 ¢é realizado indefinidamente a partir de certo momento.
Nesse caso é como se tivéssemos aplicado o método local com ponto inicial sendo o
ultimo par (zx, A\x) gerado pelo algoritmo global. Como o passo 1 s6 é continuado se
R(2e11, ftsy1) < OR(z,, ps) temos que qualquer ponto limite da sequéncia {(z, i)} é
critico. Dessa forma, caso exista algum ponto limite de {(zs, us)}, e existe no caso
em que ) é uma caixa limitada, havera um iterando da sequéncia que estaria numa
vizinhanga onde vale o Teorema 5.2.2 e a partir desse momento a sequéncia pode ser
pensada como uma sequéncia gerada pelo algoritmo local sob as hipdteses do Teorema

5.2.2, o que garante todos os resultados ja demonstrados para este método. 0

No caso em que nao podemos garantir que somente o método local é sempre
aplicado a partir de certo instante temos resultados de convergéncia relativos a sequéncia

gerada pelo método global.

Teorema 5.3.2. Caso o algoritmo global-local gere infinitos termos de uma sequéncia
{yr}, entao temos que {h(yx)} converge a zero e sey. for um ponto limite de {yx}, entao
y. € AKKT. Consequentemente, se as restricoes em y, satisfazem a CPLD, entdo vy, €

KKT.

Demonstragao: Nao ha o que provar pois neste caso a sequencia foi ge-
rada pelo Algoritmo global Fischer-Friedlander e vale o teorema de convergéncia deste

algoritmo. O

O préximo resultado mostra que, sob certas condi¢oes, podemos esperar que

o método hibrido apresente a convergéncia local superlinear.
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Teorema 5.3.3. Suponhamos que existam e€; > 0 e §; > 0 tais que a iteracdo local
esteja bem definida sempre que ||v — .|| < €1 e ||[N — A\ < 01 para algum ponto
limite reqular (z., ) do algoritmo global-local. Entao, se for possivel construir uma
sequéncia 0y, > max{ry, csne} tal que limsup 6, < 0 < 0, teremos que a partir de certo
momento apenas iteracoes do método local serao feitas e portanto herdamos a taxa de

convergéncia garantida pelo Algoritmo local.

Demonstragao: Pelo fato de (z*, \*) ser um ponto limite regular temos que ele é um
par critico. Pelo Teorema 5.2.2 existem €39 e 02 tais que se comegarmos o método
local em (zg, f15) tais que ||zs — .|| < €29 € [[s — Ai]| < 029 entdo a sequéncia gerada
pelo método local esta bem definida. Por outro lado, como limsup, < @ temos que
a partir de certo momento, que denotaremos por s > sg, 0, < 0, a iteracdo local serd
sempre aceita pelo passo 1 caso esteja bem definida. Como (2., A) é um ponto limite
do algoritmo global-local, existe um iterando (zs, is) tal que ||zs — x| < €29 € 5 > 50,
portanto a partir desse momento as iteracoes locais estao bem definidas e serao aceitas
pelo passo 1, consequentemente apenas iteracoes do método local serao feitas. Pela
hipétese de (z,, A.) ja ser um ponto limite de {(zs,pus)} e o fato do Teorema 5.2.2

garantir que a sequéncia converge, temos que
lm(zs, prs) = (24, As).

Além disso, as taxas de convergéncia do método local, tanto para o residuo, quanto
para as sequéncias dual e primal, relacionadas aos parametros utilizados também sao

validas O

Observagoes importantes: Embora nosso teorema de convergéncia do método
local dependa do fato de que max{ry,c;m} < 1 e a priori ndo conhecemos c;, as
demonstragoes feitas em [29] garantem a convergéncia da sequéncia apenas supondo
max{rg, nr} < 1. La também sdo demonstradas taxas de convergéncia lineares usando
outra norma pra medir o residuo. Além disso, quando fazemos os parametros 75 e 7

tenderem a zero temos que lim 0, = 0, portanto lim sup #;, < # mesmo sem conhecermos
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cs, portanto o algoritmo global-local tem convergéncia garantida nesse caso. Mais do
que isso, nossa proposta de executar o passo local garante a possibilidade de tomar 7
e 1 desse modo. Por fim, como nos Capitulos 1 e 2, é possivel substituir a CPLD por
condigoes de qualificacao mais fracas (R-CPLD, CRSC, CPG) em todos os resultados

que afirmam que pontos AKKT sao pontos KKT sob essas condicoes.
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Capitulo 6

Restauracao Inexata sem busca

linear e otimizacao sem derivadas

Nessa secao nossa contribui¢ao sera propor um novo método de Restauracao Inexata
que nao faga busca linear no passo de otimizacao. Os resultados deste capitulo fazem
parte de um trabalho conjunto com A. Friedlander, J. M. Martinez e F. Sobral. A nao
ser pelo fato de nao fazermos a busca linear, nosso método é baseado nas ideias centrais

do Algoritmo de Fischer-Friedlander para resolver o problema alvo (4.1):

Minimizar f(x)

zeQCR”

sujeito a:  h(z) =0,
onde f : R" - R, h : R" — R™ sao fungoes duas vezes continuamente diferenciaveis
e 2 é uma caixa. Nosso intuito em evitar a busca linear é fazer com que o método
seja aplicavel em problemas onde as derivadas de f nao estejam disponiveis, embora
existam, e portanto direcoes de descida para f nao sejam conhecidas. Com isso nao é
possivel garantir a boa definicao da busca linear.

Nesse caso teremos que a funcao objetivo é dificil mas as restrigoes sao sim-

ples. Como restri¢oes simples estamos supondo fungoes para as quais existam métodos

eficientes de restauracao e que Jj, esteja disponivel. Embora o estudo das propriedades
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Capitulo 6. Restauracao Inexata sem busca linear e otimizacao sem derivadas

do nosso método nao dependa dessas caracteristicas, acreditamos que essas sao funda-
mentais para sua eficiéncia. Em problemas desse tipo esperamos encontrar a direcao de
otimizagao utilizando o método GSS (generating set search) para restrigoes lineares de
Lewis, Torczon e seus colaboradores [67, 66, 64], que é um método bem estabelecido na
literatura na minimizacao sem o uso de derivadas para problemas com restricoes linea-
res. Por ser chave na solucao de nosso subproblema vamos fazer uma breve introdugao

deste método, que de agora em diante denotaremos por GSS-KLT.

6.1 Método GSS-KLT

Nesta secao vamos fazer uma descricao superficial sobre o método GSS-KLT e exibi-
remos também algumas das suas propriedades tedricas demonstradas em [64]. Outras
propriedades, nao apresentadas em [64], que serdo necessarias para nosso uso do GSS-

KLT na resolucao de nossos subproblemas também serao demonstradas aqui.

O problema alvo do GSS-KLT em [64] é:

Minimizar f(z)
reR" (61)

sujeito a: Az < b,

onde f : R” — R é uma funcao duas vezes continuamente diferencidavel, A € R™*"
e b € R™ sao dados. Nao ha hipdtese do sistema Axr < b ser nao degenerado, por-
tanto nao ha necessidade de tratarmos restricoes de caixa separadamente, além do fato

de que problemas com restri¢oes de igualdade também estao incluidos nessa formulacao.

As seguintes definigoes s@o feitas em [64] e serdo de grande utilidade aqui:

Definicoes:
1. al é a i-ésima linha de A.
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6.1. Método GSS-KLT

2. O conjunto das restricoes quase ativas, ou seja aquelas cuja fronteira esta a uma

distancia menor do que € do ponto x, sera denotado por:

I(x,€) = {i|aiTx > b; — ellai]| }-

3. O cone tangente as restricoes quase ativas em x é dado por:

T(x,e) = {v|a]v<0,Vi € I(z,€)}.

De posse dessas definigoes passemos a descricao do Algoritmo GSS-KLT que,

muito a grosso modo, consiste em:

1. Dados os parametros 0 < < 1, ¢ > 1, ™", B™in ¢ BM9% positivos, uma funcao

p: R — R, continua, tal que lim;_,, @ = 0, um ponto vidvel 2° e um tamanho

de passo A, faca k = 0.
2. Faca €F = gmez Ak,
3. Construa um conjunto finito G* de diregoes de busca df tais que:

(a) gmm < |ldy|| < gmee,

(b) G* seja um conjunto gerador de T'(z*, €*),
, Td
(¢) k™™ < inf maxv—, sempre que T'(x,€) # {0}, onde vy é a projecao
aec |[vell||d]]
veR?

de v em T'(a*, €¥).

4. Se existir ¥ + A*dF vidvel tal que f(zF + AFdF) < f(aF) + p(AF), fazer 2F1 =
2 + AFdF para algum i e AP = AR
Caso contrério, a iteracao ¢ chamada de mal sucedida e faca z*+! = 2% ¢ AFH =

OAF
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5. Fazer k =k + 1 e voltar ao passo 2

No método mais geral descrito em [64] é permitido que 0 e ¢ dependam de
k. B permitido também a avaliacao de direcoes num conjunto de direcoes heuristicas
H* o que esta fortemente ligado ao melhor desempenho do método, mas nao a sua
convergéncia. Varios métodos diferentes, todos eles englobados pelo GSS-KLT, po-
dem sem obtidos para escolhas particulares em vérios itens do algoritmo [64]. Estas
caracteristicas especiais, podem ser impostas na geracao dos conjuntos G¥ e H¥, na
atualizacdo do tamanho de passo AF e na atualizacao do ponto tentativo no caso em
que ¥ + AkdF nao é vidvel, e também da funcdo p. Com cada uma dessas particu-
laridades, é possivel demonstrar (veja [64]) que sob hipdteses adequadas e razodveis
lim inf A* = 0, e com algumas hipSteses a mais que lim AF = 0.

Este resultado ¢ importante pois garante que o critério de parada A* < At
serd satisfeito em tempo finito, mas seu principal papel vem do Teorema 6.3 de [64] que
relaciona A* com a medida de otimalidade (2%, €*) = H[—Vf(ajk)]T(xk’ek)H, a projecao

de =V f(z*) em T (zF, €¥).

Teorema 6.1.1. - Teorema 6.3 de [64].
Suponha que o conjunto de nivel L = {z|Ax < be f(z) < f(2°)} seja limitado, e
que M seja a constante de Lipschitz de V f(x) num conjunto convero que contenha L.

Entao, para toda iteracao mal sucedida vale:

1 AF
=V @ e || < — (MA’“B’"“’” i §£@m3n> |

Demonstracao: Veja Teorema 6.3 de [64]. O

Um fato conhecido é que um ponto vidvel 2 é KKT de (6.1) se e somente se

x(x,0) = 0, entretanto x(z, €) ndo é uma fungao continua nas variaveis (z, €). Pensando
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6.1. Método GSS-KLT

em contornar isso também ¢é usada a medida de otimalidade:

X(r)= max —Vf(z)w.

Az +w) <b

ol < 1

Também é demonstrado em [64] que Y (z*) = O(AF) nas iteragoes mal sucedidas. Este
resultado é mais forte que o demonstrado no Teorema 6.1.1, pois, além do fato de que
X(x,0) = 0 se e somente se x é um ponto KKT de (6.1), temos que y(z) é continua.
Desta forma, temos que um ponto limite gerado pelo GSS-KLT é KKT no caso em que

lim inf A* = 0, e que todo ponto limite ¢ KKT no caso em que lim A¥ = 0.

Como esperamos utilizar o método GSS-KLT na resolugao de nossos sub-
problemas devemos interrompé-lo em um tempo finito, nao esperando que gere uma
sequéncia infinita. Para isso vamos utilizar como critério de parada que AF seja menor
que uma tolerancia A e portanto as propriedades relativas ao iterando final sao mais
importante que as do ponto limite. Considerando isso, optamos por trabalhar com
a medida x(z) ao invés de y(z), uma vez que suas propriedades s@o suficientes para
garantir as condicoes que necessitamos para nosso algoritmo de Restauracao Inexata,
além do fato de que ela se assemelha muito mais as condi¢oes de otimalidade sequenciais
AGP e AKKT [59], com as quais estamos habituados a trabalhar. Os préximos resul-
tados que demonstraremos nao estao em [64] e sao feitos aqui com o propdsito tinico de
mostrar ser adequado o uso do método GSS-KLT na resolucao dos subproblemas para

encontrar a diregao de otimalidade no nosso algoritmo de Restauragao Inexata.

Definindo A, . como a matriz formada pelas linhas de A que estao quase

ativas, ou seja pelas linhas a} com i € I(x,€), temos que
T(z,€e) = {y|Asey < 0}

Como [—V f(x)]1(z,e) € 0 ponto de T'(x, €) mais proximo de —V f(x) temos que [=V f ()] 7 (z,¢)
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¢ a solucao de:
Minimizar 1|y + Vf(z)|?
yeR (6.2)
sujeito a: A, .y <0.
Como (6.2) é um problema com fungao objetivo estritamente convexa e conjunto vidvel
convexo temos que y é a tnica solucdo de (6.2) se e somente se existe A € R (@) ta]

que valham as condigoes KKT de (6.2):

A>0,
ACL’,€y S O’

i =0 se [a,JTy <0.

Das duas primeiras equagées temos que [V f(z)]r@e = —(Vf(z) + AL ) e A > 0.

Equivalentemente:
[~V f(@)r@a = —(VFz) + ATX) e A>0,

onde A € R™ é tal que \; = 0 se i ¢ I(x,¢). Este fato deixa clara a afirmacao de que
um ponto vidvel z é KKT de (6.1) se e somente se x(z,0) = 0, mas também nos diz
mais a respeito da sequéncia de pontos em iteracoes mal sucedidas. Pelo Teorema 6.1.1

temos que os iterandos em iteragoes mal sucedidas satisfazem

IV F(a*) + AT | < e (MARS™ 1+ £50)
>0,

i =0 se al'zk < b; — €¥|ay|.

Neste caso, definindo 2 como o ponto resultante de uma iteracio mal su-
cedida em que A* < A" ¢ € = max{ (MAkﬁm‘”” + %) ,€"||Al|r} temos que

z¥ ¢ €KKT do problema (6.1).
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O dultimo resultado dessa secao é o essencial na nossa andlise do algoritmo
de Restauragao Inexata sem busca linear proposto na secao seguinte, caso pretendamos

usar o GSS-KLT na resolugao dos subproblemas.

Teorema 6.1.2. Suponhamos que vamos resolver uma sequéncia de problemas (P;)

usando o GSS-KLT com tolerancia At

1 7

F
70

obtendo como solucao x;, o qual serd ;-KK'T
de P;. Caso seja possivel obter a mesma constante de Lipschitz M para os gradientes das
funcoes objetivos e a sequencia das matrizes das restricoes tenha norma de Frobenius
limitada por N, € possivel fazer com que € tenda a zero controlando apenas o critério

de parada Al

Demonstracgao: Para obter esse resultado basta que implementemos o GSS-KLT com
alguns padroes na resolucao de cada FP;. Um desses padroes seria utilizar os mesmos
parametros ™", 3™ e 3 mesma funcao p, o que é natural no caso em que os problemas
tenham escalas parecidas. Além disso devemos usar também o mesmo parametro ™",
o que pode ser feito de maneira simples se as matrizes A sao parecidas, ou incluindo um
conjunto positivamente gerador de R” fixo em todos os conjuntos G* na resolucao de
todos os problemas P;. Com essas particularidades basta impor que o critério de parada
Al tenda a zero para obtermos que cada um dos termos envolvidos no limitante de &

Va a zero

— 1 k omazx p(Ak> mazx Ak
eigmax{ﬁmm <MAB —I—W ,B AN 3.

OJ
Observe que para esse fato nao precisamos conhecer explicitamente V f e €;, apenas é

necessario que o critério de parada Al tenda a zero.

6.2 Restauracao Inexata sem busca linear

Passaremos agora a exposicao do nosso algoritmo de Restauragao Inexata para resol-

ver o problema original de programacao nao linear (4.1) sem o uso de busca linear no
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calculo da direcao de otimalidade. Lembramos que o problema de interesse aqui acon-
tece quando f é uma funcao dificil, mas h é uma funcao facil, e que esperamos utilizar
o método GSS-KLT no célculo da direcao de otimalidade, entretanto esses fatos nao
sao requisitos na nossa andlise do método. O objetivo em evitar a busca linear é que
a garantia de que ela serd bem sucedida em tempo finito esta fortemente baseada no
fato de termos uma direcao de descida. Como no problema de interesse abordado neste
capitulo nao estao disponiveis as derivadas da funcao objetivo nao é possivel garantir
que uma direcao dada é de descida. Por isso introduzimos uma regularizacao que subs-

titui a busca linear. Passemos entao a descri¢ao do algoritmo:

Algoritmo 6
Considere ¢(z,p) = pf(x) + (1 — p)||h(x)]. Sejam r € [0,1), 5,7 > 0 constantes al-

goritmicas e €, uma sequencia de escalares nao negativos.

Passo 0: Escolha xy € Q, py € (0,1) e faga k = 0.

Passo 1: Escolha y;, € Q tal que

1R(y)ll < Az, ou seja, [|A(ye)l| = [A(ze)l| < —(1 = r)[|A(z)l,

k) < faw) + Bl[h(x) ||

Passo 2: Escolha py1 € {27px : i € N} o maior possivel tal que

(L= r)([[PCyi)l| = [Pl [])-

(I)(yka Pk+1) - ‘I)(l’mpkﬂ) <

N | —

Passo 3: Escolha 0, € {2'y,i € N}, o menor possivel, e uma direcao dj,

associada a 6 de forma que dj:
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a) seja viavel e ¢,-KKT para o problema

Minimizar f(yy + d) + 6| d||?

deR"
(6.3)
sujeito a:  Jp(yg)d =0
yp +d € §Q,
b) satisfaga as relagoes:
Flye +di) < fyk) — 7l del® (6.4)

(Y + di, At prrr) = @(2k; Ak Prsa) < %(1 = r)([[PCyi) | = [P (ze)]])-(6.5)

Passo 4: Faga xp1 = yp + di, Kk =k + 1 e volte ao passo 1.

Teorema 6.2.1. O Algoritmo 6 estd bem definido.

Demonstracao: A boa definicao dos passos 1 e 2 ja estd provada, uma vez que sao os
mesmos do Algoritmo 5.1 com a escolha A\, = 0 Vk. Consequentemente ainda obtemos
que existe p > 0 tal que pp > p para todo k.

Para a boa definicao do passo 3 basta observar que, uma vez fixado 6y,
se aplicarmos um método para resolver inexatamente o subproblema (6.3) cuja con-
vergéncia a pontos €,-KKT seja garantida, por exemplo o método GSS-KLT, como
mostramos anteriormente, obteremos a condi¢ao a).

Como d = 0 é vidvel para (6.3), se usarmos um método mondtono, por
exemplo GSS-KLT, e a origem como ponto inicial na resolucao de (6.3), garantiremos
que

F (e + di) + Onlldi]|* < f ()

Consequentemente, como v < 0 teremos que

Flyn +di) + Ml dell* < f e + di) + Olldill* < f(yr),
e portanto a relagao (6.4) também é satisfeita.
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Sendo assim s6 nos resta demonstrar que a relacao (6.5) pode ser satisfeita
para 0, suficientemente grande. Para isso lembremos que pelo fato de Jy,(yx)dr = 0 e

Jy, ser Lipschitz a relagdo (5.5) nos garante que existe 4 > 0, independente de yy, tal

que
1A Cyx + di)ll < Iyl + Flldll*.

De posse disso vamos mostrar agora que se 6, > @"y entao a relagao 6.5 também é

satisfeita. Desse modo o passo 3 estd bem definido e v < 0, < 6, onde 6 = 2@7. De

fato, se 0, > @ﬁ entao (1 — p)y — pbr < 0 e portanto
D(yi + diy pr+1) — P(@h, prt1) = yk + di, prs1) — P(Yk, prt1) +

+@(Yk, prr1) — P(zk, prs1)

< e (F(ye +di) — fyr)) +
U= prn) (I + di)] = [B(uo)]) +
1—r
+—5— 1Ayl = [1a(ze)l])
< —prpaOilldi | + (1 = pry)Flldi | +
1—17r
5= (1Rl = 1P ()l
< —pOlldi]l* + (1 — p)Flldil* +
1—r
+—5— (1Al = [Ir(ze)l])
< ((1=p)y — pb) | di|” +
1—r
LRl G
1—17r
< 5l = [[aar)l)-
Dessa forma todos os passos estao bem definidos. 0
A demonstracao de que Y - ||h(z;)| = ¢ < oo, e portanto de que todos

os pontos limite gerados pelo algoritmo sao vidveis, também é a mesma da feita em

Fischer-Friedlander. Isso acontece pois as relagoes usadas nesta demonstracao também
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6.2. Restauracao Inexata sem busca linear

sao garantidas pelo método sem busca linear. De todo modo, por conveniéncia, vamos
refazer os passos principais da demonstracao aqui.
Demonstracao: Para k > kg, onde pg, = p, os passos 3 e 1 do Algoritmo 6 garantem

que
Drein,7) — D7) < £ (1= ) ()|~ Bl < 50— A

portanto:

-1

qD('Il?ﬁ) - (I)(‘Tkmﬁ) = Z (I)(l’k+1,ﬁ) - qD(‘Tkvﬁ)
k=ko
-1

< 350 =Pl

k=ko

Como ®(z, p) é continua em z e 2 é um compacto temos que ¢ ¢ limitada
inferiormente e portanto » .2, [|h(zy)| é limitada superiormente. Como se trata de
uma série crescente, temos que ela é convergente, e portanto Y . ||h(zy)|| = 0 < oo.
Dessa forma temos que o termo geral ||h(zy)| converge a zero e, como ||h(yx)| <
|h(zx)||, também temos que ||h(yx)|| converge a zero e consequentemente tanto h(zy)
quanto h(yg) convergem a zero. Portanto a continuidade de h garante que todos os

pontos limites gerados pelo algoritmo sao viaveis

O fato da direcao di tender a zero também é acarretado pelos mesmos moti-
vos do que no algoritmo de Fischer-Friedlander. A seguir vamos fazer uma demonstracao
resumida desse fato.

Demonstracao: Pelos passos 1 e 3 e o fato de >, ||h(z)|| = 6 < oo temos que

fxr) = flze) = flzr) = flye) + flye) — f(an)
< =yl dill* + Bllh(xx) I
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Sendo assim

f(@ia) = flzo) = Z(f(fkﬂ) — f(x))

k=0

I I
=D Nl + 8 )
k=0 k=0

l
< =7 |ldill* + Bo
k=0

IA

. ) I AT
Como f é continua num compacto, devemos ter que Y, _, [|dx||? é limitada,

e portanto ||dx|| , e consequentemente dj,, convergem a zero. O

Para os resultados referentes a otimalidade dos pontos limite vamos precisar
mostrar algumas particularidades dos subproblemas (6.3) resolvidos no passo 3 do Al-
goritmo 6. A primeira dessas particularidades é que os gradientes das fungoes objetivo
dos subproblemas sao Lipschitz continuos com a mesma constante Ly + 20 em todas

as iteragoes. Vejamos isso:

IV [f(@+d) +0:lldl”] =V [f(z + )+ Oulls]] || =
= [V +d) = Vf(z+s)+ 0 (V[d* = VI|s|*)
<V +d) = Vi@ +s)ll+ 0 || VIIdl* = ViIs||
< Lygll(z + d) = (z + )| + 0 [|2d — 2s]|

< (Lvy+20) [ld sl

A segunda particularidade é que ||J,(yx)||r € limitada superiormente uma vez que Jy,(x)
é continua e €2 é um compacto. Deste modo ja mostramos no Teorema 6.1.2 que se
usarmos o método GSS-KLT, com algumas escolhas particulares bem razoaveis, na
resolucao dos subproblemas entao é possivel fazer com que €, tenda zero controlando
apenas o critério de parada A

Por fim demonstraremos que todo ponto de acumulagao g de {y;} é AKKT,
o que implica, com condigoes de qualificacao bem fracas, que os pontos limites sao KKT

para o problema original (4.1). Para isso vamos supor que a sequéncia ¢, tenda a zero.
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6.2. Restauracao Inexata sem busca linear

Demonstracao: Pelo fato de di ser um ponto vidvel e ¢-KKT de (6.3), existem

AL € R™, lj,lC >0 e vy > 0 tais que valem as relagoes:

YV (yr + di) + 20kdi + Jn(ye) " M — Vh 4+ 1 = g, (6.6)
Jn(yk)di = 0,

1< yp+dy < u, (6.7)

=y — dili[vi]i =0 e [yr +di — uls[v}]s = 0, (6.8)

v, vt <0, (6.9)

okl < €. (6.10)

Como f é duas vezes continuamente diferencidvel temos que |V f(x)|| < W,

para todo = € ). Pelo teorema fundamental do calculo sabemos que

Vot d) = V() + /0 V2 (e -+ td)dy .

e portanto podemos reescrever a equacao (6.6) como
1
Vf(yk) -+ Jh(yk)T)\k — V,i + I/;; =V — / VQf(yk + tdk)dk dt + 20.d;.
0
Denotando vy, = vy, — fol V2 f(yp + tdy)dy dt + 20,.d;, temos que

ol < Jloell +

‘ + 20 || dy |

1
0

IN

1
€ + / V2 f (yn, + tdy,)di || dt + 20)||dy]|
0

IN

1
€ + / 12 (e + tdi) |||t + 26t d |
0

IN

1

e + / W [deldt + 20|y
0

ex + Wlldi | + 20||dy]|.

IN
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De (6.7) temos que
—lldille +1 < yx < u+ [|difle,

onde e ¢ um vetor de dimensao apropriada com todas as coordenadas iguais a 1. De
(6.8) temos que [vi]; = 0 se [l — yp — di]; < 0, ou seja [vh]; = 0 se [l — yili < [dils,
logo [V1]; = 0 se [l —yi)i < —||di]| (pois [l — yx)i < —||di| implica [l — yxl; < [di;).
Analogamente [v}']; = 0 se [yx + dx — u]; < 0, portanto [v}']; = 0 se [yx — u]; < —||dk]|.

Sendo assim, se definirmos &, = max{e, + (W + 20)||dk|l, |l dxll, |2 (yx)]|},

teremos que valem

IV £ (k) + Jn(ye) " — vk + vl < &,
1A (y)|| < €,
[ —ere < yp < u+ ége,

[l — yk;]z < —€ = [l/]lc]z = 0,

[y —u); < —€, = [vp]; =0,

ou seja, temos que yy é €-KKT do problema original (4.1). Do teorema anterior ja sa-
bemos que ||h(yz)| converge a zero. Como ji demonstramos que ||dy|| converge a zero,
e €, ¢ por hipotese uma sequéncia convergente a zero, temos que €, também converge a
zero, e portanto qualquer ponto limite § de {y,} é AKKT. Consequentemente, por [19],
teremos que, se as restricoes em y satisfazem a CPLD, entao y é KKT para o problema

original (4.1). O

Neste capitulo nao fizemos uso dos multiplicadores de Lagrange no algo-
ritmo. A primeira razao para isso é que para a construcao do subproblema na fase
de otimizacao nao ¢é necessaria a utilizacao destes multiplicadores, ja que nao estamos
trabalhando com modelos quadréticos. Entretanto, de todo modo seria interessante mi-

nimizar o Lagrangiano no espago tangente e nao somente a funcao objetivo, e nesse caso
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6.2. Restauracao Inexata sem busca linear

necessitariamos das varidaveis duais. O grande empecilho para isso é que a alternativa
natural de atualizar os multiplicadores utilizada no Capitulo 5 nao esta disponivel no
novo subproblema. Isso acontece porque nao temos expressoes para os multiplicadores
dos subproblemas. Uma maneira de contornar isso seria inserir uma penalidade fixa e
atualizar os multiplicadores como em métodos de Lagrangiano Aumentado. Esse ponto
parece ser interessante de ser estudado no futuro.

Uma observacao importante a ser feita aqui é que o preco que pagamos
por evitar a busca linear é que devemos resolver possivelmente varios problemas de
otimizagao para obter a diregao de otimizagao. Como isso pode nao ser uma tarefa
facil, é de se esperar que o método tratado aqui seja menos eficiente do que o método
de Fischer-Friedlander quando este seja aplicavel. Entretanto, ganhamos aqui uma
amplitude maior de problemas possiveis de serem abordados, podendo ser uma opcao
para quando nao tivermos as derivadas de f disponiveis.

Como dissemos no Capitulo 4, uma vantagem de métodos de Restauragao
Inexata em relagao a métodos que tratam tanto a funcao objetivo quanto as restricoes
ao mesmo tempo, é que é possivel explorar melhor a estrutura do problema no caso em
que um dos objetivos, viabilidade ou otimalidade, seja mais facil de ser tratado do que
o outro. Isso acontece porque nao perdemos tempo avaliando o objetivo dificil de ser
tratado quando o foco é o objetivo facil. No caso desta se¢ao onde nos problemas alvo
considerados nao estao disponiveis as derivadas da fungao objetivo, o que geralmente
implica que avaliacoes de fungao objetivo sejam muito custosas, nao fazemos avaliagoes
de funcao objetivo na fase de restauracao.

Uma grande vantagem em nosso método aplicado a problemas de otimizagao
sem o uso de derivadas é que varios dos métodos existentes para problemas deste tipo
baseiam-se no uso de dire¢oes densas. Este argumento é bastante usado mesmo em pro-
blemas com restrigoes simples, no sentido em que as suas derivadas estao disponiveis
e para as quais é facil fazer uma restauracao. Entretanto, existem varias criticas a
essa abordagem pois, em teoria, métodos baseados nessas ideias podem nao ser inte-

ressantes computacionalmente. Deste modo, embora a convergéncia desses métodos
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envolva o argumento de direcoes densas, os experimentos computacionais comprovam
boa eficiéncia apenas se tais direcoes sao escolhidas de forma que a densidade de fato
nao seja um fator decisivo. Isso nos leva a crer que a densidade nao é o argumento que
de fato explica o comportamento desses métodos. Por exemplo, argumentos desse tipo
demonstram a convergéncia de métodos para problemas de otimizacao global, para
uma funcao continua limitada inferiormente qualquer, embora a eficiéncia numérica
desse método seja incontestavelmente ruim, [21]. Dessa forma consideramos que nao
usar o argumento de densidade é um diferencial de nosso método sobre os existentes na
literatura.

Outra consideracao que merece destaque é que em problemas em que métodos
de interpolagao, por exemplo BOBYQA [92], sdo mais adequados do que métodos de
busca coordenada podemos modificar a fase de otimizacao do Algoritmo 6 para me-
lhorar a eficiéncia de nosso método. Para isso basta trocar o Algoritmo GSS-KLT por
algum método de interpolagao com restrigoes lineares para resolver o subproblema (6.3).
A razao de nao termos explorado mais essa alternativa é que esse tipo de método nao
tem teoria de convergéncia bem estabelecida, portando nao é possivel garantir que eles
fornecam pontos e-KKT. Entretanto, em situagoes praticas em que esses métodos sao

bem sucedidos é observado que eles geram pontos aproximadamente KKT.

6.3 Experimentos numéricos

Testes computacionais referentes ao Algoritmo 6 sdo apresentados em [33] e serdo re-
produzidos a seguir.
Na fase de restauracao foi usado Algencan para encontrar ¥, resolvendo o

seguinte problema:
M. . . l o 2
inimizar g |y — k]
sujeito a:  h(y) = 0.
O critério de parada nessa fase foi que pelos menos ||A(y)|| < 0.5||h(xy)||. J& o parametro

r escolhido foi 0.99. Isso indica que estamos querendo dividir a infactibilidade por pelo
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menos 2, mas caso Algencan nao alcance essa melhora nao vamos parar o Algoritmo 6.

Na fase de otimizagao o subproblema de otimizacao sem derivadas com res-
trigoes lineares foi resolvido com o Algoritmo GSS-KLT implementado no software
HOPSPACK [89]. O valor do parametro de regularizacao inicial foi escolhido como
~v = 27° a nao ser quando o algoritmo identifica que o parametro é inadequado e faz

algum ajuste. O critério de parada foi:
Apy1 = min{1.1%, 0.1 max{||A(yx + d) ||, |dx||} }.
O algoritmo declara convergéncia se
1A(ye +di)[| <1075, [ldi[| < 107% e AL <1077

O algoritmo foi implementado em C++ num computador com 8GB de RAM,
processador Dual Core Intel Core i7, 2.67GHz e sistema operacional Linux (Ubuntu)
64bits.

Confrontamos nosso algoritmo com HOPSPACK em 105 dos 116 problemas
com restrigoes da colecao de testes de Hock e Schittkowski [61]. Os 11 problemas ex-
cluidos correspondem a problemas irrestritos ou a problemas que apresentaram falha no
calculo das derivadas das restricoes na compilagao. HOPSPACK é uma implementagao
de um método de Lagrangiano Aumentado para otimizacao sem uso de derivadas. Esse
tipo de método possui teoria de convergéncia bem estabelecida [68], [69] e [42]. Entre-
tanto esse tipo de método nao explora o fato das restrigoes serem mais simples ja que
trabalha com funcao objetivo e restri¢oes simultaneamente. Declaramos que o algoritmo
resolveu um problema quando

@ — f .
wax (L@ L)

Os resultados obtidos estao apresentados na Tabela 6.1 e na Figura 6.3.

17(Z)]|oe < 107°

Podemos ver que o método de restauragao Inexata foi tanto mais eficiente quanto mais

robusto que HOPSPACK.
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Figura 6.1: Evolucao do niumero de problemas resolvidos pelo Algoritmo 6 e por HOPS-

PACK em funcao do nimero de avaliagoes de fungao objetivo.

Tabela 6.1: Comparagao entre o valor de f obtido e o niimero
de avaliagoes da fungao objetivo no Algoritmo 6 e em HOPS-
PACK. Asteriscos indicam pontos invidveis encontrados pelo

algoritmo correspondente.

Algoritmo 6 HOPSPACK
Prob. f #Aval. f f #Aval. f
6 3.44661E-12 206 | 4.8400E+00%* 151
7 | -1.73205E+00 346 6.93147E-01 325
8 | -1.00000E+00 3 | -1.0000E4-00* 187
9| -5.00000E-01 198 | -5.00000E-01 26
10 | -1.00000E+00 958 | -8.65109E-01 357
11 | -8.49846E+00 260 | -8.47917E+00 523
12 | -3.00000E+01 589 | -3.00000E+01 342
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Tabela 6.1: Comparagao entre o valor de f obtido e o nimero
de avaliagoes da fungédo objetivo no Algoritmo 6 e em HOPS-
PACK. Asteriscos indicam pontos invidveis encontrados pelo

algoritmo correspondente.

Algoritmo 6 HOPSPACK
Prob. f #Aval. f f #Aval. f
13 | 1.03474E+00 76398 | 9.9108E-01* 803
14 | 1.39346E4-00 51 | 1.39411E400 202
15 | 3.06500E4-00 96 | 3.06500E+00 451
16 | 2.58234E-01 544 | 2.50000E-01 600
17 | 1.04614E4-00 94 | 1.00004E+00 612
18 | 5.0224E+4-00* 4961 | 1.06635E+01 263
19 | -6.96181E+03 138 | -7.4719E+03* 1370
20 | 4.15105E+01 40 | 3.82187E+01 393
21 | -9.99600E+01 144 | -9.99600E+-01 32
22 | 1.00061E+00 78 | 1.00000E+00 276
23 | 2.00000E+00 84 | 2.00000E+00 466
24 | -1.00000E+00 125 | -1.00000E+00 27
26 1.2332E-08* 9256 | 2.11600E+01 585
27 | 4.00000E+00 3695 | 4.00056E+00 1358
28 | 4.36831E-09 517 | 7.70336E-08 264
29 | -2.26274E4-01 885 | -2.24711E4-01 327
30 | 1.00004E+00 794 | 1.00000E+00 55
31 | 6.00000E+00 1603 | 6.00351E+400 921
32 | 1.00000E+00 155 | 1.00000E+00 51
33 | -4.00000E+00 109 | -4.58538E4-00 381
34 | -8.34032E-01 165 | -2.28219E-01 582
35 1.11111E-01 287 1.11112E-01 340
36 | -3.30000E+03 240 | -3.30000E+03 60
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Tabela 6.1: Comparagao entre o valor de f obtido e o nimero
de avaliagoes da fungédo objetivo no Algoritmo 6 e em HOPS-
PACK. Asteriscos indicam pontos invidveis encontrados pelo

algoritmo correspondente.

Algoritmo 6 HOPSPACK
Prob. f #Aval. f f #Aval. f
37 | -3.45600E+403 503 | -3.45600E+03 102
39 | -1.00000E4-00 776 | -1.00000E+00 830
40 | -2.50000E-01 214 | -2.5056E-01* 897
41 | 1.92593E+00 238 | 1.92593E+00 292
42 | 1.38579E+01 2055 | 1.40000E4-01 779
43 | -4.39930E+01 2657 | -4.40000E4-01 1134
44 | -1.30000E+01 255 | -1.30000E+01 57
46 1.25916E-05 1865 | 3.33763E+00 777
47 6.33827E-10 457 | 1.24954E+01 901
48 3.12666E-08 924 1.11743E-06 497
49 1.52106E-07 36006 1.42943E-04 1002
50 2.38728E-07 304 5.29367E-07 290
51 1.82282E-09 563 1.25372E-06 142
52 | 5.32665E4-00 317 | 5.3267E+00* 311
53 | 4.09302E4-00 252 | 4.09302E+00 216
54 | -1.78438E-01 292998 | -1.5590E-01* -1
55 | 6.66667E400 41 | 1.0000E+20* -1
56 | -3.75830E-01 45478 | -1.00000E+00 2075
57 3.06462E-02 239 3.06380E-02 74
58 | 3.19440E4-00 82 | 3.19226E4-00 817
59 | -7.80424E+00 988 | -6.75457E+00 340
60 3.25682E-02 341 5.47089E-02 465
61 | -1.43646E+02 155 | -1.43000E+-02 621
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Tabela 6.1: Comparagao entre o valor de f obtido e o nimero
de avaliagoes da fungédo objetivo no Algoritmo 6 e em HOPS-
PACK. Asteriscos indicam pontos invidveis encontrados pelo

algoritmo correspondente.

Algoritmo 6 HOPSPACK
Prob. f #Aval. f f #Aval. f
62 | -2.62725E+4-04 849 | -2.62716E+04 233
63 | 9.61715E+02 381 | 9.62606E+02 317
64 | 6.29984E+403 703 | 6.29985E+03 6253
65 9.53529E-01 944 | 1.00617E+00 379
66 5.18163E-01 502 5.33106E-01 566
68 | -9.20425E-01 2012 | -8.4354E-01%* 1316
69 | -9.56713E+02 20385 | -9.5665E+02% 2471
70 2.69086E-01 669 7.74114E-03 3766
71 | 1.70141E401 1767 | 1.7031E+01* 1939
72 | T7.27679E402 2388 | 7.2059E-+02* 9606
73 | 2.98944E401 129 | 3.01595E4-01 223
74 | 5.12650E4-03 543 | 5.1447E+03* 46145
75 | 5.17441E4-03 186 | 5.2331E+03* 22678
76 | -4.68182E4-00 560 | -4.68182E+00 403
7 2.41505E-01 730 | 4.6807E+00* 1904
78 | -2.91970E+-00 1180 | -2.8917E4-00* 869
79 7.87768E-02 528 2.4186E-01* 1054
80 5.39498E-02 590 | 1.0000E+00%* 557
81 5.39499E-02 2517 9.9999E-01* 557
83 | -3.06655E+4-04 530 | -3.06653E+04 1708
84 | -5.28034E+4-01 1306 | -5.27947E+401 2842
86 | -3.23487E+-01 562 | -3.23152E+01 485
87 | 8.92760E+03 971 | 9.3254E+403* 16244
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Tabela 6.1: Comparagao entre o valor de f obtido e o nimero

de avaliagoes da fungédo objetivo no Algoritmo 6 e em HOPS-

PACK. Asteriscos indicam pontos invidveis encontrados pelo

algoritmo correspondente.

Algoritmo 6 HOPSPACK
Prob. f #Aval. f f #Aval. f
88 | 1.36268E+-00 941 | 1.3674E+400%* 1274
89 | 1.36269E4-00 1715 | 1.3640E4-00* 1945
90 | 1.36518E400 3008 | 1.36531E+00 2655
91 | 1.36269E+00 3454 | 1.3619E-+00* 4180
92 | 1.36386E400 4655 | 1.3613E+00* 4004
93 | 1.3544E-+02* 27232 | 1.37066E+02 129
95 1.56195E-02 12139 1.70816E-02 156
96 1.56195E-02 7401 1.70816E-02 156
97 | 4.07125E400 11058 | 4.12011E+00 145
98 | 3.13581E+00 14366 | 4.12011E+00 145
99 | -8.30871E+408 4 | -7.4573E4+08* 729
100 | 1.3619E4-03* 24770 | 6.84327E+02 873
101 | 1.82638E4-03 66903 | 1.81634E+03 14563
102 | 1.53792E4-03 50936 | 9.20560E+02 15147
103 | 1.54704E+03 25457 | 5.43980E+02 14583
104 | 3.95117E400 20730 | 3.95436E4-00 9844
105 | 1.13841E403 99757 | 1.13842E+03 10580
106 | 7.04925E+403 75091 | 1.13923E4-04 30424
107 | 5.05545E+03 173 | 5.0628E+4-03* 7232
108 | -5.00000E-01 7154 | -5.00000E-01 99
109 | 1.1686E404* 10 | 5.5010E4-03* 57551
111 | -4.0523E4-01* 31196 | -4.7780E+01* -1
112 | -4.77611E4-01 8366 | -4.77608E4-01 730
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Tabela 6.1: Comparagao entre o valor de f obtido e o nimero
de avaliagoes da fungédo objetivo no Algoritmo 6 e em HOPS-
PACK. Asteriscos indicam pontos invidveis encontrados pelo

algoritmo correspondente.

Algoritmo 6 HOPSPACK
Prob. f #Aval. f f #Aval. f
113 | 2.43130E4-01 2432 | 2.53962E4-01 1887
114 | -1.5648E4-03* 21132 | 1.0000E+20* -1
116 | 1.8779E402* 2113 | 5.0000E+01* 9131
117 | 3.23487E4-01 10557 | 5.40287E4-01 7190
118 | 6.64820E+02 6183 | 6.64830E+02 3762
119 | 2.44900E+02 1018 | 2.44926E+02 944
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Capitulo 7

Introducao ao problema de

Equilibrio de Nash

A Teoria de Jogos [83, 84] é uma ferramenta eficiente para modelar situagdes onde agen-
tes (jogadores) tém que tomar decisoes interagindo entre si, e por isso tem aplicagoes

em diversos ramos da ciéncia. Um jogo consiste nos seguintes elementos basicos:

e Conjunto de jogadores G = {p1, - ,p,}-

e Conjunto S; de estratégias, ou decisoes possiveis, do jogador p;.

e Conjunto de resultados possiveis S = 51 x Sg x -+ X .S,.

e Funcao de perda do jogador p;

fi: S =R
Uma notacgao que serd usada ao longo do texto é escrever S como S; X S_;

para dividirmos as configuragoes possiveis como a jogada do jogador 7, pertencente a
S;, e as jogadas dos demais, pertencentes a S_; = 51 X -+ X Si_1 X Sipq--- X 5.
Além disso, escreveremos todo x € S fraccionado da forma x = (x;,x_;), onde x; € S;

denota a estratégia do jogador ¢ e x_; € S_; as estratégias dos demais agentes. No

caso em que o conjunto de decisoes de cada jogador seja finito denotaremos por S; =
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{Ti1, @2, -+, Tin, } 0 conjunto das n; jogadas possiveis do jogador i e o jogo sera dito
de estratégias puras. Ilustremos esta situacao com um exemplo classico, popularmente

chamado de dilema do prisioneiro.

Considere que dois individuos, Bob e Will, estao sendo investigados sob a
suspeita de serem os autores de um crime. O detetive do caso coloca cada um isolado do
outro e explica que eles tem duas opcoes, confessar ou negar o crime. Ele explica também
que a pena, em nimero de anos presos, que receberao serd dada, em consequéncia de

suas respostas, de acordo com a seguinte tabela:

Will
Confessar ~ Negar
Confessar (5,5) (0,10)
Bob
Negar | (10,0) (1,1)

Ou seja, se ambos confessarem passarao cinco anos presos, se ambos negarem
passarao um ano presos e se um confessar e o outro negar o que confessou serd solto
mas o que negou ficara dez anos preso. O detetive também fala que o outro prisioneiro
também tera acesso as mesmas informagoes.

Neste exemplo os elementos do jogo seriam:

Conjunto de jogadores G = {Bob, Will}.

Conjunto Sgop, = Swin = {confessar, negar}.

Conjunto de resultados possiveis:

{(confessar, confessar), (confessar, negar), (negar, confessar), (negar, negar)}.

Funcoes de perda:

1) ) = i s — J
fBob(confessar, confessar) = fuwin(confessar, confessar) = 5
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fBob(confessar, negar) = fwin(negar, confessar) = 0,
fBob(negar, confessar) = fywin(confessar, negar) = 10,
fBob(negar, negar) = fywin(negar, negar) = 1.

Como todos os jogadores sabem toda a estrutura do jogo, e sabem que o
outro também sabe, dizemos que este é um jogo de informacao completa. Além disso,
como os jogadores estao isolados, e portanto nao podem combinar suas agoes, dizemos
que este é um jogo de informacao completa nao cooperativo. Noés sempre trataremos
deste tipo de jogo.

Uma pergunta pertinente agora seria, “Qual situacao podemos esperar deste
jogo?”. A resposta a esta pergunta nao é simples, até porque existem mais de uma
abordagem para tentar soluciona-la, e, dependendo da utilizada, podemos chegar a
respostas diferentes. A chave da dificuldade encontra-se no fato de nao termos um
objetivo comum para os agentes, mas sim que cada um procura fazer o melhor para si
mesmo. Ou seja, temos muitos objetivos num mesmo problema.

Uma alternativa para buscar solucoes é nos colocarmos como um dos prisi-
oneiros, por exemplo Bob, e fazer o seguinte raciocinio, se Will confessar qual seria a
melhor solugao que eu poderia tomar? Confessando ficaria preso 5 anos, negando ficaria
10, portanto preferiria confessar. E se Will negar? Confessando seria solto, negando
ficaria 1 ano preso, portanto novamente preferiria confessar. Como, independente da de-
cisao de Will, seria melhor para Bob confessar consideraremos que ele assim faca. Pela
simetria deste jogo também podemos esperar que Will confesse. Portanto, a “solugao”
do jogo seria (confessar, confessar). Encontrar solu¢oes descartando estratégias desta
forma é o que é chamado de eliminacao de estratégias estritamente dominadas.

Outra alternativa para tentar chegar a uma configuracao esperada seria tra-
tar o jogo como um problema multiobjetivo e adotar o conceito consagrado de 6timo a

Pareto como solucao do jogo.
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Definigao: Dizemos que z* € S é um ponto 6timo a Pareto se nao existe z € S tal

que fi(z) < fi(z*), Vie f;j(z) < f;(x*) para algum j.

Informalmente estamos dizendo que nao existe uma decisao em que todos
jogadores, ao mesmo tempo, ganhem mais (ou percam menos) do que em z*.

Claramente a situagao (confessar, confessar), encontrada anteriormente, nao
é 6tima a Pareto pois em (negar, negar) tanto Bob quanto Will ficariam presos menos
tempo, um ano contra cinco na anterior. A op¢ao (negar, negar) é um étimo a Pareto
pois em qualquer outra situacao pelo menos um dos jogadores ficaria mais de um ano
preso.

Uma terceira alternativa de analisar o jogo seria encontrar pontos de equilibrio,
ou seja, situagoes que acreditariamos que seriam mantidas caso fossem atingidas. Che-

gamos, finalmente, ao conceito de equilibrio de Nash.

Definicao: Dizemos que z* € S é um equilibrio de Nash se: fi(zf,z*,) < fi(z;, 2*,),

Vx; € S; e Vi.

Intuitivamente estamos falando que nenhum jogador tem motivacao pra tro-

*

car de estratégia se os outros nao trocarem. Ou seja, fixado z*,, temos que z} é um
minimizador de f; em S;. No nosso exemplo podemos ver que (confessar, confessar) é
um equilibrio de Nash pois nenhum dos jogadores estaria disposto a trocar confessar
por negar se soubesse que o outro confessou. Na verdade, toda situacao que for obtida
com eliminacao de estratégias dominadas serd um equilibrio de Nash, embora nem todo
equilibrio de Nash de um jogo possa ser encontrado através deste tipo de eliminagao
[30]. Neste exemplo podemos ver também que nao é verdadeiro que equilibrio de Nash
implica em 6timo a Pareto e que também nem a reciproca é vélida.

Podemos observar que todos os conceitos introduzidos até agora independem

do fato do nimero de estratégias ser finito. Na verdade, o caso em que .S; é continuo é

o de maior interesse em nosso trabalho. Vamos considerar que S; seja um subconjunto
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de R™ descrito através de restricoes de igualdade e desigualdade. No caso em que S;
dependa também das decisdes dos outros jogadores, ou seja S; = S;(x_;), o problema é
chamado na literatura de problema de equilibrio de Nash generalizado, e este é o caso
com maior enfoque em nosso trabalho, portanto, vamos nos referir a ele simplesmente
por problema de equilibrio de Nash. Vamos denotar o problema de otimizagao a ser
resolvido pelo jogador ¢, parametrizado pela decisao dos demais jogadores, para sua

tomada de decisao por PEN;(z*,):

Minimizar  f;(z;, 2*;)
r; € Q; CR™
(7.1)

sujeito a:  h(x;,x*,)
gi(@i,a2;) < 0.

Sendo assim, a partir de agora vamos considerar como defini¢ao de Equilibrio
de Nash a versao que envolve os problemas PEN;(z* ;) e é mais utilizada em otimizacao
continua.

Defini¢ao: Dizemos que z* € R™ ™2+t ¢ uym ponto de equilibrio de Nash (Ge-
neralizado) se para cada i = 1,2--- , ¢ tivermos que z} é solugao, local ou global, de

Em [47] sao discutidos vérios tipos de métodos para encontrar equilibrios de
Nash. Os métodos que sao mais utilizados na literatura sao baseados em desigualdades
variacionais explorando as condigdbes KKT de cada um dos problemas (7.1). Outra
alternativa que nos chama muito a atencao é o estudo de métodos do tipo Jacobi e
Gauss Seidel. Acreditamos que este tipo de método tem um apelo muito forte sobre
como equilibrios sao atingidos na vida real. Nossa motivacao para adotar esse tipo
de método é a natureza intrinseca deles de que o problema pode ser visto como um
sistema dinamico em fungao do tempo. Neste caso a decisao de cada agente seria
a melhor resposta para seu problema considerando as decisdes dos outros agentes no

instante de tempo anterior.

149



Capitulo 7. Introducao ao problema de Equilibrio de Nash

7.1 Exemplos de problemas de equilibrio com de-
cisoes continuas

Nesta secao vamos introduzir dois exemplos de problemas com varidveis de decisao
continuas em que estamos interessados em encontrar pontos de equilibrio. O primeiro
de nossos objetivos aqui é poder ilustrar de forma simples a relacao entre os problemas
de otimizacao e os pontos de equilibrio. O segundo objetivo é fornecer uma ilustragao
de uma aplicacao de grande importancia desse conceito, para isto escolhemos o modelo
de equilibrio geral de Arrow-Debreu. Estes exemplos servirdao como base também no
Capitulo 8, onde apresentaremos um método de Restauracao Inexata para resolver
problemas com restricoes de equilibrio.

Nosso primeiro exemplo é meramente ilustrativo e consiste em obter um
modelo linear muito simples para estudarmos a situacao de equilibrio. Para contextua-
lizar, vamos considerar que estamos modelando, de forma elementar, a situacao em que
duas empresas concorrentes devem tomar a decisao de quao agressivas serao em suas
campanhas publicitarias. Vamos denotar por x,y € [0,100] o nivel de agressividade
da primeira e da segunda empresa, respectivamente. Claramente a decisao étima de
cada empresa depende de uma medida natural de impacto no mercado e da decisao
da empresa concorrente. Coeficientes de afeicao e aversao a disputa caracteristicos de
cada empresa também sao importantes nesse processo. Sendo assim uma maneira para

descrever a decisao da primeira empresa é como sendo solugao do problema:

Minimizar (az — by — ¢)?
x (7.2)
sujeito a:  x € [0,100],
e a decisao da segunda empresa como sendo solucao de:
Minimizar (a’z — b'y + ¢/)?
Y (7.3)

sujeito a:  y € [0, 100],
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Fungéo resposta linear

Resposta da empresa 1: x(y)

L L .
-50 0 50 100 150 zon
ACHD da empresa 2o y

Figura 7.1: Resposta étima z(y) da primeira empresa a decisao y da segunda empresa.

onde os coeficientes a, a’ correspondem ao fator de influéncia da decisdo da primeira em-
presa respectivamente no seu préprio problema e no problema da segunda empresa, ana-
logamente b, b’ correspondem ao fator de influéncia da decisao da segunda empresa e ¢, ¢/
sao os parametros de agressividade inerente a cada empresa independentes da decisao
da concorrente. Para que faca sentido que a decisao da empresa tenha algum impacto
na sua funcao objetivo consideramos a, b # 0. Portanto, fixado y, a melhor decisao

para a empresa 1 seria z(y) = max{0, min{%, 100}}. Analogamente, a resposta 6tima

N o« o~ . . . . / /
da empresa 2 & decisdo  da primeira empresa, seria y(z) = max{0, min{<£**, 100} }.
Dessa forma um par (z*,y*) seria um ponto de equilibrio se e somente se z(y*) = z* e
y(x*) = y*, ou seja, cada uma das empresas esta tendo a resposta 6tima a decisao da

outra.

Considerando a = 2, b =1 e ¢ = 20 temos que o gréafico da fungao resposta
da primeira empresa é retratado na Figura 7.1. Escolhendo o’ = 1, ¥’ = 3, e ¢ = 140,

a Figura 7.2 apresenta o grafico da fungao resposta da segunda empresa.

Portanto o ponto de equilibrio estaria na interseccao dos graficos das duas
fungoes respostas, ja que neste caso terfamos que z(y*) = z* e y(x*) = y*. Nesse caso

o ponto de equilibrio seria x* = 40 e y* = 60, conforme ilustrado na Figura 7.3.

O segundo exemplo que vamos abordar é o conceito de equilibrio geral (ou
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Capitulo 7. Introducao ao problema de Equilibrio de Nash

Funcéo resposta linear

Resposta da empresa 2: y(x)

L ! L L L ! L L !
-200 -1e0 100 -50 [t} a0 100 180 200
AcHD da empresa 1:x

Figura 7.2: Resposta étima y(z) da segunda empresa a decisao = da primeira empresa.

Resposta linear

Resposta da empresa 2: yix)
AcAo da empresa 2: y

0 i i i i 1 i i i

0 10 z0 sli} 40 a0 60 T i} 30 100
AgHD da empresa 1: x

Resposta da empresa 1: x{y)

Figura 7.3: Gréfico mostrando simultaneamente as respostas z(y) e y(z) no intervalo

[0,100], e o ponto de equilibrio (z*,y*) = (40, 60).
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7.1. Exemplos de problemas de equilibrio com decisoes continuas

equilibrio Walrasiano) de Arrow-Debreu [7]. Este conceito é uma das ferramentas mais
importantes no estudo da microeconomia e foi um dos principais fatores a contribuir

tanto para K. Arrow quanto para G. Debreu serem laureados com o Prémio Nobel.

Para a formulacao vamos supor que existam [ tipos de bens econdémicos,
produtos e servicos, na economia. Os bens econoémicos podem ser produzidos por
unidades produtivas ou comprados e vendidos no mercado, tanto por firmas quanto por
consumidores, por um preco p; > 0 a ser determinado pela lei da oferta e demanda.
Vamos denotar os mesmos produtos ou servicos com particularidades diferentes como
bens economicos diferentes. Desse modo o preco deles sao determinados separadamente,
mantendo apenas a coeréncia na relacao entre eles. Por exemplo, uma tonelada de
soja pode ser considerada como dois produtos diferentes se for comercializada hoje
ou amanha, ou se for plantada no Brasil mas comercializada no Brasil ou nos Estados
Unidos. Evidentemente o preco delas esta relacionado, uma vez que é possivel substituir

um produto pelo outro, mas isso a prépria lei de mercado definira.

Cada uma das s unidades produtivas existentes deve decidir qual plano de
producdo adotar. Vamos denotar essa decisao por y; € Y; C R’ cuja entrada po-
sitiva em uma coordenada indica a producao do bem correspondente e uma coorde-
nada negativa indica o consumo ou uso de algum bem ou servigo. Por exemplo, se
ys = (4,2,—5,—7) temos que a terceira firma estd produzindo 4 unidades do bem 1 e
2 do bem dois. Para isso, a unidade produtiva estd utilizando 5 unidades do bem 3
como matéria prima e esta contratando 7 unidades de mao-de-obra associada ao bem
economico 4. O conjunto Y; indica o conjunto de possiveis decisoes para a firma j. Por
exemplo, se sao necessarias pelo menos 3 unidades de mao-de-obra associada ao bem
economico 4 para cada unidade do bem 2 produzido, entao a equacao 3ys, < ys, esta
contemplada por Y;. Tomando como dados os precos dos bens economicos, os quais
indicaremos pelo vetor p € R!, o problema da unidade produtiva j seria de maximizar

a receita dentro dos possiveis planos de produgao, ou seja:
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Capitulo 7. Introducao ao problema de Equilibrio de Nash

Maximizar p’y;
Yj (7.4)
sujeito a:  y; € Y.
Para cada um dos t consumidores, os quais nao podem produzir bens eco-
noémicos a nao ser mao de obra, vamos denotar a variavel de decisao por z; € X; C R’
Cada coordenada de z; indica a quantidade do respectivo bem economico adquirida pelo
consumidor, e portanto as tinicas coordenadas que podem estar abaixo de uma dotagao
inicial em x; serao aquelas associadas a prestacao de servigo do individuo i, as quais
serao nao negativas. Para tratar o caso de consumidores que negociam seus pertences
podemos criar uma firma cujo dono seja o individuo ¢ e que nao crie nenhum bem,
apenas negocie os existentes. Vamos considerar como patrimonio inicial do individuo
i o vetor & € R!, cujas entradas negativas indicam um divida inicial do individuo i.
A porcao da empresa j pertencente ao consumidor ¢ serd denotada por a;; > 0, de
modo que 25:1 a;; = 1. O conjunto X, representa todos os possiveis vetores de decisao
do individuo i, sem a restricao orcamentaria. Por exemplo, X; limita a compra de
um determinado bem a quantidade disponivel no mercado e a quantidade de servigco
prestado a um limite de horas didrias dado pela legislagao e/ou pela capacidade fisica
do individuo. J& a restricao orcamentaria é que, tomando os precos como dados, os
gastos sejam menores que a receita, ou seja:
S
pla < Z P yj.
j=1
Como a firma artificial ;' considerada no caso do consumidor que negocia seus pertences
tem como conjunto viavel {y € R';y < &} e o vetor de precos é ndo negativo temos que
a decisao étima é y' = &;. Como o individuo 7 é o tinico proprietario da firma j’ temos
que a; ;7 = 1, logo, sua receita com possiveis negociagoes do patrimonio inicial seria p’&;.
Dessa forma podemos desconsiderar o problema da empresa j' e incluir explicitamente
a receita inicial do consumidor ¢ em seu patrimonio. Portanto, se considerarmos como

sendo u;(z;) a funcdo de utilidade do consumidor ¢, seu problema, parametrizado pelo
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vetor de precos e decisoes das unidades produtivas, pode ser escrito como:

Maximizar u;(z;)
X
(7.5)
sujeito a:  x; € X,
prae <ph&+ 375 ciyply;.
Tendo em mente esses problemas diremos que (z*, y*, p*) é dito um equilibrio

Walrasiano se satisfaz as seguintes condigoes:

EW-1. Para todo j € {1,---,s}, y; é solugao do problema (7.4) da j-ésima unidade
produtiva para p = p*.

EW-2. Para todo i € {1,--- ,t}, ] é solugao do problema (7.5) do i-ésimo consumidor
paray =y* ep=p".

EW-3.

p'>0, 27<0 e pT=0,

onde
t S

z=2(x,y) = Z(ﬂfz —&) =Dy

i=1 j=1

é a varidvel de excesso de demanda e z* = z(z*, y*).

Uma observacao importante é que como p* > 0 e z* < 0, o produto escalar
plzr = Z;le;z;‘; é uma soma de termos nao positivos. Portanto, p*72* = 0 se e
somente se cada termo pj z; for nulo para todo h. Como consequéncia temos que numa
situacao de equilibrio z; < 0 somente se p; = 0. Ou seja, no equilibrio é possivel atender
a demanda de todos os consumidores (z* < 0) e s6 ha excesso de oferta (z; < 0) se
o preco do bem econémico for nulo. Isso reflete a lei da oferta e da procura que diz
que se ha um excesso de demanda entao o preco do bem sobe de forma a eliminar
tal procura abundante. Por outro lado, se ha uma disponibilidade maior de um bem
do que a quantidade demandada por ele, o preco do bem cai, estimulando assim um

aumento na demanda. Como o preco de um produto é nao negativo, mesmo que haja
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excesso de oferta de um bem econdémico o preco desse produto nao podera cair mais
se ja for nulo, ou seja se ja estiver no seu limitante inferior. Portanto, numa situagao
de equilibrio, s6 pode haver uma de duas possibilidades. Ou deve ocorrer a igualdade
entre a demanda e a oferta para cada bem economico, ou o bem econdomico nao tem
valor, circunstancia em que poderd ocorrer excesso de oferta. Obviamente a primeira
situacao é mais comum, ja que nao esperamos precos nulos em sistemas competitivos.

A seguir vamos apresentar duas formulagoes imediatas para tratar o pro-
blema de encontrar pontos de equilibrio. A primeira consiste em reformular a condicao
(EW-3) considerando um problema de otimizacao auxiliar onde um agente artificial,

que representa o mercado, resolve o seguinte problema:

Maximizar p’z*
P (7.6)
sujeito a:  p > 0.
Vamos dizer que (z*, y*, p*) satisfaz EW-3’ se p* é solucdo de (7.6). A seguir

vamos demonstrar a equivaléncia entre EW-3 e EW-3’.

Teorema 7.1.1. Uma tripla (z*,y*, p*) € R+ satisfaz EW-8 se e somente se sa-

tisfaz EW-3’.

Demonstragao: Se (z*,y*, p*) satisfaz tanto EW-3 quanto EW-3’ temos que z* < 0
pois esta condigao esta explicita em EW-3 e é necessaria para que o problema (7.6)
seja limitado, ou seja, que apresente solugao p* € R Se p* é solucdo de (7.6) entao

p*Lz* > pT2* para todo p > 0, em particular
T2 > 072 =0, (7.7)
Por outro lado, como z* < 0 e p* > 0 temos que
p2 <0 (7.8)

e portanto a funcao objetivo de (7.6) é limitada superiormente por zero. Sendo assim,

por (7.7) e (7.8), temos que p* é solucdo de (7.6) se e somente se p*’2* = 0. Deste
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modo concluimos que (EW-3) e (EW-3)’ sdo equivalentes. O

Um detalhe a ser ressaltado aqui é que p = 0 é uma solugao de (7.6), en-
tretanto o vetor de pregos no equilibrio nunca sera nulo se estivermos trabalhando sob
a hipdtese de que a funcao utilidade de algum dos consumidores seja nao saciada. Tal
hipdtese diz que se nao tivermos a restricao orcamentaria, entao para qualquer vizi-
nhanca aberta de z existe 2’ nessa vizinhanga tal que u(z’) > u(x). Por exemplo, um
consumidor sempre gostaria de adquirir mais de um certo produto se isso nao compro-
metesse seu orcamento. Desse modo se p = 0 os consumidores nao teriam restrigoes
or¢gamentérias e portanto o problema (7.5) nao teria solu¢do e consequentemente ne-
nhuma tripla (z,y,0) seria um equilibrio Walrasiano.

Considerando a equivaléncia entre EW-3 e EW-3’ temos que uma maneira
de obter um equilibrio Walrasiano é resolver um problema de equilibrio de Nash cujos
agentes do jogo sao as s unidades produtivas, os t consumidores e o mercado, e seus
respectivos problemas de méxima satisfagao sao dados por (7.4), (7.5) e (7.6).

A segunda alternativa para obter pontos de equilibrio Walrasiano baseia-se
no fato de nao esperarmos precos nulos, e portanto restringe-se ao fato de procurarmos
pontos onde a oferta coincide com a demanda e que cumpram as propriedades (EW-1) e
(EW-2). Ou seja, estamos procurando um trio (z*, y*, p*) que seja solugao do problema:

Minimizar || 320, (v, — &) — > i1 yill?

L,Y,D
(7.9)
sujeito a:  y; é solugao de (7.4) para todo j € {1,---,s},

x; é solucao de (7.5) para todo i € {1,--- ,t}.

Essa abordagem ¢é interessante pois retrata um exemplo da situacao que
muito nos interessa, e que sera investigada no Capitulo 8, que é o problema com res-
trigoes de equilibrio. Nesse problema, fixado p, as restrigoes exigem que (x,y) seja um
equilibrio de Nash. Essa interpretacao nos remete também a questao da estabilidade
do Equilibrio Walrasiano, que também discutiremos brevemente na Secao 7.3. Essa si-

tuacao estaria associada a um processo iterativo no qual os precos dos bens economicos
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iriam se ajustando de forma que ao longo do processo as decisoes dos agentes, firmas e
consumidores, convergiriam para um ponto de equilibrio.

A seguir vamos apresentar alguns exemplos simples dessa formulacao. No
primeiro exemplo que abordaremos, apenas uma firma e um consumidor estao se re-
lacionando. Suponhamos que o unico bem produzido pela firma seja desejado pelo
consumidor de acordo com uma preferéncia nao saciada, por exemplo u(z) = x. Consi-
deremos também que o consumidor tenha uma quantidade de dinheiro em espécie igual
a 100 reais. Para a firma, as hipdteses sao que a quantidade produzida nao dependa
de nenhum bem material ou humano e portanto que a capacidade de producao seja

ilimitada. Dessa forma os problemas das partes seriam:

e Consumidor:
Maximizar =z
T
sujeito a:  pxr < 100
z>0

e Firma:
Maximizar py

Y
sujeitoa: y >0

Para analisar as possiveis configuragoes para esse sistema vamos dividir em
dois casos possiveis, p = 0 e p > 0. No primeiro caso notemos que se o preco ¢ nulo
o problema do consumidor ¢ ilimitado, e para a firma é indiferente o quanto produzir.
Nesse caso nao temos pontos de equilibrio. Uma situacao de convergéncia assintotica
seria quando a decisao do consumidor seja denotada por x; e a da firma por y; com
T < Y € T — 00. Nesse caso teriamos excesso de oferta em cada periodo e portanto o
preco se manteria nulo. J4 o consumo aumentaria a cada periodo (z.; > %), € como
a firma ¢ indiferente a quantidade produzida, pode ocorrer que haja excesso de oferta
em todos os periodos o que, dito com falta de rigor, manteria o ciclo convergente para

o equilibrio ilimitado.
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Para o caso em que p > 0 a decisao 6tima do consumidor seria x* = % mas

o problema da firma seria ilimitado. Portanto nao existiriam situagoes de equilibrio.

Para o caso assintotico podemos ver que esse caso convergira para o anterior pois dado

100

o € Yk >> T Como teremos excesso de oferta

pr > 0 é natural supor que xj =
0 preco py convergira a zero, o que pode ser visto se igualarmos z; e yi (1;?70 = oo).
Desse modo, x;, também tomaria valores cada vez mais elevados, resultando na situagao
anterior.

O exemplo anterior nao apresenta um equilibrio pois desrespeita uma hipotese
muito natural que consiste em limitar a capacidade de producao de cada firma. Veja-
mos o que acontece se acrescentarmos a restri¢ao para a firma que sua producgao deva
obedecer 0 < y < 10. Nesse caso, ainda nao poderiamos ter o preco de equilibrio nulo,
pois o problema do consumidor continuaria ilimitado. Entretanto, tampouco a situagao
ilimitada poderia ocorrer agora, ji que se supormos que x converge para infinito nao
podemos ter que yi > Tk, ja que y é limitado superiormente. Nesse caso a partir de
certo momento haveria excesso de procura e portanto o preco p subiria, deixando de

1270 e y* = 10. Igualando x*

ser nulo. Para o caso em que p > 0 terfamos que x* =
e y* obterfamos o preco de equilibrio p* = 10 e portanto terfamos um equilibrio finito
(z*,y*, p*) = (10, 10, 10).

No préximo exemplo consideramos um modelo um pouco mais elaborado
onde incluiremos mais um agente, o dono da firma. Mais ainda, vamos supor que a

produgao de cada unidade do produto fabricado pela firma necessite de mao de obra

para ser construido. As varidveis que usaremos nesse exemplo estdao descritas a seguir.

x - Quantidade de horas trabalhadas pelo consumidor.

e y - Quantidade de horas trabalhadas pelo proprietario da firma.
e 2 - Quantidade de unidades do produto adquirida pelo consumidor.
e w - Quantidade de unidades do produto adquirida pelo proprietario.

s - Quantidade de unidades do produto produzida pela firma.
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e ¢ - Quantidade de horas de trabalho do consumidor contratadas pela firma.

r - Quantidade de horas de trabalho do proprietario contratadas pela firma.

p1 - Preco da hora de trabalho do consumidor.

p2 - Preco da hora de trabalho do proprietario.

p3 - Preco de uma unidade do produto.

Considerando que a satisfagao do consumidor em adquirir o produto seja
dez vezes maior do que sua aversao ao trabalho e que a legislagao limite o tempo de
trabalho em 100 horas no periodo considerado, temos que o problema do consumidor
seria;

Maximizar z — 5
T,z
sujeito a:  p3z < px

0<z<100

z > 0.

Para o proprietdario vamos considerar que sua satisfacao em adquirir o pro-
duto seja cinco vezes maior do que sua aversao ao trabalho, que também esta limitado

a 100 horas. Dessa forma o seu problema seria:

Maximizar w — ¥

5
w,y
sujeito a:  psw < pay + p3s — pit — par
0<y <100

w > 0.

Ja para a firma vamos supor que a quantidade de unidades produzidas seja
limitada pela quantidade de horas contratadas do consumidor mais duas vezes as do

proprietario e que essas horas também estejam limitadas pela legislacao como nos pro-
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blemas do consumidor e do proprietario. Sendo assim o problema da firma é:

Maximizar p3s — pit — par
s, t,r
sujeitoa: 0<s<t+2r
0<t<100
0 <r <100.

Se p3 = 0 entao o problema do consumidor seria ilimitado, portanto nao
teriamos situagoes de equilibrio. Desse modo vamos assumir que ps > 0 de agora em
diante. A resposta do consumidor estd associada a relagao entre p; e p3. Caso g—; < %
entao o consumidor chega a conclusao que nao vale a pena trabalhar. Isso acontece pois
o dinheiro ganho com o trabalho nao é suficiente para compensar sua aversao ao trabalho
em relacao a satisfacao do consumo. Ou seja ele teria que trabalhar mais do que 10
horas para conseguir comprar uma unidade do produto, portanto sua funcao utilidade

nesse caso seria negativa. Dessa forma, a decisao étima do consumidor, no caso em que

L
10°

seria ¥ = z* = 0. Analogamente, se ﬁ—; = L 0 consumidor seria indiferente

p1
p3 < 10

sobre quanto trabalhar e o conjunto das solugoes étimas seria {(z, {5); = € [0,100]}.

1

Quando a relacao dos precos supera a relacao de satisfacao e aversao, ou seja z—; > 15

entao a decisao 6tima do consumidor é trabalhar o méximo possivel para poder consumir
também o maximo possivel. Nesse caso teriamos que z* = 100 e 2* = z—;lOO.

Para o proprietario da firma a analise pode ser feita da mesma forma, apenas
substituindo a relacao de aversao por % e acrescentando a receita da firma em seu
orcamento. Desse modo concluimos que a decisao 6tima do proprietario seria y* =0 e

% __ p3s—pit—par P2 1. % RN x _ y* | p3s—pit—por p2 __ 1.
w* = - se B2 < Syt € [0,100] arbitrdrio e w* = % + o se 2 = ¢ e
y* =100 e w* = B2100 + BeS=PLPT qq0 22 5 L

P3 P3 P3 5

Agora vamos analisar o problema da firma ja identificando os casos de
equilibrio. Para p3 > p; temos que t* = 100, para p3 = p; temos que qualquer
t* € [0,100] é solucao e para ps < p; temos que t* = 0. Como numa situacao de

equilibrio o niimero de horas trabalhadas pelo consumidor deve ser igual ao niimero

contratado pela firma, ou seja x* = t*, chegamos a conclusao que a unica situagao
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possivel é que p; < p3 < 10p; e z* = t* = 100. Analisando agora as relagoes envol-
vendo as horas trabalhadas pelo proprietario concluimos que no equilibrio devemos ter
B < p3 <5ps ey’ =r* = 100. Dessa forma verificamos, a partir dos problemas da
firma, do consumidor e do proprietario, respectivamente, que s* = 300, z* = ;;—;100,
w* = 300 — ;’—;100. Como a ultima relagao de equilibrio, z* + w* = s*, também é

verificada obtemos os pontos de equilibrio.

No tltimo exemplo que apresentaremos modificamos a funcao de utilidade
do consumidor e do proprietario para que essas se assemelhem mais a funcao de Cobb-
Douglas [37] que é uma das mais aceitas em modelos econdomicos. Nessa fungoes os
fatores de interesse estao relacionados de acordo com um produto e nao com uma
soma. Essa formulagao faz com que a distribuigao entre grupos de bens econémicos seja
geométrica, mostrando que nem todo grupo pode ser substituido por outro. Usualmente

a funcao de Cobb-Douglas é descrita na forma

flz) =o' x 23 x - xapm,

com Y a; = 1. No nosso exemplo vamos relaxar a condigdo da soma e considerar
como fungao utilidade do consumidor e do proprietario como sendo, respectivamente,

219(100 — x) e w®(100 — y). Portanto o problema do consumidor passa a ser

Maximizar z'°(100 — x)

T,z

sujeito a:  p3z < prx
0<zx<100

z > 0.

Considerando os precos pi1, p2 € p3 nao nulos e analisando as condi¢oes KKT temos que
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r* = %100 e z* = 219100, Do mesmo modo temos que o problema do proprietério é
p3 11

Maximizar w®(100 — y)
w,y
sujeito a:  psw < pay + p3s — pit — par
0 <y <100
w > 0.

e a solucao é y* = 2100 — % (g—zs — Z—;t — r) ew* = %5(100 —y*). Para que o problema

da firma tenha solucao com t e r afastados dos extremos devemos ter p3 = p; = 2. Nesse
caso podemos escolher t e r de forma a satisfazer a igualdade entre horas trabalhadas
e contratadas e a expressao de s é dada por s = t + 2r quaisquer que sejam t e r
escolhidos. Portanto x* = 2* = t* = %1007 yr=r" = %100, w* = 1760100 e st = %100.
Como mais uma vez temos que z* 4+ w* = s* temos que esse ¢ um ponto de equilibrio.

O tnico grau de liberdade no prego dos bens economicos pode ser visto como apenas

um fator de escala da moeda utilizada.

7.2 Introducgao as desigualdades variacionais

Nesta secao vamos fazer um rapido resumo sobre os aspectos relacionados as desigual-
dades variacionais que consideramos mais importantes encontrados na bibliografia que
estudamos (sobretudo [49, 50]). Esse tema é o mais tradicional para abordar problemas
de Equilibrio, mas nao sera usado como ferramenta ao longo dos capitulos posteriores.
Entretanto acreditamos que seja possivel combinar ideias relativas aos métodos de de-
sigualdades variacionais com as técnicas que desenvolvemos. Levando em consideragao
a relevancia desse tema e as possiveis adaptacoes futuras das ferramentas introduzidas
neste texto, decidimos exibir esse breve resumo sobre o tema.
Em [49] encontramos o seguinte conceito:

Defini¢ao: Dados K C R" e F': K — R" o problema VI(K, F') consiste em encontrar
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F(x)

Figura 7.4: Angulo agudo entre F'(x) e todas as diregoes vidveis.

x € K tal que
(y —x)'F(z) >0, Yy e K. (7.10)

O conjunto soluc¢ao do problema é denotado por SOL(K, F)).

Uma interpretagao geométrica da definicao anterior no caso de K convexo
é que queremos encontrar x € K tal que F(z) faga um angulo agudo com toda direcao
vidvel em x, ou seja, vetores que somados a = ainda permaneceriam em K (Ver Figura
7.4).

Esta interpretagao geométrica mostra claramente uma relagao entre desi-
gualdades variacionais e otimiza¢do quando K ¢é convexo. Se considerarmos F(z) =
V f(z) a condig¢do acima é evidentemente a condigdo necesséaria de primeira ordem para
que um ponto x seja um minimizador local de f em K. No caso em que f também é
convexa a condi¢ao é também suficiente.

Posteriormente vamos fazer colocagoes sobre o caso em que K nao é convexo
e fazer uma nova definicao do conceito de desigualdades variacionais que generalizara
a definicao dada por (7.10). Antes disso vejamos diversas aplicagdes que podem ser
modeladas como um problema de desigualdades variacionais.

O primeiro exemplo que vemos é o de um sistema de equagoes nao lineares.
Encontrar x € R" tal que F'(z) = 0 ¢é equivalente a encontrar € SOL(R", F'). Vamos

demonstrar essa afirmacao. O fato de que se F'(z) = 0 entao x € SOL(R", F') é evidente.
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A reciproca é verdadeira pois se y = —F(z) + z entao (y — z)T F(z) = —||F(x)||?, logo,
para que este produto interno seja ndo negativo devemos ter que F'(x) = 0.

Como segundo exemplo, um sistema de desigualdades nao lineares F'(z) < 0
também pode ser escrito como um problema de desigualdades variacionais. Para isso

introduzimos as varidveis artificiais z € R"™ e procuramos solugoes para a desigualdade
F(x)+ 22
0

variacional associada a funcao F(x) = em K = R?. A equivaléncia ¢

imediata pois F'(z) = 0 < F(x) <0.
O problema de complementaridade, definido em [49] como o caso em que K
é um cone (ou seja, K é tal que axr € K para todo o > 0 e z € K), fornece outros

exemplos. Neste caso o conjunto solugao do problema serd o conjunto:
{re K;2"F(z)=0ey’F(z) >0, Vyec K}.
Podemos reescrever facilmente a afirmacgao acima denotando por
K'={deR"dv>0 Ywe K}
o cone dual de K. Sendo assim teriamos que caso K seja um cone entao
r€SOLK,F)erc K, v'F(r)=0e F(z) € K*. (7.11)

A seguir vamos demonstrar esse fato.

Demonstragao: Primeiramente suponhamos que x € SOL(K,F), o que implica
que x € K. Pelo fato de K ser um cone, temos que 0 e 2z também estao em
K. Portanto, considerando y € {0,2z} em (7.10) obtemos que —xTF(z) > 0 e
2T F(x) > 0, logo 27 F(z) = 0. Além disso, para qualquer que seja y € K, temos
que y' F(z) = (y — )T F(z) > 0 e portanto vale que F(z) € K*. Desse modo obtemos

a primeira implicagao:
r€SOLK,F)=rc K, v"F(r)=0e F(z) € K*.

Para a implicacdao contraria basta observar que —a7F(x) = 0 e que se y € K entdo

y"F(z) > 0. Logo, somando essas relagoes obtemos que (y — )T F(x) > 0 e, como
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x € K por hipétese, concluimos que = € SOL(K, F). O

No caso especial em que K = R’ temos que o cone dual K* = R, e
portanto o conjunto solucao seria formado pelos vetores x tais que 0 < z L F(x) >0, o
que implica que z;, F;(x) > 0 e x;F;(x) = 0 para todo i. Essa situacao é chamada de
problema de complementaridade nao linear.

O caso em que K = R™ x R}> e F' : R™ x R}> —: R™ x R™ é de-
composta da forma F(u,v) = (G(u,v), H(u,v)), onde G : R™ x R — R™ e H :
R™ x R™ — R™, é dito um problema de complementaridade mista. Neste caso
SOL(K,F) = {(u,v); G(u,v) =0 e 0 <vlH(u,v) > 0}. Demonstremos esse fato.
Demonstracao: Se z = (u,v) € SOL(K, F) entao

0<(y—2)"Fl) =y — )" Glu,v) + (y2 — v) H(u,v).

Tomando y da forma (—G(u,v) + u,v) temos que y € K e G(u,v) = 0. Se y é da
forma (u,2v) também temos que y € K e que vI H(u,v) > 0. J4 para y da forma
(u,0) temos mais uma vez que y € K e que v H(u,v) < 0, portanto v H(u,v) = 0.
Denotando e; um elemento da base canonica de R temos que (u,v + e;) pertence a
K e consequentemente H(u,v) > 0. Dessa forma concluimos que 0 < vl H(u,v) > 0.

Reciprocamente, como (u,v) € R™ x R’?, temos que se y pertence a K entao
(11— )" G(u,0) + (3 — v) H(u,v) =y H(u,v) > 0.

Sendo assim concluimos que (u,v) € SOL(K, F) e que a equivaléncia é verdadeira. [

Uma das aplicacoes mais claras do problema de complementaridade mista
¢ a resolugao de um sistema KKT proveniente de um problema de otimizacao. Se

considerarmos o problema:
Minimizar f(z)

reR?

sujeito a:  h(z) =0,
0
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onde f : R" - R, h : R® - R™ g : R* — RP, o sistema KKT associado seria
equivalente a resolver o problema de complementaridade mista com G((z,\),u) =
(V&) + Jn(a)"A + Jy (@) s b)), H((x, N, ) = —g(a) e K = Rr#7 x R,

Por fim vamos formular a aplicacao de desigualdades variacionais que talvez
seja a mais importante em trabalhos relacionados com o exposto nesse texto. Vamos
mostrar que as condicoes de otimalidade para os problemas de otimizacao envolvidos
numa situagao de equilibrio de Nash podem se reduzir a um problema de desigualdades
variacionais. Se considerarmos todas as fungoes objetivo envolvidas (f;s) sendo conve-
xas, K = K x Ky x K, C Rm*" " como sendo o conjunto de situagdes possiveis do
jogo, F': K — Rm*mt 4 como F(x) = (Vfi(x); Vfa(z);- -+ ; Vfa(x)) e K convexo
(o que acontece se e somente se cada K; for convexo) entdo x serd um equilibrio de
Nash se e somente se x € SOL(K, F).

Demonstracao: Se z é um equilibrio de Nash entao z; é solucao de (7.1) para todo
i €{1,2,--- ,n}, portanto, pela convexidade de K; e f; devemos ter (y;—x;)*V f;(x) > 0
para todo y; € K; e todo i € {1,2,---,n}. Somando essas desigualdades obtemos
(y — 2)TF(xz) > 0. Para provar a reciproca basta considerar os vetores y da forma

y = (yi,x_;), onde y; € K; é arbitrario, e teremos que

o
IA

(1 — ) 'V fi(@) + -+ (g — )V i)+ + (2, — 2) V()

< (yi — )"V fi(x).

Fazendo isso para todo i € {1,2,--- ,n}, a convexidade dos problemas de cada agente
garante que x; seja solucdo (7.1) para todo i e, consequentemente, que z seja um

equilibrio de Nash. O

Nos pardgrafos anteriores mostramos uma imensa gama de problemas que
podem ser vistos como casos particulares de problemas de desigualdades variacionais.
Por esse motivo parece ser muito importante estudar formulagoes e extensoes desse
conceito assim como métodos para soluciona-las.

Como consequéncia do fato de que (y — )T F(x) > 0, e que a igualdade
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¢ atingida quando y = x podemos fazer uma reformulagao muito 1util da definicao de
desigualdades variacionais. Explicitamente obtemos que x € SOL(K, F') se e somente
se v € K e é solucao de:
Minimizar (y — )T F(x)
y (7.12)
sujeito a:  y € K.

Se redefinirmos SOL(K, F) exigindo apenas que seus elementos sejam mi-
nimizadores locais de (7.12) nao estariamos modificando a definigdo anterior no caso
em que K é convexo. Essa equivaléncia é consequéncia direta do fato que o problema
(7.12) tem funcao objetivo linear e conjunto vidvel convexo, portanto todo minimizador
local é minimizador global.

Para ilustrar essa extensao para problemas em que K nao é convexo vamos

analisar o que acontece em um exemplo particular. Consideraremos neste exemplo que
K= {(xl,xg) S R2;$1$2 < 0}

Para verificar se um ponto de K pertence a SOL(K, F') temos que considerar trés casos.
O primeiro deles é se z é um ponto interior a K, portanto existe ¢ > 0 tal que ||ly—x| <€
implica que y pertence a K. Nesse caso devemos ter que v F'(z) > 0 para todo v tal
que ||v|| < € e consequentemente concluimos que F(z) = 0. O segundo caso é se z = 0.
Nessa situacao temos que se y € K entao —y € K, e, mais ainda, devemos ter que
yI'F(z) > 0e —y!' F(x) > 0 para todo y € K. Sendo assim também temos que deve
valer F'(xz) = 0. O terceiro caso é se x estd em um dos eixos mas nao na origem. Esse é o
caso em que a generalizagao inclui pontos que nao satisfaziam a definicao anterior. Para
esta nova definigao o vetor F'(x) deve estar entrando perpendicularmente no quadrante
em que z estd localizado, entretanto a defini¢do com minimizagao global exige que F'(x)
seja nulo. Por exemplo, se x = (0,1)T e F(z) = (—1,0)" entdo x é um minimizador
local de (7.12), mas para y = (1,0)7 temos (y — z)T F(z) = —1 < 0. (Ver Figura 7.5)
Essa nova definicao contempla o caso de ser uma generalizacao de uma

condigao necesséria de otimalidade. Ou seja, se considerarmos F'(z) = V f(x) estamos
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F(x)

Figura 7.5: Regiao viavel xy <0

exigindo que nao exista uma sequéncia y; € K convergindo a z tal que (yx—z)"V f(x) <
0.
Voltando ao exemplo anterior, se olharmos para as condi¢oes de otimalidade
do problema:
Minimizar f(z,y)
sujeito a: zy <0,
claramente deveriamos considerar como condi¢ao de otimalidade que nenhuma dire¢ao
viavel seja de descida. Entretanto direcoes que saem de K nao sao viaveis e portanto
nao deve ser consideradas nessa analise.
Outra maneira de ver a defini¢ao (7.10) aplicada a problemas nao convexos
envolveria considerar K como sendo um conjunto K (x) que depende do ponto x em
questao. Neste caso o problema é chamado de desigualdades quasi-variacionais. Na

situagao de interesse K (z) é a translagdo x + T'(z, K), onde

T(x,K)= {dER”;EI{yk} C R" et > 0 tais que y, — z,t, — 0 e ykt;x —>d}

¢ o cone tangente de K em x. Uma ilustracao dessa situacao estd apresentada na Figura

7.6. Para esse conjunto K (x) terfamos que, o ponto x ser solugdo da desigualdade
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x+T(x,K)

Figura 7.6: Cone tangente de K em x para K nao convexo.

quasi-variacional com F'(x) = V f(z) é uma condi¢do necessaria para este ponto ser um

minimizador local do problema de otimizagcao.

Uma situagao interessante também modelada por desigualdades quasi-va-

riacionais seria o conceito de equilibrio de Nash generalizado no caso em que F(z) =
(Vfi(2); V fa@); -+ i Via(@) e K(z) = [T, Ki(z).

Uma observagao relevante aqui é que o problema de otimizagao proposto é
tedrico e resolve-lo s6 nos permite averiguar se x é de fato uma solucao do problema de
desigualdades variacionais mas nao ajuda a encontrar uma solugao, pois, para montar-

mos (7.12) precisamos ja conhecer x.

Olhar para o problema de desigualdades variacionais sob o ponto de vista
de resolver o problema (7.12) nos dd uma vantagem especial de podermos aplicar re-
sultados conhecidos para problemas de otimizacao nesse contexto. Talvez o resultado
mais importante ocorra quando K ¢é descrito por igualdades e desigualdades, ou seja
K = {x € R";h(x) = 0e g(zr) < 0}. Nesse caso, se vale alguma condi¢ao de quali-

ficacao, sabemos que uma condigao necessaria para um ponto ser um minimizador local
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¢ que valham as condicoes KKT, ou seja:

F(z) 4+ Ju(x)" X + Jy(z)" ' = 0;
hz) = 0 (7.13)
0<pul—g(x)>0.

Essa formulagao nos garante que métodos para resolver problemas de com-
plementaridade mista podem ser usados para resolver as condi¢oes KKT de um pro-

blema de desigualdades variacionais.

Os métodos mais tradicionais para resolver este tipo de problema consistem
em considerar uma fungao ¢ tal que 1(a,b) = 0 < (a,b) > 0 e ab = 0 (essa classe de
fungoes sao chamadas de fungoes C) e converter o problema em resolver um sistema nao
linear. As fungbes C mais utilizadas s@o a fun¢do minimo t,,;,(a,b) = min{a, b} e a
fungao de Fischer-Burmeister ¢ pp(a,b) = vVa? + b> — (a + b). Embora existam fungoes
C continuamente diferencidveis em todo R?, por exemplo %5(a,b), razoes tedricas
e experimentos computacionais atestam que é preferivel trabalhar com func¢oes nao
diferenciaveis. Por essa razao, métodos de resolucao de sistemas nao suaves tornam-se

importantes na resolugoes de desigualdades variacionais.

Varios métodos do tipo Newton e Quasi-Newton sao estudados utilizando o
conceito de derivadas segundo Clarke, por exemplo em [46]. A razao disso é que vérias
das fungoes C conhecidas nao sé permitem a utilizacao desse conceito como também
explicitam maneiras de como conseguir aproximagoes de Newton para este tipo de
estrutura. Para esses protétipos de métodos sao provados teoremas de convergéncia
tanto local como global seguindo o mesmo espirito dos resultados tradicionais para

problemas diferenciaveis, assim como resultados relativos a taxa de convergencia.

Uma ultima observagao é que o Algoritmo de Restauragao Inexata local

Birgin-Martinez pode ser aplicado a problemas de desigualdades variacionais.
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7.3 Meétodos do tipo Jacobi

Nesta segao vamos discutir superficialmente o uso de métodos do tipo Jacobi ([58],
[45], [102]) na resolucao de sistemas lineares e para encontrar problemas de Equilibrio
de Nash. Primeiramente vamos ilustrar o funcionamento do método graficamente e
vamos ressaltar algumas caracteristicas interessantes para que o método seja bem suce-
dido. Depois daremos interpretagoes de que o uso deste tipo de método estd implicito
na formulacao de alguns problemas. Por fim vamos apresentar alguns resultados de
convergéncia para esse tipo de métodos em situagoes bem particulares.

O método de Jacobi para resolucao de sistemas lineares, os quais denotare-
mos por Ax = b, onde A € R"*" e b € R" sao dados e x € R™ é um vetor de incognitas,
consiste num processo iterativo para aproximarmos a solugao (z*) do sistema. Dado

um ponto inicial 2° a sequéncia x* gerada pelo método é dada por:
2" = Db + Na2¥),

onde D é a matriz diagonal cujas entradas sao as mesmas de A, as quais vamos supor

durante toda esta secao ser nao nulas, e N = D— A. Ou de uma maneira mais explicita:

1
k+1 k
;T = — bi—g ai;z; | -
Qg5

J#i
Uma ideia intuitiva do método de Jacobi é que estamos encontrando a i-
ésima coordenada de x resolvendo a i-ésima equagao do sistema linear considerando
como sendo boas aproximacgoes para as demais coordenadas da solucao as variaveis
correspondentes encontradas no instante anterior do processo. Uma ilustracao do fun-
cionamento do método é exposta na Figura 7.7.
Para analise de convergéncia do método vamos denotar M = D~'N e provar

alguns resultados classicos.

Lema 7.3.1. Se A for estritamente diagonalmente dominante, isto €, |ai| > >, |aij|

V1<i<n, entio | Ml <1.
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Figura 7.7: Processo iterativo de Jacobi para sistemas lineares.

Demonstragao: Seja v € R" tal que ||v||oc = 1. Entao :

n
E mijvj
=1

|Mv||oo < max < max Z Imy;||v;] < max Z |my;|.
1<z<n 1<i<n

1<i<n
Lembrando que m;; = 0 e my;; = —Z—] para j # i, temos que para todo i tal que
1< <n,
|aij|
>l = S - ol <1
ZZ i . ’L
Consequentemente,

n

< < g

1Mlloe < max{[Mufloc} < max > 1 [mis| < 1.
]:

Teorema 7.3.1. Se A ¢ estritamente diagonalmente dominante entao A € nao singular
e 0s iterandos do método de Jacobi convergem para a solugcdo, qualquer que seja o ponto
inicial 2°.

Demonstragao: Seja v € R™ tal que Av = 0 e k € {1,2,---,n} tal que |vx| =

maxj<;<n |v;|. Provemos entdo que v = 0. De fato, caso contrario terfamos que:

_Zakj <Z|ak3|‘ vl <Z|ak3|

J#k J7#k

lare| =
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o que contraria a hipdtese de A ser estritamente diagonalmente dominante. Dessa
forma o nicleo de A contém somente o vetor nulo e consequentemente A é nao singular.
Portanto, dado b € R™ arbitrario, existe * € R" tal que Ax* = b.

Como Dz**! = Na* + b e Dz* = Na* + b temos que D(z*! — 2%) =

N (2% — %), portanto
"t gt = M (2b — 2) = MM (20 — 2. (7.14)
Dessa forma temos que

125 = 2™l = M (2° — 27) oo < M 2" — 27w

k

Como, pelo Lema 7.3.1, || M||*, converge a zero concluimos que x* converge & solugao

do sistema. O

Da demonstragao do Teorema 7.3.1 podemos ver que a convergeéncia ¢ linear
com taxa || M ||. As proximas consideragoes que faremos sdo sobre a convergéncia do

residuo no processo iterativo de Jacobi.

*

Teorema 7.3.2. Suponhamos que existe x* solucdo do sistema Ax = b. Se 2% — x
estd no micleo de M = D™Y(D — A) para algum k, ou se A e M comutam entre si
e ||M|| <1, ouse A e N=D— A sio nao singulares e ||J|||J 7 |M]| < 1, onde

J = AM, entdo o residuo r* = Ax* — b converge a zero pelo menos Q-linearmente.

Demonstragao: Como visto na relagao (7.14) da demonstracao do Teorema 7.3.1

k+1 *

sabemos que zFt! — 2* = M(2* — 2*) (isto nao depende da propriedade de A ser

diagonalmente dominante, bastava a existéncia de uma solugao z*). Logo, se x* — x*

k+1 — 2* e daf por diante terfamos

estd no nucleo de M para algum k, teriamos que x
que z° = x*, para todo s > k. Consequentemente Ax® —b = 0 para todo s > k e a tese
estaria demonstrada.

Para o segundo caso vamos multiplicar a igualdade (7.14) por A pela es-

querda em ambos os lados de forma a obtermos
PRl = AxFtt — Ag* = AM (2% — 2%). (7.15)
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7.3. Métodos do tipo Jacobi

k1 — Mk o que implica que HTHlH <

Portanto, se A e M comutam, teriamos que r
| M]|||7*||. Dessa forma, supondo || M]| < 1, o que acontece se usarmos a norma infinito e
A for estritamente diagonalmente dominante, temos a convergéncia linear dos residuos.

Para o ultimo caso vamos observar que as matrizes J = AD™'N e M =
D~!N sao nao singulares, pois A e N sao invertiveis por hipétese. Dessa forma podemos
definir 27! = M 12— N7, ek = 2*—2* e da relagio (7.15) terfamos que e*~1 = J~1rk,
paratodo k =0,1,2---. Considerando isso e continuando a desenvolver a relagao (7.15)

usando (7.14) obterfamos que, para todo k > 0,
P < T 1< T IM R < (M = 5 )< T M-

Como por hipétese || J]|||J ||| M]] < 1 temos que o teorema é verdadeiro também para

este terceiro caso, o que conclui a demonstragao. 0

Um comentario pertinente aqui é que os resultados anteriores tratam de

condicoes suficientes e que as suas teses podem ser validas mesmo quando as hipdteses

10
nao sejam satisfeitas. Por exemplo, para a matriz A = o método de Jacobi

2 1
atingird a solucao do sistema Axr = b em no maximo duas iteracoes, independentemente
de quais sejam o vetor b e o ponto inicial z°. Isso acontece pois a solucao do sistema
: by = : k1 qopin okt b
seria x* = e a expressao do iterando x*" seria x**" =
bg — 2b1 bg — 2$11€
Entretanto a matriz A nao é diagonalmente dominante, portanto nao satisfaz a hipétese

do Teorema 7.3.1.

3 2
No segundo exemplo vamos considerar a matriz A = e o vetor
1 2
b= . Dessa forma as expressoes dos iterandos do método de Jacobi seriam:
4
) 2(2-29)
k k

22k — 3 . o g2kl — F
p R 2 — 21
3k 3F

175



Capitulo 7. Introducao ao problema de Equilibrio de Nash

Para o célculo do residuo obtemos que

1 9 1 2(2 — a9
A($2k _ ili'*) — 3_kA 1 e A($2k+1 o ili'*) _ 3_kA 3( 1 2)
~(2-a9) ~La
—3 . . :
Logo, para 2° = , temos que os iterandos sao todos diferentes da
1
solucao e
[A@* =29 _ 5 JA@™ 2 —a)|| 11

A =29 ~ 11 ° AT -] 15
Portanto o residuo converge linearmente a zero, e a taxa de convergéncia é realizada

em todas as iteragoes. Entretanto podemos ver que as hipoteses do Teorema 7.3.2 nao

0 —2

sao satisfeitas, ja que M = , ® | é néo singular e z* # z*, Vk; as matrizes A

—5 0

2

e M nao comutam pois

—-1 -2 —2 _4

AM = £ 58 | =MA
—1 =2 -3 1
3 2

e o ultimo caso também nao é satisfeito pois ||J||[|J ||| M| = 4 > 1.

E importante notar que quanto menor for | M || tanto as hipteses requeridas
no Teorema 7.3.1 quanto as no Teorema 7.3.2 tém maior chance de serem satisfeitas.
Portanto, como pode ser visto no Lema 7.3.1, quao mais diagonalmente dominante for a
matriz A maior a chance de o método de Jacobi ser eficiente tanto para a convergéncia
na varidvel  quanto no residuo Ax — b. Geometricamente, em R?, dizer que A é
diagonalmente dominante significa que a reta descrita pela primeira equagao do sistema
esta proxima de ser vertical e que a descrita pela segunda equacao esta proxima de ser
horizontal.

Uma visao possivel é interpretar o método de Jacobi como uma situacgao
onde a equacao 1 define z; como funcao de x5 e, analogamente, a segunda equagao
define o em funcao de x;. Nesse caso, quanto mais diagonalmente dominante seja

A teremos que mais estavel sera o iterando de Jacobi, no sentido que variagoes em
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’

k . E muito comum quando se estuda métodos do tipo

z¥ causam pouco efeito em z**!
Jacobi mostrar que em algumas situacoes € possivel reordenar o sistema de equacoes de
modo que a matriz A passa a ser diagonalmente dominante e que portanto o método de
Jacobi é convergente. Nos acreditamos que em muitas aplicagoes reais essa informagao
de qual equagao, ou conjunto de equagoes, determinam algumas variaveis em fungao
das outras esta disponivel. Além disso, acreditamos também que em diversas situacoes
do cotidiano seja mais natural que as variaveis escritas em fungao das demais tenha um
comportamento suave do que apresente mudancas bruscas com variacao dos parametros.
Dessa forma, intuimos que muitas vezes o modelo matematico do problema deve poder

introduzir a estrutura que assegure um sistema estavel. A Figura 7.8 ilustra a diferenca

na reordenagao de um sistema.

Para sistemas nao lineares F' : R" — R" também existem generalizacoes
de métodos do tipo Jacobi e Gauss-Siedel. Muitas vezes a andlise de convergéncia
desses métodos sao baseadas em teoremas de ponto fixo. Generalizacoes do conceito de
dominancia diagonal exigem que a variacao na k-ésima coordenada de F' seja comandada
por variagoes em 1z, em relagao as outras coordenadas. Em [82] é encontrado um estudo
detalhado sobre uma generalizagao desse tipo. Um método do tipo SOR que utiliza
estratégias quasi-Newton aplicadas em blocos do sistema nao linear é introduzido em
[77].

Para problemas de equilibrio de Nash o método de Jacobi consiste em, dada
uma aproximacao da solucio z* € RMF72+ -+ obter pF+! € Rm+n2++74 ta] que 27
é solugio de PEN;(x*,) descrito em (7.1) (ver [47]). Os resultados de convergéncia
para esse tipo de método geralmente apresentam hipdteses muito restritivas. O caso

mais simples de convergéncia desse método é apresentado no proximo teorema.

Teorema 7.3.3. Consideremos um problema de Equilibrio de Nash em que, para todo
1, a funcao f; associada ao jogador i seja continua tanto em relagao a x; quanto a x_; e

que o dominio de cada PEN;(x_;) ndo dependa de x_;. Suponhamos também que {x*}

k+1

seja uma sequencia gerada pelo método de Jacobi com a caracteristica de que x;"" €
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Capitulo 7. Introducao ao problema de Equilibrio de Nash

X2 x=10" x; +10 Xz | | x=107x-10"

/ 10 20 X / 10 20 X

Figura 7.8: Ilustracoes para sistema linear envolvendo as equacoes 10z, — x5 = —10
e 1 + xo2 = 10. Na primeira formulacao obtemos um sistema em que a variavel xo é
obtida da primeira equacao, o que implica que x, sofre variacoes muito bruscas. Na
segunda formulacao, x; é extraido da primeira equacao, o que torna a funcao resultante
muito mais suave. Na primeira formulagao o método de Jacobi nao converge, mas para

a segunda situacao o método é convergente.
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7.3. Métodos do tipo Jacobi

um minimizador global de PEN;(z"*,) para todo i e todo k. Entdo, se {x*} converge a

x* temos que x* € um ponto de Equilibrio de Nash para o sistema.

Demonstragao: Denotando o conjunto viavel do problema do agente ¢ por D; temos
que

fi($§+17$’ii) < f(yzy$liz), Yy; € D;,

para todo i e k. Passando o limite para &k indo para infinito obtemos que
filxy, 2%,) < fyi,22,); Vyi € D

Dessa forma, para todo i, temos que 2z} é minimizador global de PEN;(z*,). Sendo

assim, concluimos que z* é um ponto de Equilibrio de Nash para o sistema. O

Para o caso do Equilibrio de Nash Generalizado, em que o conjunto viavel de
PEN;(z_;) depende de x_;, os argumentos de convergéncia sao muito mais elaborados.
Sob fortes hipoteses, sobretudo sobre a convexidade, sao apresentados resultados de
convergeéncia para métodos desse tipo em [48]. Algumas aplicagoes onde a convergéncia
é garantida sao expostas em [51]. Algumas propriedades mais interessantes sobre a con-
vergéncia podem ser encontradas em métodos que utilizam regularizagoes, por exemplo
os encontrados em [45], [52] e [48]. Mais recentemente, um método do tipo Jacobi com
regido de confianga foi introduzido em [102].

Para problemas de Arrow-Debreu é muito comum estudar a evolu¢ao do
excesso de demanda em func¢ao do prego dos bens econdmicos (Z(p)). Um sistema se
diz estavel quando existe um processo dinamico tal que os precos dos bens economicos
se ajustam ao longo do tempo até que o excesso de demanda é zerado. Esse é um
aspecto muito importante da economia tedrica tanto para o caso descritivo quanto para
o caso normativo. Um equilibrio nao estavel nao deve ser atingido em uma situagao
real e portanto nao é tao relevante. Muitas vezes a funcao de excesso é calculada com
um método do tipo Jacobi e o preco ¢é atualizado com um método do tipo Newton para

anular Z(p). A estabilidade do sistema esta relacionada com a existéncia e unicidade de
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Capitulo 7. Introducao ao problema de Equilibrio de Nash

equilibrios no sistema, assim como de hipoteses relacionadas a dominancia da diagonal
da Jacobiana de Z(p). Um texto muito completo que aborda esses e outros aspectos

do Equilibrio Geral é o livro de W. Bryant [32].
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Capitulo 8

Restauracao Inexata para
problemas com restricoes de

equilibrio

Problemas de programacao em dois niveis sao aqueles que possuem a particularidade
de que uma restricao pode ser descrita pelo fato de uma das variaveis ser solucao de
outro problema de otimizacao paramétrico. Em [10] foi proposto um algoritmo de
Restauragao Inexata no estilo de [80] e [78] para problemas deste tipo. A restauracao
usa a estrutura de otimizacao do problema envolvido na restricao e a fase de otimizagao
no espaco tangente usa uma linearizagao das condi¢oes KKT do problema do segundo
nivel. A linearizacao das condicao KKT serve apenas para manter a “estacionaridade”
encontrada na fase de viabilidade. Como a restauracao foi feita pensando no problema
de otimizacao, este método provavelmente é mais adequado do que os métodos que desde
o inicio substituem o problema do segundo nivel por suas condicoes KKT. Na Secao 8.1
combinamos as principais ideias expostas em [10] e em [53] de forma a introduzir um

novo algoritmo de Restauragao Inexata para problemas de programagao em dois niveis.

Na Secao 8.2 estendemos essa ideia para problemas com restricoes do tipo

Equilibrio de Nash. Essa situagao ¢ mais geral pois varias das restricoes envolvem
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problemas de otimizacao e, além disso, todos eles sao interligados entre si. No algoritmo
proposto, a restauracao € feita através de métodos do tipo Jacobi e o espaco tangente da
fase de otimizacao é resultante da linearizagao dos sistemas KKT de todos os problemas

envolvidos nas restrigoes.

O problema que denotamos por Equilibrio Inverso de Nash é um caso im-
portante dos problemas com restricoes de equilibrio. Nossa motivagao para estudar
esses problemas vem de duas situagoes relevantes que tem como restricoes problemas
de otimizacao. No primeiro caso de interesse gostariamos de descobrir os parametros
usados pelos agentes do sistema em seus respectivos problemas de otimizacao de forma
que uma observacao feita a priori seja de fato um Equilibrio de Nash. Olhado de forma
geral, este problema ¢ um problema de quadrados minimos com restri¢oes de equilibrio.
O segundo caso ¢ a situacao normativa onde queremos determinar alguns parametros
para que o equilibrio atingido pelo sistema seja o melhor possivel para uma funcgao
objetivo especifica. Este caso pode ser usado para modelar uma situagao onde o go-
verno tem que determinar parametros para que o mercado se comporte de maneira
eficiente para a sociedade. Vamos ilustrar essas situacoes para problemas de economias

de Arrow-Debreu.

8.1 Um novo método de RI para programacao em

dois niveis

Uma classe especial de problema de programacao nao linear é chamada de programagao
em dois niveis. Problemas com esta estrutura aparecem naturalmente provenientes de
modelagens nas mais diversas dreas, tais como engenharia mecanica [55], economia e
ecologia [23], quimica [40], etc [41]. Tais problemas sdo geralmente escritos da seguinte

maneira;:
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Minimizar F(z,y)
T,y
sujeito a:  H(x) =0,

x € €,
y ¢ solugao do problema: (8.1)

Minimizar f(z,y)
)

PSN
sujeito a:  h(z,y) =0, ( )

y € Q,,

onde F : R - R, H :R" — R?, f:R"™™ - R, h: R"™™ — RP sao fun¢des suaves

e (2, CR" e 2, C R™ sao conjuntos simples.

O que chama a atengao nesse tipo de formulacao ¢é a restricao que impoe que
uma das varidveis (y) seja solu¢ao de um outro problema de otimizagao, parametrizado
por z, chamado de problema do segundo nivel (PSN). H4 duas maneiras cldssicas de
abordar este problema. A primeira procura escrever a variavel y como uma funcao
do parametro x. Isso claramente nao é sempre possivel, uma vez que o conjunto dos
minimizadores do PSN pode nao ser unitario e, portanto tal funcdo nao estaria bem
definida. Mesmo assumindo a existéncia de tal fungao, podemos ter certos inconvenien-
tes como apresentaremos no proximo exemplo, o qual é descrito em [98] e reproduzido

em [35].
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Minimizar z — 2y
T,y

sujeito a: —xr+ 3y —4 <0,

y € solugao do problema:

Minimizar z +vy (8.2)
)
sujeitoa: x—y <0 (PSN)
—rz—y <0
y=>0

Podemos ver que o a solu¢ao do PSN para pontos factiveis do problema do
primeiro nivel é y(z) = |z|; x € [—1,2]. Portanto, mesmo em um caso simples em que
todas as fungdes envolvidas sao lineares, pode acontecer que a func¢ao F(z) = F(x,y(x))
seja nao suave. Desse modo pode acontecer que a reformulagao do (8.1) ndo tenha a
estrutura padrao de um problema de programagao nao linear suave. Embora o exemplo
nao esteja na forma padrao (8.1) é facil ver que se acrescentarmos variaveis de folga

continuamos com a mesma situacao.

Outra alternativa muito utilizada para abordar este problema é substituir o

PSN por suas condigoes KKT. No caso que €2, é o octante positivo de R™ temos que o
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Um novo método de RI para programacao em dois niveis

problema reformulado é:

Minimizar F(x,y)

Y, 7Y

sujeito a:

Vyf(z,

z €,

y) + Jn, (@, ) —v =0,

h(z,y) =0,

= 07

¥ >0.

Definindo C' : R*HmHptm _y Rmtp+m por

Clx,y,pu,v) =

Vo f (@) + Jn, (x,y) 1 —

h(z,y)
umn

YmIm

o problema reformulado apresenta a estrutura tradicional dos problemas de otimizacgao

Minimizar
Ty Y, Y

sujeito a:

F(x,y)

Clx,y,p,v) =0,
T € Qy,
y >0,

> 0.
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Infelizmente esta reformulagao sé é equivalente ao problema original no caso
em que o PSN é convexo e suas solucoes sao KKT. Além disso, no problema reformulado
nao estamos considerando a estrutura da restricao. Outro inconveniente do problema
reformulado é abordar restricoes de complementaridade, as quais reconhecidamente na
literatura apresentam dificuldades tedricas e computacionais [73]. Essas dificuldades
surgem do fato que o posto da matriz Jacobiana das restricoes nao se mantém cons-

tante em qualquer vizinhanga da origem. Se C(y,~y) = yv entao VC(y,7) = 7 e
)

0
consequentemente VC(0,0) = . Se considerarmos a restricao y > 0, temos que

seu gradiente é e portanto um subconjunto formado pelas restrigoes ativas em
-1

(0,007 6 VC(0,0) e (0,—1)T, 0 qual ¢ PLD. Por outro lado, o ponto (¢, €), com € > 0,
estd tao préximo da origem quanto desejarmos, mas os gradientes das restri¢oes asso-
ciadas a C' e a positividade de y neste ponto sio (e, €)” e (0, —1)T, formando assim um
conjunto PLI. Este fato faz com que nenhuma das condigoes de qualificagao associadas

a um algoritmo pratico, por exemplo a CPLD, se cumpra na origem.

Teoremas de convergeéncia tipicos em otimizagao apresentam uma afirmacao
do tipo: “Todo (Algum) ponto limite é estaciondrio, ou as restrigdes nesse ponto nao
satisfazem uma certa condicao de qualificacao associada ao algoritmo proposto”.
Algoritmos com essa propriedade podem sempre convergir para a origem, pois ela nunca
satisfaz a condicao de qualificagao requerida. Portanto temos que estes resultados nao
nos dizem muito quando estamos trabalhando com um problema com restrigoes de
complementaridade. Mais do que isso, experiéncias praticas mostram que estes pontos
costumam ser pontos atratores para os algoritmos, o que é mais um forte inconveniente

deste tipo de restricao.

Outra caracteristica que seria desejavel para os métodos que tratam de res-
tricoes deste tipo é que a origem s6 seja um ponto limite se for KKT em cada um

dos eixos. Isso nao pode ser alcangado por nenhum algoritmo que trate igualmente as
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varidveis, conforme podemos ver no exemplo descrito em [9], reproduzido a seguir:

Maximizar x +y

T,y
sujeito a: 2y =0
x,y > 0.

Neste exemplo, caso o ponto inicial esteja localizado na bissetriz x = y, a simetria
do problema faz com que o tinico modo de reduzir a inviabilidade, tratando x e y da
mesma maneira, é caminhar em direcao a origem. Uma vez na origem, novamente pela
simetria, o algoritmo nao teria nenhum estimulo para preferir caminhar por dire¢oes que
tratem x e y de maneira diferente. Dessa forma é de se esperar que qualquer algoritmo
indiferente pela posicao das varidveis tenha a origem como tnico ponto limite, embora
nao valham as condi¢oes KK'T neste ponto para maximizar x+y, nem com as restrigoes
r=0ey>0nemcomz>0ey=0.

Em [10] foi proposto um algoritmo de Restauracdo Inexata para abordar
problemas de dois niveis que nao usa nem técnicas de otimizagao nao diferenciavel nem
a substituicao direta do problema do segundo nivel por suas condigoes KKT. Como em
problemas de dois niveis uma restricao envolve resolver um problema de otimizagao,
é de se esperar que muitas vezes seja mais facil tratar da funcao objetivo do que das
restricoes. Dessa forma, métodos de Restauracao Inexata podem ser interessantes para
resolver este tipo de problema.

Outro ponto chave do método proposto em [10] é a utilizagdo da estrutura do
problema na restauracao e a maneira de manter limitada a deterioracao da viabilidade
durante a otimizacdo. A restauracio é feita fixando o iterando corrente z* e calculando
y* como solucao do problema do segundo nivel parametrizado por z*. J4 para preservar
a viabilidade fazemos a fase de otimizacao no espaco tangente das condigoes KKT do
problema do segundo nivel.

Como no passo de otimizagao os pontos viaveis do subproblema sao aqueles
pertencentes a uma linearizacao das condi¢ao KKT, o ponto resultante da otimizacao

tem uma deterioracao limitada da “estacionaridade”. Entretanto, a restauracao foi feita
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pensando no problema de otimizacao do segundo nivel, portanto manter a “estacionari-
dade” esta muito relacionado a manter a otimalidade deste problema. Acreditamos que
estas ideias podem ser formalizadas usando que, sob condigoes razoaveis, a norma do
sistema KKT é um “error bound” para o problema original. Provavelmente esse fato de
aproveitarmos a estrutura de otimizacao seja uma das grandes vantagens deste método
sobre os que desde o inicio substituem o problema do segundo nivel pelas condig¢oes
KKT.

O algoritmo descrito em [10] e os teoremas relativos & sua convergéncia se-
guem os conceitos e resultados apresentados em [78] e [80] para otimizagao tradicional.
Nesta secao vamos propor um método de Restauracao Inexata para problemas de dois
niveis aproveitando as ideias principais de [10] que acabamos de listar, mas usando
a estrutura, e consequentemente as vantagens, de nossa modificagao do método de

Fischer-Friedlander que apresentamos na Secao 5.1 do Capitulo 5.

Para a descricao do Algoritmo 8.1 vamos definir

s = (x,y,p,7y) € RMmHPEm

H
Lis, ) = Flag) 4 a7 [ )
C(s)

B H(x)
(I)(S,)\,p>—pL(S7)\)+<1—p) :
C(s)

Algoritmo 8.1
Sejam r € [0,1), 8, K1 > 0 constantes algoritmicas, 2 C £, x R™tPHm C Rrimtrtm o

Q) C R¥T™HPT™ ym conjunto compacto.
Passo 0: Escolher sq € Q, A\g € Qy, po € (0,1) e fazer k = 0.

Passo 1 - Restauracgao:
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e Primeira parte: Obter 2 restaurando em relagao & restrigao H(z) = 0.

e [ixar xf e obter skR € Qe Mgy € Q) resolvendo o problema do segundo nivel.

O ponto sk é aceito na fase de restauracio se cumpre as relagoes:

H ()
C(sy)

.l’k)
) )

H(
C(sk
H(x
L(ngAk-i—l) < L(Ska)‘k) +B ( '
C(s

Passo 2: Escolher pj.1 € {27py, : i € N} o maior possivel tal que

(1) H ()
C(sk)

N | —

(557, Mot 1, Prt1) — P(Sk, My i) <

Passo 3: Computar a direcao de busca para otimalidade d;, € R*tmtp+m

como solugao do modelo quadrético:

Minimizar dTBkd + VSL<Sk y >\k+1)Td + L(Sk s )\k+1)

d c Rn+2m+p
Jy(xB
sujeito a: (k) d =0, (8:4)
Jo(s)
s +de .

Passo 4: Determinar t; € {27 : i € N} o maior possivel tal que

L(s7 + trdy, A1) < L(sg, M) KltkHdkHQ (8.5)

(p(SkR+tkdk7 >\k+17 pk—i—l)_@(Sk, Ak, Pk+1)

l\')l»—l

([ [

Passo 5: Fazer spy 1 = skR + trdg, kK = k 4+ 1 e voltar ao passo 1.

Vamos agora mostrar condigoes suficientes para que o algoritmo esteja bem

definido. O ponto chave para isto é demonstrar que existem situacoes em que podemos
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garantir que a restauracao proposta pode ser feita. Para isto serao usadas hipdteses
muito fortes, serao pedidos complementaridade estrita, regularidade e condigoes sufici-
entes de segunda ordem. Entretanto estas condigoes sao suficientes e nada impede que
mesmo quando elas nao sejam satisfeitas o algoritmo ainda esteja bem definido. A fase
da restauracao serd a mesma da apresentada em [34], embora a nossa demonstragao
seja diferente. Vamos reproduzi-la aqui para que o texto fique mais completo e para
expormos alguns detalhes nao apresentados em [34]. Para isto consideremos as seguin-

tes hipdteses:

H1. Paracadaxz € Q, é possivel encontrar z € Q, tal que H(2%) < H(z) e ||2%—z| <

Bol| H ()], para algum Sy > 0 independente de x.

e Essa primeira hipotese afirma que é possivel restaurar em relagao a restricao H.

No Capitulo 5 ja demos condigoes para que possamos garantir esse passo.

H2. Para cada x fixado, o problema do segundo nivel tem solugao tnica y(z) e que

este é o Unico ponto estacionario do PSN.

H3. A fungao que a cada z associa y(z) é continua e os gradientes das restrigoes ativas

do PSN(z) sao Lls em y(x).

e Sob a hipdtese H3 existem p(x) e y(z), unicamente determinados, e fungoes

continuas de x, tais que
Clx, y(x), p(x),~(x)) = 0.
H4. Para todo x € 0, e z € R™, com z # 0,
ZIVl(w,y (), ulx), y(@))z > 0,

onde l(z,y, 1,7) = f(z,y) + p"h(z,y).
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Hb5. Vale a complementaridade estrita para o problema do segundo nivel, ou seja, para

todo y(x) solugdo do PSN(x) temos:

i) = 0= (x) > 0

vi(x) =0 = y;(x) >0,

para todoi=1,--- ,m.

H6. Todos os iterandos de nosso algoritmo permanecem num compacto 2. Além disso,

V C Q, onde
V ={(z,y(z), u(z),7(z)); z € Qs },

é o conjunto dos pontos que anulam as condi¢oes KKT do PSN.

Pelo fato de €2, ser um compacto temos que, se as fungoes y(z), u(x) e
v(z) forem continuas entdo V' é compacto. Neste caso é facil implementar o algoritmo,
colocando salvaguardas suficientemente grandes nas variaveis y, u e v, de modo que
todos os iterandos permanecam num compacto 2. Dessa forma, assumiremos a validade
da hipotese H6 sem nos preocupar de que esta é uma hipdtese sobre a sequéncia gerada
e nao sobre o problema, uma vez que temos meios razodveis para garantir este fato.

Uma observagao importante aqui ¢ que a hipétese H4 é uma condicao su-
ficiente de segunda ordem mais exigente que a usual, ja que exige que a Hessiana do

Lagrangiano avaliada na solugao seja definida positiva em todo o espago.

Teorema 8.1.1. Supondo que valham as hipéteses H2-H5, o Jacobiano de C(z,y, i, )

em relagdo a (y,p,y) € nao singular em (z,y(x), u(x),v(x)), para todo x € 2.

Demonstragao: Calculando o Jacobiano temos:

vzl(xayvu77) Jhy(x7y>T —I
JCy o (2, Y5 11,7) = Tn, (2, Y) 0 0
diag(v) 0 diag(y)
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u

Multiplicando Jg, , ., por um vetor arbitrdrio | v € R™P+™ pertencente

w
ao nucleo obtemos as relagoes:
Vol(w,y, )+ Jn, (2,9) 0 —w =0 (8.7)
I, (2, y)u =10 (8.8)
diag(y)u + diag(y)w =0 (8.9)
De (8.9) temos que
Vit + yiw; = 0,
para todo i = 1,--- ;m. Considerando de agora em diante que =z € , e (y,u,7y) =

(y(z), u(x),v(z)), podem ocorrer dois casos. No primeiro y;(x) > 0 e consequentemente,
pela complementaridade, v;(x) = 0. Nesta situagdo obtemos que w; = 0, o que implica
que o produto u;w; = 0. No segundo caso y;(z) = 0 e, em virtude da complementaridade
estrita H5, v;(z) > 0 o que mostra que u; = 0 e consequentemente que o produto u;w;
¢ novamente nulo. Dessa forma podemos afirmar que w;w; = 0 sempre, qualquer que
seja 7. Isso implica que os vetores u e w sao ortogonais.

Multiplicando a relacao (8.7) & esquerda por u? obtemos que

uTvzl(xv y(l‘), H’(x)> V(x))u =0,

T

pois provamos que u’w = 0 e a relagao (8.8) nos diz que u”J, (z,y(x))" = 0. Pela

condicao suficiente de segunda ordem exigida H4 obtemos que u = 0.

Usando o fato de que u = 0 a relagao (8.9) implica que y;(x)w; = 0, ou seja,
w; = 0 sempre que a restrigdo y;(z) > 0 ndo esteja ativa. Por fim, usando o fato de que
u = 0 e olhando para (8.7) descartando as colunas referentes as variaveis w; tais que

y;(z) > 0, obtemos uma combinagao linear nula dos gradientes das restrigoes ativas em
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y(x) para o problema do segundo nivel:

v

(@)™ =1y 7] =0

w

onde w* corresponde as coordenadas de w nao descartadas e I* as colunas correspon-
dentes da matriz identidade m x m. Pela hipétese da regularidade H3 obtemos que
(v,w*) = 0, e consequentemente (u,v,w) = 0.

Como o nicleo da matriz Je, , (2, y(z), u(x),v(x)) é composto apenas pelo

vetor nulo, temos que ela é nao singular e obtemos o resultado desejado. 0

Como dito anteriormente, as hipoteses H2-H5 sao suficientes para que
Joy. (@, y(x), u(z),y(x)) seja ndo singular, mas nao sao necessarias. Um caso impor-

tante onde isso acontece é quando o PSN ¢ linear, ou seja:

Minimizar f(z,y) = c(z)Ty
Y

sujeito a:  A(z)y — b(x) =0,
y > 0.
Nessa situacao é evidente que a hipétese da Hessiana do Lagrangiano ser de-
finida positiva H4 é falsa, uma vez que as segundas derivadas do problema em relagao
a y sao nulas. Entretanto, continua a valer a tese do Teorema 8.1.1 conforme demons-

tramos a seguir.

Teorema 8.1.2. Suponhamos que o problema do sequndo nivel seja linear e que valham
as hipdteses H2, H3 e H5, entao o Jacobiano de C(x,y, p,7y) em relagio a (y,p,y) €
nao singular em (z,y(x), u(z),v(x)), para todo x € Q.

Demonstragao: Denotando A(z) = A, ja sabemos que

0 AT T
chyw(a:,y,u,’y) = A 0 0
diag(y) 0 diag(y)
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u
Dessa forma, para um vetor arbitrario v € R™+PT™ pertencente ao
w
nicleo de Jg, , . obtemos as relagoes:
ATy —w =0, (8.10)
Au =0, (8.11)
diag(y)u + diag(y)w = 0. (8.12)

Pela unicidade da solu¢do do PSN(z) (H2), o Teorema Fundamental da
Programagao Linear [72] garante que y(z) é um vértice do conjunto vidvel do PSN.
Ja a complementaridade estrita H5 implica que y(z) seja uma solucao nao degenerada.
Dessa forma podemos afirmar que existem exatamente p coordenadas nao nulas em
y(x), as quais, sem perda de generalidade, vamos supor serem as p primeiras. Dessa
forma, a complementaridade estrita garante que ~;(x) = 0 para todo ¢ = 1,--- ,p e
vi(z) > 0 para todoi =p+1,--- ,m.

De (8.12) temos que

para todo ¢ = 1,--- , m, portanto, pela afirmacao anterior, temos que w; = 0 para todo
t=1,--- ,peu;=0paratodot=p—+1,--- ,m.

Como as p primeiras varidveis de y(z) estao associadas a uma solugao bésica
temos que as p primeiras colunas de A sao LI. Pelo fato das m—p tltimas coordenadas de
u serem nulas, a equagao (8.11) se reduz a uma combinagao linear nula das p primeiras
colunas de A, portanto u; = 0 para todo i =1,--- ,p e consequentemente u = 0.

Da mesma maneira, podemos descartar as p primeiras coordenadas de w de

modo que a equacao (8.10) se resuma a
(AT —17) =0,
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onde w* corresponde as m — p ultimas coordenadas de w e I* as colunas corres-
pondentes da matriz identidade m x m. Sendo assim, temos uma combinacao li-
near nula dos gradientes das restrigoes ativas em y(x). Pela hip6tese da regularidade
H3 obtemos que (v,w*) = 0, e consequentemente (u,v,w) = 0 o que implica que

Jcy o (@,y(x), u(z),v(x)) é nao singular. O

Nosso préximo resultado fornece um limitante local para a distancia entre
a estimativa corrente e a solucao do problema de dois niveis baseado na norma do
sistema KKT no ponto corrente. Este fato estd demonstrado no Lema 3.1.3 de [34] mas

acreditamos que a demonstracao usada aqui é mais simples.

Lema 8.1.1. Sejam Q, C R" e Q C R*"™™*P*™ conjuntos compactos e x € Q. Su-
ponhamos que valham as hipdteses H2 e H3 e que Jo, , (v,y(x), u(x),v(x)) seja nao

singular. Entao, existem & > 0 e § > 0, independentes de x, tais que

(Y 1) = (@), (@), v(@) | < &l Clz,y, ),
para todo (x,y, p,y) € Q tal que |[(y, p, ) — (y(x), p(x),y(2))]| < 0.

Demonstragao: Ao longo dessa demonstracao vamos denotar o jacobiano Jg, , . no
ponto (z,y(x), u(x),v(x)) simplesmente por J(z). Como J(z) é ndo singular temos
que ||J(x)u|| > 0 para todo u € R™™*™ tal que |ul| = 1. J& que J(x) é uma funcdo
continua temos que a fungao que associa um par (x,u) a ||J(z)u|| é continua. Dessa

forma, como a esfera unitaria e ), sao compactos, temos que existe K > 0 tal que:

17 (z)ul| = 2K

para todo u € R™™PT™ tal que ||u|| = 1 e z € Q,. Consequentemente para qualquer
que seja u € R™PH™ ¢ x € Q, vale que ||J(x)ul|| > 2K ||ul|.

Como as fungoes C(x,y, i, 7),y(x), u(x),v(x) e J(z) sdo continuas temos
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que a funcao

r(z,y, 1,7) C(x,y, u,7y) — Clo,y(x), u(w),v(x)) +

também é continua.

A funcao g : Rrtmtetm  RM+PH™ definida por

||(y,w)z((z’éj)lfg()xm(x))|| ;  S€ (y: 1y 7) 7£ (y(l’), ,u(SC), 7($>)

0; se (y, 1,7) = (y(x), p(x), y(z))

g(x,y, p,y) =

é continua pois, se (y, i, y) # (y(x), u(x),v(x)) entdo g é uma razao de fungoes continuas

e para o ponto (y(x),u(x),v(x)) a diferenciabilidade de C' nos diz que vale o limite

g(x,y, 1,7) — 0 = g(x,y(x), u(z),y(x)) quando (x,y,u,v) — (z,y(x), u(x),v(x)).

Como () é compacto e g é continua temos que g é uniformemente continua. Dessa

forma, existe § > 0, independente de z, tal que ||(x,y, 1, 7) — (x,y(z), p(z),v(z))|| < o0

implica que ||g(z,y, u,7) — g(z,y(x), u(x), v(x))|| < K, e consequentemente que

| (z, y, V)| < K|y, 1, 7) = (y(2), plz), y(2))]]-

Portanto, lembrando que C(xz,y(z),u(z),v(z)) = 0, temos que na vizi-
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nhanca de raio ¢ de (y(x), u(x),v(x)) vale que:

y —y(r)
1C@, gy, N = || J(@) | p—plz) | +rlzynm)
v — ()
y —y(v)
> @) | p—pz) ||| =@y, w9l
¥ = ()
(y(

> 2K|(y, 1, y) — (y(x), p(@), v(@)|| = K[[(y, 1, 7) = (y(2), p(x), v(x))].

Sendo assim, se &, = % temos o resultado desejado. 0

O Lema 8.1.1 traz um resultado analogo ao lema proposto por Robinson em
[94] conjuntamente com o resultado que nos permite considerar a vizinhanga envolvida

independente do ponto corrente.

Lema 8.1.2. Seja © € €2, e suponhamos que valham as hipoteses H2 e H3 e que
Joy o (@ y(x), w(x),v(x)) seja nao singular. Entdo, existe & > 0, independente de

(@, y, 1,77), tal que
; 'I

H(
1Cy; 1, 7) = (y(), ), ()] < €
C(s)

para todo (x,y, u,7y) € Q.

Demonstragao:

Vamos considerar nessa demonstragao o como no Lema 8.1.1,

d(, y, ) = [1(2, y, 1 7) = (@, y(2), pla), ()],

Q= {se€Q;d(s) > d}.

Como y(x), p(x) e v(z) sdo continuas temos claramente que d é uma fungao continua.

Dessa forma temos que €2 é compacto.
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A demonstracao pode ser dividida em duas possibilidades.

Na primeira Q = (), e portanto

10y, 11:7) = (y(@), pl2), 7 (@) < &llCla,y, 1) < &

para todo (x,y, 1,7y) € £ e ndo nos resta nada a demonstrar.

No segundo caso, {2 é nao vazio e compacto. Sendo assim, como C(s)
também é continua e C(s) > 0 se s € ), existem ¢; = max,cqd(s) < o0 e ¢y =
min,cq ||C(s)|| > 0. Dessa forma temos que

C
H(:C,y,u,’y) - (:c,y(x),g(:c),*y(m))” <a= 0_202 < C_:Hc(xvynuva)’L

para todo (z,y, u,7) € . Portanto, se tomarmos £ = &, + < temos que

H(x)
(2,9, 1t,7) = (z,y(x), (@), (@) || < ENC(x,y, )| <€ e ,

para todo (x,y, 1,7) € Q. O

A demonstracao de que o passo 1 estd bem definido segue de perto a prova
que a restauracao do Algoritmo 5.1 também estd bem definida. O Lema 8.1.2 é analogo

ao Lema 5.1.2 e o restante da demonstracao estd exposta a seguir por conveniéncia.

Teorema 8.1.3. Seja s € ) e suponhamos que valham as hipoteses H1, H2 e H3 e

que ch,w(s(ka)) seja nao singular. Entao, existe B > 0, independente de s, tal que

[BE) S

L(sf A1) < L(sg, M\r) +5ll '

Demonstragao: Considerando L, um limitante para ||[A|| em Q), Ly a constante de

Lipschitz de F em Q, e 8 = Lpf + (1 + r)L, vamos mostrar que tomando s =
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(8 y(zB), p(xl), v(x)) entdo, para qualquer A\, 1 € Qy, o par (sF, A\py1) ¢é aceitdvel
pelo passo 1.

Como C(sf) =0, temos que

[

1 () |

= 7| H (x|
H(xy)
C(sk)

IN
<

Vamos agora demonstrar a deterioracao limitada do Lagrangiano.

L(SkR7 )\k+1) o L(Ska >\k:) — F(skR) + Ag—l-l géxg)) — F(Sk:) + Ag ggiﬁk))
Sk ok
H ka H(z
< 1B~ Pl el || 7 ) e |6
C(sf) C(sk)
< Lpllsg — skl + Lx e L o
C(sh) C(sx)
. H(l‘k>
> (LFg + (1 + T)LA) C( )
Sk
y H

Portanto, se redefinirmos § = 20, temos que uma sequencia convergente
para (zy, y(xg), u(xg), v(xk)) serd tal que a partir de um certo indice todos os iterandos
vao satisfazer o passo 1.

Para mostrar que o passo 2 estd bem definido vamos mostrar que se p <
ﬁ entao ele sera aceito.
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Demonstragao: Neste caso teriamos que p(f+1—1r) —

(1—-1r)< —12;’", e portanto,

ja utilizando que o passo 1 foi feito com sucesso, temos

(D(SkR7 /\k+17 p) -

D5k, Aky p)

IN

IN

IN

IA

p (L(sg, A1) — Lsi, Ar))
H

H(l’k «Tk
pB —(1-p-r) (

C(sk) C(sk)
(p(B+1—=71)—(1—71)) )
1= H(x)

2|\ )
1—r H(z) \|
C(SkR) C(sk)

Pela demonstracao anterior a sequéncia dos parametros de penalidade esta

. . 1—7r , ~
afastada do zero pois py > min {m, po}, e consequentemente, como pj, € nao cres-

cente, concluimos que pr = p é constante para k suficientemente grande.

O passo 3 estd bem definido se By, = B(sl, A1) ¢é positiva definida pois

neste caso o problema (5.1) consiste em minimizar modelo quadratico estritamente con-

vexo num hiperplano (observe que d = 0 é vidvel para (5.1) ), o que se trata de um

problema bem estabelecido na literatura.

Considerando agora que os passos 1, 2 e 3 foram realizados com sucesso

vamos demonstrar a boa definigao do passo 4.

Lema 8.1.3. Suponha que os gradientes de F e de

sao Lipschitz continuos em

C
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Q, entao existem constantes positivas K1, Ko e T tais que

C(sf +tdy,) C(s8)
para todot > 0, e

L(sf + tdp, Mey1) < L(sk, Aeg1) — Kot ||dy]? (8.14)
para todo t € [0, 7].
Demonstragao: Basta aplicar o Lema 5.1.5 para as fungoes correspondentes. 0

A relagao (8.14) ja garante que a primeira condi¢do do passo 4 é satisfeita
para tp < 7. Para demonstrar que a segunda condicao também é satisfeita para t
suficientemente pequeno vamos considerar que o7 > 0 é um limitante inferior para os
autovalores de By, que Ly é a constante de Lipschitz para VL em () e que o passo 2
foi realizado com sucesso. Analogamente ao que demonstramos para o Algoritmo 5.1,
I?

nessas condigoes temos que VL(s%, \ey1)Tdy < —oq]|di||* e que

L(sg + tdg, A1) = L(s, Apr) + tVL(s, M) di +

1
+t / (VL(sf + tady, A1) — VL(sE, A1) di dae
0

L
< LGsE M) — ot + Z5E07 P

Portanto, todo t tal que t < min{ ),T} serd aceito pelo passo 4 e consequen-

pk1
ko(1—p

temente também obtemos que a sequéncia {{,} estd afastada do zero pois t, > t =

: k1 T
min {—%2(1_5), 5 }

Uma vez mostrado que o algoritmo estd bem definido vamos mostrar um

teorema associado a viabilidade dos pontos limite do algoritmo.
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Teorema 8.1.4. Suponhamos que valham as hipdteses H1 a H6 e que {s;} seja uma

sequéncia gerada pelo Algoritmo 8.1, entao

N H(z) =6 < 00
;_o C(sk) H )

Demonstracao: De forma andloga ao Teorema 5.1.2 temos que para [ > kg, onde

pro = 7, vale que
_ _ - 1 2 H(xk)
q)(sla)‘l)p>_q)(8kou)‘koup) < Z_é(l_r) .
C(sk)

k=ko

Como ®(x, \, p) é continua nas varidveis (s, \), as hipdteses de compacidade garantem

- H () .
que > .-, =0 < 00. O
C(sk)
N , H(xy)
Como consequéncia do Teorema 8.1.4 concluimos que , H(sk),
C(s)

C(sg), H(sf) e C(s) convergem a zero e que qualquer ponto limite de {s}, ou de {sf},
é viavel para o problema reformulado (8.3).
Para demonstrar que a direcao dj, vai a zero também prosseguimos da mesma

maneira que no Algoritmo 5.1.

Teorema 8.1.5. Suponhamos que valham as hipdteses H1 a H6 e que {s;} seja uma

sequéncia gerada pelo Algoritmo 8.1, entao dy, converge a zero.

Demonstragao: Somando L(s;.1, \jy1) — L(sk, A\x), usando as relagoes dos passos 1 e

4 e o Teorema 8.1.4 temos que

l
L(si11, Aipr) — L(so, ho) < =78 > |ldi]|* + Bo.
k=0

Como L ¢ continua e estamos assumindo que os iterandos estao num compacto temos

que dj converge a zero. U
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Por fim, podemos concluir, das condi¢oes de otimalidade do subproblema
(8.4) e do Teorema 8.1.5, que todo ponto limite da sequéncia {sf} é AKKT para o
problema reformulado (8.3). Entretanto a afirmagao mais forte de que sob a CPLD, ou
qualquer outra condicao de qualificacao pratica, os pontos limites sao KKT nao tem
grande relevancia. Isso é uma consequéncia do fato ja discutido de que o problema com
restricoes de complementaridade nao satisfaz estas condi¢oes na origem, a qual muitas
vezes é um atrator para os algoritmos.
Uma implementacao simples foi feita em Matlab para resolver o problema:
Minimizar 0
T,y
sujeito a:  y € solugao de:
Minimizar sin (ﬂy + 37“)
Yy

sujeito a: 0 <y < 3.

Tomando como ponto inicial (2% 4°) = (0,1.2) o Algoritmo 8.1 convergiu para uma
solugao do problema (z*,y*) = (0,2). J& uma implementacao de PQS para o problema
reformulado, substituindo o PSN por suas condi¢oes KKT, convergiu para o ponto
(0,1), o qual ndo é nem viavel para o problema original. A questao chave aqui é que o
ponto y° = 1.2 estd préximo do ponto estaciondrio y = 1, mas esse ponto nao é atrativo
para um algoritmo baseado em direcoes de descida. Resolvendo o PSN o ponto y* = 2
é facilmente encontrado. Isso ilustra o porqué de acreditarmos que o Algoritmo 8.1 terd
melhor desempenho que métodos que substituem diretamente o problema do segundo
nivel por suas condigoes KKT. Em nosso algoritmo usamos as condi¢coes KKT para o
PSN como condicao de parada na restauracao mas a alternativa em si de encontrar o
ponto restaurado usa a estrutura de minimizacao do problema do segundo nivel. A
Figura 8.1 ilustra a fungao objetivo do PSN.

De maneira independente a esse trabalho, A. Friedlander e F. Gomes pro-
puseram, para uma aplicacao particular em otimizagao de trelicas, um algoritmo muito

semelhante ao exposto nesta segdo. Os resultados deles sdo apresentados em [55] mas

203



Capitulo 8. Restauracao Inexata para problemas com restricoes de equilibrio

0.5[

-0.5

Figura 8.1: Gréfico da funcao objetivo do problema do segundo nivel. O ponto 3° =
1.2 estda proximo do ponto estacionario y = 1, mas esse ponto nao é atrativo para
um algoritmo baseado em direcoes de descida. Resolvendo o PSN o ponto y* = 2 é

facilmente encontrado.

nao ¢é feita uma andlise de convergéncia formal para o algoritmo proposto. Os testes
computacionais de [55] sdo muito promissores e nos dao motivos suficientes para acredi-
tar que implementacoes de nosso algoritmo para problemas especificos possam ser bem

sucedidas.

8.2 Algoritmo para restricoes de equilibrio

Nessa secao nossos problemas alvo sao aqueles em que queremos descobrir ou selecionar
alguns parametros de forma que um sistema especifico esteja em equilibrio. Um caso
ilustrativo é considerar no primeiro exemplo da Secao 7.1 que queremos descobrir quais
sao algumas das constantes a, b, c,a’, b, ¢ usadas pelos agentes da disputa publicitaria.
As decisoes de quao agressiva é cada uma das empresas sao observaveis, e portanto
sao consideradas como dados do problema. Denotando por z* e y* as observagoes
conhecidas nosso problema de interesse seria:
Minimizar  (z — 2*)* + (y — y*)?
a,b,c,a’ b, x,y

sujeito a: (x,y) é um ponto de equilibrio de Nash para o sistema (7.2) - (7.3).
(8.15)
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Outro caso ilustrativo seria o caso normativo, onde alguns dos parametros do
problema sejam definidos por um agente regulador de modo a obter a melhor situagao
para um certo objetivo. Por exemplo, ainda considerando o caso do sistema (7.2) -
(7.3), se os parametros a, b, c,a’,t’ forem conhecidos e intrinsecos de cada empresa e o
parametro ¢ estipulado pelo governo, é possivel que o governo escolha o valor de ¢ de
forma que na situacao de equilibrio entre as duas empresas o nivel total de agressividade
seja 0 menor possivel. Ou seja, assumindo a = 2,b = 1 e ¢ = 20 os parametros de decisao
da primeira empresa, ' = 1 e b’ = 3 os parametro intrinsecos da segunda empresa, o
governo toma a decisao ¢* como solucao de

Minimizar x +y
dxy
sujeito a: ¢ >0
(x,y) é um ponto de equilibrio de Nash para o sistema (7.2) - (7.3).

No caso geral nosso problema de interesse terd a seguinte estrutura:

Minimizar F(x,0)

.0
sujeito a:  H(#) =0, (8.16)
0eoO,
x; seja solugao de Py(z;,x_;,0) paratodoi=1,2,--- q.
onde x = (21, -+ ,x4) = (x;,2_;) € RMT" § € © C R™, as fungoes F : RM+ "t —

Re H :R"™ — R" s3o suaves e P;(x;,x_;,0) é o problema do jogador i parametrizado
tanto pelas decisdes dos demais jogadores (z_;) quanto pelo vetor de parametros 6.
Cada problema P;(x;,z_;,0) tem formulagao semelhante aos problemas descritos em

(7.1) mas envolvem também os parametros  conforme apresentamos a seguir:

Minimizar f;(z;, z_;,0)
x; € R™

(8.17)
sujeito a:  hy(z;,x_;,0) =0

%207
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onde, para todo 7, as fungoes f; : R™ T "atn0 R e h; : R™T "t — R™, 530 suaves.

Para o caso particular em que s6 temos um agente envolvido no equilibrio,
ou seja ¢ = 1, o problema (8.16) se reduz a um problema de programagao em dois niveis
(8.1). Analogamente ao que foi feito para os problemas de programagao em dois niveis
vamos definir, para cada i = 1,2--- , ¢, a medida das condigoes KKT para o problema

do agente i serd denotada por C; : R+ +ma)tnetnn 47 o expressa por
Vifi(@,0) + Jn, (x,0)" p; —
Cz(xaea/'L'L?’Yz) = hZ(ZE,@) )
Ti%Yi

onde V,f; e Jp,, denotam respectivamente o gradiente de f; e a Jacobiana de h; em
relacio as varidveis ;. Além disso vamos definir C' : R F47a) 0+ +tnng )+ (mt-+ng)
como uma medida das condigoes KKT para todos os problemas envolvidos nas restricoes

de Equilibrio de Nash

Cl(‘ru 97 ,ulu ’71)
C(x,0,p,7) = :
Cy(2,0, 11g,74)

Dessa forma uma reformulagao do problema com restrigoes de equilibrio seria:

Minimizar F(z,6)

x,0
sujeito a:  H(0),
(8.18)
Clz,0,p,7) =0,
z,7 20,
0 e 0o.

O algoritmo que proporemos para abordar o problema (8.16) sera semelhante

ao Algoritmo 8.1. Para defini-lo vamos denotar as variaveis
§= (x7 97 122 f)/) € Q C R(n1+m+n‘1)+n9+(nh1+"'+nhq)+(n1+'--+nq)7
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8.2. Algoritmo para restri¢oes de equilibrio

o Lagrangiano

H(9)
L(s,\) = F(z,0) + AT
C(s)
e a funcao de mérito
H(9)
O(x, A, p) = pL(s,A) + (1 —p)
C(s)

Algoritmo 8.2
Sejam 7 € [0,1), 8, K; > 0 constantes algoritmicas, n = ny +---+n,, m = 2ny +np, +

A 2ng g, g+ g, Q CRY X O X R™ e Q) C R™H™ um compacto.

Passo 0: Escolher sg € Q, A\g € Qy, po € (0,1) e fazer k = 0.

Passo 1 - Restauracao:

e Primeira parte: Obter 65 restaurando em relagao a restrigao H(0) = 0.

e Obter sff € Qe Ny € Q,y fixando 95 e fazendo uma iteracao do tipo Jacobi para
o problema de equilibrio. Ou seja, fixar 6 e as varidveis x_;; nao referentes ao

agente i e resolver o problema de cada agente P;(x;, x_;, , 0F).

O ponto st é aceito na fase de restauracio se cumpre as relagoes:

HEO V[ 2O (8.19)
Cist) J|| C(s)
. H(6))
L(si's A1) < Llsg, ) + 8 (8.20)
C(Sk)

Passo 2: Escolher pj.1 € {27py, : i € N} o maior possivel tal que

(I)(SkR’ )‘k+17 pk+1) - (I)(Sk7 )‘ka pk+1> <

N | —

aon ([ e LAY
C(sh) C(s1)
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Passo 3: Computar a direcao de busca para otimalidade d; como solucao

do modelo quadratico:

Minimizar d” Byd + VL(s2, \1)Td + L(sE, M\y1)

de Rn+n9+m
T (OF 8.21
sujeito a: 1(0%) d=0, ( )
Je(sf)
st+deQ.

Passo 4: Determinar t; € {27 : i € N} o0 maior possivel tal que

LA + bk, i) < LK M) = (5.22)
1 H(0y) H(6)

D (sp4tpdi, Aotts Prs1) =P sk, Ay 1) < 5(1_@ Z _ |
Clsk) C(sk)

(8.23)

Passo 5: Fazer sp 1 = skR + trdy, k = k + 1 e voltar ao passo 1.

Na definigao do Algoritmo 8.2 poderiamos ser menos especificos na descrigao
da fase de restauracao e apenas exigir que as condigoes (8.19) e (8.20) fossem satisfeitas.
Desse modo qualquer alternativa apresentada para encontrar s e \zy1 que garanta
que essas condigoes sejam satisfeitas implica na boa definicao do passo 1 de nosso
algoritmo. A nossa proposta de restauracao é um método do tipo Jacobi pois ele
apresenta uma motivagao natural, que discutimos na Secao 7.3. Como a convergéncia
dos métodos desse tipo ainda nao é muito bem estabelecida na literatura e depende
muito da aplicacao em que esta sendo usada, vamos simplesmente supor que apds uma

iteracao de Jacobi obtemos que:
IC(sON < rl[Csu)l-

Condigoes suficientes para que essa relagao seja satisfeita para sistemas lineares foram

apresentadas na Secao 7.3.
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Vamos supor também também que ||H (0F)| < r||H (1), j4 que apresenta-

mos no Capitulo 5 (ver Lemas 5.1.2 e 5.1.3 e Teorema 5.1.1 ) condigoes suficientes para

que essa relacao seja satisfeita. Desse modo temos que:

o \| : :
GOV = yEEm e+ 1oen)

< 7| H(0) ||2+7‘2||C (s)]1”

T2 H

Portanto, sob essas hipdteses, temos que a condigao ( ) estd satisfeita. Dessa forma

basta mostrar que a condigao (8.20) é satisfeita pelo método do tipo Jacobi para mostrar

que o passo 1 estd bem definido. Consequentemente, s nos resta mostrar a condigao de

deterioragao limitada para que o algoritmo como um todo também esteja bem definido,

uma vez que todos os outros passos sao exatamente iguais aos correspondentes no

Algoritmo 8.1.

Analogamente ao estudo feito para problemas em dois niveis vamos listar

nossas hipoteses para andlise do método.

H8.21.

H8.22.

H8.23.

Para qualquer s, em 2 o processo de restauragdo garantird que |[H(0F)| <

rlH O] e [C(sI < rllC (i)l

Para qualquer que sejai = 1,2, -+, q o problema do jogador ¢, descrito em (8.17) e
denotado por Pi(z;, z_;,0), tem solugdo tnica e esta é o tinico ponto estacionario
do problema. Vamos denotar essa solucao e os multiplicadores associados por
zi(r_;,0), mi(x_;,0), 7;(x_;,0), ou simplesmente por Z;, fi; e 3. Além disso,

vamos assumir que Z;, ji; € 7; sejam funcoes continuas.

Para qualquer que seja i = 1,2,--- ,¢q o Jacobiano de C;(z, 0, y1;,7;) em relagao
as variaveis z;, i, i, calculado no ponto (z;, x_;, 0, fi;,7;), o qual é denotado por

Jo, (Zi, i, 0, fu;, i), seja ndo singular.
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e Na secao anterior ja exibimos condigoes suficientes para que essa hipotese seja

cumprida.
H8.24. Todos os iterandos do algoritmo se mantém num compacto €2.

De forma completamente andloga ao Lema 8.1.1 temos o proximo resultado.

Lema 8.2.1. Suponhamos que valham as Hipdteses HS.22 a HS8.24. FEntao, existem

£o; > 0 e 9; > 0, independentes de x; e 0, tais que

para todo ('I’Q’Mi77i) tal que ||('ru1u7,771) - (jzaﬂzaﬁl)” S 51

Demonstracao: Ao longo dessa demonstragdo vamos denotar o Jacobiano
Jo, (Ziy, x4, 0, iz, ¥i) simplesmente por J(x_;,0). Como J(z_;,0) é ndo singular temos
que existe K > 0 tal que:

17 (x i, O)ull = 2K |[ull

para todou e R"™ ex € Qe cO.
Definindo
Ty — Ty,
r(w,0, i, Vi) = Ci(ws, 4,0, i, i) — Ci(Ti, x5, 0, s, i) — J(2-,0) | s — s | >
Vi — Vi
temos que 7(x, 0, y;, ;) também é continua.

Utilizando esse fato, a diferenciabilidade de C; e a compacidade de €2 temos

que a funcao g; definida por

T x,G, iV . _ _ _
||(quif’yz‘)f(f’:,lzuﬁi)|| ’ se (l’i, M, %’) 7£ ($i7 His 71')

0) se (%;Mu%) - (jmﬁzaﬁz)

gi(xa 0, Hi, ’Y’l) =

¢ uniformemente continua para x € 2 e § € ©. Dessa forma, existem ¢; > 0, indepen-

dentes de x e 6, tais que

[l7(, 0, pai o) | < Bl (i, s i) = (0, i, ) -
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Consequentemente, na vizinhanga de raio ¢; de (z;, fi;,7;) vale que:

|Cs(x, 0, s, va) | = Kill(i, s, vi) — (T s, 7i) |-

Sendo assim, se &y; = Ki temos o resultado desejado. O

Considerando que vale o Lema 8.2.1 para os problemas de todos os jo-

gadores, vamos denotar § = max{&o1,&o2, - ,&0q} € 0 = min{dy,d2---,9,}. Como

12 = >0 (i iy i) — (%, s, %) ||* temos que

;'Izl ||(ZL’,[L,’}/) - (f,ﬂ,’?)
(2, 1, 7) — (T, @, )| <6 = [[(z4, s, i) — (Ts, fls, 7i) || < 0 para todo i € {1,---,q}.

Desse modo, usando o Lema 8.2.1, concluimos que

q
||({E7M,’Y) - (jvﬂaj/)HQ = Z ||(£L’Z7:u’w,%) - (.f“ﬂ“’j/z)HQ
=1

IN

q
Z fngOl(l’, 07 i, 72)||2
i=1

IN

q
=1

&C (. 0, )

IN

para todo (7,0, u,7) € Q tal que ||(x, u,7) — (2,1, 7)[| < 0.

O préximo resultado é equivalente ao Lema 8.1.2 para a situacao de equilibrio.

Lema 8.2.2. Suponhamos que valham as Hipoteses H8.22 a HS.24. Entao, existe £ > 0

tal que
(@, 1 y) = (@, 5, W) < ENC(, 0, 1,7))]

para todo (x,0, u,v) € .

Demonstragao: Primeiramente observamos que o limitante local para o erro, ||(x, 1, 7)—
(@, 1, 7)| < &llC(x, 0, 1, )| sempre que |[(z, p, ) = (Z, 2,7) < &, cumpre o papel do

Lema 8.1.1 da secao anterior. Como a funcdo distancia d(z, 0, u,y) = ||(x, u,y) —
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(Z,[1,7)|| é continua e 2 é compacto, a demonstracao segue exatamente igual & refe-

rente ao Lema &8.1.2. ]

Com isso podemos demonstrar que a relagao (8.20) é satisfeita.

Teorema 8.2.1. Suponhamos que valham as Hipoteses HS.21 a HS8.24. Entao o ponto
s = (a4, Ox, 11, 1) satisfaz as condicoes da restauracdo para qualquer que seja \gy1 €

Q).

Demonstracao: A condigao (8.19) ja estd demonstrada e a condigao (8.20) é con-
sequéncia imediata do Lema 8.2.2 e das propriedades de Lipschitz das funcoes envolvi-

das, assim como foi feito no Teorema 8.1.3. O

Como ja dissemos, todos os demais passos do Algoritmo 8.2 sao iguais ao
Algoritmo 8.1 e portanto estdao bem definidos. Além disso, podemos observar que os
passos realizados pelos Algoritmos 8.2, 8.1, e 5.1 garantem que as mesmas relagoes
sao satisfeitas. A tnica diferenca entre eles é a maneira de medir a inviabilidade. Da
mesma forma, podemos enunciar o teorema a seguir, ja que sua demonstracao segue
exatamente as feitas para os resultados andlogos referentes aos Algoritmos 5.1 e 8.1,

enunciados nos Teoremas 5.1.2, 8.1.4, 5.1.3 e 8.1.5.

Teorema 8.2.2. Supondo que valham as hipdteses H8.21 a H8.24 e que {sy} seja uma

sequéncia gerada pelo Algoritmo 8.2, entdo:
a) Existem p,t > 0 tais que py, > p et >t para todo k.
b)

— || [ H(k) .
> —§ < 0.
k=0 C(sk)
Consequentemente todo ponto limite é vidvel para o problema reformulado (8.18).

¢) Todo ponto limite da sequéncia {si} é AKKT para o problema reformulado (8.18).
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Experimentos computacionais ilustrativos

Para dar um indicio de como nosso algoritmo funciona vamos testa-lo em alguns exem-
plos simples que relataremos brevemente a seguir. Nossos testes numéricos nao tém o
intuito de fornecer uma anélise cientifica rigorosa sobre o Algoritmo 8.2. O objetivo
aqui é simplesmente verificar a possibilidade de fazer uma implementacao do Algoritmo.

Nosso primeiro exemplo serd o problema (8.15) utilizado na introdugao desta
secao. Para diminuirmos os graus de liberdade do problema, vamos supor conhecidos
primeiramente os parametros a =2, b=1,c=20d = 1 et/ = 3, e apenas o parametro

¢ desconhecido. Portanto o problema a ser resolvido é:

Minimizar (z — 40)% + (y — 60)?

d,x,y
sujeito a: x é solucao do problema:

Minimizar (2z —y — 20)?
v (Problema da empresa 1)
sujeito a: 0 <z <100
y € solucao do problema:
Minimizar (z — 3y + ¢/)?
Y (Problema da empresa 2)

sujeito a: 0 <y <100

Uma implementacao simples para resolver esse problema foi feita em Ma-
tlab e alguns detalhes estao descritos a seguir. Na restauracao usamos a expressao

exata dos problemas de cada empresa, z(y) = max{0, min{Z4¥ 100}} e y(z,¢) =

max{0, min{ c’;”, 100}}. Duas alternativas para parar a restauracao foram usadas.
Uma delas foi aplicar apenas uma iteracao do método de Jacobi e a outra foi apli-
car Jacobi até obtermos que a condigao (8.19) fosse satisfeita com r = 0.001. No
passo da otimizacao utilizamos a funcao fmincon para resolver os subproblemas. Os

multiplicadores de Lagrange foram sempre tomados como nulos e o modelo quadratico
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foi construido com a Hessiana verdadeira. As restrigoes lineares referentes ao espago

tangente sao constantes nesse caso e a matriz que as determina é

2 -1 0
1 -3 1

Jo =

Numa segunda versao consideraremos apenas o parametro b’ desconhecido

e adotamos ¢’ = 140 conforme descrito a seguir.

Minimizar (z — 40)? 4 (y — 60)?
V,z,y

sujeito a:  x é solucao do problema:

Minimizar (2z —y — 20)?
v (Problema da empresa 1)
sujeito a: 0 <z <100
y € solucao do problema:
Minimizar (z — by + 140)?
y (Problema da empresa 2)

sujeito a: 0 <y <100

Nesse segundo caso temos uma nao linearidade nas restrigoes do problema
reformulado nas variaveis x,y, . A implementacao feita para esse caso é basicamente
a mesma feita para o problema anterior. Na fase de restauragao apenas substituimos a

expressao de y(xz, ) por y(z,b') = max{0, min{ 4%+~ 100}}. J4 na fase de otimizagao

as restrigoes lineares sao
2 -1 0
Jo = .
L =b
onde y* é a decisdo da segunda empresa obtida depois da fase de restauracao.
Como ponto inicial adotamos (x,y) = (35,70) e para os parametros desco-

nhecidos escolhemos na primeira versao ¢’ = 150, e na segunda, b’ = 3.5. Em todos os

testes foi usado como critério de parada que a norma da diferenca entre dois iterandos

214



8.2. Algoritmo para restri¢oes de equilibrio

consecutivos fosse menor que 107°. O algoritmo convergiu para a solucao em todos os
testes. A convergéncia foi obtida em 17 iteragoes restaurando com apenas uma iteracao
do método de Jacobi. Quando utilizamos o segundo critério de parada na restauracao
obtivemos convergéncia com 6 iteragoes.

Nossos préoximos exemplos serao relativos a encontrar um equilibrio em pro-
blemas de Arrow-Debreu, descritos na secao 7.1. No primeiro exemplo vamos considerar
o caso de equilibrio mais simples que descrevemos. Nesse caso temos que os problemas

envolvidos, ja acrescentando variaveis de folga, sao:

e Problema do consumidor:

Maximizar =z

T,z

(8.24)
sujeito a:  px + 2z — 100 =0
x,z > 0.
e Problema da firma:
Maximizar py
Yy, w

(8.25)

sujeito a:  y+w =10

y,w > 0.

As condig¢oes KKT desses problemas sao, respectivamente:

pr—+2z—100=10
JZ/\QZO
Z>\3:0

z,z, )\27 )\3 Z 07
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P 1 1 0 0
+ Mo+ Xs + Ao =
0 1 0 1 0
y+w—10=0
yAs =0
’LU/\GZO
yawa)‘f)a)\ﬁ Z 0.

MpP =)+ —A)+ Do — X)) =0 (8.26)
M =2)+N3=X3)=0 (8.27)
ple—2)+z(p—p)+(2—2)=0 (8.28)
Ao(r —Z) +Z(Ag — A2) =0 (8.29)
A3(z—2)+2(A3 — A3) =0 (8.30)
(P—D)+ M=)+ (X5 = As5) =0 (8.31)
(A — 1)+ (N6 — ) =0 (8.32)

(y—9) +(w—w)=0 (8.33)

As(y —9) + 5(Xs — As) = 0 (8.34)

Ae(w — ) +w(Ag — Ag) =0 (8.35)
DT, Y, 2,0, Mgy Az, As, Ag > 0. (8.36)

Dado um preco p e encontrando as outras variaveis, resolvendo os problemas do con-
sumidor e da firma com p fixado, o que corresponde a fase de restauracao, temos que
T =10 =0 M=-1 =0 ==X, 7=10,0=0 A=—p A =0

l’—?,z—,l— pr 2 — U A3 LY = y W = U, Ay = =P, A5 = €
A¢ = p. Para forcar que a lei da oferta e da demanda esteja cumprida vamos minimizar

a folga entre a quantidade consumida e a produzida. Para isso vamos usar o enfoque
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apresentado em (7.9). No nosso caso teremos:

Minimizar (z — y)?

:E’ y’ Z? w7 p

sujeito a:  (z, z) é solugao de (8.24), (8.37)
(y,w) é solugao de (8.25),
p > 0.

Portanto, na fase de otimizacao resolveriamos um modelo quadratico da fungao objetivo
de (8.37) sujeito a linearizagao das condicdo KKT dos problemas (8.24) e (8.25). Nesse
caso o modelo quadratico coincide com a funcao objetivo. Ja o sistema das restrigoes
pode ser reduzido com algumas eliminacoes algébricas. Para isso usaremos os valores
encontrados na fase de restauracao para construir a linearizacao.

Por (8.29) e (8.34) temos que Ay = A5 = 0. De (8.30) e (8.36) temos que
z = w = 0 e consequentemente, por (8.31), (8.32) e (8.33) respectivamente, temos que
A= —p, \¢ = p ey = 10. Dessa forma a solugao do problema consiste em encontrar
o ponto viavel cuja coordenada x mais se aproxime de 10. Explorando isso temos que
uma maneira de tentar encontrar uma solucao do problema é assumir = = 10 e verificar

se as demais equagoes tem solu¢ao. Da equagao (8.28) temos que

p=p(2—%)=p(2—%). (8.38)

Dessa forma terfamos de (8.26) e (8.27), respectivamente, que A\; = —%g’ = —= e
A3 = —A;. Portanto as equagoes (8.26) a (8.35) tem solugao. Mais do que isso, se
tomarmos py € (0,20) e definirmos a sequéncia

)
Pk+1 = Pk 10

temos que pyyq — 10 = 2= 10 (pr — 10) e portanto py € (0,20) para todo k e py converge
a 10. Dessa forma a p051t1v1dade exigida em (8.36) é sempre satisfeita.
Pelas consideragoes acima temos que em uma versao sem busca linear de

nosso método a convergéncia para o equilibrio (z*, y*, p*) = (10, 10, 10) esta garantida.
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Em uma implementacao simples feita em Matlab obtivemos os mesmos resultados.
Considerando como ponto inicial para o preco todos os pontos inteiros do intervalo
(0,20) o algoritmo aceitou o passo t, = 1 em todas as iteragdes de todos os testes.

O problema abordado no exemplo anterior é estavel, no sentido de que as
solugoes tanto do problema da firma como do problema do consumidor variam suave-
mente se variarmos os parametros dos problemas numa vizinhanca do equilibrio. Isso
nao acontece no exemplo mais completo de equilibrio de Arrow-Debreu que exibimos na
Secao 7.1. A seguir vamos relembrar os problemas envolvidos na situagao de equilibrio

e analisar o comportamento numérico de nosso algoritmo nesse caso.

e Problema do consumidor:

Maximizar 2'°(100 — z)

T,z
sujeito a:  p3z < p1x (8.39)
0<zx<100
z > 0.

e Problema do proprietario:

Maximizar w®(100 — y)

w,y
sujeito a:  psw < pay + p3s — pit — por (8.40)
0<y<100
w > 0.

e Problema da firma:
Maximizar pss — pit — par

s, t,r
sujeito a: 0< s <t+2r (8.41)
0<¢t<100
0 <r <100.
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A alternativa para encontrarmos os pontos de equilibrio serd novamente resolver o

problema (7.9), o que nesse caso particular passa a ser:

Minimizar  (z —¢)*+ (y—7r)*+ (z +w — s)?

CU? y7 Z? w7 87 r’ t7p

sujeito a: (x,z) é solugao de (8.39), (3.42)
(y,w) é solugao de (8.40),
(s,r,t) é solugao de (8.41),

p > 0.

Analisando o comportamento do algoritmo percebemos que muitas vezes a
solugao do problema era encontrada mas nao era reconhecida. Isso acontecia pois a
solugao era encontrada na fase de otimizacao mas o critério de parada esta associado
a fase de restauracao. Como o problema da firma tem infinitas solugoes possiveis para
p = p*, e apenas uma delas ¢é a real solu¢ao do problema de equilibrio, era comum ver
que a solucao era perdida nessa fase. Um fator que complica ainda mais obter a solucao
é o fato dela ser instavel, no sentido que pequenas variacoes em p fazem com que a
solucao do problema da firma seja bem diferente. Esta é uma situagao que contraria
a continuidade exigida nas hipoteses dos teoremas de convergéncia associados ao nosso
algoritmo. Entretanto, mesmo assim tentamos fazer modificacoes que deixassem mais
estavel uma implementacao do algoritmo para esse problema particular. A modificagao
mais simples foi simplesmente colocar como ponto inicial ao resolver o problema da firma
os valores encontrados nos problemas do consumidor e do proprietario. Como a funcao
Linprog do Matlab usa um algoritmo de pontos interiores para resolver o PL muitas
vezes a solugao passava a ser mantida pela fase de restauracao. A segunda modificacao
que fizemos foi substituir o problema da firma por um problema regularizado que uma
vez na face 6tima desse preferéncia ao ponto que mais force que a lei da oferta e

da demanda fosse cumprida. Portanto, nessa situacao, o problema da firma de fato
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resolvido foi

Maximizar p3s —pit —por — 0 ((s — 2 —w)? + (t — 2)? + (r — y)?)

s, t,r
sujeito a: 0 <s<t+2r (8.43)
0<t<100
0 <r <100,

onde # ¢é o fator de regularizagao que incentiva que a diferenca entre oferta e demanda
seja a menor possivel.

O algoritmo foi implementado colocando salvaguardas nos pregos de forma
que p; = 1 (fator de escala), ps,ps € [0.01,10]. Foram realizados cem testes com
precos inicias da forma p = (1,a,b)’, onde a e b sdo ntimeros aleatérios uniformemente
distribuidos em [0.01,10]. Por razdes de escala a fungao objetivo do consumidor foi
substituida pela raiz décima da descrita em (8.39) e do proprietdrio pela raiz quinta
da descrita em (8.40). Considerando uma tolerancia de 5% tanto nas decisoes quanto
nos precos encontrados a solucao verdadeira foi obtida pelo algoritmo em 68 vezes
simplesmente optando pelo novo ponto inicial no PL e em 56 vezes pela formulacao
utilizando a regularizacao.

Nossos 1ltimos exemplos também sao baseados nos modelos de equilibrio
geral de Arrow-Debreu. O exemplo a seguir trata-se de um problema de Equilibrio
Inverso de Nash. Vamos voltar ao exemplo (8.37) mas vamos considerar desconhecida
a quantidade de dinheiro M do consumidor. Entretanto, vamos considerar que sejam
observados os valores de z*, y* e p*. Portanto temos que descobrir M para que esses
valores correspondam a um ponto de equilibrio. Os problemas do sistema estao descritos

a seguir.

e Problema do consumidor:

Maximizar =z
T

(8.44)
sujeito a: pr < M

xz > 0.
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e Problema da firma:
Maximizar py

v (8.45)
sujeito a: 0 <y < 10.

e Problema do mercado:

Maximizar (y — z)p
P (8.46)

sujeito a:  p > 0.
e Logo o problema de equilibrio passa a ser:

Minimizar (z — 10)? + (y — 10)* + (p — 10)?
.y, p, M
sujeito a:  x é solugao de (8.44), (8.47)
y € solugao de (8.45),

p é solugao de (8.46).

Em uma implementacao simples de Matlab recuperamos a quantidade M =
100 em diversos testes para varios pontos iniciais diferentes. Aqui nao linearizamos as
condicoes KKT do problema do mercado por ele ser instavel e ilimitado para pequenos

desvios do valor de equilibrio. Além disso, na fase de restauracao, atualizamos o preco

p :pmax{0.9,min {f, 1.1}} .
Yy

Dessa forma, quando temos excesso de demanda, o preco sobe, e quando temos excesso

pela seguinte expressao:

de oferta, o preco cai.

Vamos considerar agora que existam dois consumidores, duas firmas e dois
produtos a serem comercializados no mercado. Os consumidores nao trabalham e pos-
suem uma quantidade de dinheiro inicial, cem unidades monetarias para o primeiro e

cento e cinquenta para o segundo. Além disso, o primeiro consumidor s6 pode comprar
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o produto 1, o qual é produzido apenas pela firma 1. J4 o consumidor 2 pode adquirir
qualquer um dos dois bens e a firma 2 s6 produz o bem 2. Além disso, vamos assu-
mir a funcao de utilidade do segundo consumidor como sendo da forma Cobb-Douglas.
As varidveis envolvidas na modelagem, bem como o problema de cada agente, estao

descritos a seguir.

x - Quantidade do bem 1 adquirido pelo consumidor 1.

y - Quantidade do bem 1 adquirido pelo consumidor 2.

z - Quantidade do bem 2 adquirido pelo consumidor 2.

w - Quantidade do bem 1 produzido pela firma 1.

r - Quantidade do bem 2 produzido pela firma 2.
e a - Coeficiente de satisfagao do consumidor 2 em relagao ao produto 1.

Problema do consumidor 1:

Maximizar z

x
(8.48)
sujeito a:  piz < 100
x > 0.
e Problema do consumidor 2:
Maximizar y®z
Y,z
(8.49)
sujeito a:  p1y + p2z < 150
y,z > 0.
e Problema da firma 1:
Maximizar pjw
w (8.50)

sujeito a: 0 < w < 10.
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e Problema da firma 2:

Maximizar por
r (8.51)

sujeito a: 0 <r < 10.

Considerando p; e py positivos e analisando as condi¢oes KK'T dos problemas

_ 100 ., _ _a 150 . _ _ 150
chegamos que r = YT e i F T e

w = r = 10. Igualando r e z obtemos

15

que p» = 5. Igualando demanda e oferta para o bem 1 temos que p; = 10 + 15

a+1"’
P =1 obt =17,50, p, = 7,50, z = L, y =3 > =10
ara a = 1 obtemos que p; = 17,50, po = 7,50, x = =, y = =, 2 = 10.

Entretanto, o problema que queremos resolver nesse caso é o problema de

Equilibrio Inverso de Nash em que observamos as decisoes z, y, z, w, r € 08 pregos p; € po

mas estamos interessados em descobrir qual o parametro a utilizado pelo consumidor 2.

Para resolver esse problema vamos considerar o problema de equilibrio geral como um

problema de Equilibrio de Nash reformulando a condigao (EW-3) pelo problema (7.6),

conforme descrito no Capitulo 7. Nesse caso o problema do mercado seria

Maximizar (x +y — w)p; + (2 — r)p2
P (8.52)

sujeito a:  p > 0.

Dessa forma, definido

40
T—7
_ 30
7
z—10
F<Iayasz7r7p7a’): w_lo
r—10
D1 —7,50
p2—17,50
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o problema de Equilibrio Inverso de Nash seria:

Minimizar F(z,y,z,w,r,p,a)
T, Y, 2, W, T, D, a
sujeito a: x é solugao de (8.48),
(y,z) é solucao de (8.49), (8.53)
w é solugao de (8.50),
r é solugao de (8.51),
p ¢ solugao de (8.52).

Diversos testes foram feitos para diferentes pontos iniciais no intervalo [0.7, 1.3]. Muitas
vezes a fase de otimizacao nao foi bem sucedida por falha da fungao quadprog do Matlab.
Para superar esse inconveniente aceitamos o passo fornecido pela fase de otimizagao
modificando a varidavel a de acordo com o sentido pratico do problema. Atualizamos a

conforme a expressao a seguir

a = amin {O.9,max{y0bs, 1.1}} ,
Y

onde yus ¢ a observacao referente a variavel y. Com essa atualizagao estamos procu-

rando atender a ideia intrinseca do problema de que se o valor y consumido foi menor
do que o observado entao o valor do parametro de interesse utilizado no modelo deve
aumentar, incentivando um maior consumo. Analogamente, para y maior que Y., di-
minuimos a de modo a inibir o consumo de y no modelo. Para a fase de restauragao
foi usada uma atualizacao semelhante para os precos, ja que geralmente o problema do
mercado ¢ ilimitado. Com essas escolhas a solucao foi encontrada em todos os testes.
Uma das caracteristicas mais importantes dos métodos de Restauragao Ine-
xata é essa liberdade para usar em cada fase um algoritmo que se adeque ao problema.
Embora tenhamos especificado na teoria o uso de métodos de Jacobi para a restauragao
e do modelo quadratico para a otimizagao basta que melhoremos sensivelmente o obje-
tivo correspondente na fase em questao sem deteriorar o outro para que o método seja

aplicavel. Isso permite que ajustemos os métodos utilizados na resolugao dos subproble-
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mas para melhor explorar seu significado pratico, conforme fizemos nos dois exemplos

anteriores.

No proximo exemplo vamos ainda usar a base do exemplo anterior para
ilustrar a situacao normativa. Nesse caso o governo tem que decidir quanto de subsidio
dar ao consumidor 1 para que a satisfagao entre os consumidores nao seja tao desigual.
Para a = 1 a satisfacao do consumidor 2 no exemplo anterior é 7.5 vezes maior do
que a do consumidor 1. Tentando diminuir essa diferenca vamos supor que a funcao
objetivo do governo seja deixar a satisfacao do consumidor 2 como sendo duas vezes a

do consumidor 1. Sendo assim, vamos considerar

F(I7yaz7w7,rapas> - (2.%‘ - y2>27

onde s é um parametro de subsidio que o governo usa para regular o consumo, de forma

que o problema do consumidor 1 passa a ser:

Maximizar =z

x
(8.54)
sujeito a:  spyr < 100
xz > 0.
Dessa forma temos que x = i%?, Yy = ;—f, z = ;—i, w = r = 10. Igualando

r e z obtemos que py = 7.50. Igualando demanda e oferta para o bem 1 temos que

x + 1y = 10. Considerando verdadeira a igualdade desejada 2z = yz temos que x = 5y.

_ 50 _ 10 ~ . B .
Portanto x = % e y = &. Da expressao de y concluimos que p; = 45 e da expressao

— 4
de = obtemos que s = 1¢.

Numericamente procuramos determinar o valor do parametro s resolvendo
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o problema de equilibrio equivalente

Minimizar (22 — yz)?
x7y7 Z7w7r7p78
sujeito a: x é solucao de (8.54),
, 2) é solucao de (8.49),
(y,2) G (8.49) (5.55)
w é solugao de (8.50),
r é solugao de (8.51),
p é solucao de (8.52),

s €10,1].

Novamente fizemos ajustes na fase de otimizacao, nesse caso consideramos:

. 2x
§ = smin {0.9,max {—, 1.1}} .
Yz

Ou seja, se a satisfacao do consumidor 1 esta abaixo do desejado o valor de s diminui o
que representa um aumento do subsidio. Caso contrario, se a satisfacao estiver acima do
desejado, o subsidio diminui. Com essas modificacoes a solugao analitica foi encontrada

para todos os pontos inicias testados.

8.3 LOVO aplicada ao Equilibrio Inverso de Nash

Nesta ultima se¢ao vamos mostrar um exemplo simples em que juntamos as principais
ideias expostas nessa tese.

O problema de interesse consiste em modelar uma situagao de equilibrio em
que o preco de alguns dos bens desejaveis nao sejam definidos pela lei de mercado.
Desse modo, cada agente deve maximizar sua funcao de utilidade sujeito a restrigoes de
risco referentes aos bens cujo preco é uma variavel aleatéria independente das decisoes
dos agentes envolvidos na situagao de equilibrio.

A alternativa que propomos para encontrar uma solugao para esse problema

é usar a técnica de Restauracao Inexata utilizada nessa secao. A particularidade aqui
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¢ que na fase de restauragao o problema de risco de cada agente sera resolvido com a
estratégia LOVO apresentada nos capitulos 2 e 3.

O exemplo que usaremos para ilustrar essa ideia esta descrito a seguir. Va-
mos considerar um mercado com 1 consumidor e 1 firma. Assumiremos que o con-
sumidor possa adquirir 2 ativos, cujos precos sao dados por fatores externos e 1 bem
produzido pela firma, que terda o preco dado pela situagao de mercado. A lista das

variaveis envolvidas nessa formulagao é:

x;, 1 = 1,2 - Quantidade do ativo externo ¢ adquirida pelo consumidor.

y- Quantidade adquirida pelo consumidor do bem produzido pela firma.

z - Quantidade produzida pela firma.

p - Preco do bem produzido pela firma.

@, i =1,2 - Prego inicial do ativo externo i.

qf, 1=1,2, 7 =1,2,3 - Preco do ativo externo i sob o cenario futuro j.

T - Tolerancia para a restricao do tipo VaR.
e M - Dinheiro disponivel para o consumidor.
e IV - Producao méxima para a firma.

Vamos assumir a medida de satisfacao do consumidor como sendo o produto entre o
dinheiro que ele possui e a quantidade adquirida do bem negociado no sistema. Como
a quantidade de dinheiro decorrente do investimento nos ativos externos é uma variavel
aleatoria, vamos assumir que a funcao de utilidade do consumidor seja a satisfagao
futura média. Como medida de risco vamos exigir que a satisfacao em pelo menos dois
dos trés cendrios futuros seja maior do que 7. Além disso vamos denotar a satisfacao

no cenario j por fj(x,y) = (q{xl + q%:@)y e, como no Capitulo 1, vamos adotar que

fjl(a:,y) (x> y) < sz(x,y) (l’, y) < fjg(z,y) (l’, y)
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Dessa forma o problema do consumidor passa a ser:

B 23:1 q{ 23':1 qé
Maximizar (xl S Ei D Y

T,y

sujeito a: Vw1 + @Yo +py < M
fJ'Q(fL“yy) (ma y) > T

fjs(%y) (ma y) >T
x,y > 0.

(8.56)

Ja o problema da firma é:

Maximizar pz
o (8.57)

sujeitoa: 0 <z < W.
Sendo assim o problema de equilibrio pode ser formulado como:

Minimizar (y — z)?
x? y7 Z7p
sujeito a:  (x,y) é solugao de (8.56), (8.58)
z é solugao de (8.57),
p=0.

Uma implementacao em Matlab foi feita para resolver esse problema com os parametros

2 0 1
@ =q=05 ¢ = S @ = , T = 1000, M = 100, W = 10.
0 2 1

Foi usado o Algoritmo 2.3.1 para resolver o problema LOVO do consumidor na fase
de restauracdo. Na fase de otimizacio fixamos os indices is(2f, y¥) e iz(z®, y%) para
construir a linearizagdo das condigoes K KT do problema (8.56). Foram feitos vdrios
testes com o valor inicial de p no intervalo [2,8]. Em todos eles foram encontradas
solugbes do tipo (z*,y*, z*, p*) = (x,10,10,5) com x; + xo = 100. Todos esses pontos

sdo minimizadores locais do problema (8.58).

228
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Conclusoes e perspectivas futuras

Nesse trabalho estudamos as técnicas de otimizacao do tipo LOVO e de Restauracao
Inexata e demos contribuicoes importantes sobre esses temas. Varios métodos foram
propostos e suas propriedades tedricas analisadas. Problemas praticos foram resolvidos
com essas propostas e exemplos ilustrativos foram fornecidos. Dentre as aplicagoes
dos métodos desenvolvidos estd o Equilibrio Inverso de Nash que foi aqui descrito e

exemplificado em problemas de equilibrio geral de Arrow-Debreu.

Apresentamos algoritmos do tipo Lagrangiano Aumentado para tratar o
problema de otimizagao (de grande porte) de carteiras com custos de transagdo. A es-
trutura deste problema de otimizacao é diferente da estrutura padrao de programacao
nao-linear suave. A falta de suavidade de nosso problema aparece de uma forma muito
particular, que nos permite explorar plenamente as caracteristicas principais do pa-
radigma de otimizacao do tipo LOVO. Experimentos numéricos de grande porte, que
foram realizados em [26] e reproduzidos aqui no Capitulo 3, atestam pela aplicabilidade
dessa teoria. Embora a teoria referente a essa aplicacao seja coerente com processos
de otimizacao para minimizadores globais, os testes computacionais foram feitos utili-
zando softwares cujos resultados de convergéncia sao referentes a pontos estacionarios.
Um trabalho futuro interessante é implementar um método para otimizacao global nos

subproblemas dos Algoritmos 2.2.1, 2.3.1, e 2.4.1.
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No Capitulo 5 apresentamos um novo método de Restauragao Inexata que
combina uma modificagao no Algoritmo global de Fischer-Friedlander com o método lo-
cal de Birgin-Martinez. Nosso método preserva as boas propriedades tedricas dos dois
métodos. Um exemplo ilustrativo de que nossa modificacao no método global pode
evitar o Efeito Maratos foi exibido. As relacoes entre o passo 1 do método global e
as condi¢oes do método local foram estudadas. Sob hipdteses adequadas mostramos
que o método hibrido proposto cumpre os requisitos necessarios para garantir a con-
vergéncia global sem perder a eficiéncia do método local. Experimentos computacionais
mais contundentes para validar a praticidade do algoritmo proposto estao dentro das
possibilidades de trabalhos futuros relacionados com este texto.

Um novo método de Restauracao Inexata sem busca linear fortemente re-
lacionado com problemas de otimizagao em que as derivadas da funcao objetivo nao
estao disponiveis foi apresentado. Nesse trabalhos mostramos que a filosofia da Res-
tauracao Inexata pode se adequar bem a esses problemas ja que podemos usar todas
as ferramentas da otimizagao suave na fase de restauragao. O desempenho do método
proposto foi comparado ao método de Lagrangiano Aumentado, HOPSPACK, em uma
grande quantidade de problemas teste. Os resultados, exibidos em [33] e reproduzidos
no Capitulo 6, se mostraram muito animadores. O uso de multiplicadores de Lagrange
no método é um ponto a ser estudado no futuro. Um estudo sobre como tratar a res-
tauragao com um método do tipo Quase-Newton também esta entre nossos objetivos
futuros. Com isso pretendemos estender o uso do método para problemas em que as
derivadas das restrigoes também nao estejam disponiveis e analisar os aspectos tanto
da convergéncia global quanto da local. Outro trabalho futuro interessante é o uso de
métodos de interpolacao na fase de otimizacao do Algoritmo 6.

No Capitulo 8 estendemos o método de Restauracao Inexata de Fischer-
Friedlander para problemas em dois niveis seguindo a mesma filosofia apresentada em
[10] para outro método de Restauragdo Inexata. A andlise de convergéncia tedrica
do método foi feita e um exemplo ilustrativo foi exibido. Uma implementacao de um

método muito semelhante foi feita independentemente a este trabalho por A. Friedlander
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e F. Gomes para problemas de estruturas. O sucesso dos resultados numéricos obtidos
para esse problema particular sao muito encorajadores, indicando que implementacoes
de nosso algoritmo possam ser eficientes. Trabalhos futuros na direcao de resolver
problemas praticos com essa técnica parecem ser naturais.

Por fim, introduzimos uma nova maneira para trabalhar com problemas com
restricoes de equilibrio utilizando métodos de Restauracao Inexata. Nossa proposta é
uma extensao do método para problemas em dois niveis. Exemplos ilustrativos foram
apresentados, muitos deles relacionados com a aplicagao em economia do modelo de
Arrow-Debreu para equilibrio geral. Nossas ferramentas podem auxiliar na descoberta
de parametros para obtencao de uma situacao de equilibrio. Intitulamos esse tema de
Equilibrio Inverso de Nash e acreditamos que esse seja o assunto de muitas aplicagoes
relevantes. No 1ltimo exemplo apresentado combinamos as principais ideias do texto,
aplicando a otimizacao do tipo LOVO para resolver o problema de cada agente envol-
vido na situacao de equilibrio. Varios dos aspectos usados nessa formulagao tem um

horizonte repleto de investigacoes e inovagoes a serem trabalhados no futuro.
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