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Abstract

In this work we consider the initial value problem for the Liu-Kubota-Ko svstem

U + 0l — V1AM, s — Vo (M, ug + V2 (Ngy ) vy =0

U -+ E)‘U?Jx g iij’r{;{s) Uy = T4 (.%}gz\} Ve e B! (:\fvgz) Uy == g fLKK\
u(z,0) =up € HS, s> 2 \ )
v(z,0) =vg € H®, 5 >

B0y

where the symbol of the operator Ny, is n(k) = m, and the symbol of the operator
My, is my(k} = keoth(kH;) — 4.

The above system is a physical model for waves in laboratory studies and in certain
regime in oceans and lakes. In natural environments, various effects conspire to produ-
ce water basins having density variations with regard to depth. Often these variations
consist of rather thin regions of substantial variation concatenated with larger regions of
essentially homogeneous fluid. In this situation a region of sharp variation is named a
pvenocline.

A more complex situation is such that the underlying stratification features two pyc-
noclines. In the case the pycnoclines are relatively far apart, but not so distant that
motion on one is decoupled from the other, Liu, Kubota & Ko have derived the above
model consisting of a coupled pair of intermediate long wave-type equations.

In [ABS], this system was treated mainly from the point of view of solitary waves. In
this work we use Kato’s theory (see [K1] and [K4]) for quasi linear evolution equation to
show the local well-posedness of the initial value problem associated to the LKK system

in the Sobolev space H*(R) x H*(R) for s > £.



Neste trabatho consideramos o seguinte modelo para o movimento de ondas longas

internas:

{ U + gty — Y1 (M )tz — 72 (Mp, ) g + 72 (Ng,) vz = 0 (LKK)

Uy + g?’UUI - Ty (Af}ﬁ} Uy = V4 (}’fffz) g T Yy {;’\'}[2) Uy = Ll

onde o simbolo do operador Ny, é n{k) = m, e o simbolo do operador My, é m;(k) =

keoth(kH;) — Hiz

Este sistema composto de duas equacdes acopladas foi deduzido por Liu, Kubota &
Ko (Ver [LKK]). Ele descreve a evolugio das amplitudes da onda longa interna ac longo
de duas Pycnoclines vizinhas.

Estudamos o problema de cauchy associado ao modelo descrito acima. Para demontrar
que o problema ¢ localmente bem posto, usamos a teoria de 1. Kato para Equacdes de
Evolugio Quase Lineares {Ver [K1]). Neste trabalho mostramos que o problema de valor
inicial associado ao sistema LKK possui solugdo local no espaco H*(R) x H*(R), com

5 > % e além disso a solucio depende continuamente dos dados iniciais.

Vi
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Introducao

Neste trabalho consideramos wm sistema fisico que serve como modelo para ondas
estudadas em laboratdrio e em certos regimes de oceanos ¢ lagos.

Em ambientes naturais, varios efeitos colaboram para a ocorréncia de bacias de dgua
contendo densidades diferentes de acordo com a profundidade. A regido entre dois fluidos
de densidades diferentes é chamada “Pycnocline”. Por causa das variacdes de densida-
de ao redor da pycnocline. elas podem agir como condutoras do movimento de ondas
gravitacionais, como ocorre com a variagao de densidade na interface dgua-ar. Tais mo-
vimentos de ondas internas sao caracteristicas comuns de oceanos e lagos naturais {veja
[HF] e {ABPC]). Podemos citar, por exemplo, o Lago Seneca no estado de Nova Yorque,
o qual durante o verao e outono é termicamente estratificado, isto é, possui uma camada
superficial quente (méxima de 23°C) e uma camada imersa de baixa temperatura chegan-
do a 4°C, temperatura de densidade maxima da dgua. Nesse lago ondas internas foram
detectadas e sfo comuns no verdo e inverno {{HF}). Quando a variacio de densidade é
causada pela diferenca de temperatura, a pycnocline é denominada “Termocline”.

A. K. Liu, T. Kubota e D. R. S. Ko em [LKK] deduziram o modelo descrito abaixo
formado de um sistema de equacdes acopladas que descreve a evolucdo das amplitudes da
onda longa interna ao longo de cada uma das duas pvenoclines vizinhas, com velocidades
bem proximas:

Uy + Uty — NOEH (u) — v (B2 Ha(u) — 82T (v)) =0 )
Ve = AU + v — Y302 Hs(v) — 4 (82Ho(v) — 2T {u)) = 0 :

onde o operador H; {7 = 1,2, ou 3) ¢ definido como sendo a convolugdo com o nicleo G;



dado por

1 T
Gilz) = ST {cszh (5);) - sgn(z}}

e 7 é a convolucdo com ¢ ntcleo J dado por
1 TT
J{z) = Etaxzh (E) .
Em outras palavras,
=00 e 0
Ha)(z,t)= | Gla—Quie.tds e (Ju)lzt) = ] I(z - €)ul€, t)dE.
—r0 - 00

O modelo em gquestdo descreve um fluido confinado entre dois planos horizontais que
possul uma estratificacao uniforme p dependendo somente da coordenada z. S&o conside-
radas duas pycnoclines distintas e vizinhas, que estio separadas mas ndo o bastante para
serem consideradas desacopladas (veja figura 1).0 deslocamento da onda ¢ considerado
uniforme na coordenada y do plano cartesiano candnico, o plano zy é coplanar com a
superficie confinada e z € orientada positivamente na diregio oposta & acdo gravitacional.
Em consequéncia, uma analise bidimensional ¢ apropriada j& que as ondas propagam na
direcio do eixo z com uma estrutura uniforme na varidvel y.

A varidvel dependente u(x,?) representa o desvio do centro da pycnocline superior
de sua posicdo de equilibrio no ponto z e no tempo ¢, A varidvel dependente v(z, 1)
representa o desvio do centro da pycnocline inferior de seu ponto de equilibrio no ponto
x e no tempo t.

O sistema estd escrito num referencial movel com a velocidade ¢; das ondas longas
infinitesimais na pycnocline superior. Os parametros fisicos ¢, oo, vi. Vs, V2 € 4 COITes-
pondem & natureza da onda, as constantes «y,y; e ¥, estdo relacionadas com a pycnocline
superior e as constantes s,z e 74 com a pycnocline inferior, enguanto Ac é a diferenca
¢, — Co entre as velocidades das ondas longas nas duas pycnoclines.

Liu, Kubota & Ko estavam enteressados na interacdo e na transferéncia de ener-
gia entre as ondas das duas pycnoclines. Os resultados numeéricos obtidos mostraram a
existéncia de solugbes nao lineares periddicas em cada pyvenocline, e a transferfncia de

energia entre elas foi completa somente guando se moviam juntas ou com velocidades



muito préximas. kles notaram que a amplitude da onda na pycnocline superior decrescia
3 medida que a da pycnocline inferior crescia e vice-versa. Isto devido a transferéncia de
energia entre as ondas das duas pyvcnoclines. O sistema modelo que eles desenvolveram
predisse o fendmeno “leapirogging” para ondas solitarias internas que fol posteriormente
observado em laboratério por Weidman & Johnson [WJ.

O sistema de Liu-Kubota-Ko que estamos considerando foi estudado por J. P. Albert,
J. L. Bona e J. -C. Saut em [ABS]. Neste trabalho o principal interesse de Albert et al. foi
o estudo da existéncia de ondas solitdrias. No contexto de uma Unica equacdo, uma onda
solitidria € uma solugdo especial da forma u(z, 1) = @(x — ¢t), onde v é uma funcdo real.
Esias ondas tém a notdvel propriedade de se propagarem sem mudar de forma com uma
velocidade constante. No trabalho acima fol mostrado a existéncia de ondas solitarias
acopladas para o sistema (1) impondo algumas condicfes sobre os pardmetros fisicos.

De acordo com [ABS), o sistema de Liu-Kubota-Ko pode ser reescrito da seguinte
forma

{ up + ayuty ~ v (Miu)y — yl(Mau)e — (Nv)gl =0 @)
U — Aty + oavvy — Y3(Mav)y — Ya[Mav)e — (Nujg] = 0 -

onde M; (i = 1,2 ou 3) é o operador multiplicador de Fourier definido por

Mu(€) = my(§)U(g)
cuio simbolo m; € dado por
o1
m;(€) = Ecoth(EH;) — -
O operador N ¢ o operador de Fourler com simbolo n definido por
3
n{§) = —— .
sinh{£H>)
Nosso trabalho consiste em estudar o problema de valor imicial para o sistema de Liu-
Kuhota-Ko usando a teoria para FEquacdes de Evolugfio Quase-lineares desenvolvida por
T. Kato em [Kl a qual fol adaptada para o estudo de sistermas. Mostramos a existéncia,

unicidade e a dependéncia continua da solucdo dos dados inlciais,



Em [ABS] o resultado sobre existéncia de solugéio para o problema de Cauchy associado
a0 sistema de Liu-Kubota-Ko € enunciado sem demonstracdo, apenas com a observacio
de que a demonstragdo segue como consequéncia dos argumentes usados por Abdelouhab
et al. em [ABFS.. Nio estd claro para nds de que os procedimentos indicados levem ao
resultado esperado. Por esse motivo resolvemos atacar o problema de valor inicial usando
uma ferramenta totalmente diferente daquela sugerida em [ABFS].

Inicialmente, ¢ Teorema do Kato foi utilizado por vérios pesquisadores para provar
resultados de existéncia de scluglo de equagdes dispersivas nZo lineares no espaco de So-
bolev H*{R). T. Kato no mesmo trabalho onde demonstrou o Teorema abstrato para
Equagdes de Evoluggo Quase-lineares [K1] apresentou uma aplicagdo do Teorema mos-
trando em particular a existéncia de solug@o local para a equacdo de Korteweg-de Vries
(KdV) no espago de Sobolev H*(R), s > 3. Posteriormente, Kato em [K2] refinou seu
trabalho mostrando existéncia de solugdo para a KAV no espago de Sobolev H*(R), s > 2.
Esse valor s = % foi chamado por Rafael I6rio em [ILS] de Barreira de Sobolev. A justifi-
cativa para o nome é simples. De fato, pelo Teorema da Imersao de Sobolev (ver Teorema
1.6.6) se u é uma fungdo em H*(R) entdo uu, é uma fungio continua em H*"!(R) para
s—1> -;15 ou seja, § > % A aplicacao da teoria do Kato é feita sem muita dificuldade em
espacos de Sobolev H*(R), com s grande. Mostrar que um problema de Cauchy é bem
posto em H4(R), s < -i— ¢ um problema mais delicado e requer uma aplicacio cuidadosa
da teoria.

Até agora, vérios pesquisadores deram contribuigdes ao estudo do problema de Cau-
chy associado a Equacdes diferenciais parciais n&o lineares ou a sistemas de Equagdes
diferenciais parciais nfo lineares utilizando a Teoria do Kato tem sido feitas em espagos
de Sobolev H° de ordem § > £.

Em [So,, Félix Sorianc estudou ¢ problema de Cauchy para o seguinte sistema que é
um modelo fisico de ondas longas em canais largos ou mar aberto

Oy + vu + G0 + ud,u = ulu

0w + vu + Op(uv +u ~ Bu) + 07 Gfu = pAv
w(z,y,0) = olz, y)

v, 9.0) = ¥(z. y).

Fle usou uma mudanca de varidvel gue permitiu reescrever o sistema de uma tal forma



(1]

que o Teorema do Kato pudesse ser aplicado. Apesar do sistema de Liu-Kubota-Ko ter

caracteristica diferente do sistema utilizado por F. Sorianc, uma mudanca de varidvel

3
§ > 5.

Esse trabalho é composto de trés capitulos. No primeiro capitulo apresentamos alguns

semelhante permitiu-nos obter um resultado satisfatério em H°(R),

resultados de Andlise Funcional e Teoria de Semigrupos que serdo utilizados nos capituios
seguintes. O segundo capitulo é dedicado ao Tecrema do Kato. No terceiro capitulo
estudamos o Sistema de Liu-Kubota-Ko.

Estaremos usando a mesma notagao encontrada nos livros e artigos que tratam desse
assunto, mas nao existe uma notacdo totalmente padrdo. Daremos abaixo uma lista das
principais notagdes que serlo utilizadas no texto e que podem causar aiguma divida.

B(Y, X) = Espago dos operadores lineares limitados de ¥ em X.

Dom(A) =Dominio do operador A.

Im(A) = Imagem do operador A.

Re{z) = Parte real de z.

X* = O dual topoldgico de X.

C({0,T}; X) = Espaco das fungdes continuas de [0, 7] em X.

LPR) = {f R - Ctal que [|f{x}|"dx < oo}



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Calculo em Espacos de Banach

Nesta segdo apresentaremos definicBes e alguns resultados em espacos de Banach que

serdo utilizados nos capitulos seguintes. No que segue X e Y representam dois espagos

de Banach.

Defini¢ao 1.1.1 Seja u uma fungdo definida no conjunte I C R com wvalores em X.

Dizemos que u € fracamente continua em ty € I se

Hm lo(u(®) — olu(ts))] =0, Veoe X7, (1.1)

t—tg

Dizemos que u € fortemente continua em ty € I se

Hm ffu(t) — u(to) = 0. (1.2)

t—rig
Definicao 1.1.2 Seja T uma aplicacdo do conjunto I C R com wvalores em B(Y,X),

dizemos gue T € fracamente continua em ty € I se

hm [T {t)u] — [T (t)u]l =0, YueY e Yoe X~ (1.3)

tstp

T ¢ fortemente continua em iy € I se

lim [T (t)u = Tlte)ulx =0, VueY.



Definicao 1.1.3 Seja (1,5, m) wmn espaco mensurdvel, onde m é de medida completa e
m{I}y < oe. Uma fungdo u . I — X € fortemente mensurdvel se existe uma sequéncia

{Un)pen e fungles simples tal que
|un{t) — ult)fiy = 0

pora quase todot € I quando n — oo, A fungdo v € fracamente mensurdvel se g ou €

mensurdvel para toda ¢ € X7,

Definicdo 1.1.4 A funcdo u . I — X € dita de imagem separdvel se u(l) € separduvel
em X. e de imagem quase separdvel se existe um conjunto J C 1 de medida nula tal que

u(l — J) é separdvel em X.

Note que se / C R é um intervalo fechado e u é fracamente continua. entdo u é
fortemente mensurdavel. De fato, como ¢ ow é continua para toda ¢ € X*, segue que pou
¢ mensurével, ou seja, u € fracamente mensurdvel. B mais, como u(7} estd contido no
espaco separavel gerado por {u(t) : ¢ € QNJ}, temos que u é de imagem separdvel. Segue

do teorema de Pettistque u é fortemente mensurivel.

1.2 Semigrupos de Classe ()

Nesta secdo estaremos considerando uma familia a um pardmetro{T(t) };>¢ de operadores
lineares em B(X). Alguns resultados serdo enunciados sem demonstracao ja que estio
disponiveis em [Pal.

Definicae 1.2.1 A familia {T(t)}:50 € um semigrupo de operadores lineares em X se
(1) T(0)=1I, (I €0 operador identidade em X ).

(#) T(t+s)=TE)T(s) paratodot,s >0,

Definicio 1.2.2 Um semigrupo {T(t)}io de operadores lineares € de classe Cy em X se

im |T{t)x — x5, =0 pare cade z € X. (1.4)

st

1Uma aplicacao é fortemente mensurdvel se, e somente se, é fracamente mensurdvel de imagem quase
separdavel. Ver [RS].



Proposigo 1.2.3 Seja {T(i)}ze um semigrupo de classe Co em X. Entdo existem

constantes 3 = 0 e M > 1 fais que
1T pa € Me™  para todo t > 0.

Demonstraggo:  Inicialmente mostraremos que existe u > 0 tal que [[T(t)] 55, €
limitado para 0 < ¢ < u. Suponha que isto seja falso; entBo existe uma sequéncia {¢,}
satisfazendo #, > 0. ?Ei_}njetn = 0 e [ T{n) | gy = 7 Do Teorema da Limitacao Uniforme

segue que para algum z € X, | T'(¢,)zl], ndo ¢ limitado, o que contraria o fato de {T(£) };»0

H

ser um semigrupo de classe Co (pois lim [|T{t,)zlly = liz] x). Assim, [T(#)lgx, < M
F e do o] HES

para 0 < ¢ < u. Como E%T(OH;BE}U = 1 segue que M > 1. Considere =y logM > 0.

Dado t > 0 nds temos § = ny + 6 onde 0 < ¢ < u. Logo, pela propriedade de semigrupo,

£emaos

N7 gy = 1T{nu + )l gy = 1T ) T(8}]
= T{(u)"T(6)]| < M"M
< MM#E = Me.

Definicdo 1.2.4 Se 3 =0 e M = 1 entdo o semigrupo {T(t)}150 € dito semigrupo de

classe Cy de contragdo.

Corolario 1.2.5 Se {T(t)}ioo € um semigrupo de classe Cy entde para cade z € X, o

aplicacio t — T(t)x € uma fungdo continua.

Demonstracio: Sejam ¢, h > 0. A continuidade da funcio ¢ — T'(¢)x segue da seguinte

desigualdade

1Tt =+ Rz = T(t)z] x < 1T g, TRz ~ 2l
< MeP | T(h)z —

§1X7



e parat > A = 0, temos

IT(t - hz — TRy < IT( = 8)] 5, 17 — T(R)ally

< MePt ||z — T{h)z|y -

O corolario 1.2.5 afirma que os semigrupos de classe O tem a propriedade da conti-
nuidade forte, ou seja, para cada x € X, |[T{{)x — T{s)z|ly — 0 quando ¢ — s. Assim

250 também chamados fortemente continuos.

Definigao 1.2.6 O gerador infinitesimal do semigrupo de classe Cy {T(t} s em X €0

operador linear A em X definido por

frF

Dom(4) = {x £ X lim Waxi&ie}

T®r—z dt |
Az)= 1m 25 L L ral L paraz € Dom(a).
=30 i dt [0

Proposigao 1.2.7 Seja A o gerador infinitesimal do semigrupo de classe Cy {T'(2) }ix0.
Entdo

aj Paraz € X,

1'11:1E /Hh T{s)zds = T(t)z (1.5)

Py

b) Paroz € X, [{ T(s)zds € Dom(A) e

A (jfT(s)a:ds) =Tt —x (1.6)
¢) Sex € Dom(A) entdo T({tjz € Dom(A) e
%T{zﬁ)x — AT(f)z = T(H) Az (1.7)

d) Parax € Dom(A),

[ t
Tt = T(s)z = f T(r)Azdr = j[ AT (=) zdr (1.8)



10

Demonstragao: A parte (a) segue diretamente do Teorema do Valor Médio para inte-

grais (veja [Mu] }, pois

t+h
Hm-— /f s}xd&*hm T{ Jzh

hw{)h
= Lm?r’"‘ ‘i?
h—0
onde 7 € [t,t+A]. Assim, 7 — 7 quando h -+ 0. Pela continuidade da aplicacdo t — T{¢)z

temos que élm (T)z =T{t)z.

Para provar (b) sejax € X e A > 0. Entéo

Tihy -1 [ 1ot
Lw—wjf T{sixds = mj (T{s+hjz—T(s)zids
h G fz‘a 6 ! :

mEft%T{ )EdS“%j/ T{s)zds
:hjlf T{s xds—gf T{s)xds.

Pelo item {a) o lado direito da expressdo acima tende a 7(¢)z — z quando h — 0, 0 que
prova (b).
Para provar (c) seja z € Dom({A4) e A > 0. Entdo

T(h) — I

Tirve — ey { L) =1
_T—T(t)x =T(%) <__._

3 ) z—T(t)Az quando h — 0.

Assim, T{t)z € Dom(4) e %T(t} = AT{(t)z = T(t)Az. Falta mostrar que, parat >0, a

derivada & esquerda de T'{t)x existe e ¢é igual a T{t)Az. Isto segue de

. [T =T —h)z ,
%15}!{1} [ ; - T(é)é}@}
= limT(t - h) F—(ﬁ)}f—”fc . AzJ + lm(T(t — h) Az — T(t) Az)

e do fato de ambos os termos do lado direito da igualdade valerem zerc. De fato, o
primeiro termo vale zero pois z € Dom(A) e [|[T(t — h)| llpx) ¢ imitadopara0 < h < te
o segundo pela continuidade forte de T°(¢).

A parte (d) ¢ obtida diretamente por integracio da expressdo (1.7) desat. O



i1

Proposicao 1.2.8 Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Coy {T(2) }io,

entdo Dom{ A} € denso em X e A € um operador linear fechado.

Demonstragdo: Para cada z € X considere z, = f T{sjzds. Da parte {(b) da
Proposicdo 1.2.7, 2; € Dom(A) para t > 0 e da parte (a) da mesma Proposicio z: — z
quando ¢ — 0. Segue que m = X, A linearidade de A é evidents. Para mostrar
que A é fechado, seja z, € Dom{A4) tal que z, = 2 e Az, — y quando n = o0. Da

parte {d) da Proposi¢ao 1.2.7 temos
1
Tzy -z = f T{s)Azpds. (1.9
o

O integrando do lado direito de (1.9 converge uniformemente para T'(s) Ay em intervalos

Hmitados. Consequentemente, fazendo n — oo em (1.9) temos

Tt ~z= ng(s)Ayds. (1.10}
0

Dividindo (1.10} por t > 0 e fazendo ¢ — 0, nés vemos, usando a parte {a} da Prop.1.2.7,
que z € Dom(A) e A(z) =y. O

Defini¢do 1.2.9 O conjunto resolvente p(A) de A € o conjunto de todos os nimeros
complezos X tal que (Al — A) € invertivel ¢ (A — A)™" é um operador linear em X. A

famdlia RO\ A) = (M — A)71, X € p(A) € chomada de resolvente de A.

Proposicdo 1.2.10 Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Co {T(t) hizo satisfazendo [T ()] g x) < MePtse, e somente se,

(1) A € fechado e Dom(A) € denso em X.
(it} O conjunto resolvente p(A) contém (3,00) e [R(A: A)*|px) < 55w ﬁ para A > (e

n=1,2,.

Demonstragao: A demonstragdo desta proposicado segue dos argumentos utilizados na
prova do Teorema de Hille-Yosida(Veja [Pa], Teor 3.1, pag 8) e pode ser encontrada com

detalhes em [Pal. pag 20. .
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Definigdo 1.2.11 Seja X* 0 espaco dual de X e S um operador linear com dominio
denso em X. O adjunio S de 5 € um aperador linear que vai de Dom{S5*) C X* em X~
definido como segue: Dom{S™} € o conjunto de todos os elementos x* € X* tal que existe

um y* € X* satisfazendo

z(Sz) =y*(z), paratodo z € Dom(S)
e se z° € Dom(S™) entdo y* = 53",

Definicio 1.2.12 Seja X* 0 espago dual de X ¢ Fp = {z* : z* € X* e z*(z) = |z]°.
Um operador A € dissipative se para cada v € Domi{A), existe um z° & F, tal que
Re{z*{Az)) < O

Em particular, se X € um espaco de Hilbert munido do produto interno { |, ), temos que

A & dissipative se para cada x € Dom(A), Re{dz,z) < 0.
E importante notar que um operador linear A é dissipativo se, e somente se,
WAL — A)z|l = M|z]|,  paratodo z € Dom(A4) e A > 0.

A demonstracdo desta equivaléncia se encontra em [Pa).

Teorema 1.2.13 (Lumer-Phillips): Seja A wm operador linear com dominio denso em

a) Se A é dissipativo e existe Ap > 0 tal que a imagem de (A — A) é X, entdo A é o

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C;; de contragdo em X.

b} Se 4 é o gerador infinitesimal de wm semigrupo de classe Cp de contragio em X
entdo a imagem de (Al — A} é X, para todo A > 0 e A é dissipativo.
Demonstragdo: A demonstragio pode ser encontrada de forma detalhada em [Pal, pag

1

14 O

Teorema 1.2.14 Sejo A um operador dissipativo tal que I — A € sobrejetor. Se X ¢é

reflexive entéo A tem dominio denso em X.
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Demonstracdo: Consulte [Pal, pag 16. =

Teorema 1.2.15 Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se A e A

s80 ambos dissipativos, entdo A ¢ o gerador infinitesimal de uwm semigrupo de classe Cy

de contracao.

Demonstrac@o: Pelo Teorema de Lumer-Philips é suficiente provar que Im(7 — A) é
X. Como A ¢ fechado e dissipativo, temos que Im(J — A4} é um subespago fechado de
X. De fato, seja yn = ({ — A}z, uma sequéncia em Im(J — A4) tal que (J — Az, — ¥
em X. Entdc {I — Az, € uma sequéncia de Cauchy em X. Como A é dissipativo,
W — AYzn — 2|l 2 [T — 2!l Dai, 2, é de Cauchy em X e consequentemente existe
z € X tal que z, — z. Como 4 é fechado, (J - A)z, — (I — A)z e pela unicidade
do limite, y = (I — A)z € Im(J — A). Portanto, Im{J — A) é um subespaco fechado de
X. Suponha , por absurdo, que Im(7 — A) = Im(] — A} # X. Pelo Teorema de Hahn-
Banach, existe z* € X*, 2" # 0 tal que z*(y) = 0, para todo y € Im{J — A). Ou seja,
z*(x — Az) = 0, para todo z € Dom{A). Segue que,

0=a"(z) — 2"(Az) = z%(z) — A*z"(z)
= (z" — A"z")(z), paratodo z € Dom(A),
ou seja, (z* — A*z*) = 0. Como A* é também dissipativo, temos que
0= llz" — A" 2 ||z

e portanto, z* = 0, contradizendo a construgao de z*. 0

1.3 Grupos de operadores limitados

Definicdo 1.3.1 Uma familia a um pardmetro {T(t) hier de operadores lineares limitados
sobre um espaco de Banach X € um grupo de classe Cy de operadores limitados se satisfaz

85 condigles:
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) =T(t)T(s), poratedot, seR
(441} %im‘?’{i}x =z pare ¢ € X.

Definicio 1.3.2 O gerador infinitesimal A de um grupo {T01) }en € definido por

Tz —
Alz) = Im=ZE T2
3 { £

quando o limite existe. O dominio de A € o conjunto de todos os elementos z € X tal que

o lirnite eriste.

Lema 1.3.3 Seja {T(f) }exo um semigrupo de classe Cy de operadores limitados. Se para
cado t > 0, T(t)7" existe e € um operador limitado, entdo S(t) = T{t)™ é um Cy

semigrupo com gerador infinitesimal —A. Além disso, se

t), parat >0

Y 7(
vie) = { T(—t)"t,  parat <0,

entdo {U{t) Jier € um Cy grupe de operadores limitados.

Demonstracdo: A demonstracio € bem simples e consiste em verificar as condigdes da

definicdo de semigrupo e de grupo fortemente continuos. ™

—

Definicdo 1.3.4 Seja S um operador linear em X e seja Y wm subespaco de X. O
operador S definido por Dom(8) = {z € Dom($)NY : Sz € Y} e Sz = Sz para
z € Dom(3) € chamado a parte de S em Y. Note que se ¥ C Dom(S), entio S : Y — Y.

Teorema 1.3.5 Sejo {T(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy em X com gerador infinite-
sirnal A e seja {T(t)* }iso 0 semigrupo adjunto. Se A" € o adjunto de A e Y™ € o fecho
de Dom(A*) em X* entdo T(¢)™, a restricdo de T(t)" 2 Y™, é um semigrupo de classe Cy

ern Y*. O gerador infinitesimal AY de T(t)™ € a parte de A* em Y™,

Demonstracdo: A demonstragio deste Teorema se encontra em {Pal, pag 39. Ll
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Definicac 1.3.6 Seja H um espago de Hilbert com o produto interno (., ). Um operador
A é simétrico se Dom(A) = H ¢ A C A%, isto &, (Azx,y)y = (x, Ay) pare todo z, y €
Dom(A). A é aufo-adjunio se A = A*. Um operador limitado U sobre H ¢ dito unitdrio

se J*=U"",

Relembremos que cada operador adjunto € fechado ¢ que I/ € unitdrio se, & somente

se, Im(I7) = H e U é uma isometria. Ver [Br|.

Lema 1.3.7 Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se S € um operador fechado densa-

mente definido em X entdo Dom{S*) € denso em X*.

Demonstracdo: Suponha, por absurde, que Dom(5*) ndo é denso em X*. Pelo Teore-
ma de Hahn-Banach existe zp € X tal que zp 5 0 e 2%{xg) = 0, para todo 2* € Dom(S*).
Como S é fechado, o grafico de S em X x X é fechado e ndo contém (0, zo). Pelo Teorema
de Hahn-Banach existem z],z3 € X* tais que z3(z) —25(Sz) = 0, para todo z € Dom(S)
e z3{0) — z3(xo) # 0. Segue que z; # 0 e x5 € Dom(S™), o que implica que z3(x) = 0,
que é uma contradigdo. M

[~}

Como consequéncia do Teorema 1.3.5 e do Lema 1.3.7 temos

Corolério 1.3.8 Sejo X um espago de Banach reflezivo e seje {T(1)} >0 um Cy semigru-
po em X com gerador infinitesimal A. O semigrupo adjunto {T(t)* }1»¢ € um semigrupo

de classe Cy em X~ cujo gerador infinitesimal é A*, o adjunio de A.

O préximo teorema nos dé uma caracterizagao do operador A que gera um grupo de

operadores unitarios.

Teorema 1.3.9 (Stone): O operador linear A € o gerador infinitesimal de um Cy grupo

de operadores unitdrios sobre um espaco de Hilbert H se, e somente se 1A € quto-adjunto.

Demonstragdo: Se A é o gerador infinitesimal de um grupo de classe (' de operadores
unltarios {U(t)}te& entdo A estd densamente definido (Proposicio 1.2.8) e para x €

Dom(A) segue do coroldrio 1.3.8 que

L U=t —
wdlg.ﬁj _ Elmwgwiw e :hm
t—0 i 1= t
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o que implica que A = —A" e portanto 14 = {14)*. Logo ¢4 é auto-adjunto. Se 74 ¢é
auto-adiunto entdo A estd densamente definido e A = — A" isto é, 4 é antl-auto-adjunto.
ntao para cada z € Dom(A) temos

(Az,z) = {2, Az) = ~{z, Az) = ~ {4z, x)

e assim Re(Az,z) = 0 para cada z € Dom(A4), isto é, A é dissipativo. Como A = — A",
Rel{A*z, z) = O para cada x € Dom{4”} = Dom{A) e portanto A* é também dissipativo.
Como 4 e A* sao fechados e A™ = A, segue do Teorema 1.2.15 que 4 ¢ A* = — A4 séo
geradores infinitesimais de Cp semigrupos de contracfo em H. Se UL{f) e U_(t) séo os

semigrupos gerados por A e —A respectivamente, definimos

v ) Uity parat =0
vl = { U_{=t) parat<90

Entdo {U{t)}rem é um grupo gerado por A e como U(—t) = U({t)™!, |[UH) < 1,
NU(—)]| < 1, segue que Im(U(#)) = H e U(t) é uma isometria para cada ¢. De fato,
para cada z € H temos ||z|| = ||U(-)U (¢)z|| < |U(t)zll < {[z]], ou seja, [[U()z| = ||z

Portanto {U(#)}ier € um grupo de operadores unitarios em H. O

Lema 1.3.10 Sejam A: Dom{A) — X e B: Dom(B) — X dois operadores lineares em
um espaco de Banach X ifal gue Dom{A) é denso em X. Suponhamos que AB = BA

e que A seja o gerador infinitesimal de um grupo de classe ('y de operadores limitados

[T(t)}ter em X. Entéo T()B = BT(t).
Demonstragao: Consideremos o operador S{¢) = T(t)B ~ BT (), parat € R
Notemos gque
8:S(t) = AT{t)B — BAT(t)
= AT(t)B — ABT(t)
= A(T(#)B - BT (1))
= AS(1).

Asgsim, S(t) = T(¢)5(0) = 0. Portanto, T(#)B = BT (1). -



1.4 Subespacos Invariantes e Admissiveis

Seja X um espago de Banach, Y € X um subespago e 5 Dom(S) C X — X um operador
linear. (O subespaco Y de X & um subespago invariante por S5 se

S:Dom{S)NY — Y.

Definicio 1.4.1 Seja {T{t)}izo um semigrupo de classe Cy em X com gerador infinite-
simal A. Um subespago Y de X ¢ chamado A-admissivel se é invariante por T(t), 1 2 0,

e o restricio de T(t) a ¥ € um Cy semigrupo em Y.

Teorema 1.4.2 Seja Y o fecho de ¥ na norma de X. Seja § um isomorfismo de ¥V em
V. V € A- admissivel se, e somente se, A, = SAS™! € o gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe Cy em Y. Neste caso temos em Y,
Ti(t) = ST(1)57,
onde {T1{t)}1>0 € 0 semigrupo gerado por A;.

Demonstracdo: A demonstracio deste Teorema se encontra em {Pal, pagl24. [J

1.5 Equacoes lineares de evolucao

Nesta secdo consideramos o problema abstrato de Cauchy para a equacao linear

du+ Alyu= f(t), 0<t<T
{ u(0) = ug ) (L)

em um espaco de Banach X. Estamos assumindo que —A{?) gera um semigrupo de classe
Cy para cada t € [0, T}
Em seguida daremos duas definicdes de solucdio para o problema (L). Neste trabalho,

nsaremos a palavra solucdc no sentido da Definicao 1.5.2 abaixo.

Definicdo 1.5.1 A fungio v € C([0,T]; X) € wma solugdo cldssica do problema (L) se
we CH[0, 7] X), ult) € Dom{A(l)) para t € 0,7 e (L) € satisfeita em X.
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Definicao 1.5.2 Seja ¥ C X um subespago de Banach. A fungdo u € C([0.T]);Y) €
uma solugdo com valores em Y do problema (L) seu € CHI0,T); X) e (L) ¢ satisfeita em

X

As solugdes com valores em YV sédo diferentes das soluces classicas. De fato, para
t € 10,7, a solugdo satisfaz a condicdo u(l) € Y € Dom(A(f)) e é continuas na norma de

Y.

Nosso objetivo nesta segao é garantir, sob certas condicdes, a existéncia e unicidade
de solugdo com valores em Y para {L). Este resultado seré utilizado como base para o

estudo das equacgles quase-lineares do tipo hiperbdlico, que faremos no préximo capitulo.

A partir de agora, 2o nos referir a um semigrupo de classe €y com gerador infinitesimal

A utilizaremos a notagdo exponencial 7(¢) = ¢4

Denotamos por G(X, M, 3} o conjunto de todos os operadores lineares 4 em X tal
que —A gera um semigrupo de classe Cy {e7™},5; satisfazendo HGMMHB(X\ < Me?,

0 <t <o

Definigdo 1.5.3 Seja {A{f)} tep ) uma familic em G{X . M, 8). A familia {A(f) }icpor
¢ dita estdvel se existem constantes M > 1 e 3 tais que p(A(t)) D (5,00}, parat € [0,77,
€

s

8,

!

(Alt)) + A1) E SMOA-8F  As

{
!
:
0

J=1

para cada sequéncia fintta 0 <4, <1y <. <4, <T, k=1,2,....

Definicdo 1.5.4 Uma familia a dois pardmetros de operadores limitados {U(t, s} }esien

em X, onde > = {{t,s) : 0 < s <t < T}, é dito um sistema de evolugdo se as seguintes

condicbes sdo satisfeitas

() Ult,t)y =1, Ult,r)Ulr,s) =U(t,s) para 0 < s <r <t <7
(11} t - Ult.s) € foriemente continua para 0 < 5 <t < T, ou sgja, para todo x € X,

temos |U(t, s)x — Ulte, so)zly — O quando {1, 8} — (%g. 50)-
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Teorema 1.5.5 Sejam X e Y dois espacos de Banach com Y densamente contide em

X, isto &, Y C X tal que Y = X e existe uma constante ¢ > 0 tal gue | . |y < el . liy.

Suponhamos gue

(H) {A() e € wma familia de operadores em G(X. M, ).
(Hy) Eziste um tsomorfismo S de ¥ para X tal que

SA(#)ST = A{t)+ B(t), B(t)e B(X), para cada t € [0,T],

\

onde t — B(t)x € fortemente mensurdvel e imitada de [0, 7] em B(X).

}

(Hy) Y € Dom(Alt)) pare todo t € [0, 7], A(t) € B{Y, X), (mais precisamente,
restrigdo de A(t) a Y esid em B(Y, X)), a aplicagdo t — A(t) € B{Y, X} € continua

ng norma.

Entéo eziste um dnico sistema de evolugcdo {U{t, $)}usen com as sequintes propriedades

(By) U 8} pexy S Me*U*) para todo (t.5) € A,

(Ep) 8U(t s)y= AU s)y,  BU(t,s)y=Ult,s)Als)y para todoy €Y.

Demonstragdo: A demonstracio segue dos mesmos argumentos utilizados na demons-
tracio do Teorema 4.6 e Coroléario 4.7 em [Paj, pagl43. Pode ser também encontrada em

K3). —

Note que se {A{t) }reor; é uma familia de operadores em G(X, 1, ) segue da Propo-

sicho 1.2.10 que {A(t)}ieo € uma familia estdvel.

Teorema 1.5.6 Suponhamos que as condicdes do Teorema 1.5.5 sejam satisfeitas, gue
W €Y e feCO.T:X)NIND,TLY), entio

4
W(#) = U(E, 0)u + ] U(t, s)f(s)ds
4]

¢ a tnica solugdo do problema. (L) na classe O([0, T ¥) N C1{(0,T}; X).
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Demonstrag&o: Inicialmente vamos provar que se o problema de valor inicial (L) possui
alguma solugdo na classe C([0, T1Y) NCH{[0,T]; X} entdo a solugio é unica e é dada por
(1.11). De fato, seja u tal soluglo de (L) e U1, 5), 0 < s <t < T o sistema de evolugio
que podemos obter a partir do Teorema 1.5.5 quando aproximamos a familia {A(f)},e01

pela {A.(f) }eiom: @ = 1,2, - definida da seguinte forma: seja £f = EP. k=0,1,..n e

Aty = AR para 1ty <t<tr.,, k=01,..,n-1
AT = A(T).

Desta forma temos

LA — An(B)ll vy 0 quande n o oo (1.12)

Das propriedades de Up,{f,s) (ver [Pal, Teorema 3.1, pag 136) segue que a aplicacio
r — Un(t,7)u(r) € continuamente diferencidvel em X, exceto para um ntmero finito de

valoresde r, €

0
—é:b’n(t, riu(r) = U, (t, r) A (r)ul(r) — Uy (t, mYA{r)u(r) (1.13)
+ Up{t, ) f(r).

Integrando (1.13) de 0 a t obtemos

u(t) = Un(t, O)ug Tf Unlt.r) d?—~/ Un(t, i An(r) — Alr)ulr)dr

Denotando por ¢ = max ||u(r)
0<r<T

+ @ usando o fato de que |U, (¢, 5)]] < Me®*%) temos

iLu(t) U (£, 0)ug — JC Unlt. 7) f(r)drgg = | [ Ut ) An(r) — A()] u(r)drg (1.14)
i it 10 i

< cMeBt/ [An(r) — Alr) | gy x dr

Fazendo n —+ oc em (1.14) e usando o fato de que U(t, s)v = lim U, (¢, s)v para
N—r G

v € X, segue que
t
u(t) = Ut,0)ug -rf Ult, s)f(s)ds.
0

A unicidade de u é uma consequéncia da representacdo de {1.11).
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Vamos provar agora a existéncia da solucdo u. Como U(t, 0)ug é uma solucéo na classe

Co0, 7Yy CHI0, T X) do problema de valor inicial

Gru=A(tiu, 0<¢t<T

(ver [Pal, Teorema 4.3, pag 141), para provar que u{f) dada em {1.11) é a solucdo de (L)

basta mostrar que

w(t) = Jf; Ult,s)f(s)ds

é uma solucdo na classe C({10,7]:Y) N CH[0, 71 X)) de (L) com valor inicial w(0) = 0.
Dias hipéteses feifas sobre a funcao [ temos que wif) € YV para 0 < ¢ < T e que g

aplicagdo r — U{t, 7} f(r) é continua em Y, o que implica na continuidade da aplicagio

f— w(t) em Y e da aplicacdo r — A(r)U (¢, r)f(r) em X. Segue entdo que w(¢) é conti-

nuamente diferencidvel em X e que Syw = A{t)w + f{t) para 0 <t < T. O

1.6 Os Espacos de Sobolev em R

Nesta secdo consideramos o espaco de Hilbert L?(R) munido do produto interno

(frghee = J/; F)Taldz,

e com a norma correspondente

émm:( ﬂﬂ%@?
IS

Definicdo 1.6.1 O espago de Schwartz (ou das fun¢des C rapidamente decrescentes)
denotado vor S(R) € o conjunto de todas as funcdes f: R — C tais que
FeC™ e |fl,s=suplz®fP¥ ()] <,
) zER

pare todo o, 8 € N Denotamos por S'(R) o dual topoldgico de S{R), chamado o conjunto

das distribuicdes temperadas.
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Definigao 1.6.2 Seja f € LYR). A transformada de Fourier de f ¢ a funcio Ff = |
dada por
= (277 %jf Flz)e™dz, £feR

Proposicac 1.6.3 (Identidade de Parseval) Se f € L*R) entdo vale a seguinte identi-

dade

£l = || 7]

Equivalentemente,

para todo par f,g € L*(R).

Na verdade, a Transformada de Fourier é um operador unitdrio em L*(R) e 2 sua

(F) ) = f(a f FlE)ede.

Definigbes e propriedades basicas da Transformada de Fourier sdo encontradas em

inversa é dada por

lo[w

vérios livros de Equacdes diferenciais podendo citar [I1].
Definicdo 1.6.4 Sejo s € R. Os espagos de Sobolev (de tipo L?) em R sdo os sequintes
subconjuntos de §'(R):

H'R) = {f e S'(®) : (1+ )3 e LP(R)}.

O espago H*(R), s € R, ¢é de Hilbert quando munido do produto interno

)= [ (1= IgP) FiogEe,

com a norma correspondente

Em particular, H'(R) =L*(R).



23

Proposicdo 1.6.53 Sejam 51, 52 € R tal que 51 = 50, entdo H(R) C H=(R). Além

disso, a inclusdo € continua ( no verdade, [ fi,, < |Ifll,, para toda § € H*(R}) e densa.

Demonstracido: A demonstragio pode ser encontrada em [11]. L

Em particular, para s > 0 temos H¥(R) C L?(R) densamente {H3(R) = L*(R)) e

continuamente, isto é, para cada f € H*(R) temos

e < NI -

Teorema 1.6.6 Sejo s >

Bl

. entdo H°(IR) pode ser imerso continuamente em Co (R) (@
coleclo das fungdes continuas de R em C gque tendem a zero guondo |z] — ) e vale o

desigualdade

1l < (27)3 { [a+ m-we} "L

Demonstracdo: A desigualdade acima é uma consequéncia das defini¢bes das normas

r q

e pode ser encontrada em |I1]. [

Lema 1.6.7 Sejas > % e f € H}R). Entdo

Vamos agora definir um operador linear importante na teoria das Equacdes Diferen-

ciais: a transformada de Hilbert.

Definicao 1.6.8 A transformadae de Hilbert € o operador integral definido por

ohe =ops [ LW g - RACIS
TirY—X St Iy»xbeywx

onde v.p. denota o valor principal da integral.



Tecrema 1.6.9 o ¢ um operador limitado em L*(R) e além disso

(0F)(€) =ih(&)Fl6), € gtp., onde
L =1 e £
)= { 1 se £>0

para toda f € L?(R). Porianto ¢ comuta com o operador derivacdo e

2 = —1
o= —~g =071

Os mesmos fatos valem em H*(R), s € R,

BIRLIOTECA CENTRAL
SECAD CIRCULAMTF
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Capitulo 2

Equacoes de Evolucao
do tipo Hiperbdlico

(Quase lineares

Neste capitulo discutiremos o problema de Cauchy para a equagdo de evolugio quase

linear

deult) + At wult) = flt,u), 0<t<T,
{ o @

num espago de Banach X. Vamos supor que para cada t e u, —A{t,u) é um operador
linear em X que gera um semigrupo de classe Cy, f : [0,T] x X —— X ¢é uma funcdo
dadaeu:[0,T] — X.

Apresentaremos dois teoremas devidos a T. Kato [K1]. Um deles garante a existéncia ¢
unicidade de solugdes para o problema () sob certas hipdteses que enunciaremos adiante.
O outro versa sobre a dependéncia continua da solucdo do dado inicial. A demonstracio
do teorema de existéncia e unicidade esta baseada na teoria desenvolvida para (L). A
idéia bésica envolvida € a seguinte: para cada funcio ¢+ — v{f} em um certo espago de

Banach consideramos o problema de Cauchy linear

{ Bault) + Alt,o()ult) = f(t.o(t), 0<t<T. -

Da teoria estudada para (L} obtemos uma dnica solugdo u, de (L), e assim temos definida
a funcio ¢ : E — E tal que ¢(v) = u,. Provaremos que o espaco de Banach E pode ser
escolhido de modo que ¢ seja uma contracfo. Logo, pelo teorema do ponto fixo, existe

uma tnica u € F tal que ¢(u) = v , que € a soluclo procurada para ().

23
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21 Teorema de Existéncia e unicidade
Consideremos as seguintes hipdteses:

(X)) Seja X € um espago de Banach reflexivo. Existe um outro espago de Banach
reflexivo ¥ continuamente e densamente contido em X . Existe um isomorfsmo

5deY em X onde anormaem Y € escolhida de modo que S torne uma isometria.

(A4)) A éuma funclo de [0,T] x W em G(X,1,8) onde W ¢ uma bola aberta em ¥

e § & um ntmero real. Em outras palavras,

ige””(ﬁ’y)égmm <e”, se0,o), tel0,T], yeEW (2.1

(Ag) Para cadat, y € (0,7 x W, temos
SAt,y)S™ = Alt,y) + B(t,y) (2.2)

onde B(t,y) € B(X), ||B{,y)|lpxy < A1 & A > 0 uma constante.

(As) Paracadat, y € [0,7] x W, nés temos A(t,y) € B{Y, X) (no sentido de que
Dom{A(t.y)) DY e arestrico de A(t,y) a ¥ estd em B(Y, X).
Para cada y € W, t — A(Z, y) é continua na norma de B(Y, X).

Para cada ¢t € (0,7, y — A(¢,y) é Lipschitz-continua no seguinte sentido

1A y) — AL 2l gy < s lly — 2l (2.3)

onde py € uma constante.

(As) Seja yo o centro de W. Entdo A{t, y)ys € ¥ para todo ¢, y € [0,7] x W, com

HAL Vwlly € X2, t€0T], yeW. (2.4)



(f1) f éuma fungdo limitada de [0, 7] x W em Y, ou seja,

Para cada y € W, ¢t — flt,y) € continua de {0,7] em X.
Para cadat € 0.7, v — f{,y) é X-Lipschitz continua, ou segja,
1f )~ fE 2y € pally — 2l x - (2.6)

Vejamos algumas observacgoes:
1. A condigio (A4} é trivialmente satisfeita se yp = 0.

2. No caso em que A(t,y) estiver definida para todo y € ¥V, W pode ser escolhido
como uma bola arbitdria de centro 0. Neste caso as constantes 3, Ay, Ao, Az, iy, fo

depender&o do raio da bola.

3. A condicdo {2.2) pode ser satisfeita no sentido estrito, incluindo a relacio de
dominio. Assim, z € X estd no Dom(A(t,y)) se, e somente se, S~ 'z € Dom{A(t,y)) com

Alt,y))S lz €Y.

4. Na hipétese {A;) podemos provar que a funcéo t — A(t, y) € B{Y, X) é fortemente

continua, ao invés da continuidade na norma de B(Y, X). (Ver [K2] ).

5. No caso em que X é um espaco de Hilbert, é possivel mostrar que A € G(X,1,5)

se, e somente se, as seguintes condi¢Ges sao satisfeitas:

a) (49.0)x = 5 [|@H§( para cada ¢ € Dom{A).
by (A -+ Al) é sobrejetora para algum A > 5.

De fato, se 4 € G(X,1.5) entdo o operador (—A4 — 5I) gera um Cy semigrupo de Con-
tracio. Pelo Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 1.2.13} o operador of — (—A — 37)
é sobrejetor, para todo @ > 0. Tomando A = o+ 3 > 5 temos que (A + AJ) é sobreje-
tor o que mostra o item (b). Além disso, o operador (—A — §I) é dissipativo, ou seja,

{(~A—po.¢)x <0, para cada ¢ € Dom(A). Assim, {A¢,¢)x = —8 1ol|% para cada
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¢ € Dom(A) o que mostra o item (a). Por outro lado, se vale ¢ item (a) entdo (—A — 8I)
é dissipative. Tomando kg = A — 3 > 0 (onde X é o mesmo do item (b)) temos que
Mol —{—A— 381) ésobrejetor. Segue do Teorema {1.2.14) que {~A ~ 5 estd densamente
definido ¢ pelo Tecrema de Lumer-Phillips temos que {(— A — 37} gera um Cj semigrupo

de Contracao e portanto 4 € G{X, 1, 7).
O seguinte resultado serd utilizado na demontracio do préximo teorema.

Lema 2.1.1 Se a funcio g: [0, 7] = Y € limitada na norma de ¥ e continua na norma
de X, entdo g é fracamente continue (logo fortemente mensurdvel) como uma funcdo com

valores em Y.

Demonstraggdo:  Seja t, — fy em [0,7]. Como g é continua na norma de X, te-
mos que g(tn) — g{to) em X e ||g(t.)lly < M, ¥n € N. Por um resultado de Andlise
Funcional®, existe uma subsequéncia (i,,) e y € ¥ tal que ¢g(t,,) — v fracamente em
Y. Segue entdo que g{t,,) — y fracamente em X. Mas g(¢,) ~ g(t;) fracamente
em X e pela unicidade do limite temos y = g(t;}. Precisamos mostrar g(t,) — g(tg)
fracamente em Y. Suponhamos que isto ndo aconteca. Entao existe y* € ¥ tal que
lv*(g(in)) — y*(g(ta)| - 0 quando n — cco. Neste caso é possivel encontrar uma subse-
quéncia (tn,) tal que §y*(g(tnj)) - y*(g(tO)I - { quando j — oo. Novamente, como g é

continua na norma de X temos g(t,.) — g(fp) em X e E!g(tn }

i
. Sy < M, segue do mesmo
7 FAHY - ’

resultado de Analise Funcional que existe uma subsequéneia g{t, ) tal que para todo
z* € Y* temos que (2*(g(tn, )) — 2*(g(t6)] — 0 quando m ~» co. Em particular, para

z* = y*, que é uma contradigdo. g

Apgora estamos em condighes de enunciar e demonstrar o teorema devido a T. Kato
([K1]). Na demonstracao vamos intercalar varios lemas para destacar os resultados utili-

zados.

2Seja X um espago de Banach reflexivo e 7, uma sequéncia limitada em X. Entdo existe uma
subsequéncia de =, que converge fracamente em X. {Ver [Br] ).
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Teorema 2.1.2 Suponhamos que as hipdteses (X)), (A1) — (A4), e (f1) sdo satisfeitas.

K

Se ug € W, entdo () tem uma dnice solugdo

u € OO, T, W) N O[O, To]; X)

para algum Ty >0, T < Ty,

Demonstracgo: Como W é uma bola aberta em Y contendo g, podemos escolher

R > 0 tal que |jug — %olly < R e que |y —ywlly < A implica y € W. Consideremos o

conjunto

1
i

E={v:[07y — 7Y talque vt} ~wly <K e ve {07 X)} (2.7
onde Ty seré determinado adiante.
Para v € E definimos AY(t) = A(t,v(t)), ¢t €0, T3]
Pela hipétese (A1), A"(t) € G(X,1,0), para cada t € [0,Tg]. Segue da proposi¢do 1.2.10
que {A¥(t) b0 € uma familia estdvel com constantes de estabilidade 1, 5.
Lema 2.1.3 A aplicacdo t — A%(t) € continue ne nerma de B(Y, X).

Demonstracdo: De (As) temos que A°(¢) € B(Y, X) para cada ¢ € [0, Ty]. Além disso,

147(5) = A°(80) v
< |G o) = Alt, ) gy + A v(00)) — Alto vt pry  (28)
< () — (o)l x + AL v(t)) — Alto, v iy x) -

Pelo fato de v € C([0,T3]; X) e a aplicagdo ¢t —> A(t,y) ser continua na norma de

B(Y, X)), segue de (2.8) que [|A(f) — AU(tO)HB(Y,X} ~» 0 quando t - g, © que encerra a

demonstragao. O

Notemos que da hipétese (Ay) temos
SAU(H)S™ = A*(1) + B¥(1) (2.9)

onde BY(t) = B{t,v(1)) € B(X) e |B{f,v{t))ligx) S M
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Lema 2.1.4 A aplicagdo t — BY(t) € B(X) € fracamente continua (e portanto forie-

mente mensurdvel).
Demonstracdo: Sejay € Y. De (2.0) temos
STIBY(ty = AY(H)S Ty — ST AY(t)y {2.10)

Como S~y € Y, segue do Lema 2.1.3 que

AP($)S7y — A(E0) Syl — 0 quando
t — 1, ou seja, a aplicagdo t — A*(#)S 'y é continua em ¢ na norma de X. O mesmo
ocorre para a aplicagdo ¢ — ST1AY(¢)y. Portanto, de (2.10) segue que ¢t — S™1B¥(t)y é
continua na norma de X, para cada vy € Y. E mais, como Y é densc em X e do fato de
que

it

lg-1rvin -1 ot
“S B?J\Q%iggx) < AISB(X) ;%S IEB(X}
segue que t — S5—1B¥(t)x é continua em ? na norma de X, para cada z € X.
Temos também que ¢ — S~1B%(t)z é limitada na norma de Y, pois
|STIBY (t)al|y, = | BY(D)z]lx < M lzllx

Segue do Lema 2.1.1 que a aplicacdo ¢ - S~ BY(¢)x é fracamente continua. Consequen-

temente, ¢ — BY{f)z é também fracamente continua. ]

Os Lemas 2.1.3 e 2.1.4 mostram que as hipdteses Ay, Hy e Hy do Teorema 1.5.5 sio
satisfeitas para a familia {AY(?) ;. Logo existe um tnico sistema de evoluglo UY =

{U7{t.5)} definido em 0 < s <¢ < Ty com as propriedades E; e Es.

Lema 2.1.5 Seja f7(t) = f{t,v(t)), t € [0,T3] ev € E. Entio [f'(t)lly < A5 ea
aplicagdo t — f*(t} € continua na norma de X e fracamente continua (logo fortemente

mensurdvel) na norma de Y.

Demonstrac2o: A primeira desigualdade segue imediatamente de (f;). A continuidade
segue de:
177 — [l < I v(E)) — Fltv(to))]lx + 1f (L vlte)) — flto, vlta))llx

< pg lJolt) — w(Eo)ll + [/ (2, v(ko)) — f ko, vlto))lx -




j& que v € C([0,T5; X) e pelo fato da aplicagdo ¢ ~ f{#, v(ts)) ser continua. O

Devido ao lema anterior, podemos aplicar ¢ Teorema 1.5.6 para obtermos a solugdo

Gnica para a equagao de evolugdo linear

Oult) + A¥(Hult) = f2(), 0<t<T )

wli=ueW Vv (LY
A solucdo é dada por

u®(t) = UY(t, 0)u [ U(t,8)f%(s (2.11)

Comoug € Y e fY € L=([0, T, V)0 CI0, Ty); X}, temos que
wt e C{0, 751 V) 1 CHI0, Tk X).
Por outro lado, nds temos as seguintes estimativas:
(1) Ut s)lix < €770
(i) |U° (. 8)ly < €77,
A demonstragdo dessas estimativas pode ser encontrada em {[Pa], Lema 4.5 e Teorema

4.6, pag 143, considerando Q(t)=5).

Consideramos agora uma funcdo ¢ que a cada v € F associa a ¢(v) = u”.
Lema 2.1.6 Existe Ty € (0.7 tal que ¢ : E — E.

Demonstragdo: Vimos que v¥ € C([0, Ty]; Yqualquer que seja Ty € [0,7]. Resta-nos
mostrar que Ty pode ser escolhido de modo que ||u¥(2) — yolly < R, para todo ¢ € [0, T,

Note que:

w{t) —yo = U(£, 0) (o — wo) + UY(t, 0)yo — w0 + [ Us(t,r) f(r)dr. (2.12)
G

Como {U¥(t,s)} satisfaz (E,) do teorema 1.5.5, ou seja, é diferencidvel em relagdo ao

parametro s, temos que
U6, 0)ys — o = UY (2, 0)yo — UV (t, Eyo

j/é?L t,r)yedr (2.13)

= f U (£, 1) A° () godr.

0



De (2.12), (2.13), da estimativa (ii) e do Lema 2.1.5, temos

ut(t) = yolly = %[@”(% 0) (0 — vo) +f 5’“(M)i£“(?’}%+f@('f)}dﬁ
i o] Y

i
< 1076.0) o = go)lly + [ 1067l 147D = £y
Q K

4
< O o —ally + PRI a1 0] o
G

S {9{'5—:—)\1)?9 R (}\‘} -+ }‘\3)?@; (214}

Portanto é possivel escolher Ty tal que o lado direito de (2.14) seja menor que R, o que

prova a afirmagac. -

Se v, w € E, considere a métrica d{v, w) = sup||v(t) — wi{i)| ;. Munido desta norma,
o conjunto E se torna um espago métrico completo.
Vamos mostrar que existe Ty € (0,77 tal que ¢ : £ — E seja uma contracio. De fato,

utilizando as equagdes:

S0 =) = UM, 0o+ [ Ut
4

RV R O

olw)(t) = u"{t) = U¥(¢, O)uo J/: (t.7) F(

temos que
u?(t) —u () = [U*{t,0) = U™, 0)]ug J/Zt Ut (e, m)[fo(r) — f(r)idr (2.15)
-+ J[iU”(t, r) = U¥{t, »)|f“(r)dr
Mas,
G U (8, YUY (r, syug = U (£, r)[A%(r) — A¥ () 1U¥(r, 5)uo. (2.18)
Integrando de s a t a expressdo (2.16), obtemos
Ub(t, s)ug — U¥(t, s)ug = /i Ut r)[A¥ (r) — A ()| UY (7. s)uedr. (2.17)
Fazendo s = 0 em (2.17) temos

¥ (£, 0)ug — U (t, O)ug = f U (e, P LA™ (r) — AP (PDIT(r, 0)uodr. (2.18)
0



De forma analoga,
8L (£, 1)U (1, 3/ ¥(8) = U™ (. 1)[A%(r) = A (1)U, )% s).

Integrando de s a f a expressdo (2.19), obtemos

i
U, 5) £ (8) — U8, 5) % (s) = f U (6, 7)[A"(r) — A% (DU (r, ) £ (s)dr

Integrando de 0 a ¢ a equagao (2.20), temos
[ rrtear© - vet e
- jf t f U YA (1) — AT ) £ (8)drds
f f U (¢, 1) A () = A ()T (r, 8) £ (s)dsdlr
Fazendo v = s em (2.21), temos
j[t{U"’(t ry = U, )] f¥(r)dr
[ f Ut YA (8) — A¥($)U™ (s, 7) f¥ () drds
_/Z v(, $)[A%(s) Jf U (s, 7) f(r)drds
= [ ot - A6 - U e, O

Substituindo (2.18) e (2.22) em (2.15), obtemos

33

(2.19)

(2.20)

o
i~
AN
ok

S

wt (1) — ut() = f U, )[ A% () — A" (s)]U* (s, O)upds + f UP(t, 5)[F¥(s) — F¥(s)ids

t
——f UP(t,s) A% (s) — AY(s)](w{s) — U™ (s, 0)up)ds
0

- f U (1, 8)[ A% (5) — A® (s)]u® (s)ds + f U (2, )7 (s) - F¥(s)lds

- j U, )| A% ()6 () — AV(s)u(s) + () — F(s)]ds
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Portanto,

T
HET —ygF i, < v gV i { AW v w i R TN w P
1) = Ol S [ 107 (1) = A8} + 1766) = (5}l

A¥(s) - AU(S:}HB(}’;{) lw(s)lly + [ F7(s) — f¥(s}] x]ds

£
3T A | 1 ; N |
<e? /: [z fwls) — vis)ilx (lvolly + B} + pzljv(s) — wis)llx

< e To(u flwolly + 1R + pz)d(v, w).
Assim,

i Al e WBT L
d{g{u), olw)) < T lyolly + R+ p2)dlv, w),

s

o que mostra que ¢ & uma contragdc para T suficientemente pequenc. Segue entao que

& tem um dnico ponto fixo, que é automaticamente a dnica solugéo de (Q). ]

2.2 Dependéncia continua

Para mostrarmos a dependéncia continua da solugéo u do problema (Q)}, no dado inicial

ug, vamos considerar uma sequéncia de equacdes

{ 5tuﬂ(t) ”PAn(tju”)un(t) — fﬁ(t,un)? 0<t<T
w0y =ul n=1,2,.. Q™)

o Am o en oz ,
Para as funcdes A" e f™ nés assumiremos as mesmas condigbes (A;1)-(A4) € (f1) com os
mesmos X, Y, S e W considerados no teorema de existéncia, adicionando as seguintes

condigoes:

(As) Existe uz > 0 tal que [ B(t.y) — B(i;z)iiB(X} < 3 lly — zlly para todo ¢ € [0, T

ey, zem W.

(fy) Existe ps >0 tal que |f{t,y) — f(t.2)lly < pally — 2|ly paratodot € [0, T] ey,

zem W.



Teorema 2.2.1 Suponhamos que (Q™) satisfaz as hipdteses {X), (A1)}-(As), (frie (f2)

uniformemente em 7 € N. Suponhamos também que para cada t, y € [0,T] x W

At y) — Alt,y)  fortemente em B(Y, X},
B™(t,y) — Blt,y) fortemente em B{X},
ity = flby)  emY,

quando n — oo, Seug, uy € W euy — ug na norma de ¥ quando n — 00, entdo existem

inicas solucdes
w* e C{O,TLEWINCH0, T X)) com u™0) = uf
pare (), n=1,2,..2 uma dnice sclucdo v pare () na mesma classe. E mais,
u{t) — u(t) emY, uniformemente em t € [0,T].
Demonstragdo: A demonstragdo pode ser encontrada em [K1]. O
Na verdade este teorema é muito mais geral. Utilizaremos em nosse problema o caso

par’ticular em que para todon & N: “An(ty) = ‘A(tv y) Bn(t- 'Q) = B(t*y) e fn(iy) =
flty)



Capitulo 3

O Problema de Cauchy para o
Sistema de Liu-Kubota-Ko

Neste capitulo vamos considerar o problema de valor inicial associado ao sistema de
Liu-Kubota-Ko para ¢, — ¢2 = 0. Do ponto de vista fisico isto quer dizer que as ondas nas
duas pycnoclines se propagam com & mesma velocidade. Vamos mostrar que o problema
de valor inicial é localmente ber: posto no espago H*(R) x H*(R), para s > -g—, utilizando
os Teoremas do Kato para Equacdes de Evolucio Quase-lineares (Teoremas 2.1.2 e 2.2.1
do capitulo anterior). Ao longo deste capitulo vamos supor que todas as fungdes sao reais.

Consideramos o problema de valor inicial para o sistema de Liu-Kubota-Ko:

Uy + auly — v (Mp, ) ug =~ vo (Mp,) ugy + 70 (Ng,)vg =0
vy + b?)’b‘g - Y3 (ﬁ/_@r}{g> Ve — V2 (’WHQ) Uy + Y4 (.-T\VTHQ) Ug = 0

vz, 0)=up € H® s > % (LKK])
vz, 0) =w € H® s > %
onde My, é o operador definido por
Mau(€) = mal€)a(e) (3.1
cujo simbolo m; €
: : . 1
mi(€) = £ coth(€H,) — 2 (3.2)
para ¢ = 1,2; o operador Ng, tem simbolo n definido por
3
’ /C - T [ -,
&) sinh&Hy (3.3)



Temos que [n{&)] < }%; (Ver grafico 1 no apéndice}.
O operador My, pode ser escrito da seguinte forma My, = —HJ, — K}, onde H denota

a transformada de Hilbert e K, ¢ um operador multiplicador de Fourier com simbolo ;

dado por
. i
= [l — Ecoth(EH;) + (3.4)
para ¢ = 1,2 ou 3 e para todo &,
1
0 <aff) < 2 (3.5)

(Ver grafico 2 no apéndice e [A], pag 18).
Segue de {3.4) e (3.5) que K, é um operador linear no espago de Sobolev H*(R). De
fato, para [ € H*(R), s € R, temos

Laer

~

¢ [RiHe)| de= [+ aloTio)| e

1
< [0+ 1ePy

< o

~ 2
Flo)| ae

Pela decomposicio de My, segue que ele é um operador linear de H*(R) em H* '(R).
Por outro lado, Ny, € um operador linear em H*(R). De fato, para f € H*(R), s € R,

temos
12

f;l +16* [mfte)| n() 7€) d¢

de = [@+1ehy
R
7 La=lery fio) a
Hz
< oC.
Agora podemos considerar o seguinte operador C definido por

C< u ) _ 5 < 1 My, + v My, ~~v Ny, > ( u >
v = —a Ny, vsMy, + vaMy, v

tal que C : H*(R) x H*(R) — L*(R) x L*(R) para s > 2. Célculos simples mostram
que o operador € é anti-simétrico, ou melhor, 1C' € auto-adjunto com o seguinte produto

interno em L*(R) x L3(R),

H iy —/ . { o
" s o = Uy, Uo)re <’b15 ’Lf2>L2.
kN i 2 L2wL?
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Segue portanto do Teorema de Stone que € gera um grupo de operadores unitdrios for-
temente continuc e sobre o espago L2(R) x L#(R).

Usando os operadores definidos anteriormente, podemos reescrever o sistema {LKK)

da forma:
ulz, 0) g . 3.6)
(«)):( } e o
w Y [ aud, O
onde A<U>—< 0 bv@x> < >
Fazendo a mudanca de varidvel @ = Y177, s segue que (3.6) pode ser reescrito na
forma
W, + YAl W) W =0
— _ [ ulz,0) s o I7a 5 (3.7)
w (2, 0) <v(x,0)>€H x H® 5> 3.

Observe que o problema {3.7) tem a forma abstrata do problema de evolugdo quase
linear ().

Nosso objetivo agora € mostrar que o sistema (3.7) satisfaz as hipdteses (X)), (4:)-(4s),
(1) e (f2) dos Teoremas 2.1.2 e 2.2.1 do capitulo anterior, com o espago X = LRy x L*(R)
e Y = H¥(R) x H*(R), com s > 2. Para tal, definimos

Alt, W) = e“TAle e,

S={1-08)Fx (-8,

e W a bola aberta em ¥ de centro na origem e raio A. Note que X e Y sao espacos de

Hilbert com os produtos internos definidos por

<( Zf ) ’ ( 32 >>X = (uy, Ug) 12+ (vq, V2)12
()20, =t o,

( nosso principal resultade nesse trabalho pode ser enunciado.
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Teorema 3.0.2 O problema (3.7) possui ume tnice solugcdo
W e C[0, T Y) N CH[0, T); X)

para algum Ty > 0, Ty < T

Demonstragao: A demonstragdo deste teorema consiste em verificar que as seguintes

condicdes sa0 satisfeitas:

1. Paracada t € [0,7) e W € W temos que A(t, @) € G{X, 1, 8), onde § é um nidmero
real. Ou melhor, A{t, ) deve satisfazer as seguintes condigdes

1 _?’\’E 2
B

— !
Eix > 5 | F . para k EDamfA(t w)).

i

b) (ﬁ(f, W) + Al) é sobrejetora para algum A > J.

2. § é um isomorfismo isométrico de ¥ para X satisfazendo
SA(, WS = A(t, W) + Blt, @)

onde B(t, @) € B(X).

3.V C Dom(A(t, W), Alt. @) e B(Y,X) e t— g(t; W) é fortemente continua, para
cadate[0,Te WeW.

4. Para cadat € [0,T], W — Alt, W) é Lipschitz continua, ou seja,

Ew e d | :
(A m)—A(t,"?)§= <plw -7y, W, FTEW

Para provar a parte (a) da primeira condi¢io basta mostrar que A{ W) € G(X, 1, ),

para cada @ € Y, j& que et ¢ um grupo unitario em X.
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Seja = Dom(A(T)). onde T = (k1, ks). Temos que

(AR, Fix = (audoky, ki) gs + (budoks, o) e

/ 321 j[ Ok
G — ‘dﬁ—- ' .7" T

\’Zﬂ} / k% 3
= — a(@xujgdifi — | b{Bzvjdz (3.8)
Pt ; P A [‘;‘}i ; 3 ;
> - 5| 18eully ealzs — igi 1020 fR2l 2
i 12
i i X
onde £ = max{ ¢ 18ul .|} 160} (ou 8 = max{ !ués;!gici .} com

o = (27)" 2] f,,h(i + 1€17)7512), {Ver Teorema 1.6.6).

Para verificar a parte {b) vamos mostrar que para A > 4 temos que
Im(A(T) + ML) = LA(R) x L*(R),

o que é equivalente a mostrar que A{@) + Al tem imagem fechada e densa em L*(R) x
L*(R). Defato, seja ¥, uma seqiiéncia no Dom{A(@)) tal que A(T) T, +A T, converge

em X entdo, por {3.8) 7, também é uma seqiiéneia de Cauchy em X, pois

> =8| 7n x AT -7

2
?mHX ' m”x

= (A= Tn— Tl

mix -
A desigualdade acima implica que

e

|‘A(—/L?)(—F}n - ?m) -+ }‘(7 - v m)”X (A 3) I v mi\!)\ > 0.

Fazendo n,m — ©C segue que T, 6 de Cauchy em X. Decorre dai que existe e e X

tal que T

. converge para 7y e A(T )T, + A,converge para A(TW) Ty + ATy, uma vez
que A(TW) + Al é um operador fechado. Logo, Im(A(%) + M) é fechada em X. Para

mostrarmos que Im{A(T) + AI) é densa, seja @ € X tal que

(A() T + 37, P)x =0



para cada ¥ € Dom(A(TW)). Deste modo @ € Dom{A{T)*).
Mas A(T) = —A(T) +
Dal,

e portanto Dom(A{W)") = Dom{A(W)),

0={(A(T)F + 27, Pix = A(T)T, Pix + 2| 71%

> (=87

Como (A - 3) > 0 entéo 7 = v Assim, o complemento ortogonal da Im(A(TW) + AT) é
o subespago nulo. Segue de um resultado de Andlise Funcional® que Im(A{ @)+ M) = X,
terminando assim a verificagio da primeira condigie.

Vamos agora mostrar que 5 é um isomorfismo isométrico de ¥ para X. Para isso
basta provar que A® = (1 — §%)2¢é um isomorfismo isométrico de H*(R) em L*(R). De
fato, para cada u € H°(R) temos que (1 -+ |£/%)34(£) € L*(R), e como a transformada de

)

Fourier 6 um operador unitaric de L2(R) em L?(R), temos que
Nu=[(1+[EMRAE] € L*(R),
assim a imagem de A estd contida em L2(R). Além disso,

1A%ull e = (A% 12 = ( f (1+ ¢ [ace)? ci&)i = Jlul,

Logo A® é uma isometria de H°(R) em L?(R) (em conseqliencia injetivo), com imagem

fechada. Vejamos que A® é sobrejetivo. Dada uma v € L*{R) considere U(£) = e DEL

(+g*) 2
[a-lerrmera = [ e

Portanto w € H*(R) e Afu =.

Note que

Note que

SA, WS — Alt, W) = Se“tAle Tt e TS — TP A(e Tt et
= e SA(e” WS — T A(e M e (3.9)
= e SAle “IT)ST — Ale™“TT) eVt

?

5Seja X um espago de Hilbert e M C X fechado. Se M # X entdo M+ # {0}.(Ver [Br]. pagl49).
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i4 que o grupo e’ comuta com S (veja Lema 1.3.10).
Portanto, para terminar a demonstracdo da segunda condicdo, basta mostrar que
SAe @ w)ST - Ale™“t) é um operador limitado em X. Vejamos primeiro o seguinte

resuliado:

Lema 3.0.3 Seja f € H*(R),s > £ ¢ My o operador muitiplicagdo por f, isto €, Mu =
fu. Se T = [AMp — MiASIAY entdo T é um operador linear limitado em L*(R) e

“TgiB"X> < cligrad f%és_], : (3.10)

Demonstrac@o: A demonstracdo do lema segue exatamente os passos de Pazy em [Pal,

pag 250. O

Um célculo simples mostra que para 7 = e 0 e T e Dom(A(@)) temos que

— —

SA(B)SIT — A F = [ GNuAT - udk >

! 'L/\i 5 baa kg

NS MA™ — M8,k

ASMyA™® — M0 ky

/ — M 'sy«s]/\}.ws;\i 18 kl
;\XSM _ \{[bAs]Al Sf\* 13 k’g .

aé
blA
al
Bl. (3.11)
alA’
o]
Assim,

,,,...._}

|sai@)s % - A(®)

it

= e A M, — MASJAY AT I DE ] o + B[AS M, — MyA* A AT Dksl| 12

7|
I x

< laleligrad wll,_; 1A Dkl 2 + (bl cllgrad o], [A7 Dkyll 1

< laf e ||8zull,y AT Rl + Bl clidzvl],_y |A Rl

< la cfjull likllze + Bl clivl [1R2llze

i _>§
+ o], Bhallza} < ceo | Ry | B I,

onde ¢; = max{|a|, |bl}.

O seguinte resultado serd utilizado logo a seguir:
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Lema 3.0.4 O grupo €' & também um grupo unitdrio em Y (no seguinte sentido: o

T

restrigido do grupo ¢’ ao subespago ¥ € um grupo em Y.

Demonstragio:  Nesta demonstracio utilizaremos algumas idélas desenvelvidas na
demonstracio do Teorema de Stone (Teorema 1.3.9).

Como iC & um operador auto-adjunto, ou melhor, C* = - segue da demonstraco
do Teorema de Stone que o grupo {e' },ep é definido por

G0 = U.(t) parat>0
Tl U_(-t) parat<0

onde U, (2) e U_(t) s8o os C semigrupos de contracdo gerados por ¢ e —C, respectiva-
mente. Considerando S = A® x A® ¢ isomorfismo de ¥V em X, é facil ver que SU.(£)§7
e SU_(t)S's5o semigrupos de classe Cy em X gerados por SCS5™ e —SCS™!, respecti-
vamente. Segue do Teorema 1.4.2 que UL{t)ly e U.(f)|y, as restrigtes de UL (2) e U_{t)
ao subespace ¥, sdo semigrupos de classe Cy em Y. Portanto ezcky, a restricio de €' a

V., é um grupo em Y. De forma andloga podemos mostrar que e“tcly € um grupo em Y.
tC

Falta provar que o grupo € ¢ unitdrio. Mas, pela observacao feita apds a Definicio

1.3.6, basta mostrar que etc\y preserva a norma. 1sto realmente ocorre, pois,
HotC 31 [1autC=31 .0 o=l _ no=>| — i|=>
%ée yEIY_ 158 yétx“‘“g‘e Sys]}(”@isy”X"""HyHl’

]

o que encerra a demonstragao do lema.

Segue dos lemas 3.0.3 e 3.0.4 que

ﬁB(t, N E |

A desigualdade acima finaliza a verificac@o da segunda condigéc.

Passando & terceira condigdo, segue da definigdo de E{t; e do fato de que 7 &

um grupo unitdrio em ¥ que ¥ C Dom(A(t, @)
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Seja T €Y, kK =eT e T=e""W. Temos que

A IA
o =
B

P

e

A
AY
O
<
=
=
=
%
+
e
=l
(<3
=
&

1A
2
&

IA
o
&
«l
T
gl
;m:.:-:
I
©
&£
3
<l

ou seja, A(t, W) € B(Y, X).
Seia T e W, T €Y ety e (0,7 Temos que

[

4w, =) - At 7)1 7|

‘IA(e“&?)e“Ct? — Afe=Clozh)eClogp]

><

Yix

[ - ooy

< ]i,@(e“tc?)(etc . etoC)wg}ggX 4

[A(e™C"2) — A(e C02)]e 07|

4 |l(et€ - emc)?ilx (3.13)

< croo | Py (£ — )T + |4l F — e

e~y

< el Fly [[(6€ — )T t + o l|(e” — e ¢y 7

|‘X ;I?HY
+ H(etc . 6mc)_’t—f}‘§
onde T = A(e~“®F)e ¢, Usando o fato de que e“* é um grupo unitdrio fortemente

continuo, segue que cada parcela da dltima desigualdade de (3.13) tende a zero quando

t — t,, portanto a aplicagao t - _Z(t, ) é fortemente continua.

A quarta condi¢@o segue do seguinte fato:

- s 4 ! ! i
Al T) - A 27| = [lAle T — e e T
i X "
<ol — 2 [T,
= C1-Cp iﬂ%“?‘lxg Hyg

o cue encerra & demonstracao do teorema. O
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O teorema seguinte mostra a dependéncia continua da solucio obtida no Teorema

3.0.92. dos dados iniciais.

Teorema 3.0.5 A solugdo T do problema (3.7) depende continuamente do dado inicial

'U:QGY‘

Demonstracdo: Pelo Teorema 2.2.1 basta mostrar que a seguinte condicdo é satisfeita

para cada W, Z em W:

=[S AL TS - AT — SA(OR)S T + Al e F .

Chama.ndo'z?me”c‘:@):(%>’ ?me—@?m(yl> e T = Ot = <31)

v Y2 Iy

temos que

) - i U alAf(u —y ) AT — (u— y)10:] ]E

[B(t, @) — B, Z) k| x]( ) T

||LB( u}) ( ‘ )J X | b“&s('b - yg)-‘\x & — (’U - yg)}ﬁxig |§X
. ié a[A* Miy—yy) — Mgy A AT E‘

B ﬂ BIAY Miy—ys) — Miy—ys) A% i \* *0al2 Ex

1 Al My — My AIAAT L |
a H b[ S Miv—yz) — Miyoyoy ATIAI T AT 1}(

= ”a[;\zsﬁf{u—yl) _."M(u—yﬂASEAIMSA_E&DZI \b“\ W@ —y2) w’t . Axs‘fxl sA-1g Eg[

| I i o 7
< ccollu —wlly Malle + 1o = well ol 2} S ceo|T = 7y ii l “

= -
= co||T - Zlly | F \ )
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Figura 1. Sistema de dois fluidos com um par de pyenoclines.
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Gréfico 1. Gréfico da funcdo f(z) = z/sinh{z).
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Gréfico 2. Grafico da funcdo f(z) = |z] — zcoth{z) + 1
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Gréfice 3. Gréfico da funcao f(z) = |z! — zcoth(2z) + 1/2.
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Gréfico 4. Gréfico da funcéo f(z) = |z} — zcoth(3z) + 1/3.
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