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Abstract 

In this work we consider the initial value problem for the Liu-Kubota-Ko system 

{ 

Ut -.: auu - A;, ;' u -.'.h l. MH 1 u -'- "r2 ' X ;;.. X ,_ - 2/ X ' r 

'Ut + b't)Vx - '"'/3 ( 1\f Hs) Vx - "'/4 ) Vx + "'(4 

' O)- E H' 3 
U\X, - Uo , S > c; 

v(x,O) = v0 E H',s > ~ 

\ ,. -o 
j "'X-

) Ux =O 
(LKK) 

where the symbol of the operator NH, is n(k) = sinh\H,, and the symbol of the operator 

1\IJH; ís mi(k) = kcoth(kHi)- ~i 

The above system is a physical model for waves in laboratory studies and in certain 

regime in oceans and lakes. In natural environments, various effects conspire to produ­

ce water basins having density variations with regard to depth. Often these variations 

consist of rather thin regions of substantial variation concatenated with larger regions of 

essentially homogeneous fiuid. In this situation a region of sharp variation is named a 

pycnocline. 

A more complex situation is such that the underlying stratification features two pyc­

nodines. In the case the pycnoclines are relatively far apart, but not so distant that 

motion on one is decoupled from the other, Liu, Kubota & Ko have derived the above 

model consisting of a coupled pair of intermediate long wave-type equations. 

In [ABS], this system was treated mainly from the point of view of solitary waves. In 

this work we use Kato's theory (see [Kl] and [K4]) for quasi linear evolution equation to 

show the local well-posedness of the initial value problem associated to the LKK system 

in the Sobolev space H'CIR) x H'(JR) for s > f. 

v 



Resumo 

Neste trabalho consideramos o seguinte modelo para o movimento de ondas longas 

internas: 

{ 
Ut + OUUx- '(: (!'vfHJ Ux -.'!2 (MH.,) Ux + '(2 (f!H2) Vx = 0 
Vt + bvvx- 0 (3 (AfH3 ) Vx- '!4 (MH,) Vx + '/4 (NH,) Ux = 0 

(LKK) 

onde o símbolo do operador JVH, é n(k) = . h~H . e o símbolo do operador MH é mt(k) = 
- Slll, 2' t 

kcoth(kHt) - ~'. 

Este sistema composto de duas equações acopladas foi deduzido por Liu, Kubota & 

Ko (Ver [LKK]). Ele descreve a evolução das amplitudes da onda longa interna ao longo 

de duas Pycnoclines vizinhas. 

Estudamos o problema de cauchy associado ao modelo descrito acima. Para demontrar 

que o problema é localmente bem posto, usamos a teoria de T. Kato para Equações de 

Evolução Quase Lineares (Ver [Kl]). Neste trabalho mostramos que o problema de valor 

inicial associado ao sistema LKK possui solução local no espaço H'(JR) x H'(JR), com 

s > ~ e além disso a solução depende continuamente dos dados iniciais. 

Vl 
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Introdução 

Neste trabalho consideramos um sistema físico que serve como modelo para ondas 

estudadas em laboratório e em certos regimes de oceanos e lagos~ 

ambientes naturais, vários efeitos colaboram para a ocorrência de bacias de água 

contendo densidades diferentes de acordo com a profundidade. A região entre dois fluídos 

de densidades diferentes é chamada "Pycnocline". Por causa das variações de densida­

de ao redor da pycnocline, elas podem agir como condutoras do movimento de ondas 

gravitacionais, como ocorre com a variação de densidade na interface água-ar. Tais mo­

vimentos de ondas internas são características comuns de oceanos e lagos naturais (veja 

[HF] e [ABPC]). Podemos citar. por exemplo, o Lago Seneca no estado de Nova Yorque, 

o qual durante o verão e outono é termicamente estratificado, isto é, possui uma camada 

superficial quente (máxima de 23°C) e uma camada imersa de baixa temperatura chegan­

do a 4°C, temperatura de densidade máxima da água~ Nesse lago ondas internas foram 

detectadas e são comuns no verão e inverno ([HF]). Quando a variação de densidade é 

causada pela diferença de temperatura, a pycnocline é denominada "Termocline". 

A. K. Liu, Kubota e D. R. S. Ko em [LKK] deduziram o modelo descrito abaixo 

formado de um sistema de equações acopladas que descreve a evolução das amplitudes da 

onda longa interna ao longo de cada uma das duas pycnoclines vizinhas, com velocidades 

bem próximas: 

{ 

Ut + CXjUUx {la;Jíl(u)- {2 (a;Jí2(u)- a;.:J(v)) = Ü 

Vt- .Ó.CVx + CX2VVx {3a;Jí3(v)- "(4 (a;Jí2(v)- a;.:J(u)) = Ü 
(1) 

onde o operador 1íi (i = l, 2, ou 3) é definido como sendo a convolução com o núcleo Gi 

1 
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dado por 

G ( , 1 { ( 7iX 
i X) = 2Hi coth 2Hi - sgn(x)} 

e :J é a convolução com o núcleo J dado por 

= --tanh -- . 1 ( 7TX ) 

2H2 2H2 

Em outras palavras, 

e (:Ju)(x, t) = 1:00 

J(x- Ç)u(Ç, t)dÇ. 

O modelo em questão descreve um fluido confinado entre dois phmc>s horizontais que 

possui uma estratificação uniforme p dependendo somente da coordenada z. São conside­

radas duas pycnoclines distintas e vizinhas, que estão separadas mas não o bastante para 

serem consideradas desacopladas (veja figura 1). O deslocamento da onda é considerado 

uniforme na coordenada y do plano cartesiano canônico, o plano xy é coplanar com a 

superfície confinada e z é orientada positivamente na direção oposta à ação gravitacionaL 

Em consequência, uma análise bidimensional é apropriada já que as ondas propagam na 

direção do eixo x com uma estrutura uniforme na variável y. 

A variável dependente u(x, t) representa o desvio do centro da pycnocline supenor 

de sua posição de equilíbrio no ponto x e no tempo t. A variável dependente v(x, t) 

representa o desvio do centro da pycnocline inferior de seu ponto de equilíbrio no ponto 

x e no tempo t. 

O sistema está escrito num referencial móvel com a velocidade c1 das ondas longas 

infinitesimais na pycnocline superior. Os parâmetros físicos a 1 , a 2 , "/1, 12 , "(3 e 14 corres­

pondem à natureza da onda, as constantes a 1 , 11 e 'fz estão relacionadas com a pycnocline 

superior e as constantes a2, /3 e 14 com a pycnocline inferior, enquanto 6c é a diferença 

c1 - c2 entre as velocidades das ondas longas nas duas pycnoclines. 

Liu, Kubota & Ko estavam enteressados na interação e na transferência de ener­

gia entre as ondas das duas pycnoclines. Os resultados numéricos obtidos mostraram a 

existência de soluções não lineares periódicas em cada pycnocline, e a transferência de 

energia entre elas foi completa somente quando se moviam juntas ou com velocidades 
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muito próximas. Eles notaram que a amplitude da onda na pycnocline superior decrescia 

à medida que a da pycnocline inferior crescia e vice-versa. Isto devido à transferência de 

energia entre as ondas das duas pycnoclines. O sistema modelo que eles desenvolveram 

predisse o fenômeno "leapfrogging" para ondas solitárias internas que foi posteriormente 

observado em laboratório por Weidman & Johnson [WJ]. 

O sistema de Liu-Kubota-Ko que estamos considerando foi estudado por J. P. Alberto 

J. L. Bona e J. -C. Saut em [ABS]. Neste trabalho o principal interesse de Albert et a!. foi 

o estudo da existência de ondas solitárias. l\io contexto de uma única equação, uma onda 

solitária é uma solução especial da forma u(x. t) = cp(x- ct), onde 'Pé uma função real. 

Estas ondas têm a notável propriedade de se propagarem sem mudar de forma com uma 

velocidade constante. I\o trabalho acima foi mostrado a existência de ondas solitárias 

acopladas para o sistema (1) impondo algumas condições sobre os parâmetros físicos. 

De acordo com [ABS], o sistema de Liu-Kubota-Ko pode ser reescrito da seguinte 

forma 

{ 
Ut + il1UUx- 'fl(Mlu)x í2[(M2u)x (Nv)x] =O 
Vt- L::.cvx + et2VVx- !3(M3v)x- í4[Mzv)x- (Nu)x] =O 

onde Ivfi (i= 1, 2 ou 3) é o operador multiplicador de Fourier definido por 

cujo símbolo mi é dado por 

mi(Ç) = Çcoth(ÇH;)- ~. 
' 

O operador N é o operador de Fourier com símbolo n definido por 

ç 
n(Ç) = sinh(ÇH

2
) 

(2) 

Nosso trabalho consiste em estudar o problema de valor inicial para o sistema de Liu­

Kubota-Ko usando a teoria para Equações de Evolução Quase-lineares desenvolvida por 

T. Kato em [Kll, a qual foi adaptada para o estudo de sistemas. 'VIostramos a existência, 

unicidade e a dependência contínua da solução dos dados iniciais. 
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Em [ABS] o resultado sobre existência de solução para o problema de Cauchy associado 

ao sistema de Liu-Kubota-Ko é enunciado sem demonstração, apenas com a observação 

de que a demonstração segue como consequência dos argumentos usados por Abdelouhab 

et a!. em [ABFS]. '\fão está claro para nós de que os procedimentos indicados levem ao 

resultado esperado. Por esse motivo resolvemos atacar o problema de valor inicial usando 

uma ferramenta totalmente diferente daquela sugerida em [ABFS]. 

Inicialmente, o Teorema do Kato foi utilizado por vários pesquisadores para provar 

resultados de existência de solução de equações dispersivas não lineares no espaço de So­

bolev H 8 (lR). T. Kato no mesmo trabalho onde demonstrou o Teorema abstrato para 

Equações de Evolução Quase-lineares [Kl] apresentou uma aplicação do Teorema mos­

trando em particular a existência de solução local para a equação de Korteweg-de Vríes 

(KdV) no espaço de Sobolev H'(JR), s 2: 3. Posteriormente, Kato em [K2] refinou seu 

trabalho mostrando existência de solução para a KdV no espaço de Sobolev H' (JR), s > ~. 

Esse valor s = ~ foi chamado por Rafael Iório em [ILS] de Barreira de Sobolev. A justifi­

cativa para o nome é simples. De fato, pelo Teorema da Imersão de Sobolev (ver Teorema 

1.6.6) seu é uma função em H'(JR) então uux é uma função contínua em H'- 1(1R) para 

s- 1 > ~' ou seja, s > ~· A aplicação da teoria do Kato é feita sem muita dificuldade em 

espaços de Sobolev H' (JR), com s grande. :VIostrar que um problema de Cauchy é bem 

posto em H' (JR), s ::; ~ é um problema mais delicado e requer uma aplicação cuidadosa 

da teoria. 

Até agora, vários pesquisadores deram contribuições ao estudo do problema de Cau­

chv associado a Equações diferenciais parciais não lineares ou a sistemas de Equações 

diferenciais parciais não lineares utilizando a Teoria do Kato tem sido feitas em espaços 

de Sobolev Hs de ordem s > ~· 

Em [So], Félix Soriano estudou o problema de Cauchy para o seguinte sistema que é 

um modelo físico de ondas longas em canais largos ou mar aberto 

{ 

OtU + vu + OxV + UOxU = jl!:::,u 

0(/J .+ vv + él .. x··· (uv +. u- a;u) + él;'a;u = jdv 
u(x, y, O)= o(x, y) 
v(x. y, O)= J!!(x, y). 

Ele usou uma mudança de variável que permitiu reescrever o sistema de uma tal forma 
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que o Teorema do Kato pudesse ser aplicado. Apesar do sistema de Liu-Kubota-Ko ter 

característica diferente do sistema utilizado por F. Soriano, urna mudança de variável 

semelhante permitiu-nos obter um resultado satisfatório em H'(R), s > ~· 

Esse trabalho é composto de três capítulos. No primeiro capítulo apresentamos alguns 

resultados de Análise Funcional e Teoria de Semigrupos que serão utilizados nos capítulos 

seguintes. O segundo capítulo é dedicado ao Teorema do Kato. No terceiro capítulo 

estudamos o Sistema de Liu-Kubota-Ko. 

Estaremos usando a mesma notação encontrada nos livros e artigos que tratam desse 

assunto, mas não existe urna notação totalmente padrão. Daremos abaixo urna lista das 

principais notações que serão utilizadas no texto e que podem causar alguma 

B (Y, X) = Espaço dos operadores lineares limitados de Y em X. 

Dom( A) =Domínio do operador A. 

Im(A) = Imagem do operador A. 

Re(z) =Parte real dez. 

X' = O dual topológico de X. 

C([O, T]; X)= Espaço das funções contínuas de [O, T] em X. 

Il'(JR.) ={f: R-+ C tal que J.< lf(x)IP dx < oo}. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Cálculo em Espaços de Banach 

Nesta seção apresentaremos definições e alguns resultados em espaços de Banach que 

serão utilizados nos capítulos seguintes. :\o que segue X e Y representam dois espaços 

de Banach. 

Definição 1.1.1 Seja u uma função definida no conjunto I C lR com valores em X. 

Dizemos que u é fracamente contínua em t0 E I se 

}~r;;, lcp(u(t))- 'P(u(to))l =O, 1:/'P E X*. (1.1) 

Dizemos que u é fortemente contínua em t 0 E I se 

J~rr, llu(t) - u(to) ilx =O. (1.2) 

Definição 1.1.2 Seja T uma aplicação do conjunto I C lR com valores em B(Y, X), 

dizemos que T é fracamente contínua em t0 E I se 

~~r;;, j:p[T(t)u]- cp[T(to)u]l =O, 1:/u E Y e 1:/'P E X*. (1.3) 

T é fortemente contínua em t0 E I se 

f
lim, !IT(t)u- T(tolul!x =O, 1:/u E 
.-7 o 

6 
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Definição 1.1.3 Seja (I, (3, m) um espaço mensurável, onde m é de medida completa e 

m(I) < x, Uma função u I --> X é fortemente mensurável se existe uma sequência 

ru ) de ]"unções simples tal que \ n nEN 

llun(t) - u(t) -->O 

para quase todo t E I quando n --> X, A função u é fracamente mensurável se :p o u é 

mensurável para toda :p E X*, 

Definição 1.1.4 A função u : I --> X é dita de imagem separável se u(I) é separável 

em , e de imagem quase separável se existe um conjunto J Ç I de medida nula tal que 

u(I- J) é separável em 

Note que se I Ç iR é um intervalo fechado e u é fracamente contínua, então u é 

fortemente mensuráveL De fato, como :p ou é contínua para toda :p E X', segue que 'P ou 

é mensurável, ou seja, u é fracamente mensuráveL E mais, como u(I) está contido no 

espaço separável gerado por {u(t): tE Qnl}, temos que ué de imagem separáveL Segue 

do teorema de Pettis1que u é fortemente mensuráveL 

1.2 Semigrupos de Classe C0 

Nesta seção estaremos considerando uma família a um parãmetro{T(t)}t:::o de operadores 

lineares em B(X). Alguns resultados serão enunciados sem demonstração já que estão 

disponíveis em [Pa], 

Definição 1.2.1 A famüia {T(t) }t20 é um semigrupo de operadores lineares em X se 

(i) T(O) =I, (I é o operador identidade em X), 

(ii) T(t + s) = T(t)T(s) para todo t, s 2: O, 

Definição 1.2.2 Um semigrupo {T(t)},:::o de operadores lineares é de classe C0 em X se 

lim IIT(t)x- xllx =O para cada x E X 
i--tO+ 

(lA) 

1 C ma aplicação é fortemente mensurável se, e somente se; é fracamente mensurável de imagem quase 
separáveL Ver [RS', 
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Proposição 1.2.3 Seja {T(t)}1;:o um sem!grupo de classe C0 em X. Então existem 

constantes .B > O e 2 1 tais que 

IT(t'l' < lf pt li JliB(X)- 1 ~ e para todo t 2 O. 

Demonstração: Inicialmente mostraremos que existe 11 > O tal que !IT(t) lls(x) é 

limitado para O ::; t ::; 11· Suponha que isto seja falso: então existe uma sequência { tn} 

satisfazendo tn 2 O, lim tn = O e ]iT(tn) llsrx) 2 n. Do Teorema da Limitação Uniforme 
n-7oc ' 

segue que para algum x E X, !IT(tn)x!lx não é limitado, o que contraria o fato de {T(t) h:: o 

ser um semigrupo de classe Co (pois lim !IT(tn)xl = l!x . Assim, liT(t)ils(X) ::; M 

2 1. Considere 8 = log Af 2 O. 
rt-700 

para O ::; t ::; f.l· Como lls(XJ = 1 segue que 

Dado t 2 O nós temos t = n11 + li onde O ::; li ::; 11· Logo, pela propriedade de semigrupo, 

temos 

IIT(t)l!s(X) = !IT(n11 + li)!ls(X) = liT(ni1)T(5)11 

= !IT(11)nT(o) li ::; Mn lvi 

D 

Definição 1.2.4 Se f3 = O e Jvf = 1 então o semigrupo {T(t) h::o é dito semigrupo de 

classe Co de contração. 

Corolário 1.2.5 Se {T(t)}t;:o é um semigrupo de classe Co então para cada x E X, a 

aplicação t-+ T(t)x é uma função contínua. 

Demonstração: Sejam t, h 2 O. A continuidade da função t-+ T(t)x segue da seguinte 

desigualdade 

IIT(t + h)x- T(t)xllx :S IIT(t)ils(X) IIT(h)x- xllx 

3" " ·( ) I :S ]'vfe 'iiT h X- X:ix, 
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e para t 2: h 2: O, temos 

< - h)i!B(X) - T(h)x! 

< Afei3t llx- T(h)xllx. 

O corolário 1.2.5 afirma que os semigrupos de classe C0 tem a propriedade da conti­

nuidade forte, ou seja, para cada x E X, IIT(t)x- T(s)xllx -+ O quando t-+ s. Assim 

são também chamados fortemente contínuos. 

ueuu"'<"·v 1.2.6 O gerador infinitesimal do semigrupo de classe C0 {T( t)} 1 ~ 0 em X é o 

operador linear A em X definido por 

Dom(A) = { x E X : ~~lf+ t - x existe} 

e 

T(t)x- x d+ I 
A(x) = lilll = -d T(t)x , para x E Dom(A). 

t-tO t t it=O 

Proposição 1.2. 7 Seja A o gerador infinitesimal do semigrupo de classe Co {T(t) }t~o· 

Então 

a) Para x E X, 

lit+h 
lim-h T(s)xds = T(t)x 
h-->tO t 

b} ParaxEX,f;T(s)xdsEDom(A) e 

A. ([ T(s)xds) = T(t)x- x 

c) Se x E Dom( A) então T(t)x E Dom( A) e 

:t T(t)x = A.T(t)x = T(t)Ax 

d) Para x E Dom(A.), 

T(t)x- T(s)x = J' T(r)Axdr = J' AT(r)xdr 

(L5) 

(L6) 

(1.7) 

(L8) 
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Demonstração: A parte (a) segue diretamente do Teorema do Valor Médio para inte-

grais (veja ) , pois 

1 rt+h 1 
lim-h T(s)xds = lím-T(T)xh 
h--+0 J t h-r O h . 

= !imTrT)x, 
h-+0 \ ,. . 

onde TE [t, t+h], Assim, T--'> t quando h--'> O, Pela continuidade da aplicação t--'> T(t)x 

temos que !imT(T)x = T(t)x, 
h-+0 

Para provar (b) seja x E X e h> O, Então 

T(h)- I 
h 

T(s)xds = ~ [(T(s + h)x- T(s)x)ds 

1 t+h 11t =h }h T(s)xds- h 
0 

T(s)xds 

1 lt+h 1 1h = h 
1 

T(s)xds- h 
0 

T(s)xds, 

Pelo item (a) o lado direito da expressão acima tende a T(t)x- x quando h--'> O, o que 

prova (b), 

Para provar (c) seja x E Dom(A) e h> O, Então 

T(h~- IT(t)x = T(t) (T(h~- 1
) x --t T(t)Ax quando h--tO, 

Assim, T(t)x E Dom(A) e ~:T(t) = AT(t)x = T(t)Ax, Falta mostrar que, para t :2: O, a 

derivada à esquerda de T(t)x existe e é igual a T(t)Ax, Isto segue de 

lím IT(t)x- I(t- h)x - T(t)Ax] 
h-+o L 

[
T(h)x- x ] 

= limT(t- h) h - Ax + lim(T(t- h)Ax- T(t)Ax) 
h--+0 h-+0 

e do fato de ambos os termos do lado direito da igualdade valerem zero, De fato, o 

primeiro termo vale zero pois x E Dom(A) e IIT(t- h)j!B(X) é limitado para O :S h :S te 

o segundo pela continuidade forte de T(t), 

A parte ( d) é obtida diretamente por integração da expressão (L7) de s a t , D 
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Proposição 1.2.8 Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 {T(t) h2:o, 

então Dom(A) é denso em e A é um operador linear fechado. 

Demonstração: Para cada x E X considere x, = t J;T(s)xds. Da parte (b) da 

Proposição 1.2. 7, x, E Dom(A) para t > O e da parte da mesma Proposição x, -+ x 

quando t-+ Segue que Dom("4) = . A linearidade de A é evidente. Para mostrar 

que é fechado, seja Xn E Dom(A) tal que Xn -+ x e Axn -+ y quando n -+ oo. Da 

parte (d) da Proposição 1.2.7 temos 

T(t)xn- Xn = [ T(s)Axnds. (1.9) 

O integrando do lado direito de (1.9) converge uniformemente para T(s)Ay em intervalos 

limitados. Consequentemente, fazendo n -+ oo em (1.9) temos 

T(t)x- x = [ T(s)Ayds. (1.10) 

Dividindo (1.10) por t >O e fazendo t-+ O, nós vemos, usando a parte (a) da Prop.l.2.7, 

que x E Dom(A.) e A(x) = y. O 

Definição 1.2.9 O conjunto resolvente p(A) de A é o conjunto de todos os números 

complexos À tal que (>.I- A) é invertível e (M- A)-1 é um operador linear em X. A 

famüia R( À :A.) = (M- A.)-1
, À E p(A) é chamada de resolvente de A. 

Proposição 1.2.10 Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de 

classe C0 {T(t)}t2:0 satisfazendo I!T(t)IIB(X)::; Jvfé'se, e somente se, 

(i) A é fechado e Dom(A) é denso em X. 

(ii) O conjunto resolvente p(A) contém (B,oo) e IIR(Ã: A.)niiB(X)::; (À_:"~)n para À> ,8 e 

n = 1,2, .... 

Demonstração: A demonstração desta proposição segue dos argumentos utilizados na 

prova do Teorema de Hille-Yosida(Veja [Paj, Teor 3.1, pag 8) e pode ser encontrada com 

detalhes em [Pa]. pag 20. o 
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Definição 1.2.11 Seja X' o espaço dual de X e S um operador linear com domínio 

denso em X. O adju.nto S' de S é um operador linear que vai de Dom(S*) C em X* 

definido como segue: Dom(S*) é o conjunto de todos os elementos x* E 

um y* E X* satisfazendo 

*IS ' * X \ X) = y para todo x E Dom(S) 

e se x* E Dom(S*) então y* = S'x*. 

tal que existe 

Definição 1.2.12 Seja X* o espaço dual de X e Fx = {x* : x* E X* e x*(x) = !!xll 2 

Um operador A é dissipativo se para cada x E Dom(A), existe um 

Re(x*(Ax)) :S O. 

E Fx tal que 

Em particular, se é um espaço de Hilbert munido do produto interno ( , ) , temos que 

A é dissipativo se para cada x E Dom(A), Re(Ax,x) :S O. 

É importante notar que um operador linear A é dissipatívo se, e somente se, 

II(H- A)xl! 2: À !lxll, para todo x E Dom( A) e À > O. 

A demonstração desta equivalência se encontra em [F a]. 

Teorema 1.2.13 (Lumer-Phillips): Seja A um operador linear com domínio denso em 

X. 

a) Se A é dissipativo e existe Ào >O tal que a imagem de (Àol- A) é X, então A é o 

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contração em X. 

b) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contração em X 

então a imagem de (M-A) é X, para todo À> O e A é dissipativo. 

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada de forma detalhada em [Pa]. pag 

14. o 

Teorema 1.2.14 Seja A um operador dissipativo tal que I - A é sobrejetor. Se é 

reflexivo então A tem domínio denso em X. 



13 

Demonstração: Consulte [Pa], pag 16. o 

Teorema 1.2.15 Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se A e 

são ambos dissipativos, então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 

de contração. 

Demonstração: Pelo Teorema de Lumer-Philips é suficiente provar que Im(J- A) é 

X. Como A é fechado e dissipativo, temos que Im(I- .4) é um subespaço fechado de 

X. De fato, seja Yn = (I- A)xn uma sequência em Im(J- .4) tal que (I- A)xn -+ y 

em Então é uma sequência de Cauchv em Como A é dissipativo, 

ii(J- A)(xn- Xm)ll :2: - Xm . Daí, Xn é de Cauchy em X e consequentemente existe 

x E X tal que Xn -+ x. Como A é fechado, (I- A)xn -+ (I- A)x e pela unicidade 

do limite, y = (I- A)x E Im(J- .4.). Portanto, Im(J- .4.) é um subespaço fechado de 

X. Suponha , por absurdo, que Im(J- .4) = Im(I- .4) #X. Pelo Teorema de Hahn­

Banach, existe x* E X*, x* # O tal que x*(y) =O, para todo y E Im(J- .4). Ou seja, 

x*(x- A.x) =O, para todo x E Dom(.4). Segue que, 

O= x*(x)- x*(Ax) = x*(x)- A*x*(x) 

= (x*- A*x*)(x), para todo x E Dom(A), 

ou seja, (x* - A*x*) =O. Como .4.' é também dissipativo, temos que 

O= llx*- A*x*j[ :2: llx*ll 

e portanto, x* = O, contradizendo a construção de x*. o 

1.3 Grupos de operadores limitados 

Definição 1.3.1 Uma família a um parâmetro {T(t) }tE:Z de operadores lineares limitados 

sobre um espaço de Banach X é um grupo de classe C0 de operadores limitados se satisfaz 

as condições: 



(i) T(O) =I 

T(t + s) = T(t)T(s), para todo t, sE R 

( iii) limT( t)x = x para x E X. 
- t-tO ' 

Tff 
4 ( I - r --'-' '-) x_-_x 
~ X 1 - ~lffi 

t-+0 t 
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quando o limite existe. O domínio de A é o conjunto de todos os elementos x E X tal que 

o limite existe. 

Lema 1.3.3 Seja {T(t)}1:::o um semigrupo de classe Co de operadores limitados. Se para 

cada t > O, T(t)- 1 existe e é um operador limitado, então S(t) = T(t)-1 é um C0 

semigrupo com gerador infinitesimal -A. Além disso, se 

U(t' = { . T(t), para t 2: O 
J T( -t)- 1, para t :::; O, 

então {U(t)}tE!R é um Co grupo de operadores limitados. 

Demonstração: A demonstração é bem simples e consiste em verificar as condições da 

definição de semigrupo e de grupo fortemente contínuos. o 

Definição 1.3.4 Seja S um operador linear em X e seja Y um subespaço de X. O 

operador S definido por Dom(S) = {x E Dom(S) n Y : Sx E Y} e Sx = Sx para 

x E Dom(S) é chamado a parte de Sem Y. Note que se Y c Dom(S), então S: Y--+ Y. 

Teorema 1.3.5 Seja {T(t)}t:::o um semigrupo de classe C0 em X com gerador infinite­

simal A e seja {T(tl"}t>o o semigrupo adjunto. Se A* é o adjunto de A e Y* é o fecho 

de Dom(A*) em X* então T(t)+, a restrição de T(t)' a Y*, é um semigrupo de classe Co 

em Y'. O gerador infinitesimal .4+ de T(t)+ é a parte de A' em Y'. 

Demonstração: A demonstração deste Teorema se encontra em [Pa], pag 39. O 



Definição 1.3.6 Seja H um espaço de Hilbert com o produto interno ( , ). Um operador 

A. é simétrico se Dom(A) = H e A C A*, isto é, (Ax, y) = (x, Ay) para todo x, y E 

Dom(A). A é auto-adjunto se A= . Um operador limitado U sobre H é dito unitário 

se = u-l. 

Relembremos que cada operador adjunto é fechado e que U é unitário se, e somente 

se, Im(U) =H e é uma isometria. Ver [Br]. 

Lema 1.3. 7 Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se S é um operador fechado densa­

mente definido em X então Dom( S*) é denso em X*. 

Demonstração: Suponha, por que Dom(S*) não é denso em Pelo Teore-

ma de Hahn-Banach existe xo E tal que x0 #O e x*(x0 ) =O, para todo E Dom(S*). 

Como Sé fechado, o gráfico de Sem X x X é fechado e não contém (0, x 0 ). Pelo Teorema 

de Hahn-Banach existem xr, Xz E X* tais que x;(x)- x2(Sx) =o, para todo X E Dom(S) 

e x;(o)- x2(x0 ) #O. Segue que x2 #O e x2 E Dom(S'), o que implica que x2(x0 ) =O, 

que é uma contradição. D 

Como consequência do Teorema 1.3.5 e do Lema 1.3.7 temos 

Corolário 1.3.8 Seja X um espaço de Banach reflexivo e seja {T(t) h2:o um C0 semigru­

po em X com gerador infinitesimal A. O semigrupo adjunto {T(t)'h?o é um semzgrupo 

de classe Co em X* cujo gerador infinitesimal é A*, o adjunto de A. 

O próximo teorema nos dá uma caracterização do operador A que gera um grupo de 

operadores unitários. 

Teorema 1.3.9 (Stone): O operador linear A é o gerador infinitesimal de um Co grupo 

de operadores unitários sobre um espaço de Hilbert H se, e somente se iA é auto-adjunto. 

Demonstração: Se A é o gerador infinitesimal de um grupo de classe C0 de operadores 

unitários {U(t) }tE"'' então A está densamente definido (Proposição 1.2.8) e para x E 

Dom(A) segue do corolário 1.3.8 que 
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o que implica que A= -A* e portanto iA= (iA)*. Logo iA é auto-adjunto. Se iA é 

auto-adjunto então A está densamente definido e A = 

Então para cada x E Dom(A) temos 

, isto é, A é anti-auto-adjunto. 

= -(x,Ax) =-

e assim Re(Ax,x) =O para cada x E Dom(A} isto é, A é dissipativo. Como A= -A', 

Re(A*x, x) =O para cada x E Dom( A*) = Dom(-4) e portanto é também dissipativo. 

Como A e A* são fechados e A'* = A, segue do Teorema 1.2.15 que A e A' = -A são 

geradores infinitesimais de Co semigrupos de contração em H. Se U+(t) e U_(t) são os 

semigrupos gerados por A e respectivamente, definimos 

U(t) = { U_,_(t) 
_( -t) 

para t 2: O 
para t ::; O 

Então {U(t)},e:;: é um grupo gerado por A e como U( -t) = U(t)-1 jjU(t) li ::; 1, 

JIU(-t)ll ::; 1, segue que Im(U(t)) =H e U(t) é uma isometria para cada t. De fato, 

para cada x E H temos llxll = I lU( -t)U(t)xjj :S IIU(t)x!l :S l]xjj, ou seja, jjU(t)xjj = llxii· 

Portanto {U(t)}teR é um grupo de operadores unitários em H. D 

Lema 1.3.10 Sejam A : Dom( A) ---1 X e B: Dom( E) ---1 X dois operadores lineares em 

um espaço de Banach X tal que Dom(A) é denso em X. Suponhamos que AB = BA 

e que A seja o gerador infinitesimal de um grupo de classe Co de operadores limitados 

{T(t)}1e12 em X. Então T(t)B = BT(t). 

Demonstração: Consideremos o operador S(t) = T(t)B- BT(t), para tE R 

Notemos que 

éJ,S(t) = AT(t)B- BAT(t) 

= AT(t)B ABT(t) 

= A(T(t)B- BT(t)) 

= AS(t). 

Assim, S(t) = T(t)S(O) =O. Portanto, T(t)B = BT(t). D 
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1.4 Subespaços Invariantes e Admissíveis 

Seja X um espaço de Banach, Ç X um subespaço e S : Dom(S) c -+X um operador 

linear. O subespaço X é um subespaço invariante por S se 

5 : Dom(S) n Y--+ Y. 

Definição 1.4.1 Seja {T(t)}t2:0 um semigrupo de classe Co em X com gerador infinite­

simal A. Um subespaço Y de X é chamado A-admissível se é invariante por T(t), t 2: O, 

e a restrição de T(t) a Y é um Co semigrupo em Y. 

Teorema Seja o fecho de Y na norma de . Seja S um isomorfismo de Y em 

. y é admissível se, e somente se, A 1 = SAS- 1 é o gerador infinitesimal de um 

semigrupo de classe Co em Neste caso temos em Y, 

onde {T1(t)}t>O é o semigrupo gerado por A1. 

Demonstração: A demonstração deste Teorema se encontra em [Pa], pagl24. D 

1.5 Equações lineares de evolução 

Nesta seção consideramos o problema abstrato de Cauchy para a equação linear 

{ 
OtU + A(t)u = f(t), 
u(O) = uo 

(L) 

em um espaço de Banach X. Estamos assumindo que -A(t) gera um semigrupo de classe 

Co para cada t E [O, T]. 

Em seguida daremos duas definições de solução para o problema (L). Neste trabalho, 

usaremos a palavra solução no sentido da Definição 1.5.2 abaixo. 

Definição 1.5.1 A função u E C([O, T]; X) é uma solução clássica do problema (L) se 

u E C 1 ([0, T]; X), u(t) E Dom(A(t)) para t E [0, T] e (L) é satisfeita em X. 
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Definição 1.5.2 Seja Y Ç X um subespaço de Banach. A função u E C([O, T]; Y) é 

uma solução com valores em Y do problema (L) seu E C1([0,T]; X) e (L) é satisfeita em 

X. 

soluções com valores em Y são diferentes das soluções clássicas. De fato, para 

tE TL a solução satisfaz a condição u(t) E Y Ç Dom(A(t)) e é contínuas na norma de 

}'. 

I\osso objetivo nesta seção é garantir, sob certas condições, a existência e unicidade 

de solução com valores em para (L). Este resultado será utilizado como base para o 

estudo das equações quase-lineares do tipo hiperbólico, que faremos no próximo capítulo. 

A partir de agora, ao nos referir a um semigrupo de classe C0 com gerador infinitesimal 

A utilizaremos a notação exponencial T(t) = e'A. 

Denotamos por G(X, lvl, 3) o conjunto de todos os operadores lineares A em X tal 

que -A gera um semigrupo de classe C0 {c'A},e:o satisfazendo iJe-tAIIB(X) ::; Meí!', 

o::; t < x. 

Definição 1.5.3 Seja {A(t)} tE[D,T] uma famüia em G(X,1vf, /3). A famüia {A(t)}tE[O,TJ 

é dita estável se existem constantes M?: 1 e 3 tais que p(A(t)) :J (,8, oo), para tE [0, T], 

e 

11 k 

IIJJ(A(t1) + M)-1 
::; M(À- /3)-k, À> e, 

para cada sequência finita O :':: t 1 :':: t2 ::; ... ::; tk :':: T, k = l, 2, .... 

Definição 1.5.4 Uma famrlia a dois parâmetros de operadores limitados {U(t, s)}(t,s)Eto 

em X, onde D = {(t, s): O:':: s :':: t S T}, é dito um sistema de evolução se as seguintes 

condições são satisfeitas 

(i) U(t, t) =I, lJ(t, r)U(r, s) = U(t, s) para O::; s :'::r::; t :':: T. 

(ii) t -r U(t, s) é fortemente contínua para O ::; s ::; t ::; T, ou seja, para todo x E X, 

temos 111..-(t, s)x- U(to, so)xlix-+ O quando (t, s) -7 (to. so)-
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Teorema 1.5.5 Sejam X e Y dois espaços de Banach com Y densamente contido em 

isto é, Ç X tal que =X e existe uma constante c> O tal que !I o :::; c jj 

Suponhamos que 

(H1) (t)}tE[OoT] é uma famüia de operadores em G(X, J\11, 

(H2) Existe um isomorfismo S de Y para tal que 

SA(t)S- 1 = A(t) + B(t), B(t) E B(X), para cada tE [O, T], 

onde t-+ B(t)x é fortemente mensurável e limitada de [0, T] em B(X)o 

(H3) Ç Dom(A(t)) para todo tE [O, T], A(t) E B(Y, X), (mais precisamente, a 

restrição de A(t) a está em B(Y, X)), a aplicação t-+ A(t) E B(Y, X) é contínua 

na normao 

Então existe um único sistema de evolução {U(t, s)}(t,s)E6 com as seguintes propriedades 

(E1) jjU(t, s)lls(X) :S Mew(t-s) para todo (t, s) E Do 

(E2 ) OtU(t, s)y = -A(t)U(t, s)y, Ô8 U(t, s)y = U(t, s)A(s)y para todo y E Yo 

Demonstração: A demonstração segue dos mesmos argumentos utilizados na demons­

tração do Teorema 4°6 e Corolário 4°7 em [Pa]. pagl430 Pode ser também encontrada em 

[K3]o o 

:\ote que se {A(t) }tE[ü,T é uma família de operadores em G(X, 1, !3) segue da Propo­

sição L2ol0 que {A(t)}tE[o,r: é uma família estáveL 

Teorema 1.5.6 Suponhamos que as condições do Teorema 155 sejam satisfeitas, que 

u0 E Y e f E C([O, :X) n L'([O, T]: Y), então 

u(t) = U(t, O)u0 + [ U(t, s)f(s)ds 

é a único solução do problema (L) na classe C([O, T]: n C1 ([0, T]; X)o 
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Demonstração: Inicialmente vamos provar que se o problema de valor inicial (L) possui 

alguma solução na classe C([O, n C 1 T]; X) então a solução é unica e é dada por 

(1.1 De fato, seja u tal solução de (L) e Un(t, s), O :S s :S t :S To sistema de evolução 

que podemos obter a partir do Teorema 1.5.5 quando aproximamos a família {A(t)}te[o,T] 

pela ( t)} tE[O,TJ, n = 1, 2, ... definida da seguinte forma: seja i'k = k = O, 1, ... , n e 

An(t) = A(t'k) para t'k :S t ::; tk+l, k = O, 1, ... , n- 1 

An(T) = A.(T). 

Desta forma ternos 

IIB(Y,X) -+O quando n-+ x. (112) 

Das propriedades de Un(t, s) (ver [Pa], Teorema 3.1, pag 136) segue que a aplicação 

r-+ Un(t, r)u(r) é continuamente diferenciável em X, exceto para um número finito de 

valores de r, e 

~ Un(t, r)u(r) = Un(t, r)An(r)u(r)- Un(t,r)A(r)u(r) 

+ Un(t, r)J(r). 

Integrando (1.13) de O a t obtemos 

(1.13) 

u(t) = Un(t, O)uo + l Un(t, r)J(r)dr + l Un(t, r)[An(r)- A(r)]u(r)dr 

Denotando por c= max llu(r)]]y e usando o fato de que IIUn(t.sJI: < l\!Ie8(t-s) temos 
OSrST . -

1

1lu(t)- Un(t, O)uo- [' Un(t, r)f(r)dril = 11 [' Un(t, r)[An(r) A(r)]u(r)drll (1.14) 
1 lo :1 I:Jo : 

:S cMe81 1t IIAn(r)- A(r)i]B(Y.X) dr 

Fazendo n -+ x em (1.14) e usando o fato de que U(t, s)v = lim Un(t, s)v para 
n-+oc 

v E X, segue que 

u(t) = U(t, O)u0 + [ U(t, s)f(s)ds. 

A unicidade de u é uma consequência da representação de (1.11). 
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Vamos provar agora a existência da solução u. Como U(t, O)u0 é uma solução na classe 

C([O, n C 1 ([0, ; X) do problema de valor inicial 

{ 
OtU =A 
u(O) = uo 

(ver [Pa], Teorema 4.3, pag 141), para provar que u(t) dada em (l.ll) é a solução de (L) 

basta mostrar que 

w(t) = 1' U(t, s)f(s)ds 

é uma solução na classe C([O, T]; Y) n C 1 ([0, T]; X) de (L) com valor inicial w(O) =O. 

Das hipóteses feitas sobre a função f temos que w(t) E para O ::; t ::; T e que a 

aplicação r-+ U(t, r)f(r) é contínua em , o que implica na continuidade da aplicação 

t-+ w(t) em Y e da aplicação r-+ A(r)U(t, r)f(r) em X. Segue então que w(t) é conti-

nuamente diferenciável em X e que OtW = A(t)w + f(t) para O ::; t::; T. D 

1.6 Os Espaços de Sobolev em IfC 

Nesta seção consideramos o espaço de Hilbert L2 (JR) munido do produto interno 

(f, g) L' = k f(x)g(x)dx, 

e com a norma correspondente 

l 

llfib = (L lf(xW dx) 
2 

Definição 1.6.1 O espaço de Schwartz (ou das funções ex rapidamente decrescentes) 

denotado por S(JR) é o conjunto de todas as funções f : lR -+ C tais que 

f E coo e llf =suplxaf(B)(x)l <cc, 
xER 

para todo a, .B E N. Denotamos por S' (JR) o dual topológico de S(JR), chamado o conjunto 

das distribuições temperadas. 
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Definição 1.6.2 Seja f E V(IR.). A transformada de Fourier de f é a função :F f= j 
dada por 

Ç E IR.. 

Proposição 1 

da de 

(Identidade de Parseval) Se f E U(IR.) então vale a seguinte identi-

llfiiL' = 11111 · 
I I L2 

Equivalentemente, 

(fg)L'= f(x)g(x)dx = J(Ç)g(Ç)dÇ 

para todo par f, g E L2 (IR.). 

l'\a verdade, a Transformada de Fourier é um operador unitário em L2 (IR.) e a sua 

inversa é dada por 

Definições e propriedades básicas da Transformada de Fourier são encontradas em 

vários livros de Equações diferenciais podendo citar [Il]. 

Definição 1.6.4 Seja s E R Os espaços de Sobolev (de tipo L2) em IR são os seguintes 

subconjuntos de S' (IR): 

O espaço H 5 (JR.), s E IR, é de Hilbert quando munido do produto interno 

com a norma correspondente 

llf11l = .. s 
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disso, a inclusão é contínua (na verdade, llflls, :S para toda f E H 5 (JR)) e densa. 

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada em [Il]. 

Em particular, para s 2': O temos H 5 (JR) Ç U(JR) densamente 

continuamente, isto é, para cada f E H 5 (JR) temos 

llfilv :S llflis · 

D 

Teorema 1 Seja s > ~, então H 5 (R) pode ser imerso continuamente em Coe (JR) (a 

coleção das funções contínuas de lR em C que tendem a zero quando -+ x) e vale a 

desigualdade 
1 

llfiiL~ :S (2;r)-~ [l (1 + IÇI 2)-sdç] 
2

llflls. 

Demonstração: A desigualdade acima é uma consequência das definições das normas 

e pode ser encontrada em [Il]. 

Lema 1.6.7 Sejas> ~ e f E H 5 (R). Então 

t 2 llélxfiJ;_, =}R (1 + ]Çj 2
)s-l j§J(ç)j dÇ 

=L (1 + 'EI2r-' e 1[(,;)12 dÇ 

:::; L (1 + IEI2)S IÍ(Ç) 2 dÇ 

= llfll;. 

D 

Vamos agora definir um operador linear importante na teoria das Equações Diferen­

ciais: a transformada de Hilbert. 

Definição 1.6.8 A transformada de Hilbert é o operador integral definido por 

(af)(x)=vp~ r f(y)dy=liml . f(y)dy 
;, JR Y - X s-+0 !y-x;>E Y - X 

onde v .p. denota o valor principal da integral. 
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Teorema 1.6.9 a é um operador limitado em L2 (JR) e além disso 

{ 

(-;})(ç;.' = ih(ÇJJ(ç), Ç q.t.p., onde 

h(Ç'={-1 seÇ<O 
J 1 se Ç > O 

para toda f E L 2 (IR). Portanto a comuta com o operador derivação e 

{ 
a 2 = -1 
a* = -CJ = cr-1 . 

Os mesmos fatos valem em H' (JR), s E R 



Capítulo 2 

Equações de Evolução Quase lineares 
do tipo Hiperbólico 

Neste capítulo discutiremos o problema de Cauchy para a equação de evolução quase 

linear 

{ 
à1u(t) + A(t, u)u(t) = f(t, u), 
u(O) = uo, 

O :'S t :'S T, (Q) 

num espaço de Banach X. Vamos supor que para cada teu, -A(t,u) é um operador 

linear em X que gera um semigrupo de classe C0 , f : [0, T] x X --+ X é uma função 

dada eu: [0, T]--+ X. 

Apresentaremos dois teoremas devidos a T. Kato [Kl]. Um deles garante a existência e 

unicidade de soluções para o problema ( Q) sob certas hipóteses que enunciaremos adiante. 

O outro versa sobre a dependência contínua da solução do dado inicial. A demonstração 

do teorema de existência e unicidade está baseada na teoria desenvolvida para (L). A 

idéia básica envolvida é a seguinte: para cada função t --+ v(t) em um certo espaço de 

Banach consideramos o problema de Cauchy linear 

{ 
81u(t) + A(t, v(t))u(t) = f(t, v(t)), 
u(O) = uo. 

o :::: t :::: T, (V) 

Da teoria estudada para (L) obtemos uma única solução Uv de (L"), e assim temos definida 

a função dJ: E--+ tal que c/J(v) = Uv· Provaremos que o espaço de Banach E pode ser 

escolhido de modo que dJ seja uma contração. Logo, pelo teorema do ponto fixo, existe 

uma única u E E tal que dJ(u) = u, que é a solução procurada para (Q). 

25 
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2.1 Teorema de Existência e unicidade 

Consideremos as seguintes hipóteses: 

(X) Seja X é um espaço de Banach reflexivo. Existe um outro espaço de Banach 

reflexivo Y continuamente e densamente contido em Existe um isomorfismo 

S de em X onde a norma em é escolhida de modo que S torne uma isometria. 

(A. 1 ) A é uma função de [O, x 1/V em G(X, 1, 8) onde W é uma bola aberta em Y 

e 3 é um número real. Em outras palavras, 

'ij. 8 -sA(t,y)li < e3s 
! liB(X)- ' sE [O,oc), tE [0, yE (2.1) 

(A2 ) Para cada t, y E [O, T' x W, temos 

SA(t, y)S- 1 = A(t, y) + B(t, y) (2.2) 

onde B(t,y) E B(X), [[B(t, y)ilscxJ S:: À1 e À1 >O uma constante. 

(A.3 ) Para cada t, y E [O, T] x W, nós temos A(t, y) E B(Y X) (no sentido de que 

Dom(A(t,y)):) Y e a restrição de A(t,y) a Y está em B(YX). 

Para cada y E W, t ----7 A(t, y) é contínua na norma de B(Y, X). 

Para cada tE [0, T], y ----7 A(t, y) é Lipschitz-contínua no seguinte sentido 

IIA(t, Y)- A(t, z)ils(Y,X) S:: /ll !IY- zllx, (2.3) 

onde /ll é uma constante. 

(A4 ) Seja y0 o centro de W. Então A(t, y)y0 E Y para todo t, y E [O, T] x W, com 

tE fO.TJ. ' . . yEW. (2.4) 



(f,) f é uma função limitada de [0, T] x W em Y, ou seja, 

li ·'I' < ' YJ;iy_A3, t E [O, yE 

Para cada y E W, t---+ f(t, y) é contínua de [0, T] em 

Para cada tE , y---+ f(t, y) é X-Lipschitz contínua, ou seja, 

!lf(t,y)- f(t,z)llx.::; J-L2IIY- zllx · 

Vejamos algumas observações: 

1. A condição (.44 ) é trivialmente satisfeita se y0 =O. 
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(2.5) 

(2.6) 

2. I\ o caso em que A(t, y) estiver definida para todo y E Y , W pode ser escolhido 

como uma bola arbitária de centro O. Neste caso as constantes ,6, À1 , À2 , À3 , J-Lr, J-L2 

dependerão do raio da bola. 

3. A condição (2.2) pode ser satisfeita no sentido estrito, incluindo a relação de 

domínio. Assim, x E X está no Dom(A(t, y)) se, e somente se, s-rx E Dom(A(t, y)) com 

A(t,y))S-1x E Y. 

4. Na hipótese (.43) podemos provar que a função t---+ A(t, y) E B(Y, X) é fortemente 

contínua, ao invés da continuidade na norma de B(Y, X). (Ver [K2] ). 

5. No caso em que X é um espaço de Hilbert, é possível mostrar que A E G(X, 1, ;3) 

se, e somente se, as seguintes condições são satisfeitas: 

a) (At;D, 9)x ~ -B ll9lli para cada 9 E Dom( A). 

b) (.4 + M) é sobrejetora para algum,\> .B. 

De fato, se A E G(X, L ;3) então o operador (-A- (3!) gera um C0 semigrupo de Con­

tração. Pelo Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 1.2.13) o operador ai- (-A- j3I) 

é sobrejetor, para todo a > O. Tomando À = a + .B > ,B temos que (A + Àl) é sobreje­

tor o que mostra o item (b). Além disso, o operador ( -.4- BI) é dissipativo, ou seja, 

(( - BI)ó,9)x.::; O, para cada 6 E Dom(A.). Assim, (Aó,ó)x 2': -611911~ para cada 
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qy E Dom( A) o que mostra o item (a). Por outro lado, se vale o ítem (a) então (-A- (31) 

é dissipatívo. Tomando À- 3 > O (onde À é o mesmo do item (b)) temos que 

Àol- (-A- f31) é sobrejetor. Segue do Teorema (1.2.14) que - (3 I) está densamente 

definido e pelo Teorema de Lumer-Phillips temos que (-A - 31) gera um Co semigrupo 

de Contração e portanto A E G(X, L 

O seguinte resultado será utilizado na demontração do próximo teorema. 

Lema 2.1.1 Se a função g: [O, T] -+ é limitada na norma de Y e contínua na norma 

de , então g é fracamente contínua (logo fortemente mensurável) como uma função com 

valores em 

Demonstração: Seja tn -+ t 0 em [0, T]. Como g é contínua na norma de , te­

mos que g(tn) -+ g(to) em X e llg(tn)IIY ::; Jvf, \fn E N. Por um resultado de Análise 

Funcional2 existe uma subsequência (tnJ e y E Y tal que g(tnJ -+ y fracamente em 

Y. Segue então que g(tnJ -+ y fracamente em X. Mas g(tn) -+ g(t0 ) fracamente 

em X e pela unicidade do limite temos y = g(t0 ). Precisamos mostrar g(tn) -+ g(t0 ) 

fracamente em Y. Suponhamos que isto não aconteça. Então existe y* E Y* tal que 

ly*(g(tn))- y*(g(to)l -++O quando n-+ oc. :'-Jeste caso é possível encontrar uma subse­

quência (tn,) tal que IY'(g(tn,))- y*(g(to)l ..,., O quando j-+ oo. Novamente, como g é 

contínua na norma de X temos g(tn,)-+ g(t0 ) em X e llg(tnjli]Y::; M, segue do mesmo 

resultado de Análise Funcional que existe uma subsequência g(tnjm) tal que para todo 

z* E Y' temos que lz'(g(tnjm))- z*(g(to)l-+ O quando m-+ oc. Em particular, para 

z* = y*, que é uma contradição. o 

Agora estamos em condições de enunciar e demonstrar o teorema devido a T. Kato 

([Kl]). Na demonstração vamos intercalar vários lemas para destacar os resultados utili­

zados. 

2Seja X um espaço de Banach reflexivo e Xn uma sequência limitada em X. Então existe uma 
subsequência de Xn que converge fracamente em X. (Ver [Br] ) . 
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Teorema 2.1.2 Suponhamos que as hipóteses (X), (AI)- (A4 ), e (h) são satisfeitas. 

Se u0 E , então ( Q) tem uma única solução 

u E C([O, · T"'' r, C 1 
) " J ' ' 

para algum To > 

Demonstração: Como é uma bola aberta em Y contendo u0 , podemos escolher 

R > O tal que lluo- Yolly < R e que IIY- Yo!IY < R implica y E W. Consideremos o 

conjunto 

E= ---+ y que liv - Yol[y::; R e v E } (2.7) 

onde To será determinado adiante. 

Para v E E definimos Av(t) = A(t,v(t)), tE [O,To]-

Pela hipótese (AI), Av(t) E G(X,l, /3), para cada tE [0, T0]. Segue da proposição 1.2.10 

que {Av(t)}tE[D,To] é uma família estável com constantes de estabilidade 1, 8. 

Lema 2.1.3 A aplicação t---+ A"(t) é contínua na norma de B(Y,X). 

Demonstração: De (A3 ) temos que Av(t) E B(Y, X) para cada tE [0, T0 j. Além disso, 

liAv(t)- Av(to)lls(Y,X) 

::; IIA(t,v(t))- A(t,v(to))lis(Y,X) + IIA(t,v(to))- A(to,v(to))lls(Y,X) (2.8) 

::; JJ1 llv(t)- v(to)llx + I!A(t, v(to))- A(to, v(to))lls(Y,X). 

Pelo fato de v E C([O, T0]: X) e a aplicação t ---+ A(t, y) ser contínua na norma de 

B(Y,X), segue de (2.8) que IIA"(t)- Av(to)lls(Y,X)-+ O quando t-+ to, o que encerra a 

demonstração. u 

\'otemos que da hipótese (A2 ) temos 

SA"(t)S- 1 = (t) + B"(t) (2.9) 

onde B"(t) = B(t, v(t)) E B(X) e IIB(t, v(t))lls(X)::; )q 
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Lema 2.1.4 A aplicação t --+ Bv(t) E B(X) é fracamente contínua (e portanto forte-

~ l \ mente mensurave Í" 

Demonstração: Seja y E De (2,9) temos 

s- 1B'(t)y = rtls- 1 - s-l 
\ I y 

Como s- 1y E , segue do Lema 2, L3 que 

(t)y 

t --+ t0 , ou seja, a aplicação t --+ Av ( t) s- 1y é contínua em t na norma de O mesmo 

ocorre para a aplicação t--+ s- 1 A"(t)y, Portanto, de (2,10) segue que t--+ s-1 B"(t)y é 

contínua na norma de X, para cada y E Y, E mais, como Y é denso em X e do fato de 

segue que t -t s-lBv(t)x é contínua em t na norma de X, para cada x E X, 

Temos também que t--+ s-l BV(t)x é limitada na norma de Y, pois 

Segue do Lema 2,Ll que a aplicação t -t s-1Bv(t)x é fracamente contínua, Consequen-

temente, t -t B"(t)x é também fracamente contínua, o 

Os Lemas 2,L3 e 2,L4 mostram que as hipóteses H 1 , H2 e H3 do Teorema L5,5 são 

satisfeitas para a família {A"(t)}1Ero,r0;, Logo existe um único sistema de evolução uv = 

{U"(t, s)} definido em O::; s::; t::; To com as propriedades E 1 e E2 , 

Lema 2.1.5 Seja f"(t) = f(t, v(t)), t E [0, To] e v E E, Então iif"(t)iiy ::; Às e a 

aplicação t--+ f"(t) é contínua na norma de X e fracamente contínua (logo fortemente 

mensurável) na norma de Y, 

Demonstração: A primeira desigualdade segue imediatamente de (fi), A continuidade 

segue de: 

lif"(t)- f"(to)llx :S ilf(t,v(t)) f(t,v(to))llx + ilf(t,v(to))- f(to,v(to))llx 

:S ll2ilv(t)- v(to)li + ilf(t,v(to))- f(to,v(to))lix, 
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já que v E C([O, To]; X) e pelo fato da aplicação t--+ f(t, v(t0 )) ser contínua. D 

Devido ao lema anterior, podemos aplicar o Teorema 1.5.6 para obtermos a solução 

única para a equação de evolução linear 

{ 
a,u(t) + (t)u(t) = f"(t), 
u(O) = Uo E C Y 

0'5ct'5cT 

A solução é dada por 

u"(t) = U"(t, O)u0 + l U"(t, s)f"(s)ds. 

C }/ f" c: Loc(ro orno -u0 E e J ..__ L : Y-) erro 'T'' x.·) ; , n \l r"OJ; , temos que 

E C([O, T0 ]; nC1 ([0, ;X). 

Por outro lado, nós temos as seguintes estimativas: 

(i) \[Uv(t, s)ilx :<:: e!3To 

(ii) [[U"(t, s)\\y :<; eCB+.\l)To 

(L") 

(2.11) 

A demonstração dessas estimativas pode ser encontrada em ([Pa], Lema 4.5 e Teorema 

4.6, pag 143, considerando Q(t)=S). 

Consideramos agora uma função c? que a cada v E E associa a ,P(v) = uv. 

Lema 2.1.6 Existe To E (0, T] tal que c? : E -+ E. 

Demonstração: Vimos que u" E C([O. T0]: Y)qualquer que seja T0 E [0, T]. Resta-nos 

mostrar que T0 pode ser escolhido de modo que lluv(t)- y0 [[y '5c R, para todo tE [0, T0]. 

Note que: 

u"(t)- Yo = U"(t, O)(uo- Yo) + Uv(t, O)yo- Yo + l U"(t, r)f"(r)dr. (2.12) 

Como {Uv(t, s)} satisfaz (E2 ) do teorema 1.5.5, ou seja, é diferenciável em relação ao 

parãmetro s, temos que 

Uv(t,O)yo- y0 = U"(t,O)yo- U"(t,t)yo 

= -1t OrU"(t, r)yodr 

= -l U"(t, r)A."(r)y0dr. 

(2.13) 
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De (2.12), (2.13), da estimativa (ii) e do Lema 2.1.5, temos 

(t)- YoiiY = llu" O)(uo- Yo) + 1' (t,r) (r)yo + f"(r)]dr I 
i1 O !Y 

:S 11 (t,O)(uo-Yo)lly+ [11U"(t,r)IIB(Y)I (r)yo+f"(r) dr 

:S e(B+>.l)To iiuo- Yolly + l eCfl+ÀJTo[l (r)yo + llf"(r)lly]dr 

:S éhll)To + (.\2 + .\3)To]- (2.14) 

Portanto é possível escolher T0 tal que o lado direito de (2.14) seja menor que R, o que 

prova a afirmação. U 

Se v, w E E, considere a métrica d(v, w) = sup llv(t)- w(t) . Munido desta norma, 

o conjunto E se torna um espaço métrico completo. 

Vamos mostrar que existe T0 E (0, T] tal que rjJ : E -+ E seja uma contração. De fato, 

utilizando as equações: 

temos que 

rjJ(v)(t) = uv(t) = uv(t,O)u0 + l U"(t,r)J"(r)dr, 

rjJ(w)(t) = uw(t) = uw(t,O)u0 + l uw(t,r)j"'(r)dr, 

u"(t)- uw(t) = [Uv(t, O)- uw(t, O)]u0 + l U"(t, r)[f"(r)- j"'(r)Jdr (2.15) 

+ l[U"(t,r)- uw(t,r)Jr(r)dr. 

Mas, 

Integrando desata expressão (2.16), obtemos 

uv(t, s)u0 - uw(t, s)u0 = [ U"(t, r)[Aw(r)- A"(r)]Uw(r, s)u0dr. (2.17) 

Fazendo s =O em (2.17) temos 

I ) 4_"( )'T'W( O' d 1r - . r ju ,r, )uo r. (2.18) 



De forma análoga, 

(r)-

Integrando de s ata expressão (2.19), obtemos 

U"(t,s)j'"(s)- (t,slfv:(s) = 
\ ' f·' 

Integrando de O ata equação (2.20), temos 

l U"(t, s)r(s)- uw(t, s)r(s)ds 

--1t (r)-

Fazendo r= sem (2.21), temos 

[[uv(t,r)- uw(t,r)]J'"(r)dr 

= [ [ U"(t, s)[Aw(s)- Av(s)]Uw(s, r)r(r)drds 

= l Uv(t,s)[Aw(s)- A"(s)] [ Uw(s,r)r(r)drds 

= l uv(t, s)[Aw(s)- Av(s)](uw(s)- uw(s, O)u0 )ds. 

Substituindo (2.18) e (2.22) em (2.15), obtemos 
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(2.19) 

(2.201 
' ; 

(2.21) 

(2.22) 

u"(t)- uw(t) = l U"(t, s)[Aw(s)- A"(s)]Uw(s, O)u0ds + l U"(t, s)[f"(s)- r(s)]ds 

+ l Uv(t,s)[Aw(s)- Av(s)](uw(s)- Uw(s,O)u 0 )ds 

= l U"(t,s)[AW(s)- A"(s)]uw(s)ds+ [ uv(t,s)[f"(s) r(s)]ds 

= l uv(t,s)[Aw(s)uw(s)- A"(s)uw(s) + j"(s) r(s)]ds. 
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Portanto, 

::; 1
t 

][[Jv 
" 

s) +I!!" - JW(s)llx]ds 

:S e3To l (s)- Av(s)jjB(Y,X) jjuw(s)jjy + llf"(s)- r(s)llxJds 

:S eBTo l[f.ll (s)- v(s) ( IIY +R)+ P2llv(s)- w(s)llx 

:S e3
T0 To(PIIIYolly + /-h1R + pz)d(v,w). 

Assim, 

o que mostra que <f; é uma contração para T0 suficientemente pequeno. Segue então que 

q; tem um único ponto fixo, que é automaticamente a única solução de (Q). o 

2.2 Dependência contínua 

Para mostrarmos a dependência contínua da solução u do problema (Q), no dado inicial 

u 0 , vamos considerar uma sequência de equações 

{ 
8~un(t~ + ~n(t, un)un(t) = r(t, un), 
u (O)- u0 n- 1, 2, ... 

o::;t::;T 

Para as funções An e r nós assumiremos as mesmas condições (A1 )-(A4 ) e (!1 ) com os 

mesmos X, Y, 5 e YV considerados no teorema de existência, adicionando as seguintes 

condições: 

(A5) Existe /13 >O tal que IIB(t, y)- B(t, z)IIB(X) :S f.1311Y- zjjy para todo tE [O, T] 

e y, z em VV. 

(h) Existe Jl4 >O tal que llf(t, y)- f(t, z)IIY :S f.1411Y- zjjy para todo tE [O, T] e y, 

z em VV. 
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Teorema 2.2.1 Suponhamos que (Qn) satisfaz as hipóteses (X), (A.1)-(A5 ), (JJ)e (h) 

uniformemente em n E o Suponhamos também que para cada t, y E [O, T] x W 

fortemente em B(Y, 

y) -t B(t, fortemente em B(X), 

r y)-tf y) emY, 

quando n---:> oc. Se uo, u0 E W e u0 -+ u 0 na norma de Y quando n---:> co, então existem 

únicas soluções 

para (Qn ), n = 1, 2, oooe uma única solução u para (Q) na mesma classeo E mais, 

un(t) ---:> u(t) em Y, uniformemente em tE [0, T!]o 

Demonstração: A demonstração pode ser encontrada em [Kl] o u 

Na verdade este teorema é muito mais geraL Utilizaremos em nosso problema o caso 

particular em que para todo n E N, An(t,y) = A(t,y), Bn(t,y) = B(t,y) e r(t,y) = 

f(t,y)o 



Capítulo 3 

O Problema de Cauchy para o 
Sistema de Liu-Kubota-Ko 

Neste capítulo vamos considerar o problema de valor inicial associado ao sistema de 

Liu-Kubota-Ko para c1 c2 = O. Do ponto de vista físico isto quer dizer que as ondas nas 

duas pycnoclines se propagam com a mesma velocidade. Vamos mostrar que o problema 

de valor inicial é localmente bem posto no espaço H'Clli:) x H'(lli:.), paras> ~'utilizando 

os Teoremas do Kato para Equações de Evolução Quase-lineares (Teoremas 2.1.2 e 2.2.1 

do capítulo anterior). Ao longo deste capítulo vamos supor que todas as funções são reais. 

Consideramos o problema de valor inicial para o sistema de Liu-Kubota-Ko: 

{ 

Ut + auu.x- -11 (MH1 ) Ux- !2 (NJH,) Ux + !2 (~VH,) Vx = 0 
Vt + bvvx /3 (1v1H3 ) Vx- !4 (MH,) Vx + -14 (1'vH,) Ux =O 
u(x, O) = u0 E H', s > ~ 
v(x,O) = v0 E H',s > ~ 

onde l'vh, é o operador definido por 

cujo símbolo mt é 

para i = 1, 2: o operador 

-JVIH1u(Ç) = m,(ç)u(Ç) 

. ) 1 m,(Ç = Ç coth(ÇHt)-­
H, 

tem símbolo n definido por 

(')- ç n" - . h <H Slll ':, 2 
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(LKK) 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 
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Temos que jn(l;)l ::; ~ 2 . (Ver gráfico 1 no apêndice). 

O operador pode ser escrito da seguinte forma J'v!H, = -HBx-Ki, onde H denota 

a transformada de Hilbert e K; é um operador multiplicador de Fourier com símbolo a; 

dado por 

ai = jÇj - Ç coth(ÇH;) + ~. 
' 

para i= 1, 2 ou 3 e para todo Ç, 

1 
O< a(")<-. 

- '' - Hi 

(Ver gráfico 2 no apêndice e , pag 18). 

(3.4) 

(3.5) 

Segue de (3.4) e (3.5) que Ki é um operador linear no espaço de Sobolev (JR). 

fato, para f E (JR), s E lf!., temos 

l (1 + 1el' [lQ(ç) [
2 

dç = l (I+ lt;l2l'lai(ç)J(ç) [
2 

dç 

:::: ~ll (1 + lt;l2l'[f(0[
2 

dç 

< 00. 

Pela decomposição de Iv!H, segue que ele é um operador linear de H'(lf!.) em H'-1 (JR). 

Por outro lado, NH, é um operador linear em H'(lf!.). De fato, para f E H'(lf!.), sE JR, 

temos 

<(X). 

Agora podemos considerar o seguinte operador C definido por 

C ( ~ ) = -Bx ( ~fr}vfH 1 + 72i1fH2 -~: 2 NH, ) ( u ) 
V -Í4''\H2 Í31VfH3 + '(4i'vfH2 V 

tal que C : H'(lf!.) x H'(JR) --+ L2 (lf!.) x L2 (JR) para .s 2: 2. Cálculos simples mostram 

que o operador C é anti-simétrico, ou melhor, iC é auto-adjunto com o seguinte produto 

interno em L2(lR) x L2 (JR), 

( ( ~~ ) , ( ~ 2 
) ) = (ub u2)L' + (v1, v2)L'· 

\ 'Ll L2 L2xL2 
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Segue portanto do Teorema de Stone que C gera um grupo de operadores unitários for­

temente contínuo ect sobre o espaço L2 (R) x P(JR). 

Csando os operadores definidos anteriormente, podemos reescrever o sistema (LKK) 

da forma: 

{ {~~:o)Í)~(~n+)E=O xH', (3.6) 

onde A ( ~ ) ( auoox bvoox ) e = ( ~ ). 

Fazendo a mudança de variável ectv;, segue que (3.6) pode ser reescrito na 

forma 

{ 

Til t + [ ect A( e-CtTiJ)e-Ct] Til = O 

uf(x.O) = ( u(x,O)) E H' x H'.s > ~­
. v(x,O) · 2 

(3.7) 

Observe que o problema (3.7) tem a forma abstrata do problema de evolução quase 

linear ( Q). 

]'\osso objetivo agora é mostrar que o sistema (3.7) satisfaz as hipóteses (X), (A1)-(A5), 

(h) e (h) dos Teoremas 2. 1.2 e 2.2.1 do capítulo anterior, com o espaço X = L2 (JR) x L2 (JR) 

e Y = H'(R) x H'(JR), com s > ~- Para taL definimos 

e VV a bola aberta em Y de centro na origem e raio R. :\ote que X e Y são espaços de 

Hilbert com os produtos internos definidos por 

( ( ~: ) , ( ~: ) )X= (u1, u2)L' +(v!, vz)Ls 

( ( ~: ) . ( ~: ) ) Y = (uJ. u2)s +(v!. Vz),. 

O nosso principal resultado nesse trabalho pode ser enunciado. 
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Teorema 3.0.2 O problema (3. 7) possui uma única solução 

paro algum To > To :; 

Demonstração: A demonstração deste teorema consiste em verificar que as seguintes 

condições são satisfeitas: 

1. Para cada t E [O, T] e Til E W temos que Ã(t. Til) E G(X, 1, B), onde (3 é um número 

real. Ou melhor, .4 ( t, Til) deve satisfazer as seguintes condições 

ai 
J 

-..+ -..+ ''---'1'2 
Til) k , k ) x "2: - B 1

1
• k 11 , para 

I li 
E Dom(Ã(t, Til)). 

b) (.4(t, Til)+ >J) é sobrejetora para algum À> (3. 

2. S é um isomorfismo isométrico de Y para X satisfazendo 

onde B(t, Til) E B(X). 

3. Y ç Dom(.4(t, Til)), .4(t, Til) E B(Y,X) e t-+ .4(t, Til) é fortemente contínua, para 

cada tE [O, T] e Til E W. 

4. Para cada tE [O, T], Til-+ Ã(t, Til) é Lipschitz contínua, ou seja, 

i'~ - !; 

!l.4(t, V)- A(t, zt) li :::; llllvf- ztllx, 
11 I:B(Y.X) 

Tff, zt E W. 

Para provar a parte (a) da primeira condição basta mostrar que A(ut) E G(X, 1, .B), 

para cada ut E Y, já que ect é um grupo unitário em X. 
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Seja k E Dom(A(ut)), onde k = (k1 , k2). Temos que 

= (3.8) . . 
101

j '18 'I 11· ~ -~2 I xUI 00 kr 

1 !~1·2 > -{3 ! k ! • - ' I , 
' •X 

d 3. - f[!!!!lfJ ·ii !lclilfJ ·i} i one. -maxl 2 ; 1!xuii:::so: 12 !.xV 00 \ou " I b 'i . !ls) 12. cl com 

Para verificar a parte (b) vamos mostrar que para À > .B temos que 

o que é equivalente a mostrar que A(ut) + Àl tem imagem fechada e densa em L2 (JR) x 

[2 (JR). De fato, seja 7ft numa seqüência no Dom(A(ut)) tal que A(ut)v" n +À 7ft n converge 

em X então, por (3.8) 7ft n também é uma seqüência de Cauchy em X, pois 

li (A(ut) + >.J) (vt n - 7ft m) llx 111ft n - "1t mllx ~ ( (A(ut) + Àl)(v" n - 7ft m), (v"n - m)) X 

~ -.3ll1f'n -1f'mlli +À 111f'n- 1f'mlli 

= (À- 3) li v" - 7ft 11
2 

. , , n m1 X 

A desigualdade acima implica que 

I!A(ut)(zt n- 7ft m) + À(v" n- T m) llx ~ (À- B) li v" n- "V mllx ~O. 

Fazendo n, m _, = segue que 7ft n é de Cauchy em X. Decorre daí que existe 7ft 0 E X 

tal que 7ft n converge para ilo e A(ut)vn + Àvnconverge para .4(17) 7ft o + À 7ft o, uma vez 

que A(ut) + À1 é um operador fechado. Logo, Im(A(ut) + M) é fechada em X. Para 

mostrarmos que Im(A(ut) + M) é densa, seja -:;1 E X tal que 

(A(ut) + =Ü 
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para cada v E Dom(A(ut)). Deste modo V E Dom(A(ut)'). 

Mas A(utl* = -A(ut) + ( -aoux ? ) e portanto Dom(A.(ut)*) = Dom(A(ut)). 
1 -OVx 

Daí, 

o= (A(ut)V +:AV r:?>x = (A(ut)z;f, z;f)x +À II:P 

Como (:A- .8) >O então zp =ar. Assim, o complemento ortogonal da Im(A(ut) + U) é 

o subespaço nulo. Segue de um resultado de Análise Funcional3 que Im(A(ut) +H) = X, 

terminando assim a verificação da primeira condição. 

Vamos agora mostrar que 5 é um isomorfismo isométrico de para Para isso 

basta provar que l\.5 = (1- a;)~é um isomorfismo isométrico de H 8 (lR) em L2 (IR). De 

fato, para cada u E H 5 (R) temos que (1 + IÇI 2
)~u(Ç) E L2 (R), e como a transformada de 

Fourier é um operador unitário de U(R) em L2 (R), temos que 

assim a imagem de As está contida em L 2 (IR). Além disso, 

Logo As é uma isometria de H 5 (R) em L2 (R) (em conseqílencia injetivo), com imagem 

fechada. VeJ·amos que N é sobrejetivo. Dada uma v E L2 (R) considere u(Ç) = v(ç\ , . 
(l+[Çj-)'1 

l\ote que 

Portanto u E Hs(R) e Nu= v. 

\'ote que 

SÃ(t, ·'fins-!- .4(t, ur) = sé'A(e-C'ur)e-Cts-l- ec'A(e-C'v:T)e-Ct 

= ec'SA(e-c'ur)s-re-c'- ec'A(e-c'ur)e-c' (3.9) 

= ec'[SA(e-c'ur)s-1 - A(e-c'vl)]e-c', 

3Seja X um espaço de Hilbert eM C X fechado. Se ]yf ,L X então M'- ,L {O}.(Ver [Br], pag149). 



42 

já que o grupo ec' comuta com S (veja Lema 1.3.10). 

Portanto, para terminar a demonstração da segunda condição, basta mostrar que 

SA(e-c'ur)s-r- A(cc'w) é um operador limitado em X. Vejamos primeiro o seguinte 

resultado: 

Lema 3.0.3 Seja f E H' , s > ~ e 1\1[! o operador multiplicação por f, isto é, Mfu = 

fu. Se T = então é um operador linear limitado em (JR) e 

\lTIIB(XJ < c [[grad f (3.10) 

Demonstração: A demonstração do 

pág 250. 

segue exatamente os passos de Pazy em [Pa], 

SA(V)S- 1 k- A(V) k = 

Assim, 

::; [a[ c l[grad u[[,_ 1 [[A - 1 Dk,j[p + [b[ c [[grad v[[,_1 liA - 1 Dk2[[p 

::; [ai c [[8xu[[,_1 [IA - 1k1ll 1 + [b[ c l[oxv lls-l [[A -lk2[[ 1 

::; [ai c [[ui[, l[k,[[p + [bl c iiv[[, [[k2llu 

::; c.c0{[[u[l, [[kr[IL' -t-[[v[[, llk2IIL'} < c.co [[V[Iy ll1t lx 
onde c0 = max{[a[, jb[}. 

O seguinte resultado será utilizado logo a seguir: 

(3.11) 
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Lema 3.0.4 O grupo e'c é também um grupo unitário em Y (no seguinte sentido: a 

restrição do grupo éc ao subespaço Y é um grupo em Y). 

Demonstração: Nesta demonstração utilizaremos algumas idéias desenvolvidas na 

demonstração do Teorema de Stone (Teorema 1.3.9). 

Como iC é um operador auto-adjunto, ou melhor, C" = -C, segue da demonstração 

do Teorema de Stone que o grupo {etc }tER é definido por 

para t 2: O 
para t ::; O 

onde e são os Co semigrupos de contração gerados por C e respectiva-

mente. Considerando S = A' x o isomorfismo de Y em é fácil ver que SU+(t)S- 1 

e SU_(t)S-1são semigrupos de classe C 0 em X gerados por scs-1 e -SCS-1 respecti­

vamente. Segue do Teorema 1.4.2 que U+(t)iy e U_(t)iy. as restrições de U+(t) e U_(t) 

ao subespaço Y, são semigrupos de classe C0 em Y. Portanto e'cly• a restrição de e'c a 

Y, é um grupo em Y. De forma análoga podemos mostrar que e-tcly é um grupo em Y. 

Falta provar que o grupo e'ciY é unitário. Mas, pela observação feita após a Definição 

1.3.6, basta mostrar que etCIY preserva a norma. Isto realmente ocorre, pois, 

o que encerra a demonstração do lema. 

Segue dos lemas 3.0.3 e 3.0.4 que 

\\B(t, ut) 1tllx = 1\SA(e-'cut)s-1 k- A(e-'cut) 1tllx::; c.co lle-tcu!IIY k lx 
= C.Co 111iflly ll1tllx 

il~il ::0: c.co.R! k ]i . 
; !X 

desigualdade acima finaliza a verificação da segunda condição. 

D 

Passando à terceira condição, segue da definição de .4(t, ut) e do fato de que e-tc é 

um grupo unitário em Y que Y Ç Dom(Ã(t, ut)). 



~ 
Seja Jt E Y, k = e-<CJ! e Ti!= e-tCTJt. Temos que 

IIÃ(t, 
11 

vi X= IIA(Ti!)kllx = iiauàxkdlu + jjbvàxk2ilu 

< I!Bxkl]Joc + Jbj JJu j]8xk2 

<c c [l'k li li ' l'k :.'1'"' - 1. o. 'i 1 li 8 I i L2 -:- I 2 ' v 

< ll~k 11 q..,...,r'l - ' ii-,..-,711 ilo.Tjj 
- C1.C0 li liY ii U I X- Cl.CO 1: Y y ii U· X 

:S c1.co llltliy J!W :S c1.co.R IIJ/]jy, 

. 4-. cri>' B 1Y X'' ou S8J a, . ( t, W ) E \ , J. 

Seja E ,yEYetoE que 

\[Ã(t, 7)- Ã(to, ?)Jltil 
I , X 

:::; IIA(e-C'z?)e-CtJ!- A(e-C<oz?)e-CtoJtllx + \l(e'c- e'oc) llx 

:::; \IA(e-tCz?)(e'c- etoC)Jt\lx + \I[A(e-C'z?)- A(e-Ctoz?)]e-CtoJt\\x 

+ 1\ ( e'c - e'oC) 17 'I' I '- X 

:::; cl.co 11-z'!!x 1\(e'c- e'oC)Jt\1 + \\[A(e-C'z?- e-Ctoz?)]e-CtoJt\\x 

+ \\(e'c- e'oc)17\lx 

:S c1.Co 11-z'llx \\(e'c- etoC)Jt\IY + c2\l(e-Ct- e-Cto)?l\x IJJ/IIY 

+\I (e'c- e'oC)17\\x' 
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(3.12) 

(3.13) 

onde 17 = A(e-Cto?)e-C'oJt. "Csando o fato de que ect é um grupo unitário fortemente 

contínuo, segue que cada parcela da última desigualdade de (3.13) tende a zero quando 

t-+ to, portanto a aplicação t-+ .4(t, vi) é fortemente contínua. 

A quarta condição segue do seguinte fato• 

1

1l_r4ít W)- Ã(t 7)1Jtll = il4(e-c'w- 8 -c'?)e-c'..,..-,ry 11 ! L~ \ J - : j i X i!- ' IIX 

:S c1.co 1\e-c'ur- e-Ctz?\\x \le-C'Jt\\Y 

o que encerra a demonstração do teorema. 
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O teorema seguinte mostra a dependência contínua da solução obtida no Teorema 

3.0.2. dos dados iniciais. 

Teorema 3.0.5 A solução vJ do problema {3. depende continuamente do dado inicial 

u0 E Y. 

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.1 basta mostrar que a seguinte condição é satisfeita 

para cada vJ, 7 em W: 

jjB(t, vi)- B(t, 7)1jB(X) :'S: !13 ilvi ?i!r · 

temos 

Chamando V= e-Ctv) = ( ~) , )/ = cct-y = ( ~~ ) e r= e-CtT = c~ ) 
temos que 

li ( a[A' JM(-u-yl)- Af(u-yl)A']i\
1
-'A - 1

0xh ) ~~ 
= li b[A' M(v-yz)- M(v-y,)As]i\1-si\ -1f)xl2 lx 

,, [\s~1 ~" -\''\1-s 1\-1, z 'i + l'b-l\'ê" '1 \s1,\1-s\-1,111 = lia: 1~< (u-yl) - iVl(u-yl)• j~ • Ux l liL2 li I 1Vl(v-yz) - ..LY (t;-yz)~ j~ J. Ux 2 L'2 

::; c.co{llu- Y1ils lll1llu + - Y2ll, lll2llu} :S c.co 1111- Y'IIY [rt 
= C.Co li vi- 7jly lk lx- 0 



Apêndice 

H 'I 

H3 

Figura 1. SistemB de dois fluidos com .um par de pycnoclines. 

4G 
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\ 
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Gráfico l. Gráfico da função f(:r) = :r/sinh(x). 
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Gráfico 2. Gráfico da função f(x) = lxl- xcoth(x) + 1. 
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Gráfico 3. Gráfico da função f(x) = lxl- xcoth(2x) + 1/2. 
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Gráfico -4. Gráfico da função f(x) = [xl- xcoth(3x) + 1/3. 
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