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Resumo

Em 1963, F. J. MacWilliams desenvolveu as chamadas identidades de MacWilliams, que es-
tabelecem, em particular, relagoes entre a distribuicao de pesos de cédigos possuindo alta
taxa de informagao e codigos com baixa dimensao. Consideramos neste trabalho a familia de
métricas poset-block, uma pouco explorada generalizacao tanto das métricas de bloco quanto
das métricas poset, e consequentemente da classica métrica de Hamming. Efetuamos uma
descrigao detalhada dos espagos munidos com tais métricas com énfase na teoria de cédigos e
em seguida tratamos do problema que surge naturalmente neste contexto: a caracterizagao dos
espacos que admitem uma identidade do tipo MacWilliams, ou seja, a classificagao das métricas
que permitem relacionar unicamente o espectro de um codigo com o de seu dual. A principal
técnica utilizada nesta classificacao é a teoria de caracteres sobre corpos finitos, incluindo ai a
transformada de Hadamard, a férmula da soma discreta de Poisson e as relagoes de ortogona-
lidade existente entre caracteres. Tal técnica foi proposta inicialmente por F. J. MacWilliams
e utilizada posteriormente por H. K. Kim e D. H. Oh na classificacao das métricas poset que
admitem identidades do tipo MacWilliams. Nosso principal objetivo é portanto classificar os
espacos poset-block que admitem uma identidade do tipo MacWilliams. Como consequéncia
desta classificacao, através dos polinomios de Krawtchouk, obteremos expressoes explicitas para

estas identidades.

Palavras-chave: Cddigos Corretores de Erros (Teoria da Informacao), métricas poset-block,

identidade de MacWilliams.



Abstract

In 1963, F. J. MacWilliams developed the so-called MacWilliams identities, which establish,
in particular, relations between the weight distribution of codes having high information rate
and codes with low dimension. In this work we consider the family of poset-block metrics,
a little explored generalization of both error-block and poset metrics, and hence also of the
classic Hamming metric. We perform a detailed description of the spaces equipped with such
metrics with emphasis in the coding theory and then we treat the problem that arises naturally
in this context: the characterization of the poset-block metrics that admit a MacWilliams-type
identity, in other words, the classification of metrics that allow to relate uniquely the spectrum
of a code with the spectrum of its dual. The main technique used in this classification is the
theory of characters over finite fields, including the Hadamard transform, the discrete Poisson
summation formula and the orthogonality relations between characters. Such techniques were
proposed initially by F. J. MacWilliams and used posteriorly by H. K. Kim and D. H. Oh in the
classification of the metrics that admit a type of MacWilliams identity. Our main goal is there-
fore to classify the poset-block spaces that admit a MacWilliams type identity. As consequence
of this classification, through the Krawtchouk polynomials, we will obtain explicit expressions

for those identities.

Keywords: Error-Correcting Codes (Information Theory), poset-block metrics, MacWilliams

identity.
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Introducao

Em 1948, com a publicagao do célebre artigo “A Mathematical Theory of Communication”
[25], Claude E. Shannon desenvolveu um modelo matemético para a teoria de comunicagao.

Um sistema de comunicacao pode ser esquematizado de forma resumida como na figura abaixo:

Fonte Codificador ——m—ﬁ Decodificador Destino

Canal

Figura 1: Estrutura de um sistema de comunicacao.

A fonte é a parte do processo de comunicacao responsavel por gerar as mensagens que de-
verao ser enviadas a um destinatario. O codificador tem a funcao de codificar a informacao de
maneira que ela possa ser enviada por um meio, tal meio é chamado de canal e a informacao
codificada é chamada de cddigo de fonte. O canal representa um modelo matematico do meio
fisico pelo qual o cédigo de canal trafega, por exemplo: fibra éptica, wireless, etc. Para que o
destinatario possa interpretar a mensagem gerada pela fonte, é necessario um processo de de-
codificacao, transformando assim o cédigo de canal em uma mensagem que devera ser entregue

ao destinatario, tal funcao é desempenhada pelo decodificador.

Através do meio pelo qual a mensagem codificada trafega, é possivel e esperado que hajam
ruidos (tais ruidos resultam em interferéncia na transmissao e consequentemente em erros na
recepcao do cddigo de canal). O estudo da teoria de cédigos consiste portanto em transformar
a mensagem em codigo de canal, detectar e corrigir erros na recepgao e em decodificar o cédigo

de canal.

Como ponto de partida para a criacao de um cédigo corretor de erros, tomamos um conjunto

finito A chamado de alfabeto. Um codigo corretor de erros é um subconjunto de A", ou seja,



Introducao

é um subconjunto das palavras de comprimento n geradas pelo alfabeto A. Os elementos do
codigo sao chamados de palavras-codigo. Em particular, se o alfabeto ¢ um corpo finito F,
um subespago vetorial de F ¢ chamado de cddigo linear, tais codigos sao significativamente

importantes nessa teoria pois permitem uma facil implementagao.

No processo de codificacao de uma mensagem, acrescentamos redundancia para que possa-
mos detectar os erros ocorridos. Uma medida para a quantidade de informacao contida num
cédigo €, e consequentemente da quantidade de redundancia utilizada no cédigo, é a taza de
informagao. Sendo R = (logq M)/n, onde q é a cardinalidade do alfabeto, n é o comprimento
das palavras e M é a quantidade de mensagens da fonte, dizemos que a taxa de informacao do
cédigo € é R digitos por palavra-cédigo. Em geral, buscamos construir cédigos eficientes que

possuem a maior taxa de informagao possivel.

Sendo Fj o espago vetorial das n-uplas sobre o corpo finito F,, a decodificagao é feita
por maxima verossimilhanca, considerando apenas a estrutura probabilistica do canal, ou seja,
interpreta-se uma mensagem recebida como sendo a palavra cédigo mais provavel de ter sido
enviada. Este tipo de decodificagao pode ser definido em termos métricos, considerando-se a
métrica de Hamming, apresentada em [5] por R. Hamming: interpreta-se a mensagem recebida
como sendo a palavra cdédigo que difere desta em uma quantidade minima de coordenadas.
Devido ao interesse em generalizar problemas cléssicos da teoria de codigos e aplicagoes em
criptografia (veja, [20] e [4]), em meados da década de 90, surgiram novas familias de métricas
com o objetivo de serem utilizadas no contexto de cddigos corretores de erros. Dentre essas
familias estdo as métricas poset e as métricas de bloco. Em 2008, Firer, et al [1] apresentaram
a familia de métricas poset-block que generaliza tanto as familias de métricas poset quanto as
de métricas de bloco e consequentemente a métrica de Hamming. Muito da teoria classica tem
sido generalizada para codigos em espagos munidos com essas métricas, como pode ser visto

por exemplo em [10], [15] [9] e [§].

Misturando as métricas poset e de bloco, obtemos espagos com caracteristicas métricas
particulares surgindo um amplo campo de pesquisa, com questoes como, por exemplo, a classi-
ficacao dos cédigos perfeitos. Tais problemas surgem pois as métricas poset e de bloco possuem
efeitos opostos nas distancias: as métricas de bloco diminuem as distancias quando aumenta-
mos a dimensao dos blocos e as métricas poset aumentam as distancias quando aumentamos

as relagoes do poset.
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Ao se considerar apenas codigos lineares, buscar codigos eficientes possuindo alta taxa de
informacao é equivalente a maximizar a dimensao do c6digo pois, nesse caso R = k/n onde k
¢ a dimensao do cédigo. Neste contexto é natural que o cédigo dual possua dimensao baixa.
Portanto a busca por relagoes entre invariantes de um cédigo e de seu dual é um problema
de valor singular, pois de modo geral ¢ mais facil determinar os invariantes de cédigos de
dimensao baixa. Uma dessas relagoes foi proposta em [17] por F. J. MacWilliams, permitindo
determinar a distribuicao de pesos de um cédigo através da distribuicao de seu dual. Estas
relacoes recebem o nome de Identidades de MacWilliams. Com o surgimento de novas métricas
aplicadas a teoria de codigos, pesquisadores tem se esforcado para expressar identidades do tipo
MacWilliams (identidades que estabelecem relagoes entre a distribui¢ao de pesos de um cédigo
e de seu dual) nessas novas familias de métricas, tal interesse se deve pela importancia pratica
da distribuicao de pesos de um cédigo, pois permite por exemplo calcular a probabilidade
de erro do cddigo. Em 2005, Kim e Oh [12] mostraram que para um espa¢o admitir uma
identidade do tipo MacWilliams é necessario e suficiente que o poset (conjunto parcialmente
ordenado) possua uma ordem hierdrquica. Neste trabalho, estenderemos este resultado para as
instancias que ainda permanecem abertas, as métricas poset-block (e métricas de bloco como

caso particular).

A organizacao do trabalho é esquematizada da seguinte maneira: No Capitulo 1 descreve-
mos alguns conceitos de conjuntos parcialmente ordenados necessarios e posteriormente defini-
mos as métricas poset-block efetuando uma descricao dos espacos munidos com tais métricas.
No Capitulo 2, desenvolvemos a teoria de codigos com base nas métricas poset-block, apre-
sentando os conceitos de distribuicao de pesos e demonstrando a Identidade de MacWilliams
classica (para espagos de Hamming). No Capitulo 3, estabelecemos as condigoes necessérias e
suficientes para que um poset-block admita uma identidade do tipo MacWilliams e em seguida
explicitamos tais identidades. Para o desenvolvimento dos Capitulos 2 e 3, necessitamos da
teoria de caracteres sobre corpos finitos e dos polinomios de Krawtchouk. Procurando tornar
este texto mais auto-contido e ao mesmo tempo permitir uma fluéncia maior na leitura das
demonstragoes principais, optamos por apresentar uma breve resenha de definigoes e resultados

relativos a estes assuntos nos Apéndices A e B.




CapiTULO 1

Métricas Poset-Block

Neste capitulo, apresentaremos as nogoes basicas sobre conjuntos parcialmente ordenados, para
posteriormente, definirmos as métricas poset-block, que serao os objetos principais deste tra-

balho. Todos os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [19].

1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Sejam X e Y conjuntos nao vazios. Uma relacdo bindria sobre X e Y é qualquer subconjunto
R do produto cartesiano X X Y. Se (z,y) € R, ou seja, se x se relaciona com y, escrevemos
rRy. Se R é uma relacao binaria em X x X dizemos simplesmente que R é uma relagao bindria
em X. Uma relagdo de ordem parcial num conjunto X, é uma relacao bindria < que satisfaz
para todo x,y, z € X, as seguintes condigoes:

(i) < = (Reflexiva);

(ii) Sex K y ey < x, entdo x = y (Anti-simétrica) e

(i) Sex x yey =< z, entdo = < z. (Transitiva).

Uma relagao de ordem parcial em X ¢ dita total se x < y ou y < x para todo z,y € X.

Definicao 1. Se < ¢ uma relacdo de ordem parcial em X, chamaremos o par ordenado P =

(X, =) de poset (do inglés, partially ordered set).

4



1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Observagao 1. Eventualmente denotaremos a ordem do poset P = (X, <) por <p e diremos
que P é um poset em X, além disso, se x € X, com um abuso de notacao, diremos que x € P,

ou seja, representaremos o conjunto X pelo poset P.

Se x,y € P sao tais que z <p y ou y <p x, dizemos que x e y Sa0 compardveis, caso
contrario, sao ditos incompardveis. Um poset P é dito cadeia, ou linear, se a relagao de ordem
< p for total, ou seja, se quaisquer dois elementos de P forem comparéaveis. Um poset é chamado

de anticadeia, ou antilinear, se quaisquer dois elementos distintos forem incomparaveis.

Se M é um conjunto finito, o poset P em M ¢é dito um poset finito. Caso nao haja mengao
em relagao a cardinalidade dos posets, estaremos assumindo serem posets finitos. Na literatura
encontra-se diversas ferramentas para representagao de posets, consulte [19], representaremos
geometricamente um poset P através do diagrama de Hasse, neste diagrama, os elementos de M
sao representados por vértices e as relagoes entre dois elementos x e y de M sao representadas
por arestas, convencionando-se que x estd abaixo de y se, e somente se, x # y, T <p Yy € Nao

existe um terceiro elemento z € M tal que z <p 2 <p ¥.

Exemplo 2. Seja M = {a,b,c,d} o conjunto com relagio de ordem parcial dada por: a <p c,
a xp deb xp d. FEntao, o diagrama abaizo é uma representacao do poset P através do

diagrama de Hasse.

a b

Definicao 3. Sejam P um poset em M e I um subconjunto de M. Se para todo x € I ey € M
satisfazendo y Xp x tém-se que y € I, entao I € dito um ideal de P. Se A é um subconjunto
de M, denotamos por (A)p o menor ideal de P contendo A, que chamaremos de ideal gerado

por A. Se A = {x1,..,x,}, o ideal gerado por A serd denotado por (xy,..,x,)p ao invés de
<{£I§'17 .y l’n}>p
Proposicao 4. Se {Ay, ..., Ay} € uma familia finita nao vazia de ideais de um poset P, entao

NE_ A; € um ideal de P.

Sendo P um poset finito, o conjunto O(P) de todos os ideais de P é também finito, logo, se

A é um subconjunto de P, como a intersecao finita de ideais é um ideal e P é um ideal contendo

5



1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

A, entao o ideal gerado por um conjunto sempre existe e

<A>P: m [7

I€O(P)
AcCI

ou seja, o menor ideal de P contendo o conjunto A é a intersecao de todos os ideais de P

contendo tal conjunto.

Proposicao 5. Se {Ay, ..., Ay} € uma familia finita ndo vazia de subconjuntos do poset P,

U<Az->p=< Ai> .

Definicao 6. Seja I um ideal de um poset P. Um elemento x € I ¢ dito mazximal em I se
para todo y € I satisfazendo x <p y tivermos que x =y, é dito minimal se para todo y € I
satisfazendo y Xp x tivermos que y = x. Denotaremos por Maz(I) e Min(I) os conjuntos dos

elementos maximais e minimais de I respectivamente, isto €,

Min(I) & {x € I:2 é minimal em I} e Max(I) = {x €I :x é mazimal em I}.

Seja P um poset em M, se N é um subconjunto de M, e @) é um poset em N tal que para
todo z,y € N tem-se que = <¢ y se, e somente se, z <p ¥y, diremos que a ordem de @ ¢
uma ordem induzida do poset P. Se P e () sao posets tais que a ordem de () é induzida pela
ordem de P, diremos que () é um subposet de P, sendo assim, () sera dito uma cadeia de P se
() for um poset do tipo cadeia, nesse caso, definimos o comprimento da cadeia () como sendo
a cardinalidade de N. O conjunto das cadeias de P sera denotado por Cp. O posto de um
elemento x € P, denotado por rp(z), é o comprimento da maior cadeia de P contendo x como

elemento maximal, ou seja,
rp(r) = max{|S|: S C (x)p e S € Cp },
onde |S| denota a cardinalidade do conjunto S, com isso, definimos a altura do poset P por
h(P) £ max{rp(z) : x € P}.

Definigao 7. Sendo P um poset em M tal que h(P) =t. Dado i € {1,--- ,t}, o subconjunto

de P contendo todos os elementos de posto i serd denotado por

L2 {r e P:rpx) =1},

6



1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

e chamado de i-ésimo nivel do poset. Definimos a estrutura de nivel de P como sendo a t-upla

Lp = (ITpl TR+ 75D

Se P é um poset de altura ¢, é claro que T'}, coincide com o conjunto dos elementos minimais
de P. Por outro lado, de modo geral, podemos apenas afirmar que os elementos de '}, sdo

maximais em P, sem necessariamente conter todos estes elementos.
Exemplo 8. No poset P do Ezxemplo 2, temos que a estrutura de nivel de P € dada por

Lp=(2,2), onde Tk = {a,b} e % = {c,d} sio os niveis 1 e 2 do poset respectivamente.

Se P e (Q sao dois posets tais que M; N My = (). A soma ordindria entre P e (), denotada

por P & @ é uma relacao bindria em M; U M, definida da seguinte maneira:

T <py, quando z,y € M,
TIPeQ Y= T=<QUY, quando z,y € My
rePeyeq.

E claro que <pgg ¢ uma ordem parcial em M; U M,, logo P & () é um poset em M; U M,
e portanto a soma ordinaria é uma operacao associativa mas nao comutativa e fechada no
conjunto dos posets. A generalizacao da soma ordindria para n posets segue naturalmente

somando-se dois a dois.

Exemplo 9. Sejam P = ({1,2,3},X) e Q = ({4,5}, <) dois posets anticadeia. O diagrama de
Hasse do poset P ® @ ¢ dado por:

1 2 3

Definicao 10. Sejam P e Q) dois posets. Dizemos que uma aplicacio f : P — @ € um

homomorfismo de ordem se, para todo x,y € P tais que x <p y tivermos que f(x) <q f(y).

Como consequéncia da Definicao 10, qualquer funcao que possuir como dominio uma anti-
cadeia serd um homomorfismo de ordem. Se () é um subposet de P, a aplicagao de inclusao
1 : @) — P define um homomorfismo de ordem. Reciprocamente, se P e () sao dois posets tais
que a aplicacao de inclusao 7 : () — P é um homomorfismo de ordem, entao () é um subposet
de P.




1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Exemplo 11. Sejam P e ) dois posets com diagramas de Hasse
b

w

respectivamente. A aplicacio f : P — Q definida por f(a) =1, f(b) =3 e f(c) =2, é um

homomorfismo de ordem.

Pelo Exemplo 11, temos que 2 <¢g 3, porém f~(2) e f~!(3) sdo incompardveis. Portanto,
se f for um homomorfismo de ordem bijetor, em geral nao podemos afirmar que f~! define um

homomorfismo de ordem.

Definicao 12. Um homomorfismo de ordem € dito um isomorfismo de posets se for bijetor e
sua tnversa for um homomorfismo de ordem, neste caso, dizemos que os posets sao isomorfos.

Um isomorfismo de poset sobre si mesmo € dito um automorfismo.

Definicao 13. Dados P um poset e B um conjunto nao vazio. Se g : P — B € uma bijecao e
Q € um poset em B tal que a aplicagio f: P — Q definida por f(x) = g(z) € um isomorfismo

de ordem, diremos que <¢g € uma ordem parcial em B induzida pela aplicacao g.

Tomando por conveniéncia my = 0, diremos que um poset P com estrutura de nivel
(my, -+ ,my) possui um rotulamento natural se I's = {mo+my+- - -+m;_1+1,- -+ ,my+---+m;}

para todo i € {1,--- ,t}.

Exemplo 14. O poset Q = ({1,2,3,4},<¢g) com relagdo de ordem parcial determinada pelo

diagrama de Hasse abairo, é um poset com rotulamento natural e estrutura de nivel (2,2).

3 4

Mostraremos que todo poset finito é isomorfo a um poset com rotulamento natural, desta
forma, nao perderemos em generalidade se trabalharmos apenas com posets rotulados natural-

mente. Defina [m] = {1,---,m}, temos entdo o seguinte teorema:

8



1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Teorema 15. Seja P um poset finito em M com m elementos, entao existe um poset () em

[m] com rotulamento natural isomorfo a P.

Demonstra¢ao. Suponha que (mq,--- ,m;) seja a estrutura de nivel de P, defina g : P — [m]
tal que para todoi € {1,--- ,t}, 'y = {g " (mo+my+---+m_1+1), -+, g7 (my+---+my)}.
Seja < a ordem em [m] induzida pela aplicacdo g. Portanto, a aplicagdo f : P — @ definida
por f(z) = g(x) é um isomorfismo de ordem, além disso, por construgao, @) esta rotulado

naturalmente. |

Exemplo 16. Sejam P e Q) os posets dos Exemplos 2 e 14 respectivamente, a aplica¢do f :

P — Q definida por f(a) =1, f(b) =2, f(c) =3 e f(d) =4 € um isomorfismo de posets.
Apresentaremos agora familias de posets que se destacam no contexto de cédigos corretores

de erros.

Exemplo 17. (Cadeia e Anticadeia) Os posets cadeia denotados por C e anticadeia denotados

por A, possuem diagrama de Hasse

m @
(m-—1)@
e o ° ° °
1 2 (m—1) m
2 @
1 @
respectivamente.

Exemplo 18. (Niederreiter-Rosembloom-Tsfasman N'RT ) O poset NRT € obtido através da
uniao finita e disjunta de cadeias de mesmo comprimento. Se C; sdo cadeias de comprimento
m em {i,n+i,2n+14,---,(m—1)n+i} para todo i € {1,--- ,n}, entao o poset NRT obtido

pela uniao dessas cadeias € um poset sobre [mn| dado pelo sequinte diagrama de Hasse:




1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

®(m—-—1)n+1 ®(m—1)n+2 om-—1 ® mn
®(m—-—2)n+1 ®(m—2)n+2 ®(m—1n-1 ®(m—1)n
®on+1 ®n+2 ®2n—1 ®2n

o1 @2 on—1 on

Exemplo 19. (Coroa) Seja CR o poset em [2m] definido da sequinte maneira: 1 < m + 1,
I1<2m,ixm+ieixm+i—1 para todoi € {2,3,--- ,m}. Tal poset é chamado de coroa
e possui o sequinte diagrama de Hasse:

(m+1) (m+2) (m+3) (2m —1) 2m

1 2 3 (m—1) m
Exemplo 20. (Hierdrquico) Para todo i € {1,--- ,t}, seja A* um poset anticadeia tal que

|-Ai| =m; € F}Ai ={mo+my+---+mi_1+1,--- ,my+---+m}. O poset H com estrutura

de nivel (myq,--- ,my) definido por
H=A'alLo oA,

é chamado de poset hierdarquico. O poset do Exemplo 9 é um poset hierdrquico com rotulamento

natural e estrutura de nivel (3,2).

Note que as classes de posets apresentadas nos exemplos anteriores nao sao disjuntas. A
classe de posets hierarquicos se destaca, pois contém as classes de posets cadeia e anticadeia,

além disso, se intercepta com as classes dos poset coroa e N'RT.

Definigao 21. Sejam P e @ dois posets em [m]. Uma bijecio f : P — @Q ¢é dita um anti-
1somorfismo se

ixpj <= f(j) <q fi).

para todo i,j € P.
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1.2 Espagos com Métricas Poset-Block

Definicao 22. Sendo P um poset em [m], o poset P em [m] com ordem parcial dada por
LpJ—=J]=pri,
serd chamado de poset dual de P.

A ordem parcial em [m] definida por P é a tinica que faz com que a aplicacdo identidade
id : P — P seja um anti-isomorfismo, portanto Flf coincide com os elementos maximais de P,

ou seja, Max(P) = Min(P).

1.2 Espacos com Métricas Poset-Block

Sendo F, um corpo finito com g elementos, denote por Fy o espago vetorial das n-uplas sobre F,.
Construiremos uma familia de métricas sobre Fy' que posteriormente serao utilizadas no contexto
de teoria de codigos. A métrica mais importante nesse contexto em termos de aplicacoes
praticas é a de Hamming, definida em [5], tal métrica é utilizada geralmente em cddigos e
espagos vetoriais sobre o corpo com dois elementos Fy. A métrica de Lee ([27] e [13]), definida
na década de 50, também ¢é uma métrica que desperta interesse em teoria de cédigos, porém
nao a trataremos aqui, pois veremos que uma métrica poset-block, objeto principal de estudo
desse trabalho, coincide com a métrica de Lee apenas em algumas situagoes cléssicas (Hamming

bindrio e terndrio).

Sejam n e m dois inteiros positivos tais que m < n. Se P é um poset em [m] e 7 : [m] — N*
é uma aplicacdo tal que Y ;" m(i) = n, diremos que o par (P,m) é um poset-block em [m].
Denote k; = 7 (i), entao

VéFsle’;?x---xF’;m

¢ um [ -espago vetorial isomorfo a Fy. Portanto, dado u € Fy, existe uma tnica decomposicao
u = (uy,- -+ ,uy,) de maneira que u; € IF’;Z' para todo i € [m], em virtude disso, chamaremos
o conjunto [m] de m-coordenadas de Fy e a aplicacdo 7 de dimensionamento do poset P (pois

associa uma dimensao k; a cada elemento i € P).

Definigao 23. Dado u € F?

y» 0 T-suporte de u € o conjunto das m-coordenadas de Fy para as

quais u; € ng é nao nulo, ou seja,

suppr(u) = {i € [m] 1 u; #0 € Fi'}.

11



1.2 Espagos com Métricas Poset-Block

Quando k; = 1 para todoi € {1,--- ,m}, o w-suporte de u serd denotado por supp(u) e chamado

de suporte de u.

Definigao 24. O (P, w)-peso de um elemento u € ¥y € a cardinalidade do ideal de P gerado

pelo mw-suporte de u, ou seja,

wpm (u) & [(suppx(u)) pl.
Sejam u e v elementos de F;'. A (P, 7)-distancia entre u e v é definida por
dipr) (U, v) £ wipqy(u—v).
Teorema 25. (Métricas poset-block,[1]) Se (P, ) € um poset-block em [m] sobre Fy, entdo a

(P, m)-distancia é uma métrica em Iy .

Demonstracao. E claro que a (P, 7)-distancia é positiva e d(p (u,v) = 0 se, e somente se, u = v
para todo u,v € Fy. A propriedade de simetria também é evidente do fato de supp.(u —v) =
supp,(v — u) para todo u,v € ;. Basta entdo mostrar que d(pr) satisfaz a desigualdade

triangular. Dados u,v, w € Fy, temos que
d(pm(u,v) = wipm(u—v) =wpmn(u—w+w-—0v).

Tomando = u — w e y = w — v, para concluirmos a prova resta verificar que wip . (z +y) <

wipm(x) + wpm(y). Para tanto, note que supp,(x + y) C supp.(x) U supp(y), portanto
wpm (& +y) = [(suppz(2 +y)) p| < [(supps(x) U supp=(y)) p|-
Pela Proposicao 5 e como |[(supp.(x) U supp=(y)) p| < [(supp=(x))p| + |{supp,(y))p|, segue que

|(supp=(2) U suppx(y)) p| = |(supp=(2)) p U (suppx(y)) Pl
< [(supp=(x)) p| + |(supp=(y)) p|
= wpm(T) + wen(y).
Portanto d(p (u,v) < wipx(z) + wipm(y) = dipx (v, w) + dipm(w,v). [ |
Chamaremos a métrica d(p ) em Fy de métrica poset-block ou (P, )-métrica, o par ordenado

(F7, d(pr)) serd chamado de espago poset-block ou (P, w)-espago.

Definicao 26. Seja (P, 7) um poset-block em [m], a estrutura (P, =) € dita poset-block dual de
(P,7) se P for o poset dual de P.

12



1.2 Espagos com Métricas Poset-Block

Observagao 2. Se (P,m) € um poset-block, com um abuso de notagao, identificaremos os ele-
mentos do poset P como sendo elementos do poset-block (P, ), isto é, i € P se, e somente se,

ie(Pm).
Defini¢ao 27. Uma aplica¢io f : (P,m) — (P, m) € um homomorfismo de poset-block se f

for um homomorfismo de ordem entre os posets P e Py, e m(f(7)) = w(j) para todo j € P.

Defini¢ao 28. Se f : (P,m) — (P, m) é um homomorfismo bijetor de poset-block, entao f
serd dito um isomorfismo de poset-block se f~1 for um homomorfismo de poset-block, neste

caso, diremos que (P, ) e (P, m) sao isomorfos.

Pela Definic¢ao 28, se P e P, forem isomorfos e w1 (f(j)) = 7(j), entdo (P,m) e (P, m) s@o

isomorfos enquanto poset-block.

Definigao 29. Sejam (P,7m) e (Py,m) dois poset-block. Diremos que uma aplicagio f :

(F7,dpmy) — (Fy, dipy x)) € uma isometria, se para todo u,v € Fy,

d(PJr) (u7 U) = d(Pl,m)(f(u)a f(U))

Neste caso, diremos que o (P, )-espago e o (Py,m)-espago sao isométricos.

Definigao 30. Se (P, 7) € um poset-block com t niveis, para todo i € {1,--- ,t}, defina
b 2>k,
jers,
como sendo a soma da dimensdo associada por m dos elementos do i-ésimo nivel de P, que

chamaremos de dimensao do i-ésimo nivel de P.

Se (P, ) é um poset-block em [m] sobre F} tal que (my,---,m;) é a estrutura de nivel de
P,entafon =by+---+bem=my+---+my. Dadoi € {0,1,---,t}, no decorrer desse

trabalho usaremos as seguintes notacoes:

e bp=0,mg=0¢e ky=0;

® 'r/n\i:m—(mo—i—ml—i—‘~+mi)e
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1.2 Espagos com Métricas Poset-Block

e Sei#0, r;=mg+my+-+m;_q;

De maneira semelhante ao efetuado nos posets, mostraremos que, a menos de isomorfismo de

poset-block, podemos admitir que o poset associado ao poset-block esta rotulado naturalmente.

Teorema 31. Se (P, m) € um poset-block com estrutura de nivel (mq,--- ,m;), entao existe um

poset-block (Py,m) em [m] isomorfo a (P, ) tal que P, possui rotulamento natural.

Demonstracao. Pelo Teorema 15, existe um poset P; com rotulamento natural e um isomorfismo
g: P — Py. Sem éaaplicagao de dimensionamento do poset P; definida por m(j) = m(g7(5))
para todo j € [m], ou seja, m1(g(j)) = 7(j), entdo f : (P,w) — (Pi,m) definida por f(j) = g(j)

é por construcao um isomorfismo de poset-block. |
Coroléario 32. Se (F},dpr)) € um (P, 7)-espago, entdo existe um (Py, m)-espago (F7, dp, x,))

isométrico ao (P, W)—espago (Fy, d(pm)) tal que o poset Py seja rotulado naturalmente.

Demonstracao. Pelo Teorema 31, existe um poset-block (Py, 1) e um isomorfismo o : (P, 7) —

(P1,m) onde Py é um poset rotulado naturalmente. Denote 7(j) = k} e m(j) = kj, entao o

mapa
g o (Fvx - xFim dipm) — (IE‘];/1 X e X IE‘];;",d(plm))
(vi,++, Um) — (Vo) Vo(m)
é, por construgao, uma isometria linear. |

Pelo Corolério 32, segue que do ponto de vista métrico, o (P, w)-espago e o (P, m)-espaco
sao essencialmente equivalentes. Além disso, se (P, 7) é um poset-block tal que P é um poset

com altura ¢ rotulado naturalmente, entao todo elemento u de [ pode ser descrito da seguinte

forma:
h(P) m; keri+9)
u= E E E ur +]€s (4,5,1)
=1 j=1 I=
onde uiiH € IF, s@o escalares, (my,--- ,m;) é a estrutura de nivel de P e

{esign n1<i <h(P), 1< <mi 1 <1< by}
é a base canonica de F definida de forma que s(i,j,1) = [ + Z”ﬂ 'k

Observagao 3. Por questao de conveniéncia, identificaremos as propriedades do poset como
sendo também propriedades do poset-block, por exemplo, se P € hierdrquico, diremos que o

poset-block (P, ) € hierdrquico.
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1.2 Espagos com Métricas Poset-Block

Se (P, m) é um poset-block com estrutura de nivel (my,--- ,m;), defina por
A b by
V=F!x---xF,

o espago vetorial sobre F, isomorfo a Fy. Dado u € Fy, existe uma tnica decomposigao de u da

forma u = (u', -+, u) onde u' € FZZ’, além disso, se (P, 7) estd rotulado naturalmente, entao
, ) Y . .

U= (Upyy1y s Upprm,) € tal que u,, 4 ; € Fg""” . Eventualmente usaremos a seguinte notagao:

ikl (i1 t b,

utt = (ut - ut) e F

Mostraremos agora o quao abrangente sao as estruturas de poset-block que definimos. Seja

(P, m) um poset-block em [m], entdo:
e Se a estrutura de blocos ¢ trivial, ou seja, 7(j) = 1 para todo j € [m]. Dados u,v € Fy

segue que

dp.m(u;v) = [(supp-(u = v))p| = [(supp(u = v))p| = dp(u, v),

ou seja, a métrica poset-block d(pr) coincide, neste caso, com a métrica poset dp definida

em [2[;

e Se (P,m) é um poset-block em [m] tal que P = A, ou seja, P é anticadeia. Para todo
U,V € IE‘;L

dpm(u,v) = [(suppr(u — v)) p| = |suppz(u = v)| = dr(u, v),

portanto, neste caso, a métrica poset-block d(pr) coincide com a métrica de bloco d

definida em [4], também conhecida como 7-distincia.
e Se (P,m) é um poset-block tal que P = A e a estrutura de blocos é trivial, segue que
dipxy(u,v) = [(suppr(u — v)) p| = |supp(u — v)| = |supp(u — v)| = dg(u,v),

ou seja, a (P, m)-métrica d(pr) coincide com a métrica de Hamming dp.

Portanto, a familia das métricas poset-block contém ambas as familias das métricas poset e
das métricas de bloco, e consequentemente contém a métrica de Hamming. Seja p um ntmero

primo, dados u,v € Fy, a métrica de Lee em F}; é definida por

n
dL(U,U) é Z |uz — Ui|L
=1
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1.2 Espagos com Métricas Poset-Block

para todo u,v € F} onde
|ui — vl = min{|u; — vil, p — |u; — vi]}

e |.| denota o valor absoluto usual em R. E claro que se p € {2,3}, d;, = dy. A proposicao a
seguir mostra que exceto nos casos onde a métrica de Lee coincide com a métrica de Hamming,

nao existe um poset-block (P, ) tal que dp, = d(p).
Proposicao 33. Seja p um nimero primo maior que 3, entdo ndao existe uma (P, 7)-métrica

que coincida com a métrica de Lee em F}.

Demonstragao. Seja (P, ) um poset-block em [m], podemos supor sem perca de generalidade

que (P, 7) estd rotulado naturalmente. Tome u € F} tal que

h(P) m;

onde [z] denota a parte inteira do niimero real z, logo d(pr)(y,0) =m e di(y,0) = m |&], ou
seja, dipr) # dr. [

Assim como em todo espaco métrico, podemos definir em (FZ, d(px)) 0s conceitos de bolas,
esferas e raio de empacotamento. Seja v € Fj e r um inteiro nao negativo. A (P, w)-bola com

centro em v e raio r é o conjunto
Bpy(v,r) ={u € F} : dipx(u,v) <r}

de todos os vetores em [ que distam no méximo r (com a (P, w)-métrica) de v. A (P, 7)-esfera

com centro em v e raio r é o conjunto
Spmy(v,r) ={u € F, : dipm(u,v) =1}

dos vetores em F} com (P, 7)-distancia a v igual a 7.

Denote por
©,(1) 2l CP:Iéideal, |I| =i, |[Max(I)| = j}

o conjunto dos ideais de P com cardinalidade i e j elementos maximais, onde Max(I) é o

conjunto dos elementos maximais do ideal I.
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1.2 Espagos com Métricas Poset-Block

Teorema 34. Sejam u € Fy e i um inteiro nao negatio, entao

St =3 3 Il I o

Jj=1 I€0;(i) me Max(I mGI\Max(I)

sei >0 e|Spm(ui)|=1sei=0.

Demonstragao. Como d(pn(u,v) = wpx)(u —v) = dpr)(0,u —v) para todo v € Fy, a car-
dinalidade de uma (P, 7)-esfera independe de seu centro, encontraremos entao a cardinalidade
de uma (P, 7)-esfera centrada na origem. Se ¢ = 0, entao S(pr)(0,0) contém apenas o vetor
nulo, logo [S(px)(0,0)| = 1. Suponha que ¢ > 1, se u € S(p~)(0,7), entdo wpx)(u) =i, ou seja,
o ideal gerado pelo m-suporte de u possui ¢ elementos. Portanto, sendo I um ideal de P tal
que |I| = i, devemos encontrar quantos vetores v € F satisfazem (supp,(v))p = I. Suponha
que |Maz(I)] = j, note que 1 < j < i. Como v = (vq,--+ ,V), se vs é tal que s € Max(I),
segue que v, nao pode ser nulo, logo existem ¢ — 1 possibilidades para v, e portanto existem
IL.e Maz( I)(qkm — 1) possiveis escolhas para os vetores das m-coordenadas de [, pertencentes aos
elementos maximais de /. Para os vetores das m-coordenadas de F} pertencentes ao conjunto
I\Maz(I), uma vez que nao ha restrigoes para tais vetores, temos Hme N Maz (D) ¢ maneiras
de construi-los. Como os vetores das m-coordenadas de [y pertencentes ao conjunto [m]\I sao
nulos e [m] = Max(I) U I\Max(I) U [m]\I, entdo existem
I -y I o
meMaa(T) mel\Maz(I)
vetores em Ky cujo ideal gerado por seu m-suporte ¢ igual ao ideal /. Como I é um ideal
qualquer com j elementos maximais, segue que existem
> I« I o
I€0;(i) meMax( ) mEI\Maw(I)

vetores com peso i e j elementos maximais em seu m-suporte. Como 1 < j < 7, segue que

S0 =3 3 T] o

J=1 I€0;(i) meMax( ) mEI\Ma:c(I)

Corolario 35. Sejam u € F e r um inteiro nao negativo, entao

LYSIIEED 3 3> Il I o

=1 j=1 I€O©,;(i) meMax(I mEI\Max(I)

ser >0 e|Bpqy(u,r)=1ser=0.
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1.2 Espagos com Métricas Poset-Block

Demonstracao. Segue imediatamente do fato que

B(p,r) u, 7“ |_|S(p,r) O Z)

=0

sendo a uniao disjunta. |

A partir da cardinalidade da (P, 7)-bola é pode-se mostrar que o nimero de vetores em
(Fy,du), (Fy,dp) e (F},d;) cuja distancia a um vetor fixo u € F} é no méximo 7 > 0, respec-
tivamente, ¢ dado por

Batenl =Y (M),

=0

[Bp(u,r)| =1+ > (a—1)¢76;(i)

i=1 j=1

Além disso,

Bp(u,r) C By(u,r) C Br(u,r) (1.1)

para todo u € Fy.

Definigao 36. Sendo d uma métrica em Fy, se U € um subespago vetorial de Fy, o raio de
empacotamento de U € o maior nimero real Ry(U) tal que as bolas de raio Rq(U) e centro nos

elementos de U sao disjuntas, ou seja,

Ry(U) = max{r € N: By(v,7) N Bg(w,r) = 0,Vv,w € U,v # w}.

Pelas inclusoes (1.1) segue que
Rdw(U) < RdH(U) < RdP(U>' (12)

Veremos no préximo capitulo que é de suma importancia em teoria de cédigos encontrar o
raio de empacotamento dos subespagos de Fy, pois além de determinar a capacidade mdxima
de correcao de erros, também permite descrever uma importante classe de codigos lineares,
os chamados codigos perfeitos, porém em geral, encontrar o raio de empacotamento de um
subespaco é uma tarefa complexa, e apenas algumas solugoes para familias particulares de

métricas poset-block sao conhecidas.
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CapriTULO 2

Cdédigos Lineares em Meétricas
Poset-Block

O principal objetivo deste capitulo é apresentar algumas defini¢oes basicas de codigos corretores
de erros em espacos poset-block e introduzir as identidades de MacWilliams. Embora hajam
poucos textos sobre codigos lineares em métricas poset-block, grande parte dos resultados desse
capitulo sao generalizagoes naturais para as métricas poset-block das defini¢oes encontradas em
28], [18], [7] e [6]. Os demais resultados foram obtidos através do estudo de artigos que ser@o

citados no decorrer do capitulo.

2.1 Cdbdigos Lineares

Seja A um conjunto finito, que chamaremos de alfabeto. Um cddigo corretor de erros, ou
simplesmente um cddigo, é um subconjunto das palavras de comprimento n desse alfabeto,
ou seja, ¢ um subconjunto de A™ para algum numero natural n, os elementos do codigo sao
chamados de palavras-cédigo. Em teoria de cédigos, do ponto de vista de implementacao, ¢é
preferivel trabalhar com c6digos que possuem uma boa estrutura algébrica, por esse motivo, a
classe de cédigos mais utilizada na pratica é a dos codigos lineares, na qual o alfabeto utilizado

é um corpo finito e o cédigo possui uma estrutura de espaco vetorial.

Definicao 37. Seja Fy o espago vetorial das n-uplas sobre ¥y, € serd dito um cddigo linear
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2.1 Codigos Lineares

se ¢ for um subespago vetorial de Fy.

A estrutura de espago vetorial nao é uma estrutura suficiente para se mensurar ou corrigir
erros, portanto a fim de desenvolvermos a teria de codigos, devemos estabelecer uma maneira
de medir o quao distante um elemento estd de um outro, ou seja, precisamos introduzir em
[F; uma métrica. Neste trabalho, desenvolveremos a teoria dos c6digos lineares com base nas
(P, m)-métricas definidas no Capitulo 1, que ja sabemos ser uma familia de métricas contendo
as métricas de bloco, as métricas poset e a cldssica métrica de Hamming. Se [y estd munido
com uma (P, 7)-métrica, diremos que ¢ é um (P, w)-cddigo linear, eventualmente, usaremos a

notacao cldssica e diremos que ¢ é um cédigo.

Defini¢ao 38. (Distancia Minima) Sendo € um (P, 7)-cdodigo linear, definimos a distancia

minima de € como o menor (P, m)-peso das palavras-cédigo nao nulas de €, ou seja,

S(p,m) £ min{wepn(v) v €E ev#0 € F}.

Se ¢ é um (P, 7)-cédigo linear em [y de dimensao k e distancia minima §(p ), denotaremos
seus parametros por [n,k,dpxls. Sendo H um poset hierdrquico, veremos que a distancia
minima de um (#, 7)-cédigo linear determina seu raio de empacotamento, e portanto determina

a quantidade maxima de erros que o vetor recebido pode conter e ainda ser corretamente
decodificado.

Exemplo 39. Seja H um poset hierdrquico em [3] = {1,2,3} com relagao de ordem parcial:

15542 el=4%3. Definan:[3] =N pondon(l)=1,7(2) =1 en(3) =2. Logo, o cddigo
¢ ={(0,0,0,0),(0,0,1,0)}

é um (H,)-cddigo linear com parametros [4,1,2]5.

Se € é um (P, m)-cédigo linear e |a] denota a parte inteira do nimero real «, de uma
maneira geral, podemos estabelecer limitantes para o raio de empacotamento desse codigo, ou
seja,

V(PW—;_lJ < Ragp,,, (€) < Opmy — 1.
Pela definigao da distancia minima de ¢, é claro que Ry, (€¢) < opmy— 1. Sejat = [ (dpx) —
1)/2], dados u,v € € distintos, para provarmos que | (§(pr) — 1)/2] < R, (%), basta mostrar
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2.1 Codigos Lineares

que Bpr(u,t) e Bpy(v,t) sao disjuntas. Suponha que w pertenca a intersecao dessas, pela

desigualdade triangular,
dipmy(u,v) < dipry(u, w) + dipry(w,v) <2t <d—1,
um absurdo, pois por definicao d < d(p (u,v).

Mostraremos que os limitantes obtidos para o raio de empacotamento sao atingidos em certas
classes de métricas poset-block, e portanto sao os melhores limitantes quando nao explicitamos o
poset-block adotado. Em [21] e [3], foram encontrados os raios de empacotamento para métricas
poset-block com P sendo um poset cadeia e para métricas poset hierarquicas, respectivamente.
No teorema abaixo, estenderemos ambos os resultados encontrando o raio de empacotamento

para codigos em métricas poset-block hierarquicas.

Teorema 40. Se (H,m) € um poset-block hierdrquico em [m| possuindo estrutura de nivel
(M, ,my) €€ € um (H,m)-cddigo linear com parametros [n,k, ], sendo ¢ uma palavra

tal que W (c) = Oy € Maz((suppy(c))#) C T3, entdo
Ounm —rj—1
R:Rd(ﬂ,w)(%):rj"i_\\ e 9 ’ Ja

€ o raio de empacotamento de € .

Demonstragao. Dados u,v € € distintos, como ¢ ¢ linear e a métrica d(z . € invariante
por translagoes, provar que Bq,, . (u,R) N By,  (v,R) = (), é equivalente a mostrar que
B (0, R) N By, (u, R) = () para todo u € € nao nulo. Suponha que z € Bag, ., (0, R) N
Bag, ., (u, R) para algum u € ¢, suponha ainda que Max({supp(u))») C ', é claro que
s> 7, pois u € € e wp,m(u) = wimn(c).

Note que Maz((supp.(2))%) C I'y, onde | = s, de fato, se | < s, como |Maz({supp,(c))x)| =
Sermy — Tj € Opmy = Weamy(€), entdo wey (2 — 1) = Wy (u) = dmy > R, ou seja, z &
Bi, (U, R), 0 que é um absurdo. Se | > s, entao we (2 — u) = wpr(z) > rjp1 > R pois
Tjs1 = rj+mjemy > [(dam — 15 —1)/2], logo 2 & By, (0, R), novamente um absurdo.

Portanto Max((supp.(z))x) C I'%,.

Se s > j, como Max((supp(2))u) C I, entdo wu, - (2) > R, um absurdo pois z €
By, ,,(0, R). Portanto s = j, ou seja, Max({suppx(u))) C I, e Max((supp,(2))#) C T3,

Se |Max((suppx(2))n)| > [(d@a.m—r;—1)/2], entdo we ) (2) > R, ouseja, 2 € Ba,, (0, R).
Suponha entao que |[Max((suppr(2))u)| < |6z —rj —1)/2] < (O — 75)/2, logo z €
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2.1 Codigos Lineares

Bd(H’W)(O, R) porém, como |Maz({supp,(u))n)| = O~ —1; = |Max({supp(c)))| e ambos

Max((suppr(2))3) e Max({supp,(u))y) pertencem ao mesmo nivel de H, segue que

Ay (U, 2) = Wy (u — 2) =15 + |[Max((suppr(u — 2))3)|

O(rm) — T
2
5(7.[}@ — Tj — 1J
5 )

>T’j+

>7“j+\‘

Note que wn(u) # wem(z), pois caso contrario u € Bd(HJ)(O,R), o que é um absurdo.

Portanto z € By, , (u, R).

Mostraremos agora que existe u € €’ tal que By, (0, R+1)N By, (v, R+1) # 0, de fato,
tome u = ¢, sabemos que d,x) — 1; = |[Max({supp(c))x)| = 2l + € para algum [ € N tal que
e €{0,1}, entdo I + € = [(d(p,n) —r; — 1)/2] + 1. Note que ¢ possui exatamente 2{ + ¢ blocos
nao nulos associados aos elementos maximais de (supp,(c))y, suponha que as m-coordenadas

desses blocos sejam os elementos do conjunto I LI J LI {l.} de maneira que

I:{?leu'uil}7 J:{jlu"‘ujl}

e {l.} =0see=0. Sejax = (x1, -, &) o vetor definido por
¢ se 1€J
xTr; =
0 se i¢.J
onde z; € Fii e ¢ = (c1,- -+, ¢n). Temos entao que

da,c) = ry + [TU{LY =1y +1+e

d(z,0)=r;+|J| =71+
Donde segue que x € By, (0,75 +1+¢)N By, ,(c,7; +1+¢), ouseja, x € By, (0, R+1)N

B,y (¢, R41), e portanto R = [ (§(z,x) —71;—1)/2] é o raio de empacotamento do (P, w)-cédigo
linear €. u

Coroléario 41. Seja (A, ) uma estrutura de poset-block anticadeia. Se € ¢ um cédigo em Fy

com parametros [n, k, 6 ax)lq, entdo

dam — 1
Rd(_A,ﬂ-) ((5) = \\%J :
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Se tomarmos no Corolario 41 a aplicagao de dimensionamento trivial, obtemos o raio de

empacotamento para os espacos de Hamming: Ry, (¢) = [(6 —1)/2].

Corolario 42. ([21]) Seja (P, ) um poset-block tal que P = C, ou seja, P é um poset cadeia.

Se € € um codigo com parametros [n, k, 0 xlq, entio
Ry, (€) =bcm — 1.

Definigao 43. (Cddigos Perfeitos) Seja € um (P, w)-cédigo linear em ¥y, diremos que € ¢
um codigo perfeito se

F? = | Bipmy(v, Ry, (€)),

vET
ou seja, se for possivel cobrir o (P, m)-espa¢o com bolas disjuntas e de mesmo raio centradas

nos elementos do codigo.

A distancia minima de um (P, 7)-c6digo linear pode ser vista como uma medida de qualidade

desse cédigo, desta forma podemos definir o seguinte problema cléassico da teoria de codigos:

Problema 44. Se (P,m) é uma estrutura de poset-block, para um dado comprimento e um
nimero de palavras-cédigos fizo, um problema fundamental € construir um (P, )-cddigo com
esses pardametros possuindo a maior distdncia minima possivel, de outro modo, dado n e d(px),
o problema agora se torna encontrar um cdédigo no (P, )-espag¢o de comprimento n e distancia

minima O(pxy possuindo a maior quantidade de palavras-cédigo possivel.

mn
q’

invariantes por translagio no (P, 7)-espago, e como as bolas de raio Ry, (¢) centradas em

Se € ¢ um (P, 7)-cédigo linear de dimensao k em F”, como a cardinalidade das bolas sao

palavras-cédigos sao duas a duas disjuntas, entao

q

4 . ’

1+ S S Sy Mnenrarn @ — DI i
=1 j=1 £41€0;(i) L ImeMax(I) meI\Max(I)

O limitante para o nimero de palavras-cédigo (2.1) é chamado de limitante do empacotamento

n

€| = ¢" <

(2.1)

de esferas, quando a métrica poset-block coincide com a métrica de Hamming, é chamado de

limitante de Hamming. Considere a seguinte funcgao:
A(n,6(pmy) = maz{q" : existe um (P, w)-cédigo linear com parametros [n, k, §(pm), em Fo )

onde ¢ é um numero fixo. Pelo limitante do empacotamento de esferas,
q
Rd(P,ﬂ.) (%)) i k k
1+ Zi:l Zj:l Z[E@j(i) HmGMaa:(I) (q "= 1) HmGI\Maz(I) q

n

A<n7 5(P,7r)) <
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Definicao 45. Um (P, )-cddigo linear € com parametros n,k,d(pmlq serd chamado de codigo

otimo se |€| = A(n,px).

Pela Defini¢ao 45, um (P, 7)-cédigo linear é dito perfeito se, e somente se, o limitante do
empacotamento de esferas é atingido, o que é equivalente a dizer que todo codigo perfeito é um
codigo 6timo, portanto, os codigos perfeitos sao solugoes para casos particulares do problema
44. Por esse motivo, a busca por codigos perfeitos é um campo de pesquisa de grande interesse
em teoria de codigos. Em 1973, a classificacao dos cédigos lineares perfeitos em espagos de
Hamming foi estabelecida, veja [26]. As desigualdades (1.2) implicam que existe uma liberdade
maior para construirmos estruturas de poset-block que tornam um determinado coédigo perfeito,
ou seja, é de se esperar que existam mais codigos perfeitos (com relagdo as métricas poset-block)
além dos ja classificados na métrica de Hamming. Exemplos que justificam essa afirmagao, sao
as classificagoes dos posets que tornam perfeitos o codigo binédrio de Golay estendido e o codigo
binario de Hamming estendido dados em [9] e [8] respectivamente, e a prova da existéncia de

determinados cddigos perfeitos em métricas de bloco dada em [4].

Dados u,v € Fy, seja u - v o produto interno usual formal em F, entre u e v, isto €,
UV =UV + -+ + UyUy
onde u = (uy, -+ ,up), v = (v1, -+ ,v,) € u;,v; € Fy paratodo i € {1,--- ,n}.

Definicao 46. Seja ¢ um (P, )-cddigo com pardmetros [n, k,d(pmlg. O (P,m)-cédigo linear
definido por
¢t ={zxeF:x-u=0Yuc%},

¢ chamado de codigo dual de € .

Para um dado (P, )-codigo linear %, seu codigo dual é claramente um subespago linear
de Fy. Como a dimensao de €+ independe da métrica empregada, segue que (¢+)t = €
e €+ é um subespaco (n — k)-dimensional de [Fj, assim como no caso classico da métrica de
Hamming, portanto €+ é um (P, )-c6digo linear com parametros [n,n — k, 5@7”)](1. Note que
em (P,7)-espacos a métrica em €+ é diferente da métrica em %, tal mudanca é motivada
pela definigdo de cédigo dual em espagos posets apresentada em [12], dessa maneira, quando
tomarmos a estrutura de blocos trivial, nossa definicao coincidirda com a efetuada nas métricas

poset. A mnotacao €1 é uma notacao formal para o cédigo dual, ndo podemos confundi-la
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2.2 Distribuicao de Pesos

com o complemento ortogonal de espacos vetoriais sobre R, pois no caso de corpos finitos os
subespacos € e €+ eventualmente possuem interseccao nao trivial, em certas circunstancias,

€ = €+, e nesse caso, dizemos que € é um cédigo auto-dual.

Exemplo 47. Seja (H,m) o poset-block do Exemplo 39. O cddigo dual de
(51 = {(O, 07 07 0)7 (Oa O? 17 O)}
¢ o (H,m)-cdodigo linear com pardmetros [4,3,1]y dado por

¢ ={(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1),(1,1,0,0),(0,1,0,1), (1,0,0,1),(1,1,0,1)}.

2.2 Distribuicao de Pesos

Sejam Fy um (P, m)-espaco e € um (P, 7)-cédigo linear, denote por A; pr (%) o nimero de

palavras-codigo de € com (P, m)-peso igual a i, ou seja,
Ai,(P,Tr) (Cg) é |{U - Cg . U}(pﬂr) (U) = Z}|

Se (P,m) é um poset block em [m], a distribui¢do de (P, m)-pesos de um cédigo (também

chamada de (P, m)-espectro do cédigo) é a sequéncia ordenada finita

Spec(€) £ (Ao (pr)(€), A1 pr)(€), -+ s Amy o) (F)).

Nao havendo possibilidade de confusao, usaremos uma notacao simplificada para os elementos
do (P, m)-espectro: A; (pr)(€) = A; e AL@J)(%L) = A}. Uma importante linha de pesquisa
em teoria de codigos é voltada para o calculo da distribuicao de pesos de cédigos especificos
ou familias de cdédigos. Mesmo que em geral o espectro nao determina unicamente um cédigo,
ele é um invariante de relevante importancia pois nos da informacoes tanto de natureza pratica
quanto tedrica do cédigo, por exemplo, permite determinar a probabilidade de erro na trans-

missao associada ao codigo, [18].

Se P é um poset em [m] e se € é um (P, 7)-cédigo linear com parametros [n, k,d(pr)lq, €
claro que Ay + A1 + -+ A,, = ¢ e Ay = 1, além disso, pela definicao de distancia minima

segue que Ay = -+ =45, 1 =0.
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Exemplo 48. Seja (H,m) o poset-block do Exemplo 39. O cédigo
% ={(0,0,0,0),(0,1,0,0)}

¢ um (H,)-cddigo linear com parametros [4,1,2]y e (P, m)-espectro (1,0,1,0), ou seja, Ag =1,

A1 =0, Ay =1 e A3 =0. Além disso, como

%5 = {(0,0,0,0),(1,0,0,0), (0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,0,1,0), (1,0,0,1)(0,0,1,1)(1,0,1, 1)},

entio Ay = 1, Ay = 3, Ay = 0 e A = 4, ou seja, o (P,7)-espectro de €5 é dado por
(1,3,0,4).

Uma forma de expressar o (P, m)-espectro de um cédigo, que proporciona uma forma mais
algébrica para desenvolvermos nosso objetivo, é através de polindémios, os chamados (P, 7)-

polinémios de distribuicao de (P, 7)-pesos de €, ou simplesmente, polindmio enumerador de

€.

Definigao 49. Dados P um poset em [m] e um (P, 7)-cddigo linear €, o polindmio enumerador
de € € o polinomio

W%’(pﬂr) (QE) £ Z ;L'w(P,w)(u) = Z Ai,(P,ﬂ’) (%)CEZ
0

ucE? i=

Em espagos de Hamming, um dos mais importantes resultados sobre distribuicao de pesos é o
conjunto de relagoes estabelecidas entre a distribui¢ao de pesos de um cédigo € e a distribuicao
de pesos do seu dual, das quais implica, em particular, que a distribuicao de pesos do cédigo €
é unicamente determinada pela distribuicao de pesos de €+, e vice-versa. Para a demonstracao
dessas relacoes, necessitamos de ferramentas (polinémios de Krawtchowk e caracteres aditivos

em ;) que sao apresentadas nos Apéndices A e B.

Lema 50. Seja m uma aplicagio de dimensionamento de um poset P em [m| tal que n =
Zje[m] kj. Se V' é um espago vetorial sobre os complexos e {f; : F];j — V}iepm) € uma familia
finita de funcoes, entao

m

SSITAw) =111 D_ fiw)

/- - .
velg j=1 I=E \ o, ert

Demonstracao. Se m = 1, o lema é verdadeiro pois nesse caso n = 1. Assuma que o lema seja

verdadeiro para m — 1. Para todo w € F’;m, defina

Fr, 2{veF,  w=uv,}
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: e : s n
E claro que {Fq,w}weF’;m ¢ uma partigao de [y, logo

SSTIHw) =Y D fulw) 1:[ i)

UEFZII jil wEF’;m vng,w
m—1
=2 > fnlw) TT £i(vy)
wEIF’;m (v1, 7vm71)e]F;*km j=1
m—1
= 2 fulw) > 11 5. (2.2)
’LUGFI;m (Ulv"'vvmfl)e]ngkm j:l

Por hipétese de inducao temos que

-1

> 1:[ filvs) = fi(vy). (2.3)

—k = k.
(U17~~7’Um_1)€]Fg m j=1 J 1Uj€Fq

3

J

Portanto de (2.2) e (2.3) o resultado segue. |

Definigao 51. Dado s € N, seja 6, : F; — {0,1} a fungdo delta de Kroneker definida por

53(U)é{ 1, sev#0el,

0, sev:OEJF;.

Faremos agora uma breve descricao dos resultados sobre caracteres necessarios para o de-
senvolvimento deste trabalho, para uma descricao mais detalhada contendo as demonstragoes

que aqui forem omitidas, consulte o Apéndice A.

Um caracter nao trivial x do grupo aditivo F; ¢ um homomorfismo de F, no grupo multi-
plicativo dos nimeros complexos tal que x(a) # 1 para algum a € F,. Sendo x um caracter
nao trivial de Fy, se ¢’ ¢ um cédigo linear em Fy e f é uma fungao complexa também em Fy,
a formula da soma discreta de Poisson é dada por

1 ~
> fw) = @Zf(U)

veEE+ uE?

onde J/”\(u) = Zung X(u-v)f(v) é a transformada de Hadamard de f.

Teorema 52. (Identidades de MacWilliams em espacos de Hamming) Seja [y, um espago de

Hamming, se € € um cddigo linear sobre F, com parametros [n,k,d|,, entdo

Wy (z) = %(1 + (¢ — 1)x)"We (Hl(q_——xl)x> . (2.4)
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Demonstragao. Sejam y um caracter aditivo nao trivial de F, e f : Fyy — C[z] a fungao definida
por f(u) = x#™ onde wy(u) denota o peso de Hamming do vetor u, isto é, wy(u) = d(u, 0).

A transformada de Hadamard de f é dada por

Flw) = 3 xu-v)a.

veFy
Como v = (v, -+ ,v,) é tal que v; € F, para todo i € {1,--- ,n}, entdo wy(v) = 01(vy) +-- -+
1 (vy,), portanto
f/\(u) = Z X(ulvl + e+ unvn)mél(v1)+---+51(vn)

(v, vn)EFR

= > ﬁ X (uj0)2 09,

(v1,vn)€Fg j=1

Sejam f;(v) = x(u;jv;)x® ) para todo j € {1, ,n} e 7 uma aplicacdo de dimensionamento

trivial em [n], tomando m = n, do Lema 50 segue que

flw) =TI >° xtwa)e™. (2.5)

j=1a€cl,
Dado u € F,
e se u; = 0 para algum j € {1,--- ,n}, entdo
D (- @)a @ =3 x (O =Y AW =14 (= D)a. (26)
a€ly a€ly a€lfg

e sc u; # 0, entao

Z x(ujo) 2@ =1+ Z x(uja)z.

aclFy o€l \{0}
Pelo Lema 82, >~ p x(uja) = 0, como x(0) = 1, entdo }° x| X(u;e) = —1. Logo,
se u; # 0,
Z x(uj0)z® ™ =1 — ., (2.7)

a€cl,

Se wy(u) = k, entdo existem k coordenadas nao nulas de u e portanto n — k nulas, logo de

(2.5), (2.6) e (2.7) segue que

Flu) = (1 —2)"1 (1 4 (g — 1)z)"~wn),
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Pela formula da soma discreta de Poisson (Lema 85),

Wer(z)= > " = 7] Z (1 — )@ (1 4 (¢ — 1)z)n~wn (2.8)

uct+ ue?

1 R wr ()
=gyttt e ;((H(q—l)x))

1 n 11—
“ gt T a= o) W%(<l+<q—1>x>)'
[ |

Como € = (¢+)* sao dois (P, m)-cédigos lineares, a Equacio (2.4) é simétrica em relagao

ao codigo e seu dual, ou seja,

ch(&l) =

1 n 11—
|C€L|(1—|—(q—1)x) Wi (—1+<q_1>x>.

Corolério 53. (Relacio entre A; e A}) Seja ¢ um cdédigo linear sobre F, com pardmetros

[n, k,0],, entdo para todo i € {1,--- ,n}

1 n
Af = == AP ),
GE=
além disso, Ay = Ay.

Demonstrag¢ao. Sendo v = q — 1, pela Defini¢ao 86 (polinomio de Krawtchouk) encontrada no

Apéndice B, segue que
(1 — z)wrW (1 4 )l ZP wp (u

Portanto da Identidade (2.8),

n

chL(l‘):ZAil ’—|%‘ZZP w(u) : n)x’

1=0 u€e® =0

= Z Z ) n)xt. (2.9)

=0 uez”
A familia {B;};co,.. n) definida por B; = {v € € : wH(v) = j}, determina uma partigao do
conjunto %, entao

1 .
Z|cg| (wi(u) :n) = Z Z @Pi(?:n)

uE?

:Z%m ), (2.10)
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ou seja,
n

S atr =% % SO ARG
i=0 j=0

=0

Usando definicao de igualdade entre polinomios, segue que

A+ ‘%’ZAP]TL

A Equagao (2.4) que relaciona os polinémios de distribuigao de pesos de um cédigo e de seu
dual, é conhecida como Identidade de MacWilliams pois foi apresentada por F. J. MacWilliams
em [17] e [16]. Identidades do tipo MacWilliams se destacam em teoria de cédigos pois estabele-
cem uma relacao entre invariantes de codigos possuindo alta taxa de informacao e codigos com
baixa dimensao. Devido a esse resultado, em espacos de Hamming, o espectro de um cdédigo
estd unicamente determinado pelo espectro de seu dual, porém como veremos no exemplo a

seguir, em geral nao podemos fazer tal afirmacao.

Exemplo 54. Sejam (H,m) o poset-block hierdrquico e €, o codigo do Exemplo 39. Se €, é o
codigo do Exemplo 48, entao

We umy (2) = 14 2% = W, (3. (2).
E um simples exercicio mostrar que
Wit i (2) = 14 2x + 2° + 4a?,
além disso, sabemos pelo Fxemplo 48 que
Wer @im(@) =143z + 4a®,

Portanto, o espectro de €, nao determina unicamente o espectro de CKIL.

Nosso principal objetivo é classificar os poset-block para os quais é possivel determinar
relagoes entre a distribuicao de pesos de codigos e seus duais, ou seja, que satisfazem algum

tipo de identidade de MacWilliams. Para isso, necessitamos da seguinte definicao:

Definigao 55. Dizemos que um poset-block (P, ) admite a identidade de MacWilliams se,

e somente se, para quaisquer codigo €, o polinomio de distribuicao de (P, m)-pesos de € for
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unicamente determinado pelo polinomio de distribuicio de (P, m)-pesos de €+, ou seja, se €,
e € sio dois codigos quaisquer satisfazendo Wi (pr) () = W (pm)(2), entao Wi p () =

ng; (P, (z).

Se (P,m) é uma estrutura de poset-block com 7 sendo a aplicacao de dimensionamento
trivial, em [12] foi mostrado que (P, 7) admite uma identidade de MacWilliams se, e somente
se, P for um poset hierdrquico. Porém, se 7 é nao trivial e (H, 7) é um poset-block hierarquico,

nao é verdade em geral que (#H, ) admite uma identidade de MacWilliams, veja o Exemplo 54.

Defini¢ao 56. Seja (P, ) um poset-block com t niveis. O (P, )-polindmio de distribui¢ao de
pesos por niveis de um (P, m)-cédigo linear € € a expressao formal
W by (390, 9) £ 0“0 My,
ue?
onde sp(u) = maz{i : u' € F¥\{0}}, sp(0) = 0 e b; € a dimensdo do i-ésimo nivel do poset-
block (P, ).

A Definigao 56 é similar a utilizada em [12] na classificagdo dos espagos posets que admitem
a identidade de MacWilliams, ou seja, no caso em que a estrutura de blocos é trivial. E claro
que W (pry(2) = We (pmy(2;1,-++ ,1). Tomando j € {1,---,¢}, o coeficiente do termo z'y;
representa o nimero de palavras-cédigo de (P, 7)-peso ¢ possuindo o nivel j do poset como

sendo o maior nivel contendo elementos do suporte dessa palavra-codigo

2.3 Estruturas de Poset-Block Hierarquico Regular por
Nivel

Dentre as estruturas de poset-block existentes, estamos interessados nas que admitem a identi-
dade de MacWilliams, por esse motivo, passaremos a trabalhar com estruturas de poset-block
possuindo determinadas caracteristicas, que serao o objeto principal de interesse no decorrer

deste trabalho.

Definigao 57. Seja (H,n) um poset-block hierdrquico com estrutura de niveis (my,--- ,my).
Para todo i € {1,---,t} e j € {1,--- ,m;}, suponha w(r; + j) = d;, ou seja, quaisquer dois
elementos pertencentes ao mesmo nivel de H possuem mesma imagem pela aplicagao w. Nestas

condigoes, diremos que (H, ) é um poset-block hierdrquico reqular por nivel.
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Seja (H,m) um poset-block hierdrquico regular por nivel com ¢ niveis, se ¢ é um (H,7)-
c6digo linear, pela definigao do polinomio de distribui¢ao de (#, 7)-pesos por niveis de &, segue
que

W%L,(ﬁ,ﬂ') ({E; Z07 ... 7Zt) — Z ‘/L’w(ﬁ,w)(u)zsﬁ(u)’ (2‘11)
uee -t

onde sp(u) = mazx{i: u' € IF?\{O}}, s5(0) = 0 e b; denota a dimensdo do i-ésimo nivel de P.

; t41)—i U e L
Como I'p, = rit) ', podemos escrever o polinoémio de distribuigao de (H, 7)-pesos por niveis

P
de € com base na dimensdo dos niveis do poset P. Defina s5(u) = min{i : u’ € Fy\{0}} e
s%5(0) =t + 1, ou seja, s5(u) = (t + 1) — sp(u). Logo, ao definirmos
Wi o (@1, y1) = > ww(ﬁ”)(u)ys'ﬁ(u)y (2.12)
uEE+

entao os coeficientes de z; em (2.11) coincidem com os coeficientes de y(41)—; em (2.12). Por-

tanto se z; = y41)—; para todo i € {0,--- ,t},
chl7(ﬁ7w) (:13, 20, " 7Zt> = W(éjl,(ﬁﬂr)(‘r; Yitl, " * 7y1)~

A dimensao do i-ésimo nivel de (#H, ) é dada por
m;

J=1

Se € é um (H, m)-codigo linear, o conjunto
G A {ue % utl =0cF} (2.13)
é um sub-cédigo de € que pode ser escrito como ¢; = €° LI 6! onde

¢ £{uct u=0€cF} (2.14)

¢ E{ueC u £0ecFr} (2.15)
Como (H,m) é um poset-block hierdrquico regular por nivel, se u,v sdo elementos de € satis-
fazendo wey ) (u) = wex(v), entdo sy(u) = sy(v). Logo o (H,n)-polinomio de distribuicao

de pesos por niveis de € é dado por

We (x50, -+, ye) = Aoyo + (Arx + -+ + A 2™ )
+(Am1+117m1+1 4+ 4 Am1+m2xm1+m2)y2

mi+-+mi_1+1 + m1+--~+mt)

+(Am1+"-+mt—1+1x et Am1+--'+mtx Yt
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2.3 Estruturas de Poset-Block Hierarquico Regular por Nivel

além disso, do fato de m — m; = mg +my + -+ +m; e mg = 0, segue que

—

W (@90, 90) = Aoto + (Ammg 1™ T o A e™ Ty,
+(Amffn\1+1$m_m\l+l + -4 Am,fn\zmm_@)yQ

m—mmyp_1+1 m—mg
+(A, s T+ A Yy
¢

= Aoyo + Z(Am_n/li‘i\l+1$mi7ﬁ+l +---+ Am—fn\lmmiﬁl\l)yl
i=1

t m;
= Aoyo + Z (Z Am_nfi\l_i_jxm—mil'f‘.?) yl
i=1 j=1
t m;
= Aogo+ Y _ (Z Anﬂx’"i*J) Yi. (2.16)
=1 j=1

Para i € {1,--- ,t}, defina o polinémio enumerador do i-ésimo nivel do poset-block por
LW‘?(H,W) () &) Angya™ ™. (2.17)
j=1

Os coeficientes desse polinomio representam a distribuicao de pesos das palavras-cédigo de €
cujo m-suporte contém elementos do ¢-ésimo nivel de H e nao contém elementos acima desse
nivel. Tome LW, (z) = Ay, portanto de (2.16) e (2.17),

t

W0 (390,01, o) = 3 LW, (@) (2.18)

1=0

E claro que se y; = 1 para todo j € {0,--- ,i} ondei € {1,--- ,t} e y,, = 0 para todo k > 1,
entdo o (H,n)-polinomio enumerador de pesos por niveis de € se torna o (H,w)-polinémio

enumerador de pesos do subespago %;, além disso, pelas defini¢oes de 4; e €' segue que

Wi (1) (@) = Wiy (o) (2) = LW gy (0) = D a0em . (2.19)
uE‘@l
Sabemos que se tomarmos y; = 1 para todo j € {0,--- ,t}, entao o polinémio enumerador

de pesos por niveis de € se torna o (H, 7)-polinémio enumerador de pesos usual, como aqui o

poset-block é hierarquico regular por nivel, segue que

t
Wy (13 1,1, 1) = W gy () = > LW, (2).
1=0
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2.3 Estruturas de Poset-Block Hierarquico Regular por Nivel

Definigao 58. Seja (H,m) um poset-block hierdrquico regular por nivel em [m]. Se u,v € Fy,

para todo i € {1,--- ,t}, a m;-distancia entre u' e v' € definida por

dﬂ’z‘(uiavi) = |{7“1 +7: Uri+j 7£ Ur;+j € I<y< ml}l

O conjunto {r; + 1,---,7; + m;} serd chamado de m;-coordenadas de F%, além disso, o

q
mi-peso de u é o nimero inteiro wy, (u') = dy,(u’,0). O m-suporte de u é o subconjunto dos

. L —
elementos r; + j pertencentes as m;-coordenadas de IFZZ tais que u,,+; = 0 € Fg"™, portanto

dr,(u',0") = |suppr, (u —v)].
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CapriTULO 3

Espacos Poset-Block que Admitem a
Identidade de MacWilliams

Como o titulo ja sugere, neste capitulo apresentaremos a classificacao dos poset-block que
admitem a identidade de MacWilliams. Como consequéncia, assim como feito para os espagos de
Hamming no Capitulo 2, explicitaremos as relagoes existentes entre os polinomios enumeradores

de um cédigo e seu dual.

3.1 Condicao Necessaria

Nesta secao encontraremos condicoes necessarias para que uma estrutura de poset-block admita
a identidade de MacWilliams. Posteriormente, veremos que tais condigoes nao serao apenas

necessarias mas também condigoes suficientes para que a estrutura de poset-block admita a
identidade de MacWilliams.

Os quatro lemas abaixo sao os equivalentes para o caso poset-block dos Lemas (2.1), (2.2),
(2.3) e (2.4) de [12]. Apesar de suas provas serem mais delicadas do que no caso poset (onde

os blocos sao triviais), elas seguem de maneira similar.

Para os lemas abaixo, seja (P, 7) um poset-block com estrutura de nivel (my,--- ,my).
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3.1 Condicao Necessaria

Lema 59. Dado u € Fy, entao

Wp gy (u) =m < suppr(u) D I'h.

Demonstragio. Note que wp . (u) = m se, e somente se, Maz(P) C supp,(u), ou seja, se e

somente se, I'b C supp,(u), pois como ja vimos no Capitulo 1, Maxz(P) = I'k. |
Lema 60. Se u € F! ¢ tal que suppr(u) C T'p, entdo
q"b1||{v€]F" u-v=0cewp,(v)=m}

onde a | b denota que a divide b e by € a dimensao do nivel 1 de P.

Demonstragdo. Seja u € Fy tal que supp,(u) C T'L. Podemos supor sem perda de generalidade
que P estd rotulado naturalmente, ou seja, 'k = {1,2,--- ,my}. Além disso tal rotulamento
em I'p pode ser tomado de forma que u = (uq, -+ ,u;,0,--+,0) onde i < my e u; € F];j \ {0}

para todo j € {1,--- ,i}. Sejam

Aé{(vl,"',vi)€F§1+"'+k v; GIE‘k\{O}‘v’l j<ieup v+ +u-v; =0}

Bé{(vl,...,vml) IFbl UJEIFk\{O}Vl j<mipeuy v+ +u v =0}

Como cada espaco Fqﬂ possui ¢* —1 vetores nao nulos, existem []7" i +1(qkj —1) possibilidades de
entradas nao nulas nos vetores das m-coordenadas de Fy referentes ao conjunto {i+1,---,mq},
logo

|B| = |4 H B -1). (3.1)

Jj=i+1
Se
Cé{UEFZ:u-v:Oew(ﬁm)(v):m},

pelo Lema 59 obtemos que
C={velF,:u-v=0esupp:(v) DIp}.

Note que se v = (v, ,Upmy, " ,Um) € C entao (vy, - ,v,,) € B. Como ndo impomos

restricao nos m —m;y blocos restantes de v € C, ou seja, nos vetores v; possuindo m-coordenada
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3.1 Condicao Necessaria

pertencente ao conjunto {m; +1,--- ,m}, segue que |C| = |B|gkmi+1TFThm = | B|¢"~" o que é
equivalente por (3.1) a
my
Cl=q""Al T] (@7 - 1)
j=i+1

e portanto ¢" " | |C], ou seja,
" {v €F} tur- o4+ + ;v =0 e suppr(v) D Tp}.
[ |

Lema 61. Se um poset-block (P, ) admite a identidade de MacWilliams, entdo j <p i para
todoi €T% ejeTll.

Demonstragao. Assumindo que I'% # (), segue que m > my. Suponha que existam i € T'% e
j € T'L tais que 4 e j nao sao compardveis. Entao, |(i)p| < 1 + |I'b|, de modo que existem
u,v € Fy tais que suppr(u) = {i}, supp.(v) C T'p e wpm(u) = wpm(v). Sem perda de
generalidade podemos assumir que u = eg2,1,1). Sejam 6, e €, dois (P, m)-codigos lineares
gerados por u e v respectivamente (gerados no sentido de espago vetorial). Como %, e €, sao
espacos vetoriais unidimensionais e w(px(u) = wpx)(v), €, e €, possuem o mesmo (P,7)-
polinémio enumerador. Por hipdtese (P, 7) admite a identidade de MacWilliams, entao os
(P, )-cédigos lineares €~ e € possuem o mesmo (P, 7)-polinomio enumerador, em particular
A, (€0) = A .0 (€5), ou seja,

o € €t wp (@) =m}| = [{z € € wp 5 (2) = m}|. (3.2)
Pelo Lema 59,
{r € 6w (@) = mb| = [{z € €5 : Th C suppy (@)}, (33)

Da definicao de cédigo dual, x € € se, e somente se, x - u' = 0 para todo v’ € %€,. Logo

se r € (fj entao - u = 0 e como u = e42,1,1), entao x € ng se, e somente se, x € ]Fg e

1 . .
%, = 0€F,, ou seja,

{z €€, :Tp Csuppe(a)} ={z €F}:x), .y =0eTp C supps(z)}]. (3.4)
Portanto de (3.3) e (3.4) segue que

{2 €€l wp (@) =m}| = {w € F) 2l =0 Th Csupps (@)}, (35)
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3.1 Condicao Necessaria

Sejam

A& {z; eFri:al =0}

Bé{(,xl’... ’l‘i’-.- ,xm)l'j#OE]F];J\{O}V]Erl :{1, ,ml} exZ:OEFSz}

Note que B estd bem definido pois i € I'%. Se x = (v1,- -, %, ,Tm) € B ey, € A,
substituindo x; por y; em  obtemos um vetor que denotaremos por z’. Por construgao 't C
supp,(x), como x; = 0 implica que x}nz +1 = 0 pois esta ¢ uma das coordenadas de x;, entao por
(3.5) segue que 2’ € €. Desta maneira, para cada x € B temos |A| = ¢*~! possibilidades
de construir 2/, além disso todos os elementos de € com (P, )-peso igual a m podem ser

construidos dessa forma. Como
mi
Bl =¢" "] - D),
j=1

segue que
mi

{z € 6l twpm(e) =m}| = |Bl|Al = ¢ " [ (¢" — 1). (3.6)

i=1
Por outro lado, se x € Fy ¢ tal que z - v = 0, como ¢, ¢ um subespago unidimensional de Fy,

entdo x € €, logo
{r e we () =mp={zeF;:x-v=0ecwsp,(z)=m} (3.7)

Usando o Lema 60 na Igualdade (3.7), pelas Equagoes (3.2) e (3.6) segue que

mi

qn—b1 ‘qn—bl—l H(qkj o 1)’

Jj=1

portanto
mi
al [J(¢% - 1).
j=1

‘s

Como ¢ é poténcia de primo, suponha ¢ = p", entao p‘(qki — 1) para algum j € {1,--- ,my},
o que é um absurdo pois p‘qki para todo j € {1,--- ,my} e p é um numero primo. Portanto

|(i)p| = 1+ |T'h|, ou seja, j <p i para todo j € I'h. |

Seja P/ = P\ U_, I'k,. Considere em P? a ordem induzida por P e seja 7/ = lpot_ i, @

restricdo da aplicacdo m ao conjunto [m]\ U/_, T',. Podemos entdo enunciar o seguinte Lema:
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3.1 Condicao Necessaria

Lema 62. Se um poset-block (P, 7) admite a identidade de MacWilliams, entdo o poset-block

(P, 1) também admite.

Demonstragdo. Se m = m; temos que [m|\I'L = (), suponha entao m > m;. Sejam 4| e €,

c6digos lineares de comprimento n — by e mesmo (P!, 7!)-polindmio enumerador. Sejam

‘glegl@‘g{é{(u,v):uEFgl ev € G}

G =Fr &€ = {(u,v) :ucFleveb)

dois (P, m)-cédigos lineares de comprimento by + (n — by) = n obtidos através da extensao
de €] e %, respectivamente. Pelo Lema 61, a relagdo entre os dois tltimos niveis de (P, )
é hierdrquica, como se (u,v) € %; entao supp,((u,0)) C 'k e por hipétese (P, ) admite a
identidade de MacWilliams, entdo ;- e €;- possuem o mesmo (P, 7)-polinémio enumerador.
Note que

¢ ={(u,v) €F}: (u,v) (a,b) =0V acF ebe E},

)

além disso, como (u,v) - (a,b) = 0 se, e somente se, u-a+v-b =0, tomando b =0 € €/ temos

que u - a = 0 para todo a € qu’l, ou seja, u =0 € le. Logo

%l:{(u,v):u:OEIFZlev-b:()Vbecé-’},

)

sendo assim,

¢ ={(uw,v) :u=0€F eveE}
Pelo Lema 61, w(p.q)(0,v) = w(p, ) (v) + b, portanto €7+ e €5 possuem o mesmo (P71, 7!)-
polinoémio enumerador, logo o poset-block (P!, ') admite a identidade de MacWilliams. |

Por indugao, usando os Lemas 61 e 62 temos a seguinte condigao necessaria para um poset-

block (P, 7) admitir a identidade de MacWilliams.

Proposicao 63. Se um poset-block (P, ) admite a identidade de MacWilliams, entdo P € um

poset hierdrquico.

Pelo Exemplo 54 podemos concluir que a condi¢ao anterior nao é suficiente para assegurar

a existéncia da identidade de MacWilliams, a seguinte condicao é também necesséria:
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3.2 Condicao Suficiente

Proposicao 64. Suponha que o poset-block (P, ) admite a identidade de MacWilliams. Entao,
7(j1) = 7(ja2) para todo ji,j2 € T's e todo 1 < i < h(P), ou seja, blocos pertencentes ao mesmo

nivel possuem mesma dimensao.

Demonstragao. Suponha que para algum i € {1,---  h(P)} existam dois elementos ji,js €
[ tais que 7(j1) < 7(j2). Sejam €, e %, dois (P, m)-cédigos lineares unidimensionais de
comprimento n gerados por u = € j;—r; 1) € U = €4(i jo—r;,1) respectivamente. Pela Proposicao
63 o poset P é hierarquico, como existem

(@ =1+ > (d"-1)

i
]_EF'P
J#31

elementos em % com suporte em um tnico bloco no i-ésimo nivel de P, entao

Ami+1+---+mt+1,(ﬁw)(cgqj_) = H q7 + Z hi 1) H q

JEFZ ]GFz ]GFZ
z<l<t J#n z<l<t

pois considerando o poset dual P nao existem restrigoes nas coordenadas dos blocos pertencentes

aos niveis maiores (em P) do que i. De uma maneira similar podemos mostrar que

Aml+1+ +mi+1, P7T (cgl) Rz ™ H q -+ Z q b — 1 H q

jerk, jery, jert,
1<l<t J#Jz z<l<t

Assumindo que o poset-block (P, 7) admite a identidade de MacWilliams, segue que
L 1
Ami+1+~--+mt+1,(ﬁ,ﬂ)(%u ) = Amz+1+ +my+1,(P (cg )
ou seja, m(j1) = m(j2). u
Das Proposicoes 63 e 64 segue o teorema abaixo:

Teorema 65. Se um poset-block (P, ) admite a identidade de MacWilliams entao (P, ) € um

poset-block hierdrquico reqular por nivel.

3.2 Condicao Suficiente

O objetivo principal desta se¢ao é mostrar que a condi¢ao necessaria para que um poset-block

admita a identidade de MacWilliams obtida na secao anterior, é também suficiente. Para
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3.2 Condicao Suficiente

atingirmos tal objetivo, faremos uma demonstracao construtiva utilizando caracteres aditivos
sobre corpos finitos. Os conceitos relacionados com caracteres aditivos que utilizaremos estao
descritos no Apéndice A, tais conceitos foram utilizados de forma similar inicialmente por
F. J. MacWilliams em [17], e posteriormente em [10], [12] e [11] para as demonstragoes das
identidades de MacWilliams em espagos de Hamming e em espacos poset, respectivamente.

Sejam

e (H,m) um poset-block hierdrquico regular por nivel em [m] possuindo estrutura de nivel

(ma, -+ my) tal que n =37, 7(5);
e Y um caracter aditivo nao trivial em I, e

e ¢ um (H,n)-cédigo linear em F7.

Como visto no Teorema 52, identidades de MacWilliams em espagos de Hamming sao ob-
tidas aplicando a férmula discreta de Poisson na funcio f(u) = 2*#®). Em espacos poset, as
identidades de MacWilliams foram obtidas em [12] aplicando a férmula discreta de Poisson na

fungao f(u) = wa(“)zs/F(u) onde P é um poset dado. Como por (2.12),

W =27 u
W@”,(ﬁ,w) ([L’; Rt+1, " 721) = E Z m! )Zslﬁ(u)a
ueet

seja f 1 Fy — Clz, 21, -+, 2¢41] a fungdo definida por f(u) = :Uw@ﬂ)(”)zs/ﬁ(u). Nosso trabalho
agora ¢ escrever y_ .., f(u) em funcdo do (H,7)-polinomio enumerador de %'

Sejam By = {(u',--- ,u') € Fp :u' 20 € F'} e B, = {0} CF}. Parai e {1,---,t — 1},

definimos
Bi&E{(u',- - ) eFr ) =0€FIVje{l,--- ,’i}euiH#OEFZM”}.

Dessa forma, a familia {B;}icqo,.. 1; determina uma particao de Fy, isto é, Fy = Lt_B;. Por-

tanto, a transformada de Hadamard de f pode ser expressa da seguinte forma:

Fu) =" x(u-v)f0) => > x(u-v)f(v)

UGFZ} 1=0 vEB;

t
=> > xlu: v)mw@”(v)zs’qw)-

1=0 veB;
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3.2 Condicao Suficiente

Denote Si(u) = >~ cp x(u- v)xw@,w)(“)zs%@). Como B, = {0} e s7,(0) =t + 1, entdo

Flu) = > Si(w) = Si(u) + i Si(u) = 21 + i Si(w) = 21+ ) Sia(w) (3.8)

Pela formula da soma discreta de Poisson,
€] Y fo) =) flw),
IS ue?

portanto reduzimos o problema de escrever ) . f(u) em funcao do (H, 7)-polindomio enu-

merador de 4’ ao problema de escrever ) . f(u) em fungao desse polinoémio.

Como (H, ) é um poset-block hierdrquico regular por nivel em [m] com ¢ niveis, para todo

ie{l,---,t}, podemos assumir que:

e 1, =mg+my+---+m;_1 onde myg = 0;

Iy, ={ri+1, - ,r;+m;} (H estd rotulado naturalmente);

di = w(ri + J) = k.4 para todo j € {1, ,m;}:

by = mud; é tal que >\ b =n e

o 7= (¢% —1).

Além disso, para todo ¢ € {1,--- ,t}, defina

o = ({5, (39)

14w

~ /1 ; m—in; —
ai(z) 2 ¢ ( 2”) (1—2)™1 e (3.10)
ci(r) £ a™q 0 : (3.11)

Sejam também g; e h; definidos da seguinte maneira:

t .
o c(x)z, se 0K Kt —1
; é{ (?H“ (@) S e (3.12)
) se ) =t
s ) 2 Za™gh, se 1< j <t
TER Sl B . (3.13)
Yoz, sej=0
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3.2 Condicao Suficiente

Proposicao 66. Com as condi¢coes e definigoes acima estabelecidas, temos que

t

1 T " i
ng_7(ﬂ77r)(x; 241, 5 21) =241 + % ( > Zai(x)ziLWé,)(Hm)(Qi(:c))

11—z :
i=1

1 1
+ _VV(@”, H,m (17907 T 7gt) - _Wﬁ, H,m (17 h07 e 7ht)-
|<5| (H,m) |<€| (H,m)

Demonstracao. Como a demonstracao dessa proposicao ¢ um tanto longa, serd dividida em 5
passos, cada um necessario para a demonstragao do subsequente. A hipétese de (P, ) ser um

poset-block hierarquico regular por niveis é utilizada ja no primeiro destes passos.

Passo 1. Mostraremos inicialmente que para todo u € Fy e i € {1,--- ,t},

Sica() = 2™ [(1 — ) (1 ) n ) ]

seui“:OEFZi e

Si—l (U) =0

se uitl # 0 e F.
De fato, como H ¢ hierarquico, se v € B;_; para algum i € {1,--- ¢},
Wi (V) = Mgt + - My + wr, (v1) = W5 + wr, (V')

onde wy,(v') é o m;-peso de v obtido a partir da Defini¢do 58. Se v € B;_;, entdo s’ﬁ(v) =1,

logo

| _ ) Pm @)
Sia(w) = 3 x(u-0)aFE0zy

vEB; 1

= 3 x(u-v)arrney,

veEB;_1

= za™ Z x(u - v)zm ", (3.14)

vEB;_1

Dado v € [y, podemos denotar v = (vt -+ vt vitl) e assim sendo, para todo u € Fy e

—_— ——

v € B;_1, o produto interno entre u e v é dado por u-v = u® - v* + wit! - v+l Como y é um
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caracter aditivo nao trivial de [F;, entao

za™ Z X(u-v)xw”i(”i) = zz™ Z X(Ui'vi)X(U”l'ﬁ)xw”(vi)

vEB; 1 vEB; 1
g ziajmz X(uz . fUZ)X(uZ"‘l . UZ+1)xw"ri (’U )
viewgi\{o}
v'ﬁleJFZi
= za™ E X(uitt - pitl) g x(u' - o)z (3.15)
-7 b -
v1+16ﬂ721 v'eFy"\{0}

Portanto, de (3.14) e (3.15) segue que

Sica(u) = za™ Z X(uitt - vitl) Z Xt - vz,
e ViR \{0}

Para todo i € {1,--- ,t}, temos que |]FZ:\ = qui, portanto do Lema 82,

) (Uit - pitl) = ¢, seutl =0€eFY
0, seui“yé()EIFZi’

vl erhi
ou seja,
ziaf’?“qb:' Z x(u" - vi)mw”i(”i), se uitl =0 € IF?
Si—1(u) = vieRhi\ {0} - K (3.16)
0, se uitl #£ 0 e FY

Como x(0) = 1, entao

S e =1 3 g o), (3.17)

viEin viGIFZi\{O}
Sabemos que u' pode ser decomposto da seguinte maneira: u' = (U, 41, ,Up,1m,;) onde
kr' j . , .. . .
U4 € Fg™" para todo j € {1,---,m;}, logo como y é um caracter aditivo, y(u’ - v?) =

> i X(Uritj - Vripj). Sendo ds a fungdo delta de Kroneker dada pela Definigao 51, entdo

w, (1) = Ok sny (Urig1) + o+ 0k, (Vrym,) € Portanto

Z x(ut -0t = Z HX(Um-i-j ' vm+j)x5’“<m+j>(“’"i+").

vieRyi vieFhi J=1

Pelo Lema 50,

m;
Z X(U’l ) Ui)xwﬂ(m) - H Z X(urﬁ-j ’ Uri+j)x5k(ri+j)(v”+j)' (318)
viEFyi j=1 Urots €F’;Ti+j

Note agora que:
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e Se r; + J nao pertence ao m;-suporte de u, entao

13 L (Up g [ (Vg L
E X(uri—f—j . Un'-i-j)z k(riﬂ)( i+i) = E ' Friti (0ri+5) =1+ (qknﬂ — 1)1»
Koo s Kyt
Uri+3j eF, " Vr;+5 € o
Como (H,7) é um poset-block hierdrquico regular por nivel, dado ¢ € {1,--- ,t} entao

kr.tjy = kri4j, Para todo ji,j2 € {1,---,m;}. Definindo d; = k,,4; para todo j €

{1,---,m;}, segue que
ST Xty vrg)a™ e =1 (% — D =14y (319)
ity
Ur;+j€Fg
e Ser;+j pertence ao m;-suporte de u, entao u,,+; # 0. Pelo Lema 83, by X (Upyge

Ur;+j€Fg
Ur.+j) = 0, ou seja,

Z X(uri+j ) UTH—j) =—-1

—
v+ €F 7 \{0}
é (0 4 (Vg ~ ~
Como 2+ ® = 1 ¢ g%rrn Uritd) — para todo v,,1; nao nulo, entao

Z X(uri"l‘j'U"'i"‘j)x&k(ri-&-]‘)(?)ri"‘j) =14z Z X(um-‘!'j'vn-i-j) =1-=. (32())

Ury4s €F,"1 vrp+s €F, 1\ {0}
Por definicao, wy, (u’) = |suppy, (u)|, entao de (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20),

Do Xt ) = (1= )t (1 ) 1,

viEFg\{0}

Portanto, substituindo a igualdade acima em (3.16), para todo i € {1,--- ,t} tem-se que

S () Zixﬁiqa[(l _ $)w”i(“i)(1 4 %x)mi—wwi(ui) —1], se {1}\4’/1 =0¢c ng
i—1\U) = — ~ .
0, se uitl £0 € IFZ@'

Passo 2.

57w =t () B @)D (@) + 3 (o)
; =1

45



3.2 Condicao Suficiente

Como uit! =0 € IFZAZ' para todo u € %;, do Passo 1 segue que

> Sia(u) = Za g > [(1 — )" (1 4 )i () — 1]

UEE; UEG;

R i wwi(ui)
= g | (3 (7 (7)™ | = 1]
i 1+’Yz«73 i i
UEG;

—_—

Pela Definicao 2.13, se u € €, entdo u € €, se, e somente se, utl =0 € ng, ou seja, se u ¢ G;

entao wit! #0 € IF?, o que pelo Passo 1 implica S;_1(u) = 0, logo
5S40~ 3 St
u€E? uEE;

e portanto

Z Sic1(u) = Zz‘xﬁl\iql;i

u€E?

(1+7) (ZQ %W”)—w]. (3.21)

UEE,

Pelas caracterfsticas dos conjuntos €7 e ¢! descritos respectivamente em (2.14) e (2.15), segue

> Qi) ) = 37 Qula) ) 37 Qufa) ), (3:22)

u€E; uee}t u€E?

que

Se u € €}, entao o m-suporte de u é nao vazio, como uit! =0 € IFZ:' e o poset-block (H,m) é
hierarquico,

Wi (1) = wr, (u') + 17 = wm(ui) + (m —m;),
logo Q;(x)®=) = (1/Q;(x)™ ™—1)Q;(x )wW ), Se u € €Y entdo o m-suporte de u é vazio,
logo wy, (u’) = 0, ou seja, D e Qi(x)wm () = |§o”i0|. Como |€,_1| = |€°| pois €;_1 = €, de
(3.22) segue que

Z Qi(w)Pm) = Z Qi(x) =) + 147

UEE; ues}

T Qe mmHZQ () 0em ™ 4[4 (3.23)
ue‘fl

Como 1+ 2 = [(1 —z)/Q;(x)]™, substituindo (3.23) em (3.21) obtemos uma nova expressao
para » .. Si—1(u), isto é,

ZSZ 1 = (1+% ) (11—’__7;) o q Zz ZQ@ HW)

ue%”l

g [(22_(;)”1 %] — \%\} | (3.24)
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Note que
x ;) = _ ;)™ — x)mi-
7 l—x xmem 7 (1 —a)m
2 \™ [(1+yz\"™ _
= 1— )™ 3.25
(%) (5) a-o (3.25)

pois m — m;,_1 + m; = m — m;. Pelas igualdades dadas em (2.19), >, 1 Q;(z) 0em () =

LWCS;)(HJ)(Q,-(:U)), portanto de (3.24) e (3.25) segue que

S S = ( & ) q@(”w) =)W, Qi)

1—=x x

vaa™ |(55) 6l - 1] (3.0

Por (3.8), > .cs fA(u) = |€|201 + Doiy > uew Si1(w), substituindo (3.26) nessa igualdade,

obtemos o resultado desejado, isto é,

Zf<u>=|%|zt+l+z( i ) q@(”%”) (1= )T AL g (Qu(a))
=1

l1—2z T
ues

t m; t
b 11—z ’ mi b
+ E 2T qul (m) |Cgi_1|— E 2T 1qbz|Cgi| (327)
=1 =1

Passo 3. .

Z Zz‘Cz‘(SC)|(57;71| = VV%’,(H,W)(L go, - - 7gt)-

i=1

Denotando A; (31,x)(¢) = A;, pela definicao de %; segue que |6y| =0 e

m1 ma m; i mg
Gl =Ao+ ) A+ At Ay =Ag+ > Y A (3.28)
J=1 7j=1 7j=1 k=1 j5=1

para todo ¢ € {1,--- ,t}, entao

t
D zici(@)|Gima| =2101(2)|Go] + 2202(2)| G + - + 26 (@) |
=1

m1 t—1 my
:Zlcl(l')Ao + ZQCQ(%’) (Ao + Z A]) + e ZtCt<33') (AO + Z Z Am+j>
j=1

k=1 j=1
t m1 t mi—1
=Ay Z cj(x)z; + Z Ay, Z cj(x)zj + -+ Z Ay, vkc(T) 2
j=1 k=1 j=2 k=1
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Como LT/Véﬁ(H7r (D)= A e LW% (wm(1) = Ao, entao

t t

Zzlcl NGl = A0 ej(@)zy + LWE L, ()Y @)z + -+ LWL 5 (Den(z) 2

j=1 j=2
t—1 t
— LW;}(Hm)(m > i)z (3.29)
i=0 j=i+1

Defina g; = ZJ _i16(w)zyse i €{0,--- ,t —1} e g, = 0, pela Identidade (2.18) e por (3.29)

segue que
t

Z Zici(x)|cgi—1| = W%,(?—l,ﬂ)(l; go, - ,gt)-

i=1

Passo 4.

%’ == VV(K,(H,W)(L hOa s ht)

t
E :Zixml qb
i=1

Denote A; (3. (¢) = A;. A demonstragao segue de maneira analoga a demonstragao do

Passo 3, de fato, usando (3.28) segue que

t

Zzlxm’q ;| =212™ b1|‘€ |+ -+ za™ bt|‘€|
i=1
mi me
—zlxmlqbl (Ao + Z Aj> 4+ ™ be (Ao + Z Aj+---+ Z Art+j> )
j=1 j=1
t ~ m; t R
SO 3 R
i=1 j=1 \k=1 i=j
Defina h; = Et i q biseje{l,--,tteh;= 22:1 zixm\iqb:' se j = 0, portanto

t
=1

Passo 5. (Final)

Gisa —ZLW“ Dhi = We g (L ho, -+ h).

De (2.12) e (A.7) segue que

we o (u 1 Y
W‘f,(ﬁ,ﬂ)(x;zﬂrlu e 721) = Z T <H’Tr)( )Zs/ﬁ(u) = Z f(u) = % Zf(u) (330>

ucet uce+ ue?
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Substituindo as equacoes dos Passos 3 e 4 na equacao do Passo 2,

1 ~ 1 z \"< ; 1
[l Z f(u) =241 + G (m) Z ai(ﬂf)ZiLWc,(g,)(H,ﬂ)(Qi(iﬂ)) + @W%,(H,ﬂ-)(h 90 5 Gt)

1

|(5’W<g7(7.[77r)(1;h0,...,ht). (331)

Pelas Igualdades (3.30) e (3.31) o resultado segue.

Teorema 67. Se (H,n) € um poset-block hierdrquico reqular por nivel, entao (H,m) admite a

identidade de MacWilliams.

Demonstragao. Seja € um (H,7)-cddigo linear, aplicando a Identidade (2.18) na Proposigao

66 obtemos que

1

T
W%?L,(ﬁﬂr)(r; Zt41y " ,Zl) =Zt1 + @ (

l1—=z

) We ,m) (@Q1(2); 0, a1(2)21,0,0,---,0)

1 T m
+ @ (1 — ZL‘) WCK,(H,W)(QQ(JT);O,O,CEQ(,I')ZQ’O’ .. 70)

1 T mn
++@ <m) VV(@”,(H,W)(Qt(x);Oaana'“ >at(x)zt)
1 1
—W. oL ge, — —W oL ho, -+ hy). (3.32
+ @] ¢,1m (1 90 gt) %] ¢.(m (1 ho ). ( )

Se €1 é um (H, 7)-cédigo linear possuindo o mesmo (H, 7)-polinémio enumerador do c6digo €,
ao trocarmos ¢ por %) em (3.32), o lado direito ndo mudara pois |€’| = |4}| e além disso, € e

% possuem o mesmo (H, w)-polinémio enumerador. Portanto

Wt gim (@1 1) = Wi g (31, 1),

ou seja, o (H,n)-polinomio enumerador de €+ estd unicamente determinado pelo (H,7)-
polinémio enumerador de & para todo cédigo €, logo o poset-block (H, 7) admite a identidade
de MacWilliams. |

Portanto dos teoremas 65 e 67 temos a seguinte classificagao:

Teorema 68. Um poset-block (P, ) admite uma identidade do tipo MacWilliams se, e somente

se, o poset-block é hierdrquico reqular por niveis.
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3.3 Relagao Entre A; e A

Daremos agora uma descrigao explicita das relaces existentes entre os coeficientes A4; e A3 dos

polinémios enumeradores dos cddigos em questao. Sejam (#H,7) um poset-block hierdrquico

regular por nivel e € um (H, 7)-c6digo linear em [y, usaremos aqui as definigoes e notagoes

estabelecidas na secao anterior. Defina

t m—im;
~ (14 i ' T i
e 2 2 (7))

x
i=1
e
! ~ 1—x\™
A m: b;
xTr) = x zq 0 - %:_ _ (gz) )
23 ((g) 1en1-1
Pondo z; = -+ = 241 = 1, de (3.27) e (2.12) segue que
L\ 1
Como Qi(x) = (1 —2)/(1+ (¢ — L)z) e
LW?E”i,)(H,ﬂ)(Qi(x)) = Z Ay Qi)
entao
e i1 S 1— g\t
e
Z xrm Zm B $ ml ' ZArHr] 1_'_71 )ml (1 - Jﬁ)miﬁ+]’
3 j 1
me leAT_A'_J ]_—|—fyz )mz J(l )m—i—)
Como ~; = (¢% — 1), entdao (1 + vx)™ (1 — x)/ é a fungido geradora dos polinomios de
Krawtchowk

Pr(j:my;) = i(_mlﬁ’ G) (ﬂl?—_lj)
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para todo k € {0,--- ,m;}, (consulte Defini¢cdo 87 do Apéndice B), entao

1—=x

! z \" L\ 5 T my—i ,
@( ) El(iﬁ) - @qumj ZZAri—i-j(l‘F%ﬂf) i ](1_3:)]
=1

j=1
t . mg m;
A 0 3L SR
i=1 j=1 k=0
t - m; m;
= % z; ™ kz% (2 APl (7 mz)> "
1= = 1=

Defina agora

ap(j i mi) = A PG e ma),

j=1
note que Py (j : m;) = 1 para todo j € {1,--- ,m;}, entao por (3.28) segue que

ao(j i mi) =Y Ay = 6] — %],
j=1

Portanto
1 z " 1 o b — : k
i=1 k=1

Do binémio de Newton temos que

) mi_mi m; e\ — N i k.
(1+7i2) Z(,J(m) 1+;(,€>%x,

k=0

como (1 —z)/Q;(x) = (1 + ;x), da definigao de Ey(z) e da igualdade acima obtemos que
1

1 ! — - my;
g P2(@) =7 22" (1 + ( . )7) @i |%|]
=1 k=1
1 t - m; ooy
=7 > g <|<gi_1| — G+ ( ;)vﬁ“lﬁ'—lm) 7 (3.35)
i=1 k=1

portanto, substituindo (3.34) e (3.35) em (3.33) segue que

1 ! b T - .
Wit grm(@) =1+ G > g™ <|‘fi| — Gl + Y (i : mz‘)xk)
=1

k=1

1 ! el mi m;
+ 7] > amigh (I‘&_ﬂ — |G+ ) ( I )%‘“Icé—llxk)
i=1 k=1
1t - [m ms
S 3 [Z (s m) ("} )bl ] (33
i=1

k=1
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Por outro lado, sabemos que

ng_’(ﬁ’ﬂ_) (l‘) :Aé_ + (Af_:[j + e+ AJ_ l'mt)

€1 me_1Y\ .Mt
+ (Amf,—i-lx +ooet Amz—l-mt 11: )I
4+t
1 mi) ,.Mme+-+ma
(Amt+ a1 T ot Amt+ 87T

—1 4+ Z ™ Z AL ", (3.37)

Portanto igualando (3.36) e (3.37) e fixando i e k, da igualdade entre tais polinémios segue que

1 qbi qui k
A= — = —a,(j:my G
ik, (H,m) |C€| k(] ) |Cg| ( ) | 1|
Temos entao o seguinte teorema:

Teorema 69. (Relacdo entre Aj(g o ¢ A (1m)) Se (H,m) € um poset-block hierdrquico regqular

por nivel e € é um (H,m)-codigo linear, entdo

A1J7_’Ll+k (H, 7r) ’(g| Z ATH‘]P]“C(] ml)) |<g’ ( )P)/z ZA

Se tomarmos a estrutura trivial de blocos, b; = m; e d; = 1 para todo j € {1,--- ,t}, entdo
temos o resultado obtido no Teorema 4.4 de [12]. Por outro lado, se tomarmos o poset H como
sendo anticadeia, isto é, nenhum de seus elementos sao comparaveis, entao t = 1 e m = my,

portanto dado k € {1,--- ,m;} segue que

i ( m o (
A |%|<Z“ g:m) <k> ) wz“ G+m)
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APENDICE A

Caracteres

A teoria de caracteres de grupos finitos foi uma ferramenta utilizada por F. J. MacWilliams em
teoria de codigos para expressar a identidade de MacWilliams para cédigos definidos em espagcos
com a métrica de Hamming (apresentada no Capitulo 2), posteriormente, tem sido utilizada por
varios autores para expressar a identidade de MacWilliams nas métricas poset e poset-block.
No desenvolvimento dos Capitulos 2 e 3 usamos dois lemas que sao obtidos através das relagoes
de ortogonalidade existentes entre caracteres. Nosso objetivo é portanto demonstrar tais lemas,
assim como a féormula da soma discreta de Poisson. Descreveremos aqui todos os caracteres
de um grupo abeliano ciclico finito, obtendo assim todos os caracteres aditivos sobre F,. De
uma forma geral, todos os resultados sobre caracteres que aqui estao demonstrados podem ser
encontrados em [14], além disso, [18] descreve a teoria de caracteres tendo como foco a teoria de
codigos. No que segue, G serd um grupo abeliano finito de ordem k (para o qual utilizaremos

a notagao multiplicativa) com elemento neutro 1.

Definicao 70. Um caracter x do grupo G é um homomorfismo de G no grupo multiplicativo
dos nimeros complezos C* = C\{0}. Equivalentemente, dizemos que x : G — C* € um caracter
de G se x(q192) = x(91)x(g2) para quaisquer g1, go € G. Um caracter € dito trivial se x(g) = 1

para todo g € G, neste caso denotaremos o caracter por Xo.

Note que x(1g) = x(1lg)x(1lg), como x(1g) # 0, entao x(lg) = 1, além disso, dado g € G,
g* = 1¢, portanto
X(9)* = x(g") = x(1e) = 1,
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ou seja, x assume apenas valores que sao k-ésimas raizes da unidade, logo |x(¢)| = 1 para todo

g € G (onde |.| denota a norma do nimero complexo x(g)), portanto x(g)~! = x(g). Como
X(9)x(g7") = x(997") = x(1g) = 1, segue que

x(g™) = x(9)"" = x(9)-

Definicio 71. Seja y um caracter sobre G e defina X(g) = x(g) para todo g € G. E claro que

X € um caracter sobre G. Dizemos que X € o caracter conjugado de .

Definicao 72. Dados x1, X2, -+ , Xn-1 € Xn caracteres de G, definimos o produto de caracteres

por
X1 Xn(9) = x1(9) - xn(9)

para todo g € G.

Proposicao 73. Seja G o conjunto de todos os caracteres de GG, entao G ¢ um grupo abeliano

finito com a operacao de produto de caracteres.

Demonstracao. O produto de caracteres ainda é um caracter, além disso, as propriedades
associativa e comutativa sao facilmente verificaveis. Note também que yg ¢ o elemento neutro
de G. Sejam y € G e X o caracter conjugado de y. Como Ix(g9)| = 1 para todo g € G, entdo
xx(9) = x(9)x(9) = x(9)x(g) = 1 para todo g € G e portanto ¥ = x~'. Sendo assim, temos
que G é grupo abeliano com o produto de caracteres. Como y € G assume apenas valores que

sao k-ésimas raizes da unidade, entao GG é finito. [ |

Proposicao 74. (Caracterizagcdo dos caracteres de um grupo finito ciclico) Seja G um grupo
finito ciclico de ordem k, entdo G possui k caracteres x; tais que para j € {0,--- ,k — 1} fizo,

define-se para todo m € {1,--- k — 1},

X;i(g™) =&,

2mi/k ¢ uma k-ésima raiz primitiva da unidade.

onde £ = e
Demonstracao. E claro que para j fixo, a fungao x; define um caracter de G. Além disso, se x
é um caracter qualquer de G, entao y(g) é uma k-ésima raiz da unidade para todo g € G, ou
seja, x(g) = & e daf x(¢™) = &™ para algum j € {0,--- ,k — 1}, logo x = x; e portanto todo
caracter de G é da forma x; para algum j € {0,--- ,k — 1}. |
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Teorema 75. Sejam H um subgrupo de G e 1) um caracter de H. Entao v pode ser estendida

a um caracter de G, isto é, existe um caracter x de G tal que x(h) = ¢ (h) para todo h € H.

Corolario 76. Dados g1 e gy elementos distintos de G, entao existe um caracter x de G tal

que x(91) 7# x(g2)-

Demonstracio. Seja h = g1g, ', note que h # lg pois g1 # go. Como x(h) = x(g91)x(g5 ") =
X(g1)x(g2)"! para todo x € G, basta mostrar que existe X € G tal que x(h) # 1 e portanto
X(g1) # x(g2). Seja H o subgrupo ciclico de G de ordem k; gerado por h, pela Proposigao 74,
Y(h™) = e?™™/k define um caracter sobre H. Além disso, 1(h) # 1 pois k; # 1, logo pelo

Teorema 75 segue que o caracter y extensao de i é o caracter procurado. |

Teorema 77. Se x é um caracter nao trivial de um grupo abeliano finito G, entao
> x(g) =0 (A.1)
geG

Se g € G com g # 1g, entao

> x(g)=0. (A.2)

x€G

Demonstragao. Como x é nao trivial, existe h € G tal que x(h) # 1. Entao
X)) " xlg) = x(hg) =D xlg),
geG geG geG

pois como g percorre por todos os elementos do grupo G entao hg também percorre. Logo

temos que (x(h) —1) > cax(g9) = 0, e como x(h) # 1, segue que > ,x(g9) = 0. Para a
segunda identidade, defina § : G — C* pondo g(x) = x(g), note que g é um caracter de G,
ou seja, g € é, além disso, é um caracter nao trivial pois pelo Corolario 76 existe x € G com

x(9) # x(1g) = 1. Portanto, aplicando a primeira identidade no grupo G temos que

> x(g) =) k) =0.

XEé Xe@

Teorema 78. O niumero de caracteres de um grupo finito abeliano G € igual a |G| = k.
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Demonstracao. Usando as Identidades (A.1) e (A.2) segue que

G =Y x(9)=>_> xlg)=1G|.

9€G ye@ xeG 9€CG
|
Teorema 79. (Relagies de ortogonalidade) Dados x e 1) caracteres de G, entao
— 0 se x#v
> x(9)d(g) = { : (A.3)
geG |G‘ se X = 1/}
Além disso, se g, h € G entdo
. 0 se g#h
> x(9x(h) = { - _, (A4)
YeG | | se g =

Demonstracdo. E claro que se y = 1, entdo x(9)¥(g) = x(g)X(g) = 1 para todo g € G, logo
> gea X(9)¥(g) = |G|. Suponha que x # ¢, entao como x(g)¥(g) = x¥(g) e o caracter xy ¢
nao trivial, pelo Teorema 77, > x¥(g) = 0. Sejam agora g e h elementos de G, se g # h,
tomando gh™! € G, pelo Teorema 77 e do fato de gh™t # 1, seque que

0="> x(gh™")=>_ x(9x(h).

Xeé xeé
Supondo g = h, como x(g)x(h) = 1, pelo Teorema 78 o resultado segue. |

Seja F, um corpo finito onde ¢ = p™ com p primo. Em relagao a adigao Fy naturalmente
¢ um grupo finito abeliano. Como I, ¢é isomorfo a um subcorpo de F,, além disso todas as

solugoes o € Iy, de o = o sao exatamente os elemento de I, e
m—1 P m—1 m—1
E ol :E (ap)pZE o,
i=0 i=0 i=0

entao sz_ol of' € [F,, logo podemos definir a seguinte fungao:

Definicao 80. Seja a € F, onde ¢ = p™, o trago de a sobre F,, € definido por

m—1

Tr(a) =a+af+---+af
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A. Caracteres

A fungao trago é nao nula pois caso contrario todo elemento de F, seria raiz do polinémio

m—1

m—1 , . PN . . ;. ,
r+aP+---+ 2P ", o que é um absurdo pois tal polinomio possui no maximo p raizes e

[F, possui p™ elementos. Como a funcao traco é uma aplicacao F,-linear nao nula com imagem

em [F,, entao ela é sobrejetora. Seja T'r : F, — F,, a funcao traco sobre I, defina

Xl(c) — e271"£T7"(c)/p

para todo ¢ € I,
entao x; ¢ um caracter do grupo aditivo I, que chamaremos de caracter aditivo.
Teorema 81. Dado b € F,, a funcio x,, definida por x»(c) = x1(bc) para todo ¢ € F, é um

caracter aditivo de Fy e além disso, todo caracter aditivo de Fy é obtido desta maneira.

Demonstragao. Tome b € F,, entao x; ¢ um caracter aditivo, de fato, sejam ¢y, co € Fy, entao

Xo(c1 + c2) = xa(ber + bez) = xa(ber)xa(bea) = xp(c1)xo(c2)-

Como T'r ¢ uma aplicagao sobrejetora de F, em I, x; é um caracter nao trivial. Portanto, se

a,b € F, com a # b, entao

Xa(c) _ xafac)
xo(c)  xa(be)

= (@ —b)e) £1

para ¢ € F, conveniente, ou seja, se m % 0(p), entdo tome ¢ = 1/(a — b), caso contrario, como
a funcao trago é sobrejetora, existe a € F, tal que Tr(a) = 1, logo basta tomar ¢ = o/(a — b).
Sendo assim, x, € X, sao distintos. Portanto temos ¢ caracteres aditivos, pelo Teorema 78 segue

que tais caracteres sao os Uunicos possiveis. |

Lema 82. Seja x um caracter aditivo nao trivial de F,, o um elemento fizo de F, e m um

inteiro nao negativo. Entao

Zx(a-ﬁ)={ @ se a=0 (A5)

feFp 0, se a#0

Demonstracao. Pelo Lema 50 do Capitulo 2, segue que
Y oxte- B =1 D xal(B).
BeFm i=1 B;€F,

Pela caracterizacao dos caracteres aditivos sobre I, segue que dados a,b € F, entao x, = X»

se, e somente se, a = b. Logo, tomando b = 0, pelo Teorema 79 segue o resultado. |
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A. Caracteres

Lema 83. Seja x um caracter aditivo nao trivial de F,. Entdo, para qualquer cédigo linear €

sobre I,

Zx(u-v>:{ e ug? (A6)

= €], se ue€ et

Demonstracio. O caso em que u € €+ ¢é trivial pois x(u - v) = x(0) = 1 para todo v € €.

Supondo entdo que u € €+ temos a seguinte igualdade
DX =3, >, xe).
vET ceFy ve?,u-v=c

Podemos agora considerar 4 como grupo aditivo. Seja
Su(0) ={ve € :u-v=0}

Claramente S,(0) é subgrupo de % pois se a,b € S,(0), entdao a —b € S,(0). Considere entao o
quociente €/S,(0). Como u & €+ entao existe w € € tal que w-u = k # 0. Mostraremos que

HveC u-v=0}={veb u-v==~k}.

De fato, note que w + S,(0) € €/S.(0) e portanto |w + S,(0)| = [S,(0)|. Basta entao mostrar
que w + S, (0) = {v € € : u-v =k}, de fato, tome w; € w+ 5,(0), entdo w; = w + x com
x € 5,(0), logo wy -u = (w+x)-u==Fk, dai wy € {v €% :u-v ==k} Reciprocamente, se
wy € {v € :u-v=k}, podemos escrever w; = v+ (w —v) € v+ S,(0), portanto temos a
igualdade desejada. Note agora que para todo ¢ € I, existe v € € tal que u - v = ¢, portanto

temos que
HveC:u-v=k}l=Hve? u v=k}

para todo ky, ks € F,. Como |€/S,(0)| = ¢ segue que [{v € € :u-v=c}| =|€|/q, portanto
€
> ¥ 0=
celfy ve? uv=c q celfg

pelo Lema 82, tomando m = o = 1 tem-se que Zcqu x(c) = 0, portanto

Zx(u-v):().

vEE
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A. Caracteres

Definicao 84. (Transformada de Hadamard) A transformada de Hadamard de f € a fung¢do

complexa com dominio em ¥y definida por
Flw) =" x(u-v)f(v).
vely

Lema 85. (Fdrmula da soma discreta de Poisson) Seja € um cédigo linear de comprimento

. . .
n sobre F, e f uma funcio em Iy, entdo

> 10) = o 3 flw, (A7)

veGL uee

Demonstragao. Pela Definicao 84 segue que

1 ~ 1
] 20 = g L X xtw )

u€ vely

- % S5 - o) (0)

vER? ue?

-~ (f(v) > xu- v)) .

vely uce
Se v € Fy entao v € ¢+ ouwv ¢ €+, logo do Lema 83,

% >, (f(U)ZX(U'U)> = é, > fW)I¥]

veFy ue? vEFL

= > f).

veGL
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APENDICE B

Polinomios de Krawtchouk

Os polinomios de Krawtchouk, introduzidos pelo ucraniano Mikhail Krawtchouk em 1929, cons-
tituem uma importante ferramenta combinatorial, para maiores detalhes, consulte [18]. Para
definirmos os polinomios de Krawtchouk, necessitamos de algumas defini¢coes e propriedades de
coeficientes binomiais. Dado =z € R, o coeficiente binomial (:1) (leia-se x tomados m a m) é
definido por:

1) (z—ma1 , . . ..
slezl)-@=m+l) = gy 6 um inteiro positivo.

T m)!
( ): 1, se m=0.
m
0

caso contrario.

)
Serao apresentados abaixo algumas propriedades desses coeficientes, para mais detalhes consulte

18] e [24].

(a) O caso em que x = n é um inteiro nao negativo e n > m > 0, o coeficiente binomial (:1)
pode ser interpretado como sendo o niimero de possiveis combinagoes de n elementos tomados

m a m.

(b) Séries binomiais:

u n
by = nompm ¢ intei a ti B.1
(a+0) mz:o (m a , se n é um inteiro ndo negativo, (B.1)
+00 T
1+b)° = b, b<lexeR. B.2
(1+) 3 ()i el < te (B.2)
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B. Polinémios de Krawtchouk

(¢) Sejam n e m inteiros nao negativos e x um nimero real, entdo:

() - ()

(n) — 0 para m>n >0, (B.4)
<:z) " (mil) B ("21) ¢ (B.5)
() = () (B.6)

No desenvolvimento das equacoes subsequentes usaremos expansoes em séries binomiais,
porém nao nos preocuparemos em garantir que a série converge, ou seja, trabalharemos com
séries formais, portanto sendo » a,x" e > b,z" duas séries de poténcia formais, definiremos o

produto entre essas séries como sendo a série y | ¢,z onde
Cp = aobn + (Ilbnfl + -+ &n,1b1 + anbo.

Definicao 86. Para todo inteiro positivo n e ¢ = p" com p primo, define-se o polinomio de

Krawtchouk como

onde v =q— 1.

Definigao 87. Uma fun¢ao geradora para uma seqiéncia (Py(x))y € definida como sendo a

funcao G(z), que possui Py(x) como coeficiente de z* quando expressa em termos de poténcia

de z, ou seja, G(2) = 3,20 Pr(w)z".

Considere a fungao denotada por (1 + vz)" *(1 — z)*. De (B.2) segue que
X (n—=z X [z
1 n=T(] _ )T — m.m -1 J j'
- =3 (M e s (1) 1y
m=0 7=0
Pela definicao de produto de séries de poténcias formais,
X /n—u Ry i L o fx\ [(n—=x o
(e - S ()6 )~ S
m—o \ =0 \J k=0 j=0 J —J k=0

Portanto (14 v2z)" *(1 — z)* é uma funcao geradora do polinémio de Krawtchowk.
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B. Polinémios de Krawtchouk

Proposicao 88. Ezpressoes alternativas para o polinomio de Krawtchouk:

(i) Pu(z) = i(—Q)jvk_j (Z: j) <j)

Demonstra¢ao. Como

(ke = e (15 )

desenvolvendo o lado direito em séries de poténcias obtemos (i). Note que como v = ¢ — 1,

entao
_ T+y2\"" 1+qgz—2z\""
(e - = (TE5) a-ar = (FREEE) a-a)
qz n—x
=11 1—2)"
( + T z) (1—2)
Expandindo a tltima igualdade em séries de poténcia obtemos (7). |
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