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INTRODUGAOQ

A causa do céncer pode ser atribuida a fatores varios de natureza
genética ou ambiental. Ele é hoje uma das doengas mais estudadas no
mundo inteiro, devido ao grande numero de pessoas que atinge; nos
Estados Unidos da América, por exemplo, a sua incidéncia ¢é superada
somente pelas doengas cardiovasculares. O mesmo acontece no Brasil, com
excegdo apenas das regides Norte e Norteste onde, por razbdes sécio-eco-

némicos, predominam as doengas infecciosas.

Uma das principais armas utilizadas para o combate ao cancer é a
quimioterapia antineopldsica, cujos primeiros ensaios foram feitos em
1865 por Lissauer, seguidos pelos de Coley em 1893. A partir de 1940
comegaram a ser utilizadas diversas drogas neste tipo de tratamento,
porém com embasamento somente em fatos empiricos. Com o aumento do
conhecimento sobre o funcionamento de ciclo celular e a descoberta de
vérios farmacos "fase-especificos” e " ndo fase-especificos”", na década
de 50 Skipper, entre outros, inaugurou uma nova fase histérica da
quimioterapia - a poliquimioterapia -, isto é, a associagdo de varios

tipos de farmaco.

Porém até hoje a utilizagdo adequada das drogas antineoplésicas
~ requer estudos sobre as doses a serem administradas, as vias de

administragdo, a interacdo com outras drogas etc.

HA um nimero muito grande de modelos matematicos que tentam
descrever o crescimento tumoral, por exemplo, em [8] tem-se estudos
matema&ticos sobre o crescimento celular envolvendo ciclos celulares e
sobre o efeito das drogas "fase-especificas" e "ndo fase-especificas".

Entretanto, em geral tais modelos ndo levam em consideragido um fenémeno



que tem grande importancia para as terapias antineoplésicas. Baseados
nos estudos de Luria e Delbruck, os quais revelaram a existéncia de um
clone de bactérias mutantes resistentes ao bactericidas, Goldie e
Coldman, em 1979, enfatizaram a importancia do desenvolvimento da
resisténcia celular nos tumores, construindo um modelo matematico para
descrever este fendmeno. Em 1984, Vendite propés um modelo matemético,
que além de descrever o crescimento tumoral, obtém uma relagdo muito
importante entre as células sensiveis e resistentes ao farmaco
existentes antes da terapia e formula, também, um modelo para a evolugido
tumoral no caso em que é feito um tratamento quimioterapico. Birkhead e
Gregory, também em 1984, sem conhecer o trabalho de Vendite, também
formularam um modelo para descrever os mesmos fendémenos. Entretanto,

parece que existem algumas falhas conceituais neste Gltimo modelo.

No presente tr'abalho, faremos o estudo de alguns modelos
matematicos para o crescimento tumoral que sdo descritos principalmente
pelas equagBes diferenciais ordinarias de 12 ordem e equagdes de

diferengas.

No capitulo I,' introduziremos alguns conceitos e resultados
matematicos importantes para um melhor entendimento dos fendémenos
estudados, tais como: estabilidade de sistema de equagbes diferenciais
ordinarias de 12 ordem, equagdes de diferengas e, principalmente, uma
teoria ndo usual de estabilidade de sistemas de equagles diferenciais de

a o e I3
1- ordem sujeitos a impulsos.

No capitulo II, apresentaremos alguns modelos matematicos que
estudam a dinamica do crescimento tumoral, descritos tanto por equagdes
diferenciais ordinarias de 12 ordem quanto por sistemas do mesmo tipo,
fazendo para ‘estes ultimos uma an&lise de estabilidade. Daremos mais
énfase aqueles modelos que consideram trés tipos de células:

neopléasicas, normais e protetoras.



No capitulo III vamos estudar os modelos continuos propostos por
Vendite os quais consideram o problema da farmaco-resisténcia, que é um
grande obsticulo para a eficacia do tratamento quimioterapico. Estes
modelos explicam o insucesso da maioria dos tratamentos monoquimiotera-
picos j& constatados empiricamente e mostram, ainda, as vantagens
terapéuticas do uso de dois farmacos. Na ultima secgdo deste capitulo
proporemos um modelo discreto que, a nosso critério, corresponde a uma
reformulagdo do modelo de Birkhead e Gregory, onde sd3o tratados os

mesmos fendémenos acima citados.

No 1ltimo capitulo desenvolveremos um conjunto de simulagdes
npméricas que servem para comparar os resultados do nosso modelo
discreto com os continuos de Vendite, visando apresentar alguns esquemas
terapéuticos  viaveis. Finalizaremos o trabalho incluindo algumas

conclusbes e sugestbes para estudos futuros.



CAPITULO | -

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos um conjunto de conceitos e resultados

matematicos para melhor entendimento do trabalho.

1. Sistemas de Equagdes Diferenciais de 12 Ordem

Consideremos o sistema de equagdes diferenciais

f dxl
a"—t——-= fl(t,xl,...,xn)
dx2
—— = f (t,X ,0,X )
J dt 2o r e (1.1)
dxn
‘ a—t--= fn(t,x ,...,Xn)

onde:
t é a varidvel independente (geralmente tempo),
xl (i=l,...,n) sdo variaveis dependentes de t, e

fl (i=1,...,n) sdo fungdes que dependem de t, xl,...,x .
n

O sistema (1.1) pode ser representado também na forma vetorial:

dx _
'Tt— = F(t,X)

onde:



)T

X & o vetor X = (xl,...,x ;

n

F(t,x) ¢é a fungdo vetorial (fl(t,x),fz(t,x),...,fn(t,x))T cujas
componentes sdo  definidas pelo lado direito do

sistemna (1.1);

[ dx ]
1
dx d?
dt .
dx
L
| dt ]

Quando as funges fl's ndo dependem explicitamente da variavel
independente t o sistema ¢é chamado sistema dinimico ou ' autdénomo,

denotado por

dx _
i F(x) .

Se todas as fungdes Xx(t)’ xz(t),...,x {t) tém as primeiras
n
derivadas continuas no intervalo I=[«,8] e satisfazem (1.1) em I, entdo

o grupo de n fungbes ordenadas

%

- X

se denomina uma solucdo do sistema (1.1) em 1.

Se todas as fungoes fl, fz""’ f forem fungBes lineares das
n
varidveis dependentes X XX O sistema de equagdes diferenciais ¢
n
dito linear; caso contrario, ndo-linear. Podemos escrever um sistema de

~ . . . . a . . .
equagles diferenciais lineares de 1- ordem da seguinte maneira:



([ dx
g = 2,(tx et a (tx + g (1)
| (1.2)
i |
\ T = anl(t)x1+...+ ann(t)xn+ gn(t)

Que pode ser escrito como

dx
at - Alt)x + G(t) (1.3)
onde
au(t) aln(t) gl(t)
Alt) = : e G(t) =
anl(t) ann(t) gn(t)
Se todas as fungdes g 8 forem identicamente nulas, isto 'é,

G(t) = 0, entdo o sistema (1.2) é chamado de homogéneo; caso contrario,

n3o homogéneo.

Quando os coeficientes aU do sistema (1.3), por sua vez, n3o
dependerem de t, o sistema serd dito sistema linear com coeficientes

constantes. Neste caso, a matriz A de (1.3) serd simplesmente

Apresentamos, assim, de uma maneira bem simplificada, alguns tipos
especiais de sistema de equacgdes diferenciais de primeira ordem. Ao
contrario dos sistemas n#o-lineares para os quais ndo existem métodos
conhecidos para encontrar as suas solugbes analiticas, existem varios
métodos para resolver os sistemas lineares; tais métodos ndo

apresentaremos neste trabalho, porém eles podem ser encontrados em



qualquer bom livro de equagdes diferenciais como [1,4,5,17,20], entre

outros.

2. O Problema de Valor Inicial (P.V.l.)

O sistema (1.1) munido de uma condigdo inicial, digamos,

x(to) =X, = . é chamado de problema de valor inicial (P.V.L.)

(2.1)

A seguir apresentaremos alguns resultados importantes cujas
demonstragdes sdo encontradas em [(1,4,5,14,17}). O primeiro teorema que

apresentamos relaciona o P.V.I. com a equagdo (vetorial) integral.

Teorema 1. Seja F(t,x) um vetor cujas componentes, fl, fz,..., fn, sédo

todas fungbes continuas de t, xl, xz,..., xn. Isto &, seja F(t,x) € 6.
Entdo x ¢ uma solugdo do P.V.I. (2.1) no intervalo I em torno de to se,

e somente se, x satisfaz a equagdo integral

t
x(t) = x + ‘[F(t,x(t))dt
0 t
o]

para todo tel.

O resultado seguinte garante que o P.V.I. (2.1) tem uma solugéo e

que esta soluééo é unica, porém sob certas condigGes sobre as fungdes
f,f,.f.
1’ 2

n



Teorema 2. (Existéncia e Unicidade de Solugdes para o P.V.I. (2.1))

Sejam as funges fl,..., fn e as derivadas parciais :il yeees
af ar_ af ' ' !
3% THx % continuas numa regido R do espago t,
xl,r.‘.., X contendo o pontg (to, x(:,..., x:). Entio existe um intervalo
It—tol <h, no qual existe uma solugio tunica x=x(t) (x1=x1(t),...,
xn=xn(t)) do sistema %3;—= F(t,x), que também satisfaz as condigBes

iniciais x(t )=x .
o' "o

Os resultados sobre o problema de valor inicial apresentados até o
momento "servem" tanto para sistemas lineares quanto para ndo-lineares.
Entretanto, para os sistemas lineares, o teorema de existéncia e

unicidade pode ser simplificado e com conclusdes mais fortes.

Teorema 2’. (Existéncia e Unicidade de Solugtes do Problema de Cauchy

Linear)

Seja

dx _
ar = A(t)x + G(t) (2.2)

x(t0)= X

o problema de Cauchy Linear, onde A(t) e G(t) estdo dados em (1.3). Se
as fungbes U - AR - sdo continuas num intervalo aberto
alt{B, contendo o ponto t=t entdo existe uma Unica solugio x=x(t) para
o problema (2.2). Esta solugdo ¢é valida em todo o intervalo aberto

 act<B.

3. Estabilidade de um Sistema de Equacgdes Diferenciais

Muitas vezes ¢é dificil encontrar uma solugdo analitica de um dado
sistema de equagdes diferenciais, numa forma explicita, especialmente se

esse sistema for n#o-linear (quando as fungdes fi’s de (1.1) ndo forem



lineares em xl,..., xn). Entretanto, na maioria dos éasos ndo €&
necessario determinar uma solugdo explicita para o problema, bastando
conhecer algumas das suas propriedades, principalmente informagdes
qualitativas sobre as solugbes sem realmente resolver o problema. Essas
questdes estdo associadas a idéia de "estabilidade" de uma solugdo. A
seguir apresentaremos a definigdo de estabilidade para o caso mais geral
e introduziremos alguns resultados importantes para o desenvolvimento do

nosso trabalho nos préximos capitulos.

dx
dt
de Lyapunov, se para todo £>0, existir &8=8(e)>0 tal que para duas

Definigcdo 1. As solugdes de = F(t,x) sdo ditas estdveis no sentido

solugBes quaisquer x’ e x’’; a desigualdade ” x’(to)—x”(to) ”( & para

algum t_ implica i} x*(t)-x"*(t)l| < € para quaisquer te(to,oo).

Uma solugdo € dita instdvel se nfo satisfizer a defi-

nigdo 1.

o

Definigdo 2. As solugbes de —d%—— = F(t,x) s8o ditas assintoticamente

estaveis se sdo estaveis pela definigdo 1, e se existir 3>0 tal que

Il x’(to)—x”(to) " < & implica lim | x’(t)-x’(t)| = o.
t5>w

Introduziremos a seguir defini¢gGes de estabilidade para uma solugdo

especial.

Consideremos, agora, um sistema auténomo de equagbes diferenciais

—d—%- = F(x) com x(0)=x0 (3.1)

*

= 0, é denominado ponto

* * . dx
Um ponto x em F(x ) = 0, ou ainda e

critico ou de equilibrio do sistema.

» .
Definicdo 3. Um ponto de equilibrio x é dito estidvel se, e somente se,



dado €>0, existe &=8(e¢)»0, tal que para qualquer solugdo x(t) do
Problema de Cauchy (3.1) tem se que se ( x(O)—x‘]\ < 8, entdo
I x(t)~x'\\ < & para tzO0.

Um ponto de equilibrio é dito instavel se a definigdo 3 néo

for satisfeita.

Definigdo 4. Um ponto de equilibrio x* de (3.1) ¢ dito assintoticamente
estavel, se é estavel conforme a definicdo 3, e se existe o¢>0 tal que
.para qualquer solugdo x(t} onde ﬂ x(O)—x* | <o, temos também

lim{x(t)-x"| = 0.

t->» 00
No caso de sistemas autdénomos lineares do tipo
—— 2 Ax (3.2)

temos um resultado muito importante para verificarmos a estabilidade das

solugdes, cuja demonstragio pode ser vista em [5].

Teorema 3.a) Toda solugio x=x(t) de (3.2) é estavel se todos os

autovalores de A tém parte real negativa.

b) Toda solugdo x=x(t) de (3.2) é instdvel se pelo menos um

autovalor de A tem parte real positiva.

c) Suponha que todos os autovalores de A tenham parte real
menor ou igual a zero e A1=i0‘1, eer 7\1=io~l. Suponha também que )\j=io‘J
tem multiplicidade kj. Isto significa que o polindmio caracteristico de
A pode ser fatorado na forma

k k
PA) = (-ic) ' ... (A-ic)) ' q(A)

onde todas as raizes de q(A) tém parte real negativa. Entdo, toda
solugdo x=x(t) ¢é estavel se A tem l(J autovetores linearmente
independentes para cada autovalor Aj=i0‘J. Caso contrario, toda solugédo

x(t) & instéavel.



4. Solugdo Geral do Sistema Linear Auténomo

Com o conceito da matriz exponencial eA, onde A é a matriz nxn (ver
Apéndice A), pode-se demonstrar sem dificuldadés que a solugdo geral do

sistema linear auténomo

dx : _
—d_i——Ax com x(O)—xo (4.1)

é dada pela férmula x(t) = emx0 .

A matriz X(t) = etA ¢ denominada matriz fundamental do

sistema (4.1).

Para um P.V.I. mais geral, isto &, onde x(to) = X, a solugdo ¢
dada pela férmula

t—t JA
e( 0) X

x(t) = o

Com essa informagdo, vamos apresentar alguns teoremas de
estabilidade para o problema (4.1), cujas demonstragBes podem ser vistas
em [20].

Teorema 4. Um ponto de equilibrio x‘ de (4.1) é estavel se, e somente

A

se, a matriz fundamental X(t) = et ¢ limitada para t=t . E ele ¢é

. . . tA .
assintoticamente estivel se, e somente se, a matriz X(t) = e satisfaz

que lim\\etAl( = 0,
t—> ®

Note que a condigdo de X(t) ser ilimitada para tz0 é necesséria e

suficiente para que o ponto de equilibrio seja instavel.

Teorema 5. Seja X(t) = e a matrix fundamental de (4.1) e,
consideremos M = eTA e 7\1 os seus autovalores, se Mxl <1 entdo
. A . '

lim e™ =0, neNe consequentemente lim e = 0.

n-> t-> ©



Corolario 1. Seja Ao um autovalor de e tal que IAOI > 1. Entdo existe

uma solugio ilimitada do sistema (4.1).

5. Sistemas Auténomos Quase Lineares

Seja
( dx1
T fl(xl,xz,...,xn)
dx2
= f (X ,X ,0uX )
) dt 27172 n (5.1)
dx .
D= f (x,X 00X )
| dt n 1'"72""""n

um sistema auténomo geral.

*

Seja x = (x:,x ,...,x*) um ponto de equilibrio isolado do sistema
n

(5.1), isto &, fl(x:,x;,...,x:) =0 (i=1,2,...n) e existe € > 0 tal
que para todo X = (X,X_ ,..,X ) # (x.l x‘ x') com 4 “ x—x* H( €
172" T 1’72 n
implica f'l(xl,xz,...,xn) = 0 (i=1,2,...,n); em outras palavras,

consideremos que existe um "circulo" em torno do ponto critico, dentro

do qual ndo existem outros pontos criticos.

Sem perda de_gener‘alidade, consideremos o ponto critico na origem,

* * * » »* -
isto €, x1=0, x2=0,..., x =0 (se xlatO, x2¢0,..., x #0 podemos fazer uma
n n
- ‘ ' -~
mudanga de variavel X =X +U,.., X =X +u, nas equagdes de (5.1), de
n n n
modo que ul,..., u satisfacam um sistema de equagdes auténomas com
n

ponto critico na origem).

. ~ 1 -
Considerando as fungles fl,..., f de classe € numa vizinhanga de
n



0 = (0,..,0), e fazendo a expansido em Séries de Taylor podemos obter o

sistema (5.1) na forma [6]

[ dx af (0) af (0) . af (0)
L= x ! X+ +%X —— + H(x)
dt 1 06X 2 8% n 9x 1
1 2 n
<
dx af (0) af (0) af (0)
n=x n X et + X ——2 + H(x)
| dt . 71 0x 2 3x n 98X n
1 2 n
Hl(x)
com lim =0, i=12,..,n (5.2)
r-» 0O r
2
onder = «x + +xn
afx (0) :
Chamando T = aU, podemos escrever o sistema acima da
J
seguinte maneira:
( dx1
= 3%t 2Kt r A, X+ Hl(x)
<
dxn
L dt = anlxl * an2x2+ ¥ annxn * Hn(X)

ou da forma vetorial:

dx
—d—t—-': Ax + H(x) , (5.3)
onde
Hl(x)
H(x) =
H (x)
n

10



Um sistema auténomo que tenha forma (5.3) com as Hl(x)’s
satisfazendo as propriedades (5.2) é denominado sistema quase-linear nas

vizinhangas do ponto critico (0,0).

Pela propriedade (5.2), podemos dizer que para pontos proéximos do
ponto critico o sistema quase-linear (5.3) pode ser aproximado por um

dx

sistema linear qt

= AX.

Em consequéncia deste breve estudo, podemos dizer que as
trajetérias do sistema linear auténomo sdo, quase sempre, boas
aproximagbes aquelas do sistema quase-linear nas vizinhangas do ponto de
equilibrio. Portanto para analisarmos a estabilidade do sistema
quase-linear nos pontos criticos, basta estudarmos a estabilidade do

sistema linear associado nestes pontos [4].

6. Sistemas de Equacgdes Diferenciais Ordinarias Sujeitos a Impulsos

Esta secgdo trata da teoria de sistemas de equagles diferenciais
sujeitos a impulsos. Limitaremo-nos a mostrar, de uma maneira bem
resumida, alguns conceitos desta teoria e os principais resultados
apresentados por A. M. Samoilenko e N. A. Perestyuk [19] e P. S.

Simeonov e D. D. Bainov [23].

6.1. Apresenta¢3o do Problema e SuposicGes

Consideremos um processo descrito por um sistema de equagdes

diferenciais ordinéarias

dx n
—aT- F(t,X) , tZto, ,XGR

Suponhamos que o processo seja submetido a forgas de curta duragdo

quando o ponto (t,x) encontra com certas hipersuperficies no espago

11



Ile, que sdo descritas como t=tl(x), onde tl(x)<t2(x)<... i=1,2,... e,

que tl(x) — »w quando i—yo.

Segundo Samoilenko e Perestyuk [19}], em muitos casos a duragio
dessas forgas pode ser desprezada e as forgas podem ser consideradas
instantaneas, causando a mudanga de posigdo de (t,x) para (t,x+Il(x)).

As equagbes que descrevem este tipo de fendémeno sdo da forma:

dx
aT-— F(t;X) titl

Axf,_, = x'()x (1) = I (x)
1

(6.1)

- . ) .
onde x e x denotam, respectivamente, o- fenbémeno antes e depois de ser

submetido as forgas.

Chamaremos o sistema (6.1) de Sistemas de Equacdes Diferenciais

Sujeitos a Impulsos (ver figura 1).

x‘\ -

«‘/,""X’
! . }
IX Xz I
J X |
I *. K
! | ,

X
0 | | |
X
4 |
| ‘ | S
t t t t “t
0 1 2 3

Fig.l. Sistema Sujeito a Impulsos.

6.2. Sistema Linear Sujeito a Impulso a Tempo Fixo

Consideremos um sistema linear homogéneo

12



dx
a‘-{-— = A(t )x tttl

(6.2)

Axlt=t = le
1

onde A(t) é uma matriz limitada e continua em tzto, Bl's s3o matrizes

constantes, uniformemente limitadas com respeito ao indice i.

A solucio de (6.2), com a condigdo que x(t0)=xo, pode ser escrita

_como

x(t) = X(t)xo

onde para t1< < t.p 2 matriz X(t) é definida pela férmula [19]

1 . ;
X(1) = U(t.tl)J];[l(HBj) Uttt ) (6.3)

onde U(t,t) é a matriz fundamental normal do sistema %—a\(t)x e,
J

= ~
a

i
o0 produto ordenado de i a 1.

Ainda sobre a matriz X(t), Samoilenko e Perestyuk obtém resultados

complementares para dois casos especiais:

i) Suponhamos que A(t) e B‘, do sistema (6.2), sdo independentes,
respectivamente, de t e de i; isto & A(t) = A e B1 = B para t 2 to e

i=52,.. .

Sabendo-se que A(t) = A é constante, temos que
(t—t )A .
U(t,tl) =e 1 e unindo ao fato de sz B, temos que
_ _At-t) Al -t )
X(t) = e i (I+B) e ) J1 , t1< t< L
tJ<t

ii) Consideremos agora o caso em que o sistema (6.2) ¢ periodico,

isto é, em que existe um ndmero real T>O e um inteiro positivo p tal

13



que

A(t+T) = A1), B =B, t -t =T

para teR e ie€Z.

O teorema que segue mostra como serd X(t) neste caso.

Teorema 6. Seja A(t) periodica com periodo T, entdo
X(t+T)} = X()X(T).

Dem.: De fato, para t1<t<tx+1’ a matriz X(T) é dada por (6.3).

Sem perda de generalidade, consideremos to = 0.

Desde que t Ct+T < t
I+p f+p+1

1
X(t+T) = U(t+T,t I+B ) U(t,t
(4T) = VL) T (48D Uttt )

p+l . 1
= U(t+T,t I+B) U(t ,t I+B) U(t,t
( l+p) _n ( J) (J j_1) ]_1 ( J) (J J_l)
J=1+p J=p
p+2 1

= U(t+T,t I+B) U(t ,t I+B JU(t ,t I+B )JU(t ,t
(4Tit, ) T 4B Uty (0B, UGG 60 T (148U, )

Se considerarmos t°= 0, que implica tp= T, temos
1
X(T) = 1 (1+By) U(tj'tj—l)

J=p
e dado que

U(t+T,tl+T) = U(t’tx) t e [tx’tm]

temos que,

p+2

U(t+T,t“p)J=];]+p (I+BJ) U(tj,tj_l) (I+Bp+l) U(tp+1’tp) =
2

= U(t,tl) j[;[l (I+BJ) U(tj,tj_l) (I+B1) U(tl,to) = X(t)

14



para tl <t( t1+1’ portanto

X(t+T) = X(t) X(T) .

6.3. Estabilidade de Sistemas Sujeitos a Impulsos

As solugBes do sistema (6.1) sdo em geral fungdes continuas por
partes, cujos pontos de descontinuidade dependem da solugdo em estudo.
Portanto os conceitos de estabilidade introduzidos na secgdo 3 néo
podem ser utilizados neste caso. Por esse fato, Samoilenko e Perestyuk
[19] consideram da seguinte maneira as nog¢des de estabilidade para os

sistemas do tipo (6.1):

Definigdo 1. As solugBes de (6.1) sdo ditas estidveis no sentido de
Lyapunov, se para todo £>0 e u>0, existir 8=38(¢,u)>0 tal que para duas
solugdes quaisquer x’ e x’’; a desigualdade “ x’(to)—x”(to)“ <3
implica | x’(t)-x"(t){{ < ¢ para =t tal que |t—t<:| > i, onde os t?

sdo os valores em que a solucdo encontra a superficie t=tl(x).

Definigdo 2. As solugbes de (6.1) s3o ditas assintoticamente estaveis se
sao estaveis conforme a definicdo 1, e se existe um ndmero 60>0 tal que

ﬂx’(to)-—x”(to)n <3 implica também que | lim x’(t)-x*’(t)[{ = 0 .
t

Para os casos em que o sistema ¢é linear, isto ¢, do tipo (6.2)

temos alguns resultados importantes a considerar.

Teorema 7. As solugbes de (6.2) sdo estaveis se, e somente se, a matriz
X(t) ¢ limitada para tzto. E elas s3o assintoticamente estaveis se, e

somente se, a matriz X(t) sastisfaz a condi¢do lim X(t) = O,
t—> o
O fato de X(t) n3o ser limitado para tZto é uma condigdo

necessiria e suficiente para as solugdes de (6.2) serem instaveis.

Para o caso em que o sistema (6.2) é periédico (caso (ii) da secgdo

15



6.2) temos alguns teoremas que nos permitem verificar a estabilidade das
solucdes. Antes disso, usando os fatos que X(t+T) = X(t)X(T), e que

x(t) = X(t)xo, verificamos que para t=nT, a solugio é

x(nT) = X(nT)x0 = [X(T)]."x0

onde X(T) = [X(T)]" .

Teorema 8. Todas solugdes de um sistema periddico (6.2) sdo estaveis se,
‘e somente se, os autovalores J\l (i=l,...,n) da matriz monodrémica X(T)
satisfazem a inequagdo |Al[ <1 e aqueles A cujos |A1| = 1,
correspondem a divisores elementares simples; as solugbes sao

assintoticamente estaveis se, e somente se, |Al| < 1.

Teorema 9. Seja A um autovalor de X(T), com le| > 1. Entdo existe uma

solugdo ilimitada do sistema dado.
O sistema abaixo

dx
W = AX t*tl

Ax | = Bx i=1,2,... (6.4)
t=t

pode ser considerado como sistema periédico de periodo T.

Supondo que x(to) =X, temos que a solugdo, para t1< 124 tm’ é
dada por

(t-tl)A

_ AT
x(t) = [e Tl (I+B) e '] X, -

t <t
J

Portanto o estudo de estabilidade do sistema periédico (6.4) seréa

. . . ‘ AT
feita analisando os autovalores da matriz monodrémica X(T) = (I+B)e .
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7. Equagdes de Diferengas

Encerraremos este capitulo de conceitos preliminares apresentando
em forma breve algumas nogles relacionadas com equagbes de diferengas.
Equagbes de diferengas aparecem em forma natural quando certos fenémenos
fisicos s8o melhor descritos por modelos discretos do que por modelos

continuos [10].

Um sistema linear discreto com coeficientes constantes, com
varidveis de entrada e saida u e x respectivamente, pode ser descrito

por uma equacgdo de diferenga linear de ordem n da seguinte forma:

X +ax +ax +.+ax =bu+bu
k 1 n k-n 0k 1 k

+.+b u
k-1 27k-2 m

k-m

Kk =0,1.2,... ' (7.1)

onde u e xk sdo a entrada e a saida do sistema no instante t=kt, onde T
¢ o tamanho do intervalo de amostragem das variaveis citadas. Os
coeficientes al, az,..., bo’ bl, bz,...; definem o comportamento
dindmico do fenémeno e sdo assumidos independentes de k. Isolando X, do
lado esquerdo da equagdo (7.1), considerando que condigSes iniciais s&o
dadas e partindo de k=1, podemos obter X, recursivamente em fungdo de
valores correntes de u € dos valores passados de entrada e saida
W e U e €X X e

Se o lado direito da equagdo (7.1) for identicamente nulo, entdo a
equagdo de diferenga ¢é dita homogénea; caso contrario, ndo homogénea.
Paralelamente a teoria de equagdes diferenciais lineares ordinarias com
coeficientes constantes, pode ser desenvolvida a teoria de equagbes de
diferengas lineares com coeficientes constantes. N3o apresentaremos esta
teoria por estar fora dos objetivos deste trabalho, porém sugerimos a

leitura de [9,10,11].

Uma equagio de diferenga de primeira ordem simples pode ser obtida

se aplicarmos o método de Euler [5] para encontrar soluges aproximadas
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do P.V.I. (2.1), isto é, se introduzirmos uma particdo do intervalo I:

t<t<.{t, t=1t+tk, k = 0,1,2,...,n e aproximarmos d—xl por
0o 1 n kK © dt t=tk
Xt %y
— onde X, ® x(tk); entdo obtemos a seguinte equagdo de
diferenga:

X" xk+ rf(tk,xk)

’ (7.2)
k =0,1,2,...

de onde a reposta (saida) no tempo k+l1 pode ser calculada

recursivamente. Observemos que (no caso escalar) quando
f(t,x) = u(t)+aax(t) , a=cte ;
a equagdo (19) toma a forma:

X = Tu +bx , b~=(l+oc'r)
k+1 k Ok

(7.3)
k =0,1,2,...

Se ukr = ] para todo k e X,= 1, entdo a relagdo recursiva (7.3) produz

k+1
2 k+1 11-—bb » b#l
X, = 1 +b+b+ .+ b=
k +2 , b=l

k =0,1,2,...

Uma anélise parecida pode ser feita para o caso em que tratarmos do

P.V.1. vetorial.

Além das referéncias bibliograficas citadas durante o capitulo
sugerimos a leitura de Edelstein~-Keshet [7] a aqueles que se interessam
pelos modelos matemdaticos descritos tanto pelas equagdes diferenciais

como por equagdes de diferengas.
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CAP[TULO II .

MODELOS MATEMATICOS PARA O CRESCIMENTO TUMORAL

Introdugido

As células normais de todo organismo coexistem em estado de
harmonia histolégica (crescimento) e funcional, cada uma com suas
caracteristicas morfolégicas e funcionais determinadas pelos seus
cédigos genéticos; e todas tém uma atividade biolégica, isto ¢, todas

sdo Uteis para a manutengdo da vida normal do organismo [16,22].

As substincias intracitoplasmaticas controlam o contacto entre uma
célula e outra, evitando o crescimento desproporcional de células da
mesma fung¢do, mantendo a populagdo celular num certo "estado de
equilibrio”. Em outras palavras, podemos dizer que embora exista a
renovagdo continua das células potencialmente capazes (stem cells), essa

renovagao apresenta um limite de reprodugdo.

Quando ocorre uma renovacio parciali de um tecido ou érgio a
velocidade dessa renovagdo é bem maior, até atingir a massa celular
anterior, isto ¢, as células normais do organismo inibem a sua
reprodugdo quando atinge uma certa "densidade celular”, constituindo o

fenémeno de "inibigdo da divisio por contacto" [16,22].

As células neoplasicas, oriundas das alteragbes nos coédigos
genéticos de algumas células normais, tém a capacidade de propagagdo em
condigBes impeditivas ao crescimento de uma célula normal [22]. Isto se

deve ao fato, entre outros, da perda de "inibicdo por contacto" das
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células neoplasicas que n3o apresentam nenhuma atividade biolégica util
ao organismo do hospedeiro. Na verdade a limitagdo do crescimento

obedece a orientagdio genética especifica.

Apresentaremos a seguir, algumas diferengas entre as células

#*
normais e as neopldsicas

CELULAS NORMAIS CELULAS NEOPLASICAS
1. A divisdo celular depende da 1. A divisdo celular independe da
qualidade da solicitagdo ce- qualidade da solicitagdo celu-

lular, lar (divisdo celular).

. A divisdo depende da interre-

lagdo com as outras células.

. A divisdo celular depende da
qualidade de especificidade

de cada célula.

. O trabalho celular dirige-se
ao sentido da manutengdo da

vida.

. A divisdo celular independe da

interrelagdo com as outras
células (perda de "inibig3o

por contacto").

. Ndo ha qualidade ou especifi-

cidade funcional para cada cé-

lula.

. Nédo héa orientagdo do trabalho

celular (sentido antibiol6gi-

co).

~ As informagBes acima nos levam a pensar que o crescimento tumoral
segue uma curva exponencial. Apesar desta idéia ser verdadeira para o
periodo inicial do desenvolvimento tumoral, podemos verificar que a
partir de uma certa massa tumoral o comportamento ¢ bem diferente, pois

com o crescimento da massa, as partes centrais e as periféricas do tumor

Esquema  extrafdo de {16].
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estdo em diferentes condigbes biolégicas e, praticamente, sé6 as células

localizadas na regido periférica mantém a atividade proliferativa [22].

Qualquer que seja a populagdo celular, normal ou neoplasica,
podemos encontrar diferentes subpopulagbes celulares que sdo classifi-

cadas em [16]:
i) células em ciclo proliferativo;
ii) células em ciclo ndo proliferativo;

iii) células em diferenciagdo e proliferacdo que apresentam
fungdes energéticas especificas de diferenciagdo e também,

a capacidade de proliferacdo;

iv) células em repouso funcional ou "dormentes" que guardam toda
sua potencialidade e que, sob circunstancias variadas, podem

passar para a fase proliferativa;

v) conforme o tecido considerado, células em vias de necrose ou

em necrose celular.

Apresentaremos a seguir alguns modelos matematicos para o

crescimento tumoral.

1. Din8mica do Crescimento das Células de Vida Espontinea

Este modelo, construido por Braun [5], supSe a existéncia de
células divisoras de vida espontdnea num organismo. Estas células
crescem sem nenhuma limitagdo, a uma taxa proporcional ao seu volume no
momento, isto ¢, se V(t) denota o volume destas células no instante t,

entdo

dv
t =Av (1.1)

onde A>0 é chamado de taxa de crescimento das células de vida

espontanea.



Seja Vo o volume no instante inicial t Entdo a solugio de (1.1) é

V(t) = voem"to). (1.2)

Assim concluimos que as células com esse tipo de comportamento

ln 2
A

crescem exponencialmente com tempo e o tempo de duplicagdo é

2. Dindmica do Crescimento Tumoral

A idéia de crescimento exponencial no caso de tumores sélidos,
embora muito utilizada, é falsa, pois est4 bioclogicamente bem demostrado
[3,16,22) que quanto mais o tumor se. torna volumoso, o tempo de
duplicagdo do volume tumoral cresce continuamente. Segundo Braun [5],

existem duas hipéteses para explicar esse fenémeno:

i) diminuicdo da taxa de produgdo, sem a mudanga na proporgdo
das células reprodutoras, istc é, com o passar do tempo as células
reprodutoras amadurecem ou envelhecem, diminuindo a sua velocidade de

proliferacg3o.

ii) a taxa de produgio das células divisoras se mantém
constante, e o retardamento do crescimento tumoral ¢ devido a perda de
células reprodutoras do tumor. Uma possivel explicagio para isto é a
formagdo da regifo necrética no centro do tumor. Este coro necrético
aparece num tamanho critico para determinados tipos de tumores, ele se
desenvolve porque o transporte de sangue, e portanto de oxigénio e
nutrientes, é limitado a superficie do tumor e a uma curta disténcia da
superficie. Quanto mais rapidamente o tumor cresce, maior é o seu coro

necrético.

A primeira hip6tese pode ser representada pelo seguinte sistema de

equagdes
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ol ala.

2ls 2l
I
o
<

onde V é o volume do tumor sélido, ¥ é a taxa de crescimento especifico

dependendo de tempo e a>0 é a constante -de retardamento [5].

Tomando ¥{0)=A, onde A>0 é constante, o sistema acima pode ser

-reduzido a uma Unica equagéo

dv ~-oct
"a-t— = (Ae )V . (2.1)

Por outro lado, a segunda hibétese pode ser representada pela

seguinte equagdo diferencial:

dv ~oct
g0 = Ale V) (2.2)

com A e a contantes, onde o primeira representa a taxa de crescimento e,

a segunda, a taxa de diminuigdo das células reprodutivas.

Eliminando-se os parénteses das equagdes (2.1) e (2.2) podemos

reescrevé~la numa tnica equagdo:

dv -0t
90 = Ae "V, (2.3)

que apresenta a seguinte solugdo:

V(t) = Voexp[—;—(l—e—at) ] , (2.4)

onde VO é o volume inicial do tumor. A fung3o acima € conhecido como

fun¢do de Gompertz.

Uma das caracteristicas da fun¢do de Gompertz é o seu crescimento



"quase" exponencial para. valores de t préximos de zero e a sua
aproximagdo assintética para VoeA/oc para valores de t suficientemente
grandes. Para o caso de tumores so6lidos, o valor VoeA/a ¢é chamado de

volume limite.

3. Modelo Presa-Predador-Protetor para' Cancer [24]

J4 sabemos que célula neoplasica (cancerosa) se origina de uma
‘mudanga no cédigo genético de alguma célula normal do organismo. Estas
células neoplasicas s8o reconhecidas por  células especiais, os
linfécitos, que tém a fungBo de destrui-las e "proteger" as células

normais.

3.1. O Modelo

0 modelo de presa-predador-protetor para céncer foi construido por

Stein [24] em 198l. A seguir reproduziremos o modelo.

Consideremos as células normais como presas, as cancerosas Ccomo
predadores e os linf6citos como protetores, respectivamente denotados
por S, W e D. Stein escolhe estas letras pela analogia com o estéria de
ovelha-lobo-cachorro (presa-predador-protetor) que em inglés s&o sheep,

wolf e dog, respectivamente.

Tanto a populagio das células normais, como a das cancerosas e
protetoras, variam com o tempo, portanto S, W e D s&o fun¢Bes do tempo
t. O método consiste de trés equagdes que representam as taxas de
crescimento das células normais, das células cancerosas e das células
protetoras. Nio discutiremos a formulagdo das equagdes, pois sfo obtidas
da combinacio do modelo presa-predador e do modelo de competigdo de
espécie, os quais podem ser vistos com detalhe em [1,21]. As trés

equagdes sdo:
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ds aS-bS % -cSW

dt .

—g—‘%’— = aW+3SW-yWD (3.1)
dD 2

qt - XD-yb

onde a, b, ¢, «, B, ¥, X, y sdo todos constantes positivos.

Pelo fato do sistema acima ndo ser linear, n3o podemos apresentar
.uma expressdo analitica para as solugbes, porém podemos analisar o

comportamento das solugdes nos pontos criticos do sistema.

3.2. Pontos de Equilibrio do Sistema

Os pontos de equilibrio do sistema (3.1), isto é, o conjunto de

dS _ dW _ dD

pontos onde dt - 4t - at

= 0, sao:

P1=(0’0’O) )
P2=(0,O,x/y) ,
P3=(a/b,0,0) ,

P4=(a/b,0,x/y) R (3.2)

[ yx-ay aBy-byx+bay x ]
P = . y e
5 By Byc y

_{_« batap
- et o)

Como S, W e D representam populagdes, nio hd nenhum sentido em
falarmos em S, W e D negativos, pois ndo existe populagdo negativa. Como
todos os parametros envolvidos no sistema (3.1) sfo positivos, temos que
o ponto P6 estd fora do nosso campo de estudo, portanto faremos o estudo

de estabilidade para todos os pontos de equilibrio, menos para Pb.
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3.3. Estudo de Estabilidade do Sistema

O sistema (3.1) n3o ¢é linear, mas é& quase linear uma vez que as

fungSes (ver teoria de estabilidade para sistema nfo linear)

F,(S,W,D) _ _-bs’-csw
r (Sz+W2+D 2)1/2
l:‘2(S’W’D) _ _BSW - yWD
r (Sz +W24D 2 )1/2
FS(S,W,D) ) —yDz
r (SZ+W2+D2)V2
tendem a zero quando (SZ+WZ+D2)V2 —>0 [1].

Estudaremos separadamente os pontos:

i) ponto P1=(O,O,O)

Analisaremos o ponto P1=(0,0,O) a fim de verificarmos se as

populagdes vdo a extingdo. O sistema linear associado é

ds as

at

aw

—(F = oW . . (3.3)
dD

ac xD

cujos seus autovalores sido Al=a, 7\2=a e 7\3=x , que sdo todos positivos.

Logo, pela teoria de estabilidade, temos que P1=(O,O,O) é¢ nobdulo
instavel. Assim podemos afirmar que as populagdes ndo vio a extingdo

simultaneamente.
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ii) ponto P2=(0,O,x/y)

Para analisarmos a estabilidade do ponto Pz’ faremos as
mudangas de varidveis S=u , W=v , D=x/y+r e substituindo em (3.1)
temos um outro sistema

’

d_u = au-—buz—cuv
dt _
dv _ _ X .
iqc = (« a )v+Buv-yvr (3.4)
____dr = -xr- r2
| dt y

que, como o sistema (3.1), é quase linear. Analisaremos o ponto de
equilibrio (0,0) deste sistema, que corresponde ao ponto P2=(O,O,x/y) do

sistema (3.1).

O sistema linear associado a (3.4) &

[o)

au - _ au

dt

dv _ X
ar . -xr
| dt

. . " X '
Os autovalores do sistema acima sdo 7\1=a, 7\2=oc—7—y, A3=-—x. Como pelo

menos um dos autovalores (neste caso 7\1) é positivo, o ponto P2 é

instéavel.

iit) ponto P3=(a/b,0,0)
Seguindo o que foi feito no caso anterior temos que os autova-
B

lores sdo A1=—a<0, ?\2=oc+—b— >0eA3=x>0. Logo o ponto Psé

instavel.

iv) ponto P4=(a/b,0,x/y)

Este ponto representa o caso em que o individuo é sadio.
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Com uma andlise andloga aos pontos P2 e P:;’ temos que o0s

autovalores neste caso s80 A = -a, A_ = oc+—é-l§——-z£- e A = -Xx.
1 2 b y 3
Se Az = a+—?—g——% < 0, isto é aBy-byx+bay < O, o ponto P4 é

estavel, caso contrario, instéavel.

yx-ay  aBy-byx+bay x]
By ° Byc y

v) ponto P5= [ , —

Para que o ponto P5 esteja no nosso campo de estudo, isto §,

para que tenha todas as coordenadas positivas, s3o necessario que

¥x-ay > O e aBy-byx+bay > 0. (3.5)

Para analisarmos o ponto PE; faremos a mudanga de variaveis

IX-y
S = 7
By

sistema (3.1) temos

aBy-byx+bay + X

+u, W= v, D= —/— + r e substituindo no
Byc y

(
du bay-byx couy-cyx 2
_— = | —=——lu + | —=—""—|Vv + bu"~ cuv
dt [ By ] [ By ]
4 dv aBy-byx+bay _ aBy-byx+bay -
a4t = [ I u Ryc yr + Buv - yvr ’ (3.6)
dar -xr - yr®
| dt © y

que também é quase linear. Vamos analisar o ponto de equilibrio (0,0)

deste sistema, que corresponde ao ponto Ps do sistema (3.1).

O sistema linear correspondente a (3.6) é

(du _ [ bay-byx cay-cyx

g () e ()

Jdv ( aBy-byx+boy u - ( aBy-byx+bay -
dt \ ye l Byc

Sr e xr

| dt
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E o polinémio caracteristico do sistema acima é

- bay-byx _ aBy-byx+bay ay-rx
o o [ [ 2] (s )|

e as raizes deste polindmio sdo obtidas das seguintes equagdes:

A+x = 0 (3.7)
e
224 blay-yx)A | [ aBy-byx+bay ][ ay-yx ] -0 (3.8)
By y By
Da equagdo (3.7) temos facilmente que A = -x < O.

Agora, a fim de simplificarmos a equagdo (3.8), tomaremos

A= IX“AY e B = aBy-byx+bay

>0
By y

Assim o polinémio (3.8) pode ser reescrito da seguinte maneira:

A% AbA + AB =0 ,

portanto

-Ab I

1,2 = 2

onde A = (Ab)%-4AB.

Assim, temos as seguintes conclusBes sobre a estabilidade do

sistema em torno do ponto PS:

-se (Ab)2 >4AB = A >0 = AIZ reais e distintas. Por outro

lado, temos que (Ab)® > (Ab)*-4AB = A > 0, o que implica

_Ab K

que Ab > + { A 7

<O0.

Portanto 7\1 2< 0. Logo, o ponto P5 é estavel.
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se (Ab)°> =4AB = A =0 = A reais e iguais. Assim

1,2
7\1 Sl gb < 0, o que implica que o ponto Ps é estavel.

-se (Ab)2 C4AB » A<CO = 7\1 ) complexas conjugadas. lLogo,

AIZ sdo da forma p+qi, onde p, g s3o reais. Neste caso

_ Ab . _ Aa

5 e qgi = 5 . Mas para o estudo da estabili-

dade s6 nos interessa o sinal da parte real, que neste caso

€é negativo. Portanto, o ponto é estavel.

Com esta andlise dos autovalores, temos que desde que esteja
satisfeita a condigdo (3.5), o ponto F’5 é um ponto de equilibrio

estavel.

Concluimos, assim, a analise de estabilidade dos pontos de
equilibrio. E interessante notar que se P4 é estavel, o ponto P5 néo
pertence ao nosso campo de estudo e, por outro lado, se Ps pertence ao

campo de estudo, o F'4 ¢ instavel.
3.4. O Ponto Estdvel para o Problema do Cancer

E suposto que o sistema (3.1) se dirija para um estado de
equilibrio, que representa a condigdo norma! do organismo. Segundo
Stein, "os numeros absolutos de células normais, protetoras e cancerosas
ndo sio muito importantes e sim a proporgdo de células um ao outro”.
Neste contexto, foram escolhidos, arbitrariamente, existir 1000 células
" normais para 107 células cancerosas e 5 células protetoras no estado de
equilibrio. Em outras palavras, no estado de equilibrio existem 10°
células normais para cada célula cancerosa. Stein assume também que as
condigdes iniciais (t=0 representa o instante do nascimento) sé&o

S(0)=100, W(0)=2x10"" e D(0)=1.

Pelas informagbes acima temos que o ponto P =(103,10-3,5) é o ponto
€

de equilibrio para o problema de presa-predador-protetor para céncer.
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Comparando com os pontos criticos obtidos em (3.2), verificamos que esse

ponto serd unicamente representado pelo Ps'

Igualando P5 e Pe temos as seguintes equagdes

TX~QY 3

= 10 3.9
By (3.9a)
aBy-byx+bay _ 43 (3.9b)
Byc
X
X =5 . (3.9¢)
y C

De (3.9c) temos x = S5y, que substituindo em (3.9a), temos

57—103[3. Agora, substituindo estes dois resultados em (3.9b) obtemos

[0 4

103b+10_3c. Tomando ¢ =y e ¢ = iOSb, temos que os valores dos

a

parametros para que o sistema (3.1) seja estavel no ponto Pe= Ps sdo:

= 1001 a =1 x =5
b =1 = 4x107 y =1
c = 1000 =1

Considerando que todo organismo possui alguma quantidade de células
neoplésicas, pois nenhuma célula normal estd imune a sofrer mutagdo
genética, este modelo representa a condigdo normal de um organismo, onde
o crescimento das células neoplésicas .é controlado pelas células
protetoras. Nesse caso normal, a presenga de células cancerosas ndo

prejudica o funcionamento do organismo.

4. Modelo Competigcio~Protetor para Cancer
(Sugerido em {1), pag. 394, exercicio 7)

O modelo de presa-predador-protetor, apesar de ser um bom exemplo

de modelagem matematica, ndo representa a realidade das trés

subpopulagdes (normais, cancerosa, protetora). No modelo, Stein [24]

31



assume que as células cancerosas se alimentam das células normais,

caracterizando a presa e o predador, mas isto ndo acontece na realidade.

Para tentar uma aproximagdo do caso real, podemos considerar que as
células normais e as cancerosas estio em competicdo pelo espaco fisico

e, principalmente, pelos nutrientes.

4.1. O Modelo

Com a consideragdo acima, a uUnica mudanga que ocorre no sistema
(3.1) é o sinal no termo que representa a interacdio entre S e W, na

segunda equagdo do sistema. Assim, o novo sistema é:

([ dS 2
’—-d—t— = aS-bS _C.Sw
dw
149 = oW-BSW-yWD (4.1)
dD ' 2
| gt ~ XDyD

Como no modelo anterior, todos os parametros envolvidos s&@o positivos.
Analogamente ao caso anterior, faremos o estudo de estabilidade dos

pontos criticos do sistema (4.1), a fim de conhecermos o comportamento

das solugbBes nesses pontos.
4.2. Estabilidade dos Pontos de Equilfbrio
Os pontos criticos do sistema acima s3o:
P = (0,0,0)
P= (0,0,x/y)

P3= (a/b,0,0)
P4= (a/b,0,x/y)
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_ ap-ba
ol e )

P=( oy-rx aBy-bay+byx i)
6 By ' Byc Ty

Lembremos que como o nosso problema se trata de populages (células
nor‘m.ais, cancerosas e protetoras), s6 terdo sentido os pontos que
apresentarem todas as coordenadas ndo negativas. Analisando os pontos de
equilibrio de maneira andloga ao estudo de estabilidade feito na

secgdo 3.3 temos:

i) ponto P1=(O,O,0)

Os autovalores do sistema linearizado em torno de P1 sdo:
7\1=a >0, A2=oc >0 e 7\3=x >0, os quais implicam que Pl é um ponto de

equilibrio instavel.

A andlise deste ponto indica que as populagdes das células

normais, cancerosas e protetoras ndo vido a extingdo simultaneamente.

it) ponto P2=(0,0,x/y)

Os autovalores do sistema linearizado em torno de P2 sdo:
-y
y

equilfbrio instdvel, o que era esperado, pois sabemos que o organismo

7\1=a >0, 7\2= e A3=—x <0. Temos, portanto, que F’2 é um ponto de

ndo tende a ser formado somente pelas células protetoras.

iii) ponto P3=(a/b,0,0)

~ o-a
Os autovalores, neste caso, sdo: 1=—a <0, A2= 5 B

A3=x >0. Assim, P3 também é um ponto de equilibrio estavel. Analogamente
ao ponto Pz’ podemos dizer que o organismo n3o serd constituido somente

pelas células normais.
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iv) ponto P4=(a/b,0,x/y)

Neste caso, os autovalores do sistema linearizado em torno de

do: TR = —j_ —_.7_. —— 3
P4 sdo: 7\1 a, Az a5 B v x e 7\3 x <0. Temos entdo que, se

a—%ﬁ—%x <0, o ponto P4 é de equilibrio estavel. Isto significa que a

populagdo das células cancerosas vai a extingdo, enquanto que a
populagdo das células normais e das protetoras tendem a um estado de

equilibrio. Este ponto representa a situagdo do individuo séadio.

o« aB-ba

B~ e ¥

v) ponto P5=(

E interessante lembrarmos que este ponto somente tem sentido
séntido fisico quando aB-baz0. Os autovalores do sistema linearizado
1 [ ba +

linearizado neste ponto sdo: Al=x >0,' A23= - | %" A] onde

B
A=(boc/B)2—4a((boc—aB)/B). Observemos que temos  pelo menos um dos

autovalores positivos o que implica que o ponto P5 é instéavel.

vi to P = .
) ponto P [ By Byc

ay-yx aBy-bay+byx i]
Ty

Estudaremos a estabilidade deste ponto considerando ay-yxz0 e

apy~-boy+byxz0. Os autovalores neste caso sao: 7\1=-x e
7\2 3=—é- [—%Zﬁ-bil A ], neste caso A é dado pela seguinte férmula:

Az( ay-yx b]2+ 4[ aBy-bay+byx ][ ay-yx ] .
By y By

oay-rXx
By

significa que uma das raizes é positiva, o que implica que Pe é ponto de

Notemos que A ¢ sempre n3o negativo e ainda que ¥ A > b. Isto

equilibrio instavel.

A fim de verificarmos o comportamento destas trés populagbes de

células, faremos algumas simulagdes numéricas. Os parametros tomados
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pelo Stein (seccdo anterior) apresentam problemas de estabilidade no
programa computacional elaborado, onde é utilizada a subrotina LSODE‘.

Tomemos, entdo, o seguinte conjunto de par&metros:

= 101 o« =2 x =1
b=o0.1 B =102 y = 0.2 (4.2)
c = 100 y = 0.2

Como no modelo de Stein, assumiremos S(0) = 100, W{0) = 2x10™" e
'D(0) = 1. Baseado no modelo de Stein, consideremos que, num caso normal,
um individuo contém pouco mais que 10° células normais para cada célula
cancerosa, isto &, S/W = 106, e que a morte pela doenca é provocada

quando essa relagdo se torna menor que 104 (S/W < 104).

Substituindo os valores dos parametros assumidos em (4.2) nos

pontos criticos temos:

P,=(0,0,0) P,=(0,0,5)
P =(2x10%,-9.9x107,0) P =(10°,10%,5)

O ponto P5 acima estd fora do nosso campo de estudo, pois possue

uma das coordenadas negativa.

Pelo conjunto de paré&metros tomados e pela analise dos pontos
criticos temos que P4 = (1010,0,5) ¢é um ponto estavel, uma vez que
aBy-bay+bax > 0. Porém através da simulagdo numérica (Figs. 1) podemos
observar que, embora o numero de células cancerosas se aproxime
assintoticamente de zero, isto sé\ acontece para t>»»100 (em anos), que na

pratica ndo pode ser considerado. Isto é, apesar do ponto P4 ser um

- HINDMARSH A. C., Livermore Solver for Ordinary Differential Equatlions
(LSODE), Lawrence Livermore Laboratory, Livermore.
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de CELULAS

No.

1100

ponto critico (matematicamente) estavel, nio tem o mesmo sentido no caso

real, pois dificilmente o individuo vive mais que 100 anos.
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Fig.1.3. Células protetoras.

Fig.l. Caso normal.
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Observemos, ainda dos graficos anteriores , que apéds atingir o
tamanho maximo (nimero de células) nos pf‘imeir‘os anos de vida, as
células normais e as protetoras mantém-se em estado de equilibrio no
decorrer dos anos, por outro lado, a populacio de células cancerosas
atinge o seu valor méaximo e logo apés inicia-se o decrescimento. Pelos

calculos numéricos temos que a relagdo S/W no pico da células cancerosas

€ de 1.053x106, faixa em que é considerado normal num individuo.

A anélise que acabamos de fazer representa o caso normal, isto &,
caso em que as células neoplésicas, aqui chamadas de cancerosas, ndo

provocam o aparecimento do tumor.

4.3. O Aparecimento do Tumor

Sabemos que nem sempre o organismo consegue manter a relagio

S/W = 106, levando assim ao aparecimento do tumor. Esse aparecimento,
segundo Stein [24], é devido ao consideradvel aumento no numero das

células cancerosas.

Para modelarmos o surgimento do tumor, consideraremos que esse
aumento ¢ causado pela diminuigdo do nGmero de células protetoras a
partir de um certo periodo de vida do individuo. Varios fatores podem

causar essa variagdo, como por exemplo, genético, ambiental, congenital

- ete.

Suponhamos que o deterioramento das células protetoras se inicia
aos 20 anos de um certo individuo e que o seu decrescimento é linear de
maneira que, aproximadamente aos 80 anos, o individuo tenha o nimero de
células protetoras quase zero. O sistema de equagBes para este caso

sera:
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de CELULAS

No.

( dS 2

—dT = 3S-bS" " -cSW
—g-‘-‘-’- = qW-BSW-yWD

) t

xD-yD?  se 0=t=20

dD _
dt -p se t>20

\

Os parametros a, b, ¢, «, B, 7, X e y sdo dados em (4.2) e p = 0.083

Podemos observar que a diminuigdo da presenga das células
protetoras causa o aumento da populagdo das células cancerosas que, por
sua vez, provoca a queda do numero de. células normais. A figura 2
ilustra a evolugdo no tempo de cada uma destas subpopulagdes. Apés t=20
a relagdo S/W comec;a' a decair e atinge o valor 0.8x10" em t=44 onde

provalvemente ocorre a morte do individuo.
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Fig.2.1. Células normais Fig.2.2. Células cancerosas
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Fig.2.3. Células protetoras

Fig.2. Deterioragido das células protetoras em t=20.

Em outras simulagdes feitas onde assumimos que D(t} se anula em
t 2 60 e 100 verificamos que a morte do individuo ocorre respectivamente

aos 40 e 48 anos.

Com estes estudos podemos dizer que o crescimento das células
cancerosas é controlada desde que se mantenha o nivel de células
protetoras e que o aparecimento do tumor é causado pela deficiéncia
destas Gltimas, causando a morte se o crescimento das células cancerosas
ndo for interrompida por algum tratamento antineoplasico. Uma outra
observagdo importante a ser feita, com a analise deste modelo, é que a
idade do individuo é um dos fatores fundamentais para o surgimento do
tumor. Portanto a idade do paciente é uma varidvel importante para que
seja levada em consideragdo nos modelos de crescimento tumoral e o uso

de uma terapia antineoplasica.
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CAPITULO Il

ESTUDO DA RESISTENCIA CELULAR AO USO DE QUIMIOTERAPICOS

O wuso de drogas antitumorais, ou seja, a quimioterapia
antineoplasica, representa juntamente com a cirurgia e a radioterapia,
as principais técnicas da medicina moderna para o combate a doenga

neoplasica [22].

1. Histérico da Quimioterapia

Segundo Ramos Jr. [16], a histéria da quimioterapia antineopla-
sica, desde os seus primeiros ensaios até os dias de hoje, pode ser
divididas em trés fases: fase de ensaio, fase empirica e fase

cientifica.

Em 1865, Lissauer fazia os primeiros ensaios de tratamento de
leucemias crénicas e outros tumores com a aplicagdo de arsenito de
potassio. Em 1893, Coley provocava erisipela no tratamento de pacientes

com tumores malignos [16,22].

O periodo de 1940 a 1964, a fase chamada de empirica [16], €&
representada pelas experiéncias monoquimioterdpicas com diversas drogas
em diversas neoplasias. Esta fase foi marcadas por graves problemas de

intoxicag¢do nos pacientes, muitas vezes levando a morte.

Os conhecimentos do ciclo celular, descoberto em 1953 por Howard e

Pelc, propiciaram os estudos de drogas "fase-especificas” e "ndo
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. fase-especificas". Com esses estudos, observaram "que a associagdo de
drogas oferecia a oportunidade de regeneragdo das células normais também
agredidas pelas drogas quimioterapicas" [16,22]. A essa nova fase
histérica da quimioterapia - a Poliquimioterapia - introduzida em 1964

por Howard Skipper, é denominada "fase cientifica”.

Ainda hoje, essas associag¢bes de drogas se encontram em estudos nas

diferentes neoplasias.

Mais detalhes do desenvolvimento histérico da quimioterapia podem
ser vistos em [6,16], bem como os detalhes sobre a intensidade de doses,
formas e principios da quimioterapia antineopldsica podem ser encon-
tradas em [16,22].

2. Fenémeno da Resisténcia Celular e da Destruiéﬁo Celular

Além do problema de toxicidade nos tratamentos quimioterapicos, foi

constatado o problema de resisténcia celular as drogas antineoplésicas.

As primeiras observagdes sobre a resisténcia foram feitas por Luria
e Delbruck em 1943, que constataram que "as bactérias apresentavam
resisténcia a bactericidas devido a proliferagdo de clones bacterianos
mutantes, fenotipicamente resistentes aos 'medicamentos" [22]. Isto &,
segunto estes pesquisadores, as bactérias tém capacidade intrinseca de

adquirir resisténcia devido a mutagdo espontanea [25].

Pode-se dizer que um semelhante mecanismo de resisténcia fenotipica
ocorre com as células neoplasicas. As mutagdes espontlneas podem ocorrer
em DNA de qualquer tipo de célula tumoral, sendo que a freqgiiéncia de
mutagdes ¢é muito grande pois essas sdo de natureza geneticamente

instéaveis.

Existem dois tipos de resisténcia: a intrinseca e a extrinseca. A
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resisténcia intrinseca, também chamada de priméaria por alguns autores
[2,22], se manifesta espontaneamente sem um precedente contacte com o
medicamento. A resisténcia extrinseca ou secundaria ‘'representa um
mecanismo especifico de adaptagdo das células tumorais tratadas com

farmacos anti-blasticos" [25].

A resisténcia celular é, sem davida, um dos maiores obstaculos para
a monoquimioterapia, mas o problema pode ser superado com o emprego de
uma associacdo de dois ou mais quimioterapicos [25], desde que
administradas de maneira adequada; isto, porém, requer uma avaliagdo
criteriosa das doses a serem utilizadas, vias de administragdo, efeitos
colaterais de alto risco, ajustes de doses em casos de disfungdes de

6érgios e interagBes com outras drogas etc [22].

Mesmo com todos os cuidados, a poliquimioterapia pode ndo ter
sucesso, pois num tumor podem existir "subpopulacdes de resistentes a

dois ou mais farmacos, independentes umas das outras" [22,25].

As pesquisas oncol6gicas revelaram que uma determinada dose de
farmaco n8o destréi um nimero fixo de células tumorais e sim uma
proporgdo constante delas. Isto significa que um farmaco que reduz um
tumor de 10" para 10’ células também reduz de 10° para 105, 0 que
equivale a uma reducgdo de 99,97%. Na literatura médica é usado o conceito
de "log-kill" para classificar as dr‘ogés antineopldsicas quanto a sua
capacidade de destrui¢do celular. Um farmaco de "log-kill” n reduz um
tumor de tamanho N para N/lo" ; por exemplo, o farmaco que apresenta
uma redugio de 99,97 corresponde ao "log-kill" 3. Um farmaco que destréi
907 da populagdo tumoral é de "log-kill" 1, e a que destréi 99,9997 ¢é de
"log~kill" 5.

J& foi observado que a destruigdo celular devido ao emprego de
drogas antineoplasicas corresponde somente a células tumorais sensiveis

a droga, isto é, uma certa dosagem destréi uma fracgdo constante de
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células tumorais sensfvels e nio um numero fixo de células tumorais
sensfveis. No nosso trabalho utilizaremos muito esse conceito que foi

denominado Lei de Skipper.

3. Histérico dos Modelos Matematicos para o Problema de Resisténcia

As idéias de Luria e Delbruck, sobre resisténcia de bactérias a
bactericidas, serviram de base a Goldie e Coldman [12] que em 1979
construiram um modelo matemdatico que tentava descrever o fen6meno de
resisténcia celular. Em 1982 estes mesmos autores, juntamente com
Gudauskas, incorporaram ao problema a hipétese da existéncia de
subpopulagdes de células resistentes a um sé farmaco e de células
duplamente resistentes (resisténcia a .dois farmacos utilizados no

tratamento) em um unico tumor [13]).

Baseado nas hipéteses de Goldie e Coldman, em 1984, Vendite [26]
sugeriu um modelo matemAtico para descrever o fenémeno da resisténcia
celular ao uso de farmacos antineoplasicos, envolvendo teoria de
sistemas de equagles diferenciais. No mesmo periodo, Birkhead e Gregory
[2] formularam um modelo utilizando as férmulas de recorréncia para

descrever o mesmo fenémeno.

Ambos os modelos citados tém férmulas que permitem expressar o
tamanho do tumor, antes e depois da administragdo dos quimioteréapicos.
No modelo de Vendite, porém, se obtém observagdes complementares como: o
comportamento da evolugdo tumoral (tamanho em fungio de tembo) e, a
relagdo entre as subpopulacdes das células (sensiveis e resistentes) e a

populagdo tumoral total.
Neste capitulo, inicialmente, apresentaremos uma parte do modelo

continuo de Vendite e, a seguir, reformularemos o modelo de Birkhead e

Gregory.
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Nos modelos matematicos, bem como na literatura médica, € utilizado
o termo "tamanho do tumor" para expressar a quantidade de células, o
volume ou o peso da massa tumoral. Nos modelos a serem apresentados
aqui, chamaremos de "tamanho do tumor" que se refere ao numero de
células do tumor. Isto pode estar diretamente ligado com a massa, uma
vez que, na maioria dos tumores sélidos, 1 mg de tumor contém cerca de

10° células neoplasicas [3,16,22].

4. Modelo de Vendite

Seja N(t) o tamanho do tumor no instante t. Suponhamos que esse
tumor seja submetido a um tratamento quimioterdpico & base de uma Unica
droga antineopldsica. Por sua capacidade intrinseca de adquirir
resisténcia a um certo farmaco, admitiremos que o tumor, antes mesmo do
infcio da terapia, ¢ constituido por duas subpopulagBes de células:
sensiveis e resistentes ao farmaco. Estas subpopulagbes serdo chamadas

respectivamente por S e R.

Se ndo houvesse nenhuma ‘'restrigdo nos recursés" (espago e
nutrientes) [1], poderiamos admitir um crescimento malthusiano' para as
células neopldsicas. Mas, visto que estas células "coexistem" num meio
com recursos limitados, podemos dizer. que S e R sdo espécies em

*
competigdo .

A fim de conhecermos bem o comportamento das células tumorais,
tanto as sensiveis como as resistentes, apresentaremos, inicialmente, um
modelo da evolugdo das células sem a utilizagdo do medicamento, pois €
importante que se tenha uma idéia do grau de resisténcia ja estabelecido

antes da terapia.
*ver [1,15,21)
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4.1 Modelo sem a Presenca do Farmaco (Evolugdo Natural das Células

Tumorais)

Levando em conta as consideragfes acima, apr‘esentar‘emos um sistema
auténomo de equagdes diferenciais ndo lineares que representa a variagio

das populagSes envolvidas:

% = S - yS(S+R)

(4.1)
dR
d_t— = R - WR(S"’R)

onde a0 é a taxa de crescimento malthusiano do tumor e ¥>0 é a taxa de

inibicdo (por competigio).

Além disso, sabemos que existe uma fragdo da populagio das células
sensiveis que, através da mutagio espontanea, se transforma em células

resistentes. Portanto, temos que a variagdo populacional é representada

por:
ds
—a—t— = aS[l—k(S+R)] - CO(,S[I"k(S"’R)]
(4.2)
dR
—(W- = aR[l—k(S+R)] + cocS[l—k(S+R)]
onde k = —E— e €0 é a taxa de mutagdo das sensiveis para as
resistentes.
Como N = S+R, e somando-se d e (4.2) _(15_ + dr , temos
dt dt
AN N(I-kN) (4.3)
dt
que apresenta a seguinte solugdo quando N(O) = No:
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N
0

N(t) =

KN +(1-kN )e (4.4)
0 0

A equagdo acima é a equagdo de crescimento tumoral; dela obteremos

que quando t— o, N(t) tende assintoticamente para < isto &,
K= ——:7— é o tamanho méximo que o tumor pode alcangar.

4.1.1. Estudo Qualitativo do Sistema (4.2)

Reescrevendo o sistema (4.2) em fungdo de N e R, temos:

_3_1%’_ = aN(1-kN)
(4.5)
_g_‘:_ = aR(1-kN) + ea(N-R)(1-kN)

Dividindo uma equacgdo pela outra e supondo que quando N = 1 temos

R = 0, podemos encontrar a seguinte relacio entre N e R (ver [4]):

*
R = N(I-N"%) = eNInN (4.6)

E ainda, como S = N-R, temos que

s = N, (4.7)
Sabemos que lim N(t) = ‘%—' logo
t—>
lim () = k°7 e lim R() = —— (1k°)
t> o t= 0

~€1inN
* Esga aproximagdo ¢é obtlda aproximando € por série de Taylor;

~

n
£ 1-€1nN 2 1-e Z €lnN = 1-N = €InN.
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Em outras palavras,

S(t) k&1

R(t) 1/k(1-k%)

¢ uma solugio estacionaria para o sistema (4.2).
Com este estudo podemos afirmar que o tamanho do tumor tende a 1/k.

Dado o tamanho total do tumor e a sua taxa de mutagdo, as
equagbes.(4.6) e (4.7) nos fornecem, respectivamente, o tamanho da
populacdo das células resistentes e sensiveis do tumor. A figura 4.1
ilustra o logaritmo do numero de resistentes existente em relagdo a

logmN para alguns valores de £ (taxa de mutagédo).

12.00

10.900

B.00 A

FA N L = ]

Log(R)
(o8
&
Ga
I

4.00

2.00

0.00 & T T
T2 3 4565 6 7 8 92 101112

. Lag(N3)
Oepe=1.6-3 Aspe=l1.e-4 <Cepe=1.e-6 Xepe=1.0-6

Fig.1. Relagdo R(N).
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A Fig.l1 nos diz, por exemplo, que um tumor de tamanho 10° com taxa
de mutagio 1072 contém cerca de 1.4x10" células resistentes. Os valores
de € tomados (10'3, 10_4, 10_5, 10°% sso consistentes, no sentido de
que esses valores foram encontrados em alguns tipos de tumores mamarios
[12]. Além disso, €é interessante citar que tanto na literatura médica
[{3,16,18,22] como nos modelos matematicos [2,12,13,25], sdo assumidos
que 0 = N = 10'? (embora j& tenha sido encontrado um tumor de tamanho
1013); isto é, o organismo humano resiste no maximo 10'%  células

tumorais (I/k = 1012) e o tumor ¢é detectado somente quando ultrapassa

As relagBes (4.6) e (4.7) s3o importantes, pois nos permitem

conhecer o grau de resisténcia antes de iniciar a terapia.

4.2. Modelo para um Tumor sob Efeito de um Farmaco

Suponhamos que um tumor seja submetido a um tratamento

quimioterdpico a base de um Gnico farmaco.

Além da lei de Skipper para a destruigdo celular devido ao emprego
dos quimioterapicos, Vendite considerou duas hipéteses de destruigdo

existentes na literatura médica:

i) uma certa dose de farmaco destr6i uma fracio constante da
populagdo sensivel em um intervalo de tempo;
{i) uma certa dose de farmaco destr6i uma fragio constante da

populagdo sensivel instantaneamente.

4.2.1. Aplicagdo Continua do Farmaco

Usando a hipétese (i), suponhamos que um farmaco é administrado

continuamente, o que resulta numa destruigdo continua de uma fragdo
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contante das células sensiveis (lei de Skipper}). Para modelarmos o tal
fenbmeno basta acrescentar o termo de destruigdo das células sensiveis

no sistema (4.5), obtendo o seguinte sistema:

g% = aN(I-kN) - F(N-R)
dR (4.8)
Frali aR(1-kN) + ea(N-R)(1-kN) R =N

onde F(N-R) representa a fragdo celular destruida.

O sistema (4.8) é ndo linear. Na impossibilidade de encontrarmos
uma solugdo analitica para esse tipo de sistema, faremos apenas o estudo
do comportamento assintético das solugSes em redor dos pontos criticos.

Encontramos que os pontos criticos do sistema sdo:

P = (0,0) e P= (1/k,1/k).

E interessante lembrar que nosso problema refere-se a populagdes,

portanto estamos considerando somente pontos (N, R e S) ndo negativos.

A anilise do comportamento assintético das solugbBes ao redor de
P1= (0,0) ¢ importante, pois podemos verificar se o tumor ird a
extingdo, ou n3do, através da terapia. E, com a andlise do ponto
P2= (1/k,17k), podemos verificar a possibilidade do tumor atingir
. (tender assintoticamente) o tamanho méximo 1/k, constituido somente

pelas células resistentes.

Analisando a estabilidade dos pontos de equilibrio (via teoria de
estabilidade - Cap. I) temos que os autovalores do sistema (4.8)

linearizado nos pontos:
P sio A=a >0 e A= all-e)-F ;
1 1 2

P sio A=-F e A= -a .
2 - 1 2
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O que implica que:

F’1 ¢ instavel {o tumor n&o vai & extingdo) e, mais

se F > a(l-€), o pontb ¢ de sela (Fig. 2);
se F < «a(l-¢), o ponto é um nédulo impréprio (Fig. 3);

P2 é um ponto critico assintoticamente estavel (atrator)

(o tumor tende ao tamanho mé&ximo 1/k) (Fig.4).
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Fig.4. O ponto P2
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O comportamento das solugdes ao redor do ponto critico P1 e a
aproximagdo assint6tica em diregdo de Pz’ parece sugerir que o fracasso
do tratamento monoquimioterdapico ¢é evidente e que o tumor seri
totalmente resistente, isto &, que o tumor ndo serd eliminado e que ele
atingirA o tamanho méaximo 1/k, constituido somente de células
resistentes. Em outras palavras, a monoquimioterapia somente elimina as

células farmaco-sensiveis, ndo afetando a evolugdo das resistentes.

Apesar da analise acima parecer coerente, em alguns casos isso ndo
é verdade. Baseado na literatura médica, Vendite afirma que é suficiente

. 5 .
reduzir o tamanho do tumor a um valor menor que 10° e que o organismo,
através do seu sistema imunolégico, consegue destruir o residuo tumoral.
Portanto, podemos dizer que o sucesso da monoquimioterapia depende da

redugdo tumoral para a ordem de 10°.

Analisando as Figs.2 e 3, observamos que para haver a redugdo

tumoral é necessario que F > al(l-¢).

12.00

10.20 - : /)

8.23 4

A ™ |

N

6.00

Log(R3

4.00 -+

2.00 -

0.02 T

1 2 3 4 5 6 7 B 2 1901112
) Log(N)

Depe=1.9-3 Aepe=1.e-4 Qepe=1.9-b Xeps=1.e-6

Fig.5. Grafico da EficAcia da Monoquimioterapia
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Em alguns casos de tumores podemos prever o fracasso do tratamento
monoquimioterapico. Por (4.6) sabemos. por exemplo, que um tumor com 10°
células, e com taxa de mutacgdo 10—5, ja contém mais que 105 células
resistentes que jamais serdo eliminadas por esse farmaco, impossibili-

tando a redugio ao "limite da eficdcia imunoterapica" [25].

Analisando a Fig.5, podemos afirmar que os tumores cuja relagdo
R = R(N) estd acima da linha horizontal R(N) = 105, sdo aqueles para que

a monoquimioterapia seré ineficaz.

4.2.2. Destruicdo Instantinea das Células Tumorais

Assumindo a hipétese (ii), suponhamos que uma droga antineoplésica
seja administrada repetidamente em doses iguais a cada intervalo
constante de T dias. Consideremos que cada dose da droga destrua

instantaneamente uma fragdo constante F de células sensiveis.

Assim, para representarmos esse fenémeno foi construido um sistema
de equagdes diferenciais nf3o lineares sujeito a impulsos, ou seja, o
sistema (4.2) onde a cada intervalo T fixo de tempo o farmaco reduz a

populagio sensivel de S(iT) a (1-F)S(iT), i=1,2,3...0u seja:

g_f= aS[1-k(S+R)] - £aS[1-k(S+R)]
4T, i=1,2,3,...
%: aR[1-k(S+R)] + eaS[1-k(S+R)]

com S(iT)'= (1-F)S(T)”

onde
S & o tamanho da populagdo de células sensiveis depois da
aplicagdo do farmaco;
S° é o tamanho da populagio de células sensiveis antes da

aplicagdo do farmaco.
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Ainda podemos escrever o sistema acima na seguinte forma vetorial:

dx .
4 = 6(x) ) T i=1,2,3... (4.9)
Axl = x(iT) - x(iT) = Bx(iT)

t=iT

onde:

- G(x) & a fungdo vetorial (fl(X)’fZ(X)) cujas componentes sdo

fungdes definidas pelo lado direito do sistema (4.2).

_[s(v) _[so . . o
- x(t)-—[R(t)] com x(O)—[RO} s So- 0 e Ro_ 0;

> x(iT)" representa x(t) depois da i-ésima destruicio celular;

-> x(iT) representa x(t) antes da i-ésima destruicdo celular;

> B = [ —g g ] é a "matriz impulso" e 0 < F < 1.

Os pontos de equilibrio do sistema (4.9) s8o

P = (0,0) e P= (0,17k) .

as

Analisaremos a estabilidade das solugdes em torno do ponto Pl com

intuito de verificarmos a possibilidade da extingio do tumor.

Fazendo uma analogia com o estudo de estabilidade para sistemas

quase-lineares temos que o sistema linear associado em (4.9) em torno
ponto (0,0) é:

do

dx .
ac ~ AX t#iT i=1,2,3...
A = Bx(iT) (4.10)
| t=iT ~
onde A = [ a(1-e) O ] é a matriz do sistema linearizado.
oEe o
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Pela secgdo 6 do capitulo 1 podemos afirmar que a solugdo do

problema (4.10) para t entre iT e (i+T) é

x(t) = e(t-lT)A

i=1,2,3...

TA,1
[(I+B)e "1 x(0) (4.11)

Para obtermos as informagdes sobre o comportamento assintético das
solugSes de (4.9), basta analisarmos os autovalores da sua matriz

“monodrémica X(T) = (I+B)eTA.

o(1-€)T
e

_ TA _ A
X(T) = (I+B)e " = GOT_&(1-ET &OT

[ (1-F)eX-eT o
QOT_ o) T ot

Portanto os autovalores da matriz X(T) acima sio:

Como a« e T sdo positivos temos que Az ¢ maior que 1, o que implica
que existe uma solucdo ilimitada [ver capitulo 1, secgdo 6]. Logo, o

tumor ndo vai a extingao.

Estudaremos agora o comportamento das solugles ao redor do ponto

critico Pz' Tomando a mudanga de variavel

1/k + v

e substituindo no sistema (4.9) temos:
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du

-koc(l—e)u2 - ka(l-g)uv

dt (4.12)
—g:— = -qu - av - kou® - ka(l+e)uv - kov?
que linearizado fica:
o =0
dv o - oy (4.13)
dt

Sabemos que a solugio do sistema acima, sujeito a impulsos, é dada

também pela Eq.(4.11) onde, neste caso
A= [ o o ] .
-a -

A fim de analisarmos a estabilidade do sistema no ponto Pz‘
. . A
encontraremos os seguintes autovalores da matriz X(T) = (1+B)e™™:

A =1-F € A = e
1 2

Sabemos que 0 ¢ F <1 e oT é positivo, logo os autovalores 7\1 e 7\2 sdo
menores que 1, o que implica (via teoria) que as solugSes sdo
assintoticamente estaveis ao redor do ponto Pz'
'

A anilise dos dois pontos de equilibrio indica que as células
. sensiveis tendem a extingdo mas, que o tumor tende ao seu tamanho méaximo
1/k composto somente pelas células resistentes., Mas antes de afirmar que
o tratamento com um farmaco é ineficaz, devemos considerar o limite de
eficAcia imunolégica, isto é, precisamos verificar se a terapia consegue
reduzir o tumor a um tamanho inferior a 105 células, no qual a defesa
imunolégica do organismo poderé completar a destruigdo das células
restantes. Notemos que isto depende muito do grau de células resistentes

existentes no tumor [ver Fig.5 do caso anterior].
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Podemos dizer que o tratamento quimioterdpico ¢ considerado eficaz
quando consegue reduzir o tumor ao nivel de eficAcia imunolégica.
Continuaremos a considerar esse conceito de eficacia terapéutica nos

préximos modelos.

4.3. Modelo Matematico para o Tumor com a Presen¢a de dois Farmacos

Vimos, nos modelos apresentados na secgdo precedente, que o
tratamento em que sdo administradas doses sucessivas de um uUnico farmaco
nos leva a um tumor constituido somente pelas células resistentes. E
este clone resistente que, na maioria das vezes, nos leva ao fracasso de
monoquimioterapia. Observado este fen6meno, pesquisadores perceberam a
necessidade de administrar novos farmacos capazes de destruir o residuo

de células resistentes.

A seguir apresentaremos o modelo matematico para terapia com a
utilizagdo de dois farmacos construido por Vendite. Chamaremos esses
farmacos de A e B. Neste modelo necessitamos considerar que o tumor é

constituido por quatro subpopulages de células:

i) S : sensiveis aos farmacos A e B;
it) RA: resistentes ao farmaco A;
til) RB: resistentes ao farmaco B;

iv) Rd: resistentes aos dois farmacos.

Assim, podemos dizer que o farmaco A atua sobre as populagfes S e RB (RB
é resistentes somente a B), e o farmaco B, por sua vez, atua sobre as

populagdes S e RA.

Sabemos due devido ao fendémeno da mutagdo esponténeas as células

migram de uma subpopulagio para outra. O diagrama posterior (Fig.6)
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ilustra este fen6meno migratério com suas respectivas taxas de mutacgoes.

Fig.6: Fenoémeno Migratério das células

*
tumorais.

Traduzindo o diagrama em palavras temos,

{) as sensiveis S adquirem resisténcia ao farmaco A com taxa de
mutagao €, passando para o grupo das células RA que, por sua
vez, adquirem resisténcia ao farmaco B com taxa de mutagdo €ps

> €
passando para Rd. (s—25R A_IL? R ()i.

it) as sensiveis S adquirem resisténcia ao farmaco B com taxa de
mutagio g passando para o grupo das células RB que, por sua

vez, adquirem resisténcia ao farmaco A com taxa de mutagdo €,
CB €A
passando para Rd. (S—> RB——> Rd).

Com estas informagdes podemos construir o seguinte sistema (cujas
solugbes dio o comportamento de S, RA, RB e Rd) sem a utilizagdo dos

farmacos:

* Diagrama extrafdo de [25].
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r—g—f— =  aS(1-kN) - ercS(l—kN) - eBocS(l—kN)
dRA
T ocRA(l-kN) + eAczS(l-kN) - eBocRA(l-kN)
1 er, (4.14)
T aRB(l—kN) + eBaS(l“kN) - CA(xRB(l-kN)
de '
\_cit_= ocRd(l—kN) + SB(XRA(I-kN) + eAOLRB(I-kN)

onde N = S+RA+RB+Rd e «a e 1/k sdo como no modelo anterior.

Rescrevendo o sistema acima apenas em fungédo de N, RA, RB e Rd:

([ dN
Et— = (X.N(l"kN)
dRA .
47T = oc(l—kN)[RA+8A(N—RA—RB—_Rd) - eBRA]

4 (4.15)

dR :
B
- Ta OL(l-kN)[RB+cB(N—RA—RB—Rd) - € R.]
de
g7 - oc(-l—kN)[eBRA+eARB+Rd]

\

A seguir apresentaremos os resultados ja encontrados por Vendite em

{25] para obter as relagdes entre N, RA, RB e Rd.

Fazendo x = R +R_+R , temos
A B d

E’ti = «(1-kN)[x+(N-x)(g, +¢ )]

- Dividindo esta equagdo pela primeira equagio do sistema (4.15), e
supondo que, se N=1 temos x=0 (RA+RB+Rd=0), obtemos a seguinte relagdo

x —(8A+€B) ' (i)

~ =N
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Tomando agora y = RA+Rd, temos

—_ = a(l-—kN)[y+sA(N—y)] .

Novamente dividindo por AN e supondo que, se N=1 temos y=0 (RA+Rd=O),

dt
temos
y “a
W = ]1-N (lL)
Com raciocinio andlogo para z = R +Rd , temos
z : €g
N = 1-N o (iii)
Observando que
R +R R _+R R +R +R R
Y,z _x _ A B B d A B _ d
N N N N N N N
temos:
Rd -€, €, -(eA+eB)
—N—=1—N -N "+ N . (4.16)

Substituindo a equagdo acima em (ii) e (iii) temos os seguintes

resultados:

=N BN (4.17)

=N AN 4 X (4.18)
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R = R =N"°01-N ,
A B

Rd= N(I—N-C)Z ) (4.19)
Por (4.4) sabe-se que a solugio de N(t) de (4.15) tende a I/k

quando t - . Logo, temos que

N(t) 1/k

R, (1) k€1 (1-x)
R = | k")
R (1) 17k (1-k%)?

é a solugio estacionéria para (4.15).

Com as relagdes obtidas em (4.19) (no caso em que eA:teB, as
relages sdo (4.16), (4.17) e (4.18)) podemos conhecer o nivel das
subpopulagdes resistentes (RA, RB e Rd), tendo-se apenas o tamanho total
das células (N) e a taxa de mutagio (g). Por exemplo, um tumor com
€ =¢,=¢€-= 10°e N = 10° apresenta R, = R_ = 2x10° e R = 43. Quando
este mesmo tumor tiver tamanho 1012, ou seja, N = 1012, teremos

R = R = 2.7x10° e R = 7.6x10".
A B d

De agora em diante descreveremos o modelo construido em [25] que
descreve o comportamento tumoral na presenga de dois farmacos, A e B,
com taxas de destruigdo celular FA e FB, respectivamente. Devido ao
problema de toxicidade, suponhamos que os dois farmacos ndo sejam
administrados simultaneamente. Admitiremos que os farmacos séo
empregados alternadamente a cada intervalo constante de T (dias), e que
a destruigdo seja instantinea. Por efeito de simplicidade, foi suposto

‘= F=F.
que F FA B

Suponhamos, ainda que no instante t=T seja aplicada a primeira dose

do farmaco A e, no instante t=2T, o farmaco B; o farmaco A voltara a ser
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aplicado em t=3T e, em t=4T a outra dose do farmaco B e assim

sucessivamente, como mostra a figura abaixo.

B A B A B ... farmaco

S

A
o T 2T 3T 4T ST 6T ... t

Notemos que o intervalo (0,2T] inclui os instantes das aplicagtes
dos farmacos A e B. A esse intervalo chamaremos de ciclo da terapia. Em
-outras palavras, podemos dizer que ciclo é o tempo necessario para que
os dois farmacos sejam administrados, considerando o tempo de
recuperagdo das células normais devido ao ciclo anterior. O periodo

deste ciclo, neste caso, é 2T.

O sistema de equacgdes diferenciais sujeito a impulsos que descreve

o tal fenbmeno é:

(

ds _
F = (XS(l kN)

dR
dt
dRB
g = ocRB(l-kN) + eBaS(l—kN) - cAocRB(l—kN)

dR
d
LT— aRd(l—kN) + eBocRA(l-kN) + cAaRB(l—kN)

ercS(l—kN) - cBocS (1-kN)

A = &R (1-kN) + € aS(1-kN) - € aR (1-kN)
A A B A

—g—’,: = G(x) t=kT
(4.20)
Ax/t=kT = ka(t) k=1, 2,3,...

onde:

T —_— .
x (t) = (S,RA,RB,Rd),
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G(x) é a  fungdo vetorial (fl(x),fz(x),f3(x),f4(x)) cujas
componentes sdo fungSes definidas pelo lado direito do

sistema (4.14) com € = €, = €3

Bk's sdo as matrizes impulsos (consequéncia da destruigdo
instantinea) (estes Bk’s serdo apresentados com mais detalhes

logo a seguir).

Como o propésito desta modelagem é verificar a possibilidade da
extingdo do tumor através do programa terapéutico descrito, ndo é
necessario encontrar as expressdes para as solugBes do Sistema (4.20),
basta apenas analisar o comportamento assint6tico das solugSes em torno
da origem. Para isto necessitamos linearizar o sistema em.  torno da

origem. Logo, o sistema a ser estudado sera:

%— = Ax(t) t2kT
k = 1,2,3,... (4.21)
b/, 1= ka(t)
onde
«(1-2¢) 0 0 0 é a matriz do linear

A= > all-¢) 0 o} (4.22)
o 0 a(l-¢) O | associado .
0] oe oe o

Sabemos que no instante t=T & aplicado o farmaco A, portanto a

solugdo do sistema para t entre O e T é

x(t) = e X, - (4.23)

Em t=T temos

x(T)'- x(T) = B x(T) » x(T)'= (I+B )x(T) (4.24)
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onde:

x(iT)+ é o valor de x(t) depois da i-ésima dose de A,

x(iT) ¢é o valor de x(t) antes da i-ésima dose de A.

Portanto:
(1-F)S(T) S(T) S(T)
RA(T) ) RA(T) . RA(T)
(I-F)RB(T) RB(T) 1 RB(T)
Rd(T) Rd(T) Rd(T)
-F 0 0 O
onde Bl= 00 00
0O 0 -F. O
O 0 0 O

Por sua vez, a solugdo para t entre T e 2T é dada por

TA
(I+Bl)e X, (4.25)

Como em t=2T é aplicado o farmaco B, temos:

x(2T)"- x(2T)

B x(2T) =» x(2T)'= (I+B,)x(2T) (4.26)

o
o O O O
© O O O

A solugdo entre 2T e 3T ¢

(t-2T)A
e

x(t) = (I+Bz)e“ (I+B1)eTA X, - (4.27)
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E assim sucessivamente.

Notemos que:

B=B=B=..=B
o 1 3 s 2k+1
B=B=B=..=B kel.
2 4 6 2k
Portanto:
1) x(t) = e!*"¥TA [(I+B2)e“ (1+B )eTA]k/zxo (4.28)
é solugdo para kT= t< (k+1)T, com k par.
i) x(t) = e!t7¥DA (I+Bl)e'rA [(I+Bz)eTA (I+Bl)e”]k/2x0
(4.29)

é solugdo para kt= t< (k+1)T, com k fmpar.

Estamos interessados em conhecer os valores de x(t) depois .de
completado um ciclo, isto ¢é, depois da aplicagdo dos farmacos A e B;
isto pode ser representado somente pelo item (i) acima, pois (ii)

representa o x(t) entre as doses.

Para analisarmos o comportamento das solugdes, basta analisarmos os

autovalores da matriz fundamental:
X(2T) = (I+Bz)e“ (I+Bl)e“, (4.30)

. que tem perfodo 2T. (O método para calcular e e o calculo de X(2T1)

podem ser vistos nos Apéndices A e B respectivamente.)

Os autovalores de X(2T) sio:

Al= (I_F)Zeza(l—ZC)T’
A= A= (I_F)eza(l—cn’
2 3

20T
A=ce .

4
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Temos entdo que:

~0(1-2€)T
€

—> se > 1- , entdo 7\1< 1 e

~20(1-€)T
e

—> se > 1- , entdo A=.A<1,
2 '3

- 7\4(: sempre maijor que 1, pois e?*T¢ 1.

Temos, portanto, que a solugdo serd instdvel em torno da origem.
Ainda podemos concluir, através da analise dos autovalores, que S, RA e

RB irdo a extingdo e que tumor seri constituido somente pelas células
Rd.

Pela analogia com o modelo anterior (caso monoquimioterapico),
podemos dizer que um dos grandes problemas do tratamento com associagdo
de duas drogas é a existéncia da populagdo duplamente resistente Rd. 0]
grafico a seguir mostra o grau de- células duplamente resistentes para
tumores com taxas de mutagdes 1072, 107, 10°° e 107%.

10
? - ]

LOG( Rd?

1" 2 3 45 6 7 68 2 101112
LOG(N)
OEPS=0.001 AEPS=0.0001 OEPS=0.00001 XEPS=0.000001

Fig.7. Grafico da Eficicia do Tratamento.
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Também neste caso (tratamento com duas drogas), podemos dizer que o
sucesso da terapia estd associado a redugdo a "niveis clinicos
satisfatérios”, .isto é, a um tamanho menor que 10°. Isto seria invidvel
se Jj& existisse uma populagdo duplamente resistente superior a esse
valor. Mas, pela figura anterior, podemos observar que esse valor s6 é
superado para tumores muito grandes ou nos casos em que a taxa de
mutagdo ¢é grande. Por exemplo, um tumor de N = 10ll com g = 10—4

(R = 6.4x10°), ou ainda N = 10° com € = 107> (R = 4.2x10°).

Portanto, em muitos casos a terapia composta de dois farmacos

consegue atingir os objetivos de controlar o crescimento tumoral.

5. Modelo Matemadatico Discreto para Quimioterapia

Nesta secgdo apresentaremos dois modelos simples para o crescimento
de células tumorais sob efeito de drogas antineopldsicas. A idéia da
modelagem discreta para o problema da quimioterapia surgiu através do
trabalho de Birkhead e Gregory [2], mas pelas falhas conceituais

encontradas nesse modelo, abordaremos o modelo de uma maneira diferente.

Na secgdo 5.1 apresentaremos o modelo para o caso em que ¢
utilizada uma droga antineopldsica e na secgdo seguinte, modelo para

quando sdo ¢ utilizado duas drogas, como fizemos na secgdo 4.

5.1. Modelo Discreto para o Crescimento Tumoral

Consideremos Nl o tamanho (volume ou numero das células) da massa
tumoral no instante tl. Suponhamos que a variagdo da populagdo em um
intervalo constante T de tempo seja proporcional & populagdo existente

»*
no inicio do intervalo , isto é,

=a N (5.1
* Esse conceito de varlagdo populaclonal pode ser visto em [1).
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onde a (0<a<l) é a taxa de crescimento da populagio.

Podemos escrever a equagdo (5.1) na seguinte forma de recorréncia:

N, = (+aT)N_. (5.2)

Levando-se em consideragio a existéncia de duas subpopugdes de
células: sensiveis (S) e resistentes (R) ao farmaco, estudaremos o

comportamento destas subpopulagbes sob o efeito do farmaco.
Como S e R sdo subpopulagbes de N, temos da equagdo (5.2) que

Sn= (1+oc'c)Sl .
B (5.3)

Rl= (l+oc7:)Rl_1

Sabemos que uma parte das células sensiveis adquirem resisténcia ‘a0
farmaco. Segundo Birkhead e Gregory [2], uma fragdo £ de toda populagio
de células sensiveis, no instante t‘ adquire resisténcia ao farmaco,
modificando o sistema acima para:

S
i

R
I

(I+at)S  -ell+at)s == (1-€)(l+at)S _
ik ) i (5.4)

i

(1+aT)R1—1+8(1+aT)31-—1

Com respeito a isto, tem-se, da literatura médica, que somente as
~ células sensfveis em ciclo proliferativo podem adquirir essa resisténcia
ao farmaco, o que nos faz discordar das idéias de Birkhead e Gregory e,
assumir as de Goldie e Coldman, as quais dizem que somente uma fragdo &

da diferenga entre Sl e Sl muta de células sensiveis para resistentes,

1
sendo assim formulamos o modelo a seguir

0
]

(1+cc‘t)Sl_l—eoc'rsl_l = (1+oa'—eocr)SH
(5.5)

~
]

(1+aT)R_ +earS
1-1 1-1
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As equagbes de (5.5) ainda podem ser escritos da seguinte maneira:

2}
]

(1+at-cat) ! So

~
i

i i
(1+at) " ( SO+R0)-(1+<x'F-eoc1:) So

Assim, temos que, dados «, €, SO e Ro' podemos encontrar os tamanhos das
populagdes das células sensiveis e das resistentes em qualquer instante
tl=xr (i=1,2,3,...).

5.2. Modelo Discreto para Monoquimioterapia

Conhecendo~-se a evolugdo natural do tumor, estudaremos, agora, o
comportamento da populagdo tumoral quando ¢é feito um tratamento

quimioterédpico a base de um s6 farmaco.

Suponhamos que o farmaco seja administrado repetidamente em doses
iguais a cada intervalo de T dias e que o tratamento tenha inicio no
instante to' isto é, que a primeira dose do farmaco seja administrada
para um tumor de tamanho Xo= So+ Ro' Suponhamos, ainda, que cada dose
elimine uma fragdo constante k, de células sensiveis do tumor (Lei de
Skipper). Entdo, para representar o tumor ap6s a primeira dose, temos as

seguintes equagdes:

1
0

(1)=R
[+] 0 ’

S, = S,kS, = (I-k,)S,

R

onde S(J) e R(J)

denotam as células sensiveis e as células resistentes
apébs a j-ésima dose. E facil ver que o nimero total das células
tumorais apés a primeira dose é

(1
0

N, = N -k,S, -

(§)]

(N denota o tamanho do tumor (total) ap6s a j~ésima dose.)

68



Como a aplicagdo do farmaco ndo afeta a populagdo das células
resistentes, daqui em diante estudaremos somente o desenvolvimento das
células sensiveis e do tumor total, mas é claro que ¢é facil obter o

namero das células resistentes, uma vez que R = N-S,

Suponhamos que T=mTt, isto é, que o intervalo de doses seja dividido
em m subintervalos de tamanho T. A figura 8 nos mostra como ser3o os
tamanhos da populagdo tumoral no final de cada subintervalo. Devemos

observar que os farmacos serdo administrados somente no final de cada m

intervalos.
N“) N N N(Z) N N(a) tumor total
.0 1 2 m (m+1) (2m)
sg g .. s'? g ... st® cél. sens.
4] 1 2 m ~(m+1) (2m) N
0 T 2T ... mT=T (m+1)T e 2mT=2T t
1>~ dose 22 dose 32 dose doses

Fig.8: Passos do modelo.

12 Dose 22 Dose

Redugao

T(*)

°

Fig.9. Diagrama do modelo.
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O diagrama da figura 9 ilustra o tamanho e a composigio do tumor

nas duas primeiras doses.
- As equagdes que representam tal fen6meno sdo:

[+at(1-€)] S, = (1-k,)[1+at(1-€)] S,

e,
a-lz Hm
] ]

(1 _ _ _ _
(I+aT)N 7 = (1+at)(N -k,S ) = (1+aT)N -(1+at)k,S

S, = [1+aT(1-£)] S, = [l+oct(1—e)]25(§” =
= (1-k,)[1+at(1-¢)] %S
_ _ 2,.(1) _ 2y _ 2
N2 = (1+oc-r)N1 = (l+ot) N0 = (l+at) N0 (1+at) k,,SO

e assim até T = mt , temos

{ S = [l+oc'c(1—e)]mS(()” = (1-k,) [1+aT(1-€)]" S,

N = (1+at)™N'Y = (1+at)™N -(1+at)™k S
m (] (4] 0

Com a aplicagdo da segunda dose, teremos

S(2)

(1-k,)S_ = (1-k,)* [1+az(1-¢)]™ S§
_ m,, m
N ' =N -kS_ = (1+at) N, (1+at)7k,S +

~k, (1-k, ) [1+at (1-e)]"S

As equagbes dos passos posteriores sdo:

(1-k,) 2[1+oa’(1—£: ) ]m”So

m+l1

Py,
2 n
3 -3
hA hA
] I

(1+oc-c)m”No—(1+<xt) k*sof(l—k*)(1+aT)(l+aT*€aT)mk*So
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w0
i

72}
I

= (1-k,)*[ 1+ox(1-€)]*"S

2z
]
z
]

(1+aT)"™N - (1+a7)"™k S _+

~-(1-k,)(1 +at)m[l+at(1—c)]mk*so

Assim atingimos o instante 2T = 2{(mt), que & exatamente o momento

de ser administrada a terceira dose:

[ () _ 3 2m
Som = S, 7KS, = (1-k, ) [ 1+az(l-€)] S,
N = N k,s = (1+ar)®™N +
< 2m 2m 2m 2 0
koS, T (1-k,) (1+ar) P [ro(1-e)]™
\ =0

Generalizando, temos que os sistemas que nos dd3o os tamanhos das

células antes e depois da (n+l)-ésima aplicagdo do farmaco s&o,

respectivamente:
S = (1-k,)"[ 1+at(1-£)]""S
nm * | L (5.6)
n_
N = (+0)™N -Kk,S T (1-k) (1) ™ [razi-e)]™
nm j:O
e
(s =5 kS = (1-k)" [Lrer(1-e)]""S
‘ 5.7)
N(n'rl) = N -k, = (
4 nm nm nm
n
= (1+0)™N_-k,S_ T (1-k,)? ()™ preaci-e)]™
\ J=0
Tomando A = (l+at)” e B = (l—k*)(1+oct)_m[(1+¢x1:(l-e)]m, e ainda
n I_Bnﬂ
sabendo que B = T quando Bz#l, podemos escrever Nnm €

J=0

n



(n+1)
nm

N da seguinte forma:

n

— ADN n 1-B
N = A NO k*So A '—-I—:r e (5.8)

nm

n+1

(n+1) _ ,ny, n 1-B
= A N0 k*SOA —TB , (5.9)

nm

N

que sdo respectivamente o tumor antes e depois da (n+l1)-ésima dose.

Mostramos, até aqui, que dados «, €, k, e T, basta conhecermos No e

So (ou Ro) para estimarmos o tamanho do tumor antes e depois das doses
(N e N™).

Por outro lado, chamaremos de k] a fragdo de destruigdo celular na

j-ésima dose em relagdo ao tumor total, isto &,

(y _ _
(J-1)m (J-1)m kJN(_}-I)m

Observemos também que

(§)]
= - S
(J-)m (J~Dm ke (J~-Dm

Logo temos que

- m_(}j-1)
SU_”m [1+at(1-€)] S(J—Z)m
kf Ny —— = Ky m.. (}-1)
(J-1)m (l+aT) N
(J-2)m (5.10)
m
_ kJl+at(l-€) ] (1-k,) S(J-Z)m
(1+at)™ (l—kj-l) Ni-2m
Facilmente obtemos, também, que
k Kk S(J-Z)m
-1 % 5.11
J-1 (J-2)m (5.11)

Destas duas ultimas equagdes, temos que
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[1+at(1-€)] ™

(1+at) ™

(1-k,)
k

(l—kJ_l) J-1

Jj=2,3,4...

LS
]

com k1= ky

Assim, temos que {kJ} é uma sequéncia ndo-crescente, isto &, as
sucessivas doses de farmaco resultam na diminui¢do da taxa de redugdo em
relagdo ao tumor total. O termo geral kJ—é 0, implica Ngi”mz N(j_l)m,
para algum j suficientemente grande. O comportamento de segliéncia {kj)
pode ser visto na Figura 10, que mostra visivelmente a ineficiéncia de
sucessivas doses de um farmaco. O grafico ilustra as curvas de redugdo
tumoral para varios casos, isto &, para k0 = 0.95, 0.9, 0.8, 0.7 e 0.5,
onde o tamanho inicial do tumor foi tomado 10"° (foi usada a relagado
(4.7) (s=N""®

crescimento « = 0.023. Consideramos também o intervalo de doses T=2l

) para obter So), a taxa de mutagdo € = 107° e taxa de

dias (m = 21l e Tt = 1).

1.00
0.50 +

0.80 +—1
.70
8.60 -
©.50 4
0.40 -
0.30
©.20 4

0.10

2.2a T T T T T T T T
1 3 6 9 11 13 16 17 19
No. de DOSES

Kt

Fig.10. Curvas das Taxas de Redugdo Tumoral.
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Desta maneira, podemos concluir que existe um ponto em que o tumor
para de regredir e comega a crescer, mesmo com a administracio do

farmaco. Em outras palavras, podemos dizer que existe n tal que:

SR )

= min{i/
n min{j NJm (-Dm

}. (5.12)

Notemos que N(n)
(n-1)m

tratamento quimioterdpico. Chamaremos, portanto, o n de ponto de nadir.

é o tamanho minimo que o tumor atinge com o

Da Eq.(9) e da condigdo (12) obtemos a seguinte expressio para n:

N (1-A)(1-B)-k,S (1-A)
n = <—1—— + ln ° y 0 >
In B k*So(AB-—l) ,

onde <x> denota o menor inteiro maior ou igual a x.

A seguir apresentaremos uma tabela que mostra os pontos de nadir

dados o tamanho do tumor (N = 1010), as taxas de mutagdes (¢ = 107°
10_4, 107° . 10-6) e as fragbes de destruigdo celular (k, = 0.7 e 0.9).

Além do ponto de nadir, a abaixo tabela contém os respectivos tamanhos
minimos atingidos no tratamento. Foram assumidos também que a= 0.023,

T= 1 e m= 21.

Fig.1l. Tabela

k.= 0.7 K,= 0.9
e n n

min min
-3 9 8
10 3 1.282x10 2 5.251x10
107 | s 3.204x10% | 3 8.583x10°
10°° | 7 7.913x10" 4 1.385x10°
10} o 1.961x10° 5 2.234x10"
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5.3. Modelo Discreto para Terapia com duas Drogas Antineopldsicas

Consideremos um tratamento quimioterdpico a base de duas drogas

antineopldsicas A e B, como na secgdo 4.3. Consideremos a existéncia das

subpopulag@es, as taxas de mutagles (admitindo € =€ = 82) e o intervalo

de administragdo das drogas também como na secgio 4.3.

Neste modelo chamaremos de kA e kB as fragbes de déstruicdo celular

correspondente aos farmacos A e B, respectivamente. Admitiremos, também,

que os farmacos podem ser administrados desordenadamente, isto &, ndo é

necessaria nenhuma ordem pré-estabelecida para a aplicagdo dos farmacos.

Da secc¢do anterior, temos que

N1= (1+oa')Nl_1

Analogamente A secgdo anterior, usando a equag¢do acima e considerando a

mutagido espontinea das células, podemos escrever quatro equagdes para S,

Ra, RB e Ra.

S=3S + atS
i I-1 i

Ra = RA + atRA
1 i-1 i

- 2extS
1 1

+ £0tS - gxTRA
1 1-1 1

RB = RB  + atRsB + eaTtS - earRB
i i-1 i-1 i-1 1-1

Rd = Rdl . + oc-t:Rdl l+ COL‘L’RAl

+ €xTRB
1 i-1

No momento das aplicagbes dos farmacos as equagdes

modificadas para:

t) farmaco A: s'= (l—kA)S
RA*= Ra
Re'= (1-k, )Rs
Rd'= Rd

15
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ii) farmaco B: s'= (l-kB)S
Ra’= (l—kB)RA
Re'= RB
Rda'= Rd

onde S+, RA+, Re" e Rd' denotam os tamanhos das subpopulagfes exatamente

depois das doses.
Neste segundo modelo discreto ndo encontraremos uma expressdo geral
para N e nem para o ponto de nadir n. Limitamo-nos somente em

compreender as etapas gerais.

No capitulo seguinte serdo descritos os ensaios numéricos para este

modelo, bem como para os outros.
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CAP[TULO IV

SIMULAGOES NUMERICAS

Neste ultimo capitulo apresentaremos algumas simulagdes numéricas
dos modelos. Antes disto, é importante declararmos que Vendite no seu
trabalho [25] fez as comparagSes dos seus modelos (aqui descritos em
(4.2) e (4.8) do capitulo III) com os dados experimentais "in vitro" e,
verificou que os resultados obtidos pelos modelos sdo muito préximos dos

dados fornecidos pelos experimentos "in vitro".
p

Além de apresentar alguns exemplos de simulagdes feitas para
diferentes modelos, este capitulo tem o propésito de comparar os
resultados obtidos pelos modelos discretos propostos na secgdo S do
capitulo III, com os resultados fornecidos pelos modelos de Vendite
(seccio 4 do capitulo III). Finalmente apresentaremos as conclusdes
obtidas com este trabalho e algumas sugestdes para futuros trabalhos de
modelagem para problemas relacionados com o crescimento tumoral e suas

terapias.

Para fazermos as simulagSes numéricas dos modelos de Vendite,
utilizamos os programas computacionais elaborados pelo préprio Vendite,
que emprega uma subrotina chamada LSODE que resolve sistemas de equagdes
diferenciais ordindrias (lineares e ndo lineares). O com.putador'
utilizado foi o VAX/VMS [Centro de Computagdo da UNICAMP]. Para os
modelos discretos elaboramos programas simples nos microcomputadores
tipo AT-386 do LBMA (Laboratério de Matematica Aplicada - IMECC). A
linguagem utilizada foi a FORTRAN 77.
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1. Simulagdes para o Crescimento Tumoral (Sem Terapia)

Considerando a equagdo (4.3) do capitulo anterior, sabemos que a

equagdo que descreve o crecimento tumoral é dada por

dN
‘a—t— = aN(l—kN)
onde: N é o tamanho do tumor;

>0 é a taxa de crecimento malthusiano do tumor;

17k é o tamanho maximo que o tumor pode alcan¢ar (geralmente
k! = 10"

A solugédo ¢

N
0

kKN +(1-kN )e **
0 0

N(t) =

onde No ¢ o tamanho do tumor no instante to. Por outro lado, se
considerarmos o modelo discreto da secgdo S.1 do capitulo anterior,
temos que a férmula que fornece o tamanho do tumor a cada instante tl de

uma maneira recursiva é

N = (l+at)N
1 1-1

Para podermos estabelecer uma comparag¢do dos resultados obtidos
através do nosso modelo discreto com os do modelo de Vendite, fizemos

trés testes utilizando os seguintes dados:

N0= 107, k=10""1=1
e (1.1)
a = 0.017, 0.023, 0.035.

Onde N0= 10° foi tomado pois esse valor corresponde ao tamanho do tumor
em que o sistema imunolégico do organismo ndo pode controlar o seu
crescimento, k = 10—12 é o valor usual do modelo de Vendite, T =1 é o
tamanho o passo do modelo discreto em dias; e os valores de «

correspondendo um para cada simulagdo, sdo determinados conhecendo o
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tempo de duplicagdo de cada tumor [ver apéndice CIJ.

Na figura 1 temos o gréafico que corresponde aos testes feitos para
ilustrar o crescimento tumoral segundo o modelo continuo de Vendite.
Como foi previsto na teoria, vemos que N tende assintoticamente para
vk = 1012 e, ainda podemos observar, que para « = 0.035 o tumor alcanga
valores bem proéximos de 1/k apés 500 dias; o mesmo accntece para
a = 0,023 e 0.017 em 750 e 1000 dias, respectivamente. A figura 2

corresponde aos mesmos testes feitos para o caso do modelo discreto.

12.00
11.00 -
10.0@ -
9.00
8.00 -
7.900 A
6.00
4
S-eg T L SRS S st el St | """_1‘": LI S-Og -r L4 T T T T T T s
9 100 200 790 190 GO0 600 700 0O 520 1000 Q100 200 300 400 KO0 00 700 BEO 990 1000
TEMPO (DIAS) TEMRO (DIAS)
Fig.l. Curva do crescimento Fig.2. Curva do Crescimento
(Caso Vendite) (Caso Discreto)

Comparando as figuras acima, verificamos que os resultados obtidos
pelo modelo discreto, para os dados considerados em (1.1}, aproximam-se
muito bem das respostas obtidas na simulagio do modelo de Vendite no

intervalo (105,1012), que é de interesse na nossa anilise.

E importante ressaltarmos que os modelos discretos propostos neste

trabalho n3o correspondem a versdes discretas dos modelos continuos
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apresentados aqui.

2. Simulagdes para o Crescimento Tumoral sob Efeito de um Farmaco

Continuaremos fazendo as comparacgdes anteriores para o caso em que
é simulada uma quimioterapia a base de uma droga antineopldsica. Para
isto consideremos o modelo de Vendite descrito no sistema (4.9) do
capitulo III, onde ¢é assumido a destruigio instantdnea das células
sensivéis. Para obtermos os resultados numéricos do modelo discreto,
consideremos os processos descritos nas secgbes 5.1 e 5.2, também do

capitulo III.

'

Embora nos dois modelos possamos obter informagdes sobre o nimero
de células sensiveis (S) e resistentes (R), separadamente, em cada
instante 1:l (i€Z), estaremos interessados apenas no tamanho total do
tumor ({S+R) nos instantes exatamente antes e depois de cada aplicagdo

dos farmacos.

Os dados a serem utilizados para estas simulagdes sdo:

N =10°, "o« =0.023, K=10% e

T=21(t=1-= m=2l).
Faremos os testes para:

i) € =107 F = k,= 0.7 (Figs.3);

il

ii) e = 107°, F = k,= 0.5 (Figs.4);

onde «, T e k sdo exatamente como descritos na secgdo anterior. Tomamos.

N = 10" pois o tumor com este tamanho j4 pode ser diagnosticado
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LOGIN

clinicamente; além do individuo com o tumor ji apresentar sintomas, o
tumor de 1010 células tem uma massa de aproximadente 10g. T = 21 é o
intervalo’ (em dias) de uma dose a outra, m = 21 sfo passos necessarios
(no caso discreto) para atingir o T; € = 10° e 10—6 sdo as taxas de
mutagio obtidas da litet;atura médica [12] e, F =k,= 07 e 0.5
representa as taxas de reducdo das células sensiveis; para F ser
estimado, basta recordarmos que nestes modelos é suposto que o farmaco

reduz de Sl para (l—F)Sx. Os valores de RO e S0 serdo obtidos utilizando

as relagdes (4.6) e (4.7) do capitulo anterior.

As figuras (3.1) e (3.2) ilustram os testes feitos assumindo os
pardmetros do caso (i) para o modelo de Vendite e para o modelo
discreto, respectivamente. Analogamente, as figuras (4.1) e (4.2)

representam os testes feitos assumindo os paradmetros do caso (ii).

10.00 & 10.00 B
o] (u]
8804 O .80 - 0o
7Y a A (m]

9.60{ A o 9.60 | & O

A . a : A [m]
.40 a o 4 o.4e a o

A a A ] gg
0 o
A A
9,29 9.20
A o ) g A o . R
A .
9.00 - A 0 ‘2 .00 4 a o g
o o a o o
8.80 | A 8.60 4 A A
A A . A A
A A A
B.60 - a 8.60 Al
8040 T T T T T T T T | R SR B T T T T T -l ¥ 8-40 T T T T T T T T T T T T T T ¥ T LI §
1234567 8 91011121314151617181920 12345678 91011121314151617181928
No. DE DOSES No. DE DOSES
Oentes do dose Aopbe a doss {Jontee de dose Aospde o dose
Fig.3.1 Caso (i) Fig.3.2 Caso (ii)
(Modelo Vendite) (Modelo discreto)
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LOG(N

10.00

9.60

9.00

8.50

8.00

7.60

7.00

[+

10.20 §

B ;Jg 9.6 3

o ) o 9.00

4 n] B
B 8.69 - a ]

] A ] D o
o el 8.00 | A a

J A A
7.60

¥ T T T T T LENE MRS § T T T T T T T T T
1234567 891011121314151617181920
No . DE DOSES .
Oentes da dose

7.00

1234567891
No. DE DOSES

Aepd
spos a doee Cantes do douse

Aapise o dose

Fig.4.1 Caso (if)
Modelo Vendite

Fig.4.2 Caso (ii)
Modelo discreto

Observando as figuras acima vemos que o dois modelos fornecem
resultados muito préximos um do outro. Visto que ji temos comprovada a
validade do modelo de Vendite, podemos concluir o mesmo para o modelo

discreto aqui proposto.

Daqui em diante faremos os experimentos numéricos somente para o

modelo discreto certo da sua validade, verificando a eficdcia de

diferentes programas terapéuticos, isto é, a redugdo do tumor para a

ordem de 10° através da administragdo dos quimioterapicos. Obteremos
também o ponto de nadir para cada terapia, ou seja, o numero de doses

necessarias para obter a maxima redugdo do tumor. A fim de

estabelecermos uma comparagio entre uma simulagdo e outra vamos tomar

No’ «, € fixos e variaremos k, e T (t,m). Assumiremos ent&o:

-6

10 10

N = 107,

a = 0.023,
0

£ =
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e os parametros k, e T sdo:

i) k,= 0.9, T

]

ii) k = 0.5, T

2l (t =1 m = 21)

10 (T 1> m= 10)

(Fig.5);

(Fig.6).

Lembramos que o intervalo de administragdo das doses T é assumido

levando-se em conta o tempo necessario para que as células normais do

organismo, também afetadas pelo farmaco, possam se recuperar do efeito

quimioteréapico, isto é, ao tomar o T devemos considerar a toxicidade do

farmaco.

Observemos, na figura 5, que na 52 dose do tratamento & obtido o

tamanho minimo do tumor; notemos ainda que, apesar de haver uma redugio

a ~ . . . ~ »
na 6- dose, esta ndo atinge o tamanho conseguido na aplicagdo anterior,

Portanto o ponto de nadir é 5 e o tamanho minimo obtido 2.234x10°. 0

tratamento neste caso é ineficaz pois ndo alcanga o objetivo de reduzir

a 10S células.

LOK N
or]
Q
&

Oentese da does

T T LA T T T T T
234567 0 921011121314151617181920

LB A Rae M St ue

No. de DOSES

Aapos o dose

Fig.5. Terapia: k,= 0.9 T = 21
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Na figura 6 temos que n =

16 (ponto de nadir) e N = 1.167x107, que

também indica a ineficiéncia do tratamento escolhido.

10.00 5

.60 1 AD

LOX N
>
a

7.50 FaY

7.20 -

6|Se T T T T T T T ¥ T Ll T T L T T ¥ T ™
12345678 21011121314151617181920
Noa. de [DOSES

{Jontes da does AapSe a dose

Fig.6. Terapia: k,= 0.5 T = 10
A seguir apresentaf‘emos uma tabela onde podemos analisar a
eficiéncia do tratamento com um sé farmaco.
@ =0.023 e=10"% T = 21
NO k* n min
10 6
Ex.!1 10 0.9 S 2.234x10
Ex.2 | 10° 0.9 5| 2.079x10°
Ex.3 | 10° 0.99 | 3| 5.647x10"
Ex.4 | 10° 0.9 5| 1.924x10"

Fig.7. Exemplos

da terapia com um farmaco

‘o « P . . 5
Apesar de se verificar a redugdo a niveis satisfatérios (N < 107)

nos dois ultimos exemplos da tabela,

citaremos alguns fatores negativos

deste tratamento. No exemplo 3, supomos um farmaco com a taxa de redugdo
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muito alta; no exemplo 4, supomos No= 108 que é um tamanho considerado
pequeno para o inicio da terapia, pois um tumor ¢é detectivel somente
quando N = 10°.

Através destes testes conseguimos explicar, mais uma vez, o
insucesso de muitas terapias a base de uma droga antineoplasica. Na
secgdo seguinte faremos as simulagdes para o caso em que sdo utilizadas

duas delas.

3. Simulagdes para o Crescimenro Tumoral sob o Efeito de dois Farmacos

Visto que o modelo discreto vem apresentando 6timos resultados em
comparagdo com as respostas do modelo de Vendite dispensaremos, neste
caso, os testes para fins de comparagio e partiremos imediatamente para

as simulag8es, analisando a eficdcia de cada tratamento.

Para fazer esses ensaios numéricos tentaremos variar da melhor
maneira possivel os valores de kA e kB. Fixaremos o intervalo de
aplicagbes em T = 21. Os valores dos outros parametros coincidem com o0s$

da secgdo anterior. Dividiremos os ensaios em dois tipos:

1) kA= kB (os farmacos tém a mesma taxa de destruigido)
i) kA= kB= 0.90 ; (Fig 8)

i) k = k = 0.75 . (Fig.9)
A B :

O esquema terapéutico assumido para estes testes foi o

alternativo, isto é, ABABAB... .

2) kA:at kB (os farmacos tém taxas de destruigdo diferentes)
i) kA= 0.9 e k = 0.6 ; (Fig.10)

ii) kA= 0.9 e k= 05 . (Fig.11)
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LCG(N)

Neste caso, adotamos o esquema alternativo até a 102 dose e
prosseguimos somente com o farmaco B. Este esquema foi tomado, pois da
k,= 0.9

ao tratamento até a 5>

secgdo anterior sabemos que o farmaco somente apresenta

respostas positivas aplicagdo, portanto a

seqiiéncia tomada foi: AB...AB BBB....
\___\(_.__.J

10 primeiras doses

Se soubéssemos o ponto de nadir para o farmaco B, poderfamos também

limitar as aplicagdes deste.

No do DOSFS

[Jantee do doee Aepbe a dose

Fig.8. Terapia: kA=kB=O.9

Mo da DOSFS

[(antes da doee

Fig.9. Terapia: kA=kB= 0.75
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|
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.00 A A
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A 7.00 4

A
.00 - 0
A A
o 6.00 - A
.00 A A & A
M o ]
It 50 5.00 - A n
.00 4 B - Ame" qu
A [ L ApH A
A g
.00 A A W W .00
-00 B Sttt aae afuns SERAS Sunin S Sunat Suiy Sl suind SRS ¢ T T T T T 3-00 J Bai Ahn ARan Siins miuns Shuan Sums At el b Sunsll il eaatt Sinad sl Snthey Sulat sl el
12346678 921011121314151617181920 12345670 92101112131415

1617181920

ANaophe o dose

Analisando os graficos 8 e 9 temos que os pontos de nadir sdo 10 e

16, respectivamente, além disso, podemos observar que antes de atingir

os pontos, as duas terapias

safisfatérios (N < 105). Isto acontece na 7>

na 132 dose para o caso (L.ii).

conseguem

reduzir o tumor a

numéricos obtidos para os casos (2.i) e (2.ii).

86

niveis
dose para o caso (l.i) e

A seguir apresentamos os resultados



LOGIN)

»

12.00 ¢

o 10.00 R/
- .50 -
3.20 A A 8} 0
3]
9.08 4 5
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8.00 4 A m] 8.50
A [m]
A
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[Janlea da doma
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Fig.10. k =0.9 e k _=0.6 Fig.11. k =0.9 e k_=0.5
A B A B

No primeiro exemplo desta série temos n = 17, onde na 132 aplicagdo
é obtido o tamanho em que o organismo pode controlar o crescimento

tumoral. Por outro lado, no 22 exemplo temos que a terapia escolhida ndo

Vemos, portanto,

reduz o tumor ao nivel esperado. que nem sempre a

associagdo dos farmacos traz bons resultados. A seguir, temos uma tabela
onde s3o apresentados os pontos de nadir e o tamanho minimo obtidos em
feitas; apresentamos também o numero de doses

algumas simulagdes

. e . 5 .
necessarias para atingir o valor 107, o que denotaremos por i . O
m

esquema terapéutico utilizado foi o alternativo (ABAB...) até obter o

pontc de nadir parcial, isto é, perda da eficdcia de um dos farmacos; as

aplicagBes posteriores foram feitas somente com o outro farmaco.
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kA kB n {(nadir) len i
0.9 0.9 10 8.1863x10°

0.9 0.8 12 2.3230x10°

0.9 0.7 14 7.1712x10° | 10
0.9 0.6 17 2.8192x10" | 13
0.9 0.5 19 1.5308x10° | —
0.8 0.8 14 6.5430x10° | 10
0.8 0.7 16 2.0286x10° | 13
0.8 0.6 19 7.9760x10" | 17
0.75 0.75 16 1.9465x10" | 13

Fig.12. Exemplos dos pontos de nadir.

: 12 .
Consideremos agora o caso em que N0 = 107, mas ¢ importante

ressaltar que o teste sé serve de exemplo para tumores cujos

Nma = 1I/k > 1012 pois, em muitos casos, No= 1012 é o tamanho méaximo que
X

o ser humano pode suportar.
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11.99 {

10.00 5 U

.29 -
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joe]
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6.0 A 2]
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AD m@
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%] AQ@

4,00 Ay T T T T T T e T e e e
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[Jontea da doee Napoa s dooss

Fig.13. Terapia: N = 5x10'!, k =k =0.9
0 A B
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Fazendo as simulagdes com os seguintes dados: No= SxIO“, € = 10-6,
a = 0.023, kA= ka= 0.9, verificamos que na 102 dose, isto é, na Gltima
dose com redugdo real, se obtém o tamanho em que o tumor pode ser
controlado; porém, qualquer descuido poderd fazer com que o tumor torne
a crescer novamente, uma vez que o tamanho minimo conseguido estd muito

préximo do valor de descontrole (Fig. 13).
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CONCLUSOES E SUGESTOES

O objetivo desse trabalho foi reunir e analisar, na medida do
possivel, alguns modelos matemdticos que  proporcionam  melhor
entendimento da dindmica do crescimento tumoral e o problema da
farmaco-resisténcia num tratamento quimioterdpico. Com relagdo a estes
pontos, as conclusGes oBtidas no decorrer do trabalho foram as

seguintes:

No modelo apresentado na secgdo 4 do capftulo 1I, sugerimos uma
pequena mudanga na formulagdo no modelo de Stein. Porém essa pequena
mudanga implicou em analises e concluses diferentes do modelo original
de Stein. Verificamos que, na situagdo normal do individuo, as células
neoplasicas tendem assintoticamente a serem eliminadas pelas protecéo;
por outro lado, a analise do modelo de Stein nos mostra que as células
protetoras somente controlam o crescimento das células neoplasicas,

mantendo-as num nivel relativamente baixo.

Tomando como referéncias os resultados dos modelos continuos de
Vendite, cuja validade foi comprovada através das comparagdes com

experimentos "in vitro"”, verificamos a validade de certos modelos
discretos da secgdo S5 do capitulo III. A respeito‘ desses modelos,
podemos ressaltar a maior praticidade da aplicagdo dos discretos em
relagdo aos continuos. Através das simulagSes numéricas, pudemos
explicar o insucesso de varios programas terapéuticos de um sé farmaco e
mostrar a eficiéncia das terapias com o emprego de dois deles, e pudemos
ver que uma das principais causas do insucesso da monoquimioterapia é a

presenga quase total das células resistentes no tumor apdés um certo -
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nimero de doses.

Nas simulagBes feitas para o modelo discreto no caso do uso de
farmacos A e B, verificamos que o ponto de nadir (nimero maximo de doses
para obter a maxima reducgdo) desse tipo de tratamento é igual & soma dos
pontos de nadir das terapias A e B separadas. Um resultado interessante
dos experimentos numéricos é a relativa irrelevincia de escolher uma
ordem no esquema terapéutico, isto é, ndo ha diferengas significativas
em termos de resultado final, quanto ao nimero de células restantes apés
o tratamento. Por exemplo, se tomarmos o programa ABABAB ou AAABBB, ou
até mesmo ABBABA, basta apenas considerar os pontos de nadir de cada
farmaco. Para fins de simulagbdes, escolhemos o esquema alternativo

(ABABAB...) por ter apresentado pequenas vantagens sobre os outros.

Fizemos. as comparagdes dos resultados fornecidos pelos modelos de
Birkhead-Gregory e o nosso modelo discreto. Observamos que, além das
diferencas conceituais, o maior problema est4 na consideragdo do grau
de resisténcia no inicio da terapia; eles utilizam a relagéo

0 -4

N 10 nos seus testes, enquanto nés utilizamos a relagdo
0

Ro= NO(I—NO_C) obtida no modelo de Vendite. Para efeito de comparagio,

fizemos uma pequena modificagdo nos nossos programas computacionais e

R
assumimos também a relagdo No = 10", 0s resultados obtidos para
0
k,= 0.95 e k,= 0.8 respectivamente foram:
Modelo ' n N n
min min
. ‘ 8 l ~10
Birkhead-Gregory 4 9x10 6 2x10
Discreto (R=N(1-N_8))~ 2 l 5x10"° 3 I 1x10"
Discreto (R/N=10"") 4 l 8x10° 6 l 6x10°

N =10"%, &=0.02, £=10"", T=30
Assim podemos -concluir que, além dos cuidados necessdrios na
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formulagdo dos modelos, para este caso s3o relevantes as relagbes
obtidas por modelos de Vendite com respeito ao grau de resisténcia

celular.

Devido a grande importancia do problema analisado, para trabalhos
futuros, sugerimos o estudo dos seguintes tépicos: acoplamento das
células normais e protetoras no modelo discreto proposto ou nos modelos
de Vendite, otimizagdo das dosagens, momento exato para a troca de
farmacos, estrutura de medida das células, farmaco "fase-especifica" e
ndo fase-especifica”, substituigdo da Equagdo de Verhust para

crescimento das células pela Equagdo de Gompertz etc.
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APENDICE A

METODO DE PUTZER PARA CALCULAR etA

Dentre varios métodos para calcular etA, onde A é uma matriz nxn,
apresentaremos um dos métodos desenvolvidos por Putzer. Este método tem
a finalidade de expressar et como polinémio da matriz A.

Seja 7\1, A,...,A o0s autovalores da matriz A . Definamos os

2 n nxn
seguintes polinémios em A:

k .
PO(A) = I, Pk(A) = n(A—AmI), para k=1,2,...,n.
m=1
Ent3o:
(A n-1
e =7 rkﬂ(t)Pk(A)
k=0

onde os coeficientes escalares r‘l(t),...,r (t}) s3o determinados por
n

recorréncia do sistema de equagdes diferenciais lineares
rl(t) = Alrl(t), r‘l(t) =1

rk+l(t) = Ak+1rk+1(t) + r‘k(t) ? rk+l(t) =0,

96



APENDICE B

MATRIZ X(2T) E SEUS AUTOVALORES
Mostraremos com detalhes o cdlculo da matriz X(2T) da equagdo
(4.30) e seus autovalores.
A matriz X(2T) é dada pela seguinte expressio:

X(2T) = (I+B2)eTA(I+Bl) e™,

al(l-2¢) 0 0 0
A = aE all-¢€) 0 0 .
ac 0 al(l-c) 0
0 oe oe o
-F 0 0 0
0 0 0
B, = 0O -F ©
0 0 0 0
(-F 0 0 0] 0 )
0 -F 0 0 0
Bz - 0 0 0 0 0
0 0 0] 0
(0 0 0 0 O]

Pelo método de Putzer, (Apéndice A) obtemos que:
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2aT

r —
ea(x 2e)T 0 o 0
a ea(x—e)T 0 0.
e = 21
a 0 eoc(l-z)T 0
31
a a a at
L a1 42 43
onde
a =a =exl1me)T _ ali-2e)T,
21 31
T al1-2e), e
a = a = e —
42 43
a = T - gel1-e)T | oo (1-2€)T
41
Logo,
(1I-F O 0 1 ( 1-F 0 0
0 1-F 0 - 0 1 0
X(2T) = e
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 L 0 0 0
L )
2 20(1~2¢)T
( (1-F)°e 0 o
X 2a(1~-¢)T
- 21 (1-F)e 0
% 0 (1_F)ezoc(1—e)r
31
p'e
41 X X
{ 42 43
onde
x, = (I_F)ea(l—e)T[eoc(l—z)T _ ea(l—zc)r] [e—ocer(l_F) N 1]
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x, = (I_F)eatl-e)r[eoc(l—eh _ eoc(l—ze)] [e—oce'r " ]

x = 2T [1 _ e—ocer] 1= & 2%€T | (1_F) {e—aer _ e—sasr]]

41 ]

za‘r[ -2q€T)

X =e€ 1 -e

42 )
x = T [1 - e_aCT} 1 +1-F )e—oce'r].

43 |

Resolvendo-se as equagdes [X(ZT) - AI] = 0, temos os seguintes

autovalores de X(2T):

2eza(1-zc)r

?\l = (1-F)

A =2 = (1_F)ezoc(1-z)r
2 3

A = 2T

3
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APENDICE C

ESTIMATIVA PARA O PARAMETRO «

Temos como objetivo apresentar um método matematico para estimar os

parametros o (taxa de crescimento malthusiano do tumor).

Consideremos a férmula (4.4) do capitulo III:

N0
N(t) =

KN + (1 - kN )e
0 0

onde Noé tamanho do tumor no instante to e k é geralmente assumido como
-12

10 °°. Por outro lado, seja td o tempo de duplicagdo do tumor No’ isto
é, N(td) = 2No' Substituindo na férmula acima, obtemos que

. 2(1 —kN )
“=3 I-2kN_ |

Exemplos: Para No = 10°

td =20 —— o = 0.035
td =30 —— a=0.023
t =40 —— o = 0.017.

O mesmo raciocinio pode se fazer considerando a férmula (5.2) do

caso discreto.
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