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RESUMO

O presente trabalho apresenta alguns modelos lineares para dados longitudinais
observados no tempo, enfocando-se o modelo de efeitos mistos. A matriz de covaridncia
associada a esse modelo pode ser representada de forma estruturada. O interesse do trabalho
¢ estudar formas da matriz de covarifincia que requerem poucos par@metros a serem
estimados {parcimoniosidade). Como os dados sSo observados ao longo do tempo, uma
forma de parametrizac3o parcimoniosa pode ser obtida através de estruturas de correlagio
temporal nos erros ou nos efeitos aleatérios. Apesar das variedades de estruturas temporais
existentes, o que nos interessa estudar s3c estruturas simples como o AR(1) e algumas
variaghes, pois, em séries curtas, essas estruturas simples podem ser aproximagdes razoaveis
de estruturas mais complexas.

Discute-se também algumas questdes sobre o problema da escolha do modelo
adequado e alguns critérios de selegdo do modelo. Essencialmente, a abordagem de
estimaglo dos pardmetros do modelo de efeitos mistos € via maxima verossimithanga (MV)
e MV restnngida. Para o calculo numérico das estimativas, alguns algoritmos numéricos sio
apresentados brevemente como o método de Newton-Raphson ¢ o filtro de Kalman (este
dltimo € um algoritmo Gl para o céleulo da verossimilhanga e das predigbes dos efeitos
aleatorios). Algumas técnicas de diagndstico sfo apresentadas como, por exemplo, o gréfico
de probabiidade normal ponderado para checar a hipdtese de normalidade dos efeitos
aleatdrios € ¢ uso do semivariograma empirico para checar existéncia ou nédo de estrutura de
carrelacdo nos residuos,

O trabatho fornece apenas uma visBo geral sobre modelos lineares em dados
longitudinats. Dada a abrangéncia do tema € impossivel tratar de todos os aspectos de forma
detathada. Desta forma, certas abordagens n3o serfio consideradas, como a abordagem
Bayesiana, ou foram dadas de forma superficial, como o algoritmo EM, por exemplo.



ABSTRACT

This work presents some linear models for longitudinal data observed at time points,
specially the mixed effects model. The covariance matrix associated with this model can be
represented in a structured form. This work's interest is to study some covaniance forms that
require few parameters to be estimate. A way of parsimonious parametrization can be
obtained through time correiation structures on the errors or time-varying effects. In despite
of the variety of time structures, we are concerned to study sirnple structures as the AR(1)
and some vanations, because, in short series, these simple structures can approximate more
complex structures.

Some questions about the adequate model choice and some model selection
criterions also are discussed. The parameters estimation approaches of the random effects
model considered are essentially the maximum likelthood (ML) and restricted ML (Ref:rﬂ,).
To compute estimates, some numeric algorithms are briefly presented as Newton-Raphson
method and Kalman filter (this 13 a useful algonithm to compute exact hkelihood and make
predicttons). Some diagnostics are presented, eg., weighted normal probability plot to
check nmormality of the random effects and the use of the empirical semivariogram to check
residuals correlation structure.

The work gives only an overview about linear models for longitudinal data. Because
very broadiy, it is irpossible to take detailed the all features of this theme. So, certain
approaches will not be considered, as the Bayesian approach, or will be superficially, as the
EM algornithm, for example.
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Estudos Longitudinais

1.1. Introducio

Q Estude Iongitudinal (EL)) é uma importante estratégia de pesquisa que pode ser
aphicado, por exemplo, nas dreas médicas, bioldgicas, socials e econdmicas. Geralmente, os
EL. sfo caracterizados como delineamentos onde a resposta de cada unidade de
investigagio {ou individuo) ¢ observada ao longo de varias ocasides {condigbes de
avalrag8o). Estas podem, por exemplo, ser tempo, dosagem {(grau de concentragio quimica)
e distdncia A natureza da resposta € discreta (categorizada) ou continua, multidimensional
{mais de uma vanavel resposta) ou unidimensional. Nesse trabalho nos restringiremos ao
estudo de dados de matureza continua e unidimensional (apenas uma varidvel resposta)
observados ao longo do tempe, como no exemplo da seglio 1.2, onde a resposta € o nivel de
acido latico.

De modo geral, os individuos podem ser classificados em subpopulagdes de acordo
com fatores ou tratamentos. Os fatores podem ser constituidos de niveis; assim, por
exemplo, se o "sexo” for um fator de interesse, entfio og niveis associados a esse fator serfio:
"masculing” e "femining". O interesse imediato quando se leva em considera¢io um
determinado fator € avaliar como os diferentes niveis desse fator afetam ou influenciam na
variavel de mteresse, a isso chamamos de efeito de um nivel do fator na variavel de
nteresse. Os efeitos podem ser divididos em duas classes: fixos e aleatérios. A natureza e a
escolha pela classe do efeito adequado serfio discutidas no capitulo 4. Informacgdes
adicionais & resposta podem ser incorporadas através de covariaveis (variaveis secundérias)
variantes ou invariantes ao longo das condi¢Bes de avaliagio.

Em um estudo longitudinal, destaca-se dentre seus objetivos: avaliagBes do
comportamento das variaveis de resposta e dos efeitos das covaridveis nos padrdes da
resposta ao longo das ocasides, comparaghes enire as subpopulagtes e ajuste de modelos.
No estudo longitudinal ¢ possivel nSo somente descobrir certas caracteristicas de uma
populagdo, como também acompanhar a evolugiio dessas caracteristicas ao longo das
condigbes de avaliagio., Ware (1985) destaca que os estudos longitudinais em geral tém um



potencial superior aos estudos cross-section ou a uma seqiiéneia de estudos cross-section de
urna mesma populagio, como sera discutido rapidamente na secio 4.1,

O conunto de dados pode ser caracterizado através do mimero de observagbes
disponivels: quando houver o mesmo numero de ocasides para todos os individuos, o3
dados serdo balanceados quanto & ocasi@o {(por exemplo, balanceado no tempo). Se além
disso todos forem observados nas mesmas condigbes de avaliagdo entdo os dados serfio
completamente balanceados {ou, simplesmente, balanceados). No exemplo da secio 12, a
Tabela 1.2 1 ilustra um conjunto de dados balanceados.

E comum, entretanto, a ocorréncia de dados ndo balanceados nos estudos
longitudinais. No caso de dados experimentais, isso pode ocorrer, por exemplo,
acidentalmente, resultando em valores perdidos (missing values), plangjadamente; e pela
falta ou até impossibilidade de se ter um planejamento adequado. Outro caso de
estruturagio nio balanceada pode ocorrer de forma natural em estudos observacionais, pela
propria impossibilidade de se executar um planejamento especifico na coleta dos dados,
Podem existir muitos fatores ou mecanismos que geram dados ndo balanceados. Nesse
trabatho, entretanto, assumiremos que ¢ conjunto incompleto de dados é resultado de
informagGes perdidas de forma completamente aleatoria (missing completely at random,
MCAR, segundo Little ¢ Rubin, 1987, pp 14). No exemplo da secio 1.2, a Tabela 1.2.2
ilustra um conjunto ndo balanceado, com muitas observacdes censuradas (a censura para um
deternunade rato nesse caso significa que ele simplesmente deixou de ser observado antes
do término do estudo para evitar seu afogamento) Rigorosamente, nesse exempio o
mecanismo gerador dos dados incompletos niio deveria ser ignorado, pois o rato em
iminéncia de afogamento teve seu periodo observacional abreviado. Por isso esse conjunto
sera utilizade o capitulo 7 apenas como ilustragdo de um conjunto n@io balanceado,
aplicando-se algumas das técnicas de andlise que serdo apresentadas no trabatho.

Uma distingio deve ser feita entre delineamentos longitudinais e medidas repetidas
(Ware, 1985). Pode-se dizer que ¢ planejamento Jongitudinal € um caso particular do
planejamento em medidas repetidas, pois esta ¢ caracterizada pela observagdo de duas ou
mais medidas em cada individuo. No entanto, o que distingue a estrutura Longitudinal
dentro das Medidas Repetidas é a forma de associagiio entre as ocasides e os individuos. Por
exemplo, em Medidas Repetidas do tipo Split-plot as ocasibes sdo alocadas de forma
aleatonia as unidades de imnvestigagio, em Planejamentos Cross-over as unidades de
investigacdo sBo submetidas em uma dentre as diversas seqiiéncias de tratamentos que
definem as condigOes de avaliagio. Em dados longitudinass, por exemplo, os individuos sio
acompanhados durante um deterrmnado periodo de tempo, podendo ser observados em

conjuntos nio homogéneos de tempo (1. e, os individuos nio necessariamente devem ser

b



observados nos mesmos instantes), os intervalos de tempo entre as observacdes podem ser
diferentes (a esse tipo de conjunto chamaremos de dados desigualmente espagados), ¢
podem envolver covanigvets que variam no decorrer do estudo.

Por outro lado, as medidas repetidas, quando se considera o tempoe como condigio
de avaliagho, sdo caracterizadas por observagbes colhidas em um espago de tempo
relativamente curto, em um conjunto homogéneo de tempo (i.e, todos os individuos devem
ser observados nos mesmos instantes que, em geral, sio dudos igualmente espagados no
tempo), e com covariavels que nao variam no decorrer do estudo.

No capitulo 2 {(a abordagem discutida nesse trabalho restringe-se a dados continuos
observados ac longo do tempo, assumudo-se normalidade nos dados) sBo apresentados
brevemente alguns modelos lineares para dados longitudinais. Entre os modelos
multivariados sero apresentados os modelos de regressio e de curva de crescimento
polinomial {e.g., Rao, 1965; Potthoff e Roy, 1964; Grizzle e Allen, 1969). Nesses modelos a
matriz de covariincia assume uma forma geral (também chamada de forma nio estruturada),
ou seja, a umica restrigdo 3 matriz de covariancia € que ela seja positiva definida e simétrica.

Muitos modelos estatisticos para analisar medidas repefidas dependem dos padrdes
assumidos na matriz de covanidncia Duas abordagens comuns sBo a ANOVA e a
MANQOVA (analise de varifincia multivanada). A primeira abordagem, que trata de modelos
univariados, possuem um grauv de estruturacfio na matriz de covanancia. Por exemplo,
Geisser ¢ Greenhouse (1958) e Huynh e Feldt (1970) consideraram um modelo ANOVA de
efeitos mistos caracterizado por uma estrutura de covaridncia do tipo H {que representa uma
forma de simetria composta, onde s30 necessarios dois elementos de covaridncia: um para as
varidncias ao longo da diagonal principal da matriz e o outro para as posigdes fora da
diagonal). A abordagem via MANOVA com efeitos fixos foi descrita por Cole e Grizzle
{1966) e Timm (1980) Nesse caso, ndo se impde nenhuma restrigio ou nenhum padrio 2
matriz de covangncia, sendo portanto, necessario estimar T(T+1)/2 elementos da
covartincia, onde T representa o nimero de observagdes individuais num conjunto de dados
halanceado. Grizzle e Allen (1969) estenderam esses procedimentos para ¢ ¢aso onde um
padric particular de crescimento ¢ postulado sobre o tempoe {padrfes polinomiais, como por
exemplo, linear e quadratico).

Formas mais estruturadas podem ser encontradas no modelo de efeitos nustos
{modelos com efeitos fixos e aleatorios) e no modelo inear generalizado. Laird e Ware
{1982) apresentaram uma familia de modelos chamados hierarquicos (ou modelos de duplo
estagio segundo Laird ¢ Ware) para analisar dados longitudinais ou medidas repetidas,
baseando-se no trabatho de Harville (1977). Isso resultou numa estrutura caracteristica da



matriz de covaridncia individual, inchuindo como casos especiais, por exemplo, estruturas de
covariincia resultantes da ANOVA e o padrio de uniformidade ou simetria composta.

Muitos sdo 0s fatores que mfluem na escolha do modelo adequado. Por exemplo,
para um nimero pequeno de observagles individuais (poucas ocasides) ou dados
balanceados, pode-se aplicar modelos gerais como ANOVA ou modelos de regressic. Por
outre lado, com nimero grande de ocasides ou dados nfio balanceados, a modelagem via
métodos gerais requer muitos pardmetros a estimar (pardmetros que descrevem a estrutura
de covaridncia). Como Laird e Ware (1982) observaram, quando isso ocorre, muitos desses
par@metros poderio ser pobremente estimados. Uma alternativa € construir uma estrutura de
correlagio para obter modelos parcimonioses, .., modelos com poucos pardmetros a serem
estimados. Pelo estudo da dependéncia temporal dos dados ¢ possivel construir esse tipo de
estruturs.

Em delineamentos longitudinais € razoavel esperar que a correlagdo entre duas
observagdes de um individuo sefa maior na medida que o intervalo de tempo entre essas
observagbes diminua. Assim, um modo de infroduzir parametrizagdo parcimoniosa é
incorporar uma estrutura temporal ac modelo. Como nesse trabalho nio serfo utilizados
medelos de séries temporais para as observagdes, a correlagio serial (ie., correlagio
temporal associado & um determinado individuo} é incorporada ao modelo através dos erros
ou através de coeficientes que varlam no tempo seguindo um determinado processo.

No capitulo 3 discute-se como a modelagem dindmica pode ser imroduzida em
modelos lineares, enfatizando-se a estrutura de correlag@o dos erros assoctados aos modelos
apresentados. Apesar das variedades de estruturas temporais gue podem ser adotadas, o que
nos interessa estudar sio estruturas simples. Considerando-se as suposigdes de modelagem,
estruturas mais complicadas poderiam ser estudadas e utilizadas Entretanto, um motivo
para adotar modelos simples € evitar parametrizag8o excessiva. Além disso, a quantidade de
observa¢hes pode ndo ser suficiente para suportar estruturas complicadas. Qutro motivo foi
observado por Louis (1988}

" 1 had a o studemt who did some work on autocorrelation, autoregressive
moving average models, developed the likelihood estimators, and likelihood
ratio tests. Everything worked beautifully with artificial data. Then we tried
if on some real data... We looked around and we couldn’t find any data in a
biclogical selting where an autoregressive moving average covariant

structure fit nicely”.

Evidentemente o comentario acima deve ser discutido mais profundamente, pois em

geral 0 processo que geram 0s erros sdo complicados. Mas modelos simples como o AR(1)



podem aproximar bem a realidade, produzindo bons ajustes. Entretanto, deve-se estudar
modelos mais complexos como 0 ARMA, porque eles fornecem uma variedade de estruturas
de covarifncia que sdo economicamente parametrizadas. Em geral, nos modelos mais usuais,
o nimero desses pardmetros ndo deve exceder 2 4 (Rochon e Helms, 1989).

No eapitulo 4 discute-se o problema da escolha do modelo adequado. Dentre uma
variedade de opgdes € necessario decidir adequadamente por algum modelo e aplica-lo em
um contexto particular, Nessa discussio, considera-se o tipo de efeitos (fixos ou
aleatonios?), a quantidade de pardmetros da matriz de covaridncia a serem estimados e
alguns critérios de selegiio do modelo como o critério de informaciio de Akaike (AIC).
Diemais temas relactonados com esse capitulo como os diagnosticos do modelo escolhido e
os testes de hipdteses serfio discutidos no capitulo 6.

Sdo considerados a estimagio dos pardmetros e os algoritmos de estimagio no
capitulo § e os testes de hipoteses e diagndstico no eapitulo 6. Os métodos de estimagio
s&0 técnicas estatisticas Uteis na modelagem dos dados. Para um conjuntoe de dados, a
analise depende, entre outras coisas, das suposigdes do modelo, por exemplo, o tipo de
efeitos (fixos ou aleatorios), a estrutura de covanidncia e a distribuigdo de probabilidade dos
dados. A abordagem adotada € a inferéncia classica, embora a abordagem Bayesiana
produza mterpretacdes interessantes. Os métodos de estimag@o considerados no capitulo 5
580 o de maxima verossimilhanca, méxima verossimithanca modificada, a abordagem via
equaches generalizadas de estimacio ¢ o BLUP. Duas abordagens importantes de
estimacio, a ANQOVA e o MINQUE (minimum-norm guadratic unbiased equation), nio
serfo descritas nesse trabalho devido 4 grande extensio dessas técnicas, embora a aplicagio
das estatisticas F seja discutida no trabalho (secdes 2.4 e 6.2.5), apenas um breve
comentario sobre ¢ MINQUE sera feito na se¢do 5.1, Searle, Casella e McCulloch (1992,
cap. 2 a 5} fornecem uma revisiio historica da ANOVA e descrevem essa técnica para dados
balanceados e ndo balanceados. Searle ef alii. (1992, cap. 11) também descrevem o
MINQUE que ¢ um método gue ndo requer suposigio de normalidade dos dados.

Numericamente as estimativas de MV ¢ MVRe devem ser calculadas através de
algoritmos iterativos, Entre os algoritmos considerados estfo o algoritmo EM, Newton-
Raphson, o scoring e o filtro de Kalman Os algontmos menos conhecidos, o EM ¢ o filtro
de Kalman, estio descritos nos apéndices A e B, respectivamente. O filtre de Kalman ¢ um
algoritmo 1itil para o calculo da verossimilhanga exata (Jones e Boateng, 1991) e pode ser
utilizado juntamente com os métodos de otimizagdo nio-lnear {como o Newton-Raphson ¢
o scoring). Laird (1982) e Laird, Lange e Stram (1987} . por exemplo, discutiram a
estimagio via maxmma verossimithanga (EMV) e estimagdo via maxima verossimilhanca
restringida (EMVRe) utilizando o algoritmo EM. Jennrich e Schluchter (1986) apresentaram



uma variedade de estruturas de covanancia e estudaram alguns dos métodos de estimagio
para esses Casos.

Essencialmente as técnicas de inferéncia e diagnodstico descritas no capitulo 6 séo as
mesmas daquelas encomtradas na andlise de variincia e na analise de regressdo.
Descreveremos algumas formas de diagndstico como por exemplo a utilizagfo do grafico de
probabiidade normal ponderado para checar a hipdtese de normalidade dos efeitos
aleatorios e o uso do semivariograma empirico para checar existéncia ou nio de estrutura de
correlagdo nos residuos.

Alguns conceitos menos conhecidos serdo expostes nos apéndices. Neles séo
expostas algumas nogdes sobre o algoritmo EM (apéndice A), filtro de Kalman (apéadice
B), modelagem ARMA para os erros, considerando-se tempo discretc e continuo
(apéndices C e D, respectivamente).

1.2. Exemplo

Nessa sego descreveremos um conjunto de dados longitudinais estudado pelo Prof.
José Roberto M. de Azevedo, professor assistente da UNESP (Rio Claro). Esse conjunto
experimental é formado por dois grupos de ratos: no grupo 1 encontram-se ratos tretnados,
1e, ratos que estdo sujeilos a atividades fisicas periddicas; no grupo 2 estd3o 0§ ratos
sedentarios, 1 e, ratos sem preparo fisico. Os ratos sio colocados em uma piscina com agua,
sendo forgados a nadarem. A atividade fisica dos ratos durante a natagdo produz o acido
latico, que € o resultado do estresse muscular. Durante 1 hora, o nivel de acido latico de
cada rato € observado a cada 10 minutos. O nivel de acido € medido a partir de amostra de
sangue retirada da cauda do animal; a coleta ¢ feita com a minima interferéncia possivel na
atividade do rato.

Os dados dos ratos do grupo 1 ¢ 2 estdo registrados, respectivamente, nas Tabelas
1.2.1 e 1.2.2 (a unidade de medida n#o foi informada pelo pesquisador). Cada i-ésima linha
dessas tabelas representa as observagBes do i-ésimo rato tomadas no tempo (=1, ., 7) de
forma igualmente espacada (a cada 10 minutos) Assim, esse conjunto de dados € um case
de dados longitudinais.

Os ratos na wminéncia de afogamento foram resgatados e seus dados faltantes sdo
considerados simplesmente como dados perdidos: assume-se como ilustraciio que ©
mecanismo gerador desses valores perdidos seja completamente aleatério. A rigor, nesse
exemplo, 0 mecanismo gerador dos dados incompletes ndo deveria ser ignorado, pois o rato
em iminéncia de afogamento teve seu periodo observacional abreviado. Por isso esse



conjunto sera utilizado apenas como ilustra¢iio de um caso ndo balanceado, aplicando-se

algumas das técnicas de analise apresemtadas no trabalho. Entre os objetivos na analise

podemos considerar:

a)

b)

modelagem e comparagiio das curvas de resposta (nivel de acido latico) dos 2
grupos. O modelo de efeitos mistos permite estudar tanto o padrdo de resposta dog
grupos e comparé-los, como permite estudar o padriio individual de resposta e
compara-io com 08 outros individuos. Um interesse, por exemplo, € comparar as
curvas de resposta (nivel de acido latico) dos 2 grupos e verificar se sfio 1guais ou
diferem no tempo.

estudo e comparagdo das varias estruturas de correlagdo possivels para a matriz de

covaridncia individual,

Esse exemplo serd utilizado ao longo do trabalho para ilustrar técnicas de

modelagem (exemplo 2.5.6), heterogeneidade temporal das observagdes (exemplo 3.3.3) ¢

critérios de selecio (exemplo 4.4 1). No capitule 7 analisaremos com mais detalhes esse

conjunto dividindo-o em duas partes: analise I e analise I Na primeira parte serfo ajustados

0s casos particulares do modelo misto descrito no exemplo 2.5.6. Nessa etapa, a estratégia

de selegiio do modelo consiste basicamente de 3 partes descrita por Diggle (1988):

Z

i)

Estimacio de um modelo preliminar (em geral um modelo saturado) com erros
independentes ou uma matriz de covariancia geral para os erros. O objetivo nesse
item € a investigacdo inicial do modelo. Por isso, esse item pode envolver uma
transformacic apropriada dos dados para se obter um padrio homocedastico nos
residuos. Pelos grificos dos perfis individuais (Fig. 1.2.1 e 1.2.2), nota-se que as
respostas de acido sio mais estaveis no inicio do experimento, tornando-se cada vez
mais varidveis ac longe do experimento. Uma forma de se contornar isso €
transformar os dados, por exemplo, tomando-se o logaritmo dos nivels de acido
latico, A transformacio deve produzir um padrio mais satisfaténio nos residuos,
atenuando-se o efeito da heterocedasticia temporal. Uma alternativa & transformagio
& incorporar a heterocedasticia ap modelo, introduzindo-o como uma covaridvel
dependente do tempo como sera estudado na se¢do 3.3 e na analise IE.

Selecio irucial das estruturas de covaridncia para o modelo.



i} Esse estagio utiliza os critérios de selegio de modelo para a escolha do modelo ¢ a
analise de diagnostico e residuos que serfio apresentados nos capitulos 4 e 6.

Na segunda parte (Andlise I} ajustaremos o modelo misto que serd descrito no
exemplo 3.3.3, considerando-se os efeitos aleatorios dependentes do tempo com uma matriz
de covariincia estruturada. Nessa parte, os dados ndo serfo transformados porgque a
heterocedasticia temporal pode ser incorporada ao modelo como sera discutido no capitulo
3.

Os graficos dos perfis individuais para cada grupo estfo nas figuras 1.2.1 e 1.2.2.
Como os dados s3o coletados nos mesmos instantes, € possivel plotar a partir da Tabela
.23 os graficos dos perfis médios do grupoes (nivel médio de acido latico x tempo) com as
variagBes observadas representadas pelas barras verticais (£ 1 erro padrio). Desses graficos
(Fig. 1.2.3 e 1.2.4) ndo se pode retirar inferéncias, mas eles auxiliam na seleg@o do modelo e
ng indicaglio de uma possivel heterogeneidade nas varidncims. Possivelmente, os erros
padrBes obtidos para o segundo grupo serfo mals imprecisos apds 30 minutos por causa da

retirada de muitos ratos do experimento.



Tabeta 1.2.1 - Nivel de acido latico! em ratos do Grupo |
{ratos {reinados)

tempo (minutos)

rato 0 10 20 30 40 50 60
i 15 87 114 10.7 7.3 48 36
2 iz 38 7.5 10.2 116 1435 8.1
3 8.9 4.5 37 2.6 2.4 2.1 18
4 1.5 6.3 6.8 6.4 51 39 39
3 iz 5.9 126 151 i3.6 159 i4 4
6 12 8.7 39 7.2 52 36 27
7 12 8.7 10.5 123 i4.0 i4.1 156
] 12 7.8 9.9 84 39 42 39
9 1.5 3l 36 35 38 36 27
10 27 63 15,8 119 112 1.5 99
11 0.2 53 335 26 2.0 25 21
12 13 82 4.3 4.3 4.9 6.7 17
13 13 ils 14.6 10.3 6.3 24 32
14 15 14 i1.2 4.5 14 3.1 i3
i3 11 74 92 7.7 7.0 35 5.0
6 13 8¢ 7.9 4.2 33 238 3.1
i7 15 79 30 30 4.8 39 4.9
i3 b1 23 14.5 9.2 6.8 5.7 33
19 9.9 9.4 12.5 11.8 10.7 2.6 82
0 0.9 9.4 118 16.7 .5 2.4 &4

! A unidade de medida ndo foi informada pelo pesquisador,




Tabela 1.2.2 - Nivel de acido latico em ratos do Grupo 2
{ratos sedentirios)

o simbolo "—" indica gue o rato foi retirado da piscina por afogamento iminente

tempo (minutos)

rato 0 10 20 30 40 50 60
I 2.3 93 - . - . ;
2 1.7 9.3 13.5 , . . .
3 15 125 138 15.4 154 - .
4 2.0 5.7 6.3 6.1 3.9 30 42
3 15 111 15.6 9.6 . . .
6 1.2 5.1 . - ] ) .
7 1.8 78 99 84 91 6.3 5.4
8 1.2 6.1 9.9 - . - .
9 2.3 9.6 139 13.0 10.2 8.5 %0
10 19 10.0 106 19.0 . . ;
11 1.5 9.6 15.9 - . - .
12 23 113 165 - - - -
13 1.3 116 129 142 16.0 17.0 18.6
14 15 10.0 138 . . - ;
15 1.3 15.2 3.7 40 53 43 6.5
1% 1.7 12.0 116 98 5.5 4l 3.3

Tabeta 1.2 3 - Nivel médio de acido latico em rates + 1 erro padrio
tempo (minutos)
Grupo Q i0 20 30 40 50 60
1 1.30 8.09 8,82 7.84 7.04 6,34 5,85
40,39 12,08 +3.42 +3,79 +3,95 +4.02 +4.04
2 1,68 9,76 11,99 11,06 9,34 7,28 783
+0,40 +2,65 +3.66 +4.75 +4,87 +5.13 +563
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nifvel de acido Iatico

rivel de dcido Jatico

20

18 +

tempo in inutos.}_

Fig 1.2.1 - grafico de perfis individuais para ratos do grupo 1

24

o 10 i 30 44 50 &0

fempo (minutos)

Fig 1.2.2 - grdfico de perfis individuais para ratos do grupo 2
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1.3. Esho¢o do Trabalho

No capitulo 2 serdo apresentados brevemente alguns modelos hineares para dados
longtudinais. Os modelos apresentados s#o: curva de crescimento polinomual, ¢ modelo de
regressdo (modelos mulfivariados), o modelo univariado de efeitos mistos, o modelo de
efeitos fixos e aleatdrios e o modelo linear generalizado (GLM) Os dois dltimos sio
modelos bastante genéricos, mas o enfoque nesse trabatho ¢ o modelo de efeitos fixos e
aleatérios. Esse modelo tem duas caracteristicas importantes, permite representar varios
modelos como o modelo componente de varidncias, modelos univatiados e também
multivariados, e permite estruturar a matriz de covaridncia arbitranamente. Apesar de
arbitraria, o interesse do trabatho ¢ estudar formas estruturadas da matriz de covarincia que
requerem poucos pardmetros para serem  estimados (parcimoniosidade) Como
consideramos no estudo gue os dados sfo Jongitudinais ao longo do tempo, uma forma de
estruturar a matriz € através de modelos de correlagio temporal.

No capitulo 3 discute-se como a modelagem dinfmica pode ser introduzida em
modelos lineares, enfatizando-se a estrutura de correlag@o dos erros associados aos modelos
apresentados. Apesar das variedades de estruturas temporats que podem ser adotadas, o que
nos interessa estudar sBo estruturas simples como o AR(1}, AR(2), ARMA(],1).

No capitule 4 discute-se o problema da escolha do modelo adequado. Dentre uma
variedade de opgdes ¢ necessario decidir adequadamente por algum modelo e aplica-lo em
um contexto particular. Nessa discussio, considera-se o tipo de efeitos (fixes ou
aleatorios?), a quantidade de pardmetros da matriz de covanincia a serem estimados e
alguns critérios de selegio do modelo como o critério de informagio de Akaike (AIC).

No capitulo 5 sera estudada a estimagfio dos pardmetros e alguns algoritmos de
estimacio encontrados na hiteratura. Os métodos de estimagio sfo técnicas estatisticas uteis
na modelagem dos dados. A abordagem adotada & a inferéncia cléssica, embora a
abordagem Bayesiana produza interpretacOes interessantes. Os metodos de estimagfo
considerados no capitule 5 s3o 0 de maxima verossimilhanga, méaxima verossimilhanca
modificada, a abordagem via equacdes generalizadas de estimac@io ¢ o BLUP {com maior
enfoque sos métodos baseados na verossimithanga). Numericamente as estimativas de MV e
MVRe devem ser calculadas através de algoritmos iterativos. Entre os algoritmos
considerados estdo o algoritmo EM, o método de Newton-Raphson, o método do scoring e
o filtro de Kalman. Os algoritmos menos conhecidos, o0 EM e o filtro de Kalman, estfo
descritos nos apéndices A e B, respectivamente. O filtro de Kalman € um algoritmo auxiliar

que permite o célculo da verossimilhanga exata e pode ser utilizado juntamente com 0s

13



metodos de oimizagdo nio-inear (Newton-Raphson e o scoring), também € Gtil para fazer
predigbes dos efeitos aleatdrios g calcular os residuos do ajuste.

No capitalo & serfo descritas algumas formas de diagndstico como por exemplo a
utiizagdo do grafico de probabilidade normal ponderade para checar a hipOtese de
normalidade dos efeitos aleatorios € o uso do semivariograma empirico para checar
existéncia ou niio de estrutura de correlagio nos residuos. Outras técnicas mais conhecidas
ndo serdo apresentadas. Nesse capitulo também sSo descritos brevemente alguns testes de
hipdteses.

No capitulo 7 analisaremos com mais detalhes o conjunto apresentado na se¢do 1.2,
dividindo-o em duas partes: analise I e andlise II. Na primeira parte serfio ajustados os casos
particulares do modelo misto {polinomial) descrito no exemplo 2.5.6. Na segunda parte
{Analise II) ajustaremos um modelo misto semelhante ac que sera descrito no exemplo
33.3, considerando-se os efeitos aleatorios dependentes do tempo com uma matriz de
covariincia estruturada. Nessa parte, os dados ndo serfio transformados porque a
heterocedasticia temporal pode ser incorporada ao modelo como sera discutido no capitulo
3.

0 presente trabatho tem como gbjetivo dar uma visdo geral sobre modelos hneares
em dados longitudinais. Diada a abrangéneia do tema € impossivel tratar de todos os
aspectos de forma detathada Desta forma, certas abordagens nfo serfo consideradas, como
a abordagem Bayesiana, ou foram dadas de forma superficial, como o algoritmo EM, por

exemplo.
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2

Modelos Lineares para Dados Longitudinais

2.1. Introdugdo

Nesse capitulo serfio apresentados brevemente alguns modelos lineares abordados na
literatura estatistica no estudo de dados longitudmais. Esses modelos, que em geral também
podem ser chamados de modelos de Curva de Crescimento, s3o Gteis na andlise de dados
baseados em medidas repetidas sobre o tempo {ou dados longitudinais) de alguma
caracteristica observada em cada individuo -Como o proprio nome indica, a analise de curva
de crescimento da énfase a explicago da variagdo intra-individual através de um
desenvolvimento natural ou um processo de envelhecimento (Laird ¢ Ware, 1982). Nesse
tipo de estudo € comum, por exemplo, comparar as caracteristicas do crescimento para
diferentes grupos de individuos ou populagdes, enfatizando-se a contribuigio das condigbes
experimentais para a variabilidade entre os individuos. O termo Curva de Crescimento pode
englobar vérias técnicas de modelagem como a MANDOVA e modelos de efeitos aleaténos
{Ware, 1983).

Em contraste, nos modelos de medidas repetidas, tipicamente assume-se gue 0s
efeitos individuais se mantenham constantes durante o periodo de tempo em questdo. O que
se altera durante o expertmento é a condigiio expenimental, de modo que os efeitos
experimentais contribuem para a variagdo mtra-individual

Dentro do contexto de dados longitudinais, apresentaremos os modelos por ordem
de estruturagio da matriz de covanincia individual. Os dois primeiros, 0 Modele de Curva
de Crescimento Polinomial (secfio 2.2) e o Modelo de Regressio (se¢éio 2.3), sio modelos
multivariados que adotam uma estrutura geral para a matriz de covaridncia individual. Nos
modelos multivariados, em geral, assume-se que o vetor de respostas tenha distribuigio
normal multivariada com uma matriz de dispersiio arbitraria; o vetor de médias pode
depender tanto do padrio das observagles como também das covaridvers. Quando ¢
conjunto de dados possui observagdes perdidas aleatoriamente, o modelo multivariado pode
ser aphcado utilizando-se téenicas e métodos multivariados para observagdes perdidas (e g,
Dempster ef affi | 1977, Ware, 1985). Entretanto, quando 0s individuos so observados em
tempos arbitrarios, ou em um Guico instante, ou quando a dimensdo da matriz de dispersdo



s¢ torna grande, essa abordagem torna-se pouco atrativa. Isso ocotre porque o método
multivariado com uma matriz de dispersio irrestrita requer a proliferacfio dos pardmetros de
varidncia, ou seja, requer muitos pardmetros a estimar. Isso pode resultar em estimagio
ineficiente, 1.6, as estimativas dos pardmetros poderio estar comprometidas (Ware, 1985),
Por isso, ¢ importante estudar outras estruturas de covaridncia para obter modelos
parcimoniosos {modelos com poucos parimetros). Além disso, o modelo multivariado néo
permite a definig8o e estimagdo das caracteristicas {aleatorias) individuais.

O Modelo Misto Univaniado (se¢do 2.4} possul uma estrutura de covaridncia
conhecida como padrio de uniformidade ou simetria composta (2.4.3) O termo misto
significa que o modelo contém tanto efeitos fixos com efeitos aleatdrios. Nesse capitulo, os
efeitos fixos e aletorios serfio especificados e descritos em termos gerais. As discussdes
sobre essas duas classes de efeitos serdo detathadas no capitulo 4. O Modelo de Efeitos
Mistos (secio 2.5), também conhecido como modelo de duplo estigio (segundo Laid e
Ware, 1982) ou modelo hierarquico (segundo Seale, Casella e McCulloch, 1992}, é mais
flexivel quanto a estrutura de covaridncia, que pode assurmr varas formas. O modefo de
efertos mustos identifica explicitamente as caracteristicas individuais e da populagio. Sua
forma extende-se naturalmente para o caso ndo balanceado (devido & incorporagdo dos
efeitos aleatonos ao modeln) Outro aspecto desse modelo é que, escolhendo-se formas
apropriadas para as matrizes de delineamento e de covaridncias dos efeitos aleatérios, ¢
possivel obter outros modelos, inclusive aqueles ja citados: curvas de crescimento
polinomiais, modelos de regressdo e o modelo misto univariado. Muitos dos modelos de
duplo estagio encontrados na hteratura podem ser descrifos como modelos de crescimento
ou de medidas repetidas.

O modelo linear generalizado (GLM) apresentado na secdo 26 também €
abrangente, pois engloba modelos como ANOVA, regressio e componente de variancia.
Sua utilidade em dados longitudinais sera discutida no capitulo 5, embora nfio seja
totalmente explorado; o enfoque desse trabalho esta no modelo miste e no estudo das
parametrizagbes da matriz de covaridncia associada ao modelo musto utilizando a
modelagem dindmica (capitulo 3}, '

A incorporagdo da estrutura temporal através dos erros ou dos coeficientes € uma
forma de se introduzir uma parametrizagdo parcimoniosa para a estrutura de correlaciio.
Algumas estruturas temporais serdo apresentadas no capitulo 3, considerando-se os casos de
observagbes igualmente ou desigualmente espagadas.

Nesse capitulo, nas secdes 2.4 e 2.5, os efeitos aleatdrios foram especificados e
descritos em termos gerais. No capitulo 4 sera detalhada a discussio sobre as duas classes

de efeitos (fixos e aleatorios), as estruturas de correlacdo e critérios de escolha do modelo.
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Para ilustrar a questdo sobre a escolha do efeito como fixo ou aleatorio alguns exemplos
encontrados na literatura serfio apresentados. A estimagdo do modelo de efeitos mistos serd
considerada no capitulo 5.

2.2. Modelo de Curva de Crescimento Polinomial

No célculo matemidtico as fungdes podem ser aproximadas por polinémios. Uma
curva polinomial, por exemplo, tem a forma

Y. :io+éat+ézt:+"-

Para polindmios simples, € possivel fazer interpretacdes imediatas dos coeficientes. Por

exemplo, na equacdo linear
y, =&+t

o coeficiente &, mede a razdo média de crescimento. Na equacdo quadratica
¥y, =6 +E Lt

o coeficiente , representa metade da aceleragiio média de crescimento.

A equagio polinomial de crescimento pode ser usada para descrever
aproximadamente outras curvas. A precisio sera maior ou menor, adicionando-se ou
retirando-se termos de mator ordem

Rac (1965, 1975}, Potthoff e Roy (1964) e Grizzle e Allen (1969), entre outros,
consderaram o problema da analise de curva de crescimento polinomial em medidas seriais
de um conjunto de dados balanceados Considere o seguinte:

Exemplo 2.2.1 confunto de dados balanceados

Suponha que temos n individuos distribuidos em g grupos, cada um com B
mdividuos (k = I, .., g} Em cada grupo € administrado um tratamento diferente. Os
individuos sdo observados no decorrer do tempo (t =1t,,...,t,} de modo que os dados sejam
balanceados no tempo, isto é, todos os n individuos sdo observados nos T instantes de
tempo (t,,...,t,) € o intervalo de tempo entre cada observagio é constante (dados
igualmente espagados). Assuma que os valores para individuos diferentes sejam

estatisticamente independentes.
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Dado o exposto no iniclo, pode-se ajustar uma curva de grau c-1 associada ao i-
ésimo individuo {i = 1, .., n, ) do k-ésimo grupo, denotado por i(k). A medida (resposta) do
mdividuo ¥(k) no tempo t, denotado por vy, . &

2 g1 .
iy 8ot Eu tHE LU T HE, 17+ 221

onde g, representa os erros aleatorios com media zero e a correlagao temporal dada por

ol, sei'=ik'=ket=t
— — "’: 1 S ¥ . f
E(e ) =0 € Els,y 8000 )= {00, sei'=i k'=k e t'=t,
0,  se c¢asD Coniraro.
Em palavras, assume-se que a varidncia do erro no instante t seja igual para todos os
individuos (o), que a correlagio dentro do individuo € dada por o, e que ndo hé

correlacio dos erros entre os individuos (correlagio contemporanea).

Para representarmos todos os individuos considere:
Y, = (ylfi)t e Yoo Yime o Ynyonee o yng(g}t)
¥ o
& = (83(1): e Bty B s Bayon v"‘?eng{gjl)‘

‘i = (.E“k;k"* k= 1,,g, k'ZO,.,.,c—l);

entdo {2 2.1) pode ser escrita como

'

y=AE(l t .. ) +s,,
onde A =diag(1n! e 1 ),
neg e
com n:Zi-—:! nk? Ink x(l T 1)’1&’1; E(azei') x{jn*zn = E(El): O

(O modelo acima pode ser escrito na forma matricial:

i i I
t, t, o
Y=AE|t? £ .. t]|+e (2.2.2)
e
onde A = dia.g(}_nl U ) e=(e, ... g;)eY={y, ... v.),ousea,
fog : %
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Y=AEf B+eg, (2.2.3)
52T  maggreest arT
onde as colunas de B s3o poténcias do tempo ou 0s polindmios (ou coeficientes) ortogonais
defimdos pelos tempos de observagio. Se o grau do polinémio da curva de crescimento for
c-1, entao o posto da matriz B sera ¢ As linhas de ¢ sfo independentes com distribuicio T-
vartada com média zero e matriz de covanidncia I A estrytura dessa matriz tem a forma

geral, isto €,
G, Op Gy
a
G, G, v Oy
T§T$ : ] . L {(224)
2
Sy Gpp -0 Oy

O modelo (2.2.3) pode ser reduzido a forma usual do modelo MANOVA que ¢

B(Y)=A B (2.2.5)

nemmaT

onde m € o nimero de variaveis explanatorias.

Com a redugio pode-se utilizar resultados conhecidos da MANOVA em inferéncias
sobre os pardmetros do modelo. A redugiio ndo € unica. Uma forma de redugdo pode ser
feita através de transformagio de variaveis (Potthoff ¢ Roy, 1964}

-1
s

Y, =YG'B(BG'B') (226)

onde G é matriz TxT arbitraria positiva definida tal que BG'B’ seja positiva definida.
Rao (1965), para contornar ¢ problema da arbitrariedade da matriz G, propds outro
procedimento de reducio. Seja Y= [X ZT J, ende X ¢ a matriz de observaghes e % ,

a matriz das covariaveis. Considere que E(X)= A § e E( Z )=0,entdo

AN MYE nx{T-o}

EXZ]=A E+ Z 227

¥
nemmat we(T-el{Faixe

onde 1 é matriz dos par@metros das covariavers.
Para aplicar o procedimento de redugio de Rao, seguem-se os passos:
fa) constrdi-se uma matriz ndo singular THj = [H1 H,] tal que BH, = f?  eas colunas
2T = wif{T-c

de H, formem uma base de espago gerada pelas linhas de B; por exemplo, facamos
BH} = Ii‘.;
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(b} multiplica-se 2.2 3 a direita, obtendo-se E(YH,)=Af e E(YH,)=0e

{c) considere X = YH, como as variavels de interesse e Z= YH, como as "covariaveis”.

Quando assume-se que G =1 em (2.2.6), o estimador de £ por Rao pode ser mais
eficiente do que Potthoff e Roy, pois nessa redugdo a informacio da matriz Z que representa
as covariavels foi ignorada no processo de estimagio de & Entretanto, a inclusio de
covaridvets deve ser criteriosa, porque o uso de todas as covarndveis, por exemplo, nem
sempre resulta em estimador mais eficiente (Rao, 1965, 1966). Mas se G = § {matriz de
covaridncia amostral), o estimador obtido pela reduglio de Rao € equivalente ao estimador
de méxima verossimithanca de £ através de Potthoff e Roy (Khatri, 1966).

Os proximos exemplos extraidos de Potthoff e Roy (1964} ilustram a de aplicagio do

modelo de curva de crescimento polinomial;

Exemplo 2.2.2 dois conjuntos de tfratamentos

Considere que individuos sejam submetidos a dois conjuntos de tratamentos
simultaneamente: ¢ primeiro conjunto retne trés tipos de digtas e o segundo dois niveis de
temperatura. Assim, cada individuo exposto 4 temperatura 8 € submetido a dieta o (o= 1, 2,
3 e B= 1, 2} Assumindo-se gue nio haja interacdo enire dieta ¢ temperatura, a curva de
crescimento polinomial para um individuo da o-ésima dieta na B-ésima temperatura €

2 z-1 Ean ]
‘taa,o +E-Hx,it + E:mzt +"~+‘t=u,mt +wf_!_,0 +Wmt + Wﬁ_-zt *‘"'_}'\Va,c-:tc
Cada um dos seis grupos possut n_ individuos (= 1, 2, 3 e B= 1, 2). Suponha que todos os
individuos sejam observados nos mesmos T instantes de tempo e tenham a mesma matniz de
varidncia (desconhecida) I, .. Assim, ¢ (a,b)-ésimo elemento de §, serd £ ,  sea= 1, 2,

3 eserd vy, se a=4 ou 5. A matriz A | conterd n_, linhas com 1 {um) na a-ésima ¢ (§

-3
+3}-ésima colunas e 0 (zero) nas demais.

Exemplo 2.2.3 multi-resposts

Suponha que temos g grupos de individuos, onde todos séo observados nas mesmas
T ocasiGes. Considere que observamos mais de uma caracteristica associada ao crescimento
ao invés de somente uma; por exemplo, o peso e altura dos individuos. Para o k-ésimo

grupo, a curva associada a altura €

2 -1
ik.0+§k,!t+£k,2t +'“+ik=c]-1t‘:1 *
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e a curva associada ao peso
2 Cy -]
Wio T Wl Tyt oyt

No total, ha 2T observagdes para cada individuo; logo, a matriz ¥ serd de dimensdo 2T=2T
e espera-se que haja correlagio entre peso e altura. Fazendo c=c¢, +¢, e m=g, o (a,b}-ésimo

elementode §  sera§ , seb<c eserdy seb>c, AmatrizY_ . ¢ arranjada de

8,51

modo que as primewras T colunas contenham medidas de altura e as altimas T colunas as de

peso. A matriz B_,, terd a forma

onde B: ¢ B: 50 matnzes semelhantes aquela apresentada em (2.2.2), isto €, as colunas s2o
poténcias do tempo com graus ¢, € c,, respectivamente.

2.3. Modelo de Regressio

Na segdo anterior apresentamos o modelo de curva de crescimento polinomial sob
um conjunto de dados balanceado. No modelo de regressio as observagfes individuais y, (i
= 1,.., B} tém a mesma distribuigio NT(EZ ;:E) onde as colunas da matriz B sdo
poténcias do tempo ou polinémios ortogonats definidos pelos tempos de observagBes, O
caso do modelo de regressao considerado, por exemplo, por Crowder e Hand (1990, pp. 73)
consiste de uma generalizaggo do modelo de regressdo de Rao (1959). O modelo permite
que a matriz B possa diferir entre os individuos, i. e, cada vetor de observagdes individuais
y, tem tamanho T A matriz de delineamento B, pode também ser construida a partir das
varidveis explanatdrias ou dos indicadores do delineamento (variaveis dummies). Por isso0, 0
modelo {2.2.3) ¢ um caso particular onde se considera dados balanceados T =T com uma
forma especial de B, a partir do delineamento dentro € entre grupos.

O modelo de regressdo pode ser representado por:

v, =B E+s (23.1)

% o oxi Ti:-ﬁ

onde os €, (1= 1,..,n) slo independentes e tém distribuigiio N {0, ¥, ).
LT
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A estrutura £ € uma submatriz de £ (2.2 4} correspondente aos valores observados
de y,. Portanto, ela ¢ obtida de I, removendo-se as linhas e colunas correspondentes aos
(T-T) valores perdidos de y,.

Kleinbaum (1973) investigou métodos multivariados (segbes 2.2 e 2.3) para
estimagdo do vetor de médias € matriz de covarifincia para dados ndo balanceados.
Entretarto, quando o namero de ocasifes (T} se torna relativamente maior que o namero de
ndividuos (n), a qualidade dos estimadores podera ser ruim, porque havera perda de
eficiéneia (Ware, 1985},

Qutra abordagem de regressdo € considerar as observacdes dos n individuos no
instante { como a variavel dependente:

]
w1 s}

=X, B, +s, (2.3.2)

e

Mo

]

onde m, € o numero de vanaveis explanatérias no instante ] com E(g)=0 ¢
E(eg.)=0o k paraj= 1., T Esse modelo ¢ chamado de Regressbes Aparentemente
Nio-relacionadas (Zellner, 1962) ou SUR (Seemingly Unrelated Regression), porque
aparentemente as equagdes de regressdo para os T vetores de varidveis dependentes nio
possuem nenhur termo em comum. Entretanto, dada a correlagio através dos erros, pode-
se aumentar a eficiéncia da estimagio guando se considera as correlagbes. Stanek e Koch
(1985} mostraram a eguivaléncia entre uma forma especial do modelo SUR e o modelo de
Curva de Crescimento {2.2.3). Park e Woolson (1992) propuseram uma extensio do modelo
SUR para dados longitudinais. Esse modelo € aplicavel em comjuntos de dados ndo-
balanceados ou em dados incompletos. O modelo tem aplicagio em uma variedade de
problemas, envolvendo, por exemplo, covariaveis variando no tempo e curvas de
crescimento. Qutra possivel aplicagio € o ajuste de curvas polinomials com graus

diferenciados para cada grupo ou mndividuo.

2.4. Modelo Misto Univariado

Esse modelo foi considerado por Elston e Grizzle (1962} como alternativa univanada
aos modelos multivariados (segbes 2.2 ¢ 2.3). Sob o ponto de wvista univariado, um modelo
para a curva média pode ser obtido diretamente definindo-se a esperanca de cada
observacdo como fungio do tempo da respectiva observaciio e de covariaveis. O modelo
misto univariado adota uma estrufura mais restritiva para a matriz de covaridncia das
observagdes, como pode ser visto em (2.4.3). Ware (1985) destaca algumas vantagens como
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a ndo obrigatoniedade dos individuos serem observados nos mesmos tempos, ou com ©
mesmo numero de ocasides € permite o uso de covanaveis varando no tempo, cujas
contribuicBes a resposta esperada podem ser escritas linearmente. Andrade e Singer (1986,
pp. 24) comentam que o método univariado produz testes mais sensiveis ~ com maior poder
- do que agqueles produzidos por métodos multivariados.

Considere a situac@io descrita no exemplo 2.2.1. Um modelo associado a esse
exemplo pode ser esCrio como:

Y;’(kjj :}i+ak +‘}'Ci(k) +8;‘(k)p (241)

onde k denota o grupo, ik} o individuo dentro do grupo k e j denota a observagio
associada ao wdividuo i(k); 1 representa a média geral, «, € o efeito fixo do tratamento no
grupo k, m, € o efeito aleatorio hierdrquico do individuo 1 pertencente ao grupo k, g, €
o efeito aleatonio. O efeito fixo é restrito a
Za‘x =0,

k
¢ para os efeitos aleatdrios supbe-se que sejam independentes e normalmente distribuidos
com média O, var(xi{k)) = o, {componente de variagio entre individuos) e var(ai(k)}.) =G
{componente de variagio intra~-individual). |

A varidncia de cada observagio é:

]

var(yj{k}j) = var(ni(k} +£-‘(k.}_l.) =g, +O, =07, € (2.4.2.2)

c{}v(yi{m,yi(k}j,) = ccv{(ni{k} +81(k)j)(ﬂi(k} +ai(k)j,)} = ci; (242.b)

logo, a matriz de covaridncia para as observagQes individuais ¢ dada por

¢’ a, oy I op p
g, ¢ - @ 1 .-

vaar(Yi'{kj): :ﬁ A :ﬂ =g’ p — p . (2.4.3)
o, O, o’ p P 1

onde o’ =o, +0. ep=0./c".

O modelo (2.4.1) é um caso do modelo componente de varidncias. Ele recebe esse
nome porque a varidncia da varidvel observada ¢ composta por uma soma (2 4.2 a), sendo
seus elementos o e 6 chamados de componentes de varidncia. No capitulo 4 discutiremos
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sobre as duas classes de efeitos, fixos e aleatérios, e ilustraremos a natureza de cada classe
com alguns exemplos encontrados na literatura.

Qutro exemplo de modelo misto univariado é:
Yicky = B0 + Ty, +Bj +CLBL-3' + nﬁi(k)j RRTONE (2 4.4)

onde §, € o efeito da j-ésima ocasiiio, af,, € a intera¢do entre o k-¢simo grupo ¢ a j-ésima
ocastdo e nf,,, ¢é a interaclo entre a j~ésima ocasido e o individuo i(k). Os demais efeitos
foram descritos em 2.4.1. Os efeitos fixos sdo restritos a

Zak KZB} = ZaBkj :Zaﬁkj =4,

e os efeitos aleatorios sfo independentes com distribuigbes:

T~ N(0,65), 7B, ~N(0,oL) & &,,~NOc).

Wk)y

Assim, a matriz de covariincia I tem a forma de 243 com o” =0 +0,,+0; €
p=o,/c"

Matrnicialmente pode-se escrever 2.4 3 como

2

L=olll 4ol =[p L1 +(1-p) 1, | 0%,
onde 1 € vetor px1 de uns e I ¢ matriz identidade pxp. Essa estrutura de covandncia ¢
conhecida como padrio de uniformidade ou simetria composta € p € denominado coeficiente
de gorrelagdo intraclasse. Nota-se através de (2.4.2) que a covariincia individual € constante
e ndo ha dependéncia em fungfo da defasagem temporazl. Ela € igual ao componente de
variagio entre os mdividuos, produzindo & matriz de variancia {2.4.3).

(O padrio de uniformidade ¢ adequado quando os individuos s3o alocados ao acaso
nas diferentes ocasiGes (delineamentos de medidas repetidas). Em estudos longitudinais €
razoavel esperar que a correlagfo entre duas observacGes tomadas em tempos proximos seja
maior do que quando tomadas em tempos distantes. Assim, a aplicagdo direta ndo €, em
geral, recomendada para dados gerados por esses tipos de estudos. Por outro lado, a
simplicidade na obtengdo ¢ interpretacdo das estatisticas F da ANOVA que serio discutidos
no capitulo 6 (Tabelas 6.2.5.1 a 6.2.5.3) fazem com que elas sejam bastante utilizadas em
estudos desse tipo. Desse modo, autores como Box (1954) ¢ Geisser ¢ Greenhouse {(1958)
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propuseram corregdes no namero de graus de liberdade das estatisticas F para acomodar os
desvios do padrio de uniformidade de X,

O modelo misto univaniado pode ser considerado como um caso particular do
modelo de efeitos aleatorios apresentado a seguir;

2.5. Modele de Efeitos Aleatérios

O Modelo de Efeitos Aleatérios, também conhecido como modelo de Duplo Estagio
ou modelo de efeitos mistos, foi estudado por Rao {1975), Harville (1977) ¢ Laird ¢ Ware
(1982). Este modelo possui uma estrutura de covarifincia mais flexive! do que os modelos
anteriores. Ela € 0t em casos onde os dados ndo sdo balanceados ou possuem tamanhos
Aostrais pequenos.

Na formulagio de Rao, o primeiro estigio consiste de um modelo linear

condicionado ao pardmetro mdividual da curva de crescimento t | isto €,
(1° estagio) ylr = At +e, (2.51)

onde g, ~ N(0, . ), A, ¢ a matriz de delineamento T xm do i-ésimo individuo. No segundo
Tl B T.I
estagio assurme-se que

{2° estagio) {,~N(t. I} (2.5.2)
1.aird € Ware representaram o modelo numa forma menos restritiva:
(1° estigio) yi[l'::l =XB+Zb +sg, {2.53)

onde g, ~ N(0, Q. }; X, é a matriz T xa de delineamento do individuo i; B € o vetor dos
Lo,

parimetros fixos; Z, € a matriz T x m de delineamento individual para o vetor de efeitos

(ndo observaveis) b, que nesse estagio € considerado fixo, mas no segundo estagio,

{2° estagio) b, ~N(G, T ). {2.5.4)
A matriz de covariancia é dada por:

5 =var(y }=ZT2Z2 +€) (2.5.5)
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As matrizes I e €, sfo arbitrarias ¢ em geral {) contém poucos parmetros. Por
exemplo, ©, =01, ou ©, pode ter a estrutura de processo AR(1}) (3.2.1.2). Quando
Q, =o¢’l,, o modelo é chamado de "modelo de independéncia condicional”, pois as T
respostas do 1-¢simo individuo condicionadas em b, e § sdo independentes (Laird e Ware,
1982).

Do ponto de vista Bayesiano, os modelos de efeitos mustos sdo chamados de
modelos hierdarquicos (Searle er alii, 1992, cap. 9). Um modelo hierarquico é especificado
em estagios, onde cada estagio é construido sobre outro estagio. A vantagem de se construir
um modelo em estégios € que cada estagio pode ser relativamente simples e facit de ser
entendido, enquanto que o modelo intetro {com todos os estagios reunidos) possa ser
complicado. Os métodos Bayesianos estio fortemente ligados aos modelos herdrquicos. A
estimacio de Bayes baseia-se no calculo de uma distribui¢io a posteriort que é resultado da
combinagio da distribuigdo a priori com a distribuigdio amostral. A especificagio da
distributgio amostral e da priori € um exemplo de um modelo hierarquico. Por exemplo, se
observarmos uma variavel aleatdria X com distribuigio f(x]8),e supondo que 8 tenha uma

distribuigio a prion (8}, entdo,
X8~ f(x[8) €8 ~ n(6)

¢ uma especificagio hierarquica. Nesse caso ha dois nivels de hierarquia: o primeiro nivel
lida com a distnibuigo da varidvel X (por exemplo, o conjunto de dados} condicional a
{por exemplo, o conjunto de pardmetros). Entdo, o modelo de efeitos mistos € um modelo
hierdrquico com dois estagios hierarquicos representados por (2.5.3) ¢ (2.5.4).

Exemplo 2.5.1 modelo misto univariado

G modelo misto univanado (§ 2 4) pode ser obtido a partir de (2.5.3) e (2.5.4). Para
cada individuo i(k),

i} kM .
yi{k} =l [ :|+ ni{k; + : s (256)
1 1 1

1,2 1 &t
onde 1, ~ N(0,063) e g, ~ N(0,0611).

Assim,
var(yz{kﬁ) =ZTZ +Q =lo;V +odl=01V+0.1
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¢ a mesma estrutura de covaniancia em (2 4.3). Essencialmente, o modelo de efeitos
aleatorios € uma generalizagiio do modelo misto univariado (2.4.1). Os efeitos fixos daquele
extendem-se para Xo e os efeitos aleatorios para Z,b. A estrutura de covaridncia
resultante (2.3.5) €, por um lado, mais geral do que a simetria composta (2.4.2), € por outro,
mais estruturada do que aquelas no modelo de curva de crescimento polinomial (segio 2.2)
e de regressio (secdo 2.3).

Exemplo 2.5.2 modelo de regressiio univariada

Tome uma reta de regressio (Crowder e Hand, 1990, pp. 87)

=d +bhx +E.
i i H 1

1

onde y, € a medida do i-ésimo individuo no tempo t Suponha que o coeficiente de

mclinagio da reta b varie entre os individuos, ou seja,

b, :b+vi,

onde & € a média da populacdo dos coeficientes de inclinagio e v, € o desvio individual da

media. Assuma que E(v,) =0 e que os erros €, n&o sejam correlacionados entre s, nem
: 1 _ P - -

com v,. Sejam o, =var(e,}) ¢ o, =var(v,) e, por enquanto, tome a =a. Entdo,

. 2 o el Sl
E(y )=a+bx, var(y J=o.x, +0_, ¢ cm(yi},yij,) =O,X X, para j#}'. Nota-se que a

]
variagio no coeficiente b incorpora tanto a heterogeneidade da varidncia (var(y,) cresce

com x, ) como a correlagio das observagdes y;comy,.

Suponha agora que o intercepto também varie entre os individuos, isto €,
a =a+n,
onde E{n,}=0 e var(n, ) = o> Seja 5, = cov(n,,v,) € assuma que cov{n,,g,)=0.
Entio,
E(y,)=a+bx,,
var(y, )= (0] +2x,0,, + X0, ) +0,, €
cov(y,,y, ) =0, +(X,+x,)0,, +X X, 0,, para j# j’
Para representarmos as equagdes acima na forma matneial, fagamos

v, =y, V) a=(ad); b,=(n.v),; g =(g,,.€;) & X matriz Tx2 com a j-
ésima linha (1, x ).

Logo,y, =X(a+b)+g = Xa+Xb +g, com E(y, )= Xo e var(y )= X' X'+ (2,
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A

5} s
onde I = var(h) :[ o G‘f’] e} =var(e )= oL 0
G, O,

ah

Outros modelos também podem ser obtidos:
Exemplo 2.5.3 modelo compenente de varidncia

Com Q = 0 e I, =diag(ol 0.1 ), onde m=)¢c 2T. o modelo
w=t

resuftante € chamade "varnance components” (Dielman, 1989):
y,=Xa+Zb, ondeb, ~ N0, I}, (257

por exemplo, escrevendo-se (2.5.6) na forma acima temos:

Tclt’k}

Yico :{IT; lTi]vj-.h.E[(is]+{l'fi }.T}}T,-Y(T,*.i} 81?;); :

i, |

com Lep iy

= diag(ai,cil.& ); 0s parimetros &. e G- sd0 as componentes da varidncia
{na analise de componente de variincia, a idéia € gque o erro experimental pode onginar-se
de diferentes fontes de variag3o, e a importancia esta na identificagio dessas fontes).

Outra forma de representar o modelo componente de varidncias € escrever o modelo
linear misto (2.5.3) com b, ~ N(0,0’D) e £, ~ N(0,6’I), onde D é uma matriz simétrica
positiva defimda. Por exemplo, b" = (b; ,-..,b;), onde b, contém os efeitos aleatdrios do k-
ésimo tratamento. Tipicamente, assume-se que b,,....b  ndo sio correlacionados e que
var(b) = diag(c}l). Os pardmetros o},.., o] e o sdo as componentes da variincia. E
possivel, entretanto, considerar que haja correlagdo entre os coeficientes aleatérios b,,...,b

g
& assumir, por exemplo, uma forma arbitraria para var(b).

Exemplo 2.5.4 modelo de regressio

No exemplo anterior, fazendo-se Z, = L. em (2.5.7), obtemos

y, = X +b,, onde b, ~ N(0, T ), (2.5.8)

que ¢ um modelo de regressdio (se¢do 2.3) com o namero de linhas de X igual ao namero
de coeficientes do polindnio (a = ¢). O valor de a depende da parametrizagio adotada.
Considere que no exemplo 2.2.1, temos g = 2 grupos, cujos individuos sio observados em
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1=, t,et,. Coma =6 constri-se por exemplo o modelo saturado, onde cada grupo é

representado por uma curva arbitraria (2.5.9), ou o modelo (2.5.10):

onde o ={a,

Yun = ~3£3
A
=10
y’(i‘} ]
Yiny = -313
Yin ZL%;

(2.5.9)

(2.5.10)

K
o) ; os trés primeiros correspondem as observagbes t, t, et, do

grupe 1 e os restantes do grupo 2. Com a = 4, pode-se construir um modelo polinomial de

grau 1,

onde o ={«,

Exemplo 2.5.5

Yiy = 1

i
Yy = i
1

[1

ay

t, 0
t, O
t, 0
t, 1
t, 1
t, 1

&y

o,

29
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1

demanda de gasoling nos EUA

0
Gia
&
&
tl
t, fot
Toydxl
t3
1 1
{! t?
| S
t, 1,

1

t3

|

F
®,); o, e @, correspondem, respectivamente, ao intercepto e

mclinagio da reta associada ao grupo 1 e o, e o, representam as diferengas dos coeficientes
entre 0§ Grupos.

Como exemplo de aplicagio em Econometria do modelo de efeitos aleatorios,
Mehta, Narasimham e Swamy (1978) utilizaram esse modelo para examinar a demanda de



gasolina nos Estados Unidos. O modelo adotado y, = X B+¢,, com B, = B+1,, pode ser
reescrito na forma de 2.5.1
..Yi = X1(§+Ti)+gi = YI' = Xi-é;'i.xizt +E;’

Os vetares dos coeficientes i, representam os efeitos de vérias variavels explanatérias em
demanda para os diversos Estados Eles notaram que os coeficientes poderiam estar
proximos a um valor médio B com alguma variagio. Kraft e Rodekohr (1978) justificaram o
uso de coeficientes aleatorios na fungfo de demanda de gasolina Segundo eles, a varniagdo
se deve 4 infraestrutura ¢ possibilidades de transporte de massa que afetam as alternativas
das pessoas quando deparados com mudangas de prego da gasolina € renda.

™~
i

Exemplo 2.5.6 nivel de acido ldtico

Considere o conjunto de dados experimentais apresentado na segdio 1.2. Esse
conjunto de dados é formado por dois grupos: ratos treinados (grupo 1) e ratos sedentérios
{grupo 2). Os ratos slo submetidos & atividade fisica durante 1 hora. Nesse periodo,
observou-se a cada 10 minutos (incluindo o instante inicial) o nivel individual de acido
latico.

O nivel observado de dcide do i'-ésimo individuo do grupo k (k = 1, 2) no tempo t
sera denotado por y, . onde i(1) = 1,...,20 (ratos do grupo 1); {2)=1,...,16 {ratos do grupo
2yetr=0, 10, 20, 30, 40, 30, 60 minutos.

Para se ajustar por exemplo um modelo polinomial, as matrizes de delineamento dos
efeitos fixos para cada grupo podem ser dadas por:

2 w1
1t f 7|0 0
_ bt ot 10 0
para o grupo 1: X0 = Do . e
2 -1
it t 15740 0
2 -1 2 i §
I S P A T A t
I O  ~ 1 B N S S So
paraogripo2 Xy =) 7 A ;)
2 [ 2 d-1
R R S > 15 U S AL M

onde t, a t, denotam, respectivamente, os instantes t = 0 a 60 minutos; ¢—1 < 6 representa o
grau do polindbmio da curva ajustada para o grupo 1 (grupo de referéncia) e d-1 < -1
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representa os desvios dos respectivos pardmetros polinomiais do grupo 2 em relagio ao
Erupo 1.

Por exemplo, para fazer uma investigagio inicial aos dados, pode-se ajustar o
modelo saturado. Nesse caso, a matriz de delineamento dos efeitos fixos terd dimensio 7x
14, 1. e, as linhas dessa matriz formam um polindémio de grau (c—-1) = 6 e cada coeficiente
polinomial associada ao grupo 2 sera representada pelo desvio em relagio ao grupo 1 {(d-1
= 6). Assim, no vetor de coeficientes fixos B do modelo saturado, 14x1, os pardmetros B a
B, sdo os coeficientes polinomiais associados ao grupo 1, e B, a B, ao grupo 2.

Para ajustarmos um modelo sob suposigio de "paralehsmo” entre as curvas, a matriz
de delineamento dos efeitos fixos podera ter dimensfo, por exemplo, 7x6, onde as linhas
formam um polidmio de grau 4 {(c-1 = 4} e o desvio do grupo 2 em relag@o ao grupo 1, por
causa do paralelismo, seré avahiada pelo intercepto (d-1 = 0). Assim, nesse modelo, os
coeficientes f, a B, do vetor B, 6x1, séo os coeficientes polinomiais associados ao grupo 1 e
f3, € a diferenca vertical entre as curvas (intercepto).

As linhas da matriz de delineamento dos efeitos aleatorios também podem ser
polindémios até de grau 6, ou seja, para m—1 < 6

Pt ot !
1t £ o !
Z =y 7 7 ¥
1oy, 6 e 7

Por exemplo, o modelo saterado com um efeito aleatério (im—1=1) pode ser descrito

individualmente como
Yiop = Bn +ﬁi{ +Bzrz +B3f3 +Bal4 +Bsf§. "{“Bst‘S + b]. TEL
Yooy = By + 0,3+ (B + B3t +(B, + 8, ¥ +{f, “"ﬁm)ﬁ +(B, +F"11)z4 +(B, +Bs:}zs +(B, +ﬁ13){s +b, +E,

onde, dos 14 pardmetros lineares, B, a B, os 7 primeiros descrevem a curva o grupo de
referéncia (ratos treinados) e os 7 restantes descrevem a diferenga dos respectivos
coeficientes entre os grupos, b, ¢ a componente aleaténia que descreve a variagdo entre
individuos no intercepto: B, + b, (para o grupo I} e B, + B, + b, {para o grupo 2).

A matriz de covaridncia individual X, pode ser escrita como o’ (2 BZ/+W,), onde
o’ é a varidncia residual, B é a matriz mxm das covaridncias dos efeitos aleatérios e W, € a
matriz de covarifincta 7 x 7 dos erros. A matriz W, em geral assume formas estruturadas.

Por exemplo, se os erros forem independentes, ento ela serd dada por W = 1. Caso seja
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considerada a existéncia de uma correlagdo temporal nos erros, como por exemplo a
estrutura AR(1) nos erros a ser discutido no capitulo 3, 1.¢

gil - ¢Bi1—-1 +aiu

ent@o, W, assumirg a forma autoregressiva:

I ¢ ¢ - ¢
¢ 1 ¢ X
W=1¢" ¢ 1 ¢ L
4° 9 ¢ 1]

ande ¢ € o parmetro de autoregressio e g, ¢ chamado de ruido brancoe. No capitulo 3
estudaremos mais detathadamente algumas estruturas para modelar a correlagiio serial nos
erros.

No capitulo 7 aplica-se a abordagem do modelo de efeitos mistos descrita nesse exemplo

para analisar os dados dos ratos descrito no capitulo 1.

2.6. Modelo Linear Generalizado

O modelo linear generalizado (GLM) introduzido por Nelder ¢ Wedderburn (1972)
tem sido utilizado em dados longitudinais por varios pesquisadores (e.g., McCuliagh e
Nelder (1983), Liang e Zeger (1986) e Zeger e Liang (1986)). Esse modelo difere dos
anteriores porque ele engloba vérios modelos como ANQVA, regressio, log linear, logito,
probito e componente de vartdncia. Todos esses modelos s3o especificados por uma variavel
aleatdria, um conjunto de varidveis explanatorias e a especificagio de uma distribuicio de
probabilidade para a variavel aleaténa em termos das variaveis explanatorias. Nos modelos
citados, a especificagdo da distribuigio tem uma forma particular, permitindo a simplicacio e
unificacio tedrica. Os modelos que tém essa forma particular sdo conhecidos como GLM.

O GLM ¢ definido pelas seguintes caracteristicas:

a) A distribuigio das observagdes y, dada as varidveis explanatorias x,,...,x,, pertence a
familia exponencial
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b)

¢

3 - |
f(y)= exp[h%ﬁlm(yl,w)], (26.1)

onde & ¢ uma fungdo de x_,...,x, que envolve pardmetros desconhecidos e y, sdo
conjuntamente independentes. O pardmetro A, é chamado de pardmetro natural e v é
o parfmetro de escala. A média e varidncia de y, sHo, respectivamente, a'(X.) e
ya”(A,).

O preditor lingar é dado por

a

no=Y % B (2.62)

onde B s80 os parametros lineares.
O valor esperado de y, pode ser expressado como fungo do seu preditor linear, 1.e.,

E(y})=g(n), (2.6.3)

onde g(-} € chamada de fungdo de hgagio.
E importante destacar a diferenca entre o modelo linear generalizado e o modelo

hinear geral. No modelo finear geral, assume-se que y= X +e, onde E(e}) = 0 e var(e} = V

{matriz de covaridncia positiva definida) No GLM assume-se as condigbes (2.6.1),(262) e
(2.63).

Como o GLM pernute modelar tanto dados continuos como dados discretos, ele

pode ser utilizado em anélise de resposta binaria e Poisson. Apesar dessa generalidade,

consideraremos apenas ¢ caso de normalidade e de especificacio somente da média e

varidncia da observagdo. Neste altimo, a estinagho estd relacionada com a quase-

verossimilhanca que sera discutida no capitulo 5. Na segiio 5.2.4 discutiremos o emprego do
GLM em dados longitudinais introduzido por Liang e Zeger (1986).
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Modelagem Dinamica

3.1, Intreducio

Em Dados Longitudinais observados no tempo, cada conjunto individual representa
uma série temporal ¢ que, em geral, leva ao aparecimento de correlagio serial Assim, é
razoavel esperar que a correlagio entre duas observagdes individuais tomadas em tempos
proximos seja maior do que quando tomadas em tempos distantes. Este capitulo apresenta
algumas estruturas de correlagiio, mostrando como elas podem aparecer e como podem ser
incorporadas ao modelo de efeitos mustos. O estudo dessas estruturas ¢ interessante porque
permite, por um lado, a redugio do nGmero de parmetros da matriz de covarifincia em
comparacio a forma nfo estruturada, e por outro lado, € uma opglo possivelmente mais
adequada do que simplesmente assumir independéncia dos erros ou o padrio de
uniformidade para as observagSes. Nesse trabatho, a correlacdo serial sera incorporada a um
determinado modelo através dos erros ou dos coeficientes, i.e, os erros ou os coeficientes
ou ambos poderdo ser modelados como séries temporals,

E importante conhecer a estrutura de covaridncia dos varios modelos propostos na
literatura para que se possa escolber o mais adequado para modelar o conjunto de dados sob
consideragia. Como € comum haver um mimero pequeno de observagdes seriais, torna-se
necessario, sempre que possivel, a aplicagdo do principio da parcimoniosidade no ajuste de
modelos, i.e, determinar ¢ modelar a estrutura de correlagdo, levando-se em consideragio
esse principio. Assim, os modelos para a correlacio serial dos erros ndo devem exigir um
nimero grande de pardmetros para serem estimados. Em séries curtas, muitas vezes, € dificil
determinar exatamente a estrutura de correlag@o real. Entretanto, modelos simples como os
que serfo apresentados nesse capitulo podem aproximar-se bem da realidade, produzindo
bons ajustes.

Dentre 0s modelos que podem ser utilizados para ajustar a estrutura serial, serdo
expostos nesse capitulo o processo autoregressivo discreto e continuo de ordem 1 - AR(1),
{secio 3.2.1), o processo misto autoregressivo e média-movel discreto de ordens,
respectivamente, p € g - ARMA(p,q), {(secio 3.2.2) e uma parametrizago que permite



aceleracio ou atenuagdo do decaimento da funcio de autocorrelag@o {fac) do AR(1) (segio
3.2.3), o AR(1) exponencialmente amortecido - AR(1JEA.

A estrutura de correlagBo do AR(1) ¢ simples e atil, porém a sua fac em geral tem
um decaimento rapido nas primesras correlagdes comparado a processos como ¢ AR(2y e o
ARMAC(L,1). O modelo AR(1)EA permite atenuar ou acelerar o decaimento da fac. No caso
da atenuacdo do decaimento em séries curtas, o AR(2), por exemplo, produz
autocorrelagdes muito proximas do AR(1)EA, com discrepancia as vezes menor do que
0,05

A modelagem dindmica também pode ser aplicada aos coeficientes do modelo. Nem
sempre € correto ou suficiente assumir que os coeficientes sdo fixos {constantes no tempo)
ou aleatorios da forma vista anteriormente (segdo 2.5). Por exemplo, em economia, a
restrigio de que as relacfes econdmicas sejam sempre estivels no tempo pode ser muito
forte, porque elas estdo sujeitas a mudancgas. Em ensalos clinicos, pode ser Gtil incorporar ao
modelo informagdes de covaniaveis que dependem do tempo. Através da modelagem dos
coeficientes pode-se também incorporar a heterocedasticia temporal das observagbes; por
exemplo, quando as respostas de um determinado grupo de individuos sujeitos a um certo
tratamento sdo relativamente estaves no Inicio do ensaio clinico, tornando-se cada vez mais
variaveis ao fongo do expenmento. Por isso € importante estudar modelos que permitem
varia¢Bes nos parametros através do tempo (segdo 3.3).

Essas mudangas podern ocorrer de forma estatica ou dindmica. No caso estatico, por
exemplo, elas podem ocorrer em determinados pontos do tempo, conhecidos ou nio. Outro
exemplo s8o coeficientes cujos valores em cada perfodo so retirados de uma distribuigdo
com média e vanincia comum a todos os periodos, assumindo-se que as retiradas sejam
independentes {modelo de efeitos aleatdrios na se¢fo 2.5). No caso dindmico {segdo 3.3),
relaxa-se a suposicio de independéncia, modelando os coeficientes como um processo
estocastico, por exemplo, Rosenberg (1973), modela a vanagio dos parimetros através de

um processo AR(1).

3.2. Erros Correlacionados Serialmente

Considere que as observagdes para o individuo 1 sejam tomadas nos instantes ty, para
i=1, .. T Sejad, = tei~tij-1,paraj=2, .., T. 8, representa a defasagem (intervalo
de ternpo) entre duas observagBes consecutivas, 1. €., 0 espagamento entre os dados.

Os dados sio igualmente espagados quando existe um intervalo amostral basico. Por
exemplo, observacgbes didrias, como nimero total de chamadas telefBnicas, podem ser



representadas por um processo temporal (discreto) onde o dia ¢ o intervalo amostral basico.
Por outro lado, dados desigualmente espacados (Jones, 1985, Chi e Reinsel, 1989, Jones e
Boateng, 1991) podem ocorrer de duas maneiras distintas' (i) existéncia de observacdes
perdidas no conjunto de dados igualmente espagados; e (i) nfo ha um intervalo amostral
basico, O primeiro caso pode ser tratado como dados igualmente espacados com valores
perdidos (falta de informagiio), ou como (i1) caso exista uma proporgdo muito grande de
dados perdidos. O caso (i1} também pode ser tratado da mesma forma de (i), tomando-se um
mtervalo tdo pequeno que seja 0 mimmo multiple comum dos intervalos, i. e, obtendo-se
um intervalo amostral basico. No entanto, como isso pode produzir muita falta de
informacio, a estrutura dos erros devera, nesse caso, ser baseada em um modelo temporal
continuo. Em outras palavras, em ambos os ¢asos, em situacBes onde o intervalo amostral
basico € tal que muitas das observagSes sejam consideradas perdidas, € razoavel considerar
UM Processo continue, B

Cabe notar que apenas em alguns casos um processe ARMA continuo amostrado em
intervalos de tempo igualmente espagados resulta num processo ARMA discreto da mesma
ordem {Pandit e Wu, 1983, pp. 220 e Jones, 1993, pp. 53). Um desses casos € o processo
AR({1): um AR(1) continuo amostrado em intervalos de tempo igualmente espagados produz
um processo discreto AR(1).

A escolha de um modelo adequado depende da estrutura dos erros. Basicamente, o
modelo deve ser capaz de gerar a estrutura esperada dos erros. Como a escolha
normalmente € realizada para ajustar a matriz de covaridncia, € fundamental conhecer a
estrutura de covaridncia dos varios modelos propostos na literatura. E importante que o
modelo seja parcimonioso, principalmente t}uando o numero de observagdes for pegueno.
Dentre as estruturas seriais, sero expostos nessa se¢do o processo AR(1) (secBo 3.2.1), o
ARMA(p,q) {se¢io 3.2.2} e o AR(1) Exponencialmente Amortecido - AR(D)EA, que € uma
parametrizac3o onde se pode acelerar ou atenuar o decaimento da fingo de autocorrelacio
{facy do AR{1} {segBo 3.2.3).
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3.2.1. Estrutura AR{(1)

Em pnmeiro lugar, considere que as observaces sejam igualmente espagadas com
intervalos unitarios (5,,=1, V j). O processo AR(1) discreto para descrever os erros ¢:

g, =g, +a, , (G211

onde a,, sio independentes ¢ identicamente distribuidos com média zero e varidncia o7, € ¢
¢ o pardmetro de autoregressio. O efeito aleatério a., € chamado de inovagdo ou choque
aleatério (Box e Jenkins, 1976, pp. 53). O processo ¢ estacionario quando [$f<1.

A fungio de covaridneia é cov()) = E(g. 2, ), se j = 0, entlo cov(0) = E(g] ) é 2

ht-j
varidncia do processo. Multiplicando-se (3.2.1.1) por g, , , j > 0, e tomando-se as
esperangas, obtemos a equago de Yule-Walker para o AR(1Y

E(E ;,tgm—j) = d) E{ai‘;---lai,t—-j)x

pois E{a,e, ) =0 V>0 A fungio de covaridneia decal exponencialmente em fungio da

Bt

defasagem, 1.e., cov(j) = ¢’ cov(0). Logo, a fingdo de autocorrelagio (fac) ¢ dada por

: ov(j) .
corr(j)Zi-}-’chf)J, (3.2.124a)
cov(()
e & variancia do processo € dada por o, = cov(0) = 15:'*)3 _

Observa-se gue, em dados longitudinais, ndo se espera que haja correlagio negativa
nas observagfes individuais. Porfanto, em geral, considera-se que 0 < ¢ < 1. A seguir,
ilustramos graficamente (Fig. 3.2.1.1) algumas funcdes de autocorrelagio do AR(1) para
diferentes ¢ '
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1 1

954 08 +
= 1,50 ' e
08 1 $=0,5 o8 =075
&7 + 0,7 4
&6 4 T Rs
fac 0.5 + fac 8,5 +

a;4 T 094
2,3 + 0,3 1
82 + 8.2 ¢ I
8.1 0,14 '

o X3 ‘ | I olcdli il I ] i 13 2 an e,

¢ 2 4 6 & 16 12 14 15 18 20 6 2 4 & 16 12 4 16 1 20
iag lag

1 1 .
5.8 4 0.5 + =099
¥ ={,90 E]
&e + $ 0,24
87 4 67 1
864 LY

fac 0.5 + fac 0.5 4

6.4 4 . 04+
83 ¢4 8,3}
8.2 1 i i g ' 62 4
o] |11 o1}

SR RRRARRARRNRRRRERRRN X

g I 4 & B 0 12 W 16 18 20 G 2 & & £ W 12 14 16 18 20
fag iag

Fig 3.2.1.1 - exemplos de fungbes de autocorrelagdo do AR(1)

No modelo de efeitos mastos (2.53), quando assume-se a estrutura AR(1) nos erros, a

matriz {2, terd a forma autoregressiva

ol ¢* b 1 (3212)

'd}'i;m-l ¢“r,.»2 ¢T;--.3 1

onde ¢ € determinado pela correlacdo nolag 1, 1e, ¢ = v = corr(l}.
Considerando-se agora um processo AR{1} continuc (Apéndice D):

e(t)=¢s(t )+a(t), (3.2.1.3)
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a matriz {2, dependera dos intervalos entre os lags

1 exp{—alf,~£.}) - exp(ma(r,.j,’_ )
o exp(wa(:tk: S AY) 1 exp(met(;z*jif._1 -1, G214)
_eXP(*a(ﬂr,. ) exp(wa(f.ﬂm] ~1,)) - 1

onde « ¢ um parametro ndo hinear {(descrito no apéndice D). O pardmetro de autoregressdo
no caso continuo dependera de a e do intervalo do tempo:

$(01) = exp(—adr),

onde &7 € o ntervalo de tempo.

Nos algonitmos de estimaco que serdo descritos no capitulo 5, € importante
expressar 2 matriz £, em uma forma fatorada, por exemplo, através da decomposigio de
Cholesky. Cht e Reinsel (1989) considerando (3.2.1.3) expressaram ), na forma fatorada

o, (R) V(R (3215

1 , 1-¢7e
T,comv,; = .,,se_;ﬂiev”:_mﬁq—,
lu[i)“ 3 }"‘“QLJH

e R, é matriz triangular inferior (chamada por Chi e Reinsel, 1989, de matriz inovadora de
€2 ), tendo a seguinte forma:

onde V, =diag{v,}.i=1,

sej > 1,

1 0 0 - 0 0
- 1 0 o 0
Ri=f 0 =™ 1 - 0 0
0 0 O _¢)‘Si\’Tk.e I

. u

A estrutura AR(1) pode .ser empregada nos modelos do capitulo 2. Por exemplo, no
modelo 2.1.1 Potthoff e Roy (1964} usaram a estrutura AR({1) discreta em um conjunto de
dados balanceado. No modelc misto umivariado 2.4.1, Pantula e Pollock (1985)
consideraram

I =011 +0lQ, (32.1.6)
onde (2 tem a forma 3.2 2. Nesse caso, a fungiio de autocorrelagio (fac), tem a forma:
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cotr(i} = p + {l-p) v’ (3.2.1.7)

bl

] , . o . " cn
onde p = ——"— & 0 coeficiente de correlagio intraclasse visto em se¢lio 2.4, as varifincias
n H

ol e o sdo, respectivamente, a componente de variag3o entre individuos e a componente
de variagio dentro dos individuos, A estrutura (3.2.1.6) sera chamada de AR(1)RE (AR(])

with Random Effects: estrutura do modelo de efeitos aleatérios com erros AR(1) e com
Z=1)
Na fungdo (3.2.1.7), os pardmetros p ¢ y podem ser determinados pelas duas
primeiras autocorrelagdes:
_corr(2) ~[corr(D)
I-Z2corr(l}+corr(2)

_ sorr( 1}~ corr(2)
I-corr(l)

Graficamente, a fac (3.2.1.7) pode ser ilustrada com os seguintes exemplos:

—
1 1
0.9 §=0,50 0.9 4=0,75
6.8 p=830 08 p= 030
0.7 0,7
6.8 0,6 %
fac 6.5 fac 05+ 161 F
0.4 o4
013 L. BE I T T S R U TR U TN YRR - 0’3
£.1 4 ' 0,1
g 11 & i1} ; o
O 2z 4 6 B 1 12 14 16 18 20 B 2 4 £ 8 1 12 14 16 18 20
lag fag

Fig 3.2.1.2 - exemplos de fungoes de autocorrelaglio do AR(1RE

Diggle {1988) adicionou um efeito aleatdrio z, & equagio (2.4.1). Este efeito pode
representar, por exemplo, uma variagdo dentro das observagbes individuais. Com
Zig NN(Q' gi):

R 2 2
q:‘T:‘% =a, L1, +ol, +6.0
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onde £ tem a forma (3.2.4) ou (3.2.5). Chi e Reinsel (1989} e Jones ¢ Boateng {1991)
utilizaram o AR(1) continuo para modelar os erros no modelo (2.5.1).

A tabela abaixo ilustra alguns exemplos que utilizam o AR(}) como parte da
estrutura de correlagio: '

Tabela 3.2.1 - Exemplos de estruturas de covanéncia

Nome Exemplo Forma da fac
1 ¢ ¢ ¢ 3
AR(}) PRI I A ool
[ ¢2 ¢ 1 ¢ ¥ hj
¢3 ¢'2 ¢ 1 o I“lln
16 4 ¢'lfor 0 0 O] 1
AR({1} com erros o ¢ 1 ¢ ¢° N 0 o, 07 G 05
observacionais Te" & 1 ¢ 0 0 o, O ““
- Jiiies
3 ¢ ¢ 1]]0 0 0 o] 0
modelo de efeitos B E . ¢, o, o°, ] 1
aleatdrios com J8 1 ¢ ¢ N Gi Gi Gi ()“i 0.5
g 7 2 a 2 ¥
Z =1 BN c, O, O, O, h n
o T LA O e I N 1111
AR(1} - (AR(1)RE} 4 o ¢ 1o, 9, O, O,

4}




3.2.2. Estrutura ARMA(p.q)

O modele ARMA(p,q) discreto para os erros individuais, com p e g fixados
{p+q <T), pode ser descrito como:

g, -0E,  ~bE *.,.“tbpaj._t_p =q -8a, -84, . =84 ., (3221)
onde os coeficientes ¢, a ¢, e 6, a O_ representam, respectivamente, as componentes
autoregressivas (AR(p)) e média-méveis (MA(q)). O termo a , € o ruido branco com media
0, vanancial eE(q, g, )= Oparat=t’

No apéndice C apresentaremos o modelo ARMA discreto e nogles sobre
estacionariedade ¢ nvertibilidade do processo. Essas duas suposighes (estaciondrio e
mvertivel) gera wm sistema de restrighes ac espaco dos parimetros (¢ e 8). Por exemplo, no
caso do ARMA(1,1), a escolha dos coeficientes (¢ e B) deve seguir as restirigdes: |¢<] ¢
19j< 1, além dessas restrigbes, em estudos longitudinais, espera-se que a correlacdo seja
positiva como no caso do AR{1} Assim, as restngBes serdo dadas por 0< ¢ <1 e 0<H <],
Ne caso do AR(2) as restrigBes serdo: ¢, +d, <1, ¢, -¢, <1 e [$,{< 1, e para se considerar
apenas as correlagSes positivas deve-se fazer 0< ¢, <1.

A matriz de covaridncia €2, conhecida com estrutura geral autoregressiva ou
handed, é dada por

! .Y} Yﬁ Y*’f,,;
¥ ! Y Vi,
S IR SR Y13 (3222)
’Y-;_l,.,l ’}"-;;._g }"1‘]__3 nrt 1

onde ¥, STRENINE fungoes de {ti}i,“-,dyp} e {8} ,---,Bq } O procedimento para calcular
essas fungbes esta descrito no Apéndice B.

Em geral, é conveniente utilizar modelos simples como o AR(1), o AR(Z) ou
ARMA(1.1), pois estes requerem poucos pardmetros a estimar. A simplicidade se torna
obnigatoria quando os dados individuais sdo séries curtas (lembrando-se que p+g<T}) A

Tabela 3.3 2 apresenta algumas estruturas de correlagio;
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Tabela 3.2 2 - Algumas estruturas de correlagio

Modely: Estrutura de Correlagio Forma da fac
ARCD) corr{Q} =1 i
¢ corr(h) = ¢", hz1 : 489 “
i ]“;fllu“
1
AR(DRE | corr(h) = p + {1-p) ¢", h=0 u,s-’
Mt
corr{0) =1 "
AR(2) corr{1) = f’(b ,eparah >1
corr(h) = ¢, connf(h 1) + ¢, corr(h-2)
corr(0) =1 1
. 1y o (- 90X(6—6)
ARMA(LD CGI’T(}) = m o5 ]’
corr(h) = $™ corr(1), h>1 . ““Hm“.,
corr{Q} =1 ' 3
L (1=9,0)(9, -0)+6¢.
ARMAQ2.1} corr(l}) (1=6.)(1+69) 26,0 0.51 )“
corr(hy = ¢, corr(h-1) + ¢, corr(h-2), o dil] “film.,“

hz2

3.2.3. Estrutura AR{1) Exponencialmente Amortecida

Apesar do AR(]) possuir uma estrutura de correfagio simples e Gtil, sua fungio de
autocorrelagdo tem um decaimento relativamente rapido nas primeiras correlagdes (Fig.
32.1.1, exceto para o caso de ¢ muito proximo de 1) comparado a Certos processos come o
AR(2) (Tabela 3.2.2) e ARMA(p,q), ¢ relativamenie lento comparadc ao MA(g), por
exemplo. E necessario, as vezes, utilizar estruturas intermedidrias que tém decaimento mais
lento {entre a simetria composia € o AR(1)) ou mais rapido (enire o AR(1) ¢ o MA(1)).
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Diggle {1988) e Mufioz ef alii. (1992) utilizaram uma estrutura de correlacio flexivel
e parcimomosa para produzir uma fac com decaimento intermedidrio; o AR(1)
Exponencialmente Amortecido, AR{1)EA, cuja forma da fac esta ilustrada na Fig. 3.2.3.1.
A correlagdo entre duas observacBes separadas por h unidades de tempo € modelada
COmMo
corr(h) = y* (323 1)

ondey (-1 <y < 1} ¢ a correlagio entre observacdes separadas por uma unidade de tempo,
re, gorr{}) = v, e @ é o parmetro de amortecimento (ou de "escala"). Esse pardmetro
permite atenuagio (0 < o < 1) ou aceleragko (o > 1) do decaimento exponencial de urmna fac
que define um AR(1) como pode ser tlustrado abaixo:

1 1

68 i ¥=4.80 854 1= 6,80

0.8 4 @=013 084 = 0,25

6,7 + 0,7 ¢

85+ 6,5 +

0.5+ 8,5 ¢

64 ¢ .41

83+ 0,3 +

8,2 + 0,2 +

(13 I3 0,14

[+ e s L e A T T s U e s e e e
g 2 & & & 10 12 4 16 1 20 p 2 £ 6 8 1MW 12 14 18 18 20

4 1

0.8 ¢ v= 0,80 0.9 ¢ ¥= 0,80

8.8 ¢ o= 0,50 481 w=075

2.7 + 874

8,6 + 0,6

g5 4 05+

8.4 4 044

8,3 4 0.3 4

A S

0.1+ 0,14 l l l

ﬁ;..:::;;: ............ 0:;.(.,.::::;~ ...... IIJ

e 2 10 12 14 1€ 18 20 0 2 0 12 14 16 18 20

Fig 3231 - exemplos de AR(1JEA

Na matoria das aplicagbes, e.g. em bioestatistica ¢ epidemiologia (Mufioz ef alii,
1992}, observa-se que a correlagio v ¢ nfo-negativa (0 <y < 1). Similarmente, valores
negativos para o pardmeiro de amortecimento o também podem produzir fungbes de
autocorrelagio sem entretanto aplicagio pratica. Por isso, a situacdio usual é modelar os

dados restringindo os pardmetros ¥ € © como

44




Osy<lew20 (3.232)

Detalhes das propriedades tedricas do modelo com fac exponencialmente amortecida
podem ser verificados considerando-se uma estrutura um tanto mais complexa desse espaco
paramétrico {Mufioz ef alii, 1992) Nota-se, por exemplo, que o teste para verificar a
hipotese vy = 0 pode ser reahizado dentro da familia paramétrica (3.2.3.2) se o for restrito a
valores inteiros e y restrito apenas aos valores que produzem fac vahdas. O teste 0 = 0
versus © >0 pode ser feito comparando-se a verossimithanga otimizada do modelo (32 3.2)
com o padrio de unmformidade. Detathes sobre verossimilhanca e testes de hipoteses serdo
apresentados nos capitulos 5 e 6.

Para y nfo negativo, a estrutura de correlagdo pode produzir uma variedade de
estruturas conhecidas, fixando-se o pardmetro de amortecimento ©. Por exemplo, para o =
0, @=1ewm— o, as estruturas de correlagio resultantes s3o, respectivamente, o padrio
de uniformidade, o AR(1) e 0 MA(1). A forma dessas estruturas estfo na Tabela 322

Tabela 3.2.2 - Algumas estruturas resultantes do AR{1) amortecido

0 fac Modelo Resultante forma da fac
corr{0) = 1 1
w=0 jcorrfhy=y, h>0 Padrio de Uniformidade | ]
B L
1
o=1 |corr(hy=vy", h20 AR(1} 0.5 ‘
G _i]ll;;flu-.,
corr{0) =1 4
© -y +w | corr(l)=vy MA(1} 05,
corrih) =0, h> 1
gl

Para a situagio 0 < @ < 1, obtém-se uma familia de estruturas de correlagio com
decaimento entre a simetria composta {padrio de uniformidade)} e 0 AR(1) Essa situagio
que significa atenva¢lo do decaimento exponencial da fac € mais comum, com exemplos de
aplicagiio citados por Mufioz er alii. (1992). Para w > | obiém-se uma estrutura de
correlagdo com decaimento mais rapido que o AR(]) (aceleragdo do decaimento
exponencial da fac).
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Existem outras estruturas que também possuem decaimento intermediario entre o
AR(1) € o modelo de simetria composta {ou padrio de umformidade). Por exemplo, o
AR(2) e 0 modelo de efeitos aleatdrios com erros AR{1)} (AR(1RE). A fac do AR(2) ¢ dada
pela Tabela 3.22 e do AR(DRE, com Z =1, (3.2.1.6), é dado pela equaglio (3.2.1.7).

Embora a estrutura de dependénci:a do AR(2Z) e AR(1)RE ndo sejam <casos
particulares do AR(1) amortecido, essas estruturas podem ser aproximadas quando se tem
séries curtas {Mufioz et. al. {(1992}).

Uma forma de se obter um membro da familia AR{1RE que aproxima uma dada
fungio de autocorrelagdo corr(h) ¢ selecionar ¥ € ® para determinar a distdncia minimax, isto
&, minimizar maxjcorr(h)~y" | para 0 <h < T, onde T é o tamanho da série (T pequeno).

Exemplo 3.2.3.1 aproximagdo do AR(1EA para o AR(2) e AR(1RE

Nesse exemplo Hustraremos como o AR(1)EA pode ser aproximado do AR{Z) e do
AR(1RE para uma série curta. Tanto o AR(2) como o AR(1)RE sio determinados pelas
duas primetras correlagdes (corr(1) e corr(2)), 1.e.,

_ corr(1){corr(2) - 1] .
[coarr(l)]2 -1
3 [mn‘(})]2 —¢orr(2)

a

© [eorr(D] -1

para 0 AR(2),

1

_ corr{2)~[corr(D)F
- - 2corr(1)+corr(2)
_corr(1)—corr{2}

T t-cor(l)

e para o AR(DRE,

Entdo, considere a familia corr(h) determinado pelas duas primeiras autocorrelagoes
(corr{1) e corr(2)}, onde corr{l) = {0,1; 0,2, 03; 04, 05 06, 0, 7, 0,8 e 0,9} ¢
corr(2)=[corr(D]", parak = {1,0,1,25,1,5,1,75,2,0,2,25 ¢ 2,5} e T = 10.

Mufioz er olii. (1992) determinaram a distincia minimax quando a fac pré-
especificada € a AR(2) e verificaram que em 91% dos casos para 0s guais 0 AR{2) estd bem
definido, a discrepéncia maxima foi menor do que 0,05 A maior discrepincia encontrada foi
de 0,065 e resuiton de uma estrutura AR(2) ndo usual, com corr(l) = corr(2) = 0,5
Similarmente, os auvtores determinaram a distdncia minimax quando a estrutura de
correlacfo pré-especificada é o AR(1)RE. Nesse caso, 96% dos casos parz os quais o
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AR(IJRE esta bem defindo tiveram discrepdncia maxima menor do que 0,05, a maior
discrepincia encontrada fot de 0,056 para o caso com corr(1)=06ek =175

Exemplo 3.2.3.2 aproximagdo do AR(2} e AR(1JRE para o AR(I)EA

Nesse exemplo procedemos de forma inversa do exemplo anterior, i.e, especifica-se
o AR(1JEA (fixando-se os parimetros v e @) e determina-se a melhor aproximacio do
AR(2) ¢ AR(DRE pelo critério do mimimax para T = 8. Os resultados estdo ilustrados na
Figara 3.2.3.2.

Mo primeiro caso, onde v = 0,80 e o = 0,25, a maxima discrepancia encontrada fot
0,11 para o AR{2) e 0,02 para 0 AR(1)RE. No segundo, com v = 0,80 e © = 0,5, a
discrepincia encontrada foi 0,065 para o AR(2) e 0,025 para o AR(1)RE. No dltimo,
fixando-se 0 AR(DEA com vy = 0,80 e © = 0,75, a maxima discrepancia foi de 0,023 para o
AR(2) e 0,022 para 0 AR(1)RE. Obviamente a aproximagio se tornara melhor a medida que
T diminut, Por exemplo, no caso extremo com T = 3 todas as estruturas de correlagio
determinadas por corr{1} e corr(2) produzirio a mesma fac. Os resultados encontrados estdo
ilnstrados graficamente na pagina seguinte.

Esse dois exemplos de aprowimagles (3.23.1 e 3.232) de fungbes de
autocorrelagio servem para ilustrar a questiio do uso ou nd3o de modelos mais complicados.
Nos dois exemplos as aproximacOes foram para uma fac tedrica. Na pratica, ac se ajustar
uma fac observada, o AR(1) também pode ser uma boa opgio de aproxamagio produzindo
bons ajustes.

Como ja existem programas computacionais que tratam de modelos mistos como o
SAS (proc MIXED), permitindo a modelagem dos erros como um processo AR(1), o
AR(DRE € uma boa alternativa de ajuste da fac amortecida em séries curtas.
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Fig. 3.2.3.2 - aproximagdes do AR(2) e AR(I)RE para o AR(T)FA
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3.3. Coeficientes Correlacionados Serialmente

No modelo de efeitos mistos descrito na segfo 2.5, a matriz de covaridncia individual
¢ dada por duas matrizes arbitrarias I e (3 (2.5.5) que representam, respectivamente, a
matriz de varidncia dos efeitos aleatorios individuais e a matriz de covaridncia dentro do
individuo. Na seq@o anterior discutiu-se sobre algumas parametrizagbes possiveis para (.
atraveés da modelagem dindmica. Ja a parametrizagfo de I depende do modelo adotado. Por
exemplo, no modelo componente de varidncias {(como no exemplo 2.5.3), ou a matriz T’
assume a forma diagonal ¢ cada efeito aleatorio representa uma fonte independente de
variaco, ou a matriz assume a forma nio estruturada e os efeitos aleatorios serdo
correlacionados.

Nos casos onde se considera a modelagem dindmica de I' os coeficientes serdo
denotados por b . A modelagem dindmica dos coeficientes tem aplicagho, entre outras
“greas, em economia (Harvey, 1978) e bioestatistica (Rochon, 1992; Hastie e Tibshirani,
1993}, Como ilustragdes, considere 0s seguintes exemplos:

Exemplo 3.3.1 estrutura AR(1) para I”

Em economia, as relagdes econdmicas estdo sujeitas a mudangas no decorrer do
tempo. Um modelo de pardmetro variando no tempo pode ser escrito como (Harvey, 1978)

Y :Zitb!.+git ) (33.1)
com b, vetor kx1 de coeficientes no tempo t modelados por um AR(1)

b, =A,+Ab

1711

+a,, (33.2)

onde i=1.. nmt=1 ., T, ¢ e a ruidos independentes com meédia 0, A, e A
respectivamente vetor kx1 e matnz kxk. Quando A = 0, o modelo resultante ¢ o de
coeficientes aleatérios visto na secdo 2.5

Em (3.3.2), para que o processo seja estacionario, € necessario que as raizes de A,
caiam dentro do circulo unitario. A média desse processo & dada por (I-A,Y'A,. Harvey
{1978) utiliza o termo “retorno a normalidade” para (3.3.2). Ele ¢ utihzado quando os
coeficientes do modelo tém valores proximos ao valor médio fixado, isto €, gerados por um
processo estaciondrio. Em (3.3 2), fazendo-se A= ® e A = (I - ®)b temos,
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= (1-P)b+®b_ 4+ = b ~b=d(b_ ~b)+g, =
‘St = {Dﬁiw-l +81 i

onde 5, =b ~b, &, ~ N(O,6’Q) e E(se)) = 0, ¥V t # 5; e ® ¢ matriz kxk de coeficientes.
Em geral, @ ¢ diagonal cujos elementos tém valores absolutos menores do que 1 para
assegurar estacionariedade. E mais simples do que assumir kxk parimetros desconhecidos.
A estimacBo pode ser feita pelo método de duplo estigio ou por méxima
verossimilhanca, ambos utilizando o filtro de Kalman.
A equacglo 3.3.1 pode ser reescrita na forma

Y, =x, btx (b ~b)+u = Y =x b+x § +u =
Y =x b+l , {3.3.4)

onde {, =x.§,+u,, E((L)= 6"V, E(u,u)=0eE(u8)=0vt=seE(uu)=0c'H,,
t=1,., T. Essa matriz nfo ¢ necessariamente diagonal, considerando portanto a correlagio
contemporanea (entre os individuos).

A equaglo (3.3.4) esta na forma de um modelo linear com coeficientes fixos e erros
£, heterccedasticos e serialmente correlacionados. Como seré detaihado no capitulo 5, para
se evitar a inversiic da matriz V no processo de estimacio, o filtro de Kalman que esta
descrito no apéndice B é uma forma atrativa de se calcular a verossimilhanga. O filiro de
Kalman snvolve um nimero menor de multiphicagBes e possibilita faciimente previsdes de
valores futures de Y,

Tomando-se A ;=0 e A =1em 332 teremos

b, =b,_ +g

onde &, ~ N(0,6°Q). Este modelo difere do anterior por nfic ser estacionario (passeio
aleatério). Essa estrutura permite incorporar ac modelo mudancas as relagdes estruturais. A
matriz Q € kxk e determina a extensfio na qual os parametros podem variar. Se Q = 0 o
modelo & um caso de regressio, pois 08 pardmetros serdo iguais em todos os periodos.

-
L
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Exemplo 3.3.2 estrutura ARMA(p,q) para I

Em ensaios clinicos, pode ser Gitil incorporar ao modelo informages de covaridveis
dependentes do tempo, ou incorporar a heterocedasticia temporal das observagdes. Rochon
{1992) considerou o modelo

y, =xB+zb (3.3.3)

it ?
onde x, € um vetor a x | de varidveis explanatorias no-estocasticas para o -€3imo
individuo no tempo t; § € o vetor de parimetros fixos; Z, € um vetor de covaridveis que
dependem do tempo € b, segue um processo ARMA(p,q) como descrito em segdo 322,
te,

b, ~¢b,, b, —..md b, =a -84, -6a . .ba (3.3.4)

iEep - il H 1,t-~1_ - 4 nt-p?
com p +q < T Ostermos a, sio os ruidos aleatorios e sio assumidos independentes e
identicamente distribuidos com média 0 e variancia 1. Assim, E(b,) = 0 ¢ var(b,) = o] P,

onde o} = var(b,,) e P € a matriz autoregressiva geral dada por (3.2.2.2).
A matriz de covanidncia individual pode ser escrita como

o, Y90, o Y100y
q
¥,0,G, o, Y290y,
L= : . (33.5)
Y1001 ¥1.,0.0; - o3

W . . - . p ~
onde o, = (o} z, é o desvio padrio da observagio no tempo t, e y, é a autocorrelagio no
tempo t. Entdo, z, € um valor proporcional ao desvia padrdo de uma observagio no tempo
£.

Exemplo 3.3.3 nivel de deido ldtico: heterogeneidade temporal

Considere os dados da segdo 1.2 Pelos graficos dos perfis individuais dos grupos
{Fig. 1.2.1 e Fig. 1.2.2), nota-se que as respostas de acido s@o mais estivels no nicio do
experimento, tornando-se cada vez mais varidveis ao longo do experimento. Uma forma de
se contornar isso ¢ transformar os dados, por exemplo, tomando-se ¢ logaritmo dos niveis

de acido latico. Como serd analisado na segiio 7.2, a transformagiio deve produzir um
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padrio mais satisfatorio nos residuos, atenuando o efeito da heterocedasticia temporal.
Outra alternativa ¢ incorporar a heterocedasticia ao modelo, introduzindo-c como uma
covariavel dependente do tempo.

Como uma aplicagiio do exemplo anterior, um modelo para os dados de acido do
grupe 1 pode ser escrito como

. &
Y = Bm + Bzzﬂm”'{“gmt + anw
onde b, segue um processo AR(1) na forma

bm = ‘?bm +a,.

A matriz de covaniancia individual sera dada por

Gf o0, - ¢T‘M}Gic’x
2 T,-2
o, o O R 0
L = ¢ A .‘ ® R (3.3.6)
”ebT*"Iclch‘_ o0, o3 ]

1 . - - - r ~
onde o ~(0])'z_ ¢ o desvio padrio da observagio no tempo t, ¢ ¢ € o pardmetro de
autoregressio dos efeitos aleatorios.

Em fermos mais gerais, a correlagdo serial dos coeficientes e dos erros segundo um
processo ARMA(p,q) pode ser incorporada ac modelo de efeitos mistos (2.5) escrito na
forma

vy =xiPrzb +e,, (3.3.7)

tomando-se matrizes I e £3 com a forma da estrutura autoregressiva geral dada por
{(3222)

Assim, como pode ser visto na Tabela 33.1, a representagdo da matriz de
covaridncia individual do modelo de efeitos mistos, L, = ZT'Z! +£), permite uma vasta
opgéc de modelagem da estrutura de covaridncia combinando-se varias formas para e Q.
Algumas dessas combinagbes ser@o estudadas na analise T do capitulo 7 utilizando-se os
dados da segio 1.2 (sem transformar os dados).
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Tabela 3.3.1 - Exemplos de estruturas para Z = Z1TZ/ + Q)

I Q. # pardmetros para &
0 geral T(T-1)/2
geral geral m{m—1¥/2 + T(T-1)/2
5’1 a’l i
o'l AR{1) 3
geral AR(Y) m{m-1)/2 + 2
AR(D)b AR(1): 14
AR(D) o'l 3
AR(D) geral 24+ T(T-1)/2
geral 0 m{m-1)/2
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Escolha do Modelo Adequado

4.1. Introducio

Nos capitulos antenores foram apresentados alguns modelos para a analise de
medidas seriais. Dentre uma certa variedade de opgles, € preciso decidir por algum modelo
e aplica-lo em um contexto particular.

Como foi introduzido no capitulo 1, algumas caracteristicas dos dados longitudinais
s3q!

i} a resposta para cada individuo {unidade experimental} é uma sequénciz no

tempo de medidas em uma escala continua;

i) as respostas entre os individuos sio estatisticamente independentes;

i1} aresposta média depende do tratamento e do instante de tempo da observagio;

n) um dos objenivos € fazer inferéncias sobre os efeitos dos tratamentos

experimentais no perfil médio de resposta,

No contexto actma, excluem-se desse trabatho modelos como curvas de
sobrevivéncia, regressdes aparentemente ndo-relacionadas (SUR) considerada por Zellner
(1962) que permite modelar a cormrelagio contemporinea (entre individuos) e MANOVA
{analise de varidncia multivanada). A comparag8o entre & analise cross-section dos dados e
a longitudinal também nio seri abordada; como o vetor médio do modelo de efeitos mistos
(X.p) independe funcionalmente de Z. (2.5.5) e esta ndo depende dos valores de 3, seria
possivel levantar a questdo discutida por Louis (1988b) o que ¢ essencialmente cross-
section (corte transversal) e o que € longitudinal. Basicamente, as questbes referentes a
analise cross-section 330 aquelas associadas as caracteristicas da populaglo, fornecendo
informagtes sobre a estrufura marginal das médias; e a longitudinal com as mudangas
individuais, fornecendo informacBes sobre as correlaghes entre respostas medidas em
tempos distintos. Fora os casos discutidos por Louis (1988b) onde ha discrepincia entre as
duas abordagens, os pardmetros que determinam a média podem ser estimados via andlise
cross-section apropriada. Entretanto, os pardmetros de covaridncia somente podem ser
estimados longitudinalmente. Se os parmetros de covarifncia ndo forem de interesse, deve-
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se mostrar o porqué da necessidade de um estudo longitudinal; entre as justificativas estdo,
por exemplo, o aumento de precis@o das covanaveis e das respostas. Nesse trabalho os
parimetros de covaridncia e a modelagem das respostas individuais s3o fatores de interesse,
justificando-se a analise longitudinal dos dados.

Embora ndo seja tho simples, as vezes, decidir pelo modelo mais adequado, deve-se
considerar fatores como a parcimoniosidade e a bondade de ajuste do modelo escolhido:

a) a especificagio do perfil médio de resposta deve ser suficientemente flexivel para
considerar o padrdo temporal dentro de cada grupo e as diferengas desses padrBes entre
08 ZrUpos;

&) a espectficagio da estrutura de covanincia dentro de cada sequiéneia temporal devera ser
flexivel e econdmica (poucos pardmetros). ParametrizagBo excessiva podera resultar em
estimaglo ineficiente (Diggle, 1988} e potencialmente as estimativas dos erros padrdes
dos perfis meédios de resposta estimados serfo ruins. Por outro lado, uma especificacéo
muito restritiva poderd invalidar inferéncias sobre a resposta média quando a suposigio
sobre a matnz de covaridneia ndo for correta A Tabela 4.1.1 ilustra a diversidade de
estruturas de covaridncias com os respectivos nimero de pardmetros desconhecidos.

Tabela 4.1 1 ~ Algumas estruturas de covariincias

Nome da Estrubura # par&metros descrigiio
observagdes independentes 1 I = 5°1

padrio de uniformidade 2 z, = gi} 1+l
independéneia condicional mmti}y2+1 V¥ = ZTZ +0'1

AR{1} 2 T = o'W, onde W = oK

Banded T Eixczwi,eridewjkﬁyq,c;ﬁ [i-ki+l
efeitos aleatdrios com erros AR{1) mi{m+iy2+2 E}_ = Z; rz; +c IWI , onde W, = Yﬁi--k;‘
nio esiruturada T(T+Hi2 2,onde g, =0, e0, = Gj.

Como discutiu-se no capitulo 2, o modelo de efeitos mistos abrange as estruturas
apresentadas na Tabela 4.1.1 como casos especiais. Embora geral, o modelo de efeitos
mistos nde incorpora, por exemplo, efeitos aleatdrios para os pardmetros de covaridncia
{e.g., autocorrelagio aleatéria) Muitas formas hibridas sfio possiveis, mas elas podem
ndo ser praticas por causa de dificuldades de interpretacdo, computacional e da
compatibilidade dessas estruturas hibridas com o proprio conjunto de dados.
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¢} o metodo de analise devera acomodar padrdes mais ou menos arbitrarios nas sequéncias
de tempo irregularmente espagados dentro das unidades experimentais. Isso pode ocorrer
acidentalmente através de valores perdidos, ou por planejamento; por exemplo, guando
se espera que a partir de um determinado periodo a resposta média seja mais estavel, as
observagdes podem ser tomadas menos freqientemente. E comum também ocorrer o
término prematuro da seqiiéneia de tempo para algum individuos. Mesmo que a razfio
para o término ndo seja relacionada com a guantidade sendo medida, essas sequéncias
abreviadas contém informacges e deverdo ser analisadas.

d) o metodo de analise devera contar com alguma forma de diagnéstico que permita, no
minimo, fornecer alguma idéia de bondade de ajuste para a estrutura de covaridncia que
foi adotada.

A decisio em se considerar os efeitos como fixos ou aleatérios {se¢fio 4.3) é um
passo importante na modelagem, pois, em alguns casos, é possivel haver muita diferenga
enire as estimativas dos parimetros desses modelos. Basicamente, os efeitos serfio
considerados fixos quande for possivel atribuir a eles um conjunto finito de niveis de um
fatar em mnteresse. Por exemplo, o fator sexo possui dois niveis: "masculino” e "feminino”;
assim, os efeitos para o fator sexo sBo considerados efeitos fixos. J& para os efeitos
aleatorios, atnibui-se um conjunto infinito (ou um conjunto finito, porém muito grande) de
niveis de um fator de onde se toma apenas uma amostra aleatoria. Por exemplo, quatro
cestas de pdes sdo tomadas dentre seis fornadas em 3 temperaturas diferentes. O efeito
devido a temperatura pode ser consuderado como fixo, pols o interesse esta em um conjunto
particular de temperaturas; ja o efeito devido a fornada pode ser considerado aleatorio
porque tomou-se uma amostra aleaténa de fornadas dentre uma populagio hipoteticamente
infinita de fornadas. Na secio 4.3 apresentaremos alguns exemplos para ilustrar essa
questio.

Na segio 4.2 discute-se que a correlacio senal nos erros pode ser parcialmente
confundida com os efeitos aleatdrios mdwviduals. Em dados reals, muitas vezes, € dificl
determinar se ha correlaciio serial ou efeitos aleatorios ou ambos. Jones (1990) sugere 0 uso
de alguns cntérios de selecdo de modelo descritos na segéio 4.4, comentando-se sobre o
critério de Informacio de Akaike (AIC). Os testes de hip6teses e o diagnostico do modelo,
que sio assuntos relacionades com a escolha do modelo, serfo detalhados no capitulo 6.
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4.2. A estrutura de covaridncia

Como ja se discutiu anteriormente, dados incompletos e nfio balanceados sdo
comuns em estudos longitudinais por vanos motivos: retirada de um individuo antes do
término previsto do experimento, observagdes perdidas devido a falhas técnicas ou humanas,
¢ dados desigualmente espagados no tempo. Qutra caracteristica dos dados longitudinais
que pode complicar a analise surge quando as varidveis independentes de interesse para um
determinado individuo incluem covaridveis que mudam ac Jongo do tempo. Uma analise
apropriada desses dados deve levar em consideragio as correlagbes entre as medidas
tomadas em um mesmo individuo ao longo do tempo. Técnicas analiticas classicas
desenvolvidas para dados balanceados e completos centralizam-se ou no modelo univariado,
onde assume-se que as observacdes de um mesmo individuo tém uma varidncia constante e
o valor da correlagio em comum, ou no modelo multivaniado, que permite a adogo de uma
estrutura de variincia arbitraria, )

No desenvolvimento da analise longitudinal de dados n3o balanceados, tomaram-se
modelos lineares gerals para as respostas esperadas, com a capacidade de modelar a
estrutura da matriz de covarifncia como o modelo de efeitos mistos. A escolha por um
modelo para a estrutura de covariéncia depende da compreensio do processo gerador dos
dados e da forma com que os dados foram coletados no tempo. E importante também
considerar se os individuos sio medidos em um mesmo conjunio de tempo {e.g., dados
mensais, semanais, diarios) ou em tempos que variam irregularmente de um individuo para
Guiro.

A Tabela 4.1.1 apresenta algumas das estruturas de covaridncia que podem resultar
naturalmente. Considere © o conjunto de parametros da matriz de covaridnecia £. A forma
ndo estruturada, ou forma completamente parametrizada para X, com T(T+1)/2 parimetros
para €, permite uma generalizagio de muitas formas de anélise multivariada convencionais
para dados incompletos. O exemplo mais simples, talvez, € o caso onde os dados consistem
de uma amostra simples incompleta retirada de uma distribuigio normal T-variada. Com Z
ndo estruturada, os delineamentos entre e dentro dos individuos sio especificados através de
uma escolha apropriada para a matriz B, em {2.3 1}.

Quando T for grande e os dados forem altamente nfo balanceados ou incompletos, o
uso da forma nio estruturada para I poderd levar 3 perda de eficiéncia na estimagdo dos
parametros de regressio § devido ao grande nlimero de parimetros © a serem estimados.
Portanto, deve-se considerar modelos como séries temporais ¢ de efeitos aleatérios que séo
classes de modelos parcimoniosos.
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O modelo de séries temporais surge quando cada seqiiéncia individual dos erros for
visto como uma série temporal {(capitulo 3). Os modelos autoregressivos ou os médias
moveis s80 intuitivos quando for possivel associar as correlagBes entre as observagdes
individuais com as distdncias de tempo (defasagens) que separam essas observagbes. Todos
os modelos de séries temporais estaciondrias sfo casos especiais da estrutura autoregressiva
geral, chamada de banded, que tem um pardmetro separado para cada uma das defasagens.

O modelo de efeitos mistos possut a forma estruturada (2.5.5) para L. Essa forma €
bastante flexivel, englobando vérios casos como curvas de crescimento polinomiais e
modelos de regressdo. A forma mais simples é a estruturz simétrica (padrio de
uniformidade), onde Z € um vetor (1,...,1). Nesse modelo assume-se que as medidas tém
varidncia constante e uma correlagBo em comum. Essa forma corresponde a uma forma
simples do modelo componente de varidncia com uma componente de variagio entre
mdividuos e outra dentro dos individuos. A simetria composta aparece em modelos de curva
de crescimento polinomial quando as curvas individuais s3o todas paralelas e diferem
aleatoriamente em elevagio sobre a curva média populacional esperada.

Uma questao que surge quando se trabalha com estruturas de covaridncia €
relacionar o ganho no ajuste com o nimero de pardmetros ® introduzido no modelo. No
exemplo de Jennrich e Schiuchter (1986), 5 dentre 8 possiveis estruturas de covarncia
{com 1 a 13 par@metros) ajustaram bem os dados e levaram a inferéncias essencialmente
indistingtitveis. No exemplo de Rochon e Helms (1989), um AR(1) (com 1 pardmetro)
reproduziu bem uma estrutura de covaridncia geral com 10 parémetros.

Jones (1990} observou que mesmo havendo correlagBo serial das observagdes
individuais, ela pode ser parcialmente confundida com os efeitos aleatbrios individuals. Em
dados reais, muitas vezes, nfo esta claro se ha correlagio serial, efeitos aleatérios ou ambos.

Usando inferéncia baseada na fungdo de verossimilhanga (capitulo 5), ndo € sempre
possivel identificar o modelo correto, especialmente em pequenas amostras. Entretanto, €
importante que algum esforgo seja feito para tentar ajustar um bom modelo ao invés de fazer
suposictes. Isso significa, em geral, tentar modelos com efeitos aleatdrios, com correlagio
serial € com ambos. Podem ser usados critérips como testes de razdo de verossimilhanca
{capitulo 6) e o critério de Akaike (AIC) (Akaike, 1973) que sera apresentado na secdo 4 3.
No exemplo investigado por Jones (1990), os efeitos aleatérios explicaram tanto a
correlagdo serial como a heterogeneidade das varidncias.

Finalmente, a capacidade para modelar a estrutura de covaridncia é um fator
importante na analise em pelo menos dois momentos: no prmetro, quando o interesse
principal for a resposta média esperada (i.e, os parimetros f§), o ajuste de estruturas de
covariancia parcimoniosas podem produzir estimativas mais eficientes para B, especialmente
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com dados altamente n3o balanceados ou incompletos. No segundo, em casos onde a
estrutura de covaridncia € de interesse principal; por exemplo, descrever como as respostas
individuais se desviam da média populacional a0 iongo do tempo. A anélise dos residuos
longitudinais que também dependem da estrutura de covaridncia sera discutida no capitulo 6.
Os testes de razfo de verossimithanga para comparar uma estrutura de covarincia mais
geral com uma estrutura mais simples (um caso especial da estrutura geral), como por
exemplo, comparar & estrutura barded com o AR(1) podem ajudar na escoltha do modelo ¢
serdo discutidos no capitulo 6.

4.3, Efeitos Fixos ou Aleatorios?

Teoricamente a decisdo de tomar um efeito como fixo ou aleatérnio € um problema ja
resolvido. Para ilustrar essa questfio, considere os seguintes exemplos considerados por
Searle ef alii. (1992)

FExemplo 4.3.] variedade de tomates (efeitos fixos)

Considere que um pequeno jardineiro faga um pequeno experimento com 6 pés de
tomate para cada uma das 4 variedades de interesse do jardineiro (no total, 24 pés de
tomate}. A comparagdo entre as 4 variedades é feita em um jardim com 12 m x 8 m. Cada
planta ¢ alocada aleatoriamente em um dos quadrados 2 m x 2 m. Se y, € a produgio de

tomates da plamta § da variedade 1, um modelo possivel sera
Yy TRy, e,

onde 1 € a média geral de tomates produzidos; vy, ¢ o efeito da i-ésima variedade na
produgio dos tomates e &, € 0 erro aleatorio.

A maneira com que os dados foram obtidos sempre Influencia nas inferéncias que
podem ser extraidas dos dados. Por isso descrevemos todo o processc de amostragem
pertinente a esse modelo de efeitos fixos.

1

i

Exemple 4.3.2 médices (efeitos aleatorios)

Suponha gue uma nova forma de insulina injetavel é testada por 15 médicos. E
razoavel tomar os 15 médicos como uma amostra aleatona de uma populago de médicos
que administram injegSes. Se o médico i possuir n, pacientes no ensaio, € a resposta do

paciente j do médico i for v, entdo um modelo possivel sera

ij?
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Yij = u+'¥{ +8ij’

onde € a média geral de resposta 4 insulina; y, ¢ o efeito (aleatdrio) do i-ésimo médico e
g, €0 erro aleatbrio.

Apesar do modelc descrito aqui ter a mesma forma algébrica do exemplo anterior,
algumas das suposi¢Bes basicas sdo diferentes. Nesse exemplo, v, é o efeito no nivel de
agcar no sangue do paciente sob os cuidados do médico 1. Como os médicos foram
escolhidos aleatoriamente dentre uma populagio, o rdtulo i ndo € de interesse particular no
experimento ao contrario do exemplo anterior, onde a variedade de tomate era de interesse
particular do jardineiro. Assim, uma das caracteristicas dos efeitos aleatorios € que eles sio
uttlizados como base para fazer inferéncias sobre a populagio de onde vieram. Portanto, v,
¢ um efeito aleatério.

- Mais precisamente, v, € uma realizagio da variavel aleatona do efeito médico.
Entretanto, como discutiremos no capitulo 5, por conveniénela de notagHo, ignora-se a
distingio entre a variavel aleatdria e o seu valor realizado.

Como y, ¢ uma variavel aleatoria, torna-se necessario atribuir a ela algumas
propriedades de probabilidade Duas suposiges comuns sic: a) os efeitos séo
independentes ¢ identicamente distnibuidos {id); b) eles tém média zero e a mesma variancia;
asstm as duas suposigdes podem ser resumidas como vy, ~ iid (0, c{; }, V1. A Tabela 431
tlustra comparativamente o modelo de efeito aleatdrio descrito nesse exemplo e o de feito

fixo descrito no exemplo anterior.

Fxemplo 4.3.3 récnicos de uma fabrica (efeitos fixos ou aleatérios)

Em uma fabrica, dentre todos os técnicos que cuidam de maquinas, alguns técnicos
5o escolhudos aleatoriamente para um determinado experimento. Tome o modelo:

Yij = p’+’yi +8ij’

onde y_ denota certa medida relativa ao 1-ésimo técnico na j-ésima maquina; y é a média
geral, v, € o efeito do i-ésimo técnico e €, € 0 erro aleatorio. Na situagdo descrita, os efeitos
dos técnicos so tomados como aleatérios, pois os técnicos sfo escolhidos aleatoriamente,
Entretanto, se ao contrario, fosse necessario tomar todos eles € se o objetivo fosse avaliar
diferengas entre técnicos especificos, entio o modelo de efeitos fixos é mais apropriado.

Similarnente, se um experimento envolve centenas de individuos que sio considerados
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como uma amostra aleatéonia de uma populagio, entdo efeitos aleatorios siio apropriados.
Mas se houver poucos individuos, digamos 5.ou 6, e 0 interesse estiver unicamente nesses
individuos, entdo os efeitos individuais deverio ser fixos.

Na pratica, no entanto, a decisdo pela inferfncia condicional (efeitos fixos) ou
marginal {efeitos aleatorivs) ndo € tio imediata, Tome como exemplo o efeito do ano no
estudo da plantagdo de trigo: sera que o efeito dos anos na plantagdo devem ser
considerados fixos ou aleatérios? os anos, por st s0, dificilmente serdo aleatorios, pois
provavelmente considera-se ¢ comunto de anos consecutivos sobre a gual os dados foram
colhidos. Por outro lado, os efeitos dos anos na plantagiio poderiam razoavelmente ser
considerados aleatorios porque estariam sujeitos, talvez, 3 correlagio entre as plantagfes em
anos sucessivos. E claro que se fosse de interesse comparar anos especificos, entdo o
tratamento dos anos como aleatérios nfo seria apropriado (Searle, 1971).

Assim, a decisio entre efeitos fixos e aleatorios também dependerd de fatores como
o contexto dos dados, a maneira com que eles foram coletados, o tipo de inferéncia e 0 meio
de onde eles vieram. Sobre isso, Searle (1971, pp. 382) comenta;

"In endeavoring to decide whether a set of effects is fixed or random, the
context of the dwma, the manner in which they were gathered and the
environmeni from which they came are the derermining factors. In
considering these points the important question is that of inference. are
inferences going 1o be drawn from these data aboul just these levels of the
Jactors? Yes' - then the effect are to be considered as fixed effects. No' -

then (...} the effects are considered as being random.”

Uma solugio ao problema € ou partir do modelo geral para o particular, ou do
particular para ¢ geral. No primeiro caso, uma forma de unificar os dois modelos {efeitos
fixos ¢ eferos aleatOrios) € assumir imcialmente que os efeitos sfio aleatérios. Para esse
modelo, pode-se fazer inferéncias marginais ou incondicionais com respeito & populagio de
efeitos. O modelo de efeitos fixos é obtido fazendo-se inferéncias condicionais nos efeitos
que estio na amostra. Outra forma & fazer ao contrario: considerar os efeitos como fixos em
um modelo condicional, aplicando-se uma estratégia semethante ao modelo de duplo estagio
{2.5.3} para os efeitos aleatérios.

Qutra solugio ¢ estudar detathadamente os fatores citados anteriormente que influem
na escolha do modelo. Logo, a situagdo para o qual um modelo se aplica e as inferéncias

baseadas nele sdo fatores que determinam os efeitos como fixos ou aleatdrios. Quando os
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efeitos forem uma amostra aleatoria de uma populagio de efeitos, e desejando-se fazer
inferéncias sobre essa populacio, entdo eles serdo considerados aleatdrios. Mas, quando as
inferéncias sio limitadas aos efeitos no modelo eles sero considerados como fixos.

Outra forma de responder 4 questfio € verificar as seguintes pergunias; "os efeitos
vém de uma distribuic@o de probabilidade?” e "ha informagio suficiente sobre um fator de
modo gue os niveis desse fator possam ser considerados como uma amosira aleatoria?”
Caso as respostas sejam negativas, os efeitos devem ser considerados como fixos e serio
estimados os niveis desses efeitos, Em caso afirmativo, os efernos serdo aleatdrios ¢ as
componentes de varifacia devido aos efettos aleatdrios serfio estimados; caso seja de
mteresse, pode-se também obter os valores realizados dos efeitos aleatorios.

A tabela seguinte € um resumo ilustrativo e comparativo das caracteristicas entre o
modelo de efeitos fixos e aleatonos:

Tahela 4 3.1 - Caracteristicas dos efeitos fixos e dos efeitos aleatdrios
no modelo univariado y, = u+p, +e;

caracteristica modelo de efeitos fixos modelo de efeitos aleatérios
equacic Y, = R+B +ey v, =ut+B +e,
média de y, E(y,)=pn+B, E(y B)=n+B,
E(y,)=u
B, efeito fixo e desconhecido B, ~iid (0, &})
& e, =y, ~Ely )=y, -(u+B), e~y ~ElyBl=y, ~u+p).
e, ~iid (0, o7) e, ~id (0, o7)

E(e,B) E(e B.)=BE(e)=0 E(e,B)=0

var(y,) var(y,} = o var(y, )= 0, + o,

oy, ¥ ) 2{533 parai=i' ¢ j=}j c,+0., parai=i' e j=j
0,  caso contrario =< o, parai=i'ej=j

0, £aso Contrano

A decisio sobre o tratamento dos efeitos como fixos ou aleatdrios é importante. Em
alguns casos, € possivel haver muita diferenga entre as estimativas dos pardmetros desses
modelos, prncipalmente quando T for pequeno. Por exemplo, Hausman (1978),
comparando o modelo de efeitos fixos com o de efeitos aleatdrios, encontrou resultados
significativamente diferentes na estima¢io de uma equagio de salarios. Ele utilizou uma
amostra de 629 pessocas gue completaram a escola (high schooly. Essas pessoas foram
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seguidas por seis anos através do MIDS (Michigan Income Dynamics Study). Sobre essa
questdo Hsiao (1986, pp. 43) observa:

(...) the question Is why sometimes the fixed-effects and random-effecis
approaches yield vastly different estimates of the common slope coefficients
that are not supposed to vary across individuals. (..} This bring us 10 the
(..} important issue of whether or not the model is properly specified.”

4.4. Critério de Informacio de Akaike

Jones (1990} observou que a correlagio serial das observagdes individuais pode ser
parcialmente confundida com os efeitos aleatorios individuais. Em dados reais, muitas vezes,
ndo esta claro se ha correlacio serial, efeitos aleatdrios ou ambos,

Usando inferéncia baseada na fungio de verossimithanca (a ser descrito no capitulo
3}, nem sempre possivel identificar 0 modelo correto, especialmente em pequenas amostras.
Entretanto, € importante que algum esforgo seja feito para temtar ajustar um bom modelo ao
invés de fazer suposicGes. Isso significa, em geral, tentar modelos com efeitos aleatorios,
com correlagio serial ¢ com ambos. Para isso, podem ser usados testes como a razdo de
verossimithanca (capitulo 6) e critérios de escolha como o de Akatke (AIC) {Akaike, 1973).
Nessa seglio apresentaremos o critério AIC que ndo deve ser confundido com os testes de
hipoteses que serdo apresentados no capitulo 6.

O AIC ¢ baseado na teoria de decisdo e penaliza /= -2lnverossimilhanga pelo
nimero de pardmetros ajustados aos dados (r, ) para evitar excesso de parametrizacio:

AIC=1+2r, (4.4.1)

Calcula-se o AIC para todos os modelos considerados e escothe~se aquele que tiver o menor
valor do AIC. Esse critério tem sido utilizado em virias areas da estatistica por vérios
autores como Bozdogan (1987), Jones (1993) e Wolfinger (1993).

FExemplo 4.4.1 nivel de dcido ldtico

Para ustrar o AIC, considere os cases do modelo de efertos mistos descritos no
exemplo 2.5.6 Dentre ps modelos polinomiais com d-1 < ¢-1 € 6 ¢ m~1 £ 1, ajustados
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atraves do método de méxima verossimithanga (a ser discutido no proximo capitulo), o que
produziu o menor AIC foi o modelo reduzido com ¢-1 =4, d-1 =1 em-1 = |, e erros
AR(1}. A Tabela 44.1 contém os resultados de alguns dos modelos ajustados:

Tabela 4.4.1 - Sumario dos ajustes de modelos do exemplo 2.5.6

modelo o1 1 d-1 | m-1 r i AlC

saturado ) 6 0 16 1047 48 1079.48

& & 1 18 B39 0% 995 08

reduzido ("paraletismo”) 6 0 G It 185513 167513

(com erros independentesy 4 4] 0 8 1035 40 1071 40

4 0 1 10 957 38 98738

reduzido ("paralelismo™) 6 {1 { 11 1055.13 177,13

{com erTos AR(1}) 4 0 0 10 963,97 983,97

4 G 1 11 93236 954,36

reduzido {"paralelismo™) 6 0 g 16 963,95 983,95

{com erres AR(}), mas 4 4] 4] g 965,37 981,37
sem efeitos aleatorios)

reduzido 5 i i 12 962 02 G865 02

{com erros independentes) 4 i i 11 962 55 984 55

4 2 1 12 9] .66 985,66

reduzido 5 i 1 13 925,54 951,54

(com erros AR 4 i i 12 927 06 951,06

4 2 1 13 926 19 95219

c-1 € o grau do polinfmio ajustado, » representa o mimers de pardmetros estimados, 7 € o valor de
~2 Inverossimithanea e AIC ¢ o critério de informacio de Akaike: AIC =/ + 2 1.

Os resultados dos ajustes dos modelos reduzidos com erros AR(1) estdo ilustrados a
segu,

=k
o

T
&J.
1

/ —+— AIC=954,36
; O AlC=951,08
; A AIC=852,18
i } X media 1

nivel de cide Hatico

o b W ot N o D

L) 10 20 30 40 8o &0
temnpo {minutos)

Fig 4 1.1 - grdfico dos perfis ajustados para o grupo 1
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Fig. 4.1.2 - grafico dos perfis ajustados para o grupo 2

Os detathes de caleulos e analises desse conjunto de dados serdo discutidos no
capitulo 7. Um aspecto a ser considerado ¢ que a modelagem direta dos dados
possivelmente € prejudicada por causa da heterogeneidade das varidncias que pode ser
percebida nas Figuras 1.2.3 e 1.2.4 {onde a vanancia inicial € pequena se comparada com 0s

Outros instantes).

O AIC tem sido criticado em analise de séries temporais por ndo ser um estimador
consistente, por exemplo, se um modelo autoregressivo temn ordem verdadeira p, ¢ o
numero de observagles na sénie for para o infintto, o AJC nem sempre escolherd p,, mas um
valor maior, sendo que algumas vezes ele escolhe uma ordem muito grande.

Por isso existem modificagdes como o SC (4 4.2) sugerida por Schwarz (1378) e o
CAIC (4.4.3) proposto por Bozdogan (1987). As modificacbes em geral tém a forma

I+f(mr)y, (4.4.3)

onde f ¢ uma fungio de penalidade.
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Por exemplo, os critérios mais comuns sio.

AIC=1+2r
HQC =1+ In(In(m))2r, (4.4.2)
SC=l+(Inn)r, (4.4.3)
CAIC =I+{l+Inny, (4.4.4)

onde # & o nimero total de observagdes em todos os individuos. O SC tem uma penalidade
crescente para 7, comparada ao AIC. O CAIC, chamado de AIC Consistente, possui uma
penalidade higeiramente maior. Assim, os critérios (4.4.1) ao (4.4 4) estio apresentados em
ordem crescente de penalidade ou seja, ordem crescente na preferéncia de parciménia como
esta dustrado no exemplo 4.4.2..

Outra forma de contornar as criticas € modificar ligeiramente o criténio de decisio
através do AIC (Jones 1990). Como o AJIC ndo € utilizado como um critério absoluto, a
escotha pelo modelo pode ser feita denire os competitivos. Por exemplo, todos os modelos
que possuitem o AIC dentro de 2 umidades do menor AIC encontrado podem ser
considerados como competitivos.

Quira alternativa de interpretagdo dos contrastes entre os vanos critérios de selegio
do modelo utiiza argumentos Bayesianos (Poskitt e Tremayne, 1987). Nio serdo discutidos
detathes tedricos, mas apenas serdo apresentados os resultados principais. Utilizando o
eritério AIC, por exemplo, tome a guantidade

R= exp{m% [MC(’] ) AIC(?‘)}},

onde AIC(r) e AIC{r,) denotam os critérios AIC para modelos com r e 7, parametros,
respectivamente. Considere que 0 modelo com », parBmetros tenha 0 menor AIC e que o
modelo com r seja um candidato. Poskitt e Tremayne (1987) discute que os modelos com

1<€R<\/I—O'

sio modelos competitivos com o modelo que possul 0 menor AIC. O conjunto de modelos
competitivos formam um portfolio dos modelos. Como itlustrag@o das comparagdes entre 0s

critérios, considere o exemplo 4.4.2,
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Exemplo 4.4.2 comparagdo entre os critérios

O comunto de dados da secdo 1.2 contém 36 ratos com 214 observagbes {38
consideradas perdidas). A partir da Tabela 4.4 1, tomando-se os 4 menores valores do AIC,
obtém-se os seguintes resultados:

Tabela 4.4.2 - Comparacio entre os criténos de escotha

/ r AIC HQC SC CAIC
93236 11 954,36 969,32 991,38 1002,38
925 54 13 951 54 969,22 995 29 100829
927 06 12 951,06 967,38 991,45 1003,45
976.19 13 952 19 969,87 995,94 1008,94

Os critérios estdo em ordem crescente na preferéncia de parcimonia (do que penaliza
menos ac que tem maior penalidade). o AIC escolhe o modelo que possut entre 12 e 13
pardmetros; 0 HQC escolhe ¢ modele com 12 pardmetros, ¢ SC o modelo entre 11 ¢ 12
parimetros e 0 CAIC escolhe o modelo com 11 pardmetros.

Para ilustrar o portfolio, tome da Tabela 4 4.2 o modelo com menor AIC (r, = 12)
como referéncia, e como candidato o modelo com AIC = 951,54, Assim, caleulando-se a
quantidade

R =exp{—1 [951,06-951,54]},
obtemos W = 127 < /10, indicando que os modelos sdo competitivos. A Tabela 4 4.3
Hlustra o resultado do portfolio, nesse critério, os modelos com AIC dentro de 2,3 unidades

do modelo com menor AIC podem ser considerados como competitivos.

Tabela 4 4.3 - Portfolio dos modelos

/ r AIC R J1e
932 36 11 954,36 5,21 >
G35 54 13 951 34 1,27 <
927.06 12 951,06 1 <
924 19 13 932,19 1,76 <
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Estimacio

8.1. Introducio

Este capitulo apresenta alguns métodos e algoritmos de estimagdo de pardmetros dos
modelos de efeitos aleatorios apresentados no capitulo 2. Viu-se que esse modelo possul
uma estrutura de covaridncia flexivel, podendo assumir varias formas e também ser aplicado
em delineamentos nio balanceados ou com tamanhos amostrals pequenos.

Os métodos de estimagio s80 técmcas estatisticas Gteis na modelagem dos dados.-
Eles podem ser baseados, por exemplo, em verossimilhanga ou em critérios como o8
minimos quadrados. Para um conjunto de dados, a andlise depende das suposi¢des do
modelo, entre outros, o tipo de efeitos (fixos ou aleatdrios), a estrutura de covaridncia e
suposigdes sobre a distnibuigio dos dades. Basicamente, a abordagem adotada nesse
trabalho ¢ a inferéncia classica, embora a abordagem Bayesiana permita fazer interpretagdes
e justificativas interessantes {e.g , Harville, 1976; Laird e Ware, 1982 ¢ Robinson, 1991) As
relacdes entre ambas abordagens serdo, eventualmente, citadas no trabalho, mas nao
exploradas.

Os estimadores de ANOVA nio serfo tratados detalhadamente nesse trabalho, mas
uma breve introdugdo sera dada a seguir. Um breve histérico € comentdr;os sobre esses
estimadores podem ser encontrados em Searle ef alif. (1992, cap. 2). Os métodos de
estimagio via ANOVA foram largamente desenvolvidos e utilizados pelo menos até a
década de 70 Basicamente, ¢ nome ANOVA ¢ dado ao métedo que estima as componentes -
de wvaridncia equacionando-se as somas de quadrados de seus valores esperados.
Rigorosamente esta sé ocorre se o conjunto de dados for balanceado, quando as somas de
quadrados formam um conjunto Gnico de equagdes, o que ndo ¢ verdade no caso ndo
balanceado. Quando isto ocorre, encontram-se na hteratura diversas variagdes de ANOVA,
como por exemplo, os trés métodos de Henderson (Searle ef a/ii, 1992, pp. 38} para dados
nio balanceados que s3o conhecidos como métodos 1, I e Il Uma caracteristica comum a
qualquer estimador ANOVA ¢ que ele sempre sera ndo viciado. Para dados balanceados, 0s
estimadores ANQOVA, dentro de uma classe de fungdes quadraticas das observagses que sdo

estimadores ndo viciados das componentes de varidncia, tém minima varidncia {Searle ef
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aliv., 1992, pp. 129} Em owtras palavras, os estimadores ANOVA sio BQUE (Best
Quadratic  Unblased Estimators). Adicionando-se a suposigio de normalidade, os
estimadores ANOVA serio BUE (Best Unbiased estimarors). Em conteaste com dados
balanceados, no caso ndo balanceado ndo existe um estimador que seja BUE. Ha algumas
variagGes do método ANOVA para dados n3o balanceados mas nenhuma resolveu
completamente os problemas {algumas modificagbes podem ser encontradas em Searle ef
alii., 1992, pp. 130, bem como um estudo detathado desse assunto, pp. 168).

Apesar dos varios desenvolvimentos dos estimadores ANOVA, o método continuou
com suas principais deficiéncias: negatividade {possibilidade em estimar valores negativos
para as varidncias), falta de propriedades distribucionais (principalmente no caso ndo
balanceado, o estudo dessas propriedades se torna complicado) e falta de um meio pratico
para comparar as diferentes aplicag@es da metodologia ANOVA. Em face desses problemas,
desenvolveram-se métodos alternativos como a maxima verossimithanga para a estimagio no
modelo componente de variancias. i

Os métodos baseados em verossimilhanga, que serdo discutidos nas se¢bes 52.1 ¢
5.2.2, requerem suposigdes sobre a distribuigio dos dados. Sob a suposigdo de normalidade
nos dados observados, serio apresentadas as técnicas de estimagio de Maxima
Verossimithanga (MV) e de Miéxima Verossimilhanga Restringida (MVRe), também
conhecida como maxima verossimithanga modificada, marginal ou residual. Harville (1977)
considerou a estimacgio via méama verossimithanga. Uma desvantagem dessa abordagem é
que, com dados balanceados, suas estimativas ndo levam em consideracdo os graus de
hberdade perdidos na estima¢io do efeito fixe, resultando em estimagio viciada e diferindo
dos estimadores de ANOVA {que sio BQUE e, caso haja normalidade, sfo BUE). Uma
alternativa € a modificagio da MV sugerida por Paiterson e Thompson (1971}, a EMVRe.
Nessa modificagio, a fungio de verossimilhanga € fatorada em duas partes, uma parte €
totalmente livre dos parAmetros de locacBo (os efeitos fixos) & quando otimizada produz os
estimadores MVRE. Efetivamente, esse método maximiza a verossimilhanga em certas
combinacbes lineares dos dados (restrigDes). Nessa metodologia, as solugles das equagBes
de verossimithan¢a para dados balanceados s3o idénticas aos estimadores ANOVA. Além
disso, ao contranoe da MV, ela considera os graus de liberdade associados aos efeitos fixos.

No caso mais geral, onde cada observacio é considerada pertencente 4 familia
exponencial, podera ser utilizada a analise via Equagbes Generalizadas de Estimacio (GEE)
proposta por Liang e Zeger (1986). Esse método ¢ uma abordagem de estimagio através do
modelo Hnear generalizado (GLM), onde nfio é necessario especificar completamente a
distribuicdo conjunta das observagdes individuais. Especifica-se somente a verossimilhanca

para as distribuigdes marginais e uma matriz de correlagfo individual, chamada de working
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correlation matrix. Essa abordagem permite modelar tanto dados continuos como discretos
dentro da formulagio de familia exponencial, podendo ser utilizada em dados de resposta
binaria e Poigson. Apesar dessa generalidade, trataremos apenas dos casos de normalidade e
de especificagdo somente da meédia e varidncia da observagZo Neste Gltimo, a estimacio
resulta em quase-verossimithanga, Com normalidade, as GEE se reduzem a equagio de
gscore de maxima verossimithanga apenas no caso de haver dados completos com matriz de
correlacio ndo estruturada.

Particularmente, a aplicaciio dos métodos de estimagdo do modelo de efeitos
aleatorios wviabiliza, enire outros objetivos de inferéncia, a predicio e a andlise das
componentes de vanidncia. O problema de estimar ou predizer um dado futuro sob esse
modelo pode ser formulado como um problema de estimar uma combinacio linear dos
efeitos fixos e aleatérios (Harville, 1977). O estimador que sera considerado é chamado de
BLUP (Besr Linear Unbiased Prediction), porque, dentre todos os estimadores lineares
ndc-viciados, possuil O menor erro qﬁadrético médio. Na seclo seguinte, 1.1, discutiremos
brevemente sobre a terminologia "predigo” utilizada para designar a "estimagio” do efeito
aleatorio. A expressdo “"estimacdo dos parimetros” empregada nesse trabatho deve ser
entendida de forma genérica, considerando-se a discussi0a ser apresentada.

Henderson {1950, citado por Robinson, 1991} obteve estimadores para os efeitos
fixos e aleatérios sob suposicBo de normalidade dos dados utilizando a fungho de
"verossimilhanga" conjunta {5.2.1.20). Como sera discutido, essa funglo, que € otimizada
com respeito aos parametros do modelo, nfo é de fato uma fungdo de verossimithanga.
Entretanto, a combinag3o linear desses estimadores ¢ o BLUP (Henderson, 1963, citado por
Robinson, 1991). Uma extensfo do teorema de Gauss-Markov foi apresentada por Harville
{1976) para incluir a estimaglo dos efeitos aleatdnios. Como serd visto na se¢do 5.2 .4, esse
resultado € um pouco mais geral do que o resultado de Henderson.

Os métodos baseados em minimos quadrados foram considerados por autores como
Harvey (1978), Dielman (1989, pp. 49) e Hsiao (1986, pp. 34). Essa abordagem ndo sera
tratada nesse trabalho Outra classe de estimadores, conhecidos como estimadores
MINQUE (minimur-norm quadratic wnbiased eguation) obtidos por Rao (1973, pp. 303)
também ndo serdo considerados. O MINQUE resultou da preocupagio em se desenvolver
estimadores para as componentes de varidncia que fossem nfo viciadas de minima norma
quadratica, uma idéia analoga aos estimadores BLUE da média em modelos lineares. Em
termos gerais, 0s estimadores resultantes tém uma varidncia generalizada minimizada e sdo
estimadores ndo viciados. A estimagio MINQUE nio requer propriedades de distribuigio
dos efeitos aleatorios ou dos dados, nem requer calculos iterativos para obter as estimativas
{os estimadores sfo solugbes de equagbes lineares). Entretanto, os estimadores obtidos pelo
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MINQUE sdo fungdes de valores a priori, utilizadas em lugar das componentes de variancia
no proprio procedimento de estimag3o. Assim, a propriedade minimal se aplica apenas a
esses valores a priori, ¢ que constitui de certo modo uma deficiéncia do método. Uma
consequéncia disso € a partir de um mesmo conjunto de dados e ajustando-se o mesmo
modelo, se N diferentes pessoas escolherem cada um seu propno conjunto a priont de
valores, cada um produzira N diferentes conjuntos de estimadores, embora os estimadores
sejam ndo viciados, independentemente dos valores a priorl.

Em geral, as equagdes de estimagdo de maxima verossimithanga n3o produzem
expressdes explicitas para os estimadores. A maximizagdo da verossimithanga, em varios
métodos, é realizada iterativamente, consistindo essencialmente de dois passos. No primeiro,
estima-se os efeitos do modelo com um valor fixado para o comjunto de pardimetros da
matriz de covariancia. Na mucializagio do algoritmo iterativo, esse valor pode ser arbitrario,
por exemplo, a matriz identidade. No segundo passo, estima-se os par@metros da matriz de
covaridncia com base nas estimativas do primeiro passo. Assim, os novos valores estimados
sdo utilizados no primeiro passo para dar continuidade ao algoritmo. Para a construgdo
desses passos € wmportante estudar os algoritmos de estimag8o gue s3o procedimentos
destinados ao calculo numérico das estimativas dos parametros. Entre os algoritmos
considerados estdo o algontmo EM (apéndice A), o método de Newton-Raphson, o scoring
e o filtro de Kalman (apéndice B). A aplicaglio dos algoritmos de estimagdo para o modelo
de efeitos aleatosios serd apresentada na segdo 5.3

O algoritme EM, descrito no Apéndice A, ¢ util quando ha dados perdidos.
Entretanto, ele recebe algumas criticas, por exemplo, quando se utiliza uma estrutura de
correlacio temporal nos erros. O metodo de Newion e o Scoring sdo alternativas para
contornar essas criticas. O filtro de Kalman é uma opgfo atrativa pois suporta dados com
estrutura ndo balanceada, permite o calculo da verossimilhanga exata, generaliza situagdes
onde a verossimithanca n3o pode ser expressa em uma forma fechada e é numericamente
rapido, mesmo gue haja um ntmero grande de observagfes em alguns dos individuos
{Harvey, 1978; Jones ¢ Boateng, 1991}
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5.1.1. Terminologia

Os "estimadores” dos efeitos aleatorios, em geral, s8o chamades de preditores,
enquanto que os dos efeitos fixos sio estimadores. Autores como Henderson (1984, p. 37)
citado por Robinson (1991) expressaram dividas a respeito do uso indiscriminado dessa
terminologia:

“Which is the more logical concept, prediction of a random variable or
estimation of the realized value of a random variabie? If we have an animal
already born, it seems reasonable to describe the evaluation of its breeding
value as an estimation problem. On the other hand, if we are interested in
evaluating the potential breeding value of a mating between two potential
parents, this would be a problem in prediction. If we are interested in future

records, the problem is clearly one of prediction”.

O uso do termo "preditor” pode ser inadequado, por exemplo, em casos onde o
objeto a ser estimado ja tenha ocorrido. Também € inadequado em casos onde o valor
presente ndo € relevante para realizagdes futuras, ndo sendo, portanto, de interesse.

De forma geral, costuma-se "estimar” efeitos quando sio considerados fixos, e
"predizer” quando aleatorios. Alguns autores preferem usar termos como "estimativa de um
valor realizado” ou simplesmente "estimativa”. Por simplicidade, a expressio "estimacio dos
parimetros” empregada nesse trabalho deve ser entendida de forma genérica, considerando-

se a discussio apresentada nessa subsegao.

5.2. Métodos de Estimacio

Nessa segdo serfie considerados os métodos baseados na verossimilhanga (MV e
MVRe), o BLUP e o GEE. Em contraste acs métodos ANOVA, MINQUE e BLUP que
ndo requerem suposi¢des sobre a distribuicko dos dados, os métodos baseados em
verassimithanga, que serfio discutidos nas segbes 5.2.1 € 5.2.2, requerem essas suposigdes;
nesse trabatho, assumiremos a normalidade nos dados, No método via GEE nfio € necessario
especificar completamente a distribuigio conjunta das observagdes individuais. Especifica-se
somente a verossimilhanga para as distribuigSes marginais e uma matriz de correlagio
mdividual {working correlation matrix). Apesar da generalidade desse método, trataremos
apenas dos casos de normalidade e de especificacio somente da média e varidncia da

observagio.
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5.2.1. Estimador de Maxima Verossimilhanca

8.2.La, Verossimilhanca Marginal
Reconsidere o modelo de efeitos aleatorios apresentado na segio 2.5, 1. e,
y, =XB+Zb +e, (3211
onde g, ~ N{C, Qi‘); b, ~ N(O,mi;n) .com b, e g njo correlacionados, X, € a matriz T xa

gAY
de delineamento do individuo i, P € o vetor dos par@metros fixos, Z, € a matriz T xm de

delineamento mndividual para o vetor de efeitos aleatérios (ndo observaveis) b,

Portantc 0s vetores mdividuais vy, t+ = 1, ., n, tém distnbui¢des normais

multivariadas independentes, ou seja,

y, ~ NID(XB,£,), (5.2.1.2).

onde
L =varly )= 2ZTZ/ +Q (521.3)

Denote por @ o vetor f x 1 de par@metros das matrizes I ¢ Q,, ie,
8 = {';f el e w E.Qi} e considere o vetor de pardmetros 8" = {E',h;,---,b;,@j}.
A fungio de densidade marginal de y_ (5.2.1.2) ¢

f(y,.0,.p) = 273 | exp{wgq (B;E-l)}:

=@y T exp{—%—Qi B.%, }}, (52.1.4)

onde

QMBE)=(y ~XBYI (y,~XB) (5.2.15)
A fungio de verossimilhanga é dada por
L©@,.By,. y) =] L. f(v:0,.B). (5.2.16)
Assim,

2':.—2 in{verossimilhanga) = -ZIH{L(Q. By, 3= *Zln{nlt f{y,:0, ,B)} =
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=23 Inf(y;8,.B) =3 Tin2r+3 InZ[+3  QIB.I).

Portanto,

/= Tln27r+z;ln|2i[+Zi__IQi(B,EI.), (5.2.1.7)

onde T= ZT} T ¢ o namerc total de observacles em todos os individuos.

Note que, na funglo (5.2.1.7), o efeito aleatdrio aparece apenas através de L. O
modelo pode, entdo, ser escrito na forma do modelo componente de erro

y, =XBtv, (5.2.1.8)

onde v. = Z b +¢e. €0 termo aleatério. -

Uma forma de minimizar {(5.2.1.7) em fungio dos pardmetros € calcular as solugdes
das equagdes de maxima verossimithanga determinadas por:

3
{a} desenvolver o e fazer éji = () {5.2.1.9a)
813 GBF {5:{5 e @1,-:@,

& A
{b} desenvolver g((i;m e fazer o

' H

=0, (5.2.1.9b)

frf e @26

onde é £ (:)J sa0 0s estimadores de MV (EMV).

Assim, desenvolvendo-se (5.2.1.9.a) obtemos

/
G Xy - XP), {5.2.19.0)
op
X}“ YE
onde TX =Ly el T%sz diag(X ---Z ), e T= z”’f
X, | Y
Fazendo-se a =0, obtemos 0 EMV de §:
0 f=f ¢ & =8,
B=(XEX)' X2y (5.2.1.10)
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Deve-se observar que as solugfes é € (;)[. das equagbes {53.2.19.a) ¢ (5.2.1.9.b) ndo
s necessariamente o5 estimadores de méxima verossimithanga de § e @, mas sdo possiveis
candidatos. Para verificar se f§ e (:)., sdo 0s estimadores de MV (EMV) de § ¢ 8,
respectivarmente, € preciso checar as derivadas segundas da fungio de verossimilhanga (que,
como serd visto pa secdo 5.3.2, formam uma matriz chamada de Hessiana), e também
checar a fungio nas fronteiras do espago paramétrico & (e g, no modelo componente de
varidncias, os EMV de ¢ e 67 devem satisfazer as condigdes o) >0 ¢ o7 20). Como em
geral as equagoes de maxima verossimithanca nfo produzem solugbes fechadas, tanto as
solugbes B e @ como g verificacdo da otimalidade sfo feitas numericamente através de
algoritmos de calculo a serem discutidos € apresentadas na se¢do 5.3. Considerando-se essas
obgervages, assumiremos a seguir que as solugdes B = @ sejam 0s EMV de B e ©

respectfivamente,

"

Dado O,
definida por (5.2.1.10). O termo egua¢des normais relaciona-se a teoria dos minimos

a estimativa de B que minimiza / é a solugho das equwagdes normais

3

quadrados que utiliza projegles ortogonais na construgio das equagles. O estimador
(5.2.1.10) é v estimador de minimos quadrados ponderados quando a matriz de covaridncia
dog erros na regressio linear € i; {Jones, 1993, pp. 33).

Para se obter &, através de (5.2.1.9.b), considere a seguinte ilustrago:
Exemplo 3.2.1 estrutura de varidncia conhecida

Jones (1993, pp. 32) considera o casoc onde ha uma componente de variagic o
comum aos efeitos aleatorios, Le, I=0"B e {, =0’W,, com B ¢ W, conhecidos. Assim,
L =c'(ZBZ +W)=06'G, e@=0¢"

A funglio /= -2 In (Verossimilhanga) ¢ dada por (5.2.1.7):

1= ITn2m + WE,| + (v,~ XBYL (v, - XB)]=
=" [T in2n + Injo”G | + o™ (y,~XBYG(y, ~XB)]=

=Ti2n +3. [lle’G| + oy, ~XBYG) (y, - X$)]
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onde T= Z T & o numero total de observagdes em todos os individuos. Como o

multiplica mdos os elementos da matriz G,, entdio [6°G |=0” |G| Logo, In lo° G| =
lme® G =T In¢® +1n|G | Entio

[=Th2r + Inc® + 37 |G| + o7(y, ~XBYG(y,-XB)] (5.2111)

-

of
Diferenciando-se / com respeito a o e fazendo
G’G B=p ¢ g*=8°

= obtemos

"y ~XBYG(y - XD
6332---1(’" ‘B% O XD (52.1.12)

A estimativa de [ nesse exemplo tem a forma

B=" XGX)'(E XGly,) (5.2.1.13)

. &l . o
Genericamente, desenvolvendo-se o para (5.2.1.7), temos a seguinte expressio

para cada elemento ¢, €@

of “Z ( F‘Z ) sy —XBYE ;gjs 2 (v, -~ Xp). (5.2.1.14)

i
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5.2.1.b. "Verossimithanca” Condicional

Do exemplo 5.2.1, observa-se que o EMV para ¢® nfio leva em consideragiioc os
graus de liberdade perdidos na estimagao de [3, incorporando um certo vicio ao estimador de
3. Uma alternativa de estimagfo para contornar esse problema serd abordada na proxima
5ecio.

A fungio (5.1.2.7) n3o permite achar diretamente uma expressio para 51., que € util
para fazer predigbes para ¢ i-¢simo individuo, 1.e.,

¥y, =XB+ZDb,. (5.2.1.15)

E possivel reescrever a fung@o de verossimilhanga de modo que o efeito aleatdrio
- esteja explicito (Robinson, 1991). Por simplicidade, assuma que I seja matriz ndo-singular,
- A densidade conjunta de y, e b, pode ser expressa como

£(y,,b,;:0,.8) = (b ;T (y,b,,Q,.0), (5.2.1.16)

onde a distribuigio condicional de y, dado b, ¢ N (X B+ZDb

P

£2 ), com densidade
f(y,b,;Q,,B) = 1270, [ eXp{«%Q,- (B,bl,ﬁl_)}, (52.1.17)

sendo Q,(B,b,, Q) = {y, - Xp-2Zp, )!Q;.l (y,~%XB-Zb,),

"¢ a distribuigio marginal de b, ¢ N_(0,I"}, com densidade

f(b, . T)= ]2aI7? exp{—%b;r”bi} (52.1.18)

Logo, substituindo-se (5.2.1.17) e (5.2.1.18) em (5.2.1.16), a densidade conjunta de
¥, e b, pode ser escrita como

f(y, b0 B)y= 220 [ |2nl T exp{“%[(}i (B,b‘,Qi)+b;I”""b]}}, (5.2.1.19)

e a funcio de "verossimithanga” conjunta € expressa como -

L®,.B,by,. -y, =] L. f(v.b:0 B) (5.2.1.20)
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Assim,

f= -2 {H{L(@x ‘B’bi ,y} e -.,};n)} e} IH{HQI f(yi;(%)iaﬁ!b,‘ )} =
= 3" {Inj2aT]+nj2n0 1+Q,(B.b,, Q) +bT b } =
= 3" {min2n+IT|+Th2n+InQ [+Q (B,b,, Q) +bT b } =

=(m-m+Din2n+ 3. {IT+0Q1+Q,(B,b,,2)+bT b} (52121)

Deve-se observar que a fungio de "verossimithanga” conjunta de y e b (521 20) nfio
é de fato uma verossimithanca no sentido usual, pois os efeitos aleatorios b sdo variavels
aleatorias ndo observaveis (Henderson, 1973, pp. 16, citado por Robinson, 1991). E
possivel justificar seu uso em termos de distdncia entre duas distribuigdes (Maritz e Lwin,
1989, p. 212). Em particular, o critério Kullback-Leibler pode ser empregado. Assim, a
distdncia entre duas distribuigdes empiricas de y, e b, € minimizado se Z; Inf(b;I') for
mnimizado. Podemos considerar b como o "ponto” intermedibrio entre a distribuigio
empirica dos y, e a distribuigio tedrica dos b, Entdo podemos considerar que a distincia
total entre a distribuigho empirica dos y, e a distnbuigio tedrica dos b, € minimizada

quando minimiza-se a expressio’
7 Inf(y [b,Q B+ Inf(b;T), (5.2.122)

que € o logaritmo da expressio (3.2.1.20),

Para mimmizar / em fungdo de B, b, e @, pode-se:

of _

(a} desenvolver T & fazer a =0, {52123 a)
0 ap ffl | byohy e @,=8,

(b} desenvolver o ¢ fazer o =0, (52.123b)
‘Sbs Hp=f, b,=b ¢ 8,28,

e} “\}

{c) desenvolver s e fazer — ={; (5.2.1.23.¢)

wi §®i B=f, bﬁf),- e 5:'5,.——{:)i

Assim,

gg = _22; X0 (y, - XB-Zb,).
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i

{
Fazendo-se — = {, temos
‘ B»ﬁ . b[""%! 4 E';’-i;'.é‘

3 Xy, - XB-Zb)=0=

XX Bz )= xOly, (5.2.1.24)
8  8Q(Bb.0Y HT b, ) .
. & S T D= A7 Yy — X B-Zb)+2Th
&i a}l abl L 1 (yl 16 ] I) 1
Fazendo-se —65« =0, temos

Tl peft, bieb, e B8,
%, =20 (y, - XB-2Zb,) =
(F+2:072)b, = 20 (v, - X B) =
ZGOX (P +Z007)b, =220y, = (5.2.125a)

b =( +2:072y 28 (v, - X,B) (5.2.1256)

As equagdes (5.2.124) e (5.2.1.25 a) sdo chamadas de equagdes simultaneas e podem ser

representadas matricialmente!: os estimadores [% ¢ b sio as solugdes do sistema
X0 x0'z gl [xo
X B LSRR (52.126)
7' T+ zZ:Q0'Z b 2y
XI

mde%{;: : er%:dxag(ﬂ]mﬂn),
X

i

A partir dessas equaghes, pode-se obter expressGes fechadas para fg e 6!. em fungio

de ©,, como serd mostrado a seguir.

tEmbora a notagio totalmente matricial facilite o manuseio das formuylas, optou-se pela representagio via
matrizes individuais para destacar a patureza individual dos efeitos aleatdrios e a independéncia entre o8
mndividuos.
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Desenvolvendo-se a equagio (5.2.1.24) utilizando (5.2.1 25 b), temos:

> XQXP+ T XOZh, =3 Xy, =
= T (XOIXP)+ X Xz (7 20"2) 200y, - X =20 XAy,
= 30 X0 -Gz 202 ) 28 Jxp=
=3 X[ -0z vz 2y 20y,

A partir de fli e I é natural fazer fl! = Zif“Z: +§A25, Pela algebra de matrizes (Mardia et alii. |
1979, p.459), s i,- = .Zjl:Z; +f2i., entdo

=Q -0z (202 T 20 - (5.2.1.27)

Logo,

SCXEXB=Y XEy = =G0 XEX)G XEy)
Pode-se symplificar a expressdo (5.2.1.25.b), utilizando o fato de gue o termo
(I 4+ Z:€1Z ¥ pode ser escrito como
I-fz(zlfz:+Oy'zh=7-1zz 'z
Assim,
b= -Tz8 zDz0 y, - Xy = T2 -T2E 2120 Wy - X ).
Como &, =ZIZ!+£2, multiplicando-se os termos da igualdade por Q' temos:

SO =220+ Q0 = 2126 = S0 -1

Logo,

-~

Bi = [fZ:ﬁ“} F (i f)]‘t - I)}(yl . Xié) = fz:i1_!(yi - X!é)’
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Portante, as expressdes para § e b, em funcdo de ®, podem ser expressas por:

p=(X" XEX)'(E XE ) (5.2.128)
&
b, =FZE (v, - X ). (5.2.1.29)

Alguns autores (Laird e Ware, 1982, Rao, 1975; Rosenberg, 1973) chamam o
estimador 51 de Bayes Empirico de b, quando se considera éj como valor verdadeiro. Sem
aprofundarmos na abordagem Bayesiana, o estimador Bayes Empirico conta com a
existéncia de uma distribuigio a priori de b, em particular N(OI'), € tem a forma

E(bJy,.B.6,).

7 A3
Resta desenvolver jf;— e fazer L{ =0,
E%)i aﬁi B:-ﬁ, b,-zl‘éi < @l-:-é-‘

Como ®, ={y el e 0 e | temos

=4 a S ér ar _
—=p T ‘—)4—‘0’.1“}“1“”%3 \ {5.2.1.30)
éy Z]-‘-‘-] [ aY 1 éy B .

! T - ]
0 zz__tr[gg-lm;?l)ﬁ,ufg:‘ _(E._Q_LQT'Iu. (5.2.131)
1=1 3

o S Y

onde u =(y, ~XB-Zb,}.

Vimos que, condicionado a (:),., temos solugBes analiticas fechadas para estimar 8.
Este fato sugere a utilizagio de um método iterativo para encontrar os EMV dos parimetros
do modelo. Numernicamente, a otimizacio de / em funcio dos parametros € iterativa. Cada
iterag3o consiste, essencialmente, de dois passos. No primeiro, estima-se os efeitos do
modelo em fungdio de um conjunte @, fixo (calculada em um estagio anterior da eracio);
este passo € dado por (521.23.a) O segundo passo, dado por (5.2.1.23.c} ou por
(5.2.1.30) e (5.2.1.31), & equivalente & maximizacdo da verossimithanca condicionada as
ultimas estimativas de 3 ¢ b. Assim, no segundo passo, os valores de @, sdo estimados em
funclo das estimativas obtidas no primeiro passo. Tais valores sdo aplicados no primeiro
passo e assim repete-se o algoritmo. Os detalhes sobre algoritmos baseados em
verossimilhanga serfio discutidos na segfio 5.3. Entre os algoritmos que serfc estudados
estiio o algoritmo EM, o scoring, o método de Newton-Raphson e o filtro de Kalman.
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5.2.1.c. Propriedades dos Estimadores de MV

Quando ©, € conhecido, pode-se obter com facilidade as respectivas varidncias de B
e b, que sio fungbes lineares de .

var(B) = varl(37 X2 (T Xz )] =
=30 XYY [XE var(y )IX (3 xE7X) 7 =
= (X XIX)' T [XExX T xEIX)"

Portanto,

var(f)= (3 XE'X )" (5.2.1.32)

var(lsi) = var[szzﬁl"(yl mxié)] =7Z%” var{yi. - xﬁ]z;‘*zir =
= I—Z;Z.‘"i[vaf(yi)%-var(Xﬁ)wcov(yi,Xiﬁ)—cov(yi,Xié)’]Ei“iZir,
Desenvolvendo a covandncia para & conhecido, obtemos:
cov(y, X B) = cov[yj.,xi(zziXgE;in)'}(Z;X[E‘i‘yl)} -
- cov{y.,,xi var(é)(z‘_ﬂx;zjyi)} = covly,, X, var()Xxly, | =
= covly,,y, JEIX, var(B)X! = LE7X, var(B)X! = X, var(B)X.
Logo,
var(h,) = rz;:s:;*[z., +X, var(B)X! - X, var(B)X! ~ X, vm(é)x;]z;‘z;r =
= TZ'S L3 2T -TZ/2 X, var(B)X/E 'ZT .
Portanto,

var(h,) = IZ)[%] - /X var )X 2 |20 (5.2.1.33)

Para avaliar quio bom ¢ o estimador b, de b, deve-se utilizar a variagio em b, - b,
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var(b, - b ) =var(b,) + var(b } - cov(b ,b } - cow(b,,b.),

onde

cov(b,.b,) = cov|TZ%, "y, =X ).b, | = TZZ,” cov|(5, - X )b, | =
=25, [con(y, b,) - cov(X f.b,)] =
=rzx’ jcov(XiB +Zb +g,, bi)ucov('Xivar(é)X',-’E;‘yl,bi )] =

=TZ, ' [ZT - Xvar(B)XE; covly, b,)] =

=TZZ|ZT - X var(@)XEZ T | = var(h)

Portanto, a variagio em b, - b, ¢ dada por
var(b, - b ) =T - var(b,) (5.2.134)

Quando as matrizes de covaridneia forem desconhecidas, mas dispondo-se de 0, as
estimativas para var(é) & var(f)l) podem ser obtidas substituindo-se & por © nas equagdes
{5.2.1.32y a (5.2.1.34). Essas matrizes de covaridncia estimadas podem ser usadas em testes
de hipoteses e intervalos de confianga que serfio discutidos no préxmo capitulo.

Quando n —» o, a matriz vér(é) = {Zn} X:i;‘ixi )" converge em probabilidade para
var(B), i.e., var(B)—5—var(B}, ¢ a distribuigéo de B converge a distribuigdo Normal com
parimetros B ¢ var(ﬁ) ie., fiwua» N{(B, var{B}). Em outras palavras, 0s testes e intervalos
de conflanga para B em grandes amostras, poderao ser baseados na aproximacio da
distribuicio N(f, var(B)) para a distribuico de B (Crowder ¢ Hand, 1990, pp.90).
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5.2.2. Estimador de Maxima Verossimithanca Restringida

Em modelos componentes de vanincia com dados balanceados, as estimativas de
maxima verossimithanga nfio levam em consideragdo os graus de liberdade perdidos na
estimagio do efeito fixo, resultande em estimaglo viciada (Patterson e Thompson, 1971,
Harville, 1977). O fato dos EMV diferirem dos estimadores de Andlise de Varidncia
{ANOVA) no caso balanceado ¢ desvantajosa, pois estes sio BQUE (Best Quadratic
Unbiased Estimators) -~ melhor estimador quadratico nfo viciado - ¢, se houver normahdade
sdo BUE (Best Unbiased Estimators) - methor estimador ndo viciado - (Robinson, 1987).

Os primeiros desenvolvimentos para certas sifuagdes com dados balanceados foram
feitos por Anderson e Bancroft (1952) e Russel e Bradley {1958}, ambos citados por Searle
et afii (1992, pp. 250), o caso balanceado em geral foi estendido por Thompson (1962).
Para o caso de modelos mistos em geral, o problema do vicio pode ser resolvido através de
uma modificagio do método de maxima verossimilhancga sugenda por Patterson e Thompson
{1971). Esse método tem recebido muitas formas de descrigbes na lfieratura, desde
consideracbes sobre estimativas negativas até "maximizing that part of the likelihood which
is invariant io the fixed effects” (Searle et alii., 1992, pp. 250). Por causa dessa variedade
de descricBes hd muitos termos associados ao métedo como maxima verossimilhanga
modificada, restringida, residual ou marginal O fato de ser restringida se deve a
maximizacio da fungio de verossimilhanga n3o de todos os dados, mas de uwm conjunto de
contrastes de erro selecionados {que tém esperanga zero). Qutros o chamam de residual
porque os residuos sio usados no procedimento de estimagiio. O termo marginal vem da
maximizagio da verossimilhanca marginal como descrito por Searle er alii. {1992, pp. 337).

Nessa modificagdo do méfodo de méxima wverossumilhanga, a funglio de
verossimithanca € fatorada em duas partes, sendo que uma delas ¢ fotalmente livre dos
efeitos fixos. A otimizagBo dessa parte, com respeito aos parAmetros restantes produz os
Estimadores de Maxima Verossimithanga Restringida ou Residual (EMVRe} que, ne caso
halanceado, s&o os estimadores ndo viciados da ANOVA (Laird e Ware, 1982 Robinson,
1987). A outra parte ¢ otimizada com respeito aos efeitos fixos, levando-se em conta os
EMVRe. Corbeil e Searle (1976) aplicaram a MVRe na estimagio do modelo componente
de varidncia. Mesmo no caso de dados ndo balanceados, que foi considerado por Patterson e
Thompson (1971}, Thompson (1977) e Lin e McAllister (1984), os EMVRe s3o geralmente
preferiveis se um nimerc razoavelmente grande de graus de liberdade forem necessarios
para os efeitos fixos. Uma discussio sobre a comparagio da MV com MVRe é feita no final

dessa subsegdo.
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A fatoragio da verossirulhanca pode ser feita através de uma transformacio hnear

dos dados onginas.
Lembrando-se que da se¢lio 5.2.1 temos, matricialmente, y ~ N{XB,Z),
Xi
onde X =| i le I =diag(X,--Z ), com T=3"T,
Xﬁ
seja
y =Py,

onde P e y" sio particionadas como

¢ as matrizes P, e P, sfio tais que

(iy posto(P}=T-a e posto(P,) = a,

(iiy Pye Py sfo estatisticamente independentes, i.e, cov(Py, P,y)=0.
Isso ¢ satisfeito se P, LP,=0;

{ii} a matriz P, representa um conjunto de contrastes, tal que E(Py) = 0,ie, PX =10,

(iv) a matriz P,X tem posto a, tal que todas as fungles lineares dos elementos de Py
estimem uma fungiio linear dos elementos de .

Entio resulta que yv* ~ N(PXB,PXP).

onde PX :[ } e PLP' =diag(P P/, P,EP)).

P, Xp
Como Py e P,y sdo independentes, a fungao /"= -2 In(verossimithanga) € a soma de
dois termos,

r=1+1, (5221

onde /| e [, sdo fungdes das verossimilhangas associadas, respectivamente, a Pye P,y.

Patterson ¢ Thompson (1971) propuseram a transformagio com P formada por

P =[1-X(X'X)"X']eP, =XT" (5222)

&3



Neste caso, P, ¢ matriz simétrica TxT ¢ idempotente com posto T-a Essa
transformacio € singular, pois |P,EP| = 0. Assim, a expressdo para /. devera ser obtida
através da distnbuigBo Normal singular, que € expressa em termos da inversa generalizada
{PZP )} e dos autovalores nio nulos de PZP

Para evitar a singularidade, ha alternativas para P, que resultam em [PZP | = 0 Uma
delas € tomar como P, um conjunto qualquer de T-a linhas linearmente independentes da
matriz P dada em 5.2.1.

Qutra forma é tomar uma decomposigdo de 1- X{X'X)"X’'. Como essa matriz é
simétrica e idempotente, pode-se escrevé-la na fortna AA', onde A ¢ matriz Tx(T-a) e A’A

= 1. Tomando-se P formada por
P=A'ePR =XI", (5.22.3)

. [0 Jama o
| g3 A que ~ ) f _ + -
Sutta quey xE Xt 0 XTUX

pois A'X = A’AAX = A'[I-X(X'X)'X']X=0
Logo, a fungdo de verossimithanca, por (5.2.2.1), ¢ a soma de

[ =(T-a)n2r+In| ATTAHYAATAY AY (5.224)

com
L = aln2n + XXy - XBYEIXXETX)XENy - XB) (5005
O termo /, independe do efeito fixo P ¢ sua otimizagBo com respeito a © produz os
EMVRe, 0

e A outra parte, /,, € otimizada com respeito a fi, considerando-se @, , ou
sefa,
Py
el
—q“’-’“ = Q e
(’ﬁ E}':ﬁ ¢ er‘é‘m'm

= (XTI XE (Y- XB) =0
= XEXB=XEy
== (0, XEIX) (L XEy)
Nota-se que a expressio para é ¢ a mesma da MV (5.2.1.28). A diferenca entre MV
e MVRe esta na estimacio de ©.

Antes de diferenciar 7, € possivel simplificd-lo. Como P, dada por (5.2.2.3) € matriz
nfo-singular, pois tem posto completo, a verossimithanga de v € igual a de v™. Os termos
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exponenciais das verossimilhangas dadas por {(5.2.1.4), (5.2.2.4) e (52.23), portanto, sio
1guais, 1.e.,
(y-XBYZL'(y-Xp)=

=y AAZAY AY H{y - XBYETX(X XY XZ (y - XB), (5.2.2.6)
onde o termo do lado esquerdo da igualdade vem de (5.2.1.4) e os termos do lado direito
vém das verossimithangas "fatoradas”™ (5.2.24) £ (5.2.2.3).
Logo,

AAZAYTA =2 1- X(X'Z'X)Y ' X'E]

= 5M, (522.7)
onde M = - X(X'E7'X)'X'T7" Substituindo-se (5.2.2.7) em (5.2.2.4) obtemos

I =(T-a)n2n+InjA'ZA|+yZ ' My . (5.228)

Diferenciando-se o termo InjALA] com respeito a ©, obtemos

Oln|A2A| t;[(A*EA)” A*QE—A} = tr{A.(A’ZA)‘”‘ A’ E—} = H{E“']Mg—z}
o0 o0 X

o0
Logo,
ol % Syt
_c__l,:tr E“TM_@}"M' (5229
oe o0 1.2}
Como ilustraciio, considere o seguinte
Exemplo 5.2.2 estrutura de covaridncia conhecida

Tomando-se o exemplo 5.2.1, onde I =c*(ZBZ/ +W)=06°G,, com B e W
conhecidos e @ = ¢°, seja G = diag(G,--G,).
Entéio, por (5.2.2.8), o termo [, pode ser escrito como

I =(T-a)n2n +(T-a)lnc” +1n|A'GAl+o?y'G My,

observa-se que o termo /, esta implicito na fungdo /. por meio de G'M.

87



Por (5.2.2.9),

F o R ot

Assim,

""Z - -l LY o
“E?“}“: :O::»c:“:yG My _yM'G My'
@G‘ f’z*'&imu T-2 T—~a

Como My =(1-X(X'G’X)"'X'G™")y e, se tomarmos o estimador de B dado por
(5.2.1.28), entdo teremos My =y~ XB. Logo a EMVRe de o ¢ dada por

62 _ 2?-1(3!1 . Xéé),G;i (y: - X,B)
- T-a

(5.2.2.10)

E possivel reescrever /, como fungdo de / (5.2.1.7), P € © , ie, /(B,O|y). Pelas
propriedades de determinante, temos que

A'A ATTX |
X'T7A XTUEUX]
= |X'E“E"i){-X’Z“[IMX(X’X)']X'}Z"Xi = pezxoexy|

pp| = 1 X e X - X s ATAE X =

Como |PEP'|=|A’ZA|IX'L X, entio,
In|A’ZA| = In|PEP’|- In|X'E "X = In|PP'|+1n| Z}- In|X'S7'X| =
= in|(X'X)"+In) ]+ In{ X2 X (5.2.2.10)

A relagio (5.2.2.6) pode ser reescrita como

(y-XBYL7(y-Xp) =

= (y - XB)'T " (y - XPB) + (B—BY (X'E'X)(B-B). (52212)
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Logo, [/, pode ser expressa substituindo-se os resultados (52211) e (5.2212) em
(5.2.2.8):

;= (T~a)n2m~In|X'X]+ InfZ] + nX"E X+ (y - XBY £ (y - XB)
= I(B, Oy) ~ In[X’X|+ In|X'E 7 X] + aln2n (5.22.13)

Alternativamente, Harville (1974) desenvolve /, a partir de argumentos Bayesianos
resultando em (5.2.2.13). O resultado (52.2.13) € Otil pois a matriz A ndo precisa ser
especificada explicitamente, tornado mais sumples os calculos.

Laird e Ware desenvolveram o0 EMVRe de © a partir de uma formulagio Bayesiana

a fim de unificar as duas abordagens.

5.2.3. Maxima Verossimilhanga (MV) ou MV Restringida (MVRe)?

Em geral, a escolha entre EMV e EMVRe se deve a argumentos intuitivos (Diggle,
1988), mas possivelmente ela deve considerar a diferenga basica existente entre as duas’ a
segunda fornece estimativas com vicios menores do que as respectivas estimativas
produzidas por EMV {Jones, 1993, pp. 39; Diggle, 1988). Esse fato torna-se importante
quando o namero de parametros fixados {(a) ndo for relativamente pequeno ac numero total
de observagbes. Ambos os métodos sdo baseados no mesmo principio € tém guase as
mesmas necessidades computacionats. O método MV produz diretamente os estimadores
para os efeitos fixos, enquanto que no MVRe nfo. Entretanto, com dados balanceados, as
soluctes da MVRe sio idénticas aos estimadores ANOVA que sdo estimadores de minima
varidncia (Searle ef afii | 1992, pp. 255).

Searle er alit. {1992, pp. 254) discutem que, para dados ndo balanceados, os
métodos MV ou MVRe sio preferiveis ao método via ANOVA. Isso porgue o principio da
maxima verossimithanca possui propriedades de consisténcia e normalidade assintotica dos
gstimadores e também porque a matriz de dispersio amostral assintotica dos estimadores é
conhecida. Isso facilita a construgo de intervalos de confianca e de testes de hipdteses
sobre os parmetros, Em contraste, os estimadores ANOVA possuem a caracteristica de
serer nfo viciados; em geral, suas matrizes de dispersio amostrais sdo dificeis de serem
derivadas. |

Apesar dos EMV ¢ EMVRe serem geralmente baseados na suposicio de
normalidade dos dados, essa hipbtese pode ser razoavelmente aceita em muitos casos. Deve-
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se observar, porém, que as propriedades assintoticas da matniz de covaniéncia amostral serio
vahdas obviamente apenas para grandes {ou razoavelmente grandes) amostras.

Um estudo de simulaglo para comparar EMV com EMVRe em um conjunto de
dados ndo balanceado foi feito por Lin e McAllister (1984). Nesse estudo, cada simulagio
compds-s¢ de 480 manadas, 120 reprodutores ¢ de 5 a 100 descendentes fémeas por
repradutor. Pardmetros tipicos foram escolhidos para compor a vanincia do reprodutor e
hereditariedade.

Apos o ajuste do efeito aleatorio (reprodutor) e dos erros residuals mais um efeito
fixo (manada), os resultados foram comparados com os paradmetros de entrada. Para 10
simulagles, os Erros Quadraticos Médios (EQM) da varidncia do reprodutor estimada por
MVRe e MV foram semelhantes: 10,99 ¢ 10,9, respectivamente. Entretanto, 0 EQM da
variincia residual do EMVRe foi 1,0 contra 316,7 do EMV. Mesmo simulando um padrio
assimétrico no efeito aleatério (reprodutor) através de uma distribuigdo qui-quadrada,
encontrou-se um padrdo semelhante. Os EQM para a varidncia do reprodutor estimada por
MVRe e MV foram, respectivamente, 1,1 ¢ 1,0, mas para o termo residual, os erros foram
0,6 e 151,7, respectivamente, para MVRe e MV,

Por causa desses problemas com a EMV da varidncia residual, muitos pesquisadores
corrigem suas estimativas para a perda dos graus de liberdade devido aos efeitos fixos. Em
um modelo simples comi classificagio por dois fatores, manada e reprodutor, essa corregdo €
possivel e melthora o estimador. Entretanto, para muitos modelos, as corregles ndo sio
particularmente stmples ou possiveis de se fazer (Robinson, 1987).

Deste modo, os EMVRe das componentes de varidncia sdo geralmente preferiveis se
um nimero razoavelmente grande de graus de liberdade forem necessanios para os efeitos
fixos.

5.2.4. BLUP

Considere o modelo {(5.2.2.1) e qgue se deseja estimar uma combinago linear entre os

efeitos fixos e aleatorios

cB+elb,

onde b =(b! --- bl Y. ¢, e ¢, sho vetores de constantes fixadas.

Dizemos que o estimador linear a'y de ¢B+cib € BLUP (Best Linear Unbiased
Prediction) quando a'y tiver o menor Erro Quadratico Médio, E(a'y —c/f—c!b)°, entre os
estimadores lineares a'y que satisfazem E(a’y -¢f-cb)=0.
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Para o caso onde © € conhecido, Harville (1976) apresentou uma extensio do
teorema de Gauss-Markov para incluir a estimagdo dos efeitos aleatérios. A demonstragio
desse resultado nfio sera tratada nesse trabalho, mas pode ser encontrada em Harville (1976)
e pode ser enunciada da seguinte forma:

O BLUP de uma combinagio linear c¢ip+cib dos elementos de § e b, com ¢
estimavel, € c’B +cf b (s estimadores B e b sdo as solugGes do sistema

[X’Q“‘x X'zl Jﬂ “[X’Q”’y:l

o W= (52.4.1)
207X I+Z2'Q7ZN ¢ 2y

onde, b=I¢,

E=2T (y-XB)=ZPy,

P=2"7-EZ"X(X'EZ'X) XL, a matriz (X'T'X)" ¢ a inversa generalizada de
XEX.

O sistema (5.2.4.1) pode ser chamada de equagBes normais estendidas ou equagbes
simultdneas, e representa uma versdio modificada daquela obtida por Henderson (1963,
citado por Harville, 1977). O resultado de Henderson se aplica para um conjunto ©, 1al que
a matriz I seja ndo-singular (5.2.1.26), enquanto que o sistema (5.2.4.1) é aplicavel para
qualquer conjunto de pardmetros © e a solugio de ¢ esta embutida na de b.

Quando a = § (o modelo ndo possui efeitos fixos), ou equivalentemente, quando 3
for conhecido, o enunciado essencialmente se reduz ao resultado obtido por Rao (1973, sec.
4a.11) Quando ¢, = O ele se reduz ac teorema de Gauss-Markov e quando ¢, para um
resultado obtido por Henderson (1963, citado por Harville, 1977).

Harville (1977} observa que, quando se utiliza modelos ANOVA como casos
especiais de (5.2.1.1), as matrizes Q, I, em geral, e possivelmente Z e X exabem estruturas
relativamente simples.

Os elementos de b pertencem a uma classe de estimadores conhecidos como
Shrinkers. Para a = (, com & conhecido, com dados normais mulivariadas, b ¢ o estimador
de Bayes de b. Sem normalidade, béo Bayes linear descrito por Hartigan (1969). Para a >
0 ¢ ® conhecido, a abordagem de Harville pode ser caracterizada como parcialmente
Bayesiana. Se © ¢ desconhecido, a expressio c{é +¢,b nio pode mais ser considerada como
o BLUP de ¢/ +c¢ib (Harville, 1977).

Um procedimento factivel € utilizar o sistema (5.2.4.1) utilizando algum valor de ®

Dependendo de como esse valor € escothido, hd uma semelthanga ou com ridge regression

ou com estimadores do tipo Stein ou Bayes empirico, considerada, e.g., por Efron e Morris
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(1973). Em particular, uma pratica comum é utilizar uma EMV ou EMVRe como valor de
© para calcular c;é+c;5, Essa expressio, obtida a partir de @, é chamada de BLUP
Empirico. Harville ¢ Carriquiry (1992), utilizando o modelo (52.1.1) com T =0l ¢
(Y= 0’1, apontaram algumas deficiéncias dessa pratica:

a) quando a estimativa da razio p=g’ / o for zero, ou proximo de zero, os preditores
BLUP empirico nfo tém uma forma atraente. Em outras palavras, quando p=0, a
abordagem BLUP empinico para predizer o valor de a'y considera que b = 0, ou
equivalentemente, que y segue 0 modelo de efeitos fixos. Como a razdo p € sempre
positiva, podemos considerar que, com uma estimativa de p préxima de zero, ©
verdadeiro valor de p "provavelmente” seja maior que o valor estimado,

8) o Erro Quadratico Médio do estimador BLUP empinco tende a subestimar o EQM do
BLUP;

¢j as propriedades da distribuicBo se alteram, de modo que os testes e intervalos de
predigio se alteram e, portanto, ndo podem ser construidos sob as mesmas suposig@es
do BLUP.

Muitas modificagdes tém sido propostas ac BLUP empirico para aliviar essas
deficiéncias e uma alternativa Bayesiana foi proposta por Harville e Carriquiry (1992). Essas
modificacbes ndo serfo discutidas nesse trabaltho, salvo aquelas que se referem a construgio
de intervalos de predicdo que serdo discutidos no capitulo 6.

£.2.5, Equacdes Gerais de Estimacio

As EquagBes Gerais de Estimagdio (GEE) estdo relacionadas com o método de
quase-verossimilhanca considerade por Wedderburn (1974) e McCullagh e Nelder (1983}
Para descrever rapidamente a quase-verossimithanga, considere o vetor de observagbes vy,
do i-éstimo individuo com sua respectiva média i, e matriz de covarilncia £ Cada p, €
fungio do parimetro . Uma abordagem para a estimagdo de “méxima quase-
verossimithanga® (EMQV) ¢é via minimos quadrados. O Estimador de Minimos Quadrados
{EMOQ) é ¢ obtido mimmizando-se a forma quadratica

2 u Iy ). (5.25.1)
Para ¥, conhecido, ﬁ satisfaz
n [ O Yoo
— &y, 1) =0, 5252
ijj( aB ) i (yi ux) ( )
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gue é obtido diferenciando-se ZT} (y,~ 1) E (v, - i, ) com respeito 8 f. No caso linear,
por exemplo, u. = X B produz op, /o= X .

Na quase-verossimithanga, considera-se que: g{u )= x, onde g() € a fungfio de
ligagio e x, € um vetor de variaveis explanatorias para y ;eque £ =¥ 'V, onde ¥ é o
parametro de escala (possivelmente desconhecido) e V, € fungio de ;1. Agora, a equagio
(5252) ndo equivale mais 3 mimimizagio de {5251}, pois a diferenciacio deveria
introduzir um termo extra envolvendo 0%, /8f. A equagio (5.2.5.2) é utilizada para definir o
EMQV B, que é a solugio de (5.2.5.2). No caso unidimensional (t =1) & equacio {52.5.2)
pode ser identificada com as equagles de verossimilhanga gque correspondem a uma
distribuicio da familia exponencial

O emprego das Equacdes Gerais de Estimaciio (GEE) em dados longitudinais foi
discutido por Liang e Zeger (1986), Zeger e Liang {(1986) e Zeger, Liang ¢ Albert (1988).
Nesse caso, cada observacio é considerada pertencente a familia exponencial. Essas
equacdes 530 como uma extensdo da quase-verossimilhanga de resposta univariada para
respostas multivariadas, quando ndo se especifica completamente o segundo momento em
termos da esperanga. Nas GEE, nio € necessario especificar completamente a distribuigio
conjunta das observagles individuais, especifica-se somente a verossimuhanca para as
distribuighes margmais € uma matriz de correlagdo individual, chamada de working
correfation marrix.

Reconsidere o modelo linear generalizado apresentado no capitulo 2, ie, seja y, o
vetor T x1 das varidveis resposta e X, a matriz T xa de covaniaveis para o i-€simo

individuo. A densidade marginalde y, ¢
£(y,) = explly by - ar) +B0y)]w, ). (5.2.5.3)

onde & =h{n ) en, =xB. Poressa formulagio, A(')= £7'(), o parfimetro de escala y,
pode variar no tempo € os dois primeiros momentos de y, sio dados por E(y ) = u, =

£t ;\' ,
ﬂ_i&)ﬁ' Sob normalidade, por exempio, B, = A-,-L £ var(yﬁ )= ___L_

1 1

Na especificagdo parcial do modelo proposto por Liang e Zeger (1986) utiliza-se
uma fungdo de ligagao g(-) e uma fungdo de varidncia V,, tal que o, = (), =¥V, O que

a’(x, ) evar(y,)=

diferencia essa abordagem com a quase-verossimithanga € que nfio se assume conhecimento
preciso das covaridnelas (Z,), . Somente os momentos marginais das observagbes y, sdo
explicitamente modelados (média e vanéncia). Seja R (o) uma matriz simétrica T x T, de

moda que represente uma matriz de correlagfo de vy, e seja o um vetor S x 1 que caracterize



R (o). Essa matriz € chamada de working correlation matrix. Embora os tempos de
observagBes e as matrizes de correlagio possam diferir entre os individuos, assuma que o
seja o mesmo para todos os individues. Defina

V= (A ¥R (@AY, (52.5.4)

onde a matriz (T xT) A mdiag{a"(lﬂ)}, ¥ ='d1‘ag{wl---wn} e V=X =cov(y ) se
R (o) for a matriz de correlagio verdadeira de y,.

As equagOes generalizadas de estimagio {Liang e Zeger ,1986; e Zeger e Liang
1986) sfo

> UB,o)=0, (5.2.5.5)

onde as fungdes escores I/ (B,a) sio definidas como

U{B,a) =D/V'S

com D, = cil; =AAX  para p = (1w )
G i
A, =diag gh} e
_(’?riﬂ
Sl = yi - ,”i;'

Para estimar [ € necessario representar (5.2.5.5) em fungdo unicamente de . Isso é
possivel, primeiro, substitiindo-se «« por um estimador n® -consistente de o, aly,B, ¥), e
depois substituir ¥ em &{v,B,¥) por um estimador n’_consistente {f“(y,ﬁ).
Conseqiientemente, para um dado R (o), a estimativa éG de B € definida como a solugio de

> U [B.aB. ¥ey]=o (5.2.5.6)

Assim, dadas as estimativas de R (o) e '¥, a estimativa de § € a solugdo de (5.2.5.6). O
processo de estimaclo € feito iterativamente, utilizando uma modificagio do método de
scoring de Fisher para estimar B e os estimadores de o e ¥ como funges de 8 (Liang e
Zeger, 1986),
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Sob condigbes moderadas de regularidade, Liang e Zeger (1986, teorema 2)
mostraram que quando n —» <, B € um estimador consistente de B e que o} B, - By ¢
assinfoticamente Normal com média zero e matnz de covanincia dada por

Vo =lim(37 DIV'D)YN Y DVIEVIDY' (R PY'D) (525.7)

A vanancia assintotica de ﬁG ndo depende da escolha dos estimadores de a entre
aqueles que sdo n®-consistentes. Ele depende, entretanto, dos parimetros de escala ¥, a
menos que ¥ =y, Yt

Na estimagio via GEE, no ¢ necessario especificar corretamente R {a), i.e, ndo s¢
assume conhecimento preciso da covaridncia I, especificando-se apenas os momentos
marginais de y, (meédia e variincia). Para se obter estimativas consistentes e
assintoticamente normais de B e V| requer-se que o ¢ ¥ sejam estimados consistentemente
e que

|

—3" DIV'D, (5258)
1 R

seja convergente quando n — o Logo, ndo é necessario que as observagdes dos individuos
tenham a mesma estrutura de correlagio. Entretanto, na presenca de observagdes perdidas
essa propriedade somente é valida se o niimero de dados perdidos for pequeno ou se houver
completa casualidade na perda dos dados (Liang e Zeger, 1986). ' '

Para um dado valor de B, o ¢ ¥ podem ser estimados a partir dos residucs de
Pearson, defirados como

o Oazl) (5.2.5.9)
1/&”(7\, N
onde {i_ = a’(iﬁ) e i“ depende do valor corrente de . Entdo,
R S (5.2.5.10)

onde n, ¢ o nimere de individuos no tempo t. Park (1993) observa que, a divisio de
{5.2.5.10) por n, ao invés de n_-~ a, permite que se obtenha estimativas consistentes e
assintoticamente normais de P e V, sem se especificar corretamente R (o).

g5



Quando o parametro de escala € considerado fixo, 1.e, y =y, V t, a estimativa do
pardmetro comum € dada por

.}

DD T ‘a (5.2.5.11)

onde T= Z; T

Para se estimar o consistentemente, deve-se levar em consideragio os n individuos.
Como sera visto nos proximos exemplos, o estimador especifico depende da escotha de
R (@} Quando y =y, ¥ t, a forma geral & estimar o como uma fungio de

Tl 52512
Zi I"l“ 3 ( )

Existem muitas possibilidades de escolha para R (o) e cada uma leva a uma analise
distinta. Nos exemplos que se seguem nota-s¢ que os pardmetros ¥ e o estimador de o
variam de caso a caso. Nos exemplos 525.1 ao 5.2.5.5, considere que, para todos os
individuos, T=T ey =y, V1

Exemplo 5.2.5.1 maitriz R{a) fixada

Seja R{a) = R,. O caso mais simples ¢ tomar R = I, onde 1 ¢ matniz identidade
n xn. Nesse caso, as observagOes repetidas do i-ésimo individuo ndo sio correlacionadas.
Entretanto, para qualquer matriz de correlagio R, fixada, éa € {{3 serfio consisterites.
Obviamente, quanto mais proxima for a escotha de R, da matriz de correlagdo verdadeira,
maior serd a eficiéneia do estimador.

Exemplo 5.2.5.2 estrutura m-dependente

Seja o = (oot ), onde o, = corr(y,,,y, ., L, parat=1, ., T-1. Dados B ey, ¢

natural estimar o por

IL.T
- L R AR
“*WZM n-a
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Para o caso I-dependente seja R(a) matnz tridiagonal com [R] =q,. Nio ¢

IRED

necessario estimar v, pois ha seu cancelamento no calculo de V.. Particularmente, sejas = 1,

te, o =o,parat=1,  T-1 Entio, o parimetro comum pode ser estimado por

~ T-1 &l
Bl
L
Exemplo 5.2.5.3 estrutura do modelo de efeitos aleatorios

Seja s = 1 e assuma gque o, =corr(y,,y, ). para todo t # t'. Esta ¢ a mesma

1!’

estrutura de correlagdo do modelo de efeitos aleatorios com um nivel aleatério para cada
individuo. Dado v, o pode ser estimado como

y n Aitfi:’

= WZE-‘-EZEM' mﬁ"
onde
D=3

para se obter ISG e VG,

n T(T 1) . . o . . .
—t—* —a. Como nos dois exemplos anteriores, nio ¢ necessdrio estimar y

Com essa suposicio, € possivel haver um nismero arbitrario de observages e tempos
de observagdes para cada individuo.

......

Exemplo 5.2.5.4 estratura AR(1) contimio

Seja corr(y,,y,)=a""". Para y_  gaussiano, esta representa a estrutura de
correlagio de um processo AR(1} continuo. Como E(f I.)=a"", podemos estimar a

através do coeficiente de inclinagio da regressiio de In(T.T.) em In(jt —t'|). Note que um

11 n

nimero arbitrario de espacamentos de observagles podem ser acomodados, mas €
necessario estimar  para se obter B, e V.

Exemplo 3.2.5.3 matriz R{a) ndo-estruturada

T(T-1)

Seja R{ct} totalmente ndo especificada, i.e, s= . Pode-se estimar R por

Y n 1 i
Ly ASSA;
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Se y. for Normal multivaniada, a expressio acima reduz-se a

Vg oo
:;Z,-;;Sisi‘

e, juntamente com (5.2.5.6), produz-se as equagdes de verossimilhanga. Nio € necessario
estimar y para se obter B_ . A vanilncia assintética € dada por

Vo =lim n(3" XRIX) ' XRISSRIX) (L XRIX, )"

Quando as varidveis de resposta y, sBo normais multivariadas, uma questio de
interesse é como os estimadores GEE se comparam com os EMV obtidos, por exemplo, por
Yenarich e Schiuchter (1986) e Laird e7 alii. (1987). A abordagem via GEE especifica apenas

a distribuigBo marginal de v, enquanto a EMV especifica a distribuigio conjunta das

it?
variaveis resposta. Na abordagem GEE, estima-se o pardmetro de escala w, a matriz R {or)
¢ o8 trata como pardmetros de perturbagio (puisance parameters). Por outro lade, na
abordagem via MV, estima-se a matniz de covariancia. Park (1993) mostra que, quando os
dados sdo completos e vy, ¢ conjuntamente Normal multivariada, os estimadores obtidos por
GEE se reduzem aos EMV, ou seia, as GEE se reduzem as equagdes de escore de MV. Mas
quando os dados nio forem completos, com completa casualidade na perda dos dados, a

solugdo de (5.2.5.6) € um estimador consistente de B, mas pode diferir do EMV.

8.3. Algoritmos de Estimacio

As equagBes de estimagBo que foram apresentadas, em geral, ndo produzem
expressfes explicitas para os estimadores. Nessa segdo, abordaremos alguns procedimentos
destinados aos calculos das estimativas de MV e MVRe. Alguns os algorimos de
otimizagio de verossimithanga, como o Newton-Raphson, consistem de dois passos. no
primeiro, fixando-se a matriz de covaridncia, estima-se os efeitos do modelo, ¢ no segundo
reavalia-se os valores dos pardmetros da matriz de covariincia com base nas estimativas do
primeiro passo. Assim, os novos valores s8o utilizados no primeiro passo para iniciar uma
nova iteracdo. Como excegdo, o algoritmo EM realiza a iteragfio de forma diferente: o
primeiro passo representa o calculo da esperanga (passo E) e o segundo passo representa a

maximizacao (passo M)
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Para implementar esses métodos, pode-se utilizar algoritmos auxiliares para, por
exemplo, implementar o passo da otimizagio, para calcular a verossimilhanga, para calcular
as prediges, etc. Por exemplo, 0 método de Newton-Raphson (NR) requer o caiculo da
verossimuthanga a cada passo da iteragiio. Para evitar manipulagio de matrizes que
dependem do tamanho do conjunto de dados (T xT), o filiro de Kalman pode ser
formulado como um algoritmo auxihar para o calculo da verossimilbanga. O filtro de
Kalman € um método recursivo € pode ser construido de modo que as dimensdes das
matrizes envolvidas na recursao dependam somente do mimero de pardmetros.

Ao se estudar os algoritmos de estimagdo, deve-se considerar algumas questdes de

mnteresse como:
i} Qual método iterativo ¢ o methor para as equagdes de verossimilhanga?
i) Qual € a melhor representagio das equagdes para a aplicagio do algoritmo?

i} Qual deve ser o critério de convergéneia? A convergéncia € sempre possivel?

v Quando o algonitmo converge o resultado obtido corresponde ao maximo global da

verossimithanca?
V) Os valores iniciais dos pardmetros influem no resultado do algoritmo? Sera que
existe um conjunto de valores iniciais que sempre leva o algoritmo a convergir para o

maximo global?

Vi) Quais s3o os custos e beneficios em termos de equipamentos e tempo de execugio
do algoritmo?

vii} O que deve ser feito quando a estimativa de uma matriz de covaridncia nio for

positiva defintda? E se for singular (matriz nfo inversivel)?
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Fig 5.3.1 - exemplo de um mdximo local da funcéo do logaritme da verassimilhanga

Esse trabalho ndo discute detalthadamente as questBes citadas apesar de serem
fundamentais para o estudo de métodos numéricos. Como as equagSes de MV ¢ MVRe nio
produzem expressdes explicitas para os estimadores, a tentativa de se maximizar o logaritmo
da verossimithanga, In{verossimithanga), ou o logaritmo da verossimilbanga restringida é, em
geral, um problema numeérico dificil. As primeiras derivadas de In{verossimilhanca) é uma
fungio ndo linear de parametros. A verossimilhanga contém a inversa de uma matriz T x T,
para MV e (T —a) x(T~a), para MVRe, onde T, é o namero de observagdes do i1-€simo
individuo ¢ a é o nfimero de efeitos fixos. Além disso, ha problemas de maximizagio que
pode acontecer até mesmo em casos simples (Searle ef alii, 1992, pp. 291), principalmente
quando o maximo ocorre nas fronteiras do espago paramétrico {e.g., estimativa de 6° muito
proximo de zero). Outro problema que pode ocorrer so os maximos locais que muitas
vezes "enganam” os algoritmos. Como ilustra¢@o, a Figura 5.3.1 apresenta um caso onde ha
apenas um méaximo local dentro da regifio paramétrica especificada para as componentes de
variancia o7 e o5, pergunia-se: sera que é ponto de maximo global? A Figura 5.3.2 ilustra o
caso onde a fungio de verossimilhanca ¢resce lentamente sem um méxamo local definido na
regifio paramétrica especificada,
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Fig. 5.3.2 - exemplo de uma superficie do logaritmo da verossimilhanga sem mdxime definido

O algoritmo EM, descrito no apéndice A, possui base estatistica na sua formulagio,
envolvendo, epg., conceitos de estatisticas suficientes, familia exponencial e espacos
amostrais. Ele é util quando ha dados perdidos e tem justificativa tedrica quando os dados
tém distribuigio que pertence & familia exponencial regular. Entretanto, ele recebe algumas
criticas, por exemplo, quando se utiliza uma estrutura de correlagdo temporal nos erros (Chi
e Reinsel, 1989) Ewstem muitas variagdes do algoritmo EM, ez, Jennrich e Schluchter
(1986) e Lindstrom ¢ Bates (1988), que ndo serfio tratadas aqui.

O método de Newton (Lindstrom e Bates, 1988) e o Scoring {Chi ¢ Reinsel, 1989)
sdo alternativas para contornar essas criticas. O filtro de Kalman € uma op¢3o atrativa pois
suporta dados com estrutura nio balanceada, permite o calculo da verossimithanga exata,
generaliza situagdes onde a verossimithanga ngo pode ser expressa em uma forma fechada e
¢ numericamente rapido, mesmo que haja um nimero grande de observagdes em alguns dos
mdividues (Jones e Boateng, 1991).

5.3.1. O Algoritmo EM

Na estimacio via MV com dados incompletos, Dempster ef alii. (1977) observaram
que muitos algoritmos iterativos para o calculo das estimativas poderiam ser considerados
come casos especials do algoritmo EM (apéndice A). Laird (1982), Laird ¢ Ware (1982) ¢
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Laird ez alii. (1987), por exemplo, consideraram o algorntmo EM ("Expectation and
Maximization”) para estimar parametros no modelo (52.1.1) pelos métodos de MV e
MVRe, Esse algoritmo € util quando ha dados perdidos; estes s8o tomados como se fossem
efeitos aleatorios nio observaveis e erros (b, e g,). Nesse algoritmo, cada iteragio consiste
de uma etapa de Esperanga (passo E) e de Maxamizagio (passo M).

Aplica-se esse algoritmo, por exemplo, em um conjunto ncompleto de dados para
que ele seja completado, criando-se artificialmente um conjunto "completo” de dados. Outra
aplicagio ¢ utilizar o algoritmo para estimar o3 parmetros no observavers (Laird ¢ Ware,
1982). Cada passo do algoritmo esta descrito no Apéndice A. Para ilustrarmos o algornitmo
EM considere o exemplo:

Exemplo 5.3.1 estrutura de independéncia condicional

Assuma que, no modelo (52.11), Q =0’ e T =c’B. Assim, a matriz de
covaridncia tem a forma Z, =o(Z BZ' +1) = ¢*V, e para um dado valor inicial de B, os
coeficientes § e b, s&o estimados, respectivamente, por (5.2.1.28) ¢ (5.2.1.29). O vetor dos
erros € estimado pelos restduos

8, =E(e]y,.8.0)

=y, -XB-2b.. (5.3.1.1)

Substituindo-se {(3.2.1.29) e (5 2.1.3) na expressio anterior, pode-se representar os residuos

COoOmo
g, = V' (y,~Xf). (53.12)

Sob normalidade, podemos utilizar as propriedades da familia exponencial regular
{apéndice A 6) para construir os passos do EM (apéndice A.7 e A 8) Para estima¢io via
MV, o passo E consiste no céleulo das estatisticas suficientes (t,,t, ). Esses valores serdo
utilizados na etapa de maximiza¢o (passo M) para determinar 6° e B. Assim, as seguintes
equagtes constituem O passo E:

{passo E) 4= E[Z;;ﬁfeijyvé’éi] =
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= “! {é;éi + tr[“»ﬁar(s1 .. é,é‘, )}} -

=" {EE, +6°u(- V) (5.3.1.3)

" {66 +62(B-BzV'Z )], (53.1.4)

onde & e B serio definidos no passo M. Se b e g fossem observiveis, entdo as

- . . . <1 Tt
estatisticas tenam, respectivamente, a forma Z;._.-;E;Si e Z,slb“:br Entretanto, como esses
fatores ndo sdo observavels, utiliza-se £ e b, com as respectivas corregOes de vicios nas
equagbes (5.3.1.3) e (5.2.1.4). O passo M consiste em determinar valores factiveis de ¢° ¢

B gue maximizam a2 funclo de verossimithanga. Na familia exponencial regular, esses
valores sdo fungBes das estatisticas suficientes do passo E:

~ t
(passo M) g’ = Trl_ (53.1.5)
.t
e B=—t {5.3.1.6)
0’

As modificagdes no algontmo quando se considera EMVRe ocorrem no passo E
Com EMVRe, as esperangas sio condicionadas apenas em y, porque P foi integrado para

fora da verosstmithanga:

{passo E): i) = E[Z;s;s.,lyi,éi] =
=t,+&" 3" | VX var(@)X:V '}, (5.3.1.7)
€ t; = E[Z?—-ihib;lyiﬂéi} =

=1, +6°BY " {ZV'X var(@)X/V'Z, 1B, (53.1.8)
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O algoritmo, entretanto, recebe algumas criticas Um problema é a lentiddo da
convergéncia em relagio aos métodos quase-Newton (e g. Scoring) de otimizacio nio linear
{Jones, 1993, pp. 42). Outro problema € que, quando se considera uma estrutura de
correlagdo dos erros, a etapa de maxmizagio (passo M) nfo produz uma forma
explicitamente fechada do EMV, seria necessério incorporar a0 algoritmo um segundo nivel
de iteragbes dentro do passo M. Quando se considera modelos com estrutura temporal nos
erros ou modelos com  coeficientes aleatorios, encontram-se na  literatura outros

procedimentos de maximizagio que veremos a seguir,

8.3.2. O Método de Newton-Raphson

O Newton-Raphson (NR) € um método iterativo geral para a determinagio dos
pontos de maximo de fungdes. Para a estimagio de MV dos parametros do modelo
componente de varifincias, Jennrich e Sampson (1976) destacaram algumas vantagens do
NR: a velocidade de convergéncia de razdo quadritica e a aparente robustez proxima aos
valores iniciais, Jennrich e Schhuchter {1986) consideraram o método NR na EMY do
modele de efeitos aleatorios. Lindstrom e Bates (1988) desenvolveram uma implementagio
do NR para o mesmo modelo, utilizando EMV ¢ EMVRe, com a preocupagdo de aumentar
a velocidade de convergéncia e assegurar a obtengio de uma matriz de covarifincia positiva
defimida para os efeitos aleatorios a cada iteragio. A implementag3o de Lindstrom e Bates
{1988) sera discutida posteriormente.

Seja o vetor de escores definido por

s 1 [ayop
S(B,G)—LJ{&/%], (33.2.1)

e a matniz Hessiana de 7 defirnda como

[Hy Heo | [8%/opop &fepoe
HEP ‘m{ﬂ H ]"[azz;’a@aﬁ F1/o000 |

ap a0

Na forma geral, o passo (p} da iteragio obtém os novos valores dos parimetros ('™
e ') dados os valores anteriores (3™ e @) ¢ dado por:

Bt‘p) B(p~t) . 1 . ) (
{@m] = [9@_”] +[HE",07 )] s(8®,077). (53.2.2)

104



O valor da verossimithanga ¢ calculado em cada passo, sendo necessario que
Y <O caleulo direto da verossimithanca em cada passo requer matrizes de ordem
T »xT . Um método alternativo para o calculo da verossimilhanca € o filtro de Kalman
Como sera discutido na seclo 5.3.4, esse método utiliza chlculos recursivos no tempo, ie.,
os caleylos sfio feitos a medida que se avanga no tempo. Por isso, as matrizes nio
dependerio do nimere de observagdes individuais e em geral serfio de dimensdes pequenas.

Para descrever o algoritmo NR, considere o seguinte:
Exemplo 5.3.2 estrutura com o comum aos efeitos aleatorios

Considere que no modelo (5.2.1.1) haja uma componente de variagfid G* comum aos
efeitos aleatorios b, e €, ie, Q =0'W el =0’B. Assim, £, =¢”(ZBZ/+W,)=c’G,. A
funcio de verossimilhanca para EMV € dada por (5.2.1.11) ¢ para EMVRe, € dada por

(52213} Suprimindo os termos constantes e tomando I =0°G, as fungdes de

verossimilhanca sdo dadas, respectivamente, por

L300y =3 [Ine’G§ + o™c' G 1] (53.2.3)

I (B,0,0y)=Inic’ 3 X! G| X,le(ﬁ,s,@ey), (53.2.4)

onde I =y —XB, e os indices F e » referem-se, respectivamente, a verossimithanca
completa (EMV) ¢ parcial {(EMVRe). Deve-se observar que a matriz G, depende dos
pardmetros ©..

As EMV ¢ EMVRe de 7 sdo dadas, respectivamente, por (5.2.1.12) e (5.2.2.10),

Le.,
o Zn_ ri' G:.} ri
Oy (B, 9):m1—"‘~f:~—-~ (5.3.2.5)
£
~ Zﬁ:‘l ri‘I Gl_lr1
Oz (B, @) = =5 —— (5.3.2.6)



Lindstrom e Bates (1988) observaram que, no caso L, = cf(il, € possivel remover o
termo o dos calculos. Substituindo-se as expressdes (5.3.2.5) e (5.3.2.6), respectivamente,
em {5.3.2.3) ¢ (5.3.2.4), obtemos as fungdes concentradas com respeito a ©°, 1.,

[(B.6ly)= Y G, 1+ TinlY" /G 1|+ constante (53.2.7)

£(B.0ly)= 37 IniG | +1n/3" X! G X, +(T-a) nf3" 1'G 1 +cte. (5328)

H
H
i

Lindstrom e Bates (1988) comentam que a otimizagio NR pode ser feita usando
tanto as fungdes (5.323)e (53.24) como (5.3.2.7) e (53 .2 8). O uso dessas duas ultimas
formas € mais recomendada devido as vantagens praticas como a redugdo do numero de
iteragdes e sensivel melhora no comportamento da convergéncia.

Note que, em (53.2.2), a esumagdo ndo € feita em dois passos, mas é feita
simultaneamente. Lindstrom ¢ Bates (1988) que, por causa da linearidade condicional de B,
a substituigio do seu valor no passo p da iteragio, B, pela sua estimativa, P(O”') [eq.
(52 1.28)] aumenta sensivelmente a velocidade de convergéncia e facilita os calculos da
iteragdo seguinte. Entdo a formulagio do NR em dois passos ¢ feita da seguinte forma: no
passo (p) da iteragio, os novos valores dos pardmetros (B® e @) serdo dados por

2]

0" =@ +[HE V] 5o (53.2.9)
- 1y, ~l “d n . Lyl
5@:[ " x(6?) xi] 5 X{6P) .. (5.3.2.10)

O uso de decomposigbes de matrizes produzem formulas numericamente eficientes ¢
estaveis. Em geral, a decomposigio torna o algontmo menos suscetivel a erros de
arredondamento e mais rapido pela redugdo dos cilculos. No modele de independéncia
condicional, £, =¢’1, Lindstrom e Bates (1988) desenvolveram a decomposi¢io para as
matrizes X, e Z que sio reduzidas 2 forma ortogonal — tniangular (forma QR):

' Rsm; R;{m}
[Z; ?X}] = QKR :{Qiﬂ} Qi Qazsj} O Ryt

0 0
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onde ¢ é matnz ortogonal, R e R, 530 triangulares e tém dimensdes, respectivamente,

Hit
Mxm € axi, a matriz R:{I:)) tem dimensdo mxa. Utidiza-se entdo a transformagio
v" = Q'y, para desenvolver a fungdo de verossimithanga (completa ou parcial),

Lindstrom e Bates (1988) também comentam gque a decomposi¢do de Cholesky de B
{i.e, determinar a matriz triangular superior F de modo que B = F'F') para otimizar a
verpssimilhanca com respeito a £ € importante para garantir estimativas positivas definidas
para B.

Na convergéncia, a inversa da Hessiana de I ou I € uma estimativa para & matriz
de covanidncia marginal para f§ e &, e pode ser utilizado para achar intervalos de confianga
aproximados para B. Caso necessario, 2 Hessiana de 7. ou [, podera ser calculada apds a

convergéncia obtida para I ou I .

5.3.3. O Métode do Scoring de Fisher

O Seoring de Fisher (SF) é uma variagio do método NR. O método SF substitut a
matriz Hessiana pela sua esperanga na equagao {5.3.2.2). A esperanga ¢ dada por

E[H(B,0)] = [E(H%) 0 :l)

0 E(Hu)

onde E(H, ) = ZZ; X' ZVX, E(H,) =0 ¢ [E(H%)}ﬁ, o (rs)-ésimo elemento da

matriz E(H,, ) 6 2tr(Z]'Z, Z'8 ), parars=1,...,T.

Como E(H,,) = 0, as atualizagdes B e @® sdo obtidas, resolvendo-se equagdes
separadamente. As novas estimativas @Y’ sio calculadas no passo de scoring:

OF = @Fb _;_[E(Hg(;n)]_'j ng]), (3331

onde s, ¢ caleulado por (5.3.2.1) usando os residuos atualizados 1" =y, iné{p), Para
caleular %, utiliza-se o estimador B(®®) [eq. (5.2.1.28)]:

. . P SLI _
Ao :{Zﬂxg(sgm) ’xi] 3 x(6@) 'y, (533.2)
Como exemplo de aplicagio desse método, considere o seguinte:
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Exemplo 5.3.3 madelo de efeitos aleatorios com erros AR(1)

Chi e Reinsel (1989) consideraram o método SF na estimagio de MV no modelo de
efeitos aleatorios com erros AR(1), A matriz de covariancia individual tem a forma (5.2.1.3)
com Q =o'W, onde W tem a forma da matriz (3.2.1.4) estrutura de covaridncia do
processo AR(1) continuo. A matriz W, ¢ funglo do pardmetro de autoregressio ¢ (seglo
3.2). Chi e Reinsel (1989) expressaram Q, = 6°W, na forma (3.2.1.5), ie, W, =R’7VR .
Para que [ seja positiva definida a cada iteragfo, utiliza-se a decomposigio de Cholesky
proposta por Lindstrom ¢ Bates (1988). A reparametrizagio ¢ feita fazendo-se I' = F'F,
onde F € uma matriz tnangular superior. Assim, o conjunte de pardmetros considerado €
®={Fc",¢}

A fungo de verossimithanca completa € dada por (5.2.1.7) e a parcial por (5.2.2.13).
Para aplicar o algoritmo do scoring, para cada iteragio calcula-se o vetor dos escores s e a
matriz de informagio de Fisher E(H_ ). As EMV de § e © s#io obtidas por iteragfio de
(533.1) e(5332) Para inicializar o algoritmo, toma-se $ =0, i.e, ) =o’1, e as EMV de
I e 5 sob esse modelo, ie, % = {}3\“,63 ,0}_

Nota: o desenvolvimento das derivadas da fungfo de verossimithanga esta descrito
por Chi e Reinsel (1989); detathes sobre o método do scoring em dados longitudinais com
erros AR(1) estio desenvolvidos na tese de doutorado de Chi {1988, cap. 2).

0 método NR requer o calculo da matniz das derivadas segundas (matnz Hessiana).
O scoring substitui 2 matriz Hessiana pelo ser valor esperado (matriz de informago). Em
muitas situacdes, o calculo da matriz de informacio é mais simples do que o calculo da
matriz Hessiana (Searle er alii., 1992, pp. 295). Jennrich e Sampson (1986) observam que o
SF € mais robusto aos valores iniciais do que o NR. Eles recomendam o uso do SF nas
primeiras iteragdes e depois a mudanga para NR (gue € mais rapido do que o SF).

5.3.4. O Filtro de Kalman

Em alguns dos algoritmos de estimagio apresentados, como 0s algoritmos de
otimizacdo ndo linear de NR e SF, para obtermos as EMV ou EMVRe dos pardmetros das
matrizes B ¢ W, ¢ necessario calcular a verossimilhanga completa ou parcial O céleulo
direto da verossimilhanga feito em cada passo da iteracdo requer manipulagio de matrizes
T x T (por MV} e (T, —a) x{T~a), (por MVRe), onde T. ¢ o nimero de observagdes do i-
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esimo individuo e a € o numero de efeitos fixos. Quando T for pequeno, ndo haverd
problemas computacionais e ¢ uso da fatorizagdo de Cholesky da matriz de covaridncia

toma o calculo da verossimilhanga estavel do ponto de vista numérico, pois garante que a
estimativa da matriz de covariancia seja positiva definida.

O filtro de Kalman descrito no apéndice B ¢ um auxiliar para o cilculo da
verossimithanca. Ele pode ser usado em anlise de dados longitudinais quando o problema

puder ser formulado na forma em espago de estados. Uma vez modelado nessa forma, €
possivel calcular a verossimithanga recursivamente sem utilizar matrizes de dimensdes que
dependem do nimero das observagSes individuals (Harvey, 1978, Jones, 1993, pp. 78). Jones
(1987} usou esse método para calcular a verossimilhanga exata, suportando dados com

estrutura n3o-balanceada e assumindo-se varidvers aleatorias gaussianas.
Nessa  se¢do, considere o modelo de efeitos mistos de modo que

L =0 (ZBZ +W)=0°G, com W, tendo a forma da estrutura de covaridncia do
processo AR(1) contimio (3.2.1.4) Como feito na se¢do 3.2, para acomodar dados
desigualmentes espagados, considere que as observagbes para o résimo individuo sejam
tomadas nos instantes t, para j=1...,T. A defasagem de tempo entre observagles
consecutivas ¢ dada por 8- t.i—t;-1, j=2,...,T.

1

Seja X, a matriz de delineamento da forma polinomial:

} t, o t;;_]
. 1 tp v i‘;‘
Xj =1. :h . ’ ) {534.1)
ot
..1 tﬂ"s tiT& B

Cada linka de X, serd denotada por x[(1,); cada elemento do vetor de observagBes y, e do

vetor de erros g, sera representado, respectivamente, por y (t,) e €,(t,).

£.3.4.a. Utikizando Estimativas de § e © em 2 Passos

Quando o algoritmo de otimizagio é formulado em dois passos (e.g, eq. [53.29] e]

5.3.2.10]), as compenentes aleatorias do modelo de efeitos mistos podem ser escritas na

 forma em espago de estados (Jones e Boateng, 1991). Para o i-ésimo individuo, a
representacio em espaco de estados pode ser dada por:

Lt .y Ole(t,
[:E;ﬂz[@(tu 0!,,34) I}EEIJ ;]er(tij)? (53.4.2)
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e (1,
vi(tg):[i zf(t-lj)][b_ (t__))}rf;(t.u) (5343)

onde b (1) € o vetor dos efeitos aleatdrios no tempo 1. A equagio (5.3.4.2) indica que o0s
efeitos aleatonios para o i-ésimo individuo sZo constantes no tempo, i€, bt )=b(t, )
z/(t,) ¢ a i-ésima linha de Z no tempo t,, m.(t,) representa os choques aleatorios do
pracesso AR(1) continuo e {,(t,) € o erro observacional com distribuigio N(0, c’c;) Na

equagdo (5.3.4.3), v, (t,) representa a diferenga y, (1, )—x(t,)B. Nessa representacdo, ¢

pardmetro desconhecido P é tratado como um termo fixo, sendo necessario estiméi-lo
juntamente com os outros pardmetros 6., ¢°, ¢ e B.

5.3.4.b. Utilizando a Verossimilhanca Concentrada

Para evitar a estimacdo direta de B e de ©° que requer manipulagio de matrizes T x T
(por MV) e (T —a}»{T —a), (por MVRe), Jones ¢ Boateng (1991) ¢ Jones {1993, pp. 108)
formulam as equagBes de estado de modo o filtro gere as equa¢Bes normais para estimar B e
o’ Para isso, o parmetro B é concentrado para fora da verossimilhanga (5.3.4 4). Uma
rotina de otimizagio ndo lnear deve ser utilizada para obter as EMV dos parimetros nio

lineares, que s8o: o pardmetro de autoregressio ¢, os elementos de B e a vanidncia do erro

observacional o No procedimento, todas as matrizes de covaridncia podem ser divididas
por o°, e, as equagdes podem ser expressas em fungdo de G . A fungdo de verossimilhanga
concentrada ¢ obtida substituindo-se (5.2.1.13) e (5.2.1.12) em (5.2.1.11), resultando em

I=Tln2nd’ +A+T, (5.3.44)

onde A=Y |G, O parimetro B é estimado por (5.2.1.12) ¢ o® por (521.12). A
predigio de b, € dada por (5.2.1.29) que nesse caso tem a forma 51 = BZ;(A};“{yl - Xiﬁ). A
fatorizagdo de Cholesky da matriz G’ auxilia nos calculos de B, &% b, e 1n|G|. Assim, com

a decomposi¢io G;' = L'L, onde L € uma matriz triangular superior, fazemos

Ly =LXB+LZb +le,

rLe.
5 =XB+Zb +E_ (5345)
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Os estimadores dos parametros f, &7, 6. e InjiG | do modelo transformado sio os mesmos
do modelo origina, ie, P=(X'X)'X75, b =BZ/(5 -Xf) e &°=RSS/T, onde
RSS =375 -y XXX X9 A recursdo de Kalman ¢ feita de modo que a matriz e o vetor
das equagdes normais necessarios para estimar B (os efeitos b serdo preditos apds a
estimacio dos parimetros 8 e &, juntamente com os residuos que serfio descritos na segio
6.3), a soma dos guadrados ponderados para estimar ¢° e o termo determinante da
verossimithanga sejam acumulados durante um passo do algoritmo. Em outras palavras, o
filtro devera produzir os termos X’X, X'y ¢ §'y. Esses valores sdo utilizados quando os
valores dos parimetros obtidos através de otimizacio nfo linear forem considerados
solugles que maximizam a verossimilhanga. Assim, a verossimithanga dada por (5.3.4.4) ¢
calculada no final da recursiio, produzindo também as estimativas de B e ¢°. Além disso, o
filtro de Kalman fornece as predigSes dos efeitos aleatdrios individuais e sua matrizes de
covaridncia para cada individuo, e os residuos transformados {que serio descritos na secdo
6.3) e a varidncia do processo 67/(1-§7). Para isso, defina a matriz

”t:';; W
w45 %
yX oy

Lt et

}, (5.3.4.6)

Para obtermos M, € preciso que o filtro de Kalman seja executado separadamente em
cada coluna das matrizes X e para y , onde cada coluna ¢ tratada como vetor de dados. As
partes da recursdo que envolvem matrizes de covarnidncia devem ser calculadas apenas uma
vez. Como existe um vetor de estado para cada coluna de X, e y (ver passo 3 dos passos
de eracdo da pagina seguinte), o estado serd uma matriz dimensdo (m+I)x(a+1). A
matriz de predigio dos vetores dos estados no tempo t dada a informacdo anterior sera
denotada por S,(t [t, -8t} e a matriz de covarifincia dessa predig@o por

P”(tj}t}-"“ét) Piz(tjltj_at}:l, (5_34.7)

P;'(.tjltj' -0 = G‘{Pl’z_(ijitj - it} Pzz(tj’ti —-5t)

onde P, ¢ escalar, P/, € um vetor mx1 e P,, é uma matriz mxm. A inicializagio ¢ feita

fazendo-se
J1 o
S.(1,10=0e P(1,i0)=0 o BF {5.3.4.8)

onde a notagdo §.(t |0) indica a estimativa no tempo t,, dado que ndo ha observagdes

prévias no individuo, e o'B € a matriz de covariéncia a prioni dos efeitos aleatérios b, Na
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inictalizagio, 2 matriz B € um chute inicial; depois, ela é a estimativa corrente produzida por
um meétodo de otimizagdo ndo linear (ver Jones e Boateng, 1991, Jones, 1993, pp. 33). Como
fo1 discutido por Lindstrom e Bates (1988) ¢ Jones e Boateng (1991), € conveniente utilizar a
decomposi¢io de Cholesky B= F'F para garantir estimativas positivas definidas de B

Oz passos da iteracio s80:

1. Calkeular a predigio do estado:

é}(t}.;tjwﬁt) 0
Q

Sj(t‘j|tj.-5t)={ !

]Si (t, —St{t, —8t).

2. Calcular a matriz de covaridncia da predigdo:
P, (tje,~81)=P, (1, -8t - Sb (1,1, —81)+ Q(6t),
P,(t i, —8) =P, (t, - 8t|t - 8)d(t ;1. — bt),
P, (t |t ~8t) =P, (t, - Btft - 81),
onde Q{81)= [1 —§° (5‘[)} denota a vanancia do erro da predigio.
3. Calcular a predigio da proxima observagio.
[x(t)t, -8t vt —80]={1 z(t)] S lt, -8
4. Calcular a inovagio (diferenga entre o observado e o predito).

I(t) :[x(tj) y(ti)]—[x(ti]t}. -6ty y(t e, &51)].

- 5. Calcular a matriz de covaridncia da inovagio:

Vi) =[1 z()lPa il -s01 zi(tj)]’—&ci_

6. Acumular as quantidades necessirias para calcular / no final da recursio, i.e., no passo

®

F1Z




M = MO }'(tJ)I(fJ )/V(IJ)

A" = A" 4 V(L ),

. onde M ¢é a parte triangular superior da matriz (a +1) x (a +1) necessaria para calcular as
. estimativas de B e 67, e A™ € o termo determinante acumulado sobre todas as observagdes
para todos os individuos. Inicialmente, M =0 ¢ A® = 0.

7. Atualizar a estimativa do vetor de estado:

K, (t)=]1 z,(t)|P(t,}t, - 81),

entdo
Si{tj.]tj) = S.i(zj|t_.i - 8t) +K’('tj)1(tl)/’V(t}.}_

8 Calcular a matriz de covanincia atualizada:

P(1 jt)=P(t |t wﬁi)"K’(tj)K(tj)/‘V(tj)_

A recursdo de Kalman € feita sobre todos os individuos e 2 fungio / € acumulada
sobre os mdividuos (i.e., a matriz de estados e a matriz de covaridncia sfo reinicializadas para
cada individuo, sendo que as quantidades M e A sfo acumuladas sobre todas as observagdes
de todos os individuos). Assim, a verossimithanga dada por (5.3.4.4) € calculada no final da
recursdo. Como a matriz M contém as somas de quadrados, o calculo da verossimilhanga
produz como subprodutos as estimativas de f e o°.

Quando os valores dos pardmetros obtidos através de otimizagio nfio linsar forem
considerados solugBes que maximizam a verossimilhanga (isso € feito por critérios de
convergéncias que ndo foram discutidos nesse trabalho), o filtro de Kalman fornece as
predigbes dos efeitos aleatorios individuais e sua matrizes de covariincia para cada individuo,
e os residuos transformados (que serdo descritos na se¢@o 6.3) e a variincia do processo
& /(1-4%).

As principais vantagens do filtro de Kalman sfio a generalizacio de situagdes onde a
verossumithanga nfio pode ser expressa em uma forma fechada e a rapidez do algoritmo
mesmo que haja muitas observagbes em alguns dos individuos (Jones e Boateng, 1991).
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A formulacio em espago de estados permite utilizar covanaveis variando no tempo, o
valor mals recente da covanavel pode ser usado na matriz de delineamento individual A
questdo € qual matriz de delineamento devera conter essas covariaveis: X, ou Z . Se a
covanavel for incorporada em Z | ¢ coeficiente aleat6rio podera ter média diferente de zero,
ac contrario do que se supde no modelo. Se for o caso, a mesma coluna pode ser incluida em
X, como efeito fixo, € o coeficiente aleatdrio terd média zero, Jones (1993, pp. 120) comenta
que a estrutura do erro pode ser generalizada para um ARMA(p,q) continuo.
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6

Testes de Hipoteses e Diagnostico

6.1. Introducio

No capitulo 4 discutiu-se alguns pontos importantes na selegio do modelo mais
adequado come a parcimoniosidade e a bondade de ajuste do modelo escolhido. Como
extensdo dos capitulos anteriores, este se propde a tratar de algumas questSes de interesse
na andlise e modelagem de dados longitudinais, apresentande ferramentas estatisticas como
o teste de hipdteses, a analise de residuos{(diagnostico) e predig#o.

Para introduzir o teste de hipdtese em estudos longitudinals considere a situagio
descrita no exemplo 2.2.1, onde n individuos s8o alocados aleatonamente em dois grupos.
Como discutido no capitulo 4, a escolba por um modelo deve levar em considera¢io os
objetivos de analise. Por exemplo, ajustando-se o modelo univaniado (2.4.1), uma possivel
questdo de interesse € verificar se os tratamentos administrados em cada grupo produzem os
mesmos efeitos na média populacional da vandvel de resposta. Em outro caso, se a questio
de interesse fosse testar se o efeito temporal € constante para todas as ocasibes, entdio o
modelo (2.4.4) seriz adequado.

(s testes de hipoteses sobre os pardmetros sio aplicados na selegio do modelo e na
sua interpreta¢io, Na segio 6.2.1 discutiremos sobre o teste da razio de verossimithanga
para a comparagio entre dois modelos hierarquicos. Na se¢io 6.2 4 apresenta-se um teste de
escores como crtério de seleclo entre o modelo de independéncia condicional e o modelo
com erros AR(1} Os testes de hipdteses podem ser utilizados como uma opgo aos critérios
de selecio como o AlIC {critério de informagio de Akaike, 1973) apresentado no capitulo 4.
Comeo foi discutido no capitulo 4, o AIC € um critério Gtil para responder a questéo, por
exemplo, sobre a existéncia de correlagio serial ou efeitos aleatorios.

Na andlise de varidncia, a questdio de interesse estd na identificagio das fontes de
vanagio que compdem o erro experimental ou seja, estudar a vanagio das componentes da
varidncia. Quando a matriz de covanincia mdividual satisfaz a condigio de circularidade,
pode-se aplicar normaimente os testes F da ANOVA. Entretanto, quando essa condi¢io nido
for satisfeita, é necessario tomar certos cuidados para obter as estatisticas F apropriadas.
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Algumas formas de diagnésticos estdo descritos na secdo 63, onde define-se o
residuo ordindrio como a diferenga entre o valor observado € o ajustado, e os residuos
transformados como uma combinag@o dos residuos ordinarios. Como os métados e modelos
discutidos nesse trabalho assumiram em sua grande maioria normalidade, € preciso
considerar melos para verificar essa suposi¢do. A fatha na suposi¢io de normalidade ndo
invalida as estimativas dos pardmetros de locagio, Entretanto, pode invalidar os testes
usuals e os intervalos de confianga que s8o baseados na teoria da distribuigio Normal
Também ¢ possivel verificar se 0 modelo escolhido descreve razoavelmente bem o conjunto
de dados, por exemplo, através de gréificos dos residuos e do teste de bondade de ajuste.
Outros elementos podem se tornar claros como: outliers, correlagio residual
(comportamento ndo aleatdrio dos residuos) e pontos influentes (valores ou individuos). Na
secio 6.3.3 apresentaremos o método do semivariograma empinico para avaliar a estrutura
de correlagio dos residuos. Essa avaliag8o pode ser utilizada para a selegiio inicial das
estruturas de covaridncia do modelo, indicando, por exemplo, existéncia de correlagdo

temporal nos erros.

6.2. Testes de Hipoteses

Messa seclo serdo apresenfados alguns testes de hipdteses que podem ser usados na
selegio do modelo. Os testes de hipoteses aplicados ao modelo de efeitos mistos
essencialmente 580 os mesmos aplicados, por exemplo, aos modelos de regressio em geral.
Como ja sio amplamente conhecidos eles ndo serdo discutidos detalhadamente. Os testes
descritos sfo: o teste da razio de verossimilhanga para a comparagdo de dois modelos
hierdrquicos (nesied), o teste de Wald, o teste dos escores e o teste F da ANOVA

6.2.1. Teste da razdo de verossimilhanca

O teste da razdo de verossimilhanga pode ser usado para comparar dois modelos
hierdrquicos. Dois modelos sio hierdrquicos (mesfed) quando um modelo € uma versao
restrita do outro, ie., o segundo modelo tem todos os parimetros do primeiro mais r
adicionais. Nesse caso, o modelo reduzido (primeiro modelo} é chamado de versdo restrita
do segundo pois os 1 parametros adicionais sio nulos; outra forma de reduzir o modelo é
restringir dois ou mais pardmetros a serem iguais como Hustrado a seguir:
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Exemplo 6.2.1 modelo univariado
Tome por exemple o modelo {2.4.1) com dois grupos
Vi =By + 7y 8,0, (6.2.1.1)

yi(l)j = Bl +B2 + xi(g) + E,‘{g)jp (62 i 2)

onde 3, € a media populacional do grupo 1 ¢ B, ¢ a diferenga da média entre os grupos.
Uma possivel questio de interesse € testar a hipotese nula (H,)

H, B,=0, (6.2.1.3)
que produz a verso restrita de (6.2.1.2) v, =B, + T, +€ 5,
Em outro exemplo, tome o modelo (2.4 4}
yi(k}j = p‘k +BJ' + n:.'(k) + 8;(;;)3': (6214)

~ onde p, € a média do grupo k, e o parfmetro B, € o efeito da j-ésima ocasifio. A questio de
mteresse € testar se o efeito temporal € constante, ou seja, com quatro ocasides teriamos por

exemplo,
H, B =B,=B,=8, (6.2.1.5)

A hipétese acima produz um modelo reduzido onde o efeito temporal € constante.

Seja I, o valor de —2Inverossimilhanca do modelo reduzido (sob H,) e I, o valor
do outro com 1 pardmetros adicionais {sob a hipdtese alternativa /. ). A estatistica do teste ¢
definida como

ILR=1-1 {6.2.1.6)
que, sob a hipotese de que os dois modelos sfo iguais (H,), a diferenca R entre / e [, &
assintoticamente distribuida como qui-quadrado com r graus de hiberdade. Quanto maior for

essa diferenga, masores serdo as evidéncias contra A, Em outras palavras, a ndo rejeigio da
hipotese nula (H,) significa que o modelo com mais parBmetros nio produz
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significativamente melhor ajuste do que o outro e, analogamente, a rejeicio de H, indica
que ha uma melhora significativa no ajuste quando parBmetros adicionais sdo introduzidos.

Por ser um teste assiniotico, o tamanho da amostra deve ser grande, mas ele
frequentemente produz resultados razoaveis para tamanhos moderados como 20 individuos
com 6 observacdes cada (Jones, 1993, pp. 44). Quanto maior for o nimero de observagdes
individuais maior sera a informagdo proporcionada sobre o’(2,, que ¢ a componente intra-
individual da varifncia; e para um niunero grande de individuos, havera mais informagio
sobre o', a componente entre-individuos da varidncia.

A razfio de verossimithanga também pode ser aplicada para ajustar um modelo com
pardmeiros nfo-lineares; por exemplo, € possivel testar bapoteses do tipo

H: ¢=0, (6.2.1.7)

onde ¢ € o pardmetro (ndo linear) de autoregressdo AR(1) dos erros (capitulo 3). Comeo fot
discutido no capitulo 4, Jones (1990) observou gue na pratica a correlagdo senal pode ser
parcialmente confundida com os efeitos aleatorios individuais. A inferéncia baseada na
funcio de verossimithanga nem sempre identificara corretamente o modelo, especialmente
em pequenas amostras. Além disso, a0 ajustarmos virios modelos para um conjunto de
dados, o uso do teste da razio de verossimilhanga pode tornmar-se confuso e também
poderdo haver modelos que nfio sejam hierdrquicos (nested), de modo que esse teste ndo
possa ser utilizado na comparagdo entre eles. Um procedimento alternativo € utilizar o
critério de selecdo de modelo como o AIC {Capitulo 4). O AIC ¢ baseado na teoria de
decisZo e penaliza I = —21n verossimilhanga do mimero de parmetros ajustados acs dados
{r ) para evitar excesso de parametrizaciio. Na se¢@o 6.2.4 apresentaremos uma aplicacio
do teste do scoring de Fisher para testar (6.2.1.7)

O valor minimizado de /, deve ser menor que /, uma vez que algumas restrigdes
foram removidas. Em problemas de otimizag3o n3o-linear, as vezes, /, aumenta. Isso
teoricamente nio deve ocorrer, mas ¢ programa converge ao minimo local que € maior do
que o minimo do primeiroc modelo (Z,). Uma forma de evitar convergéncia para um minimo
local diferente é comegar o segundo modelo a partir de valores dos pardmetros que
minimizam /| com os r pardmetros iguais a zero. Isso inicia a otimizagio a partir de /| e um
bom algoritmo ira apenas na diregiio do declive. Por causa do risco de terminar num minimo
local ao invés do minimo global, € uma boa pratica tentar varnios valores iniciais dos
pardmetros para ver se eles convergem ao mesmo ponto.
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6.2.2. Teste de Wald

Quando 0 interesse € testar os parimetros lineares f3, o ajuste de dois modelos para
comparagio pelo teste de razdo de verossimilhanga pode ser evitado, ajustando-se apenas
um modelo mais completo {com mais parimetros) e testando-se apenas os contrastes entre
os elementos do vetor de efetos B.

Como foi ilustrado na sego anterior, um exemplo simples € o teste da hipdtese de
que um dos coeficientes € zero, 1.e.,

H, B, =0, (6221

onde & denota o elemento do vetor de efeitos B que esta sendo testado, O teste da razdo de
verossimithanga ajustaria dois modelos: um modelo com a presenca desse par@metro e ©
outro sem ele. Depois, as verossimilhangas associadas a cada modelo seriam comparadas
para verificar se a mudanga enconirada € significativa Essa comparagio seria feita por
{6.2.1.6) considerando-se a distribuigao Qui-quadrada com um grau de hiberdade.

Cutro meio para se testar essa hipGtese € usar a matriz de covariancia estimada dos
efeitos estimados. O k-ésimo elemento dessa matriz € a vanincia estimada de ék ) véir(f?;;c ).
A estatistica do teste, conhecido com estatistica de Wald, €

~

B, -
PR it S {(6.2.2.2)
& - ?
yvar(B,)
onde gf € o namero de graus de liberdade, g/=T —a.
Equivalentemente,
P (6.2.2.3)

g~ . A :
var(B,)
Na regressdio linear, as estatisticas {6.2.2.2) e (6.2.2.3) sdo, respectivamente, o teste
t exato e o teste F exato para as hipSteses, assumindo-se erros gaussianos independentes
com varidncia constante (homocedasticia). Convém observar que o quadrado da estatistica ¢
equivale & estatistica F' com 1 grau de liberdade no numerador apenas quando um unico

coeficiente estd sendo testado. Quando mais de um coeficiente estio sendo testados
simulianeamente, o teste F é mais apropriado.
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O teste de Wald € assintoticamente equivalente ao teste da razio de verossimithanga
{para tamanhos amostrais grandes) o que significa que o grau de liberdade ¢ grande. Nesse
caso, quando os graus de liberdade crescem, as distribuigdes das estatisticas 7 ¢ [ se
aproximam respectivamente a distribuigiio Normal padrio z e Qui-quadrado com 1 grau de
liberdade, y°:

t ~z, (6.2.2.4)
Fy %1 (62.25)

Para um nimero moderado de graus de liberdade, os testes f e F s@o mais
conservativos que os testes z e 3., ou seja, possuem valores criticos mais altos para um
nivel de significincia

Considere agora o caso em que se deseja comparar coeficientes, como por exemplo:

H: B, =8, (6.2.2.6)
Issc representa um contraste, que pode ser escrito na forma matricial:
1 -1j s 0,

onde C=[1 ~1] é a matriz de contraste. A hipotese (622.6) pode ser escrita

matricialmente como

H,:CB=0. | (6227
A estatistica do tesie &
Sl
- B (6.2.2.8)
¥ Var(CB)

que assintoticamente tem distribuigio ¥,
Suponha agora que seja de interesse testar 0 seguinte:

H,: B, =B,eP, =B,
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Le

R L gl-“ 6.2.2.9)
“lo 1 -1t o) 622
B,
A estatistica dos teste € dada por
©By[cvarh) c']”icé, (62.2.10)

que sob H, ¢ assintoticamente distribuida como %]

6.2.4. Teste do Escore de Fisher

Considere o modelo de efeitos aleatdrios com erros AR(1) do exemplo 53.3.1.
Nessa seqdo descreveremos a aplicagfio do teste dos escores proposto por Chi e Reinsel
{1989} para testar a existéncia de correlagdo serial AR(1), ie:

H, $=0 (6.24.1)

A hipéteseH, equivale 4 hipotese de independéncia condicional Q) =o%l. A rejeigio da
hipotese nula nfo significa que ¢ modele especificade na hipétese alternativa seja
apropriade, mas deve sugerir a exssténcia de correlagio nos erros ¢ que o AR(1) € uma
estrutura possivel para os erros.

Considere o vetor de parimetros §'={B".0,¢}, onde (E)m{y el e 02}, e seia
8§, = {ééo} onde é e ® sio EMV de 8 e & no modelo sob a hipotese nula (6.2.4.1).
Quando caleulado em 8, o vetor de escores defimdo em (5.3.2.4b) ¢

ol
8y, =
Bk, = 75

7

Y
' s‘l"&
i}

onde s, = 9«{ A matriz de informacio (5.3.3.1), denotada por

¥=E[+81/8959],



assume uma forma particionada em bloco:

J, 0 0
I=; 0 }22 3|
0 J;S 333
- onde os elementos da matriz J sdo dadasem (5.3.3.1), e g, J, = E(Hy ).
A estatistica do teste de escore é
, 52|
_1 ¢
n=(scol,) O, ) (sl )=, (6242)

*

onde J, = J5, —(J3,)'(32,)"(J5,) e o indice 0 indica que os elementos de J sio calculados em
8, Sob condigGes de regularidade consideradas por Chi e Reinsel (1989), o vetor de
- escores A ¢ assintoticamente x, sob H,.

Nota: o desenvolvimento das derivadas da fungio de verossimithanca estd descrito
- por Chi (1988) ¢ Chi € Reinsel (1989).

'5 Um valor grande de A, comparada com a distribuigio x’, ird sugerir a existéncia de
. autocorrelagio nos residuos. Como observado por Chi e Reinsel (1989), embora a estatistica
' dos escores seja valida para padrdes trregulares nos tempos de observagiio (dados
. desigualmente espagados), o poder do teste tendera a crescer se as observagBes forem
tomadas consecutivamente (dados igualmente espagados).

6.2.5. Teste F da ANOVA

No modelo univariado ou no modelo componente de varidncias, quando a matriz de
covaridncia individual satisfaz a condigdo de circularidade, pode-se aplicar os testes F da
ANOVA (Andrade e Singer, 1986). Por exemplo, o padrio de uniformidade (2 4.3) é uma
estrutura circular utilizada em medidas repetidas Quando se espera a existéncia de uma
estrutura de correlagio que decai com o tempo, é preciso tomar certos cuidados. Pela
simplicidade na obtengdo das estatisticas F da ANQVA, autores com Box (1954) e Geisser e
Greenhouse {1938} propuseram corregdes no niimero dos graus de liberdade das estatisticas
F. Essas correghes sio utilizadas para acomodar os desvios do padrido circular de T

Nessa se¢do ilustraremos dois casos simples para construglo dos testes F.



Exemplo 6.2.5.1 ANOVA dos modelos dos exemplos 4.3.1 ¢ 4.3.2

Considere o modelo univariado de efeitos fixos descrito no exemplo 4.3.1; a tabela
de ANOVA para gsse caso € dada pela Tabela 6.2.5.1.

Tabela 6251 - ANOVAparaomodeloy, =u+y, +¢,

Fonte de variagho gl Soma de Quadrado Médio Estatistica F
Quadrados

Entre Grupos a1 SSA MSA = 88A/(0-1) | F = MSA/MSE

Dentro do Grupo a(p-1) SSE MSE = SSE/a(n~1)

Total an—1 S8T

onde, SSA=nY " (F, -7 ), SSE= 3" 3" (y,~F.);88T=3" 37 (y,-v.)'

¢ o uso do ponto em lugar do indice (i, }) refere-se & soma com respeito ao indice; por
exemplo:

o n
- Zm j=:1y='i
Y, =
i

Sob suposi¢io de normalidade dos dados, para se testar hipoteses do tipo
Hyy =-=v,.

pode-se utilizar a estatistica F da Tabela 6.2.5.1 que possui distribuigho F com a-1 e n{a—1)
graus de liberdade, respectivamente, no numerador € no denominador.

Uma questio que surge & como utilizar a Tabela 6.2.5.1 para o modelo que trata os
efeitos como aleatdrios? Em primeiro lugar, € preciso levar em consideragio a diferenga
entre os efeitos fixos e aleatdrios. Como j& se discutiu, no modelo fixo os efeitos
correspondem a nivels especificos, cuidadosamente escolhidos, dos fatores de interesse
{e.g., variedade de tomates). No modelo aleatdrio (exemplo 4.3.2), os efeitos correspondem
a uma amostra aleatdria dos niveis de um fator dentro de uma populagiio. Em outras
palavras, no modelo de efeitos fixos, o interesse estd em um conjunto particular de efeitos
que occorrern nos dados, enquanto que no madelo de efeitos aleatérios, o interessa estd em
se fazer inferéncias sobre a populaglo, em particular, sobre sua varidncia. Logo, a
preocupacio no modelo fixo se restringe 4s médias e no aleatdrio sobre as varidncias; ie,,

no modelo do exemplo 4.3.2, a estatistica F deve testar a seguinte hipdfese:
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H .

o G =0

Para casos mais gerais, entretanto, deve-se tomar o cuidadd de ndoc utilizar
inadequadamente a estatisica F, pois a construgdo de testes para modelos mistos ou
aleatérios mais gerais pode ndo ser tdo imediata, principalmente no caso nfo balanceado
{Searle ef alii,, 1992, pp. 22).

[

Em segundo lugar, deve-se considerar a questio’ que parte da tabela ANOVA serd
utiizada para estimar as componenies de varidncia? A resposta para essa pergunta €
extensiva € foi tratada, e.g., por Searle ef alii (1992, cap. 3 a 5). Como ilustracio de um
modelo misto, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 6.2.5.2 ANOVA do modelo 2.4.4

Considere o modelo (2.4.4) do capitulo 2; as estatisticas da ANOVA estio na Tabela
6.2.5.2 e algumas das interpretagdes na Tabela 6.2.5 3.

A condigdo necessaria e suficiente para que as estatisticas F, ¢ F, da Tabela 6.2.5.2
tentharmn distnbuigBo exata F central € os elementos de Z, © i devem satisfazer

d +d, +w, araj= j
{’fﬂ:{] ! paret =) {6.2.5.1)

d+d,, paraj#j"’

onde 4, d. e w > 0 sd0 constantes. A forma (6.2.5.1) € conhecido como condigdc de
circularidade. O padrao de uniformidade € um caso particular dela, com d, =d, = o’pf2 e

=0 (1-p).
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Tabela 6.2.5.2 - Analise de varifncia para o modelo 2.4 4
{(assumindo-seque n,_ =r, k=1, . g}

Fonte de Vanaglo graus de liberdade Quadrado Estatistica F
Médio
. — (n'g) QM]
Grapo g-1 OM, 1 {g_”""h 0 “““*‘—QM.E
Individuo dentre do
Gﬂip() N"g QME
OM
; . F, =(n-g)—~=
Ocasifio T- QM. , ={n-g) QM,
G Ocasia 1 1 QM - (g'l) QMa
rupo » Qeasiio ED-D Mo B g oM,
Ocasifo x Individuo .
dentro do Grupo (-gh(T-1) QM
Total aT-1 QM ¢
g T I a M = 1 r 2 2 }. £ T
onde QM = _,ifzk }Y ko EY H Q 3 ?Zi-‘—'i Zkf—'i Yj{kj_ - ;,}:Zk:i Y‘k‘,
T .
QM, ﬂuz.p Yy, =
QM, = Z}_ Y —y -QM, - QM,,
_ 4
QMi - QMé“ZFr»-zQMF’ QM _—"zi :Zk - et | = zylmJ ny

0 uso do ponto em lugar do indice (i, j, k) refere-se 4 soma com respeito ao indice; por

exempio,
=2 2 Y iy
Tabela 6.2.5.3 - Exemplo de algumas interpretacdes da ANOVA
Efento Resultado significante pode indicar que:
Grupo hi diferengas venticais entre as curvas
Tempe 48 Curvas NAo SA0 Constanies no lempo
Grupo x Tempo a forma das curvas diferem entre os grupos
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A corregio de Geisser e Greenhouse x ¢é um fator multiplicativo que pode ser
estimado por:
TG, ~6.)

(T-D. 3 0% -2T3.5, +T5)

= (62.52)

onde T € o niimero de observagGes individuais; o termo 6, € 0 jk-ésimo elemento da matriz

a o - = .=
de covaridneia T, o termo G, W%:csﬂ, /T (T = ZZGﬁ/T e d, Wch/T,
P 7

Schwertman e Carter (1993) estudaram o efeito da correlagio AR(1) na analise dos
dados sob corregio de Geisser e Greenhouse e mostraram que € um método pritico e
efetivo de ajuste. A magnitude dessa corregio pode ser utilizada como uma medida da
importancia da estrutura de correlagdo na analise dos dados.

Para o caso onde I assume uma estrutura geral, Box (1954) e Geisser ¢ Greenhouse
(1958) mostraram que as estatisticas F, ¢ F, da Tabela 6.2.5.2 tém aproximadamente
distribuigio F central com, respectivamente, {T-1x e (n—g)(T-1), e (g-1}T-1)x ¢ (n~
g¥T-1)x graus de liberdade.

Box (1954 mostrou que 1/{T-1)<x 1. O valor x =1 corresponde a condigio de
circularidade e 2 medida que T se afasta desse padrio, o valor de x tende para 1/(T—1), que
¢ a reducio maxima no nimero dos graus de liberdade. Quando se utiliza k =1 ou Y/(T-1),
o resultado pode ser um teste, respectivamente, muito liberal ou muito conservativo. Um
procedimento em trés estigios foi proposto por Geisser e Greenthouse (1958}

i) usa-se o teste F exato com x = 1; caso o teste seja sigmficativo (rejeicio da hipétese
rula) procede-se 0 proximo estagio:

i) usa-se o teste F exato com x = 1/{(T~1); caso o teste seja ndo significativo passa-se
para o préximo estagio:

jii)  usa-se o teste F aproximado com x estimado a partir de (6.2.5.2)

(uando a matriz ¥ assume o padrio AR(1) na forma (3.2.1.2), o fator de corregéo
tem o limite inferior 5{T + })/(2'1‘3 + 7} que é maior do que 1/(T~1) para T > 2 (Andrade ¢
Singer, 1986, pp. 41). Nesse caso, o segundo estagio do procedimento anferior € feito com
x =S(T+1/QT* +7).
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6.3. Diagnostico

Apés o ajuste do modelo é necessario checar se as suposigfes e ajuste 530
adequados através, por exemplo, da analise dos residuos. Como os métodos € modelos
discutidos nesse trabalho assumiram em sua grande maipnia nommalidade, € preciso
considerar meios para verificar essa suposigio. A fatha na suposigio de normalidade nfo
invalida as estimativas dos par@metros de locagio Entretanto, pode invalidar os testes
usuals e os intervalos de confianga que sio baseados na teoria da distribuigdo Normal. De
modo geral, tanto a analise de residuos como a bondade de ajuste podem ser realizadas a
partir de técnicas e testes conhecidos na literatura, como por exemplo, a validacio cruzada
{cross-validatior:) e o teste Qui-quadrado. Como referéncia podemos citar Draper & Smith
(1981, cap. 3, pp. 141) e Searle (1971, pp. 129) que tratam do diagndstico, Nesta fase a
analise {principalmente grafica) dos residuos tem importincia fundamental. Todas as
técnicas tradicionais de anlise utilizadas em analise de regressao podem ser consideradas
aqui, entretanto, como ja sio amplamente conhecidas (e.g., Draper ¢ Smith, 1981, cap. 3,
pp. 141; e Searle, 1971, pp. 129) elas nfo serdo discutidas aqul. Nessa segdo discutiremos
apenas algumas técnicas mais especificas como o uso dos residues transformados, o gréfico
de probabilidade normal ponderado e o método do semivariograma empirico para o
diagnoéstico do modelo de eferitos mistos.

O residuo ordinario, que essencialmente é a diferenca do valor observado com o
ajustado, possui deficiéncias como a existéncia de correlagiio, i.e, a matriz de covaridncia
dos residuos ordindnos nio € necessariamente diagonal (s3o heterocedasticos). Os residuos
transformados (se¢do 6.3.1), por outro lado, sdo independentes ¢ 1denticamente distribuidos
(iid). Os residuos transformados podem ser usados para checar as suposicdes de
normalidade e homocedasticia do modelo atraves, por exemplo, do grafico de probabilidade
normal {secio 6.3 .2). Galpin e Hawkins (1984) observam gue em comparagio aos residuos
ordinarios, os recursivos sio mais sensiveis is mudancas de padroes e de valores aberrantes
{outliers}.

No modelo de efeitos mistos, para se checar a suposicio de normalidade dos efeitos
aleaténos, o grafico de probabilidade normal usual (GPN) atribul pesos iguais para todas as
observacles, 1.e., considera-se que as quantidades de informagBes disponiveis para cada
mdividuo s80 as mesmas, 0 que ndo ocorre no caso de dados ndo balanceados. O GPN
ponderado a ser apresentado na seqlo 6.3.2 atnbul pesos as observagles e sdo mais
sensiveis aos desvios em relagio & distribuigdo agsumida aos efeitos aleatdrios.

Na se¢3o 6.3.3 apresentaremos o método do semivartograma empirico para avaliar a
estrutura de cosrelagio dos residuos. Essa avaliagdo pode ser utilizada para a selegdo inicial
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das estruturas de covaridncia do modelo, indicando, por exemplo, existéncia de correlagio
temporal nos erros.

&.3.1. Residuos

Apds o ajuste do modelo de efeitos fixos, os valores ajustados ou preditos para a
curva média populacional, dado um vetor de covariaveis x, sfio dados por

7=xPB, (63.1.1)
e a variancia estimada é
var(§) = xvar(B)x’, (63.1.2)

onde v&r(é) pode ser obtida substituindo-se T pela sua estimativa em (5.2.1,32).

No modelo de efeitos mistos, permite-se fazer predigbes individuais. Considere a
predigdo para um novo individuo introduzide no conjunto de dados e que ndo tenha ainda
nenhum dado coletado ou com observagdes perdidas. Como as estimativas a priori dos
efeitos aleatérios sdo nulas, a predigBo para esse individuo serd da mesma forma que
{6.3.1.1), mas a sua varidncia estimada sera dada por

VAr(y)= xvér([?,)xr +2l2' +&2, (63.1.3)

onde z ¢ uma linha da matriz de delineamento dos efeitos aleatérios e os dois Gltimos termos
representam, respectivamente, a contribuigio das componentes de variancia entre individuos
¢ dentro do individuo.

Agora considere a predigio para um individuo que tém observagfes disponiveis. Isso
significa que hé informacio sobre os efeitos aleatdrios que pode ser utilizada na predigdo,
reduzindo-se a varidncia estimada (6.3 1.5) quando comparada com {6.3.1.3). A predigdo
sera dada por

§=xP+zb,, (6.3.1.4)

¢ a varidncia estimada dessa predigio €
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var(y) = xvar(B)x' + zvir(b - b )z' + &7, (6.3.1.5)

No case do BLUP, quando © ¢ conhecido, um intervalo de predi¢io 100(1~a«)%
sera

-1, VAI(F) Sy S §+1, - oy VAI(T), (6.3.1.6)

onde o =ol+a2, com al e a2 positivos e (T« denota o (1-al)-ésimo quantil da
distribuicdo 7 de Student com T-a graus de liberdade.

Quando utilizamos o BLUP empinico, denotado por §,, a distribuigo de
(3?@ -y} / var{ 3?3 podera ter caudas mais pesadas do que a distribuicdo 7 com T—a graus
de liberdade. Isso ocorre, segundo Harville e Carriquiry (1992) por dois motivos: a varidncia
de ¥ tende 2 subestimar var(¥y ) € os graus de liberdade & da distribuigao Qui-quadrado que
methor aproxima a distribuigio de dvar(y, )/ E[vér(f{f s )} pode ser maior do que T-a.
Conseqiientemente, a probabilidade real de cobertura do intervalo de predicio do BLUP
empinco tendera a ser menor do que 1-a.

0 residuo ordinario pode ser definido como a diferenga entre o valor observado e o

valor ajustado {ou predito), 1.e.,
=Yy~ Y, (6.3.1.7.a)

No modelo de efeitos mistos, o valor ajustado pode envolver a predigio dos efeitos
aleatOrios. Assim,
L=y, -xB-z0b,. (63.17b)

Quando a predigio nfio ¢ considerada, o ajusie do modelo envolve apenas os efettos

fixos estimados:

-~

ro=y ~xpB (6.3.1.7.c)

Similarmente, os residuos longitudinais podem ser definidos como os desvios das
observagbes sucessivas de seus valores esperados, dadas as respostas prévias e os valores
das covaridveis incluidas no modelo linear. Por exemplo, no caso consilerado por Ware
(1985),
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}[u = X’t!p +€ com E}l = ¢£ll~1 +ait’

i?

que pode ser reescrito como
Yo & ¢Yﬁ--1 + (Xu - ¢X:iw] )a .,

assim, os residuos longitudinais tém a forma
=y, ~¢y, (X, —¢X B, parat=2_ T, (6.1.3.8)

Embora os residuos longitudinais possam ser descritos analogamente em modelos
multivariados ou modelos de efeitos aleatorios, suas formas variam de ocasido para ocasido,
e possivelmente de individuo para individuo, fazendo com que a analise de residuos seja
mais dificil de ser interpretada. i

Os residuos ordinanos dados por (6.3.1.7) tém deficiéncias como existéncia de
correlacio e, em geral, nem todos t8m a mesma vanancia (1.e, ndo sfio nd). Por exemplo, no
modelo de regressio y = Xf+g, se ¢ ~ N(0, 671), entdo, assumindo-se que o modelo estd
correto, a distribuicio do vetor de residuos cujos elementos sio definidos por (6.3.1.7) sera
N0, o™ (I- X(X'X) ' X"}, i.e, a distribui¢io dos residuos depende do padriio da matriz de
delineamento X. Como o conjunto dos residuos ordinanos € resultado da mistura de
distribui¢Bes normais, € possivel que, por exemplo, o gréfico de probabilidade normal acuse
ndo normalidade. Os residuos ordinarios também podem mascarar a existéncia de valores
aberrantes (Galpin e Hawkins, 1984),

Para se evitar as deficiéncias dos residuos ordinarios, os residuos transformados
podem ser usados para testar o ajuste e as suposicdes do modelo. Essencialmente, os
residuos transformados, que sfo iid, resultam de uma transformagio linear dos residuos
ordindrios, i.e, sdo definidos por

wo=Lt, (6.3.1.9)

onde r, ¢ o vetor de residuos ordinarios do individuo 1 definido por (6.3.1.7.c} e L € a matriz
triangular superior da decomposicio de Cholesky da inversa da matriz de covariincia
individual (£}, i.e, £'=1'L. Assim,

E(ww) =E(LirL)= LE(ct) L' =L'S L=1,

pois £=LL = £ = LIy = L'TL=1
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Os residuos transformados podem ser obtidos atraves do filtro de Kalman (se¢io
5.3). (Na realidade, como Jones e Boateng {1991) observaram, o filtro de Kalman ¢ uma
implementagdo recursiva do céleulo da decomposigio de Cholesky).

Como ilustragio dos residuos transformados, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 6.3.1 residuos fransformados

Considere o modelo y, =1f+2 com os erros seguindo um processo AR(1), ie,
L =c'W, onde W € a matriz dada por (3.1.2). Tome as estimativas de MV dos
parametros do modelo Ex & ed, onde § éo0 pardmetro de autoregressio estimado. A

inversa de W € uma matnz tridiagonal; i.e,

T -$ 0 0 0

-4 1+4° ¢ 0 0

211 = GWEW‘._I = —";"““*I—‘:':,‘“ 0 “¢ I+d) G ¢
¢’ (1-¢°) : :

| 0 0 0 -¢ 1]

Assim, a decomposigio de Cholesky de ' =o7"W' resulta na matriz triangular

SuUperior

t\
il
O
T
<,
o
i
-3~
o

0 0 0 - —¢ 1

r

Multiplicando-se a matriz I com o vetor dos residuos ordindrios (w, = L 1) obtemos
os residuos transformados; como os elementos da matriz L é estimada por 6° e ¢, entdo:

t ¢ ri_.t B df) rt,t

r, d} I,
il W 13 il w — e w. =
3

wii =, “’ig ~ Tt 141 - - »~ i ~ M:T
o GJ \f d)“ 0'\/1 q‘f Gy1-9°




6.3.2. O Grifico de Probabilidade Normal

O grafico de probabilidade normal (GPN) é um método grafico para checar a
suposicio de normalidade do modelo misto. Para introduzir o GPN, considere o modelo

y,=b,+g, 6321)

onde b, e e, sio efeitos aleatdrios independentes com distribuicBes, respectivamente,
N(B,c7) e N(0,67).

Sob o modelo (6.3.2.1), as variaveis y, s#o iid com média § e varifncia ¢ +o’.
Logo, quando o modelo especificado € correto, as variaveis padronizadas

yimﬁ

Joi+ol

formam uma amostra independente de uma populagic normal padrio, e a bondade de ajuste

g o=
13

pode ser verificada construindo-se 0 GPN de z,,...,z_; o grafico pode ser feito plotando-se
os valores de z contra Cb"i[Fn (2, )}j onde ®[x] é o valor da fungdo de distribuigdo
acumulada da normal padro no ponto x e F (x) ¢ a fungio de distribuigio empirica
acumulada dada por |

o lE-z)

E,(x)= :

(6.3.2.2)
onde K{x) = 1 se x 2 0 ¢ 0 caso contrario.

Como observado por Dempster e Ryan {1985) e Lange e Ryan (1989) e estudado
por Guimardes (1994, pp. 60}, a desvantagem da formulagio de (6.3 2.2) é que atnbui-se
para cada observagio os mesmos pesos. Como a quantidade de informagBes sobre os efeitos
aleatorios pode diferir entre os individuos, eg no caso de dados nfo balanceados, a
atribuigiio de pesos para cada informagio torna-se importante. Assim, a fungio de
distribuigio empirica ponderada acumulada é dada por

Z; I(x-z)F
2P

onde £ sio 0s pesos que sio fungdes da varifincia. Por exemplo, para o modelo (6.3 2.1),

F(x)= (6.3.2.3)

uma escelha simples para os pesos é
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que satisfaz

Considere o agora o modelo de efeitos mistos; se o objetivo for avaliar a
normalidade dos efeitos aleatorios (ou da combinaglo linear dos efeitos aleatérios), as

varidvels padronizadas podem ser construidas fazendo-~se

o'b

H

Ii:m,

onde ¢ ¢ um vetor de constantes. A fung8o empirica € dada por (6.3.2.3), ¢ os pesos podem
ser dados por

£ = c’var(i;i)c_

As respectivas regides criticas de (1-0)% do GPN e do GPNP para o ponto
¢ [En (x'}} e @ [Fn {x )], sio aproximadamente

L oa- )] @)1 - ®(x))/n}
h ${x)

I3
H

" @ (1-a){(1+ v/ ) D)1 - B(x)]/n}
- &(x)

¥

SLE L _ZLE
| ’ n

padrdo no ponto x. Nota-se que o fator {1+ v/7 ) aumenta a largura da regifio de confianca.

onde 1= ~-7° e d{x) ¢ o valor da fungdo de densidade da normal

Como Dempster € Ryan (1985) observaram, o GPNP deve ser ajustado para os
pontos finais, ie, Q)“’[Fn(x)} nao pode ser calculado para valores grandes de z,. Lange ¢
Ryan {(1989) também sugerem corregles para a regifio critica pelo uso de estimativas ao
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invés dos pardmetros verdadeiros. Nesse trabalho, entretanto, essas corregdes ndo serfio
implementadas.

Para ilustrar algumas interpretagdes do GPN ou do GPNP, considere a Figura
6.3.2.1. Se as suposigbes de normalidade s3o satisfeitas, o forma do gréfico deve ser uma
linha reta como mostra {(a). Se os valores padronizados t8m uma distribui¢io com caudas
menos pesadas que as da distribuigdo normal, entfo a curva tera uma forma de "S* como
mostra (b). Se, por outro lado, a distribuigdo tiver caudas mais pesadas que as da
distribuigio normal, entdo a forma de "S" da curva sera invertida (¢). No caso de assimetria,
a curva serd a combinacfo de (b) e (¢}, resultando em (d). Em (e) ha uma reta e alguns
pontos na extremidade fora dela, o que deve indicar presenga de valores aberrantes
(cutliers). Em (f) a reta estd deslocada do ponto central (0,0}, 1sso pode indicar que a média
das variaveis padronizadas ¢ diferente de zero.

varidvel _,--"', variavet variavef j
padronizada /_..-" padronizada padironizada ;"
,_/“/ P /;’
e s
,/‘/ /,f
guantis i quantis quantis
egsperados A esperados esperados
da Normai o da Normal da Normal
o
(a) {b) {c}
Vﬂfi-&\fﬂ! vari&ve’ / - F var‘}éyei -
padronizada padronizada ; padronizada __,,/
T / e
< v
4 ~
/ Ve
quantis qisantis .
esperados / esperados qetantis
da Normal 7 da Normal e esperados
s ! da Normal
i / /'/
i 5 -
If = W -
{d) (e &3]

Fig. 6.3.2.1 - exemplos de GPN

A Figura 7.2.9 do capitulo 7 ¢ um exemplo da situaclo {e) da Figura 6.3.2.1, onde
os pontos da extremidade indicam pontos aberrantes. A Figura 7.2 12 ilustra a situacio (a),
onde 08 pontos estdo dentro dos limites de confianga de 95%.
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6.3.3. O Semivariograma

O semivariograma pode ser utilizado para avaliar a estrutura de correlagdo dos
residuos transformados. Essa avaliagio pode ser utilizada para a selegfo inicial das
estruturas de covanincia do modelo (Diggle, 1988), indicando, por exemplo, existéncia de
correlagio temporal nos erros, ou também pode ser usado para verificar se os residuos
longitudinais do modelo final s&0 "ruidos brancos” (white noise).

O semyvariograma de um processo aleatorio { ¥(r): 7 e R} é a fungio

vy = E[L{r() -y -wy)

onde ¥ 2 O representa a defasagem (lag). Note que se o processo for estacionario com a
fungdo de covariancia dada por C{u) = cov{ ¥{#), F{t—)}, entdo v(a) = C{0)~Cu).

O semivariograma empirico de uma série temporal {y(t}: j=1,..,T} é um grafico
das diferencas guadradas djk =3[p()) - »(1 ) contra as respectivas quantidades
u, =1,—t,. O semivariograma empirico € dado por:

Z(j.kydfk

ik

onde n, € ¢ nimero de pares de pontos distanciados de u, (intervalo de tempo). Assim,
por exemplo (Uzumaki, 1994, pp. 17), se j =0, 1, 2, 3, entfo o primeiro lag usara os pares
de distdneia 10 (0,1), (1,2) e (2,3); o segundo lag os pares de distincia 2: (0,2) e (1,3}, e 0
terceiro o par de distdncia 3: (0,3). Se o processo for gaussiano, a distribui¢o amostral de
cada d, ¢ proporcional ao ¥, (Diggle, 1988}

FExemplo 6.3.3.1 algumas formas de covaridncia utilizadas em geoestaristica

Seja um processo estocastico de covaridncia estaciondrio {estacionario de 2* ordem),
com média m = E[Y (t)], entio a funcdo de covaridncia, ((#), é dada por

Cu)=E{Y(t +u) ¥(©)} - E*{¥ (D)}, Vi eR.

A estacionartedade de 2° ordem implica a estacionariedade da vanfncia e do
semivariograma, € ©° :Vézr[Y(t)J:E{[Y(r)mmf}xC(O), que ¢ chamade de patamar.
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Como exemplo de estruturas de covaridncia estacionarios (os nomes das estruturas desse
exemplo sdo utilizados em geoestatistica) podemos citar (Journel e Huijbregts, 1978):

i} Modelo esférico:

2 3 14
Cir) = G[I»—%rwt-z—-c}—;r] 0<r<a
G r>a

onde: & ¢ chamado de amplitude (Jag onde se tem o patamar); e o° =Far[Y(1)]= C{0) ¢
chamado de patamar. A Figura 6.3.3.1 ilustra o grafico do semivariograma correspondente &
fungfio de covandncia do modelo esférico com patamar igual a 1, segundo a relagdo

y{ry= C{0y~C(r).

it} Modelo exponencial (equivale a0 AR(1)):
7 1
C{ry=0" exp(— mr), a>0;
a

esta tlustrado na Figura 6.3.3.2. Nesse modelo o "a efetivo” ocorre em 3a.

#)  Modelo gaussiano:

Clry=o" exp(~

LA M n : ¥ fy
esta tustrado na Figura 6.3.3.3. Nesse caso o "a efefive” ocorre em av' 3.

1 rg), a>0

2
a

v} Auséncia de correlacio:

e’ r=0
{”O(r)_{{) Vir|> ¢

onde £ € um valor t30c pequeno quanto se queira Essa estrutura é equivalente ao "ruido
branco” {Fig. 6.3.3.4).
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Fig. 6.3.3.3 - grdfico do semivariograma: modelo gaussiano
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Fig. 6.3.3.4 - grafico do semivariograma: ruido branco

Em dados longitudinais o semivariograma € utilizado, em geral, como forma de
diagnéstico da estrutura de correlagio (Diggle, 1988). O uso do mesmo para identificagdo
da estrutura é mais complexo porgue a existéncia de uma estrutura de correlagdo pode estar
associada aos efeitos aleatonios, aos erros correlacionados ou ambos. Como exemplo de
aplicaglio, o semivaniograma dos residuos transformados da Figura 7.2.7 do capitulo 7 indica
a existéncia de uma estrutura de correlagio. Ao modelarmos 08 erros como um processo
AR(1), o semivariograma dos residuos transformados da Figura 7.2.15 indica um "patamar”

ac longo dos lags.

138




7

Aplicacio

7.1. Introducio

Nesse capitulo aplicaremos ilustrativamente algumas das técnicas de andlise

estudadas, tomando-se como exemplo o conjunto de dados experimentais apresentado na

secldo 1.2,

O conjunto de dados € formado por dois grupos de ratos: ratos treinados (grupo 1) e

ratos sedentarios {grupc 2). Os ratos sfo sujeitos a atividade fisica durante 1 hora,

observando-se o nivel individual de Acido latico. As observagtes foram feitas de 10 em 10

minutos (incluindo o instante inicial) e estdo registradas nas Tabelas 121 e 122 Cada i-

ésima hinha dessas tabelas representa as observagBes do i-ésimo rato tomadas no tempo (§ =

1, ... 7} de forma igualmente espagada {a cada 10 minutos).

a)

b)

Entre os objetivos na analise podemos considerar: _

modelagem e comparagio das curvas de resposta (nivel de acido latico) dos 2
grupos. O modelo de efeitos mistos permite estudar tanto o padrio de resposta dos
grupos € compard-los, como permite estudar o padrio individual de resposta e
comparid-lo com os owtros individuos (Analise I, segio 7.2). Nessa parte ajustou-se
varias formas do modelo misto descrito no exemplo 2.5.6, considerando-se no
maximo 3 efeitos aleatérios com uma matriz de covaridncia nfo estruturada ou
diagonal (efeitos nio correlacionados) com erros independentes ou AR{1). A
estratégia da modelagem esta descrita na se¢do 7.2,

estudo e comparagio das varias estruturas de correlagio possiveis para as
componentes aleatorias individuais (I e € ). Entre as estruturas possiveis incluem-
se: estrutura de independéncia {o’l), simetria composta, ndo estruturada, AR(1) e
Toeplitz {Andlise I, secio 7.3). A formulagiiv do modelo nessa parte difere um
pouco daquels adotada na analise 1 (modelo misto descrito no exemplo 3.3.3,
considerando-se os efeitos aleatérios dependentes do tempo com uma matriz de
covariincia estruturada) Como o interesse nessa secéio ¢ estudar ¢ ajuste utilizando
as formas citadas para as matrizes de covaridncia, consideraremos apenas um modelo

mais geral (saturado) sem considerar os modelos reduzidos.
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s calculos desse capitulo foram realizados através do PROC MIXED (SAS
Institute), utilizado na analise I1, e do programa CARI (Jones ¢ Boateng, 1991), utilizado na
analise I. O CARI1, apesar de nfio ser tio sofisticado quanto o SAS, é um programa Gtil que
permite ajustar modelos polinomiais do exemplo 2.5.6 com observagbes desigualmente
espacadas (diferentes instantes de observagbes para diferentes individuos). Os erros
individuais sfo assumidos independentes ou seguem um processo AR(1), com a opgio de se
incluir erros observactonais. Esse programa suporta apenas a matriz de covarnincia ndo
estruturada ou diagonal para os coeficientes aleatorios. Os métodos de estimagdo
disponiveis nesse programa soc a méxima verossimilhanga (MV) e a méaxima
verossimithanga restringida (MVRe) O programa utiliza o filtro de Kalman para calcular a
verossimithanga. As estimativas dos pardmetros ndo lineares sdo calculadas por uma rotina
de otimizagio nfo linear. )

O PROC MIXED (SAS Institute) implementa de forma abrangente a metodologia do
modelo misto, permitindo analises de medidas repetidas, delineamentos split-plot,
componentes de varidncia e coeficientes aleatorios, O MIXED permite varias estruturas de
correlago para as matrizes I e 3., Para ambas, dentre as estruturas possiveis estio
incluidas estrutura de independéncia (o°1), simetria composta, ndo estruturada, AR(1) e
Toeplitz. O MIXED permite trabalhar com dados perdidos de forma mais apropriada que o
PROC GLM, por exemplo. Os métodos de estimagio disponiveis sio a MV, MVRE ¢ o
MIVQUE, implementados através do algoritmo de Newton-Raphson. Nas analises 1 e 1I
restringiremo-nos aos métodos de EMV e EMVRe.
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7.2. Analise |

Como foi descrito no exemplo 2.5.6, o modelo polinomial de efeftos mistos pode ser
representado individualmente como:

Yioun & By, +B117+”'+Bc~-:3f—})”'L(baf + blit+‘”+bmmi.itm.-i)+ Cipe

Yiap = (Bm +Bn(+' . +E3c—1\1’H )+ (Bm + Brzt+“ o +Bdﬂ-:,2’d”] ) (bm e +bm--1‘ifmml )+ En

onde y_,. €V, denotam os niveis de acido latico dos i-ésimos ratos, respectivamente, do

HIn
grupo 1 e do grupo 2 no instante t. Os parmetros lineares B, a B__,, descrevem a curva do
grupe de referéncia (ratos treinados) ¢ os restantes, $, a B, ,, descrevem os efeitos

diferenciais do grupo 2 ao grupo 1. As componentes aleatérias (b b,..,) descrevem a

e
variagdo entre os individuos, assumindo-se que tenham distribuigio N(0,6°B) e os erros
{8,450 Eiupo) descrevem a vanacio dentro do individuo, assumindo-se que tenham
distribuigio N(0,0°W.). A componente de variagdo o° € chamada de componente de
variacdo dentro do individuo e os elementos de B sdo as componentes de variagio entre os
individuos.

Nessa segdo, utilizaremos até 3 efeitos aleatorios (uma possivel interpretagdo desses
efeitos serd dada na seclo 7.2.5) O estudo sera restritc no caso onde a matriz B nio ¢é
estruturada com m{m+1)/2 pardmetros (m =0, 1, 2, 3) ou B ¢ diagonal com m pardmetros; ¢
os erros ou $3o independentes (W, = I) ou seguem um processo AR(1). Assim, por exemplo,

considerando-se 3 efeitos aleatérios com uma matriz de covanancia nao estruturada

terermos:
biD
zbiZ[l t tz] b, i,
b,
Y!i YI’EZ YIE
com I ndo estruturada: F=var(b)=tv, Y, Yul
Y3 Y Ty
1y 0 O]
ou diagonal: [=var(b}=l0 vy, ©
0 0 vy
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A estratégia de selegio do modelo consiste basicamente de 3 partes (Diggle, 1988):

i

fii)

Estimar um modelo preliminar (modelo saturado) com erros independentes e com
um efeito aleatdrio b,,. Esse estagio envolve uma transformago apropriada dos
dados para se obter um padrdo homocedastico nos residuos. Pelos graficos dos
residuos padronizados individuais do modelo inicial (Fig. 7.2.1 e Fig. 7.2.2), nota-se
que as respostas de acido sfo mais estaveis no inicio do expenmento, tornando-se
cada vez mais variaveis ao longo do experimento, Uma forma de se contornar isso é
transformar os dados, por exemplo, tomando-se o logaritmo dos niveis de acido
latico. A transformagio dos dados possivelmente produz um padrio mais satisfatério
nos residuos (Fig. 72.5 e Fig. 72.6), atenuando o efeito da heterocedasticia
temporal. Mesmo assim, ainda se cobserva alguma heterogeneidade temporal
Entretanto, como sera discutido na secBo 7.2.5, essa heterogeneidade ("aparente”,
segundo Jones, 1990) pode ser em parte explicada pelos efeitos aleat6rios. Uma
alternativa a transformagdo & incorporar a heterocedasticia ao modelo, introduzindo-
0 como uma covariavel dependente do tempo como sera estudado na analise 11

Seleglo inicial das estruturas de covandncia para I' e £2 . Na analise I considera-se
somente 1rés casos: I' ndo estruturada com erros independentes (O = o°1), T ndo

estruturada com erros AR(1) e I diagonal com erros AR{1).

Esse estagio utiliza os critérios de seleco de modelo para a escolha do modelo € a
anéalise de diagnostico e residuos.

A Tabela 7.2.1 explica as notagbes adotadas para represemtar as estruturas de

covarianciade I e O -

Tabela 7.2.1 - Notaghes para representar as estruturas de covaridncia

matriz nome da estrutura notacdo
I n#o estruturada (wnstructuredy | UN
r diagonal DIAG
Iou ), independente (simple) SIM
0 AR{1) AR1
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7.2.1. Investigacio Inicial

Inicialmente ajustou-se ¢ modelo saturado para os efeitos fixos (¢ d= 7) com um
coeficiente aleatorio (m = 0) pelos métodos de estimagio MV ¢ MVRe. Plotando-se os
residuos transformados individuais de MV e MVRe, respectivamente, nas Figuras 72.1 e
7.2.2, observa-se que a vanacio residual no inicio (0 min) é pequena, diferindo bastante do
padrio de variagio dos demais instantes {10 a 60 min). Uma alternativa para tornar o padréo
de variagdo mais homogéneo ¢ transformar os dados, tomando-se o logaritmo natural dos
niveis de acido (In vy, ).
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7.2.2. Transformagio dos Dados

Qs dados transformados (logantmo natural dos niveis de dcido) estfo representados
graficamente na Figura 7.2.3 e os perfis médios transformados estdo representados na Figura
7.2.5.
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Novamente, agora para os dados transformados, ajustou-se o modelo saturado para

e MVRe. Esse modelo serd chamado de modelo 1. Pelas Figuras 7.2.5 e 7.2.6, observa-se
que o padrio residual esta melhor distribuido em todos os instantes se comparado ao padrio
apresentado nas Figuras 7.2.1 e 7.2.2; e, portanto, serdo utilizados os dados transformados
para o ajuste de modelos. Mesmo assim, amnda se pode observar alguma heterogeneidade
temporal gue, como serd discutido na segio 7.2.5, pode ser parcialmente explicada através
dos efeitos aleatorios. Entretanto, a simples visualizagdo dos residuos a partir desses
graficos nfo € suficiente para avaliar as possiveis estruturas existentes nos residuos. Nos
graficos dos semivariogramas dos residuos transformados obtidos por MV (Fig. 7.2.7) e
MVRe (Fig. 7.2.8), ha indicios de estruturas de correlagio nos residuos. A adogio de outras
estruturas para I e (). sera feita na segfio 7.2.4.
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Fig. 7.2.5 « grdfico dos residios transformados dos 36 ratos do modelo 1
ajustado por MY para In (nivel de dcido latico)
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Fig. 7.2.9 - grafices normais ponderados das predicées dos efeitos aleatorios bio dnp

modelo | giustado por MVRe, (limites de confionga de 93 %),
z ¢ a variavel padronizada e % € ¢ quamtil da Normal (0.1)

No grafico de probabilidade normal ponderado das predigdes dos efeitos aleatérios
conjuntamente para os dois grupos (Fig. 7.2.9 (a)), € possivel observar ratos que podem ser
considerados como valores aberrantes. Pelas Figuras 7.2.9 (b) e (¢), nota-se gue, para os
dois grupos, ndo ha normalidade no padrio das predigbes dos efeitos aleatornios.
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Os ratos 1dentificados como tendo valores anormais sdo: 3, 5, 7. 9, 10 e 11 {do
grupo 1}, € 24 ¢ 33 (do grupo 2Z}. As observaches desses ratos (destacadas em linhas
pontithadas na Fig. 7.2.10) serfio excluidas da modelagem.
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el

0,5
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() grupo 2
Fig. 7.2.10 - gréfice dos dados transformados: In (nivel de dcida latico)
destacando-se as ratos com valores aberrantes (linhas pontithadas)
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7.2.3, Retirads dos Ratos com Valores Aberrantes

Os ratos com valores aberrantes (identificados na segfo anterior) serfio excluidos da
analise. Talvez a retirada de 8 ratos € exagerada, mas isso serve aqui para verificar
Hustrativamente a influéneia desses valores (aberrantes) nas estimativas.

Assim, os perfis médios observados do conjunto de dados transformados sem esses
ratos serdo modificados, como estio representados na Fig. 7.2.11. Por essa figura, nota-se
que as meédias observadas de ambos 0s grupos sem os ratos com valores aberrantes sdo
ligeiramente modificadas em comparagio as medias observadas com todos os ratos.
Portanto, os perfis médios no foram muito influenciados pela retirada desses ratos.

Entretanto, como o nimero de observagdes foi reduzido de 36 ratos (214
observagBes no total) para 28 ratos (158 observagdes), a precisio das estimativas pode ser
afetada. Deve-se lembrar que a falha da suposi¢io de normalidade detectada na Figura 7.2.9
nfo invalida as estimativas dos pardmetros de Iocacio do modelo, mas pode invalidar as

inferéncias baseadas na distribuigo normal

28
Y e o
G .
& 3 O e L
- (W]
B LY
£ 0
= 18 + *
£
E O média observada do grupo 1
2 . 01 média observada do gtupo 2
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85 + w E
cam vaiores sherrantes
' Z
a {grupc 2§
0 —t # . ¥ + £ : 3 + + £ ¥ 4
g 10 20 36 40 50 80
fernpo {minutos)

¥Fig 7.2.11 ~ gréfice des perfis médios observados para dados transformados - In(dados)
excluindo-se 03 ratos considerados com valares aberrantes.

Novamente, agoraz para os dados transformados sem os ratos com valores
aberrantes, ajustou-se o modelo 1. Agora no grafico de probabilidade normal ponderado
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{(Fig. 7.2.12 (a)) € possivel observar um padro razoavel de normalidade das predigdes dos
efeitos aleatonios. Pelas Figuras 7.2.12 (b) e (¢), nota-se que 0 mesmo padrao das predigbes
dos efeitos aleatdrios pode ser considerado para ambos 0s gnipos.
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Fig. 7.2.12 - grfiﬁmé normais ponderados das predigdes dos efeitos aleatirios B’. » 90 modelo 1

fdados sem ratoz com valores abervantes) aiustado por MVEe; (limites de confianga de 95%5)
z ¢ g varigvel padronizada e x é o quemtil da Nermal (0.7)
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Como j& fol observade na segio 7.2.2 ¢ novamente pela Fig 7.2.13 (grafico do
semivariograma), nota-se que existe uma estrutura de correlacio nos residuos. Na proxima
se¢do tentaremos ajustar outros modelos, utilizando as estruturas descritas na Tabela 7.2.1
para as matrizes de covartdncia. Os resultados de alguns desses ajustes estio resumidos na
Tabela 7.2.2.
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Fig 7.2.13 - grdfice do semivariogromea empirico dos residuas transformados do modelo 1
ajustado por MVRe (dados transformades sem ratos aberrantes).
- - represenia o variograma médic
{13 pontos com semivariogramea acima de 2 foran: omitidos}
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7.2.4. Ajuste e Selegiio dos Modelos

Nessa segdo, mnvestigamos modelos (saturados ¢ reduzidos) comm =0, 1, 2, 3, com
matriz de covaridncia dos efeitos aleatdrios B ndo estruturada (UN) ou diagonal (DIAG),
considerando-se os erros independentes (SIM) ou AR(1}. Ajustando-se por MV e MVRe, a
Tabela 722 apresenta os respectivos valores obtidos de / (-2In verossimithanga), /. (-2in
verossimithanga restringida), com o nimero de parimetros estimados () e valores do AIC
AICRe (AIC quentilizao /)

Tabela 7.2 2 - Resumo dos ajustes

modelo [ c-1 jdl im1| T | Q | r ! AIC [ AICRe

1 6 6 0 | SIM ISIM |16 §11143|14343 43487 146687
2 & 6 H DIAG | SIM 1 17 75,43 1 10943 | 401,60 43560
3 6 6 1 UN fsM |18 | 7110 | 107,10 §397.65 | 43365
4 & 6 2 DIAG | SIM | 18 69.9¢ | 10599 1 39653 432,50
3 & 6 2 N SiM | 2] 3078 | 82,78 | 370,53 432,55
6 & 3 4] SIM SIM 115 111,48 1 14148 39722 42722
7 6 4 0 1 SIM [SIM |14 111148 | 13948 363,90 | 391,90
8 & 3 O SiM SIM 313 3 113,104 13910 1 33710 363,10
g 4 2 i SiM SIM [ 12 § 113,39 1 13789 | 3i4.62 338.62
1 6 i g SIM SIM 111 fII3e0 | 135560 § 29721 31921
11 5] { { SIM SIM | B0 | 11378 | 133,78 ) 2BER2 305,82
12 6 0 1 I DIAG | SIM |11 | 7929 | 101.29 125300 | 275.00
13 6 b i UN SiM |12 73311 9931 1§ 2493] 273,31
14 6 0 2 IDIAG [SiM |12 1 74,191 9819 126071 128671
15 & G 2 N SiM {15 38.60 1 8860 {22543 215543
16 O 0 Y SiM ARI 111 61,33 1 8333 233 51 2575}
17 5 0 0 18M ARl |10 1 61,53 | 81,53 | 246,56 | 26657
18 4 & 0 SIM AR] 9 111834 1 13634 | 216 09 234,09
1% 3 0 0 SIM AR 8 14391 | 16191 | 21320 22920
20 2 3] G SIv AR) 7 §24423 | 25823 | 2BA 87 299 87
2] 3 0 i UN AR1 12 7533 1 9933 ] 209,63 23363
22 4 0 i UN ARl | 11 §1,92 | 103,92 § 180,72 202,72
23 3 0 2 UN ARI | I3 5662 | 8662 | 1911G 221,10
24 4 U 2 UN ARl | 4 61,87 { 8287 § 16322 191,22

el ¢ o grau do polindmic ajustado, » representa o niunera de pardmetros estimados, / € o valor de
~2infverosy.) e AIC é o coténie de Informacie de Akaike: AIC =7 + 2 r ¢, similarmente, IR € o valor de
~2in{veross. resiringida) e AICRe = IR + 2 r. As notagdes SIM, DIAG, UN e AR] estio descritas na
Tabela 7.2.1.

Comparando-se os modelos 1, 2, 3, 4 e 5 pelos critérios do AIC ¢ AICRe, a inclusdo
de 3 efeitos aleatdrios diminui o valor dos criténios {estrutura UN para '),
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Qs demais modelos (6, 7...., 24) sio reducdes dos modelos saturados (com 7
coeficientes fixos). Comparando-se os modelos 6 a 11, o modelo 11 possui o menor AIC e
AICRe. O modele 11 assume que as curvas dos grupos 1 e 2 sdo “"parzlelas”, le., a
diferenca entre os perfis médios € uma constante como esta ilustrado na Figura 7.2.14.
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it} 10 20 30 48 50 60

tem po {minutos)

Fig. 7.2.14 - grdfico dos perfis médios ajustades pelo modelo 11 para dedos transformados,
- Infdados), extcinindo-se 0s ratos considerados influentes (Afl'Re).

s modelos 11 a 24 assumem curvas "paralelas" Comparando-se os modelos 12 a
15, o modelo 15 possui o menor AIC e AICRe. Assim, novamente, a inclusio de 3 efeitos
aleatdrios diminuiu o valor dos critérios (estrutura UN para ['). Nos modelos 16 a 24 uma
estrutura AR(1) € adotada para (2 . Ajustando-se por MV, o modelo escolhido pelo AIC € o
modelo 17 {(modelo polinomial de grau 5 com 1 efeito aleatdrio), enquanto que ajustando-se
por MVRe, 0 modelo escothido pelo AICRe € o modelo 24 (modelo polinomial de grau 4

com 3 efeitos aleatorios).
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Fig. 7.2.15 - grdfico do semivaricgrama empirice dos restduos transformados do modelo 17
ajustado por MV {dados transformados sem ratos influentes):
-~ representa o variograma médio
{13 pontos com semivariograma acima de 2 foram omitidos)
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Fig 7.2.16 - grdfico do semivariograma empirico dos residuos transformados do modelo 24
ajustade por MVRe (dados transformados sem ratos influentes):
- - representa o variograma médio
{12 pentos com semivariograma acima de 2 foram omitidos)

Os vartogramas dos residuos transformados dos modelos 17 ¢ 24 (respectivamente,
Fig. 72,15 e 7.2.16} ndo apresentam padres que possam ser identificados. Assim, ndo hi
indicios de padrdes na estrutura de covariincia que comprometam os modelos ajustados.
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7.2.5. Interpretacio dos Efeitos Aleatérios

Considere 0 modelo 24 {ajustado por MVRe) que possui 3 efeitos aleatorios (m — |
= 2). Pelos perfis dos dados transformados (Fig. 7.2.3) ainda se pode observar
{aparentemente) alguma heterocedasticia ao longo do tempo {os dados no inicio sdc mais
estavets do que os restantes). Como Jones (1990) observa, uma parte dessa heterocedasticia
pode ser explicada através dos efertos aleatorios. Como sera discutido aqui, os 3 efeitos
aleatorios podem descrever esse comportamento.

Os efeitos aleatérios para o i-ésimo rato podem ser escritos como

b =ol'n,

onde L’ é matriz triangular inferior da decomposicio de Cholesky da matriz de covanincia
dos efentos aleatérios (B = L'L), e . ~ N( 0, I); I € matriz identidade 3 x 3.

Como ilustracio nessa se¢8o, os parametros da matriz L a serem estimados sdo 0s
elementos apenas da primeira linha de 7, ou sgja,

(O modelo 24 com a matriz [ dada acima produz AIC = 205,33 e I, = 183,33},

Entdo,
(Zby=2Zol'n,

¢, substituindo-se os valores estimados de L’ & o, obtemos: (Zb ) = Ziéﬁ’ni =

1 ¢, t
1 ; t; 0,1377 0 ©
=], 7 I{] 00138 0 On =
C L [-0,0007 0 0O
Pt to]
0,1377+0,0138t, —0,0007t 1 0 1 0
10,1377+ 0,0138t, -0,0007t] 1 01 0 T
- : b ] T
i B
0,1377+0,0138t, ~0,0007¢2 10 1 0 -
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Assim, a curva quadratica estimada associada ao efeito aleatorio 1, € dada por:
A(1)=0,1377+0,0138t —0,0007¢°,

¢ esta ilustrada ma Figura 7.2.17.
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tempao tninutos)

Fig. 7.2.17 - gréfico da curva guadrdtica estimada associada ae efeito aleatdric Yy, do modelo 24,

A curva quando multiplicada por uma normal padrc nos instantes das observacdes
pode ajudar a explicar a heterogeneidade da variancia dos dados.

7.2.6, Perfis Individuais Estimadaos

Considere o modelo 24 ajustado por MVRe. Os graficos dos perfis médios estimados
para os grupos estio ilustrados na Fig. 7.2.18; e os perfis individuais na Fig. 7.2.19.
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Fig. 7.2.18 - grafico dos perfis médios gjustados pelo modelo 24 (MVRe) para dados transformados,

excluindo-se 0% ratos com valores aberrantes
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7.3, Analise Il

Na segdo anterior, foram mvestigados os modelos descritos no exemplo 2 5.6 Nessa
se¢a0, toma-se novamente o conjunto original dos dados (sem transformagBes nem retirada
de ratos do conjunio). O modelo dessa segdo serd escrito em uma forma semelhante ao
descrito no exemplo 3.3.3:

Yiup = Byt thiil}t T Eino
Yiop = B, + Z;bm)t HE s

onde y .. ¢y, denotam os niveis de dcido latico dos i-ésimos ratos, respectivamente, do
grupo 1 e do grupo 2 no instante t. Os efeitos fixos, B, e B,,. descrevem o perfil médio do
grupo 1 € 2, respectivamente, em cada instante {imodelo saturado). A componente aleatorna
b, descreve a variagio de cada individuos no instante f, assumundo-se o vetor das
,b,) que tenha distribuigio N(0,I'). As formas da
matriz I consideradas agui serdo: independéncia (O’il}, forma de simetria composta (SC) e
AR(1). Os erros (&,
que tenham distribuigio N{0,£2) As formas da matriz ) consideradas serdo

componentes aleatorias b =(b,, .

£, descrevem a variaglo dentro do individuo, assumindo-se

independéncia (¢ 1), forma de simetria composta e AR(1).

As covandveis z, introduzem a heterocedasticia temporal ac modele cujos valores
estdo indicados na Tabela 7.3.1. Esses valores de z sfo valores aproximados dos erros
padrdes observados mdicados na Tabela 1.2.3 (pp. 10). O modelo descrito no exemplo
333, onde assume-se z, =G, /0, em lugar de z, ndo fol ajustado pela himitagio do
programa utilizado. Uma alternativa seria ¢ ajuste em dois (ou mais) estigios: o primeiro
com z e o segundo com 2, =6, /6, , utilizando-se as estimativas do primeiro estagio. Nessa
se¢lio, entretanto, assumiremos simplesmente os valores da Tabela 7.3.1 para descrever z, .

Tabela 73.1 - Valores assumidos para z,

t 0 16 20 30 40 50 60

z 0,4 2.4 3,5 4,3 33 4.6 4,9
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Através da estimagfo via MVRe, considerando-se algumas formas diferentes para as
matrizes B e W, obtém-se os resultados da Tabela 7.3.2.

Tabela 7.3.2 - Resumo dos resultados dos modelos ajustados via MVRe

modelo T Q r I MC gl XZ P-value | AICRe
! - ol 1 15 {nooier | - - - - | 1130161
2 ol | o1 | 16 | eesmn| 1 11131438 {0000 | 3000.72
3 SC ol | 17 | so7713| 2 1 ! s1000 joooe | 941713
4 oil | ARL | 17 | oesass| 2 1 0237 | 0626 | 1002485
5 SC | ARL | 18 | op7es3) 3 | 1 0,060 {0807 | 943653 |
6 ARL | ol 17 | 865252 | 2 1 {103470 | 0000 899,252
7 ARL | €8 18 | 8751281 6 I 9876 | 0,002 911.128
§ ARI 1 ARI | 18 | ses2s1] 6 1 0001 | 0,975 901,252

SC represents a estrutura simetria camposta, r € o nimero de pardmetros estimados, MC € o modelo
comparado ro teste de razéo de verossimithanga com g! graus de liberdade, xz ¢ 0 valor da estatistica do
sesie {aproximado) de razdo de verossimilhanga, e AICRe é o critério de escotha para EMVRe.

Da Tabela 7.3.2, aplicando-se seqgilencialmente o teste aproximado da razio de
verossimilhanca, um possivel candidato € o modelo 7, enquanto que o critério AIC escolhe o
modelo 6. Pelo porifolio {secio 4.4, pp. 66) o modelo 8 também é competitivo, pois seu
AICRe é menor do gue 899,25 + 2.3 = 901 55,

Os resultados das estimativas MVRe dos pardmetros de covanancia dos modelos 6 e
7 estdo na Tabela 7.3.3.

Tabela 7.3.3 - Resultados das estimativas MVRe dos parimetros de covaridncia

modelo 6
pardmetzos estimativa erra padrio razdo
autoregressio em I (¢,) 0,775 0.048 3,134
varidncia em QI {{3‘5} 0,247 0,087 1‘0{)0
modelo 7
pardmetros esiimativa erro padrio razio
varidncia em [ (Gi) 0,804 0,125 5,554
awtoregressio em [ (§,) 0,750 0,050 5181
varidncia em O, (02} G145 0,045 1,600
etementos SC em £ 0,220 0,069 1,519
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As Figuras 7.3.1 e 7 3 .2 ilustram os perfis de alguns ratos com os respectivos valores
preditos e os limites de confianga de 95%. Os limites de confianca das predigfes dos niveis
de acide latico dos ratos com observagdes perdidas (grupo 2) se tormam mais Jargos a
medida que se propaga a falta de informac8o.

A Fig 733 iustra as predigGes dos efeitos aleatdrios individuais que, segundo o
modelo 6, seguem um processo AR(1). O valor estimado do coeficiente de autoregressjo ¢
0,775

7 4. Algumas Consideragfes

Nesse capitulo aplicamos coma Hlustraglo algumas das técnicas de analise estudadas,
tomando-se 0 conjunto de dados experimentais apresentado na secio 1.2,

Na analise I (secdo 7.2}, foram ajustados varios modelos para as curvas de resposta
do logaritmo do nivel de acido latico dos 2 grupos. O interesse restringiu-se 4 comparagio
entre 0S grupos sem preocuparmos em fazer interpretagdes sobre os modelos. Assim, foi
preciso escolher um modelo dentre varias formas do modelo de efeitos mistos descritas na
Tabela 7.2.2. Considerando-s¢ no maximo 3 efeitos aleatérios com uma matriz de
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covaridncia ndo estruturada ou diagonal (efeitos ndo correlacionados) com erros
wndependentes ou AR(1), o critério do AIC "escolheu” o modelo 17 ajustado via MV (vide
Tabela 7.2.2) e o AICRe "escotheu” o modelo 24 ajustado via MVRe. Em ambos modelos,
as curvas ajustadas para os dois grupos sdo "paralelas”. Embora haja muitas criticas ao AIC
(por exemplo, ndo é consistente), ele € um critério utilizado por autores como Jones (1993)
e Wolfinger (1993). O programa CARI {(descrito na segdo 7.1) e o PROC MIXED do SAS
fornecem o valor calculado do AIC (o SAS fornece ainda o valor do critério de Schwarz). O
uso do AIC ¢ justificado por ser ainda o mais popular, sendo utilizado apenas como
indicagfo para a escolha do modelo (nfio é um critério absoluto). Como foi discutido na
segio 4.4, Jones (1993) sugere que os modelos que produzem AIC dentro de 2 unidades sdo
modelos competitivos; ou entdio pelo Portfolio estudado por Poskitt e Tremayne (1987) que
sugerem 2,3 unidades.

Na analise I (se¢do 7.3} ajustou-se algumas estruturas de correlagio possiveis para
as componentes aleatorias individuais (T e €3.). Entre as estruturas (Tabela 7.3.2) estdo:
estrutura de independéncia (o°1), simetria composta, nio estruturada, AR(1) e Toeplitz. A
formulagio do modelo nessa parte diferiu daquela adotada na analise I (modelo misto
semethante ao descrito no exemplo 3.3.3, considerando-se os efeitos aleatorios dependentes
do tempo com uma matriz de covaridneia estruturada). Como o interesse nessa segio foi
estudar formas para as matrizes de covaridncia, ilustrando a vartedade de estruturas para as
matrizes de covarifincia, consideramos apenas um modelo mais geral (saturado) sem
considerar os modelos reduzidos e sem fazer comparagdes entre 0s grupos.
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A

Algoritmo EM

O algoritmo EM € um procedimento iterativo, onde cada iteracdo consiste de uma
etapa de Esperanga (passo E) seguida de uma etapa de Maximizagio {passo M).

A idéia basica do EM, formalizada por Dempster er alii. {1977), € considerar os
dados observados y como um conjunto "incompleto” de dados que veio de um conjunto
mais amplo de quantidades ou, simplesmente, um conjunto "completo” de dados, denoctado
por x; este conjunto inchui os parmetros do modelo, por exemplo, x ¢ B.

Temos entio dois espagos amostrais X e ¥ e uma aplicagio ndo injetora de X para V'
Ao invés de observarmos os dados "completos” x em X, observamos os dados "incompletos”
y=y{x) em ¥, ou seja, os dados observados 580 uma realizagio de ¥ e o correspondente x
em X ndo € observado diretamente, mas indiretamente através de y.

Seja f(xlo) a fungdo de densidade de x com par@metros @ e §2 e seja a densidade
de y dada por

glylo) = f(xio)d, (A1)

onde X{(y)={ x. y=y{x)} e © € £} sHo os parametros desconhecidos. Especificamente,
assume-se que ha uma aplicaciox > yde XparaYeque X(y)={x: y=y{x} }

Os pardmetros o serdo estimados por Maxima Verossimidhanga (MV), ie,
maximizando-se g{yio) sobre © € (3. Em muitos problemas estatisticos, a maximizagido
quando se especifica completamente os dados, f(xjo), € mais simples do que quando se
especifica dados incompletos, g(¥le). |

€ passo M é a maximizaco de f{x|o) sobre o € {2 O passo M simula a estimagio
de MV que poderia ser realizada se os dados fossem completos, mas como os dados sfo
incompletos, pois X nio € observavel substitui-se o In f{xlo) pela sua esperanga
condicional dado y (que, no caso da familia exponencial regular descrita em (A6), é
equivalente 2 esperanga a posterionl das estatisticas suficientes baseadas nos dados
completos como veremos adiante) e a estimativa corrente dos parimetros @ ® (passo E).

Assim, 0 passo M pode ser executado através das estatisticas suficientes produzidas
no passo E para a verossimithanga. Para familias de distribui¢Bes gerais que nio pertencem a

famihia exponencial regular, o método ¢ utilizado heuristicamente, ndo mais em fungdo de
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estatisticas suficientes, mas em fungdo de uma particdo da fungiio de verossimithanca quando
se especifica dados incompletos (A3 ¢ A 4). Para esse fim, seja

(A2)

a densidade condicional de x dados y e @ Entio, a fungdo In(verossimilhanga) pode ser
escrita como

L{G)=Ing(yld) = Nd|w) - H(G|o), (A3)

onde assime-se que as fungdes Q(éo) =E[in f(x|é Ny, o] e
Hiole)= E[in k{x]y,éﬁ)éy,ﬁo] existem para todos os pares (&, ). Define-se a iteragio EM
o™ = 0¥ e Me™) como: -

passo E: Determinar O{w|o . (A4)

passo M- Escolber & """ como um valor de © € Q que maximiza Q{ejo™).  (A.5)
Note que M{© ®’) é um conjunto de valores @ que maximiza (a0 ™) sobre v € Q

Muitas aplicagbes do EM consideram densidades que pertencem a familia
exponencial regular, para o qual os passos E ¢ M tem formas especiats. E dentro dessa
familia exponencial que o algoritmo EM estd fundamentada estatisticamente em sua
formulagio. Na situagio geral, o algoritmo € formulado heuristicamente (Dempster ef alii
1977). Considere que f(x|o) pertenca a familia exponencial regular da forma

_ B(x)explo '1(x)]

S(xjo) ) : (A6)

onde o denota o vetor 1 x | de pardmetros, 1{(x) € o vetor r x } das estatisticas suficientes
dos dados completos e D<a{m) <= A familia exponencial regular possui caracteristicas
COMO:

al o comjunto dos pardmetros © restringe-s€¢ a um conjunto convexo r-dimensional Q)
(subconjunto aberto do R”) de modo que defina uma densidade para todo @ em £2;
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. ; ro . fo . A

A a'r(x)= Zp_]mgi(x) representa o produto interno entre as variavels canonicas © €
1{x),

¢} o suporte de Axlo) € 0 mesmo para V o € (1, permitindo a redugio dos dados através

de suficiénela,;

d} t{x) ¢ uma estatistica suficiente & completa.

Os passos da iteragio na familia exponencial regular podem ser descritos como:

passo E: Estimar as estatisticas suficientes 7(x) atraves de
1 = B[ty 0] (A7)
passo M- Determinar o " como solugio das equagBes
E[t(x)o]=1" (A 8)

As vezes, nio ¢ possivel realizar numericamente o passo M. Dempster ef alii. (1977)
definiram um algoritmo EM generalizado (GEM) como o sistema iterativo 0™ — 0% ¢
M(w ™}, onde @ - M(o) é tal que

Kolp) 2 O(e|e), paratodo 0 € M(o).

O EM ¢ uma caso particular do GEM. Para gqualquer caso {0’} de um algoritmo
GEM (Dempster ef alii,, 1977}

L@y > L{u™)
H{wlo) 2 H{d|w), para qualquer @ € .

Detalhes sobre convergéncia do método sio discutidos por Dempster ef alii. (1977)
& Wu (1983).
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Filtro de Kalman

Kalman (1960) desenvolvey um método recursivo que pode ser utilizado na
estimagio e predigdo de séries temporais baseado ne modelo espago de estados. Esse
modelo foi originalmente desenvolvido para aplicagdes em engenharia de controle.

Para descrever o modelo espago de estados considere um conjunto de m varidveis de
estado que mudam com o tempo, representadas pelo vetor de estado « . As varidveis de
estado podem ser, por exemplo, um sinal que denota a posigie e velocidade de um foguete.
Na maiornia dos casos, 0 sinal ndo € diretamente observavel, sendo sujéito a distorgGes
sistemdticas ¢ contarmminagio por ruidos. As N vanaveis contidas no vetor y, (N =x1),
observadas em tempos igualmente espacados, ie, t=1,..., T, sfo associadas as vanaveis de
estado atraves das equagdes de medida ou observaglo, que podem ser representadas por:

y, =Zo +f +80, _ (B 1)

onde y, € o vetor N x1 de observagdes; Z, e S, slo matrizes fixadas de dimensdes,
respectivamente, N xm e N x#;, o, € o vetor de estados mx 1; f, € o vetor N x1 de efeitos
nio aleatdrios e , € o vetor #x 1 de ruidos aleatdrios com média G e matriz de covaridncia
H,.

Embora o, ndo seja diretamente observavel, assume-se que ele seja governado por
um processo definido pelas equagdes de transigio,

a, =doa  +f +Rmn, (B.2)

onde ¢ e R, sio matrizes fixadas de dimensbes mxm e mx g, respectivamente, a matriz
®, ¢ chamada de matriz de transi¢ho de estado do tempo t-1 para t, £, € o vetor que
representa a entrada nfo aleatoria ao estado no tempo t e m, € o vetor gx1 de ruidos
aleatorios com média 0 e matriz de covaridneia Q,.

Assume-se que os ruidos {, e 7, sdo n3o correlacionados, ou seja,

i7}



g H 0
(n }ww[o%( ¢ o H (B.3)

eque E(a,n))=0 e E(a L)) =0, onde WN significa White Noise (ruido branco) e o, é o
vetor inicial de estado.

A estimativa (ou predi¢io) de «, condicionada as informagdes até o tempo t,
denotada por @, ¢ dada por

o, = Blogly oy ),

com matriz de covanancia dada por
P, = E{(mt o, e, o, )Y, ,...yh_]],

Como os dados podem ser desigualmente espagados no tempo, ou podendo haver
dados perdidos, ¢ conveniente modificar a notago. Assimi, as equacdes de medidas & de

transigdo podem ser representadas, respectivamente, por
y(t) = Z{tya (1) + £(1) + S()C(1), (B.4)

o(t) = O(t, t—8t)a(t - 6t)+ £, (1) + R()n(1), B.5)

onde 8t € o intervalo de tempo entre as observacdes. Nesse caso, a matriz de transigio,
$(t,1—dt), ¢ a matniz de covariancia de n(t), Q(8t), dependem do espagamento entre as
observacdes.

A representacio do modelo hinear dindmico descrito pelas equagbes (B.1) e (B.2), ou
{B.4) e (B S5), é conhecido como forma em espago de estados. Qualquer modelo ARMA
{apéndice C) pode ser colocado na forma em espaco de estado (Harvey, 1981, pp. 103)
Também ¢ possivel representar nessa forma, por exemplo, 0 modelo de efeitos aleatorios
com erros correlacionados serialmente ou modelar sistemas com par@metros vanando no
tempo.

O filiro de Kalman ¢ um conjunto de equagdes que permite atualizar as estimativas a
cada nova observacio disponivel Por exemplo, 4 medida que o foguete envia seus dados, a
estimativa de sua posigio € imediatamente atualizada. O termo filtro € usado porque a
estimaglo dos estados do sistema (e.g., posigio e velocidade) € feita no instante em que se
dispSe de um conjunto mais recente de observagdes.

172



O filtro de Kalman produz uma soluco ofimal acs problemas de predigo e
atualizagdo (Harvey, 1981, pp. 101). Se as observacdes forem normalmente distribuidas, e
se o estimador do vetor de estado for o melhor disponivel, entde a predigdo e a atualizagio
serdo as methores disponiveis. Schweppe (1965} mostrou que o filtro de Kalman pode ser
usado para calcular verossimithancas quando os erros tém distribuicio gaussiana. Na
auséncia de normalidade, a predigBo e atualizacfo serfio as melhores disponiveis dentro de
uma classe de estimadores e preditores lineares nas observages (Harvey, 1981, pp. 102).
Como ¢ vetor de estado € estocastico, o termo "melhor” deve ser interpretado
cutdadosamente nesse contexto. Atencio deve ser dada ao erro de estimacio, que envolve o
conceito de Estimador de Minima Média Quadrdtica (EMMQ), descrito por Harvey (1981,
pp. 104).

A medida que as equagBes de filtragem sio aplicadas, é produzida uma série de erros
de predigho. Harvey (1981, pp. 102) comenta que a funcio de verossimihanga para um
conjunio de observéci'}es dependentes deve ser decomposta em termo desses erros. O filtro
de Kalman fornece um mecanismo natural para lidar com os erros de predigio.

O filtro de Kalman é conduzido basicamente em duas etapas: a primeira consiste em
produzir um preditor otimal da proxima observagdo, dada todas as informagBes passadas,
através das equacdes de predigdo. Quando uma nova observagdo ¢ obtida, ela € incorporada
a estimativa do vetor de estado através das equages de atualizago (segundo passo).

A recursio inicia-se com a estimativa do estado no tempo t—8t, o{t—Otit—5t), e
suz matriz de covaridncia P(t - 5t]t - &t}

Os passos do filtro sfo:

1. Calcular a predicio do vetor de estado:
o(tit—6t) =Pt t —-5t)a{t - dtjt~dt) +£
2. Calcular a matriz de covarifincia da predigio:
P(t]t—&t) = Bt t— )Pt~ 8tjt ~ 8t)P'(t, 1 - 61) + R{(DQBHR ().
3. Calcular a predigio da proxima observagio:

F{tt-8t) = Z{)a(t)t - 5t) +f.
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4. Calcular a movaglo (diferenga entre o observado e o predito):
Kt)=y(t) - y(t|t—5t).
5. Caleular a matriz de covaridnciza da inovagio:
V(t) = Z()P{t|t —ot)Z’ (1) + S(HH{)S'(1).
6. Atualizar a estimativa do vetor de estado:
ot t) = a(tit - 8t) + P(tlt - SOZ()V 7 (HI(1).

7. Calcular a matriz de covariincia atualizada:

P{t]t) = P(t]t - 8t) ~ P{t|t - S)Z' () VH{OZ()P(1]t - §t) .

A novacgdo (ou erro de predigio) I{t) é um vetor N x1 com média zero e matriz de

covanancia V(t), 1€,
E(I(t)) =0 & E(I(OYI'(1)) = V(1),

e, como serd verificado na representacdio da funglo de verossimithanga das inovagdes, as

movagdes I{t), t=1,.., T, sfo independentes.

As inovagdes desempenham o papel chave na atualizagio do vetor de estados. A
"correcao” do estado o(tjt —5t) para a(tit) no passo 6 da recursfio € feita somando-se o
ganho do filiro de Kalman multiplicado por I{t):

G(t]t - OHI(D),

onde G{tjt~51t) = P(t[t - 8)Z()V ' (1) é o ganho do filtro de Kalman.

Para descrever a fungio de verossimilhanca dos erros de predicio (ou movagio),

considere por simplicidade que N =1 (uma variave! ¢ observada a cada instante) e considere

que Ot =1 (as observagbes s3o igualmente espagadas).
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Considere um conjunio de T observagbes dependentes com média p e matriz de
covariancia X retirade de uma distribuigio normal multivariada, ie, y~N{u,X) Por
exemplo, nas equagbes (B.4) ¢ (B.5) suponha que {(t) ~ N(O,H(t)), n(t) ~ N(0,Q(1) e
{0} ~ N{a(0{0), P(0{0)}, onde (00} e P(0]0) s3o conhecidos. Os valores iniciais o(0]0)
e P{0|0) juntamente com os pardmetros nas equagdes de transigdo e de medida determinam
as especificacdes de | e I Em geral, entretanto, ndo ¢ necessario caleular 6={u, £} A
aplicagio do filtro de Kalman produz o EMMQ de y(1), (t = 1,...T), dado as observa¢bes
anteriores, e produz também as inovagdes I(t). Assim, a fungdo de verossimithanca deve ser
escrita  de modo que se possa estimar O ={y(y(t-D,. ,y(1} e
var(y(t)y(t - 1), . y(1)) = v(1)}.

A fungdo [ = -2 In {verossimilhanga) € dada por

L) =Th2a+InfZ+y-u)yZ ' (y-u) (B.6)

que, pela propriedade de probabilidade condicional, pode ser representada como

), Y (T = Ly, y(T - 1)+ L (y(Dy(D),..,y(T~ D). ®B.7)

Considere o problema de estimar y(T) dado que v(T-1),.. . ¥(1) sdo conhecidos. Se
V{T|T 1) é um estimador de ¥(T) dada as observagdes anteriores, o erro de predigdo pode

ser escrito como (1) -¢(T|T-1)=

= [y (D)~ EGy(Diy(T -, . yO)+[E(THy(T -, y() - (N T~ D},

onde E{y(THy(T~-1),...¥(1}) ¢ a media da distribuigio de wWT) condicionada a
y{T~1),..,¥v(1}. O Erro Quadratico Médio (EQM) de v(T) condicionado a y(T-1),.. v{1) é:

EHT)-y(TIT-1)) =

= Var(y(THy(T - 1), ,yON+E[F(TT - - E(Diy(T - D,...,y(n].
Assim, o EMMQ de ¥w(T) condicionado a y{T-1},...,y{1} é dado por

FHT-D=Ey(Diy(T-1),...y(1),
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€ a vanincia do erro de predi¢io é
E(y(T)-5(T|T- 1) = Var(y(Ty(T - 1),...y (1)) =w(T).

Logo, o termo fﬁ. (v{TYy(},....y{(T —1}) de {B.7) pode ser escrito como:

LDy, y(T- 1) = In 22+ In () KO ITT-D)
) v(T)

e pode ser interpretado como a fungdo de verossimilhanga do erro de predigio
{Dy=y(T)-¥(NT~1).

Aplicando-se novamente a propriedade de probabilidade condicional ao termo
L{y(1),....,y(T—1)) de (B.7), e repetindo-se sucessivamente, obtém-se a seguinte expressio.

Lo y(T) =3 L@y, y(t- 1)+, (yQ)). (B.8)

Parat =2, T, a média de v{1) condicionada a y(t-1),...,¥(1) ¢ igual ao EMMQ de
y(t}y dada as observacBes passadas:

y(tit - = E(y(tiy(t -1, ..y{1}.

Assim, cada uma das distribuigdes condicionais € a distribuicio da inovagdo
associada ao preditor otimal, enquanto que Z,(y(1)) ¢ a distribui¢io ndo condicional de y{1).
Entretanto, se considerarmos u{1) como o EMMQ de y(1), dado que nfo hi informagdes
prévias, entdo o termo y(1)- (1) pode ser considerado comc a inovagio I{1}. Assim, sua
vanidncia pode ser denotada como v(1).

A expressio (B.8) é a forma (B.6) decomposta em T distribuigdes independentes das
inovacdes I(1), ., K(T), onde assume-se que y{t{0)= u(l). Portanto, para t = 1,..,T, cada
inovagio 1(t) tem média 0 e varifincia v(t); a verossimilhanga (B.8) pode ser expressa como

T I(t)

LM, y(T)=Tn2z+ 3 v+ 3, v(t)

(B.9)

A decomposicio do erro de predigdao pode ser interpretada em termos da
decompasicio de Cholesky de 7' Se L é uma matriz triangular inferior cuja diagonal

i76



principal é formada por 1 {uns), entio a matriz £ pode ser decomposta na forma
L' = L'DL, onde D = diag{v"'(1),...,v '(T)}. Essa fatorizagio é unica (Harvey, 1981, pp.
14} e o3 erros de predicdo sdo dados pela transformacio I = Ly, onde I é o vetor T x 1 das
movacGes. Como o Jacobiano dessa transformacido é IL] = 1, a fungio da verossimilhanga
comjunta dos elementos do vetor das inovagdes € dada por (B.9):

note que (7] =|L’| D/ I} = D] eIn|Zj= 3" Inv(t).

Para © caso com & vartdveis 0 argumento € o mesmo utilizado anteriormente, com
(1) sendo um vetor N x 1. Nesse caso, a fungdo de verossimilhanga pode ser escrita como
{Harvey, 1981, pp. 16}

1y, y(T)=TNIn2n+ 3 In [Ve+ 3. IOV (L), (B.10)

onde y(1) ~ N(u(1), V(1) (1) =y(}) - w(1) e 8" = {I{t}, V(t), parat > 1}
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C

Modelos ARMA

O modelo autoregressivo & media mével de ordem p e g com média zero, denotado
por ARMA(p.q)}, pode ser representado por {(Box e Jenkins, 1976, pp. 74}

$(Ble, =8(Ba, , (C.1)

onde t = 0, L.T. §B) = (1-Bb~-B¢,~..~-Bd) e 8(B) =
(1- B8, ~B°0,~...~B% ), com p+q<T. Ostermos $(B)e 8(B) sio fungdes polinomiais

de B (operador arraso, tal que Be, =€, e Ba =a_ ) que representam, respectivamente,

-1
os componentes autoregressive {AR{p)) e média mével (MA(Q)). Assume-se que 0 processo
seja estacionanio e invertivel, ie. que as raizes de §{B) e B(B) catam fora do circulo
unitdrio no plano Complexo (sem raizes em comumy), ¢ o termo a, € o ruido branco com
media 0, vanidncia 1 e E{a a ) =0para t 2t

Aplicando-se os operadores B em (C.1), 0 ARMA(p,q) resulta em:

EemfE Q}zgt--:“"'“‘bpat—-p —a - eiai—i _82a1—2 —"'_eqat—-p’ (C.2)
onde os coeficientes ¢ a ¢ e 6, a O representam, respectivamente, as componentes
autoregressivas (AR(p)) e média-moveis (MA{q))

Para o modelo ser estacionano ¢ invertivel, as raizes complexas de

lwzzﬂtbkzk =0,

1-3" 6,25 =0.

devem catr fora do circulo unitario. Assim, dizemos que o processo € estacionario quando a
série formada pelos pesos ¢,z* for convergente, e dizemos que o processo é invertivel
quando a série formada pelos pesos 8,z° for convergente. O AR(p) (ARMA(p,0)) é sempre
mvertivel e MA(q) (ARMA(0,q)} sempre € estacionario (Box e Jenkins, 1976, cap 3).

A funglio de autocorrelagio (fac) do ARMA(p,q) pode ser obtida tomando-se a
gsperanca de € g . Denotando-se a covaridncia como E{eg ) =v,, obtemos:
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Y= ‘bi?kw] R +¢p’¥}—-p +7m(k} _Hetha(A-_u_” : "aqyga{jt g3 (CB)

onde vy ., = E(g,_,a ) € a covanincia cruzada entrec e a.

Como ¢, depende apenas dos choques ocorridos até o tempo t — k, entdio segue
que

Yy =0 8€k>0ey ., #0se k<0 {C4)
Assim, para k 2 ¢ + 1, a covaridncia € dada por

Ye =Y et O Y, (C.5)

Dividindo-se a expressdo anterior (C.5) por v, =E(g]) = var(e ) obtemos a fac para
kzq+1

P, H—_-¢kaw1+..,+¢ppk‘_p. (C.6)

A Tabela C.1 ilustra a forma das fungbes de autocorrelaciio para o AR(1), AR(2),
ARMA(1,1) e ARMA{2,1) obtidas por (C.3):

Tabela C.1 - Exemplos de fac

Modelo: fac
AR(H) P, = 1
p, =& kxI
Py =1
AR() p = ¢,
1-6,
P =0 Py B Py, K 20
Py =1 |
ARMA(1,1) = (_3;4’_92)@1@
1+6° 208
p, =" p,, k21
P, =1
ARMA(2,1) _(1-98)(9, - 9) +6¢;
b(1-¢,)(1+8%)-2¢,8
pk - d)t pk_] + tb?. pk-z’ kz 2
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D

Tempo Continuo

D.1. AR(1) Continuo

Um processo autoregressivo de primetra ordem em tempo continno com média 0,
A(1}, pode ser representado por uma equagio diferencial de primeira ordem, (Pandit e W,
1983, pp. 220),

BX() +ax(3 = Bw(D), (D.1)

onde ¢ > 0, para que seja estaciondno, e dw(#) € "ruido brance” em tempo continuo com
média zero. "Ruido branco” em tempo continue quer dizer que sua integral w(f), o ruido
branco integrado, ¢ um processo de Wiener, ou passeio aleatodrio em tempo continuo, ou
mogio Browniana.

O processo de Wiener € o limite de um passeio aleatorio discreto quando o mtervalo
de tempo diminui, isto €,

w1 +81)= w(t)+nlr), (D.2)

onde 8¢ > 0 e n{f) sdo vanavels aleatdrias independentes com médias 0. Sobre um intervalo

de tempo limutado, a varidincia € proporcional ac tamanho do intervalo, isto €, para 8/ > 0
var{n(1)) = var{w(t +81) - w(1)} = D.3)

= var[r}‘ r5»‘!«(!)) = 51 Q, (D 4)

onde € é chamada de variancia do ruido branco.

Se o processo for ohservade em um dado momento /4, entdo essa observagio serd
somada as informacgGes passadas para predizer o futuro. A predigdo do processo no tempo
r+81 (D 8) pode ser calculada solucionando-se a equacgio diferencial sem o ruido aleatorio &
w{t} (D 5} e depois integrando-o de 1 a £ + 8/, isto €, uma solucio para

Ox{)+ox{#)d =0 {D.5)

x(7) = exp[~abt]. .6)
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Integrando-se (D 5)derar + & obtemos,

x(t +81} = exp[—ubdt Jexp[~ar | = (D7)
= exp| —adi [x(7) (D.8)

Com hipétese de estacionariedade, o > 0,
O(81) = exp[—odr ] {0, 1].

O processo de Markov em tempo continuo {2 1.), tem fun¢io de covarifincia dada
por

Qx expl~odt])

y(t)= —*“W*—[J”
2ex

onde T € a defasagem.

A entrada aleatoria sobre um intervalo de tempo limitado ¢

1+

n(3t) = [exp[~a(r+8 - ) Pw(t)

e tem vanancia
Qf1- exp[~-2a(6r)]}
2o ‘

Quando o intervalo 8f cresce, a varidncia se aproxima da vanancia do processo.
Se o processo A(1) for observado em tempos igualmente espagados {h}, o processo
resultante é um AR(1) com coeficiente ¢ = exp(—ah) e o° = Q{1-exp[-20h]}/20

D.2. ARMA(p,q) Continuo

Os modelos ARMA em tempo continuo s&o mais complicados. Pandit ¢ Wu (1983,
pp. 229} e Jones (1993, pp. 128) discutem que os processos discretos podem ser vistos
como processos continuos observados em tempos igualmente espagados. Se um processo
ARMA(p,q) continuc com q < p for amostrado em tempos igualmente espagados, o
resultado € um processo discreto ARMA(p,p~1). Assim, o AR(1) continuo quando
amostrade em tempos igualmente espagados produz o AR(1) discreto (ARMA(1,0)). Se um
processo ARMA({p.q) continup com erro observacional (ie., varidncia & dada por
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g'(1+al)) e com q < p for amostrado em tempos igualmente espagados, entdo o processo
resultante € 0 ARMA(p.p).
O ARMA(p,q) continuo ¢ definido pela equacio diferencial linear {estocastica)-

&Fe(t) o (1)

&*n(t 5 In(t
S, = “E)mq_f LIO T (DY)

+o..F 1)=&
aE(1) =8 3 =

onde nft) ¢ o "mido branco” em tempo continuo, como no caso do AR(1) continuo e os
coeficientes o e & representam, respectivamente, os coeficientes de autoregressio e média
movel.

Para 0 processo ser estacionario € necessario que g < p € que as raizes complexas de

3 a2t =0 @1

tenham partes reais negativas. As equagdes diferenciais lineares tém solucdes da forma
exponencial, ¢ se as raizes complexas tém partes reais negativas, os distiirbios do sistema
dimunuem com o tempo. A equagio (.10} é chamada de egragdo do sistema. O sistema
tem um atraso minimo (minimum phase ou minimum delay) se as raizes de

1+Y 75,25 =0 (D 10)

=g

tiverem partes reais ndo positivas.
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