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INTRODUGAO

0 objetivo deste trabalho € descrever no con-
texto de espacos normados {dimensao infinita) alguns re
sultados basicos sobre biholomorfismos e automorfismos
holomorfos. Procuramos apreseznhtar de modo didatico as
seme thangas e as diferengas que aparecem entre os resul
tados de dimensao finita e infinita, descrevendo e rela
cionando trabalhos de diversos autores. Esperando que
este trabalho venha a ser 0til para aqueles estudantes
gue se infciam no estudo ds Hc?omér?ia em Dimensao in-
finita, procuramos torpar o nesso texteo o mais ciare e
simples possivel.

Na primeira parte do trabalho procuramos  in-

efinigoes & resultados inl

n
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"
o
]
w
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troduzir de modo
cials sobre Holomoryia infinfta, material amplamente co
thecido pelos especiallstas necsta area, Ha  saganda par

te procuramos gensralizat zonagy noymedo,alguns

w

resultades obrides vor tHenvi fartan. As  demonstragee

de tals resultadeos, qua aparecem no livroe Several Complex

Variables de R, Nayasinhan 171 faoram par nas adantadas
|4 0> H i
para o c¢aso normado, Postaricrments procursms investis

o
]

gar algupss propricdadas sobre os  bHiholomerfismos  gun



fixam o zero da bola unitaria de um cspago normado e
gue podem ser oncontradas no artigo de S.J. Greenfieid
e N.R, VWallach |12]. Jd na terceiva parte fazemos um es
tudo bastante amplo sobre o conjunto dos pontos flixos
de um automorfismo da bola unitaria, agora de um espago
de Hilbert, Agui vai aparecer uma dualidade com respei-

8]

to a existé@ncia de pontos Fixas para funcgoes € (no sen
tido real) e automorfismos em espagos de Hilbert. §.Ka-
kutani mostrou que existe homeomorfismos da bola unita-

ria fechada do espag¢o de Hilbert (22) sohre si me s ma

sem pontos fixos. Uma pequena modificagiao nfeste  @xom-

slo mostra que axiste difeomorfismo com esita mesma pro
priedade. Hossos resultados moslraraoc que no caso con-

piexo tode automorfisme da bola unitaria fechada de um

espago de Hilbert tem poento fixo. Chegamos a estas re-

3
3

sultados, fundinde as 1déias basicas de A. fZanaud 513|
e Suffridge s Hayden [1%] que fezem o mesno Tipo de

2studo sob diferenrtes pontos de vista,

[



1. Notas Preliminares

1.1, Notagao e Terminologia

Nestas notas preliminares pretendemos agrupar
os conceitos e resultados basicos estritamente necessa-
rios para o trabalho a que propomo-nos a desenvolver.

Por N, R e € denotaremos. respectivamente o
conjunto dos numeros naturais, dos nimeros reais e dos
numeros complexos. E e F_serﬁo dois espacgos normados com
plexcs. Em alguns casos sef%b espagos de Banach e em
outros serao espac¢os de Hilbert,

ﬁs bolas aberta e fachada com centro & ¢ raio
p num espago normado serio denotadas por Bpl{f) e Tolg)
respectivamente; guando nao hguver perigo de confusao

. - ) . (1.
usaremos simplesmente B8 e B. Temdos ainda 3p(x)= A8 (%)

"l
e

WA
e EU(X)u\J B (x) para um subconjunte X nao vazie da um
; xe X

espago normado quaiguer,

i

Seja U um sub-~cenjunto abarto pndec vazio de um
(“9} ¢ . ef bl )

espaco normnado E.x;\U,F) eﬁ@(UBF) representarac o ¢spa-
co vatorial de todas as fungOes continuas 2 de todas as

funcdes homomorfas {vide (1.%,1)) de Y em F respective~

niente.



1.2 Polinomios

1.2.3 Definicgao

Para cada mel ;%(mE;F) sera o espago vetorial
de todas as aplicagaes m~1lineares de Em:Ex...xE {m=ve-
zes) em F, relativamente 3s operagdes pontuais. Por
i%s(mE;F) denotaremos o sub-eéspaco vetorial de:j%(mE;F)
formado pelas aplicagoes simétricas. Se A ¢ ;%(mE;F) o
simetrizado de A ser3d o elemento AS £ fgi(mE;F) e defi-

nido por:

1
A (X, enoyx ) m o ¥ A{x . )
s 1 * : ' 1)° o
e LA STEP o (m)
m
para quaisquer Xgno ooy Ko g £, onde T $era o grupo siwé
, Yoo, o
trico de ordam m. Para m=0 colocaremosuté( b;r)ﬂﬁﬁ( FsF)
igual ao espagoe vetrorial F e faremos AS:A para todo
i < 2 m -
A € ¢%( E5;FY, Para m=1,2,....L{ E;F) serd o sub-cspago
V A -~ »
vetorial de ;g% E;F) formado pelas aplicacoes continuas,
P ) 7 7
B - Poomn ML o] M. .
Temos tambemtbé( EsF)y=L{"EsF) a;s( CsF) para m=i,2,...
1.2.2 Definicao
. 7 om 0 -
Se A E;ﬂ%( EsF), xeE, m=1,2,..., Ax sera uma



notagao para A(x,...,x}), onde x & repetido m-vezes. Se

m=0 colocamos A x°=A. Um polindmio m~homogéneo P de Eem
/
- - . m
F & uma fungdo P:E —> F para a qual existe A g “ﬁ( E;F)
L=

m
tal que P(x)=Ax para todo xegF. Para representar esta

-

.~ N T M
correspondencia entre P e A escrevemos P=A, Por Ua{ E;F)
entenderemos o espago vetorial complexo, relativamente

s operacoes pontuais, de todos os polindmios m-homogé-

-,
Y

neos de E em F. U(mE;F) sera o sub-espago vetorial de

ﬁo m o s m o -

l%( E;F) formado pelos polingmios continuos m-homogé-
D¢ (2 .

neos de E am F.S (OE;F)SWE(OE;F) sera o espago vetorial

de todas as fungoes constantes de E em F. Temos A=AS.
1,2.3 Observagao

A aplicacho Ar— A ¢ unm isomorfismo da espa-
e
il
1]

i -
. ' e il
cos wvetorials entre &gs{‘E;F) e

5

(Mg F) que leva

b

("E;F).

i »

-1 m_ . 3

S (UL F) homaomorficamente sobre'd
- .

Uma demonstragac para este resultado pode ser

encontrada em [5].

1.2.4% Definigao

Un pelinomio P de £ em F & uma aplicacao que

‘pode ser ascrita na forma Fmpo+’°'+Pm para determinados
I



p Eq?(kE;F), k=U,...,m. Denotaramos por 1;(E;r) o éspi
co vetorial, relativamente as operacges pontuais de o~
dos os polinomios de E em F. O sub-aspago vetorial de
v (E;F) dos polinomios continuos de E em F serd indica-

a
do por’f(E;F)-

1.2.5 Observacao

S5e P U%(E;F), p + 0, existe uma € somente

uma maneira de escrever P:PO+.,.+P , con

e
z

n

(kE;F) k=0,...,m e P il o,

m=0,%,...., P o

k
Uma demonstragao para este resultado pode ser

encontrada em IS[.

1.3 S&ries de Potancias

1,3.1 Definigao
Uma serie de potoncias da E em F em torne de

ory 3

. - P - L e m ymo

£ef & uma série da ¥forma ) ﬂm(x"&) On&iﬁma;ﬁ( £:F)
== eo B .

m=0,1,... ou entaoc da forma ) ﬁm(x"ﬁ) Com Po=p

- A SE) ' mon

T ) _ ~
ﬂp EVATESF) m=0,1,... . Tanto An COomo Pj S a0 chamadaos
i n 1 it
coeficientes da serie,



1.3.2.0efinicao

0 raio de convergencia de uma série de potén-

cias de E em F em torno de £ ¢ o majior r, 0 < r < + o,

tal que a seérie converge uniformemente em toda bola fe-
chada ﬁp(g) de centro & e rajio p<r. A série de potancias
€ dita convergente se seu raio de convergéncia ¢ estri-
tamente positivo, isto €, se existe p>0 tal que a série

de poténcias converge uniformemente em Bp(g).

1.3.3 Formula de Cauchy-Radamard
8 raio de convergéncia de uma série de potén-

cias ) P _(x-E) de E em F em torno de § ¢ E & dado por:

1

P s S

1/m

Pim sup HP
m 00y

al

Uma demonstragao para este resultado pode ser

encentrada em [5].



1.3.4 Observagao

@

Se para atgum p>0 a série z Pm(x"g) conver-
m=0
ge e tem soma zero para todo x ¢ ﬁp(g); entao P.=0 npara
I'Tl—”-'ﬂ,i,-.. .

Uma demonstracao para este resul tado pode ser

encontrada em |5].
1.4 Aplicagoes Holomorfas
1.4,1 Definicao

Uma fungdo f: y ~ F & dita holomorfa em U,

se correspondendo a cada £ g U, existem; uma serie de po

o
téncias k Pm(x-i) de B em F em tornoe de & € alguma bo-
m=0
la aberta BQ(E) C U, p»0, onde a scrie de potencias con-
verge uniformemente a f{x) com ngD(g), Por (1.3.4) g

0
cada ponto § g U, a série ) P“(x“g) & Gnica. Tal sariec
|
=
¢ dencominada a série de Taylor de f em [. Para represen-

tar esta reiag50 eintre T noténcias cscreve-

(k)
mos F{x) o } Pm(x»&). denotsra o espago  vetor
m=0

rial de todas as funcoss Voem ¥, raelativa-

mente as oporagoes pontuails.



Observacdo:

Uma definig¢ao equivalente a (1.4
guinte: f: U — F

1) e a

se-
¢ hotomorfa em U se, correspondendo a
cada § & U, existe uma Unica transformagao A E?b(lE;F)
tal que:
i —dflErn) -F(E)-ALR) |
h~o

—-= 0
ihll

1.4.2 Definigao

seja £ el{u;F) e

o
Fix) = 5 Pm(x—%;) a serie
m=0 '
ey .
de Tayior de fem & ¢ U. Seja P ¢ G(mE;F) corrvespondendo
2 -
3 A & & (mE;F) por P =A (m=0,1,.,,.). Utilizaremos as
n 5 mooom
notacoes:
d"E(E) = mia ,
m
~ -,
$hF{E) = mlp
ill
temos assi

sim as aplicagoes diferenciais



7
dMfix g U F dmf(x) E fbs(mE;F) ’

. R A3
d"frx e U o dTF(x) e ¥ (TESF)
e os operadores diferenciais.
d":f eH0(usF) e aF eU0(u; 2 (TesE))

- o - ! r(:‘} H
dm:f Ei.}!{)(U;F) Fomte dmf gf)g(U;‘(mE;F))

de ordemm = 0,1,....
0 polinomio de Taylor T, £ de ordem m de

em £ ¢ definido por

() = T e a0 ()t
LI SN —— TR (-
m, f,§ 250 -
= § e GO (k)
2=0  p!

onde x ¢ E.

As normas se relacionam do seguinte nodo:

5'i1m T
| e T ()
m!

Il d™r(z)

i ot

1:



1.4,3 Definicao

Seja U € E aberto. XK (U} indicara a

Fami1ia

de todos o35 sub-conjuntos compactos de U. Ty sera a topo

logia localmente convaxa, emPG(U;F) determinada pela fa-

milia de semi—normas'{pK tal que KeX{{u)} ,

onde

: i
p(F) = sup {[] £{t)}] tal que tek}, para toda fe(U;F).

1.5 A Integral de Cauchy
1.5.1 Férmula Integral de Cauchy

Seja f edB(U;F), Ee U, xeEeop >0

E+Ax £ Upara todo A ¢ ¢, |A] < p. Entao:

>

e T () () = BRSSP N

m! 2.qi lh i X

para m = 0,1,..

Uma demonsiragao para este resultado pods

encontrada em |5].

que

St



1.5.2 Desigualdade de Cauchy

Seja f edb(U;F), p >0 e B (g) C U,

0
Entao
o ame|] <« s e
m! P
Ix-gl] = »
param = 0,1,... .

Uma demonstiragzo para este resultado pode ser

encentrada em |51.
1.6 Alguns Teoremas de Analise Funcional
1.6,1 Teorema de Montel

-.. . 1 . 4 ? F*} bl .
Seja X um sub-conjunto de ¢>{U;T)}. S20 equiva-

lentes as seguintes afirmagoes:

(i) %X ¢ T, 7 re fativamente compacto



{ii) X e t, = limitado e o conjunto X(u) de tg
dos os f(u) tal que f e X & relativamente

compacto em F para todo u g U.

relati vamen te

{17

{111) X & equicontinuo e X(u)

U.

ja

compacto em F para todo

Uma demeonstragac para este resultado pode ser

encontrada em |10].

1.6,2 Definigao

Um espage tepoldgico X possul a proprisdade
do ponto fixo, se para toda aplicagzo continua T:X — X,

existe a & X tal que T(a) = a.

1.6.3 Teorema de Schauder-Tychonofif

Todo subconjunteo compacto vonvexo de ui espa-

co topelogico linear localmonte convexo possul a proprie

de do ponto fixo.

d

)

(\4’
u
i
i

Unta demonsiragan nsara resul tads pode sar



1.6.4 Teoreme da Fungao lnversa

Sejam £ e F espagos de Banach, U um subconjun
to aberto de E, ¢ f:U - F funcgao nolomorfa. Suponha que
para algum ponto x_ ¢ U, df(xg):E -» F seja um isomorfis
mo. Entdo f & um biholomorfismo Tocal em Xy isto é:exii
tem vizinhancgas U de X, e V de ‘F(KO) tal que F:U -+ V ¢
bijetora, holomorfa com inversa tambem holemorfa.

Uma demonstracgao para 2ste resultadn pode sar

encontrada em |4].



2. Automorfismos e Fungoes Biholomorfas

em Dominios Limitados

2.1 Automorfismos e Fungoes Biholomorfas

2.1.1 Definigao

Seja E um espago normado. A

to D aberto conexo de E, chamaremos

aléem disso D for limitado teremos

em

am £ e F normados,

&
Q
[~

esBagas

dois dominics. Uma aplicagao holomorfa f:

um biholomaryfisno em DY, wistir

morfa tal gus fog = idD, e gof = id Mo

0

D entao f se diz um automorfismo de

D 1

cao Aut(D} entenderemos o conjunio de

Fismos de D. Diramos que D e D!
houver um biholomorfismo entre eles,

todo
r N
um dominio

um downt

todos

subconjun-
em E. Se

nio timitado

D¢ E ,B'e F
D -+ D! sera
g:0' -2 0 holo
caso  an que
D. Com 3 nota-

03 auvLomor-

sao equivalanias guando



2.1.3 Proposigao

Aut{D) é grupo, sob a oparacio de composigao

de fungodes.
Demonstracao:

Temos que id:D > D pertence a Aut{D); e se
f,g € Aut(D) entao ‘F1 = ch_1 £ Aut(D) pois fzﬂgqfﬂ:a )

e holomorfa e F]ofz = fzaf1 = id, Dal Aut(D) & grupo pa

ra a composigao de fungoes.
2.1.4 Proposigao

Seja D um deminio limitado em um espago nor

mado £ e f:0 — D fungao nolomorfa. 5upcnha que exista

a € D tal que f{a}) = a e <f{a}) = id ; entao f = id,
Demonstracao!

L A T ) nara te-

{i

Temos que f{z)
i

do z & 8 {a), onds Br(a) a n maioy Hhola aberta de <anitro
r



a e raio r contida em D,

Como por hipotese f{a) = a ¢ df{(a) = id se~
gue qle
v dfa
fFlz) =2+ § L) (z-0)
K=2 !

para todo z € Br(a}.

Suponhamos que F seja diferente da aplica-
¢ao identidade. Seja entao N > 2 o menor inteiro tal

que

£(z) =2+ 3 L2 (-0
n=H nt

para todo z £ 8 _(a), com

S aV
Seja Ay e Y (TESE) tal que Ay = KWN:ﬁWWN,
i S K- :

Para cada K ¢ N, K > 1 fagamos f =t & { =¥ n T. Mos~-
tremos agora que:

1 A1‘1r( ) o K

Fo2) = 2k S LA (zma) + 7 P T(z-a)

" SR I



para todo z ¢ Br(a) onde

Para K = 1 ¢ imediato,
Vamos éupor que seja valido para K > 1 e
mostrar que vale para K+1.
Assim temos:
U = ) = ) A (Fl - T p M) -a)
M o n
: ne=d+
@l LY ¢
= gk 5' ...,gfl)..(z a)-:—K f'l,_\ (Z""E})"P 2 ..(.Ln,z.‘.g,.:‘}_)..{z—a) -+ 1 P K{Z"a)
. 1 i by 1 B
e n. i =N n. bl
Mo i Y S
bz) 8(x)
1 I ‘:‘f hnr”‘-i)
= z-l—A\!(z—‘a}H-&-K A, L(? ayH {}:.)],I\‘B‘Lz)-: a.7ia) {z-a)
‘ a J n=l+l oAl
" ! oy N
=z + A {z-a) + K E A {z-a) (B(z)) Fouay,
N Loy
J=0
=z + {K+1) ﬂH(za)N-%
a“?(a)
e 1) (K}.!) [ i S (__-w‘-_;) -
MY



Seja M tal que HC BW(G)' Se ﬁgTET(:D rela
b

desigualdade de Cauchy (1.5.2) temos:

|  dVe(a) M

e < g

[ N RN

para todo K > 1.

Logo

daf

47}

o que e uma contradigao. Portanto temos f = id,

?2.1.5 Corolario

Sejam E e F espagos normados, 0 < &, D' CF
dominios Timitados. Sajam ainda f: 0 -~ 0' ¢ g: D! - D
. ~ | " " 4 - - -
fungoes holomorfas tois que {ge ¥)(a) = a para algum

a e D, dg(f{a))>dflay = id e df{a)s dgl{f{a)) = id., Enpn-



tao g € um biholomorfismo de D' em D.

Demonstragao:

As hipdteses fornccem d{go f)(a) = id e
{go f)(a) = a, por (2.1.4) segue que go f = id,.

Tewos tambemn

(Fo g)(Fla)) = f(g(f(a))) = f(a) e d(fo g)(#(a)) =
= d(F(g(F(a)))) o dy(F(a)=df (a) o dglf(a)) = id,
ou seja:

(fog)(f(a)) = fla) ¢ d(Foqg)fla} = id

entao ainda por {2.1.4) seguc que fo g = id

um biholomorfisme de 0 am D.
Observagao:

Se em {2.1.5) nao admitirwps a hipotese de

qua df{a)e dg(f{a)) = id entao g podera deixar de sar

0
16



um bihclomorfismo de DY em D. Para isso definamos a se-
guinte fungao:

£ 81(0) ¢ e, BT(O) C ¢

1
(21:223”-::’:[]"“) b= ( 'izzs 2]5225"-:2n’---)

onde ¢_ & o conjunto das sequéncias complexas convergen

tes a zero na norma do sup

2 Bl(d) ¢ a bhola unitaria de
c .
o
Consideremos
8 { e .y E nY e
g f1(9) <, > dl(u) c
(Wﬂlawzi ;'-"'n:~--) = (.Wzs‘l"'raasu-s'&‘!n,-..]

F e g sao lineares continuas, logo holomorfas., f e

do Yincares temos df{(0) = f e dao{§#(0)) =

g dafi

3]

d(go fy{o) = c.ig('

(D))o dF{D)

il

go f = ide {go f){0)=0.
Mas aqul nie

-f,
t
—

temos

I
=

a @ BI(G) puis

gfﬁﬂh""ﬂ"”) =



togo fo g <f id.

2.1.6 Corolario

Seja D um dominio limitado em um espago nor-
mado E; sejam f e g dois automorfismos de D tais que

f(a)=g(a)=a. Se df{al=dg(a) em D, entdo f=g em D.

Bemonstragao;:

Seja h = g 1. EFptoo h € automorfismo de D. Co

me temos ho g = idD entdo dh{g(a)) o dgla) = id. Has ne
las hipdteses vem que dh{f{a)) o dff{a) = id  ou seja
diho f){a) = id; como {(ho f){a) = a, segue de (2.1.%)
due ho f = TdD ou seja T = g enm D.

Bm dominio D em um espaco normado E & chamado
um dominio circular se e "2 & B para tode z = 0 e todo

9 ¢ R,



2.1.8 Proposicao

Seja D um dominio circular limitado ém E e

f g Aut(D). Se 0 ¢ D e f(0) = 0, entac f & linear.
Demonstragao:

Para cada 8 ¢ R seja Ke e Aut{D) dado por

Ks(z) = elez para todo z € D,

-6 -1
Kg assim definida & linear e temos que K (z)=e .z=K (2) ,
-1 -9 &

ou saja KB = K g~
21

Como f & Aut(D), considereros g = f e dal definamos

Iy

(:D‘&KQE}{J:‘-.QF
-0 8

Péla regra da cadeia e do fato de Ry ser -

near e comuiar com aplicacoes lincares segue que:

d4¢(0) = K_g K odg{F{0))o df(0} = id



Além disso,

${0) =(K_

0® 99 Keof) (0) = (K__eo g o KG)(F(O)) (K,_eog)(Ke(O)) =

= K_e(gio)). = 14_8(0) = 0

entao por (2.1.4) temos que ¢ = id, ou seja:

Kogo 9o Kgo f = 1d

o que implica

para todeo 8 £ R.

Temos entac elef(z) = f(eigz) para todo 8 ¢ R

Tomando agora o desenvolvimento em série de po

et
(1]
P
3]

ifas em torno da origem de ambos os membros temos:

o0
= J e AR 7z para todo 8 e Re ze D

mas devido a unicidade do desenvolvimento da serie so-

gue gue



e =g Zzpara todo 6 Re ze D ,
js IR
e daf temos d?f(0) = 0 para todo ] > 2, o que nos leva
a concluir que f{z) = df{0)z para todo z € D, ou seja,

f & linear.
2.1.9 Corolario
Seja D um dominio circular limitado de um es-~

paco normade complexe B & f um automorfismo de D,conser

Um

iy

vando a origem. Entdo f tem uma extensao a E gque

isemorfismo.
Demonstrac¢ao:

De (2.1.8) segue que f ¢ linear, o mesmoc va-

. - 1 P - -
lendo para sua inversa f gue tambam & um automorfismo
que fixa a origem. Como ambas sao lineares conilnuas en

t3o0 f admite uma 2xtensao a E que € um isomorfismo.

2.1.10 Corolario

Seja D a bola unitaria de um espago normado



complexo E, e f um automorfismo de D conservande a ori-~

gem. Entao f & uma isometria.
Demonstragao:

Sabemos de {2.1.8) gque f & linear; entaoc

IO < HFl . seja v = f(x).

Wl= e oo b < BE T Ly )
Cdai
T i e (1)
el = ?Lim:]ﬂf(x)n. Como f(x) pertence ;. bola uriitéria

entao IHH < 1, o mesmo valendo para f 3 isto €

daf

2h -



De (1} e (I!) obtemos IF||.”f-1” = 1. Como
tenos [l < te ' < 1, segue que fiffl = 1 = |}

e dai f e isometria.
2.1.11 Teorema

Seja D um dominio limitado de um espago de
Banach E. Se ¥ ¢ Aut{(D} effmiﬁ{geAut(D) tal que guf"1 pa
“ra alguma f £ 91} sao T,orelativamente compactos no con-
junto das aplicagoes holomorfas de D em £, entio toda
aplicacao f ¢d é tal quéf

f ¢ Aut(D) se e somente se existe a g€ D tal

que df{a) é um isomorfismo de E.
Demonstragao:

Supenhamos gue f seja um automorfismo de D,en

tac existe ¢ D - D holomorfa tal gque fo g=gas fmidg. De

do f=idy temos dg(fl{a}) o df{a) = idy ou seja
dg{blo df(a) = idE onde b=f(a). De fo g = idD temos
df{g(b))o dg(b) = idy, como g{b) = a segue que
di{a) o dg{b) = id.. Seque entio que df(a) € inversivel,

[
A



como € linear continua temcs gque df(a) & isom0|*;ism0 de-
£,

Reciprocamente se dfi{a) € isomorfismo de E,pe
lo teorema da fungéao inversa (1.6.8) f &€ um automorfis-
mo tocal em a. Seja G o inverso 1;ca! de f. Go T = id

em uma viziphanga V de a. Como Ff gd e ¥ & Toﬂrelativam

nmente compacto existe net f | fO‘G ¥ otal gque f=1im f .

-1 - ¢ oeh
Como 4 e Towrclativamente cempacto podemes passary a
-1
=1 - | da ae = T
um sub-net ‘QB}BEA (ga)meﬂ onde g = f_ talT q ue
g8*+g em T, 4° D — E holoworfa. Temos também f = lim FB.
fomo Gof é_idV temos (go ffix) = lim gB(f(x)) para todo

L4

x £ V. Dai

i o ﬂ(x)~x|wlg(f(x))—g5(f(x))+98(f(x))'98(f8(x))l <

5lg(f(x))495(f(x)) |+19g (F(x))-g, (£ (x)) |

para todo R e A.
. : 1 . r . of—.
Do fato de {96'8€A ser equnconttnua, pois «
¢ equicontinuo palo Teorema de Montel (1.6.1); e
1im fB(X) = f{x} temos que para todo £ > 0, existem

§ » 0 e BO e A tais que:



g (75 (0)-ga (F) | <S8 > 8 e |fi00-F(x)[<6¥B > 8
vale ainda
[g(F(x)) =g (FL)] <5 ¥8 > 8,
segue entao que
g o £ x)~x] < e ¥e >0
gat -
{go fllx) = x

para todo x € V. Comc F(V) & um aberto temos g/f(\f). = G,

Logo {g o ff{a) = a e dg(fla)lodf{a}=df{alodg(fla))=id. Por

(2.1.5) temos g = fp1 e dai f ¢ Aut(D).

2.2 Alguns Resultados no Espago de Banach S
2.2.1 Proposigao:

Seja ¢, O espago de Banach de todas as sequan

- 2'7 -



cias complexas convergentes a zero com a norma do supre

me. Sejam D a bola unitaria centrada na origeme f um

automorfismo de D. Entao existem:
(1) p: N~ N bijecao

(i) (ej)_jEN' Bj e R

(iii1) a=(aj)jEN, o€ D tal que:

f{z) = e (\ : ';
1 = ajzp(j) §=0

)00 £ b
Z . B
" =0

onde z =
Demonstragao:

Para todo g € De z e @ definimos

zJ - uj o
g {z) =
(2
1 - o, =z, =0
JoJ
Goc assim definida € um autcmerfismo de D e o‘a(a) = 0,



Substitulndo f por o onde o=f{0) podemos supor que

F(0) = 0, 0 que devemos mostrar é que se (0} =0, ent3o
f(z) =(319J Zp(j])j=0 para todo z ¢ D.
Por (2.1.8) f & linear e pode ser extendida a
¢ . Entao f(z}) =(f, (2) para todo z € D com
0 k K =0
i ¥
f € ¢ = %, , onde ¢c_ e o dual de ¢
k o 1 - o'
Logo f, (z) = Z a .z, com ) Jla_ .| < w. Co-
k j“n kJ ] _i=0 kJ
~mo Hell < 1e Fk =p, 0 f onde pk(z) = zkm, temos
el = llpefil < Hpdio Il < 1. Assim JZﬁolakﬂ <1
para todo k., e
Para cada j ¢ N fixo consideremos
z = (0,0 0,1-4,0 } €D
n s Uy o a gV, R
onde o elemento 1 - % aparece na j-ésima posigao. D sen

do aberto,'{zq} ndo possui ponto limite em D. Além dis-

50 fk(zn) = a (1 ~ %} para todo k e todo n naturais.bLo

kj
go



Assim

onde

"com 1 na j-ésima posigao. Portanto

fle. ) e 8D, lima, ., = 0 e-sup,|a, .| = 1
Para cada i, seja K(j) £ N o primeiro elemen~-.
' = 1, Sa = P = )
k}l |jk(J)j | 1 segue que
PNy ara do i =+ }.
|ak(J)|! ¢ para todo 1 = j
Temos entao - K: N - N
7o K(j)
Provemos que K & aplicagao bijetora.
(i) K & injetora

Consideremos K(i) = K(Jj), entao

gl =0 = Taggny 50 -



Se tivermos i = j entao 2 (i) 4

tradiz o fato de |aK(i)_]|=1'

= 0 o que con-

{ii1) K & sobrejetora

Suponhamos que K{N) € N, Seja entao & e N tal
que & & K{N).
Temos
w .
F(zo,z1,...,zn,...) = £0 A% AR )

Como f & sobre D, dado-w={w_,

existe z € D tal que f(z) =

= W.
Mas
W -
K(1) -z,
(i)
conm
|aK(i)sI =
e devemos ter
[£4]
wy = 1o KD
I8 k()



que € determinado univocamente,
1 1 ¥ ]
H 1 — .
Seja w' = (wo,w1,...,w£,...)€Dcom wg%wi
e w, =w, para todo i 4 2.
Como K(i) & & para todo i; pois £ ¢ K(N), en-
tao.wK(i) = wK(i) para tedo i £ N,

Portanto

; W, /. W
;= k{1) _ K{i)  _ .
i 4 i
()i (i)
e dai z = z'
- .. § '
Temos entao f{z)}) = w, f{z) =w comw=$w,

que € impossivel pois por hipotese f g Aut(p).

Se tomarmos p como sendo & inversa desta apl
cagao K, entao FK(z) = aK,p{k)zp(k) C O |aK,p(k)|=1 e

dal f(z) = (aK,p(K) zp(k?}K:e'

[#+]

£ devido a Henri Cartan o seguinte teorema:

’

2.2.2 Teorema:

. W n . s
Seja @ um aberto de C e F: Q- C uma aplica
¢ao holomorfa injetiva, Entac f & um homeomorfismo de

. .n . =1 -
Q, sobre um aberto @' de € e a sua inversa f tambam



& holomorfa.

Uma demonstragao para este teorema pode  ser
encontrada em |?1.

A afirmagdo de Cartan é que em C" toda fungdo
holomorfa Injetiva & biholomorfa. 0 resultado correspon
dente em dimensao infinita parece nao ser conhecido,mes

me assumindo que a imagem seja um conjunto aberto.
©2.2,3 Observagao:

Verificaramos agora que o teorema de Cartan
nac € valido em S Para isso consideremos a saguinte

fungao:

Como f & linear continua, € holomorfa; tambem

¢ injetora. Mas f[81(0)] nac € um aberto em ¢ - Para ve

rificar esta afirmagac basta observar gque dado
Z“(Z1,22,...,zn,...) £ 31(0) sempre existem & > 0 e
x=(x1,x2,...,xn,...) £ B](O) tais que



T oy
Ix?-§{21+22)| <8, ]x2-21| < §, |x3-22[ <8,eee, |-,z |<5 ...

n p-1

1 . . -
sem que x, = 3 (x2+x3), ou seja, existem pontos arbitra
riamente proximos de f{z) que nao pertencem a F[B1(G)];
isto &, f[B1(O)} naoc & um aberto de <,

2.3 Biholomorfismos preservando o zero da bola unitaria

" 2.3.1 Proposigao

Sejam E o F espagoé de Banach complaxos, D um

domfnio circular estrelado em £ e D' domfnio circular
convexo em F, Suponhamos gque f: D ~= D' seja holomorfa
com f(0) = 0., Entao

e F z € D
[
para todo z € D,
Demonstracao:
1 (27 _\ig ;
Seja G(z) = e fle Vz) dp para
2w 0



z ¢ D. Pela defini¢gao da integral de Riemann

-Ki @, i0]
e J fle z)
i

g{z) = lim !
n=+e 2 j

3

A8,
4

com

" Temos que:

' .
como D 2 circular entao

"Klﬁ ieo 1
bj=e 4 of(e Jz)y ¢ s
e dai
n L‘.OJ.
G{z) = !im ] e——i— b
n =keo j,.—_1 27 3
com
n AQ
—tee = 1,
j=1 2ar



Concluimos que G{(z) e limite de combinagoes convexas de

[ )
elementos de D , logo G(z) ¢ O

Tudo que temos de mostrar agora €& que

odf% 02 = a(z) .
K4

Fazendo em (1.5.1), £ = 0 temos:

L d®r0y S = [ L0z) gy
K1 2mi 3] = AK+1
if
para A = e vem
2 .
K] a5 (0) F= ;ﬂ e Klef( 9. ydo = 6l2)
0

2.3.2 Corolario

Seja B = {z ¢ E tal que |lz|| < 1} e
8' = {z & F tal que |{lz|]] < 1}. Se f: 8 —+ 8' e holo-
- 36 -
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morfa e f{0) =0, entdo df(0) & um operador com norma me

ner ou igual a 1,
Demonstracgao:

Por (2.3.1) df(0)B € B. Dafl se {|z[l=1 e t ¢ R
com |t] < 1, entac fldf (0) £z|| < 1. Segue que
|} [laf(0)zf < 1, para todo |t} < 1. Passando ao limi-
" te para t tendendo a 1, temos ||df{0)z]| < 1, o que acar

reta [[df(0)] < 1.
2.3.3 Corolario

Seja D um subconjunto aberto de E. Se existir
um biholomorfismo entre D e um dominio limitado de £, e
se para cada z € D, definimos Fz s {f: D —-— D tal que
f & holemorfa e f(z) = z}; entdo existem nimeros positi

vos C{k}), M{z) e HN{z} tais que

onde



M, (2)

i

sup { Il-akf(z)ll tal que f e F_}

1d%F(2) | = sup (] afe(2m]l tal que flul| =13
Demonstragao:

Suponhamos gue para cada 2z € D exista um aber
to limitado Dz em £ e Gé‘ Dz — 0 seja um biholomorfis
me com GZ(U) = z, seja tambem Fzﬁ{F: Dz — IJz tal que f

& holomorfa e #(0) = 0}. Chamemos de:

F=G2:DZ —+ D tal que Gz(ﬂ) = z

8
......E.i_....-@_...( z) (w) = ...._....Hl..,..__. ,,ME.{-.)-»«-dA
] H ’ o
3. 2'1TI |A|:_S{z) AJ'{‘}

onde ${z) > 0 & tal que BS{Z)(Z) C D e como D, e limita

— 38 .



do existe N*(z) tal que D_ C B (0),e daf
z N (z)

et < SNzl

($(2))°®
analogamente temos:
49 44 :

d F(G(z))(w)ﬂ d1F(0) ()= ECaw) gy
q! q! 2m1 [A]=R(z) 297*!
B.(0) € b e sup.  JF(}]] =#' < +e
il er

antao
a9k (c(2)] < AL
T (R(z)E
Utilizando agora a formula da fungao composta
04, pg. 3)
A j .
dK(Fo G)zs= E ¥ Ty d9F{Ga{z))d 1G(z) ..... d'96(2)
1<q <K
com



e definido indutivamente por

k
N = . . _ Vo . .
qk+1ﬂm!) 1e Uk+ih1,.“,ajﬁcq+1, (q)gkxl1’""'j)

onde f, + ... + ij = q sao inteiros positivos.

Temos entao:

il dk(Fo gzll= sup | d (Fo G) w“
wil = 1
i i

i
sup || dIF(G(2)) (o Ta(2)w 1,...,d Y6(z)w

{a

g
i 1+. . .+ik=k
9

A
[~

| <g<k |1 sqﬂk _ wif =1

A
|
Q

— \ K
1<q<k ’1+“'T'q"k q.

q _ Hi(z) o CHEDA
< g, + 9 v IIRILRE e T
"'3<§<k | +.g.+i A K (R{z}) 1 5(z))" -

- 1&0 -

i
g <

. '
o Nl NI sw d Yol s ] e %6(e)w

q - ~1 i
N N I U YN

'a)



< o, qM' (z) . i B
”If_quk i +...Z+iq-=k K ’ [R(z) (S(z))kl1 q

podemos sempre tomar N'(z) > R{z) daf

- ) k

||dk(Fo Azil< ¥ Y Oy g% M (2) (z q.kt <
1<q <k i1+...+iq=-k R(z) S5(z) -
# 1 \k :
< G M (z) @) LA
- R{z} S(z) 1<q<k i1+...+i =k
. J Sy q
() KL Nk
= g M () B k’.Mkzc(k).M(z).[N(z)}
R{z) s(z) .

Encontramos a desigualdade desejada para ele-

. _ B -
mentos de F_ da forma Fo G = G_o o G com f e ¥_. Mas

z z z z
todos os elamentos de Fz sao desta forma, logo temos o
- resul tado.

Observe gue se tivermos D coemo sendo a bola
unitaria aberta em £, entao usando (2.3.1)1£m05fh(0)£k5

Como uma aplicagao desite corolarico provare -

mos o seqguinte resultado:

2.3.4 Proposigao:

. 2 2
Seja L7 = {[zn} tal gue z € C e Z|zn| < o}

- Li‘l I



e o subconjunto D = {{zq} € 22 tal que sup |zn| < 1}.

o) -~ - - " - . .
P nao e equivalente a um dominio limitado em ﬁz.

Demonstragao:

Seja Fn({zj}) = wj definida por wj =z, para

J = 1,...,n, Wn+j =z, para J = 1,...,n; ou seja de mo-
do geral temos W(k~1)n+j = 2z, para j = 1,...,n..

Entao Fn e F{0) = {f: D = D” tal que f e ho
lomorfa e (0} = ﬂ},Fn & linear, daf an(D) = Fn. Como
”an(G)“ = 5up {1MFH(O)(Z)H_taI que Jlz]] = 1} entdo

Hdr (0] 2 asup nlz |2 = n sup ) |z 12 = n
4 PLnlE “ *
ou seja
lar, ()] = /7

Entdo M, (0} = sup (dF (03§ tal que F e F{0)} > /n pa
ra todo n, Dai por {2.3.3) D n3o & equivalente a um do
minio limitado de iz.

Observe a analogia entre (2.3.4) e o seguinte

resultado em dimensae finita, conhecido come teorema de

- 7 .



Poincare.

2.3.5 Teorema

. : 2
Seja D = {(21,22) g C

tal que !zj[ <1 para
j = 1,2 e D = {z ¢ ¢° tal que 121|2 + |22|2 < 1}; En-
tao nao existe biholomorfismo de D em D',

Uma demonstragao para este resuitado pode ser
"encontrada em (|7] p. 70).

Existe também um teorema classico devido a
Riemann dizendo que dois déhiﬁios‘simplesmente conexos
em C e diferentes de C sao equivalentes. Como podemos
observar o teorema anterior mostra que a situagao & mui

. . n
to diferente para dominios em C, n > 1,

2.3.6 Teorema

Sejam £E e F espagos nhormados e B e 8! as  bo-
las unitarias de E e F respectivamente. Se h: B - B' &
holomorfa com dh({0) uma isometria de B sobre B' entdo h

¢ linear, isto & h = dh(O)/
B



Demonétragéo:
-1
Por substituicao de h por (dh(ﬂ)]o h podemos
assumir que F = £ e dh(0) = I, I sendo a aplicagao iden
tidade em E,
Temos h(0) = 0. Suponhamos h{0) + 0. Pelo teo
rema de Hahn-Banach existe transformagao linear T em E,

Tl < t com T(h{0)) =|{n{(0)|| . Definamos

f(z) = To h(z [[n(0)]]7" h(0))

para tode
z e B,(0) C¢C .
Entao

’ fr BT(U)C—C — B.(0) € €

é holomorfa. Segue do lema de Schwartz classico ([2]

p. 136 ex. 1) que

HONERIEE I



Portanto

2 -

Ihol < 1-1rqnco) | TN = o
o gue fornece uma contradicao. Dai h{(0) = 0.

Ent3o temes h: B — B! holomorfa com h(0) = 0
e ¢h(0) = I, segue de (2.1.4) que h = I; ou seja
dh(0) 7 _

B

2.3.7 Teorema

Sejam E e F espag¢os normados complexos e
B e B' as bolas unftérias de E e F respectivamente. Se
f: B — B' & bihclomerfismo tal que f(0) = 0, entao f &

linear; isto e f = df(ﬂ)/ . Atéem disso df(0) & uma iso-
J B
metria de E em F, isto é; {Jdf{0)z |l =|=

para todo

z ¢ E.
Demonstragao!

Seja f: B — B! biholomorfismo com F{o0) =0

Fagamos T = df(0). Por (2.3.2) tewos {|T|| < 1. Desde que

dF~1(0) = T também vale HTm]” < 1. Se Ty = w com

- 45 .



yll = 1 entao [iwl| < 1. Como Ty = Yy temos
[l vl vl <

N e I [ 1 Y
daf
™t < T
Temos entio

T T >
o que acarretal|lwl] = 1.

isto prova gue T & uma isometfia? £ agora te-
mos exatamente as hipoteses de (2.3.6). Logo fmdf(ﬂ)/ A

B

O0s resultados iniciais deste capftulo nasce-
ram da tentativa de genaralizar alguns resultados clas-
sicos de Cartan para o caso de um espago normado comple
%03 resultades estes que podem ser encontrados em (I?l,
cap. 5). A parte final deste capituio estuda ns biholo-
morfismos que fixam o zero da bola unitaria de um espa-~
¢o normado e teve scu estudo motivado pelo trabalho de

Greenfield-Waliach |121.



3. Automorfismos da bola unitaria

de um espago de Hilbert

0 que se pretende neste capitulo & obter a ex
pressao de todos os automorfismos da bola unitaria de
um espaco de Hilbert, bem como uma caracterizacao para
o conjunto de pontos fixos destes automorfismos. Chega-
remos a este grupo de automorfismos de duas maneiras. E
importante observar que agora em se¢ tratando de espacgos
de Hilbert, as técnicas usadas nas demonstragoes que se
sequem sao prcoprias de tai;"éspagbs.

Mostraremos tawmbem que todo automorfismo da
bola unitéria fechada de um espago de Hilbert tem ponto
fixo, o que contrasta fortemente com.o resultado de 5.
Kakutani que mostrou a existénﬁ?a de homeomorfismo da
esfera unitaria fechada de um espag¢o de Hilbert sobre
si mesma sem pontos fixos. Uma ligeira modificacac nes-
te exemplo Mos tra que existe difeomorfismo com tal pro-

priedade.

" Pode-se ainda observar que no plano toda fun-
¢ao holomorfa bijetiva do disco unitario que leva zero
em zero & dada por uma rotagao; enquanio (Ue ©m €SPacos

de Hilbert o resultadc analogo €: todo zutomorfismo da

- l}'}" -



bola unitaria que deixa o zero fixo & dado por um ope-
rador unitario,

No que se segue E designara um espacgo de Hil-
bert, munido do produto escalar (x/y) e da norma a ele

associada.
3.1 Grupo dos Automorfismos da Bola Unitaria

3.7.1 Definigao

Para a ¢ B, seja r{a): E — E dada por:

F{a)x = == a{x/a) + v(a)x
t+v{a)
onde
va) = -l

3.1.2 Proposigao

F'{a) acima definida possui as seguintes pro -
priedades:

(a} T{a) & aplicacgdo linear continua de E em £

- 48 -



(b) |iT(a)x]] < | x|

Demonstracao:

Afirmagoes (a) e (c¢c) decorrem imediatamente

de (3.1.1)

2 2
(6) [IP(a) x]f 2=(r(a) x/Fla) ) = -2llillda) [, 2e()) () 124002 (a) 1 )P=
' [1 + v(a)]z trvia)

(=@ 1 ove) B 2w (@)1 (a) 11 G/a) 1 2evP (@) [rev () Vs df
[1 + v(a)]2

[Y%V(a)]2|(x/a}[2 + f1+v(a)12v2(a) Hx||2
(1 + v{a))?

2+ Vil ? <

| (x/a)

< el 2 s @« -

~1|9.,.



1112+ 260 1 =

x|l %

Tomando a raiz quadrada positiva de ambos 0s

membros, temos

T (a)xll < ]

(d} Como I'{a)a = a e P(a}_é linear temos
N a : ;_
Il 2l Il el
segue que
|0 (a)] =1

¥

3.1.3 Proposigao:

Sejam a € B = {x ¢ E/}|x1| <1} e U um operador
unitario sobre £. A aplicagac a  definida para todo xef,

tal que (x/a) < 1 por:



aa(x) = UI'(a) =it
€ um automorfismo de B,
Demonstragao:

Como o, & linear e continua, a, ¢ holomorfa

[+

—, gque contém

na bola aberta de centro zero e raio =
| lal
“ 8.
Mostremos agora que o, aplica B em B.
o X=a sl
olocando y = T{a) =—wwmwo——, wyerifica-se comum

1-{x/a)

calcuio um pouco trabalhoso que:

N2 i, p
Py 2 - Ll Uz dn) (1)
(1-(x/)]
Como fla || < 1, se tivermos [|xil <1, segue que
1 - Hy”2 > d, de onde tiramos ||y|| < 1. bafl
o, GOl = Jluyfl = Ilvil < 1,

ou seja o aplica 8 am B.

Para completar a prova & suficiente mos trar
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que a aplicagao

x = D{a) —228

1-(x/a)

@ inversiveil em B.

2
Para isso calculemos T {a)x.

Tz(a)xzf(a) [F(a)x]=r(a) [ ! a(x/a)+v(a)x}

1+yv(a)

= 1 a[-—-—1 .-x/a)+v x/aJ+
1)

+v{a) {" | a(x/a)+v(a)xJ =

|
all
—
-4
g
1)
el
4 ! \
lo
—_
™3
<=
-
jaF
S
L
~~
3]
el

[1+v(a)] ?+v(a) l+v{a)
= a{x/a) + vz(a)x
ou seja Pz(a)x = a{x/a) + vz(a)x

Pe (2) segue que
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T(a) (y+a) {1-(x/a)) = vZ(a)x (%

pois

(y+a) (1~ (x/a}) = F(a)(mﬁliw-j+a (1-{x/a)) = r{a) (x~a(x/a))
1-(x/a)

dai

I'(a) {y+a) (1-{x/a}) = I'{a) [F(a)(x—a(x/a))]=F2(a)(x"a(x/a))(é)

= a{(x-a(x/a))/a) 2 (a) [:@a(x/a)]zv

2(a)x
verifica-se também que
' _ 2
)/! - i
(yra) = Axiad = o
1 - {x/a)
de onde tiramos
F i.‘-‘]!iz
1 + (y/a) [ R — - J,L,.,._ (IT)
1-(x/a)
be (3) segue que
X = LI F'(a){y+a) {1-{x/a)) {5)
v©(a)

Lo
St R

TR IN
coRlw vl



Substituinde o valor de 1-{(x/a) de (4} em (5)

tiramos
x = P(a) —tt2
1+ (y/a)
Consequentemente se
y = o _(x) = Ur{a) S A
a
t~(x/a)
vem gue

=1
__'(a) Uy Foa

1+{1y ' /a)

o ¢ entao uma aplicagao bijetiva de B em B, e como ¢

e aa1 sao holomorfas scgue que a, € Aut{B).
3.1.% Proposigao

Sejam £ ¢ F dois sspagos de Hilbert, B e B!
as bolas unitarias abertas, respectivamente de £ e F e
f uma aplicagao holomorfa de 8 em B' tal que f{(0) = 0.

Entao para qualquar x ¢ 8 temos:

»5[|_



HFGO - < =l
Demonstracgao:
Sejam a ¢ E, b g F e ponhamos ¢a b(€)=(F(€a)/b)F
. ?

com £ e 0. ¢, b(E) & uma aplicacao holomorfa na bola
»
i

|€| < Temos ainda:
lall g
19, L&V = [(Flea) /o) ] < fiFCead il bl < fl bl ¢
5¢€ : -
g < -

llallg

e
(0) = (£(0) /b)) = (0,b) = 0

Aplicando entzc o lema de Schwarz para fun-

coes de uma variavel (|21, p. 135) vem,




para todo £ tal que

1

Il ali ¢

el <

Se em (1) valer 2 igualdade para algum £ & 0, temos

(2) 0, 508 = e Pl lolllel

com 6 & R,

Como
l|F {za)l] e sup | {f{Ea) b)Fl = sup l¢a b(E)l
o fie=1 bl p=1 2
De (1) temos:
I Fteally < Mlgally
para todo &a e B.
3.7.5 Teorema
0 grupo dos automorfismos de B é o conjunto

das aplicacgoas o, definidas pela formulas
L&
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aa(X) = Ur(a) — 222 .
1-({x/a)

onde |lall <1 e U & um operador unitario de E. Em particuy
tar, o subgrupo dos automorfismos que conservam a ori-=
gem &€ constituido de operadores unitarios; fato este que

também pode ser observado de (2.3.7).

Demonstragao:

Seja u um automorfismo de B que transforma

x = aemy =0, Entao: -
y=u(T{a) 2t -} = v{z) e um automorfismo de B
i+(z/a)

por {3.1.3). v conserva a origem pois v(0) = u(T{a)a)= ula) = 0.,
be {3.1.4) temos |lv(:}]l € x|l , o mesmo valendo para
v_1 que também conserva a corigem isto & 1hft(ﬂ|i£1b41 >
ou seja il < He(x]

Entao JvO) ] = |jxl] , e dai v é um operador uni

tario de E, Chamemo~lo de U.

Pando

+a
x =T {a) S S

1+{z/a)

_— 5? -



de (5) de (3.1.3) segue que

z = T(a) X2
i~ (x/a)
e dai
y=u{x)=u(T(a) Z¥a ) = U(z2) = o (x) .
1+{2/a) a

3.2 Grupes dos automorfismos da bola unitaria em fungao

de uma base ortonormal .

Daremos agora uma caracterizagéo para a grupo
de automorfismos obtido em (3.1.5), em termos de uma ba

se ortOﬁorma! {ea}asl de E.

3.2.1 Definigao

Saja ao e I fixo. Definimos f: 8 — E por

—
R o AT

; z .2,
@ e -8z Yo 1-Bz SRR @
onde B & um nimero complexo fixo com |B] < 1.
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3.2.2 Proposigao

A Fungéo f acima definida € um automorfismo da

bola unitaria que se extende biholomorficamente zo con-
1

junto {x &€ E tal que [[x]] < } onde g e € com |B] < 1.

Demons tragao

Inicialmente mestremos que f: B — B & bijeto

ra.
Suponhamos que [|{x|}] = r <1 e x=ze + z e,,
o afo_ & ¢
Entaoc o
1T ———
- 1| 2 P .a_oj2
1700 1| 22070 fr () =2 Re o 2B Jre/Ebe BT G o
i~8z “o 1-Pz aﬁuo‘ “ {-fz "o 1-Bz orlo

-8Bz % 1-Fz % 1-Bz mﬁaoa © oz e RO
S
2 i o
[1-Bz | IT"BZfz o,
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ct

1212 (2/8) - (/) + ]3] % }, lal1sl? i Iz, 12
03“0&0 O'.'Olo

11 - Bz|*

2 = (Bz/1) - (178z) + 18]% - [8]%F% 4 1812 |2)?

1 - Bz|?

R O R NG N G C 1 Y L N AR50 I
1
11 - Bz2|?

Dai f{(B) C B.

Consideremos agora

temos ge f = fag = id.

Repetindo agora o argumento usado acima para
f e trocando 8 por -8 obtemos g{B) ¢ 8. Entao f & inje~
tora e sobre B,

C§1cu]ando a derivada DF{x,:) de f em x, obte

mos 2

YO S | WV
2 "o e N 7 -
ll?ﬂ G “s ‘:%:O’O'\. {1~Bz} oo 182



para todo

onde

Temos entao que f: B — B & um automorfismo

que se extende bihotomorficamente ao conjunto

1

{x ¢ E/|lx}}] <-——3} ., BeC
(8]
“com
e | < 1

3.2.3 Teorema

Suponhamos que h: B — B seja um automorfismo
com h(a) = 0 para algum a £ B. Entédo h = Ue fo T  onde
Ue T sao operadores unitarios, U definido como em



“(3.1.5} e f dada por (3.2.1) com [8] = |la]|. Ainda mais,
i

h & biholomorfa no conjunto {x & & tal que [[x| <« }
- 8]

e tem ponto fixo em B,
Demonstragao:

Das hipoteses e de {(3.1.5) segue que

h = Uob o
a
onde
(‘ia(}() = f(a) l.w).f__:mﬁm_
1-{x/a)

para algum a ¢ B.

Agora entao temos que mostrar quz podemos es-
crever o = f o T, com T oberador unitario de F.

=l

Para isso consideremos g = F_’oua. g assim de
finida & automorfismo de B e temos f-}("BeC } = 0. Seja
a = Be_ , dal g{0) m'f_}(u_(ﬂ)) = fnj(»Be ) o= 0. Por

a0 a G

{(3.1.5) segue que Fm1o a, = T, onde T & operador unita
rio de E. lLogo da = f o T.

Como h = U o o_ 3egue que h =1 o F o T,
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[

Mostraremos agora que h tem ponto fixo em B,

Com x, %+ x_ indicaremos que o net x=a(k) e + 3 z(k) e
k e} k o o o
o oo
, (0) o (0)
converge na topologia fraca w a X, =2 e + za e
0 Tt o

temos que X o X, 3¢ ¢© somente se para algum a g &,
e
(xk/a) (XO/a)

Vamos verificar que f € continua na topologia
w; isto & se x, — x  entdao fix ) - f{x ).
’ k o k )

Seja entdo y € E; y =y e, * E y e , en

W -
; PR A entao . o et {3 )
Mas como x X (x(/» ) ((0/

ou seja z — z_ e tambem

(xk/y"yoe ) — (xO/y-yoc& )

a
o] o]

ou seja
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e dai temos que
(f(xk)/y) —— (f(xo)/y)

Portanto

Fxy )~ £(x )

Com isso temos que f & fracamente continua.Des
de que U e T s3o fracamente continuas, h o é. Pelo teore
ma de Schauder-Tyckonoff {(1.6.3) temes que h tem ponto

fixo em B, desde que B é fracamente compacto.

A partir deste teorema fica claro entao que
sempre que tivermos um automorfismo h da bola unitériade
um espago de Hilbert, podemas representa-lo pelas expres

soes



para algum a € B, segundo (3.1.5) oupor h = U o f o T
segundo (3.2.3)}. Destas expressoes usaremos a que for

mais conveniente,

3.3 Uma Caracterizagao para o Conjunto dos Pontos Fixos

de um Automorfismo da Bola Unitaria
3.3.1 Definigao
Seja B a bola unitaria aberta de um espago de
Hilbert €. Um sub-espago afim de B serd a intersecgao de
B com um sub-espago afim complexo fechado de £; e o fe-

cho de um sub-espago afim de B sera a intersecgao do fe

cho de B com um sub~espag¢go afim complexo fechado de E.
3.3.2 Teorema

Todo automorfismo de B preserva sub-espagos

afins bem como sua dimensao.

Demonstracao

S h & automorfismo de i, sabemos qgue h=llo foT
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com U e T operadores unitarios de E e f dada por (3.2.1).
Para f assim definida vale f{a+V) = f{a)+df{a){V)
com a € B e atV sub-espaco afim de B. !sto é valido pois

para att € a+V temos:

fla+t) ~ fla) = A, df(a)t

como

Ay df(q];_; df (a) (V)
segue que

F(a+V) - £(a) € df(a) (V)
ou seja

fla+V) € f(a) + df(a)(v) (1)

Para provar a inclusao contraria basta obser~

var que tambem



com g = fnt, b e Be W sub-espago afim de 8. Em particu

lar para b = f{a) e W = df(a) (V) temos
£71(F(a) + ¢f(a)(V)) € a + df '(F(a)) (dF(a) (V) = a+V
daf
fla) + df(a) (V) € fla+V) | (2)
De (1} e (2) sggu? que
fla+V) = f{a) + df{a) (V)
f preservando suh-aspégos afins, temos que h também pre-
serva e como df(a} & linear as dimensGes também s&o pre=
servadas.
3.3.3 Teorema
Se h: 8 —=+ B & automorfismo e tem ponto fixo

em B, entdo o conjunto destes pontos fixgs € um sub-espa

co afim.



Demonstragao

Seja v € B ponto fixo de h., Consideremos g au
tomorfismo de B que leva vy em 0. Entao g = ghg_1 fixa 0
e assim € linear.

0 conjunto dos pontos fixos de g & um sub-es-

pago afim C, pols

{x/a{x)=x} =”{x/(a—l)(2)=9} = Ker(a-I)

que € um sub-espago vetorial e portanto sub~espago afim,
0 conjunto de pontos fixos de h € gHI(C) pais
se hiy) =y entao glh(y)) = g{y) e existe z ¢ B tal que

9-1(2) = y. Temos
alz) = glnlg™ () = glg (=) =2,

entdo z € C e dal vy ¢ 9_1{6). Mas 9-1(C) e sub-espaco

afim por (3.3.2).



3.3.4 Teorema

Se h: B — B & automorfismo de B e nao tempon
to fixo em B, entac B intercepta o conjunto dos pontos

fixos de h em um cu dois pontos.
Demonstracac

Se h nao tem ponto fixo em B, por (3.2.3) exis
te entao pelo menos um ponto fixo de h em B. Se existir
mais do que dois pontos fixos, consideremos dois deles.
Temos que h deixa invariante © sub-espago afim € de di-
mensho um que os.contém, ﬁois por (3.3.2}) h preserva
sub-espacos afins, bem como sua dimens@ao.

Seja g automorfismo de B tal que g{C) conte-
nha a origem. A fungao hO = _qhg”1 entao leva © sub-espa
¢o de dimensdo um, g(C) sobre si mesmo fixando dois pop

tos fronteira, pois

ahg '(g(C)) = gh(c) = g(c) ‘

-

Seja x um destes pontos fixos. Censideremos
- o

6x0)=0, dal

e r i
B+ 0 e € com |B] < 1, tal que h o
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hO(f-"I(n)) = h_(~Bx) =0

e cono h0 o £ e automorfismo de B temos por {3.1.5)

que h o £l - U, ou seja h = Uo f onde U e operador

unitario, e

(x/x B} 2
Fix) = ( i o Yx o+ ALNY: (x={x/x_)x_)
1-B(x/x ) ° 1-B{x/x ) °e

Escolhemos aqui %, como primeiro elementg de
uma base'{fa} de E.

Provemos agora que h0 possul apenas dois pon-
tos Tixos na fronteira de B, dai h também ter3 apenas
dois pontos fixcs am B. Como U @& unitario © nimero de
pontos fixos de h_ sera igual ao de f. Mas se f(y) =y on=-

de y=y f_ + y oy f , entao f(g) tem na diregao da com

I [
° %% y_~8
. . o
ponente fu = X, 0 coeficiente —wmem— gue deve ser
o -8
yO

igual a y_ que & o coeficiente de y na direcao de x
o 5 o
Entao

y.,~B

[FOT—

l*@yo




ou

Entao
A= 4Rl% > 0 ,

temos entao duas rajzes distintas para vy, due sao

. /s -
Y, =t f ,
B
como |y0| = 1 segue que y sO possui a primeira coordena-

da Yoo bfovando entdo que f possul apenas dois pontos fi
xos5 em B,

0s estudos deste capitulo foram basecados nos
trabalhes de A, Renaud |13], 2 de Suffridge & Hayden |14},
o primeiro trabalhando com a fungao r(a) ¢ o segundo uti
lizando bases ortonormais para um espago de Hilbert,

Com estas idéias pudemos obter resultados so-
bre o conjunto dos pontos . fixos de um automorfismo da

- .

bola unitaria em tal espago.
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