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I fJTRODUÇí\0 

O objetivo deste trab~lho e descrever no con-

texto de espaços normados (dlmen::;ão infinita) alguns re 

sultdclos básicos sobre bih-olomorfismos e automorfismos 

holomorfos. Procuramos apresentar rJe modo didático as 

semelhanças e ns diferenças que aparecem entre os resul 

tados de dimensão finita e infinita, descrevendo e rBla 

clonando trabalhos de diversos 8utores. Espcrondo que 

este trabalho venha :3 ser- l1ti 1 p<Jra squeles es tud~lntes 

que se iniciam no 1-;5tudo ds Hclomorfia em Di mo:.qs~o \ n-

si1nples possível. 

Nn primeira. pnrte Jo tr<Jba1ho procU(<·H~os ln-

traduzir de riiodo sucinto as dcfinlç(~c.s e result:':dos ini 

nh::ocidn re1o:.> espcc.i:-;\ist.:::s n·::,_:ta <ltea. :-la 

'J~:riablcs d:::: " '" 
'7 I i. i' 

q (J c 



fixam o zero da bola unitária de urn sspaço no 1·mado 

" ' ' . 

e 

que podem ser cncontradCis no artigo de S.J. Gr•:!enfield 

e N.R. Hallach 1121. Jd na terceli·a p<lrte 

tudo bastante amplo sobre o conjunto dos par1los f i xos 

de urn automorfismo da bolu unitária, agora de rJrn 

de Hilbert. Aqui vai aparecer uma du&lida<:ie CQlll rcspei-

to~ exlstancio de po~tos fixos rara 
- m 

funçot~s C (no sA~ 

tido real} e a1.1tomorfismos em espaços de flllber·t. S.Ka-

kut<Jni mostrau que existe homeomorflsmos da bola uni tâ-

ria fechada do espaço de !-lilbcrt (Q, 2 ) sob,-c si 

plo rnostr<:r que C)<isl'~ di feomor·fis"w com esi::1 ~~,::snF~ pr·_'.?, 

pried;:rde. ~Josso:_; re;,uJ·::adus mostrarão que no c:aso cor:1·· 

ple1w todo <õrul•Jr.~or fi siM) d<J bol<-1 unitária i ch,~do de urn 

espaço de Hi1b-<:!rt tem fH~nto fi)<O. Chegél!liOS a t::ot:;s rC'-·-

sult:Jdos, func:ind'::' o·.• id8i~:~ Giislcos df2 i\. ~?-~n;_~r:d )1:31 

e Sufi'ri clgc _r. H~l~'tki'l ! 11; 1 que -F::;·.:.:·2n; o ~~!fOsr,J:::, l:i pu d·cO 



1. Notas Preliminares 

1. 1. Notação e Terminologia 

Nestas notas preliminares pretendemos ugrupar 

os conceitos e resultado~ básicos estritamente necessã-

rios para o trabalho a que propomo-nos a desenvolver. 

Por N, R e C denotaremos respectivamente o 

conjunto dos números naturais, dos numeras reais e dos 

numero~; complexos. E e F serão dois espaços normudos com 

ple;cos. Em alguns casos "" scrao csp,1ços de B.:1nach e em 

outros ser<Jo espaços de Hilbert. 

/\s bolas abertn e fec:1c1da com centroS c raio 

p num espaço norrnado ser:Jo denotndas por f3p{r,) c ]'p(ç) 

respectivamAnte; quando nüo houver perigo de conFusão 

usaremos s i mp l e:; mente 8 e ·fí·. lelilOS ainda G (X)"" \)8 (><.) 
fJ v--·Y () 

A t." 

subconjunto X nao vnzlo de um e Ii (X) 0
' U O ( x) 

p xs X p 
pa t".:J urn 

esp<=JÇO norm,Jdo qu<Jlquer. 

Seja U um sub-conjunto aberto n~o vazio de um 

espaço norn1?.do r;:,{.(u;F) e, (u,F) r·eprescnt<Jr~w o l:spa-

ço '1'2'-torial de tod<1s as funçÕes conti"nu;:Js !~ de toci<Js as 

mente. 

1 -



1.2 Polinômios 

1.2.1 Definição 

Paru cada mtJl sera o espaço vetorial 

de todas as aplicações m-1 ineares de Em==Ex •.. xE (m-ve-

zes) em F, 

jl 

relativamente ãs operaçbes pontuais. Por 
,, 

cu (mE;F) 
as 

denotaremos o sub-espaço vetorial 
( m de p./ ( E;F) 

" 
formado pelas i:lpl icações si mêtricas. 

o 
Se A E: ,})(mE;F) 

a 
o 

simetrizado de A serão elemento A 
s 

E: ,_,f, (mE· F} e de f i -
as ' 

nido por: 

f, (x
1

, ... ,x) 
s m 

para quaisquer '. • 'X m 

Vf.:T 
m 

trico de or·dcm m. Pc'lra m"'O 

i g u ,J l ao espuço vetorial F e faremos 

se r a 

f! '11 
P/1ra m~"·t,2, ... ,.b('E;F) scra o 

. -
o grupo s 1 me 

par a todo 

V8toria1 de 
_u m • - ~ 

,;i'( E;F) formedo pelac> apl!c•Jçoes c0nt1nuas. 

Tsrnos ti1mbêm Ç·, (~~-.~)- J(mc,r-) (!:f (me.•-) ' 2 ,)-, l: , r - .J), c. , r , ~u ,_ , r. p a r a 111 ~" , , , • , • s _/" as 

1 • 2 • 2 De f i n i ç 8 o 

o 
S·~ i\ c: .-:'.:_. (mE; F) 

a 

- 2 -
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notaçao para A(x, •.• ,x), onde x e repetido m-vezes. Se 

m=O colocamos A x 0 =A. Um polin&mio m-homog~neo P de Eem 

F e uma função P:E -r F para a qual e.x.istc f\ E 
1: m 

•·V ( E · F) 
a ' 

todo xeE. Para 1·eprcsentar esta 

correc;pondência entre 
- --

0
0 m 

P e A escrevemos P=A. Por ( E;F) 
u 

entenderemos o espaço vetorial complexo, relativo::1mente 

~s operações pontuais, de todos os polinÔmios m'"homogê-

_!) ' 
d E F. U' (mE·, F) b neos e em , seru o su -espaço VIJtoriul de 

r/)(m ) , - ' U E;F formado pelos polinomios continuas 
a 

rn-homogê-

·<J o .. (J( o 
neos de E em F.'~ ( E;F)"" '-J E;F) 

u 
. . I sera o espaço vetor1 a 

de todas as funções const8ntes de E em F. Te mos ,'\=P., • 
5 

1. 2. 3 Observação 

. 
A aplica(;:10 .i\1------Jo- P1 f~ um isornorfismo de espa-

q LI C 1 e v.z~ 

hom8omorfi c2mente 

Uma clernon:~truç.ão paru ec.i:c t~Slllt<.>do pode ser 

sncont(<Jda ern 151· 

1.2.4 Definiç'5o 

Um polinÔmio P de E crol r: é um-~ aplic:lç·.~,o que 

P·Jde ser escrit<1 n~1 -fon~a !'.~P + ... +P fl<1ra dt~tcrmin.1dos o 111 ' 



-i? k ') E J ( E ; f , k =0 , ••• , m. r? Denotaremos por-,, (E;F) 
a o esp~ 

ç.o vetorial, relativumente i1s operações pontuais de to-

dos os polinômios de E em F. O sub-espaço vetorial de 

,.() ( ) 
·J E; F 
a 

dos polinômios contínuos de E em F será indica-

do por'f(E;F), 

1.2.5 Observação 

Se P 
/) 

E 'J (E·F), P --1= O, existe urna e somente 
a ' 

uma maneira 

rn=O,l, ••. 
' ' 

de escrever P:=::P + ... +P , 
o l1l 

/) k 
c·i(E;F) k""fl, ••. , m 

com 

e p 1· o. 
m 

Uma demonstração parél este resul tac!o pode ser 

encontrada em 151-

1.3 S~ries de Pot~ncias 

1, 3.1 Def'ini_ção 

Uma sCrie de pot(:nci;:,s d;~ E em F em L0rno de 

t~ s E e um~1 sCric dc1 forma ), i\(;.;_-E)rnonde 
~ il1 ? 

n1=0, ·1 , • • • ou 
lli"~Oco 

cntio da forma I 
m::.:cU 

m'-"'0,1,.< .• Tanto A 

coeficientes da s~rie. 

)1] 

(\ Ix-f) 
ll1 \ -' 

com 

con:o P 
1:1 

p '"'A ' m m 



l.J.2.Dcfinição 

O raio de convergênciA de um<J série de potên-

cias de E em F em torno de t; ti o maior r, O < r .2 + co, 

tal que a sêrie converge unifo(memente em toda bol<'l fe-

chada B~ ((;) de centro (,e raio p<r. A sêrie de potências 
p 

é dita convergentes~ seu raio de convergência ê estri-

tamente positivo, isto ê, se existe p>O tal que a série 

de potências converge uniformemente emB(F,). 
p 

1.3.3 Fcirn1ula de Cauchy-Radamard 

O r<Jio de conver-gf;ilcia de uma série de potên-

cias L Pm(x-1:;) de E em F em torno de C, s E G dado por: 
m=oO 

r ""' ---"-·-····-"~- .. ···-··-.. 

I' 11 1/m l! m s up 
1
1 P 

m rn-:.-= 

Uma dcmons tração p;:: t"<l este res uI t<Jdo pode se r 

I ' I " I • 

- 5 -



1. 3. 4 Obse rv<:lç"ão 

Se para algum p>O a série conver-
fll""Ü 

ge e tem sorna zero para todo x c B'p(Ç); então par a 

m=--0 , 1 , • , • 

Uma dcmons tração para este resultado pode ser 

encontruda em ]5]. 

1.4 Aplicaç~es Holomorfas 

1. 4. 1 Defini ç ão 

Uma funç;;o f: U -->--F é di ta holomorfa crn U, 

se corrcspondendo <-1 cada Ç, E: U, cxistc:11j umu série de po 

tências )' P (x-r) d:::c F. em r 0m tor·no de 1: e algum~• bo-
~ m "" ? 

ITI""Ü 
la aberta s

0
(U C U, p>O, ond<::. a s8rie de potê11cias c:on-

v e rge uni f o i·n:emen te com em 

cada ponto F; r.:: U, a série \' P (x··t) ó uni cu. 
L 111 ? 

m ,o[) 

a ;;êr·ie de T~1ylor de f E!n; r;. Para rcprcsen-

t:Jr esL1 relação 8ilti"e f e a sêrie de potências escreve-

n~os f(x) ;;}' L Pm{x-tJ, ~~~·){:.(U;F) dl~not:_na o esp.c.çn 
m=O 

'Je to·· 

rial de todas ,Js funr,:ô:::s holo~::orfas de U ~m 1:·, r·,:;l.:Jtiv<O-

rr.ente a~ opÇ.rações pontu(~Ís. 

- 6 -



Observoção: 

Uma definição equivalente a (1.1!. 1) e a se-

guinte: f: U ~Fê holomorfa em U se, correspondendo a 

d c • - • f - ?. ( 1 ) ca u ~~ s U, ex1ste uma un1ca trans ormaçao A s'v E;F 

tal que: 

1 i m 
h+o 

1.~.2 Definição 

.Jl~)_:-__f_(Q:!\_(I_l]_jl__ " O 

Ih li 

00 

Seja f s'j-U_.(U;F) e f(x) '; L P (x-ç:) <.1 -~érie 
m=O m 

de Taylor de f em .; c U. Sej~l P c l;-'(mE; F) correspond(cndo 
m 

J 
a ,ll, c ~l.:'! (mE;F) por p "'-A (m""0,1, ... ). Utilizaremos as 

n1 s ~~ m 

notaçoes: 

dml'( Ç) " m! 1-\ 
m 

::Jmf U.J " m!P 
ill 

temos assim as np1icaçÕ•~'3 dif0rcncí;:tis 

- 7 -



dmf:x E U ~-->· dmf(x) r:: 

~m 

d f:x s U 
-m 

H d f(x) 

e os operadores diferenciais. 

m e( ) d :f c,,,,(U;F m ·'·rf 
I-·+ d f E dv ( U; 

\' m 
~"(E·F)) 

5 ' 

de ordem m ~ 0,1, .... 

O polin~mio de T~ylor T f ~de ordem rn de f 
m, , s 

em i; -c definido por 

ondexsE. 

" m, 

ru 

~" I 
~ ooQ ~! 

!I dmfltlll < 
m 

m 

m! 

. .s -

~itf( r) (x-r) . . 



l.lt.3 Definição 

Seja U C E aberto.]< (U} indicara a -Família 

de todos os sub-conjuntos compactos de U. l serã a top..9. 
o 

" logia localmente convexa, em~JrO(U;F) determine~da pela fa.-

mÍlía de semi-normas {pK tal que K oJ((U)} 

pK(f) "sup {[[ f(tl[[ tal que teK}, para toda 

1.5 A Integral de Cauchy 

1.5.1 Fórmula lntG-gral de C.3uchy 

onde 

''( ) Fsi(v U;F. 

Seja f sc1f·(U;í-), Ç EU, x E E e ,O> 0 tu\ que 

S +À x c U pClr2. todo À c C, IÀI _.:: p. Então: 

-. m . 1 
d r (i,) ( x) "~~---~-

m! 2·.'Ti 

p:.lr<J t.l o ' 1 , .. 

encontruJa em 151· 

.. 9 .. 



1.5.2 Desigualdade de Cauchy 

i' Seja f E:GG(U;F), 

Então 

< 
m! 

param= 0,1, ... 

p > o e "ii ( !;) 
p 

c 

tn 
p 

sup llf()(lll 

ll)(·i;ll " p 

u. 

Um<:1 demonstração para este re:õult<Jdo pode ser 

encontr8da em 151-

1.6 /\lguns T8oren1as de An~lise Fllilclonal 

1.6.1 Teorerncl de Monte I 

Seja){ um sub-conjt.:nto 
•'i' 

de · ( U; r) . S2o eq ui vu-

lentes as sc~uintes a fi rrnaçÕes: 

( ; ) rc li:ltí 'hlrn-2nte con'r'-"cto 

1 o ·-



( ; ; ) 

( ; . \ 
' ' 

-X e T 
o 

limitado e o conjunto X(u) de to 

dos os f(u) tal flUe f E X e rclt:~tivamcnte 

comp<Jcto em F pora todo u E U. 

X e equicontínuo e X(u) e relativamente 

cornp<Jcto em F para todo u E: U. 

Uma demor:straç2.o para este l'esul tado pode ser 

encontrc"ld<:~ em ]10]. 

1.6.2 Definição 

Urn csp<lc;o tr)pol001 co X possui a p;-oprieciCldc 

do ponto fixo, se p;:Hu tod-21 ap li cac2o .. 

Todo subco11junto cor~p,:cto \:CJnv:.:;xo t~e v;;J csp,-;·-

ço topolÓgico 1inc.lr locclln:cnte ccnv~:;-;<-> posst-~i ~' fJ'-opri.~. 

J<Jde do P'Jnto fi :.:o. 

\J . -1c. 1 n--~ , ~-, 11\il ,_,,[1.1),,;, <.fuÇr:•_, pode 

·1 1 ·· 



1.6.11 Tr~oremd dél Função Inversa 

Sejam E e F espaços de Banach, U l.'1ll subconju_~ 

to aberto de E, e f:U ->-F função holomorf.01. Suponha que 

para al~um ponto x LU, df(;.; ):E 
o o 

--+ F scj3 um i ::;omorfl~ 

mo. Ent~o f ê um biho1omor1'ismo local em x · o, isto é:exis 

tem vizinhançds U de x e V de f ( :< } 
o o 

tal que; f:U --r V e 

bi jctorn, holomot·fa com inversa tan1bêm holcmorfa. 

u ' -ma ocmonstre1çao par,1 este resul tad') pode se r 

encontro1da ern 141. 

12 -



2. Automorfismos e Funç3es BiholomorfAs 

em Domínios Limitados 

2.1 /l.utomorfismos e Funções Giholomorfus 

2.1.1 Definiç~o 

Seja E um espaço norm~do. A todo subconjun-

to D aberto conexo de EJ chamaremos um clomfnio em E. Se 

alêm disso D for lindtado te.---cmos um dotnínio ·1 i rni ta do 

em E. 

2,1.2 Definiçilo 

Sejam E e F esp<Jços nonnados, D C E 'DI c F 

cjois riomínios. Um;J .Jplica';~o holomorfa f:D --:-0 1 -se ru 

um biholomorf!sli\o de D em D', se existir g:D 1 ---~ D halo 

ll1orfa t;;1l que fog -·· id
0

, e ~.;of"' id
0

. ~-!o C;'!SO em que 

D"" 0 1 enLao f se di7. urn autc-n1r.)t·fisno dE D. Com a nota-

ção l\ul:(D) etlt.Pnd9remos o CtHijunto de todo5 o::; ülltor,wr-

hoLtvcr um bihol•1morfismo e11tre eles. 

1 3 .. 



2.1 .3 Proposiçâo 

Aut(D) e grupo, sob a operaçao de composição 

de funçÕes. 

Dernons t rução: 

Temos que id:D -;..O pertence a Aut(D); e se 

f,g E 
- 1 

Aut{D) ent8o f
1 

= f,:,.g 

ra ~ composiç~o de funç6es. 

2.1.1{ ProposíçBo 

E A LI t ( D) po Í s 

Sej~l D um domfn i o 1 i mi tc-1do em um espAÇO no_~ 

rna do E e f ' D ~> D funç-~o h o 1 o n~o rfa :; upenha que ex i 5 to 

a s o t-c. 1 q ue i'( e) ·- a e di' (a) " i d Cll tão f " i d. 

Demons t r·ação: 

"' 
Temos qL:e f(z) ( l - u ) to-

K! 

14 -



a e raio r contida em O. 

Como por hipÕtese f(iJ) "'a c df(a) id se-

9lle que 

f ( z) = z + 

para todo z E Br(a). 

Suponhamos que f seja diferente da ~lplica-

çao identidade. Seja então N > 2 o menor inteiro tal 

que 

f(z) z + 

para todo z s 8 (.:~), com 
r 

Sc.ja 

~ 

1: 
n=N 

Para cada K E N, K > façiJmos 

tremas agor;:1 que: 

+ o 

t <3 1 que. /\f.l ~~ 

·"N 
cJ .F(.J) 

r
• 1 . 

·· =t e f. ,~\os-

w 

" f •. I z) .. 
..... ~l 

z+K ·-~·?_·.f: . .(;:. L_( z·-;:1) + ,. K ( 
1\ f) 7. ·- <! ) 
. n 

"' " . n ''N+ \ 



para todo z E: Br(a) onde 

Para K ~ é imediato. 

Vamos supor que seja viilldo p<:~r<l J< > 1 e 

mostrar que vale para K-t-1. 

Ass i rn ternos: 

00 

K 
"f (f(z)) i'(z)+K A~ 1 (f(zl.~o)NI· L 

n,~~'l+l 

I( 
P (f(z)-a) 

n 

00 -n 
I (I f ( ,'J) -z+ · ···-·-(z··a)+K ,J."\J 

il"'N n ~ 

( 1•1 <;\) l( ' ' ' ) " . ) ,. A" Í:""Gl}+D\;:. ' -~·8l:~ + l 
1
'
1 

) n=ii+ I 

• + f--.~ )M 'K ""· t'\l\'·a + 

- z -\· 
~t-J 

(K+I) -~~:!_!J.0.L_ (.?:·d) + 
N~ 

16 -
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Seja M tal que DC Bn(O). Se í1~T~lTC o 

desigualdade de Cauchy (1.5.2) temos: 

I ~-d~f.L!L_ < 
I N: 

para todo K > 1. 

Logo 

-'I 
-~_;S_c,)_ o 

N! 

e daí 

-~ i'l 
-'~J.\..::.)__ -- o 

N ! 

o que ê um<.1 contradição. Portanto te:r.os f- ld. 

2. 1.5 Corol<:irio 

pela 

Sej;;1n [c r- e·>pa~;:os norl'1;-;dos, D C E, D' C f 

clornínios limit;~dos. S·~.j2111 iJlnda f: D --r 0 1 e g; D1 ~--} D 

algum 

c, E: O, dg(f(;::;)):J df(ti) ""ld c Jf(u) ,; dg(f(,:1)) ,., i1. En-

I/ 



-ta o g e um biholomorfismo de 0 1 em D. 

Demonstraç'i:io: 

As hipõtescs fornecem d(g o f) (a) ~= id e 

(go f)(a) ·-a, por (2.1.4) segue que go f== id
0

. 

Temos também 

(fo g)(f(a)) = F(g(f(a))) = f(a) e d(fo g)(f(a)) = 

·· d(J(g(f(a)))) o dg(f(a))"df(a) o dg(r(a)) id, 

ou seJa: 

(f o g) (f(a)) -- f(a) ,~ d(-1' o g) f(a) - id 

e r: tno se guc q ue f o e 

um biholomorfismo d,-, 0 1 em O. 

CJL!C df(a) O clg(f(A)) c-_ id cnt::ÍO 9 i'-'Od~'l'ii cleiXi'lr" de S!'!f 



llm biholomorfisrno de 0 1 em D. Par<J isso defina!T.os a se-

(juinte função: 

f: s
1 

(O) C c 
o 

___ ,.. B
1 

(O) C c
0 

onde c c o conjunto das scqu~ilcias complexas converge~ 
o 

tesa zero n<~ norm.,. do sup e B
1

(o) é a bol<l unitãria de 

Consideremos 

9 : s
1

(o) c c 
o 

c 
o 

(,,, ,w2' .. '1\-tn' ••• ) 1 ___.. __ ('tlz ,1·1
3

, ... ,v1 , ••• ) 
. n 

f e g :.;ao 1 in0.ures çonl:Ínu;:Js, lo~JO i~olomorfa:;, f e g 5Ci!_ 

do lillC2i"CS'tetlOS df(O) '-'f da í 

d ( 9 o f) (o ) ~ dg ( f ( li ) ) " df{O) ~ 0 ,-. f .. i d 8 ( g D f) (0)••0. 

t-ias aq ul - ' 
- 1 

8 1 (o) ruis nc: o te r1.os ' " " 2111 o 

1 I (·3· z.o, ... ,o, ... ) c 31(1!) ç 



I 
=f(~, o, ... ,o, ... ) 

loao fo 9 + id. 

2.1.6 Corolário 

Seja D um domínio lirni tado em um espaç.o nor-

r.1udo E; sejam F e g dois autO!úorfisnloS de D tais que 

f(a)=g(a)"-~8. Se df(<l)=dg(a) em O, então f• .. g em O. 

Demon'i tração: 

. - I 
Seja h :o: g h e automorfismo de O. Co 

r.1o tem<Js h c g ~ id
0 

então dh(g(a)) o dq(a) "' id. Mas P.~ 

las hi,oôte.~cs vem que dh(f(a)) o dF(a) :c= id OU Sf!jd 

d(h o f) (a) ::.: i d; con;o (h o f) (a) "" i'l, ·:;egue de ( 2 • I . '') 

que ho f"'' ir.!
0 

ou seja f'-"' gemO. 

217 , ... -
•• ·!8-litliÇiOlO 

Um don;f11io D em um 0spaço norn:ndo [ e ch~o~do 

iG. ,. um domínio ci rcul3r ó;e ~ z--. D p<.1ru tnclo L~: D c todo 

0 c: R. 

.. z o -



2.1.8 Proposição 

Seja Dum domínio c!rculnr limitado em E e 

f E Aut(D). Se O E De f(O) ~O, então fê linear. 

Demonstração: 

Para cada 8 E R seja K
8 

s Aut(D) dado por 

; e 
"""' e z para todo z E D 

-i e -1 

"e assim definida e 
" 1 

linear e ternos que K (z) "'€ . z=K (z) 
.. e e 

O li seja I< e = K -e. 
Como f E: Aut(D), consideremos g""' f-l e daí definamos 

cjl""-Ko~oKof 

"8 8 

Péla regn1 da cadeia(.>. do f.Jto de K
0 

ser li-

near e comutar com aplicações lineares segue que: 

- 2 I -



Alêm disso, 

= 

então por (2.1.4) temos que QJ"" i d, ou seja: 

K ogoKof=id -e o 

o que implica 

"" f o 

para todo 8 E: R. 

Temos então ei 8 f(z) ""f(ej 8 z) para todo 8 E R 

e z E D. Tomando ~gora o 0ese11volvimento em s;rie de p~ 

tênd <Js em torno d.-, origem de 11mb os os membros temos: 

I e i 8 ciLIJ.o)_z 
j ~o j ~ 

__ I e i j 8 j}.XJ~Xz 
j :=:0 j ! 

para todo 8 E R c z S D 

mas devido 31 unicidade do dc::;envolvimento d<J série se-

g ue que 

- 12 -



para todo 8 E R e z E D 
. ' J • . ' J. 

e daí temos djf(O) =O para todo j _:_ 2, o que nos 

a concluir que f(z) = df(O}z para todo z E O, ou 

f e 1 inear. 

2.1.9 Corolário 

1 e v a 

seja, 

Seja Dum domínio circular limitado de um es-

paço normado complexo E e· f um automorfismo de D,conse! 

vando a origem. Então f tem uma extensão a E que é um 

i somo r f i s mo • 

Demonstração: 

De ( 2 • 1 . 8) s c g u c q u e f e 1 i n e a r , o r.1e s mo v a-

- I 
lendo para s,ua inversa f que também ê um automorfismo 

que f l x a a o r i g~ m. -
$20 line~1res contfnuas en 

tão f admite uma extensão a E que é um isomorfismo. 

2.1.10 Corolário 

Seja Da bola uni tãriE>. de um espaço no r ma do 



complexo E, e f um automorfismo de D conservando a or1-

gem. Ent~o f ~ uma isometria. 

Derr.onstraçi:ío: 

Sabemos de (2.1.8) que F e linear; então 

llf(xlll< llfll.llxll. Seja y = f(x). 

daí 

1 < i!f li. 1\f-111 ( I ) 

11 f 11 = sup IIF(x)ll· Como f(x) pertence à bola unltâria 
llxll=1 .-1. -\lf\1 < 1, O n~..::smo V<3lendo pa!'a f ; iStO e então 

li t- 111 < 1 

daí 

( I I ) 



De (I) e (li) obtemos iiF 11· ilf- 1
11 ~ 1. Como 

e dar fê isometria. 

2 .. 1.11 Teorema 

Seja O um dornfnio limitado de um espaço de 

Banach E. Se "ct c Aut(D) e "3'- 1={gsAut(D) 
- 1 

tal que g~f p~ 

ra alguma f E '3?} são T -relativamente compactos no can
o 

junto das aplicaçÕes holomorfas de D em E, então toda 

aplicação f r:;<j' e tal que: 

f E ALit(D) se e sow~nte se existe a E: O tal 

que df(a) e um isomorfismo de E. 

Demonstração: 

Suponhamos que f seja um 3Utomorfismo de D,e!:_ 

tno exist~::: g: D -:-O holorr,orfa tal que f o Q"'lJ a f,,j dD. De 

temos d~;(t'(a)) o df{a) ou seja 

dg(b) o df(a) ""idE or,de b=f(a). De f o g = id
0 

tt,;rnos 

df(g(b)) o dg(b) ~idE, como g(b) -a se guc que 

di'(<1) o dg(b) -ide. Seg:.w então que df(a) ê invçr_>fv<:l, 
L 

- 25 -



como é Ílnt.~iH ccntínua tern(_•s que df(a) e isomorfismo de 

E . 

Reciproc;:,mer,te se df(a) é isornorfisn1o de E,p~ 

lo teorer.~o d3 função inver:>a (1.6,4) f é um automorfis-

rno local em a. Seja G o in\,erso local de f. Go f= id 

em uma vi7inhança V de a. Corr'o f t: :J e fê T -relativa
o 

r.1ente comp.:H.to existe r.et f a' f o. E i-f' tal que 

- 1 -Como '1. · e 
' 

T -t·clatlvamente c0mpacto podemos 
o 

( g ) on do g " f- 1 
o; cf.f: 1\ • o: a 

9s-* 9 em T
0

, g: holo1r;orfa. Temos também 

Como G o f =_idv temos {go f)(x) ""lim gS(f(x)) 

X E V. DD Í 

par.J todo B E A. 

f= 1 i m f . 
o acA 

passar a 

ta 1 que 

f T=o 
1 i m f S. 

par a todo 

Do fato de {gS}f$~;:1\ ser equicontfnua, 

ê equicontínuo pelo Teorema de Montel (1.6.1); 

- 1 
pois ~f 

e 

lim fS(x) = f{x) temos que pura todo c> O, 

ô >O e S E. A tais que: 
o 

- 26 -
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vale ainda 

segue então que 

[(g o f)( x) - x [ < o Vs > O 

daí 

(g" f)(x) = x 

para todo x: e V. Como f{V) é um aberto temos 9/f(V) "' G. 

Logo(gof}(a) =a e dg(f(a))odf(a)=df(a)oclg(f(o))=ld. Por 

- I • 
(2.1.5) temos g"" f e dai f € Aut(D}. 

2.2 Alguns Rcsul t<Jdos no Espaço de Banach c 
o 

2.2.1 Proposição: 

Seja c
0 

o espaço de Banach de todas as scqua~ 

- 27 .. 



cias complexas convergentes a zero com a norma do supr~ 

mo. Sejam O a bola unitãria centrada na origem e f um 

automorfismo de D. Então existem: 

(i) p: N--t- N bijeção 

( i i i ) a= (a. ) . N , a s D ta 1 q ue : 
j j E1 

f ( z) = 

00 

onde z = (zj) j=O E D. 

Demons t raç'Go: 

Para todo a E De z c D definimos 

( 

z. - a. )oo 
a ( z ) :c.o ____,L_.._.,!_. 

a 
1 - Ci. z . j =0 

J J . 

aa assim definida e um ZJutomorfismo de De aa(a) =O. 

- 23 -



Substituindo f por a f onde a=f(O) podemos supor que 
a 

f (o) = O, O que devemos mostrar é que se f( O) =0, então 

f ( z) (
·e· )ro 

= e
1 

J zp(j) j=O para todo z E: O. 

Por (2.1.8) f é linear e pode ser extendida a 

c . 
o 

Então f(z) = (fk(z))oo para todo z E O com 
1 k:;,Q 

c
0 

= ll' onde c
0 

é o dual de c
0

• 

ro ro 
I ak.zj 

j =O J 
com I 

j =0 
< oo, Co-

mo li f 11 < 1 e fk = pk o f onde pk (z) = zk , temos 
ro 

= IIPkofll < I!Pkll- llfll 2_ 1. Assim f=
0

1akjl < 

para todo k. 

Para cada j t: N fixo consideremos 

1 
z n :::: (O , O , ... , O , 1 -f1, O , ... } ~ D 

onde o elemento 1 --aparece na j-~sima poslç~o. D sen 
n 

do aberto, {z } nao possui ponto limite em O .. il.lém dis
n 

so fk(z
0

) =.akj(l- *)para todo k e todo n natur<lis.lo 

go 

f ( z ) 
n 

( 1 - I -)(a •Ja
1
., ... ,ak., ... ) 

r\ OJ J j 

- 2. 9 -



onde 

Assim 

limf(z)= 
n 

n +oo 

ej {o, ... ,0,1,0, ... ) 

com 1 na j-ésima posição. Portanto 

= f(e.) 
J 

Para cada j, seja K(j) E: No primeiro elemen· 

to K tal que !akj! =I. Se !ak(j)j! = 1 

lak(j)i I =O para todo i+ j. 
Temos então K: N -->- N 

j H K(j) 

segue 

Provemos que K e aplicação bijetora. 

(i) K é injetora 

Consideremos K(i) ::: K(j), entao 

- 30 -
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Se tivermos i + j então aK(i)J "'O o que con

tradiz o fato de laK(i)jl=l. 

(ii) K é sobrejetora 

Suponhamos que K(N) C N. Seja entao ~E N tal 

que ~ ~ K ( N) • 
+ 

Te mos 

f(z
0

,z 1 , ••• ,zn' ••. ) a .z., ... ,aK(')'z., ... ) 
OJ J 1 I I 

Como f é sobre D, dado-w={w
0

, ... ,wk(i)'''')t:D 

existe z E D tal CJUe f(z) ""w. 

Mas 

a k ( i ) i 

com 

e devemos ter 

\rJ X, = a 
~j 

- 3 1 -

WK(j) 
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que e determinado univocamente. 

' e w. ~ w. para todo 
I r 

Como K(i) + t para todo i; pois~ 4 K(N), en-

' tão "K(i) = WK{i) para todo i E N. 

Portanto 

aK(i) i 

"K(i) 

ak (i ) i 

Temos ent~o f(z) = w, f(z) 

~ z. 
I 

' = VI com w f w , 

que e impossfvel pois por hipÓtese f s Aut(D). 

Se tomarmos p como sendo a inversa desta apl! 

caçao K, com laK,p(k) 1=1 e 

daí f(z) 

t devido a He.nri Cartan o se~1uinte teorema: 

2,2.2 Teorema: 

Sejé1 11 um aberto de Cn e f:D--+ C11 uma apliC.§. 

çao holomorf<'l injetiva. Então f é IJm homeomorfismo de 

n, sobre um aberto nl de C
11 

e 

.. 32 -
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e holomorfa. 

Uma demonstração para este teorema pode ser 

encontrada em 171. 
A afirmação de Cartan • n -e que em C toda funçao 

holomorfa injetiva é biholomorfa. O resultado correspo.!:!_ 

dente em dimensão infinita parece não ser conhecido,me.:!_ 

mo assumindo que a imagem seja um conjunto aberto. 

2.2.3 Observação: 

Verificaremos agora qua o teorema de C<:~rtan 

nao e válido em c . Para isso consideremos a seguinte 
o 

função: 

f: 

' zn ' ... ) 

c 
o 

Corno f c linear contínua, ê holomorfa; tambêm 

. 
e injetora. Mas f(s 1 (o)J n~o 

. 
e um <:~bc r· to em c . o 

Par a ve 

rificar esta afirmaçao basta observa r q u e dado 

z=(z
1
,z

2
, ••• ,zn, .•. ) s B1 (0) sempre 

x=(x
1
,x

2
, •.• ,xn, ..• ) c s

1
(o) tais que 

existem ô >O e 

33 -



1 
sem que x

1 
"'z {x2 +x

3
), ou seja, existem pontos arbi tr.ê_ 

riamente próximos de f(z) que nao pertencem a f(B 1{o)); 

isto é, f(s
1
{o)) não e um aberto de c

0
. 

2.3 Biholomorfismos preservando o zero da bola unitária 

2.3. 1 Proposiç~o 

Sejam E e F esp<:Jços de --sanach complexos, D um 

domínio circular estrelado em E e 0 1 domínio circulAr 

convexo em F. Suponhamos que f: D -+ 0 1 seja holomorfa 

com f(O) ~ O. Então 

K ' z s D 

para todo z E D. 

Demonstrr:ção: 

Seja G(z) = e 
- K I G 

,. ( i 8 ) r c z rl8 para 



z s D. Pela definição da fntegral de Riemann 

g ( z) = 

com 

Temos que: 

' 

1 i m 
n _,.., 

n 

n - K i e. 
I e J 

j = 1 

I 
j = 1 

1\0. 
J 

s o· ' 

como D e circular cntao 

e daí 

G ( z) = 

com 

- K i e. 
J 

i e. 
f(e Jz) 

n 

' c D 

1 i m I 
tHJ j 

·--- b. 
j = 1 J 

60. 
__ J__ = 1 . 

2 ']f 

.. 35 



Concluímos que G(z) é limite de combinaçÕes convexas de 
' _, 

elementos de D , logo G(z) E D • 

Tudo que temos de mostrar agora e que 

K! 

Fazendo em (1.5.1), t; =O temos: 

dKf(O) ZK 1 f fOz) 
dA = 

K~ 2ni K+l 
IAI=p À 

i e 
par a À = e vem 

-K i e i 8 c f(e z)dO = G ( z) 
K~ 

ficando assim provado que 

K o 

2.3.2 Corolârio 

Sejo 8 = (z sE tal que llzll < I} 

li z li < I}.Sef:S --+ B 1 e 

- 36 -
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morfa e f(O) =O, entao df(O) e um operador com norma me 

nor ou igual a 1. 

Demonstração: 

Por (2.).1} df(O)B c ii. Da f se llzll•1 e t o R 

com I t I < 1 • entao lldf(O} tzll < I. Segue que 

I t I llcif(O}zll < - I • par a todo I' I < 1. Passando ao 1 i mi-

te para t tendendo a 1, temos lldf(O)zll _:. 1, o que acar 

reta lldf(O) 11 < 1. 

2.3.3 Corolârio 

Seja Dum subconjunto aberto de E. Se existir 

um biholomorfismo entre O e um domfnio limitado de E, e 

se para cad<l z E:. D, definir.<os F
2

"" {f: D _,_ D tal que 

f é holomurfa e f(z) ;:: z}; então existem ni}meros pos! ti_ 

vos C(k), t-l(z) e N(z) tais que 

onde 

k Mk(z) < C(k}fl(z)N(z} 

- 3 7 -



e 

Demonstração: 

ta 1 que f E F } 
z 

-k 
o sup{ [[ d f(z)w 11 tal que [[wl[ ~I} . 

Suponhamos que para cada z E D exista um aber 

to limitado D em E e G: D --+O seja um biholomorfis 
z z ' z 

mo com G (O} = z, seja também F -=>-{f: D --+ 0
2 

tal que f 
z z z 

é holomorfa e f(O} = 0}. Chamemos de: 

F""G :D -+ D t<:Jl que G (O) :::: z 
z z z 

e 

G =f o G- l : D -+ O ta 1 q ue f o G- l (O ) = O , 
z z z 

' Utilizando (1.5.1) temos: 

d5 G ---( z) (w) o 

s ! 
I __ G(zH~l_·dÀ 

[Ã[=S(z) À>+l 2 TI i 

-
f F E Z 

onde S{z) >O e tal que BS(z)(z) C De como 0
2 

é limita 

·- 38 -



do existe N'(z) tal que D z 

a na 1 ogamen te temos: 

C B (O),e 
N ' ( z) 

s!N'(z) 

(S(z)} 5 

q! q! 21fi 

daÍ 

BR(O) C Oz e sup IIF(tlll "M' < + 00 

I ~li o R 

então 

...s.l.~.'....~ z )_ 
(R(z})q 

U.tiliz21ndo agora a fÕrmula da função composta 

<I li, pg. J) 

com 

- 39 -



-e definido indutivamente por 

onde i 1 + • • • + i j = q 

Temos então: 

-sao inteiros positivos. 

'k 
[[ d (Fo G)z[[ o se<p 

[[ w[[ o 

[[ ~hFo G) (z)w[l < 

1 

< 

< 
qq 

I a, --
·" k ' 1

+ •.. +1 = q . • q 

< 

i i i i 
[I dqF(G(z)) (d \(z)w \ ... ,d qG(z)w q li < 

i 1 i 1 
sup [[ d 'G(z)w [[ · •. 

[[ w[l •1 

Ak -i 
li d"F(G(z)) I[ [[ d 

1
G(z) [[ 

q ri' (z) 
q ----

(R(z) )q 
. ' • 1 , •••• 

- 1:0 -

., j 

[I d qG(z) 11 < 

. , (N!(z))q 
Jq.---,·< 

S(z))'' 



N'(z)lq 1 . , 
R(z) .(S(z))k'l····iq 

podemos sempre tomar N 1 (z) > R{z) daí 

11 dk(Fo G)zll.:'_ L L o qq M' ( z) t N'(z) t k' < 
1.:3J.:'_k i ,+ ... +iq""k 

k R(z) S(z) q •• 

.:'_0kM'(z) f N'(z) t k! I l: q+l 
= q 

R(z) S (z) l_2q.:_k . . k l,. ..... +tq=' 

[ N' (z) ]k k!MkoC(k) .M(z). (tHz) )k 
11(z) S(z) . 

Encontramos a dAslgualdade desejada pa~a ele-

mentes de F z da f o rm<:J F o G = - 1 G o f 0 G com f z z 

todos os elementos de F sao desta Forma, logo temos o 
z 

resulta do. 

Observe que se ti vermos D como sendo a bola 

unitãria ab<::rta em C, então usando (2.3.1) temos Mk(O)_::k! 

Como uma i:.lplicuçi:ío desi:c coroliírio provare-

mos o seguinte resultado: 

2.3.4 Proposiç~o: 

Seja Q.
2 

''" {(z } tol 
n 

que oo} 



e o subconjunto D~ = { {z } € ~ 2 
ta I que s up I z I < I}. 

n n 

0
00 

não é equivalente a um domínio limitado em z2 • 

Demonstração: 

Seja F ({z.}) = w. definida por w. == z
1 

para 
n J J J 

j = l, .•• ,n, w • = z
2 

para j = l, ... ,n; ou seja de mo-
n+ J 

do geral temos w(k-l)n+j = zk para 

Então Fn E F(O) = {f: D~ 

j = 1 , ••• , n. 

~ 

-+ D tal que f 

lomorfa e f(O) 

1/ dF (OJII 2 
n 

ou seja 

= O}.F ê linear, 
n 

daí d F (O) = F • 
n n 

=s up I 2 
n s up I 1 z j 1 = n 

-e ho 

Como 

Então M
1

(o) , sup [ lldFn(O) il ta 1 q u c F ~ F (O ) } > /n p_a 
n 

ra todo n. Daí por (2.3.3) o""., não e equivalente a um do 

" . mtnlo 
2 1 imita do de _t • 

Obser'!e .. ~ Gn;)logiél entre (2..3.1!) e o seguinte 

resultado em dinK~it:;~Ío finita, conhecido cor.!o l:<'.orer.w de 



Poincaré. 

2.3.5 Teorema 

Seja D : {(z
1 

,z
2

) s c 2. ta 1 que I z j I < para 

j : 1 • 2 } e D' : {z c c2 2 
ta I que I z 1 I + I z2l

2 < 1 } • En-

tão - existe biholomorfismo na o de D em D' 

Uma demonstração para este resultado pode ser 

encontrada em (171 p. 70). 

Existe tarnbem um teorema clássico devido a 

Riemann dizendo que dois domfnios- simplesmente conexos 

em C e diferentes de C são equivalentes, Como podemos 

observar o teoremq anterior mostra que a si tuélção é mui 

to diferente para domínios em Cn, n > 1. 

2.3.6 Teorema 

S~jam E e F espaços normados c 8 e 8 1 as bo-

las unitárias de E e F re~~pectivanwnte. Se h: B ->- 8' e 

holomorfa com dh(O) IJfficl isometria de B sobre B 1 então h 

C linear, isto e h= dh(O) j. 
8 



Demonstração: 

- 1 
Por substituição de h por (dh(O)) o h podemos 

assumir que F"" E e dh(O) :=I, I sendo a aplicação iden 

tidade em E. 

Temos h(O) ""O. Suponhamos h(O) f O. Pel-o te~ 

rema de Hahn-Banach existe transformação 1 inear T em E, 

li T\1 < 1 com T(h(O)) ~ ith(O) 11 . Definamos 

f(z) • To h(z \\h(O)Ii- 1 h(O)) 

par a todo 

Então 

f: B
1

(o) C C ~ B 1 (0) C C 

é hololiwrfa. Segue do lema de Schl'l<:Htz clás::;ico (\2] 

p . 1 36 ex • 1 ) q uc 
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Portanto 

o que fornece uma contradição. Daí h(O) :::O. 

Então temos h: 8 -+ 8 1 holomorfa com h(O) ""O 

e dh(O) =I, segue de (2.1.4) que h= I; ou seja 

dh (o l 1 = h. 
B 

2.3.7 Teorema 

Sejam E e F espaços 11ormados complexos e 

8 e 8 1 as bolas unit,;irias de E e f respectivamente. Se 

f: B -+ 8 1 é biholomorfismo tal que f(O) ~O, então f é 

1 inear; isto ê f:.:: clf(IJ) J. J\lém disso df(O) é uma i so
B 

metriadeEemF, istoé;\\df{O)z\\ ~!\z\\ p<1ra todo 

z s E. 

Demonstração: 

Seja f: B -r 8 1 biholomorfisrno com f(O) =O . 

Façamos T ~, df(O). Por (2. 3. 2) tc1nos I\ i i\< 1. Desde que 

df- 1 (0) = T-l ti:lrnbém vale ]\T- 1 j) < 1. Se Ty = w com 
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11 Yll = entao llwll < 1. Como T-
1w y temos 

- 1 
< w llllwll 

daí 

Temos então 

1 .?.IIT- 1 11 > li wll- 1 
> 

o que acarreta 11 Y!1J = 1. 

Isto prova que. -T e uma i s o me t r i a • E agora te-

mos exat;.'Jmente as hipóteses de (2. 3.6). Logo f""df(O) /. 
B 

Os resultados iniciais deste capftulo nasce-

ram da tentativa de generalizar alguns resultôdos cJ5s-

SÍCOS de Cartan para0 Ci)SQ de Unl espaço normado Comp]~ 

xo; resultados estes qu2 podem ser encontrudos em ()7), 

cap. 5), A parte final deste capftulo estuda os biholo-

morfismos que fixam o zero da bola uniú)ria de um espa-

ço normodo e teve seu estudo mod vado pc lo ttaba lho de 

Greenfield··\.4al1ach )12j. 



3. Automorfismos da bola unitária 

de um espaço de Hilbert 

O que se pretende neste capítulo é obter a ex 

-pressao de todos os automorfismos da bola unitária de 

um espaço de Hilbert, bem como uma caracterização par a 

o conjunto de pontos fixos destes automorfismos. Chega-

remos a este grupo de automorfismos de duas maneiras. t 

importante observar que agora em se tratando de espaços 

de Hl lbert, as técnicas usadas nas demonstrações que se 

seguem são próprius de ti:lis espaç-os. 

Mostraremos tambêm que todo automorfismo da 

bola unitária fechada de um espaço de Hilbet·t tem ponto 

fixo, o que contrasta fortemente com o resulta do de S. 

Kakutuni que mostt-ou a existência de homeomorfismo da 

esfera unitária fechada de um espaço de Hilbert sobre 

si mesma sem pontos fixos. Uma ligeira modificação nes-

te exemplo mo~.;tra que existe difeomorfismo com tal pro-

priedade. 

Pode-se ainda observar que no plano toda fun-

- holomorfa bijetiva c! o disco uni târio leva çao q ue zc r o 

em 7. e r o e dada por um R rotaçao; enquanto que em espaços 

de H i 1 b e r t o resulta de nnaJogo " e: todo <:::utor.>orfi srno da 



bola unitária que deixa o zero fixo ê dado por um ope-

radar unitário. 

No que se segue E designará um espaço de H i 1-

bert, muni do do produto escalar (x/y) e da norma a ele 

associada. 

3.1 Grupo dos Automorfismos da Bola Unitiria 

3.1.1 Definição 

Para a r:: B, seja f(a): E --r E dada por: 

f(a)x ~ a(x/a) + v(8)X 
l+v (a) 

onde 

v(a) = ÍJ- lia 11 2 

3. 1.2 Proposição 

r(a) acim;:; definidil possui as sequintes pro-

pricdades: 

(a) f(a) c aplicação 1 inear contínua de E em E 
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(b) 11 r (a)xll < 11 xll 

(c) r(a)a =a 

(d) llr(alll=1 

Demonstração: 

Afirmações (a) e (c) decorrem i me d i a ta me n te 

de (3. 1 • 1) 

(b) llr(a) x il 2=(r(a) x/r(a) x) 

= J!.:l ( alll ( xiali_ê: __ ?:;:_<.eJ.Ii:::J a) 1Jj x/2)_J~/(clli!:_':1<;2_l!Ji.d. = 

[1 + v(a) J2 

= ~~L)Th! a)J~..:.l!.:::.::i~lJ!.l_(::_ULJ<JL:_ = 

(t+v(a)) 2 

-· I (x/a) 12 <·i la) llx 11 2 < 

< llxll 2 11all 2 +/(a)llxll 2 = 



= [ lla/1 2 
+ /(a)]llxll 2 

= llxll 2 

Tomando a raiz quadrada positiva de ambos os 

rnemb ros, temos 

1/r(a)x/1 < 11 x/1 

(d) Como f(a)a a e f(a) ê linear temos 

r (a) 
li a 11 11 a 11 

segue que 

li r (a ) I/ = 

3.1.3 Proposiç~o: 

Sejam a c 13 = {x. c E/!lx\\ <1} eU um o 1Jerudor 

unitário sobr.~ E. A aplic<:~ção a definida para todo xcE. 
a 

tul que (x/a) + 1 por: 
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x-a --
1- (x/a) 

e um automorfismo de B. 

Demonstração: 

Como a.
8 

é linear e contínua, a ê holomorfa 

" 
na bola aberta de centro zero e raio -- 1 -~, que contém 

B. 
li a !I 

Mostremos agora que aa aplica Bem 8. 

Colocando y == r(a) -·-x~-, verifica-se comum 
1-(x/a) 

cálculo um pouco trabalhoso que: 

1 - 11 y 11 2 ~ ___[J_:Jl"..ltL~JLofL 
[1- (x/al) 2 

( I ) 

Como lia 11 < 1, se ti vermos ]1;-.:: H < 1, segue que 

2 
1- IIYII >O, de onde tiracos llvll < 1. Daí 

-Para completar a prova e suficiente mostrar 

- 5 1 .. 



que a aplicação 

X ~~ f{a) 
x-a 

= y 

e i nvers íve l em B. 

Para isso 

1-(x/a) 

2 
calculemos r (a)x. 

2 r (a)x=f(a) (r(alx)=r(a) 
[ 

1 
a(x/a)+v(a)x] = 

1+v(a) 

= 1 a[--1-- a(x/o)+v(a)x/aJ+ 
1+v(a) 1+v(a) 

+v(a) [-_l_a(x/a)+v(a)x] = 
1+v(a) 

a(x/a) 
v(a) 

+ -~-·----

1+v(a) 

ou seja 

De (2) ó;8aue que 
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r(a} (y+a) (1-(x/a)) 2 
= v (a)x 

pois 

(y+a)(1-(x/a))= [r(a)(--~-)+a] (1-(x/a}) = r(a}(x-a(x/a)) 
1- (:</a) 

da r 

r(a) (y+a) ( 1-(x/a)) = f(a) [r(a) (x-a(x/a}) ]=r2 (a) (x-a(x/a)) (~) 

verifica-se também que 

(y/a) = 

de onde ti ramos 

(x/a) 

1 -

2 - _jj2.]t_ 
(x/a) 

1 + (y/a) "" __ J_~JkJL:._ 
1-(x/a) 

De (3) segl~e que 

( 4) 

x = -zl___ f'(a) (y+a) (1-(x/a)) (5) 
v (a) 



tiramos 

vem que 

ê então 

Substituindo o valor de 1-(x/a) de (l1) em (5) 

X= f(a) y+a 

1+(y/a) 

Consequentemente se 

a ( x) ur ( ~l) x-a 
y = " ----a 1-(x/a) 

- 1 
- 1 Uy + a 

X ~ '"a ( y) ~ r (a)--·-·----
- 1 

1+(Uy /a) 

uma aplicaç~o bijetiva de B em 8, e como a a 
- 1 

e '"a são holomorf<:~s segue (]Ue a E: t\ut (B). 
a 

Sejam E e F dois cspar:fo:S de H i lberl:, 8 e B 1 

us bolas unitári<:ls abcrt::Js, respectivamente de E e F e 

f urna upllcação holomo(fc1 Je 8 er,1 0 1 tul que f(O) ~'O. 

Então para qualqu2.r x s B temos: 



llf(x) 11 F < llx li E 

Demonstração: 

Sejam as E, b o F e ponhamos $a,b(é)=(f(~a)/b)F 

com ~ E: C. $ b (i;) é 1.1 ma 
a ' 

aplicação holomorfa 

I si < --
1
'--

lla li E 

se 

e 

• Temos ainda: 

I si < 

na bola 

P..plicando então o lema de Schwan: pcHa fun-

çoes de uma vari5vel ( I2J, p. 135) vem, 

( 1 ) 
11 bll F 

< -------- I F, I 
I 

11 ali c 
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para todo t; tal qLte 

11 a li E 

Se em (1) valer a igualdade para algum t;, +O, temos 

( 2) 

com e e: R. 

Como 

llf(~alll F 

De (1) temos: 

li f( f; a) li F :'. il Ça \\~ 

para todo ~a e: B. 

3.1.5 Teorema 

O grupo elo~; autotnot·f1smos de B é o conjunto 

das aplicaç~es a
8 

defitlidas pela f6rtnula: 
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a (x) " ur(a) 
a 

x-a 

1- (x/a) 

onde \\ai!< leU é um operador unitário de E. Em partic~ 

lar, o subgrupo dos automorfismos que conservam a ori-

gem é constituido de operadores unitários; fato este que 

também pode se r observado de (2. 3. 7}. 

Demonstração: 

Seja u um automorfismo de B que transforma 

x = a em y =O. Então: 

pu(f(a) -~-} =" 

1+(z/a) 
v { z) e um ~utomorfismo de B 

por (3.1. 3). v conserva a o ri gcm pois v(O) = u(f(a)a ):o:: u(a} ""0., 

De (3.1.11) temos llv(xlll .". 11 xll , o mesmo v"1endo pera 

- 1 - - 1 
v que C.3mbêm conserva a origem isto e \\v (x) \1..:_ \\x\\ 

ou seja llxll .:'_ 11 v(x) 11 

Então 11 v(x) 11 \lx\\ 1 e daí v e um operador uni 

tário de E. Chamemo-lo de U. 

Pane! o 

Z+él 

1+(z/o) 
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de (5) de (3.1.3) segue que 

e daí 

y~u(x)~u(f(a) 

z ~ r(a) x-a 

1-(x/a) 

_ _;z,_+c::a:._._) ~ U ( z ) 

l+(z/a) 
~ "a ( x) 

3.2 Grupos dos automorfismos da bola unitária em função 

de uma base ortonormal 

Daremos agora uma caracterização para o grupo 

de automorfismos obtido em (3.1.5), em termos de uma ba 

se ortonormal {e } I de E. a o:E: 

3.2.1 Definição 

Seja a
0 

E I fixo. Definimos f: 8 ~E por 

f ( ze + " z e ) a I~ a a 
0 a+a o 

onde S -c um numero 

z -~ 13 
"" ·----~---e + 

- u 1··.87' o 

cornplexo fixo com 18] < 1. 
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3.2.2 Proposição 

A função f acima definida ê um automorfismoda 

bola unitária que se extende biholomorficamente ao con-

junto {x s E tal que llx 11 < 
1 

} onde B e C com lsl < 1. 
ISI 

Demonstração 

Inicialmente mostremos que f: 8 _....._,.. B e bi jeto . -
r a. 

Suponhamos que II)(Jl "" r < 

Então 

;, 2' ' 1-!sl z lz-S + --- z e f ---e 
õ" aa.rrct 

;:-7 
+ .>J~J~L. L z e ) 

-- 1 a a 

7-0 /- z-8 =(--"-- e ---~ e ) 
"-a --a 1-Bz o 1-Sz o 

I -· 12 1-Sz 

1-pz CfiU i"'f->Z O o 
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z e ) = 
1::t a 

o 



lzl
2
-(z/B}-(S/z}+IB1

2
+ c.ta lz,/-lsl

2
"~" 1za1

2 

= ----------------------~0~--------~~0~-----

= 

1 1 - Sz 1 2 

2 I 1 - sz I 

= 
I1-Szl 2

- (1-ISI 2}(1-r2
} = 1 _ 

I 1 - sz 12 

Da( f(B} C B. 

Consideremos agora 

g ( x} = .2_:!J + -~-lslz' e 

" 1+7fz 
o 1 + ilz 

temos g o f = f o g = i d, 

= 

I 2 2 (1-S\}(1-r} 

I Hizl 2 

I z c 

a+ a " " o 

< 1 

Repetindo agora o argumento usado acima para 

f e trocando i3 por -s obtemos g(B) C 8. Então f é lnje-

tor[l e sobre 8. 

Calculando a derivod<J Df(x,·) c!e f em x, obte 

mos: 

Df(x,y} 
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par a todo 

li X 11 < 

onde 

+ ~ y e a a a- a 
o 

Temos então que f: 8 -r 8 e um automorfismo 

que se extende biholornorfi camente ao conjunto 

com 

3.2.3 Teorema 

{x s E!llxll <-'--} , 6 E C 
I si 

ls I < 1 

Suponhamos que h: B --)· 8 seja um automorfismo 

com h(a) -O par:J algum a E 8. Então h :o: U o -F o T onde 

U e T são oper;;;dorc.s uni tiirios, U definido como em 
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().1.5} e f dada por ().2.1} com lsl = llall· Ainda mais, 

h é biholomorfa no conjunto {x E E tal que jjxjj 1 < -} 

e tem ponto fixo em ã. 
I sI 

Demons t rução: 

Das hipóteses e de (3.1.5) segue que 

onde 

x ·· a 

1-(x/a} 

para algum a 8 8" 

Agora ent::lo temos que mostrar qu~ podemos es-

c rever a "" f o T, com T operador unitário de E. 
a 

- ' 
Pa'ra isso consideremos g = F 'oa , g assim de 

a 

finid<J • - 1 ( } e automorfisr.10 de 8 e temos f ··Se '"O. 

a = Se da[ g(O} ao' 
- 1 =f (a(O}) 

(;l 

• 1 
(3.1.5) segue que f o a a 

rio de E. Logo aa ,-,f o T. 

= T, 

" - 1 o 
=f (-se }=O. 

ao 

onde T ~ operador 

Como h ""lJ 0 ctÇ) segue que h = U o f D T. 
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Mostraremos agora que h tem ponto fixo em~. 

Com xk ...Ji__)'- x
0 

indicaremos que o net x "'Z(k) e + 2 z(k) e 
k ao a+a o. a 

converge na topologia fraca w a x =z(O)e + ). 
0

~(0)e 
o a f a. a 

w o a a.0 

temos que xk -->- x
0 

se e somente se para algum a s E, 

-> (x /a) 
o 

Vamos verificar que fê contínua na topologia 

w; isto é se xk ........Y4 x
0 

então f(xk} -"!!.....r f(x
0
). 

Seja então y sE; y "'y
9 

tão 

( k) s 
" (-z - __ )y 

1-lSz(k) 
0 

" Mas como J<k--+ x
0 

entao 

ou seja z(k),--+ e tambêrn 

(x /y-\1 e ) --t-
k 'o a 

o 
(X /y-y C ) 

o o a
0 

ou seja 
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e daf temos que 

-> (f(x) /y) 
o 

Portanto 

Com isso temos que f e fracamente contfnua.Des 

de que U e T são fracamente contfnuas, h o ê. Pelo teore 

ma de SchalJde r-Tyckonoff (i .6. 3) temos que. h tem ponto 

fixo em 8, desde que if e fi"<.lCamente COillj.)3CtO. 

A parti r deste r.eor·cma fie<:~ cluro entf1o que 

sempre que tivermos um automorfismo h da bol-3 unitÁria de 

um espaço de Hilbert, podemos representO-lo pelas expre~ 

soes: 

h ( X) ur ( o l 
X .• i1 

1-(x/a) 
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para algum a E B, segundo (3.1.5) ou por h= U o f o T 

segundo (3.2.3). Destas expressoes usaremos fl que for 

mais conveniente. 

3.3 Uma Caracterização para o Conjunto dos Pontos Fixos 

de um Automorfismo d.J Bola Unitâria 

3. 3. Definição 

Seja B a bola unitãria aberta de um espaço de 

Hilbert E. Um sub-espaço afim de 8 será a intersecção de 

B com um sub-espaço afim complexo fechado de E; e o fe

cho de um sub-espaço afim de 8 ser~ a intersecç~o do fe 

cho de 8 com um sub-espaço ::Jfim complexo feclHldo de E. 

3.3.2 Teorema 

To'do automorfísmo de B preserva sub-espuços 

afins bem como sua Jimensão. 

Demonstração 
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com U e T operadores uni târios de E e f dada por (3.2.1). 

Para f assim definida vale f(a·t-V) = f(a)+df(a)(V) 

com a E B e a+V sub-espaço afim de B. Isto é vâlido pois 

par a a+t E a+V te mos : 

f(a+t) - f(a) = Àt df(a) t 

como 

Àt df(a) t C df(a) (V) 

segllC que 

f(a+V) - f(a) c df(a) (V) 

ou seja 

f(a+V) C f(a) + ctf(a) (V) (1) 

Para provar a inclusão contrãria basta obser

var que t2.mbém 

g(bH/) C g(b) ., dg(b) (W) 
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- 1 
com g =f b E: B e W sub-espaço afim de 8. Em partic..!:,l. 

lar para b = f(a) e V/= df(a) (V) temos 

f- 1(f(a) + df(a)(V)) c a+ df- 1(f(a))(df(a)(V)) = a+V 

daí 

f(a) + df(a) (V) C f(a+V) ( 2) 

De (1} e (2) segue que 

f(a+V) f(a) + df(a) (V) 

f preservando sub-espaços afins, temos que h tambêm pre-

serva e como df(a) ê linear as dimensÕes tambi3m stío pre-

serva das. 

3.3.3 Teoremá 

Se h: 8 ~·+ 8 é :Jutomorfismo e tem ponto F i xo 

em 8, entao o conjunto c!es::es pontos fixos é um sub··esp~ 

ço afim. 

- 6 7 .. 



Demonstração 

Seja y E: B ponto fixo de h. Consideremos g a~ 

tomorfismo de B que leva y em O. Então a= ghg- 1 fixa O 

e assim é linear. 

O conjlmto dos pontos fixos de a é um sub-es-

paço afim c. pois 

{x/a(x)ox} {x/(a-1) (x)oO} "Ker(a-I) 

que e um sub-espaço vetorial e portanto sub··espaço afim. 

O · d f' d heg- 1(c) conJunto e pontos 1 xos e pois 

se h(y) = y entao g(h(y)) '""g(y) e existe z c B tal que 

- I 
g (z) "Y· Temos 

entao z E: C e daí 
- 1 - 1 

y E: q (C). ~las g (C) e sub-espaço 

afim por (}.3.2). 
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3.3.4 Teorema 

Se h: B -4 8 ê automorfismo de B e -na o tempo!!_ 

to fixo em B, entio W intercepta o conjunto dos pontos 

fixos de h em um ou dois pontos. 

Demonstração 

Se h nao tem ponto fixo em B, por (3.2.3) exis 

te entao pelo menos um ponto fixo de h em 8. Se existir 

mais do que dois pontos fixos, consideremos dois deles. 

Temos qlle h deixa invariante o sub-espaço afim C de di-

mensao um que os cont.5m, pois por (3.3.2) h preserva 

sub-espaços afins, bem como su<'l dimensão. 

Seja g automorfismo de 8 tal que g(C) conte-

nha a origem. 
- 1 

A funçüo h_ = 9hg então leva o suirespE_ 
" 

ço de dimensão um, g(C) sobre si mesmo fixando dois po.:2_ 

tos fronte i T-a, pois 

- 1 ) ghg (g(C) gh(C) = g(C) 

Sein x um destes pontos fixos. 
- o 

Cons i de remo3 

s + o s c com I sI < I, tal que h (-~jx )=0, 
o o 

daí 
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h (f- 1(0)) ~h (-Sx) ~O 
o o o 

e como h
0 

o f-li automorffsmo de B temos por (3. 1.5) 

que h o f-l = U, ou seja h "' U o f onde U ê operador 
o o 

uni tãrio, e 

f ( x) 
(x/x -8) 

- ( o )x + 
1-S(x/x ) 0 

o 

1 z' 
11- I!LL 
1-~(x/x) 

o 

( x- ( x/ x ) x ) 
o o 

Escolhemos 8qui x
0 

como primeiro elemento de 

uma base {fa} de E. 

Provemos agora que h possui apenas dois pan-
o 

tos fixos na fronte i r a de B, daí h tambêm te rã apenas 

dois pontos fixes em B. Como Ué unitário o numero de 

pontos fixos de h
0 

sera igual ao de f. Mas se f(y} ".::y on-

de y =y f + 
o a 

o 

ponente = X 
o 

" f 'u a' 
e n ta o 

o coeficiente 

i g ua l a y que e o coe f i ciente 
o 

Então 

v -s o 

f(g) tem na direçao da com 

y -8 
o que deve ser 

1-llv o 
de y nu -dircçao de X • o 

1-]ly 
= Ya 

o 
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ou 

Então 

2 lfy
0

-S=O 

temos então duas raízes dlstintds para y que sao 
o 

como "" 1 segue que y -so possui <1 primei r~i coordena-

da Y0 , provando entao que f possui npcnas dois pontos fi 

xos em B. 

Os estudos deste capftulo foram baseados nos 

trabalhos de A. i~enélud 1131, e de Suffridge & H~Jyden 1141, 
O primeirO trabalhando COITl a f~nção f(a} e O segundouti 

lizando bases ortonormais par~1 um espaço de Hilbert. 

Com esta!:' idéias pudemos obter resulLotdos so-

bre o conjunto elos pontos fi:ws de um automorfismo da 

bola unitária em tal espaço. 
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