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Os primeiros passos em qualquer ramo da pesquisa quase sempre são muito

imperfeitos e não raro terminam em fracasso. As verdades ás vezes são como os

recantos mais inacesśıveis de alguma localidade, cuja descoberta do acesso exige

que tenhamos todos caminhos posśıveis. Cumpre porém que um certo número de

pessoas se disponha a correr os riscos que a busca envolve a fim de deixar os

rastros desses caminhos....A busca da verdade é indissociável das experiências

frustradas. D.Diderot.

Não conseguimos encontrar respostas para todos os nossos problemas. As que

encontramos apenas nos levaram a formular novas questões. Dê uma certa

maneira sentimo-nos tão confusos como antes, mas acreditamos que agora

estamos confusos num ńıvel mais alto e sobre coisas mais importantes.

Aviso na porta do Instituto de Matemática da Universidade de

Tronso-Noruega.

Nem tudo que se enfrenta pode ser modificado, mas nada pode ser modificado

enquanto não é enfrentado. J.Baldwin.

Aprendei a conduzir vossa imaginação e a vida vos será mais fácil.

Ruy Madsen Barbosa.

A todos que amam Matemática.
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Resumo

Neste trabalho, usando conceitos de álgebra linear e de operações quânticas, obtemos

algumas propriedades de rúıdo quântico (para o caso particular de um q-bit), a fim de

apresentar uma interpretação geométrica dos diferentes rúıdos em canais quânticos, cujo

processo é fundamental para a compreensão do processamento da informação quântica.
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Abstract

In this work, using concepts of linear algebra and quantum operations, we obtain some

properties of quantum noise (for the one qubit case), in order to present a geometrical

interpretation of different noises in quantum channels, which process is fundamental to

the comprehension of the quantum information processing.
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Notações Utilizadas

Notação Descrição

z∗ Conjugado complexo de z.

|ψ〉 Vetor, também chamado de Ket.

〈ψ| Vetor dual de |ψ〉, também chamado de Bra.

〈ϕ |ψ〉 Produto interno entre |ϕ〉 e |ψ〉.
|ϕ〉〈ψ| Produto externo entre |ϕ〉 e |ψ〉.

|ϕ〉 ⊗ |ψ〉 Produto tensorial entre |ϕ〉 e |ψ〉.
|ϕ〉 |ψ〉 Notação abreviada para o produto tensorial entre |ϕ〉 e |ψ〉.
A∗ Conjugado complexo da matriz A.

AT Transposta da matriz A.

A† Conjugado hermitiano ou matriz adjunta de A.

〈ϕ |A |ψ〉 Produto interno entre |ϕ〉 e A|ψ〉.
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Introdução

Richard Feynman observou [11], em meados de 1980, que certos efeitos da mecânica quântica

não poderiam ser simulados eficientemente em computadores clássicos. Isso o levou a es-

pecular que talvez existisse um modelo de computação mais geral que pudesse simular de

maneira eficiente os efeitos quânticos. A questão era saber como usar os efeitos quânticos para

realizar tal procedimento. Em 1994, Peter Shor [21, 22] descreveu um algoritmo quântico

para fatorar números inteiros em tempo polinomial, ou seja, de maneira eficiente. Esta

descoberta atraiu experimentalistas e teóricos da mecânica quântica, além de ter

impulsionado a área de comuputação e informação quântica.

Nossa proposta é apresentar, utilizando conhecimentos básicos de álgebra linear (espaços

vetorias de dimensão finita com produto interno, autovalores, autovetores, transformações

unitárias, produto tensorial, etc.) e geometria (transformações geométricas: rotação, con-

tração, etc.), uma descrição detalhada dos cálculos necessários para a representação

geométrica de vários tipos de rúıdos quânticos. Os rúıdos quânticos podem ser vistos como os

erros e perdas de informação presentes em qualquer sistema de processamento de informação

quântica. Uma compreensão dos posśıveis rúıdos permitiria evitar (ou controlar) os efeitos

do meio sobre o processamento de informação que o sistema realiza.

A primeira parte desse trabalho inicia-se com as noções básicas de mecânica quântica,

onde descrevemos os postulados que formam o alicerce para desenvolver toda a teoria e

a formulação matemática necessárias. Na segunda parte, apresentamos uma breve in-

trodução sobre operações quânticas, através da representação do operador soma, que permite

descrever a grande maioria dos sistemas quânticos. Na terceira parte, apresentamos os

cálculos detalhados de diversos canais quânticos e exemplos concretos de rúıdos quânticos,

1



Introdução 2

através de sua representação na esfera de Bloch. Finalmente, apresentamos as considerações

finais, apontando novos trabalhos que podem ser desenvolvidos na linha dessa dissertação.



Caṕıtulo 1

Noções de Mecânica Quântica

1.1 Postulados da Mecânica Quântica

A mecânica quântica é a parte da f́ısica que descreve o comportamento de átomos e moléculas,

cujos postulados foram desenvolvidos através de um longo processo de tentativa e erro.

Mesmo para os especialistas, a compreensão do real significado dos postulados é uma questão

não resolvida. Iremos considerá-los como sendo a estrutura matemática que usaremos para

estudar o rúıdo quântico [17, 19].

Postulado 1: Existe um espaço vetorial complexo, com produto interno, associado a

qualquer sistema f́ısico fechado (sistema que não interage com outros sistemas). Um estado

desse sistema é completamente descrito por um vetor unitário, chamado vetor de estado.

O sistema quântico que nos interessa é o bit quântico, ou q-bit, cujo espaço vetorial as-

sociado é o C
2, com o produto interno usual. Uma base ortonormal para esse espaço pode ser

dada pelos vetores |0〉 e |1〉, que serão representados usando a notação de

Dirac [8, 17, 19, 20]:

|0〉 =





1

0





3



Caṕıtulo 1 · Noções de Mecânica Quântica 4

e

|1〉 =





0

1



 .

Existem várias maneiras para a representação f́ısica de um q-bit. Entretanto, direcionare-

mos nosso estudo apenas sobre a sua representação matemática [7, 14, 15, 18]. Ou seja, um

q-bit é um vetor unitário de C
2. Um estado arbitrário |ψ〉 nesse sistema pode ser descrito

por

|ψ〉 = α|0〉 + β|1〉,

onde α e β são números complexos. A base {|0〉, |1〉} é chamada de base computacional e

o vetor |ψ〉 é chamado de uma superposição dos vetores |0〉 e |1〉, com amplitudes α e β

(usaremos os termos vetor e estado indistintamente).

O nome q-bit vem do fato de que o bit quântico pode ser visto como uma generalização

do bit clássico, que assume apenas 2 estados: 0 ou 1. A diferença entre eles é que um q-bit

pode, além dos estados |0〉 e |1〉, assumir uma quantidade infinita de estados!

Postulado 2: A evolução de um sistema quântico fechado é descrita por um operador

linear que preserva o produto interno (operador unitário). O estado |ψ1〉 do sistema, no

tempo t1, está relacionado ao estado |ψ2〉, no tempo t2, através de um operador unitário U

que depende apenas de t1 e t2. Ou seja,

|ψ2〉 = U |ψ1〉.

Existe um operador unitário que transforma o estado |0〉 em |1〉 e o estado |1〉 em |0〉.
Esse operador é denotado por X e sua representação matricial, na base computacional, é

dada por

X =





0 1

1 0



 . (1.1)
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Outro exemplo de um operador unitário sobre um q-bit é o operador Z, cuja representação

matricial, também na base computacional, é dada por:

Z =





1 0

0 −1



 . (1.2)

Os operadores X e Z, quando aplicados sobre o estado |0〉, ainda retornam estados da

base computacional {|0〉, |1〉}. Ou seja,

X|0〉 = |1〉

e

Z|0〉 = |0〉.

Entretanto, o operador unitário Hadamard H, cuja representação matricial, na base

computacional, é dada por

H =
1√
2





1 1

1 −1



 ,

produz uma superposição de estados, quando aplicado sobre um estado da base computa-

cional. Ou seja,

H|0〉 =

√
2

2
|0〉 +

√
2

2
|1〉

e

H|1〉 =

√
2

2
|0〉 −

√
2

2
|1〉.

Para prosseguirmos, precisamos definir três conceitos: dual, produto interno e produto

externo. O dual de um vetor |ϕ〉 ∈ C
n, denotado por 〈ϕ|, é o vetor transposto de |ϕ〉 com

os elementos substitúıdos pelos seus conjugados. Ou seja,

〈ϕ| = (|ϕ〉)†.

Matricialmente, no caso de um q-bit, dado por

|ϕ〉 = α|0〉 + β|1〉 =





α

β



 ,



Caṕıtulo 1 · Noções de Mecânica Quântica 6

temos que

〈ϕ| =









α

β









†

= [α∗ β∗] .

Dados dois vetores |ϕ〉, |ψ〉 ∈ C
n, o produto interno 〈ϕ|ψ〉 e o produto externo |ϕ〉〈ψ| são

definidos, respectivamente, por

〈ϕ|ψ〉 = (|ϕ〉)†|ψ〉

e

|ϕ〉〈ψ| = |ϕ〉(|ψ〉)†.

Note que |ϕ〉, |ψ〉 são vetores “coluna” e 〈ϕ|, 〈ψ| são vetores “linha”.

Sejam |ϕ〉 = α|0〉 + β|1〉 e |ψ〉 = γ|0〉 + ξ|1〉, dois vetores pertencentes a C
2, temos para

o produto interno e para o produto externo, respectivamente:

〈ϕ|ψ〉 = (|ϕ〉)†|ψ〉 = [α∗ β∗]





γ

ξ



 = α∗γ + β∗ξ.

e

|ϕ〉〈ψ| = |ϕ〉(|ψ〉)† =





α

β



 [γ∗ ξ∗] =





αγ∗ αξ∗

βγ∗ βξ∗



 .

Outro exemplo pode ser dado por:

〈0|1〉 = [1 0]





0

1



 = 1.0 + 0.1 = 0

e

|0〉〈1| =





1

0



 [0 1] =





0 1

0 0



 .

A interpretação f́ısica do q-bit |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, para α e β não nulos, é que ele está

simultaneamente nos estados |0〉 e |1〉! Pelo postulado 2, já sabemos que, aplicando um

operador unitário sobre o estado |ψ〉, o novo estado ainda será uma superposição dos estados
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|0〉 e |1〉. Isso faz com que a quantidade de informação armazenada no estado |ψ〉 possa ser

infinita. Entretanto, essa quantidade infinita de informação está no ńıvel quântico. Para

torná-la acesśıvel no ńıvel clássico, precisamos fazer uma medida. Para considerar esse fato,

existe um terceiro postulado.

Postulado 3: As medidas sobre sistemas quânticos são descritas por operadores her-

mitianos M (M † = M), chamados observáveis. Pelo fato de M ser hermitiano, podemos

escrever

M =
n

∑

i=1

λi|i〉〈i|,

onde {|i〉}, i = 1, ..., n, é uma base ortonormal de autovetores de M com os respectivos

autovalores λi. Os posśıveis resultados da medida correspondem aos autovalores λi de M .

Supondo que o resultado da medida seja “λi”, o estado |ψλi
〉, após a medida, é dado por

|ψλi
〉 =

(|i〉〈i|)|ψ〉
√
pλi

, (1.3)

onde |ψ〉 é o estado anterior à medida e pλi
é a probabilidade de se obter “λi”, dada por

pλi
= 〈ψ|(|i〉〈i|)|ψ〉. (1.4)

Na realidade, a medida descrita no Postulado 3, chamada medida projetiva, é um caso

particular de uma medida mais geral [17, 19].

Vejamos um exemplo. Façamos uma medida de um q-bit |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, usando o

observável Z, dado em (1.2), que pode ser escrito como

Z = |0〉〈0| − |1〉〈1|.

Usando (1.3) e (1.4), temos:

p1 =
(

α†〈0|0〉 + β†〈1|0〉
)

(α〈0|0〉 + β〈0|1〉) = |α|2

e

|ψ1〉 =
α〈0|0〉|0〉 + β〈0|1〉|0〉

|α| =
α

|α| |0〉.
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De forma similar, podemos obter

p−1 = |β|2

e

|ψ−1〉 =
β

|β| |1〉.

Resumindo: usando o observável Z para fazer uma medida de um q-bit |ψ〉 = α|0〉+β|1〉,
podemos obter o estado α

|α| |0〉, com probabilidade |α|2, ou o estado β

|β| |1〉, com probabilidade

|β|2 (em termos de observação, os estados α
|α| |0〉 e |0〉 são idênticos, assim como os estados

β

|β| |1〉 e |1〉.
Para descrever estados com mais de um q-bit, temos o postulado 4.

Postulado 4: O estado composto por n estados, |ψ1〉, |ψ2〉, ..., |ψn〉, é o produto tensorial

|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ ...⊗ |ψn〉.

Para os nossos propósitos, definimos o produto tensorial A ⊗ B, entre as matrizes

A ∈ C
m×n e B ∈ C

p×q, como sendo a matriz

A⊗B =

















A11B A12B · · · A1nB

A21B A22B · · · A2nB
...

...
. . .

...

Am1B Am2B · · · AmnB

















,

onde Aij é o elemento da linha i e da coluna j de A. Note que a dimensão da matriz A⊗B

é mp× nq e que o produto tensorial não é comutativo. Por exemplo,

|0〉 ⊗ |1〉 =





1

0



 ⊗





0

1



 =

















0

1

0

0
















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e

|1〉 ⊗ |0〉 =





0

1



 ⊗





1

0



 =

















0

0

1

0

















.

Usaremos também a notação |v〉|w〉 ou |vw〉 para o produto tensorial |v〉 ⊗ |w〉.
Para prosseguirmos, necessitamos de algunas definições da álgebra linear [2, 4, 16, 17]:

Definição 1 O traço de uma matriz A é a soma dos elementos da sua diagonal

principal,

tr(A) ≡
∑

i

Aii.

Definição 2 Um operador positivo A é aquele para o qual 〈ψ|A|ψ〉 ≥ 0 para todo |ψ〉.

Uma segunda alternativa para a formulação dos postulados da mecânica quântica é em

termos do operador densidade [1, 5, 17, 19]. Essa nova formulação é útil para descrever

sistemas quânticos cujos estados não são completamente conhecidos. Por exemplo, suponha

que um sistema quântico esteja em um do estados |ψ1〉, ..., |ψn〉, com as respectivas proba-

bilidades p1, ..., pn. Chamaremos o conjunto {pi, |ψi〉}, um “ensemble ”de estados puros. O

operador densidade do sistema é dado por

ρ =
n

∑

i=1

pi|ψi〉〈ψi|.

Por exemplo, a representação de um q-bit |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, na forma de operador

densidade, ficaria no seguinte formato:

ρ = |α|2|0〉〈0| + αβ∗|0〉〈1| + α∗β|1〉〈0| + |β|2|1〉〈1|.

Os operadores que podem representar operador densidade são caracterizados pelo seguinte

teorema, demonstrado em [17].

Teorema 3 Um operador ρ é operador densidade do “ensemble ”{pi, |ψi〉} se, e somente se,

satisfizer as seguintes condições:
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1-(Condição sobre o traço) O traço de ρ deve ser igual a 1.

2-(Condição de positividade) ρ deve ser positivo.

Dizemos ainda que ρ está num estado puro se ρ = |ψ〉〈ψ| e, neste caso, vale a propriedade

tr(ρ2) = 1. Quando o estado não é puro, ele é chamado estado misturado ou misto e, neste

caso, temos tr(ρ2) < 1.

Baseado nessa nova formulação, iremos reescrever os postulados da mecânica

quântica [17].

Postulado 1: Associado a qualquer sistema f́ısico existe um espaço vetorial complexo

(ou seja, um espaço de Hilbert) conhecido como espaço de estados do sistema. O sistema é

completamente descrito pelo seu operador densidade, que é um operador positivo com traço

1 atuando no espaço de estados. Se o sistema está no estado ρi, com probabilidade pi, o seu

operador densidade será
∑

i

piρi.

Postulado 2: A evolução de um sistema quântico fechado é descrita por transformações

unitárias. Isto é, o estado ρ do sistema em um instante t1 está relacionado ao estado ρ
′

em

um instante t2 por um operador unitário U que depende somente de t1 e t2,

ρ
′

= UρU †.

Postulado 3: Medidas quânticas são descritas por uma coleção de operadores de medidas

{Mn}. Esses operadores atuam sobre o espaço de estados do sistema sendo medido. O ı́ndice

n refere-se a um resultado posśıvel da medida. Se o estado do sistema imediatamente antes

da medida for ρ, a probabilidade de o resultado n ocorrer será

p(n) = tr(M †
nMnρ)

e o estado do sistema após a medida será

MnρM
†
n

tr(M †
nMnρ)

.
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Os operadores de medida satisfazem a equação de completitude

∑

n

M †
nMn = I.

Postulado 4: O espaço de estados de um sistema f́ısico composto é o produto tensorial

dos espaços de estados das suas componentes. Além disso, se tivermos sistemas numerados

de 1 até n, e o i-ésimo sistema for preparado em ρi, o estado do sistema composto será

ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ . . .⊗ ρn.

1.2 Esfera de Bloch

Na equação

|α|2 + |β|2 = 1, (1.5)

considere α = a + i b (a, b ∈ R) e β = c + i d (c, d ∈ R). Como |α|2 = (
√
a2 + b2)2 e

|β|2 = (
√
c2 + d2)2, podemos escrever

a2 + b2 + c2 + d2 = 1. (1.6)

Nesse caso, podemos interpretar um q-bit como sendo um vetor unitário de R
4. Entre-

tanto, existe uma representação geométrica de um q-bit em R
3: a esfera de Bloch (Figura 1.1)

[10, 18]. Para tanto, passemos o q-bit

|ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, (1.7)

de coordenadas cartesianas para coordenadas polares (como anteriormente, α = a + i b e

β = c+ i d (a, b, c, d ∈ R)). Usando as representações polares de α e β,

α = |α| exp(iγ) e β = |β| exp(i(γ + ϕ)),

e definindo

cos(ξ) = |α| e sen(ξ) = |β|,
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ou ainda

ξ = arccos(
√
a2 + b2) = arcsen(

√
c2 + d2),

ϕ = arg(β) − arg(α),

γ = arg(α),

(1.8)

podemos, finalmente, escrever

|ψ〉 = exp(iγ)[cos(ξ) |0〉 + exp(iϕ) sen(ξ) |1〉]. (1.9)

Para fins de representação, vamos desconsiderar o termo externo aos colchetes, exp(iγ),

também chamado fator de fase global . Uma razão que permite essa simplificação é que sabe-

mos que a evolução de um q-bit é descrita, matematicamente, pela aplicação sucessiva de

operadores unitários. Ao aplicarmos uma matriz unitária U em um q-bit

|ψ〉 = exp(iγ)[cos(ξ) |0〉 + exp(iϕ) sen(ξ) |1〉], obtemos:

U |ψ〉 = exp(iγ)U [cos(ξ) |0〉 + exp(iϕ) sen(ξ) |1〉].

Note que o fator de fase global não se modifica pela aplicação de um operador unitário.

Logo, podemos desprezar o fator exp(iγ) e, a partir dáı, tentar encontrar uma representação

geométrica para um q-bit em R3. Fazendo a mudança de variável ξ → θ
2
, na equação

|ψ〉 = exp(iγ)[cos(ξ) |0〉 + exp(iϕ) sen(ξ) |1〉],

chegamos à forma para a representação polar de um q-bit mais comum na literatura da área:

|ψ〉 = exp(iγ)[cos(
θ

2
) |0〉 + exp(iϕ) sen(

θ

2
) |1〉].

Ficamos, então, com uma representação de três parâmetros: dois expĺıcitos, θ e ϕ, e um

impĺıcito, o comprimento do vetor, que é sempre igual a um. Ou seja, sua representação

polar no R
3, será da forma:











x

y

z











=











cos(ϕ) sen(θ)

sen(ϕ) sen(θ)

cos(θ)











,
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onde 0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ ϕ < 2π.

Usando essas convenções, a representação da base computacional, na esfera de Bloch

(Figura 1.1), será:

|0〉 =











0

0

1











e |1〉 =











0

0

−1











.

Ou seja, |0〉 será o pólo norte da esfera e |1〉 será seu pólo sul.

Dessa forma, todos os estados de um q-bit podem ser representados (a menos de um fator

multiplicativo) na esfera de Bloch.

Observação: Essa seção foi escrita baseada no artigo [7], onde pode-se encontrar mais

detalhes sobre a esfera de Bloch. Agradecemos aos autores pelo envio do artigo e do arquivo

relacionado a figura da esfera de Bloch [18] (figura 1.1).
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x

y

z

|0〉

|1〉

|ψ〉

ϕ

θ

Fig. 1.1: Esfera de Bloch.



Caṕıtulo 2

Rúıdos Quânticos

2.1 Operações Quânticas

Usaremos o formalismo matemático das operações quânticas para a descrição da dinâmica

de sistemas abertos, ou seja, sistemas que interagem com um sistema-meio, no qual essas

interações aparecem como rúıdo nos sistemas de processamento da informação quântica.

As operações quânticas são ferramentas muito poderosas que permitem que sejam

consideradas simultaneamente várias possibilidades f́ısicas. Elas podem ser usadas para

descrever quase todos os sistemas quânticos, incluindo sistemas fechados, sistemas fraca-

mente interagentes com o ambiente, sistemas fortemente interagentes com o ambiente e sis-

temas que estão sujeitos à mensuração. Uma outra caracteŕıstica interessante das operações

quânticas é que elas são particularmente bem adaptadas para descrever mudanças discre-

tas de estados, ou seja, transformações entre um estado inicial ρ e um estado final ρ
′

, sem

referência expĺıcita à passagem do tempo. Essa análise de tempo discreto é diferente das

ferramentas tradicionalmente usadas para a descrição de sistemas quânticos abertos (tais

como “equações mestras”, “equações de Langevin”e “equações diferencias estocásticas”),

que tendem a ser descrições de tempo cont́ınuo [1, 17, 19].

15
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Podemos definir uma operação quântica como um mapeamento que transforma um sis-

tema quântico, definido por um operador (matriz) densidade ρ, em um outro sistema ρ
′

na

forma ǫ(ρ), ou seja,

ρ
′

= ǫ(ρ),

onde ǫ é a operação quântica envolvida.

Dois exemplos simples de operações quânticas que já vimos são as transformações unitárias

e as medidas, para as quais temos ǫ(ρ) = UρU † e ǫn(ρ) = MnρM
†
n, respectivamente.

Existem três maneiras diferentes de descrever operações quânticas, todas matematica-

mente equivalentes [17, 19]. No nosso trabalho, usaremos apenas o método de representação

de operador-soma. A representação de operador soma é interessante pois atribui toda a im-

portância da descrição da dinâmica do sistema conjunto (principal x ambiente) ao sistema

principal. Tudo o que é preciso está nos operadores, que atuam somente sobre o sistema

principal. Isso simplifica os cálculos e frequentemente leva a um maior entendimento teórico.

Usando a representação de operador soma, a definição de operação quântica será dado

por:

ǫ(ρ) =
∑

k

EkρE
†
k,

onde os operadores {Ek} são chamados de elementos de operação da operação quântica ǫ,

que satisfazem uma importante relação

∑

k

EkE
†
k = I,

chamada de relação de completitude.

Observação: A equação acima é satisfeita por operações quânticas que preservam o traço,

ou seja, tr(ǫ(ρ)) = 1. Porém, existem operações quânticas que não preservam o traço, nesse

caso, temos tr(ǫ(ρ)) < 1.
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2.2 Liberdade na Representação de Operador-Soma

Considere as operações quânticas E e F , atuando sobre um único q-bit, com representações

de operador-soma

E(ρ) =
∑

k

EkρE
†
k

e

F (ρ) =
∑

k

FkρF
†
k ,

em que os elementos de operações de E e de F são definidos por:

E1 =
I√
2

=
1√
2





1 0

0 1



 ; E2 =
Z√
2

=
1√
2





0 1

1 0



 ;

e

F1 =
1

2





1 1

1 1



 ; F2 =
1

2





1 −1

−1 1



 .

Apesar de parecerem operações quânticas diferentes, E e F são, na verdade, a mesma

operação quântica. Para ver isso, note que F1 = E1+E2√
2

e F2 = E1−E2√
2

. Logo,

F (ρ) = F1ρF
†
1 + F2ρF

†
2 = E1ρE

†
1 + E2ρE

†
2 = E(ρ).

Esse exemplo mostra que os elementos de operação que aparecem em uma representação

de operador-soma não são únicos. Entender quando isso acontece é importante, pelo menos,

por duas razões. Primeira: do ponto de vista f́ısico, compreender a liberdade na representação

nos ajuda a entender como diferentes processos f́ısicos dão origem à mesma dinâmica no

sistema. Segunda: essa compreensão é crucial para o desenvolvimento dos métodos de

correções quânticas de erro. Esse exemplo de liberdade na representação de operador-soma

é um exemplo da completa liberdade enunciada no seguinte teorema, demonstrado em [17].
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Teorema 4 Sejam {E1, . . . , Em} e {F1, . . . , Fn} elementos de operação que originam as

operações quânticas E e F, respectivamente. Adicionando operadores nulos na lista menor,

pode-se assegurar que m = n. Portanto, E = F se, e somente se, existirem números

complexos uij tais que Ei =
∑

j

uijFj, e uij sejam os elementos de uma matriz unitária m

por m.

O teorema anterior pode levar a uma outra questão interessante: qual o tamanho máximo

do ambiente necessário para simular um dada operação quântica?

A resposta é dada pelo seguinte teorema, também demonstrado em [17].

Teorema 5 Todas as operações quânticas ǫ em um espaço de Hilbert com dimensão n po-

dem ser geradas por uma representação de operador-soma contendo no máximo n2 elementos:

ǫ(ρ) =
m

∑

k=1

EkρE
†
k,

onde 1 ≤ m ≤ n2.



Caṕıtulo 3

Exemplos de Rúıdos Quânticos sobre

um q-bit

Sob o ponto de vista da teoria da informação quântica [6, 14], a informação é transmitida

através de canais quânticos, que podem ser definidos como sistemas quânticos que levam

alguma informação de um ponto X para um ponto Y . Matematicamente, um canal quântico

pode ser definido por uma operação quântica. Os canais quânticos de maior interesse são

aqueles que apresentam rúıdos, no nosso caso rúıdos quânticos, ou perda de informação

[3, 12, 15, 17, 19]. Apresentaremos alguns exemplos concretos de rúıdos quânticos que

desempenham um papel muito importante na compreensão dos efeitos práticos do rúıdo em

sistemas quânticos.

3.1 Descrição Geométrica de Operações Quânticas so-

bre um q-bit

Existe um elegante método geométrico que permite a visualização de operações quânticas

sobre um q-bit [5, 7, 9, 10, 12, 17]. Esse método ajuda a desenvolver uma noção intuitiva do

comportamento das operações em termos da esfera de Bloch. Para uma operação quântica

que preserva o traço, podemos interpretá-la como uma ação sobre o raio da esfera de Bloch.

19
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Desta forma, após atravessar o canal, o raio sofre uma deformação de acordo com o tipo de

operação determinada pelos elementos de operação.

Usaremos o fato de que o estado de um único q-bit ρ, representado na forma de operador

densidade, pode sempre ser escrito na seguinte forma [17, 19]:

ρ =
1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz



 ,

onde (rx, ry, rz) são as coordenadas de ρ na esfera de Bloch.

A seguir, daremos uma interpretação geométrica de vários tipos de canais

quânticos [1, 3, 17, 19].

3.2 Canal de Inversão de q-bit

O canal de inversão de q-bit inverte o estado de um q-bit de |0〉 para |1〉 (e vice-versa) com

probabilidade 1-p. Seus elementos de operações são [1, 3, 17]:

E0 =
√
pI =

√
p





1 0

0 1





e

E1 =
√

1 − pX =
√

1 − p





0 1

1 0



 .

Antes de observarmos o efeito geométrico do canal de inversão de q-bit, iremos fazer

os cálculos referentes à operação quântica em questão, que será representada na forma de

operador soma, ou seja,

ǫ(ρ) = E0ρE0
† + E1ρE1

†.
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Tendo em mente que I =





1 0

0 1



, X =





0 1

1 0



 e usando os elementos de operação

acima, temos:

ǫ(ρ) =
√
pIρ

√
pI +

√
1 − pXρ

√
1 − pX

=
√
pI 1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
pI + (1 − p)





0 1

1 0





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz









0 1

1 0





=1

2
{





p(1 + rz) p(rx − iry)

p(rx + iry) p(1 − rz)



+





(1 − p)(1 + rz) (1 − p)(rx − iry)

(1 − p)(rx + iry) (1 − p)(1 − rz)



}

= 1

2





p+ prz + 1 − rz − p+ prz prx − ipry + rx + iry − prx − piry

prx + ipry + rx − iry − prx + piry p− prz + 1 + rz − p− prz





=1

2





1 + (2p− 1)rz rx + (−2pi+ i)ry

rx + (2pi− i)ry 1 + (−2p+ 1)rz



=1

2





1 + (2p− 1)rz rx + (1 − 2p)iry

rx + (2p− 1)iry 1 + (−2p+ 1)rz



.

Igualando a ρ = 1

2





1 + r̂z r̂x − ir̂y

r̂x + ir̂y 1 − r̂z



, temos:

1 + r̂z = 1 + rz(2p− 1) implica que r̂z = rz(2p− 1) , de r̂x − ir̂y = rx + iry(1 − 2p) e

r̂x + ir̂y = rx + iry(2p− 1), temos r̂x = rx e r̂y = ry(2p− 1) .

Logo, teremos (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx, ry(2p− 1), rz(2p− 1)) .
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Ou seja, os estados sobre o eixo x̂ não são alterados, enquanto aqueles no plano ŷ-ẑ são

contráıdos e/ou refletidos por um fator 1 − 2p.

Agora, iremos ilustrar o efeito geométrico do canal de inversão de q-bit para as

probabilidades p = 0, p = 0.3, p = 0.5, p = 0.7 e p = 1.

−1.0

−0.5−1.0
−1.0

−0.5

0.0−0.5

z

x

0.0

0.0 0.5

0.5

y 0.5
1.0

1.0

1.0

−1.0

−0.5−1.0
−1.0

−0.5

−0.5 0.0
x

0.0

0.0
0.5

z

y

0.5

0.5
1.0

1.0

1.0

Fig. 3.1: Esfera de Bloch e o efeito do canal de inversão de q-bit com p = 0, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) =
(rx,−ry,−rz).
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Fig. 3.2: Efeito do canal de inversão de q-bit para p = 0.3, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx,−0.4ry,−0.4rz),
e para p = 0.5, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx, 0, 0).
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Fig. 3.3: Efeito do canal de inversão de q-bit com p = 0.7, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx, 0.4ry, 0.4rz), e
para p = 1, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx, ry, rz), a própria Esfera de Bloch.
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3.3 Canal de Inversão de Fase

O canal de inversão de fase tem os seguintes elementos de operação [1, 17]:

E0 =
√
pI =

√
p





1 0

0 1





e

E1 =
√

1 − pZ =
√

1 − p





1 0

0 −1



 .

Iremos fazer os cálculos referentes à operação quântica em questão, que será representada

na forma de operador soma, ou seja,

ǫ(ρ) = E0ρE0
† + E1ρE1

†.

Tendo em mente que I =





1 0

0 1



, Z =





1 0

0 −1



 e usando os elementos de operação

acima, temos:

ǫ(ρ) =
√
pIρ

√
pI +

√
1 − pZρ

√
1 − pZ

=
√
pI 1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
pI+(1 − p)





1 0

0 −1





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz









1 0

0 −1





=1

2
{





p(1 + rz) p(rx − iry)

p(rx + iry) p(1 − rz)



+





(1 − p)(1 + rz) −(1 − p)(rx − iry)

−(1 − p)(rx + iry) (1 − p)(1 − rz)



}
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=1

2





p+ prz + 1 + rz − p− prz prx − ipry − rx + iry + prx − piry

prx + ipry − rx − iry + prx + piry p− prz + 1 − rz − p+ prz





=1

2





1 + rz (2p− 1)rx + (−2pi+ i)ry

(2p− 1)rx + (2pi− i)ry 1 − rz





=1

2





1 + rz (2p− 1)rx + (1 − 2p)iry

(2p− 1)rx + (2p− 1)iry 1 − rz



.

Igualando a ρ = 1

2





1 + r̂z r̂x − ir̂y

r̂x + ir̂y 1 − r̂z



, temos:

1 + r̂z = 1 + rz implica que r̂z = rz , de r̂x − ir̂y = (2p− 1)rx + iry(1 − 2p)

e r̂x + ir̂y = (2p− 1)rx + iry(2p− 1), temos r̂x = (2p− 1)rx e r̂y = (2p− 1)ry .

Logo, teremos (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx(2p− 1), ry(2p− 1), rz) .

Ou seja, os estados sobre o eixo ẑ não são alterados, enquanto aqueles no plano x̂-ŷ são

contráıdos e/ou refletidos por um fator 1 − 2p.

Será mostrado agora o efeito geométrico do canal de inversão de fase para as probabili-

dades p = 0, p = 0.3, p = 0.5, p = 0.7 e p = 1.
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−1.0

−0.5−1.0
−1.0

−0.5

0.0−0.5

z

x

0.0

0.0 0.5

0.5

y 0.5
1.0

1.0

1.0

−1.0

−1.0 −0.5−1.0

−0.5

−0.5 0.0
x0.0

0.0

0.5y

z

0.5

0.5

1.01.0

1.0

Fig. 3.4: Esfera de Bloch e o efeito do canal de inversão de fase com p = 0, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) =
(−rx,−ry, rz).
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Fig. 3.5: Efeito do canal de inversão de fase para p = 0.3, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (−0.4rx,−0.4ry, rz),
e para p = 0.5, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0, 0, rz).
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Fig. 3.6: Efeito do canal de inversão de fase para p = 0.7, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0.4rx, 0.4ry, rz), e
para p = 1, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx, ry, rz), a própria Esfera de Bloch.

3.4 Canal de Inversão de q-bit e Inversão de Fase

O canal de inversão de q-bit e fase tem os seguintes elementos de operação [17]:

E0 =
√
pI =

√
p





1 0

0 1



 ,

e

E1 =
√

1 − pY =
√

1 − p





0 −i
i 0



 .

Como o nome indica, trata-se de uma combinação de inversão de q-bit e fase, pois Y =

iXZ [17].
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Os cálculos detalhados referente à operação quântica de canal de inversão de q-bit e fase,

serão realizados abaixo, onde sua representação de operador soma é dada por:

ǫ(ρ) = E0ρE0
† + E1ρE1

†.

Tendo em vista que I =





1 0

0 1



, Y =





0 −i
i 0



 e usando os elementos de operação

acima temos:

ǫ(ρ) =
√
pIρ

√
pI +

√
1 − pY ρ

√
1 − pY

=
√
pI 1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
pI+ (1 − p)





0 −i
i 0





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz









0 −i
i 0





=1

2
{





p(1 + rz) p(rx − iry)

p(rx + iry) p(1 − rz)



+





(1 − p)(1 − rz) −(1 − p)(rx + iry)

−(1 − p)(rx − iry) (1 − p)(1 + rz)



}

= 1

2





p+ prz + 1 − rz − p+ prz prx − ipry − rx − iry + prx + piry

prx + ipry − rx + iry + prx − piry p− prz + 1 + rz − p− prz





=1

2





1 + (2p− 1)rz (2p− 1)rx − iry

(2p− 1)rx + iry 1 + (1 − 2p)rz



.

Igualando a ρ = 1

2





1 + r̂z r̂x − ir̂y

r̂x + ir̂y 1 − r̂z



, temos:

1 + r̂z = 1 + (2p− 1)rz implica que r̂z = (2p− 1)rz , de r̂x − ir̂y = (2p− 1)rx − iry
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e r̂x + ir̂y = (2p− 1)rx + iry temos r̂x = (2p− 1)rx e r̂y = ry .

Logo, teremos (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx(2p− 1), ry, rz(2p− 1)) .

Ou seja, os estados sobre o eixo ŷ não são alterados, enquanto aqueles no plano x̂-ẑ são

contráıdos e/ou refletidos por um fator 1 − 2p.

A ilustração do efeito geométrico do canal de inversão de q-bit e fase é mostrado abaixo

para as probabilidades p = 0, p = 0.3, p = 0.5, p = 0.7 e p = 1.
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Fig. 3.7: Esfera de Bloch e o efeito do canal de inversão de q-bit e fase com p = 0, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) =
(−rx, ry,−rz).
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Fig. 3.8: Efeito do canal de inversão de q-bit e fase para p = 0.3, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) =
(−0.4rx, ry,−0.4rz), e para p = 0.5, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0, ry, 0).
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Fig. 3.9: Efeito do canal de inversão de q-bit e fase com p = 0.7, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0.4rx, ry, 0.4rz),
e para p = 1, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx, ry, rz), a própria Esfera de Bloch.
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3.5 Canal de Despolarização

O canal de despolarização é um importante tipo de rúıdo quântico, onde seus elementos de

operação são [1, 3, 17, 19]:

E0 =

√

1 − 3p

4
I =

√

1 − 3p

4





1 0

0 1



 ,

E1 =

√
p

2
X =

√
p

2





0 1

1 0



 ,

E2 =

√
p

2
Y =

√
p

2





0 −i
i 0



 ,

e

E3 =

√
p

2
Z =

√
p

2





1 0

0 −1



 .

Logo, teremos:

ǫ(ρ) =
√

1 − 3p

4
Iρ

√

1 − 3p

4
I +

√
p

2
Xρ

√
p

2
X +

√
p

2
Y ρ

√
p

2
Y +

√
p

2
Zρ

√
p

2
Z

={
√

1 − 3p

4





1 0

0 1





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√

1 − 3p

4





1 0

0 1



+

+
√

p

2





0 1

1 0





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
p

2





0 1

1 0



+
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+
√

p

2





0 −i
i 0





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
p

2





0 −i
i 0



+

+
√

p

2





1 0

0 −1





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
p

2





1 0

0 −1



}

=1

2
{





(1 − 3p

4
)(1 + rz) (1 − 3p

4
)(rx − iry)

(1 − 3p

4
)(rx + iry) (1 − 3p

4
)(1 − rz)



+





p

4
(1 − rz)

p

4
(rx + iry)

p

4
(rx − iry)

p

4
(1 + rz)



+

+





p

4
(1 − rz) −p

4
(rx + iry)

−p

4
(rx − iry)

p

4
(1 + rz)



+





p

4
(1 + rz) −p

4
(rx − iry)

−p

4
(rx + iry)

p

4
(1 − rz)



}

=1

2





1 + (1 − p)rz (1 − p)(rx − iry)

(1 − p)(rx + iry) 1 + (p− 1)rz



.

Igualando a ρ = 1

2





1 + r̂z r̂x − ir̂y

r̂x + ir̂y 1 − r̂z



, temos:

1 + r̂z = 1 + (1 − p)rz implica que r̂z = (1 − p)rz , de r̂x − ir̂y = (1 − p)(rx − iry)

e r̂x + ir̂y = (1 − p)(rx + iry), temos r̂x = (1 − p)rx e r̂y = (1 − p)ry .

Portanto, teremos (r̂x, r̂y, r̂z) = ((1 − p)rx, (1 − p)ry, (1 − p)rz) .

Ou seja, os estados são todos contráıdos por um fator 1 − p.
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Apresentaremos agora a descrição geométrica do canal de despolarização para as proba-

bilidades p = 0, p = 0.3, p = 0.5, p = 0.7 e p = 1.
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Fig. 3.10: Esfera de Bloch e o efeito do canal de despolarização com p = 0, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) =
(rx, ry, rz), a própria Esfera de Bloch.
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Fig. 3.11: Efeito do canal de despolarização para p = 0.3, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0.7rx, 0.7ry, 0.7rz), e
para p = 0.5, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0.5rx, 0.5ry, 0.5rz).
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Fig. 3.12: Efeito do canal de despolarização para p = 0.7, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0.3rx, 0.3ry, 0.3rz), e
para p = 1, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0, 0, 0) .

Existe uma outra parametrização do canal de despolarização, onde os elementos de

operação são [17]:
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E0 =
√

1 − pI =
√

1 − p





1 0

0 1



 ,

E1 =

√

p

3
X =

√
3p

3





0 1

1 0



 ,

E2 =

√

p

3
Y =

√
3p

3





0 −i
i 0



 ,

e

E3 =

√

p

3
Z =

√
3p

3





1 0

0 −1



 .

Tendo em mente que I =





1 0

0 1



, X =





0 1

1 0



, Y =





0 −i
i 0



, Z =





1 0

0 −1



 e

usando os elementos de operação acima, temos:

ǫ(ρ) =
√

1 − pIρ
√

1 − pI +
√

3p

3
Xρ

√
3p

3
X +

√
3p

3
Y ρ

√
3p

3
Y +

√
3p

3
Zρ

√
3p

3
Z

={√1 − p





1 0

0 1





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
1 − p





1 0

0 1



+

+
√

3p

3





0 1

1 0





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
3p

3





0 1

1 0



+
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+
√

3p

3





0 −i
i 0





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
3p

3





0 −i
i 0



+

+
√

3p

3





1 0

0 −1





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
3p

3





1 0

0 −1



}

=1

2
{





(1 − p)(1 + rz) (1 − p)(rx − iry)

(1 − p)(rx + iry) (1 − p)(1 − rz)



+





p

3
(1 − rz)

p

3
(rx + iry)

p

3
(rx − iry)

p

3
(1 + rz)



+

+





p

3
(1 − rz) −p

3
(rx + iry)

−p

3
(rx − iry)

p

3
(1 + rz)



+





p

3
(1 + rz) −p

3
(rx − iry)

−p

3
(rx + iry)

p

3
(1 − rz)



}

=1

2





1 + (1 − 4p

3
)rz (1 − 4p

3
)(rx − iry)

(1 − 4p

3
)(rx + iry) (1 − 4p

3
)rz



.

Igualando a ρ = 1

2





1 + r̂z r̂x − ir̂y

r̂x + ir̂y 1 − r̂z



, temos:

1 + r̂z = 1 + (1 − 4p

3
)rz implica que r̂z = (1 − 4p

3
)rz , de r̂x − ir̂y = (1 − 4p

3
)(rx − iry)

e r̂x + ir̂y = (1 − 4p

3
)(rx + iry), temos r̂x = (1 − 4p

3
)rx e r̂y = (1 − 4p

3
)ry .

Logo, teremos (r̂x, r̂y, r̂z) = ((1 − 4p

3
)rx, (1 − 4p

3
)ry, (1 − 4p

3
)rz .

Ou seja, os estados são todos contráıdos uniformente por um fator 1− 4p

3
, para 0 ≤ p ≤ 3

4
,

ou contração seguida de inversão na origem para 3

4
≤ p ≤ 1.
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3.6 Canal de Atenuação de Amplitude

Uma importante aplicação das operações quânticas é a descrição de processos de dissipação

de energia. Cada um desses processos tem caracteŕısticas particulares, mas o comporta-

mento geral de todos eles é bem caracterizado por uma operação conhecida como atenuação

de amplitude, cujos os elementos de operação são [3, 17]:

E0 =





1 0

0
√

1 − γ





e

E1 =





0
√
γ

0 0



 ,

onde o γ pode ser visto como a probabilidade de um fóton ser perdido numa cavidade sujeita

à atenuação.

Os cálculos referentes à operação quântica de atenuação de amplitude, que será repre-

sentada na forma de operador soma, são:

ǫ(ρ)={
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

1 0
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1 − γ(rx − iry)

√
1 − γ(rx + iry) (1 − γ)(1 − rz)


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Igualando a ρ = 1

2





1 + r̂z r̂x − ir̂y

r̂x + ir̂y 1 − r̂z



, temos:

1 + r̂z = 1 + γ + (1− γ)rz implica que r̂z = γ + (1 − γ)rz , de r̂x − ir̂y =
√

1 − γ(rx − iry) e

r̂x + ir̂y =
√

1 − γ(rx + iry), temos r̂x =
√

1 − γrx e r̂y =
√

1 − γry .

Logo, teremos: (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx

√
1 − γ, ry

√
1 − γ, γ + rz(1 − γ)) .

Neste caso, temos que o pólo norte (o estado |0〉) é um ponto fixo nesta deformação, cujo

processo é uma contração da esfera de Bloch de fator
√

1 − γ nas direções perpendiculares

ao eixo norte-sul, composta com uma translação de γ no sentido sul-norte.

Iremos ilustrar o efeito geométrico da atenuação de amplitude para as probabilidades

p = 0, p = 0.3, p = 0.5, p = 0.7 e p = 1.
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Fig. 3.13: Esfera de Bloch e o efeito da atenuação de amplitude com p = 0, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) =
(rx, ry, rz), a própria Esfera de Bloch.
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Fig. 3.14: Efeito da atenuação de amplitude com p = 0.3, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (
√
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rx,

√
70

10
ry, 0.3 +

0.7rz), e para p = 0.5, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (
√

2

2
rx,

√
2

2
ry, 0.5 + 0.5rz).
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Fig. 3.15: Efeito da atenuação de amplitude para p = 0.7, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (
√

30

10
rx,

√
30

10
ry, 0.7 +

0.3rz), e para p = 1, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0, 0, 1).

A atenuação de amplitude pode ser generalizada, onde os elementos de operação são [17]:
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E0 =
√
p





1 0

0
√

1 − γ



 ,

E1 =
√
p





0
√
γ

0 0



 ,

E2 =
√

1 − p





√
1 − γ 0

0 1



 ,

e

E3 =
√

1 − p





0 0
√
γ 0



 .

Na representação de operador soma, temos:

ǫ(ρ) = E0ρE0
† + E1ρE1

† + E2ρE2
† + E3ρE3

†.

Logo, teremos:

ǫ(ρ)={√p





1 0

0
√

1 − γ





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
p





1 0

0
√

1 − γ



+

+
√
p





0
√
γ

0 0





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
p





0 0
√
γ 0



+

+
√

1 − p





√
1 − γ 0

0 1





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
1 − p





√
1 − γ 0

0 1



+
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+
√

1 − p





0 0
√
γ 0





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz





√
1 − p





0
√
γ

0 0



}

=1

2
{





p(1 + rz)
√

1 − γ(rx − iry)
√

1 − γ(rx + iry) p(1 − γ)(1 − rz)



+





pγ(1 − rz) 0

0 0



+

+





(1 − p)(1 − γ)(1 + rz) (1 − p)
√

1 − γ(rx − iry)

(1 − p)
√

1 − γ(rx + iry) (1 − p)(1 − rz)



+





0 0

0 (1 − p)γ(1 + rz)



}

=1

2





1 + (2p− 1)γ + (1 − γ)rz

√
1 − γ(rx − iry)

√
1 − γ(rx + iry) 1 − (2p− 1)γ − (1 − γ)rz



.

Igualando a ρ = 1

2





1 + r̂z r̂x − ir̂y

r̂x + ir̂y 1 − r̂z



, temos:

1 + r̂z = 1 + (2p− 1)γ + (1 − γ)rz implica que r̂z = (2p− 1)γ + (1 − γ)rz , de r̂x − ir̂y=

√
1 − γ(rx − iry) e r̂x + ir̂y =

√
1 − γ(rx + iry), temos r̂x =

√
1 − γrx e r̂y =

√
1 − γry .

Portanto (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx

√
1 − γ, ry

√
1 − γ, γ(2p− 1) + rz(1 − γ)) .

Ou seja, os estados são contráıdos para pontos ao longo do eixo ẑ por um fator 2p− 1.

Uma observação importante é que o estado ρ∞ =
√

1 − p





p 0

0 1 − p



 é invariante

(estacionário) [17] pelos elementos de operação da atenuação de amplitude generalizada,
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ou seja :

ǫ(ρ∞) = ρ∞. De fato:

ǫ(ρ∞)={√p





1 0

0
√

1 − γ





√
1 − p





p 0

0 1 − p





√
p





1 0

0
√

1 − γ



+

+
√
p





0
√
γ

0 0





√
1 − p





p 0

0 1 − p





√
p





0 0
√
γ 0



+

+
√

1 − p





√
1 − γ 0

0 1





√
1 − p





p 0

0 1 − p





√
1 − p





√
1 − γ 0

0 1



+

+
√

1 − p





0 0
√
γ 0





√
1 − p





p 0

0 1 − p





√
1 − p





0
√
γ

0 0



}

=
√

1 − p{





p2 0

0 p(1 − γ)(1 − p)



+





pγ(1 − p) 0

0 0



+

+





p(1 − γ)(1 − p) 0

0 (1 − p)2



+





0 0

0 p(1 − p)γ



}

=
√

1 − p





p 0

0 1 − p



=ρ∞.

O efeito da atenuação de amplitude generalizada pode ser visualizado na esfera de Bloch

nas figuras abaixo.
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Fig. 3.16: Esfera de Bloch e o efeito da atenuação de amplitude generalizada com p = 0 e γ = 0, ou
seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx, ry, rz), a própria Esfera de Bloch.
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Fig. 3.17: Efeito da atenuação de amplitude generalizada para p = 0.3 e γ = 0.3, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) =

(
√

70

10
rx,

√
70

10
ry,−0.12 + 0.7rz), e para p = 0.5 e γ = 0.5, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (

√
2

2
rx,

√
2

2
ry, 0.5rz).
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Fig. 3.18: Efeito da atenuação de amplitude generalizada para p = 0.7 e γ = 0.7, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) =

(
√

30

10
rx,

√
30

10
ry, 0.28 + 0.3rz), e para p = 1 e γ = 1, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0, 0, 1).

Obs.: Note que se p = 1, na atenuação de amplitude generalizada, obtemos a atenuação

de amplitude. Portanto, torna-se claro que a diferença entre as duas atenuações é somente

em relação ao ponto fixo para onde se dá o fluxo; o estado final é ao longo do eixo z, no

ponto (2p− 1), que é um estado misto.
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3.7 Canal de Atenuação de Fase

Um processo de rúıdo inteiramente quântico [1, 3, 17, 19], que descreve a perda de informação

quântica sem perda de energia, é a atenuação de fase. Os elementos de operação são:

E0 =





1 0

0
√

1 − λ





e

E1 =





0 0

0
√
λ



 ,

onde λ pode ser interpretado como a probabilidade de um fóton do sistema ter sido espalhado

(sem perda de energia). Como no caso da atenuação de amplitude, E0 deixa |0〉 invariante,

mas reduz a amplitude de |1〉. Contudo, de forma diferente da atenuação de amplitude, E1

destrói |0〉 e reduz a amplitude |1〉, mas não o inverte para |0〉.
Iremos realizar agora os cálculos detalhados da operação quântica de atenuação de fase.

ǫ(ρ)={





1 0

0
√

1 − γ





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz









1 0

0
√

1 − γ



+

+





0 0

0
√
γ





1

2





1 + rz rx − iry

rx + iry 1 − rz









0 0

0
√
γ



}

=1

2





1 + rz

√
1 − γ(rx − iry)

√
1 − γ(rx + iry) 1 − rz



.

Igualando a ρ = 1

2





1 + r̂z r̂x − ir̂y

r̂x + ir̂y 1 − r̂z



, temos:
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1+r̂z = 1+rz implica que r̂z = rz , de r̂x−ir̂y =
√

1 − γ(rx−iry) e r̂x+ir̂y =
√

1 − γ(rx+iry),

temos r̂x =
√

1 − γrx e r̂y =
√

1 − γry .

Logo, teremos: (r̂x, r̂y, r̂z) = (
√

1 − γrx,
√

1 − γry, rz) .

O efeito geométrico desse canal será descrito abaixo, para as probabilidades p = 0,

p = 0.3, p = 0.5, p = 0.7 e p = 1.
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Fig. 3.19: Esfera de Bloch e o efeito da Atenuação de Fase com p = 0, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (rx, ry, rz),
a própria Esfera de Bloch.
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Fig. 3.20: Efeito da Atenuação de Fase para p = 0.3, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (
√
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10
rx,

√
70

10
ry, rz), e para

p = 0.5, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (
√

2

2
rx,

√
2

2
ry, rz).

−1.0

−0.5

−1.0

−1.0

−0.5

0.0

−0.5

z

x

y

0.0

0.0
0.5

0.5

0.5

1.0

1.0
1.0

−1.0
−0.5−1.0

−1.0

−0.5

z

−0.5

0.0

0.0

y

x

0.0

0.5

0.5

1.0

0.5
1.0

1.0

Fig. 3.21: Efeito da Atenuação de Fase para p = 0.7, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (
√
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10
rx,

√
30

10
ry, rz), e para

p = 1, ou seja (r̂x, r̂y, r̂z) = (0, 0, rz).
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Percebemos que a descrição geométrica do canal de atenuação de fase apresenta certa

semelhança com o canal de inversão de fase. Na verdade, se usarmos os teoremas sobre liber-

dade na representação de operador soma do caṕıtulo 2, conseguiremos uma recombinação

dos elementos de operação, dados abaixo [1, 17]:

Ê0 =





√
α 0

0
√
α





e

Ê1 =





√
1 − α 0

0 −
√

1 − α



 ,

onde α = 1+
√

1−λ

2
. Concluimos, então, que a operação quântica de atenuação de fase é

exatamente a mesma do canal de inversão de fase, vista anteriormente.
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Conclusões

Apresentamos nessa dissertação de mestrado uma aplicação de álgebra linear em rúıdos

quânticos, onde descrevemos detalhadamente os cálculos necessários para a representação

geométrica de vários tipos de rúıdos quânticos em canais quânticos, tais como, canal de

inversão de q-bit, canal de inversão de fase, canal de inversão de q-bit e fase, canal de

despolarização, canal de atenuação de amplitude e canal de atenuação de fase.

Um aspecto importante foi mostrar que, usando conceitos básicos de álgebra linear,

podemos estudar um tópico importante da área de informação quântica, com ênfase na

interpretação geométrica dos efeitos dos rúıdos quânticos.

De uma maneira geral, acreditamos que uma possibilidade para estudo posterior seria

investigar os aspectos algébricos e geométricos de canais quânticos para mais de um q-bit.

Um objetivo mais espećıfico poderia ser direcionado para a obtenção de uma repre-

sentação geométrica que explique todas as representações geométricas de rúıdos quânticos

obtidas neste trabalho. Essa idéia é baseada no fato de que uma operação quântica ǫ pode

ser representada por [13]:

ǫ(ρ) = Uφ(ρ)U †,

onde U ∈ C
2×2 é um operador unitário e φ : C

2×2 → C
2×2 é uma transformação linear, cuja

49
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representação matricial na base











1 0

0 1



 ,





0 1

1 0



 ,





0 −i
i 0



 ,





1 0

0 −1











é dada por
















1 0 0 0

t1 λ1 0 0

t2 0 λ2 0

t3 0 0 λ3

















.

O fato mais importante é que a imagem de φ sobre ρ está associada a um elipsóide, dado

por
(

x1 − t1

λ1

)2

+

(

x2 − t2

λ2

)2

+

(

x3 − t3

λ3

)2

= 1,

e que o operador U , por sua vez, está associado a uma rotação desse elipsóide. Ou seja,

podemos interpretar o efeito do canal quântico, descrito por ǫ, como uma deformação da

esfera de Bloch em um elipsóide.
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