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“Just think of all those hungry mouths we have to feed
Take a look at all the suffering we breed

So many lonely faces scattered all around

Searching for what they need.

Is this the world we created, what did we do it for
Is this the world we invaded, against the law

So it seems in the end

Is this what we’re all living for today

The world that we created.

You know that everyday a helpless child is born
Who needs some loving care inside a happy home
Somewhere a wealthy man is sitting on his throne
Waiting for life to go by.

Is this the world we created, we made it on our own
Is this the world we devasted, right to the bone

If there’s a God in the sky looking down

What can he think of what we’ve done

To the world that He created.” (Queen)

Dedico esta tese a minha irma Marilia,
que trabalhou para tornar este,

um mundo melhor.

vii



Agradecimentos

“ Fxaltar-te-ei o Senhor, porque tu me exaltaste, e nao fizeste com que meus inimigos
se alegrassem sobre mim.” (Sl 30,2)

Agradeco, inicialmente, ao Prof. Patricio A. Letelier a orientacao séria, completa e
de qualidade inquestionavel.

Agradeco a todos os amigos, cuja amizade tornou o caminho menos arduo. Em
especial, quero agradecer ao Luis Alberto, cuja intervengao no momento certo foi providencial.

Gostaria de agradecer a todos os funcionarios do IMECC/Unicamp e do DMA/UFV.
E também a todos os meus colegas do Departamento de Matematica da UFV, que nunca
deixaram de me incentivar. Em especial a Lucy e ao Frederico.

Agradeco aos meus pais Simplicio e Maria José, que me ensinaram a nao desistir, e
meus irmaos Patricia e Renato, que me ajudaram a prosseguir.

Finalmente, agradeco o apoio financeiro do PICDT-CAPES.

“Até aqui nos tem ajudado o Senhor.” (1Sm 7,12b)

ix



Resumo

Varias solugoes das equagoes de Einstein admitem curvas tipo-tempo fechadas (CTCs). Es-
tudamos o comportamento deste tipo de curva quanto a estabilidade linear. Analisando as
CTCs no universo de Godel, encontramos que elas sao linearmente estaveis, assim como as
curvas desse tipo encontradas em um exemplo particular de métrica tipo-Godel com fundo
plano. As CTCs que aparecem no modelo contendo uma tnica corda césmica girante tam-
bém apresentam estabilidade linear. Estudamos todos os exemplos conhecidos de solugoes das
equagoes de Einstein que possuem geodésicas tipo-tempo fechadas (CTGs). Encontramos que
a CTG apresentada pelos autores da solucao dos dois perjeons nao é linearmente estavel, mas
obtivemos condicoes, para os parametros desse modelo, sob as quais ela admite outras CTGs e,
sob condicoes mais restritivas, obtivemos CTGs linearmente estaveis. As CTGs apresentadas
por Soares em seu modelo topolégico e por Grgn e Johannesen em seu modelo da nivem de
cordas nao possuem estabilidade linear. Ja as CTGs de uma das solugoes dada por van Stoc-
kum foram analisadas e verificamos que sao linearmente estaveis. Encontramos CTGs em um
exemplo particular de métrica tipo-Godel com fundo conformemente plano, e estas também sao
estaveis. Analisamos, também, a deformacao provocada pelo buraco negro de Schwarzschild
ao ser colocado em um espago-tempo com uma corda césmica girante. Encontramos as CTGs

desse espago-tempo e determinamos as condi¢oes para que estas sejam estaveis.
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Abstract

Several solutions of Einstein’s field equations admit closed timelike curves (CTCs). We
study the linear stability of this kind of curve. We analyze the CTCs in Godel universe and
we find that these curves are stable. The same occurs with the CTCs of a particular case
of Godel-type metric with flat background and with CTCs of a model that contains a single
spinning cosmic string. We study all known solutions of Einstein’s equations that contain closed
timelike geodesics (CTGs). We find that the CTG presented by Bonnor and Steadman in their
model of two Perjeons is not stable under linear perturbations, but we present conditions to
have stable CTGs in this model. The CTGs presented by Soares in his topological model
and those presented by Grgn and Johannensen in their model of the cloud of strings are not
stable. But, analizing the C'TGs presented by Steadman in a solution gave by van Stockum, we
conclude that these curves are stable. Besides these known CTGs, we find this kind of curve in
a particular case of Godel-type metric with conformally flat background and we also find that
they are stable. We also study the deformation that a Schwarzschild black hole causes in the
spacetime of a single spinning cosmic string. We find the CTGs of this new spacetime and we

determine conditions to have linear stability.
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Introducao

A primeira descricao cientifica do tempo foi feita em 1689, por Sir Isaac Newton. Na teoria
de Newton o tempo era absoluto e passava incessantemente. Nao havia como dar a volta e
retornar para um tempo anterior. Mas a situacao se modificou quando Einstein formulou a sua
teoria da relatividade geral, em 1915. O tempo agora estava ligado ao espa¢co em uma nova
entidade denominada espaco-tempo. O espaco-tempo nao era um local fixo e absoluto onde os
eventos tinham lugar. Ao contréario, espaco e tempo tornavam-se dinamicos nas equagoes de
Einstein, que descreviam como a matéria e a energia do universo os curvavam e os distorciam.
O tempo sempre se somava, em cada lugar, mas havia agora a possibilidade de que o espago-
tempo se curvasse de tal modo que uma pessoa pudesse seguir um caminho que a trouxesse de
volta antes que ela tivesse partido [1].

Uma forma de se fazer essa viagem seria utilizar um buraco de minhoca, tubos hipotéticos
de espago-tempo que podem conectar diferentes regides do espaco e do tempo. A idéia é entrar
por uma boca do buraco de minhoca e sair pela outra em um lugar diferente e em um tempo
diferente [2]. Outra forma seria encontrar uma curva tipo-tempo fechada no nosso espago-
tempo.

Em relatividade geral, uma curva tipo-tempo no espago-tempo representa um possivel ca-
minho de um objeto fisico. Normalmente tal curva corre do passado para o futuro, mas em

1



2 Introducao

alguns espaco-tempos tais curvas podem se interceptar suavemente, gerando um laco temporal,
ou uma curva tipo-tempo fechada (CTC) [3]. J& que todos os eventos sdo fungdes do espago-
tempo, todos os acontecimentos ao longo da CTC sao periédicos com um periodo dado pela
integral sobre a diferencial do parametro que mede o tempo proprio tomada de um evento
inicial indo para frente, e entao, voltando a esse evento. A nocao de causalidade e a crenga
no livre arbitrio, a habilidade de afetar o futuro mas nao o passado, sao mudadas pela exis-
téncia das curvas tipo-tempo fechadas. Além dos paradoxos usuais, parece que a existéncia de
CTCs induz a impossibilidades fisicas, como a necessidade de se trabalhar com densidade de
energia negativa. Poderia se especular que essas impossibilidades seriam eliminadas por efeitos
quanticos-gravitacionais, mas pelo que sabemos até agora, nossa experiéncia parece indicar que
as leis da fisica nao permitem o aparecimento de CTCs. Isto é o que, essencialmente, diz a
Conjectura da Protegao a Cronologia (CPC) proposta por Hawking em 1992 [4].

A principio, a existéncia de CTCs foi tomada como mera curiosidade proveniente das equa-
¢oes de Einstein ja que as primeiras métricas estudadas que continham estas curvas eram
nao-realistas [3]. Em 1949 Godel encontrou uma solucao para as equagoes de campo de Eins-
tein com constante cosmoldgica nao-nula que admite curvas tipo-tempo fechadas [5]. Pode-se
argumentar que a solucao de Godel nao tenha significado fisico, ja que corresponde a uma cos-
mologia estacionaria em rotacao, embora o universo atual esteja em expansao e aparentemente
nao esteja em rotagao. A solucao de van Stockum [6], que também contém CTCs, é fisicamente
inadmissivel pois se refere a um cilindro infinitamente longo. Mas ja sao conhecidos exemplos
de solucoes da equagoes de Einstein no vacuo, as quais contéem CTCs, que podem represen-
tar o exterior de fontes fisicamente admissiveis [7] [8]. Em [7] é descrito o caso de uma barra
sem massa de comprimento finito em rotagao. Em [8] é analisada as CTCs no espago-tempo
de Kerr-Newman e numa solugao para as equacoes de Einstein chamada de Perjeon, devido
a Perjés [9], a qual representa um objeto carregado, magnetizado, em rotagao. Esta solucao
foi também estudada independentemente por Israel e Wilson [10]. Refere-se a ela como um

espago-tempo PIW.

Lelosed timelike curve



Introducao 3

Em alguns casos as CTCs podem ser descartadas, ou porque a fonte cobre a regiao onde elas
aparecem, ou porque para teé-las precisamos de uma forga externa atuando ao longo de toda
curva, processo que poderd consumir uma grande quantidade de energia. A energia necessdria
para se viajar numa CTC no universo de Godel, por exemplo, é calculada em [11]. Mas esse
nao é o caso para geodésicas ja que a forca externa é nula. Conseqiientemente, as consideragoes
sobre energia nao se aplicam neste caso e temos, entao, potencialmente, um problema de quebra
da causalidade ainda maior.

Pelo que conhecemos, sé existem quatro solugoes das equacoes de Einstein geradas por
matéria com densidade de energia positiva, isto é, que satisfagam a condicao fraca de energia
[12], que contém geodésicas tipo-tempo fechada (CTGs?), sao elas: (a) Soares [13] encontrou
uma classe de modelos cosmologicos, solugoes das equacoes de Einstein-Maxwell, com uma
subclasse onde os caminhos tipo-tempo da matéria sao fechados. Para esse modelo a existéncia
de CTGs é demonstrada e exemplos sao dados explicitamente. (b) Steadman [14] descreveu o
comportamento de CTGs em um vacuo exterior da solucao de van Stockum para um cilindro
de poeira infinito em rotacao. Para essa solucao sao mostrados exemplos de CTCs e CTGs
explicitamente. (c) O caso de uma métrica tipo-Godel com “fundo” conformemente plano é
estudado em [15], a existéncia de CTGs neste modelo é demonstrada no presente trabalho. (d)
O caso com dois pérjeons dado em [8] onde é exibida uma CTG explicitamente. Como um
exemplo do problema da quebra da causalidade, temos em [16] CTGs em um espago-tempo
associado a uma nuvem de cordas, mas para termos um espaco-tempo conexo a densidade de
energia deve ser negativa.

A existéncia de CTCs em um espago-tempo cuja fonte é uma corda girante tem sido in-
vestigada por muitos autores (veja por exemplo [17]-[20]). A interpretacao dessas cordas como
defeitos de linha de tor¢ao podem ser encontrada em [21], veja também [22][23]. Esses objetos
aparecem de forma natural quando se tenta estabilizar dois buracos negros mantidos a parte
pela repulsao de spin [25]. Essas linhas de tor¢ao parecem ser responséveis pelo aparecimento

das CTCs em varios casos estudados.

2closed timelike geodesics



4 Introducao

A existeéncia fisica das CTCs é um problema de experimentacao. Caso seja possivel encontra-
las serd necessario rever a nossa nocao de causalidade. Caso elas nao possam ser encontradas
em um modelo fisicamente viavel previsto pela Relatividade Geral essa teoria entao apresenta
grandes problemas.

Mas um fato que constatamos é que nao podemos eliminar as CTCs por questoes dinami-
cas, pois encontramos que elas sao estaveis, na sua grande maioria, apés perturbagoes lineares.
Para chegarmos a essa conclusao estudamos o comportamento dessas curvas em varios mode-
los, realistas ou nao. Encontramos que as CTCs no universo de Godel sao linearmente estaveis,
assim como as curvas desse tipo encontradas em um exemplo particular de métrica tipo-Godel
com fundo plano. Também encontramos estabilidade linear nas CTCs do modelo contendo
uma corda césmica girante. Na andalise de geodésicas tipo-tempo fechadas, esgotamos todos os
exemplos conhecidos de solucgoes da equacao de Einstein que possuissem esse tipo de curva. En-
contramos que a CTG apresentada pelos autores da solucao dos dois pérjeons nao ¢é linearmente
estavel, mas obtivemos condicoes, para os parametros desse modelo, sob as quais ele admite
outras CTGs e, sob condicoes mais restritivas, obtivemos CTGs linearmente estaveis. Nos casos
do modelo topoldgico de Soares e da niivem de cordas de Grgn e Johannesen, verificamos que as
CTGs por eles apresentados nao possuem estabilidade linear. Ja as CTGs de uma das solucoes
dada por van Stockum foram analisadas e verificamos que sao linearmente estaveis. Encontra-
mos CTGs em um exemplo particular de métrica tipo-Godel com fundo conformemente plano,
e estas também sao estaveis. Analisamos, também, a deformacao provocada pelo buraco ne-
gro de Schwarzschild ao ser colocado em um espago-tempo com uma corda cosmica girante.
Encontramos as CTGs desse espaco-tempo e determinamos as condigoes para que estas sejam
estaveis.

Este trabalho se divide da seguinte forma: No Capitulo 1 introduzimos os conceitos basicos
de relatividade geral e estabilidade linear utilizados. No Capitulo 2 fizemos uma rapida revisao
sobre as condigOes usuais para um espaco-tempo ser causalmente bem definido globalmente e
de como o problema da existéncia de CTGs em variedades lorentzianas ¢é tratado na literatura

matematica. No Capitulo 3 descrevemos uma outra forma de se viajar no tempo, os buracos de
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minhoca, e a maior opositora a construcao das maquinas do tempo, a Conjectura da Protecao
a Cronologia. No Capitulo 4 é exposto um resumo do estudo de casos que fizemos, que
sao encontrados nos anexos e que foram brevemente descritos nesta introducao. Por fim, no

Capitulo 5, fechamos o trabalho com conclusoes e perspectivas.
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Relatividade Geral

2.1 Equacoes da relatividade geral

Segundo o principio de equivaléncia, junto a pontos nao singulares sempre existe uma trans-
formagao de coordenadas capaz de anular o “campo gravitacional”localmente, tal que o espaco-
tempo, composto de trés coordenadas espaciais e uma temporal, é aproximado neste local pelo
espaco-tempo de Minkowski da relatividade especial. A incorporacao do campo gravitacional
na relatividade é entao feita através da curvatura do espago-tempo realizado como uma varie-
dade 4-dimensional pseudo-riemanniana com assinatura (+, —, —, —), a mesma da métrica de
Minkowski.

Neste Capitulo convencionamos que indices gregos vao de 0 a 3, indices latinos vao de 1 a 3
e indice repetidos sao somados de acordo com a convengao de Einstein. Escolhemos as unidades
nas quais G = 1 e ¢ = 1, onde G é a constante gravitacional, e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.

O produto de dois vetores, bem como a distancia entre pontos vizinhos do espago-tempo,

sao definidos por um tensor simétrico de ordem 2, o tensor métrico (ou simplesmente métrica):
ds® = g, dxtdx”, (2.1)

onde g, sao funcoes das coordenads = que parametrizam a variedade. Tal como no caso de

Minkowski, ds? pode assumir valores positivos, negativos ou nulos. A métrica define proprie-
7



8 2.1 Equacoes da relatividade geral

dades locais do espago-tempo. As propriedades globais dependem também da escolha de uma
topologia compativel com (2.1).
A equacao de movimento de uma particula-teste em um campo gravitacional definido pela

métrica (2.1) pode ser obtida a partir do principio variacional

5/ ds = 0. (2.2)

O resultado ¢é a equacao da geodésica que, para uma escolha adequada do parametro 7, pode

ser escrita como

d*z~ dzt dz¥
e — | 2.3
dr? Wodr dr ’ (2.3)
onde I'7, é o simbolo de Christoffel:
1 ag5 ag&/ ag v
re — = ad K o © 2.4
= (G ). 24

e g"” denota as componentes contravariantes do tensor métrico, obtidas pela inversao da matriz
Guv-
Na Eq.(2.3) o parametro 7, chamado de parametro afim, pode ser identificado como o

tempo-préprio da particula. No caso geral temos a equacao

d?z® dz* dx¥ dz®
r« =\ 2.5
do? o do do do’ (2.5)

onde A é funcao de z*, dz*/do e d*z"/do?.

A métrica, por sua vez, é descrita pelas equacoes de Einstein,
1
Rag — §gaﬁR = 8o, (2.6)

onde

Rog = Rh 5 e R=g*"Rag (2.7)

sao o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente;

Rys = 15y — Uhys Fgérzv N ng s (2.8)
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sao as componentes do tensor de curvatura de Riemann-Christoffel, com a virgula denotando
derivacao parcial e T,,3 é o tensor energia-momento.

As equacoes de Einstein descrevem a interacao entre o campo gravitacional, representado
pelos termos de curvatura no lado esquerdo da Eq.(2.6), e a distribuigdo de matéria representada
pelo tensor de energia-momento. Estas equacoes admitem solucoes nao triviais mesmo quando
Top é identicamente nulo. Do ponto de vista matematico, (2.6) forma um conjunto de equagoes
diferenciais parciais nao-lineares acopladas. Em geral estas equagoes s6 podem ser resolvidas
numericamente. Solucoes analiticas sao obtidas somente em casos particulares, tipicamente

quando o sistema apresenta alguma simetria.

2.2 O tensor energia-momento

Em um universo realista o tensor energia-momento deverd ser constituido por contribuicoes
de um grande nimero de diferentes campos de matéria. Dessa forma, nao é simples descrever
exatamente o tensor energia-momento mesmo se conhecemos a forma precisa da contribuicao
isolada de cada campo de matéria e as equagoes de movimento que os governam, ja que pode-
mos ter iteragoes entre os campos e a matéria. Entretanto, existem certas desigualdade que sao
fisicamente razoaveis de se assumir para o tensor energia-momento. Elas sao, em muitas cir-
cunstancias, suficientes para excluir certas solugoes das equagoes de Einstein como nao realistas,
independentemente da forma exata do tensor energia-momento [12]. A primeira dessas desi-
gualdades nos dé a condigao de energia fraca. O tensor energia-momento 7,5 em cada ponto p
do espago-tempo M obedece & desigualdade T,zu*u” > 0 para todo vetor tipo-tempo u € T, M.
Por continuidade isso também deve ser verdadeiro para todo vetor nulo u € T,M [12].

Para um observador cuja linha-mundo em p tem vetor tangente unitdario v, a densidade
de energia local é T,sv*v”. Assim, supor a desigualdade anterior é equivalente a dizer que a
densidade energia medida por qualquer observador é nao-negativa, o que é aceitavel do ponto
de vista da fisica cldssica [12].

Se uma condicao sutilmente mais forte é imposta, entao a criagao é impossivel no sentido

de que o espaco-tempo deve permanecer vazio se ele esta vazio em algum momento e nenhuma



10 2.3 Estabilidade linear

matéria vem do infinito. Reciprocamente, matéria presente em algum momento nao pode
desaparecer e consequentemente deve estar presente em outro momento. Esta é a condicao de
energia dominante, que diz que dado um vetor tipo-tempo w, entdo T,sw*w” > 0 e T,5w" nao
é um vetor tipo-espacgo. Isto pode ser interpretado como dizendo que a qualquer observador
a densidade de energia local parece nao-negativa e o vetor do fluxo de energia local nao é
tipo-espago. Uma afirmacao equivalente é que em qualquer base ortonormal a energia domine
as outras componentes de T3, isto ¢, T% > |T%F| para cada o e 3. Em outras palavras, a
condigao de energia dominante é a condicao de energia fraca com o requerimento adicional que
a pressao, ou a tensao, nao deve exceder a densidade de energia [12].

A importancia da condicao de energia fraca é que ela implica que a matéria sempre tem
um efeito de convergéncia (pelo menos de nao-divergéncia) sobre as geodésicas nulas, isto é, a
gravidade é uma forga atrativa. Dizemos que o tensor energia-momento satisfaz a condi¢cdo de

energia forte se dado um vetor tipo-tempo w, entdao T,sw®w® > w*w,T/2 [12].

2.3 Estabilidade linear

Como ¢ conhecido da Teoria da Relatividade Geral a equacao do desvio geodésico toma a

forma:
D2¢r
R*
ds? *

onde D/ds é a derivada covariante, R} 3, é o tensor de curvatura, u” = dz”/ds é o 4-vetor da

ﬂyuo‘uﬂf” =0, (2.9)

velocidade tangencial a geodésica, e o desvio dela é dado por um 4-vetor com norma muito

pequena &Y. De acordo com as regras da diferenciacao covariante temos

D2 i d2 m dEX
dsi = dsi + 2Fﬁau”é + T e ut — Th Thsufu® €™ + Tk Thsu u’ €. (2.10)
Por outro lado temos que
R suu'€’ = [0, — TG, 5+ DT, — Tl Toslulu7e’. (2.11)

Agora, substituindo (2.10) e (2.11) em (2.9), temos uma expressao relativamente simples para
o desvio geodésico, como a que se segue
d>er
ds?

dg?
ds

+ 2T ju® —— + Thy uu’e = 0. (2.12)
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Uma curva generica 7 satisfaz o sistema de equacoes dado por

D

—XH=FMX 2.13

D % = pr(x), (213)
onde d() é a derivada covariante do campo de vetores ()* ao longo de v(s) e F* é uma forga

externa dada.

Seja 7 a curva obtida de v apés uma perturbacao &, isto é, X# = X# + &+, Seja e, uma base
dada. Nesta base (2.13) é representado pela equacio 2% = F, onde (d;‘: + Fguuﬁu“)ea,
F = F%,, u = u%, ¢ u® = X“ De forma a estabelecer o comportamento de ¢ calculamos a

variagao, em primeira aproximacao, de ambos os lados de % = F. Encontramos,

sDu % de?

A a
7 =(—— 7 +2P5"d ut + TG, 5 EMPul)eq + F0e, (2.14)
6F = F* 3Py + F%0e,. (2.15)
onde () = aa%. Comparando as duas ultimas equacoes chegamos ao sistema de equacoes
diferenciais satisfeito pela perturbacao &
d2£a fﬁ N
T TG £ T, AUt = F el (2.16)

Esta tdltima equagao pode ser colocada em uma forma covariante notando-se que seu lado
esquerdo ¢ a bem conhecida equagao do desvio geodésico como colocado acima [27] e seu lado

direito é a derivada de Lie da forca ao longo de &*.

2.4 Solucoes das Equacoes de Einstein.

Apresentamos a seguir algumas solugoes das equacoes de Einstein que contém CTCs.

O universo de Godel.

Todas as solucoes cosmoldgicas com densidade de matéria nao-nula conhecidas, na época em
que Godel desenvolveu a sua solucao, tinham em comum a propriedade de que, de certo modo,
elas continham uma coordenada de tempo “absoluto”, devido ao fato que existia um sistema de

variedades espaciais tridimensionais a um parametro ortogonais em toda parte as linhas-mundo
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da matéria. A nao existéncia de um sistema desse tipo é equivalente a rotacdo da matéria com
relagdo ao compasso de inércia. Godel propoés uma solugao que exibia essa rotagao [5]. Em
seu modelo, a velocidade angular desta rotagao é proporcional a raiz quadrada da densidade de
matéria [5][12].

O universo de Godel é um espago-tempo no qual a matéria toma a forma de um fluido sem
pressao com constante cosmoldgica negativa. Este universo é a solugao das equagoes de campo
de Einstein mais celebrada que contém curvas tipo-tempo fechadas (CTCs). O espago-tempo
tem um grupo de isometrias de dimensao cinco que é transitivo [28]. Condigdes dinamicas para
viagem no tempo neste espago-tempo nao sao suficientes para excluir a existéncia de CTCs [11].

No espago-tempo de Godel as geodésicas tipo-tempo nao podem ser fechadas, como foi
demonstrado independentemente por Kunt [29] e Chandrashekhar e Wrigth [30]. Entretanto
existem curvas tipo-tempo sujeitas a uma forca externa que sao fechadas.

Seja o elemento de linha

2! 1
ds* = a*((dz®)? — (dz')* + T(de)2 — (do*)? + 26" dx’da?), (2.17)

onde a ¢ um nimero positivo. A inversa de g,, ¢ dada por

1 1 1
g = ?[_5258 — 5;(% - 53(53(3_29” — (53(53 + 252536_“7 . (2.18)

Baseando-se no fato de que as tnicas derivadas parciais da métrica g,, em relacao as coor-
denadas sao 0gpe/0z' e gy /0!, os simbolos de Christoffel sao facilmente computados. Os
elementos nao-nulos sao dados a seguir:

21

I‘81 =1, F(I)Q - F(1)2 = 677
eQzl
gl
Iy, = - I, =—e". (2.19)

Usando para o céalculo do tensor de Ricci a expressao

0 9Ing 1. 0lng
Ry — 210 - 219 | po oI 2.20
H oxe M 20xr0xv 2 M Ox° prov (2.20)
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onde g = det(g,,) e levando em conta que a unica derivagao parcial nao-nula é em relagao a x!

1 . .
e que g = (a®/2)e* | reescrevemos o tensor de Ricci como

R, =ol,,+T,, -7 17 (2.21)

uTr ov:

Isso nos leva que as componentes nao-nulas de R, sao dadas por
ROQ = 1, RQQ = ele, Rog = exl. (222)

Entao o escalar de Ricci é dado por R = 1/a?. O vetor unitario u* na diregao das x°-linhas ¢
dado por v = [1/a,0,0,0] e assim u, = |a, 0,6, 0]. Desse modo podemos escrever

1
R, = @“uuu- (2.23)

Como, além disso, R é constante, as equacoes de campo relativisticas (com as x°-linhas

como sendo as linhas mundo da matéria), ou seja, as equagoes

1
R, — §gw,R = 8Tpuu Uy + NG (2.24)

sao satisfeitas (para uma densidade de matéria p dada) se colocarmos

1 R 1

Para determinar a regiao do espaco-tempo que contém CTCs ¢ mais simples trabalhar com

a métrica nas coordenadas de Godel. Seja o elemento de linha:
ds® = %(dt2 — dr? + (sinh* r — sinh? 7)d@? 4+ 2v/2 sinh? r dt dg). (2.26)
Seja uma curva fechada v dada sua na forma paramétrica por:
t=ty, r=rg, ¢€[0,2m], z= 2z, (2.27)
onde g, 79 € 2o sao constante. A curva fechada é tipo-tempo quando g4 > 0, isto é,

sinh® ry — sinh?rg > 0 = sinh?ry — 1 > 0. (2.28)

A desigualdade (2.28) é satisfeita para 1y > In(v/2+1). A tinica componente nao nula da quadri-
aceleragdo é a” = 8sinh® o cosh® rg(2sinhrg — 1)/a?, e a” = 0 quando 7o = In(1 +/5) —In2 <

In(1 4 v/2), logo nao hé geodésica fechada que seja tipo-tempo.
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As métricas tipo-Godel.

As métricas tipo-Godel foram introduzidas no intuito de produzir solugoes com poeira carre-
gada em véarias dimensoes, D [15]. Aqui o nosso interesse se restrige as solug¢oes quadridimensio-
nais, D = 4. A caracteristica principal de uma métrica tipo-Godel é a geometria tridimensional
riemanniana, tomada como o “fundo”; a qual é empregada na construcao de solugoes para as
equacoes de campo de Einstein-Maxwell com uma distribuicao de poeira em quatro dimen-
soes. A tunica equacao de campo essencial no procedimento é a equacao de Maxwell sem fonte
no fundo dado. Similarmente as geodésicas deste tipo de métrica sao descritas pela equacao
de forca de Lorentz para uma particula carregada na geometria de dimensao trés. Métricas
tipo-Godel sao usadas para construir espago-tempos que possuem curvas tipo-tempo fechadas.

Seja M uma variedade quadridimensional com uma métrica da forma
Guv = UpUy — h,ul/- (229)

Aqui hy, ¢ uma matriz degenerada 4 x 4 com posto igual a 3. Assume-se que isso ocorre por
se tomar hy, = 0, onde 2* é uma coordenada fixada com 0 < k < 3, e mantendo o resto de
hyw, isto é, pn # k e v # k, dependendo de todas as outras coordenadas z®, com excecao de
2%, de forma que dh,, = 0. Além disso, w* é um vetor tipo-tempo unitdrio, u*u, = 1, e nao
depende da coordenada fixada especial z*, ou seja, Oru, = 0. Isto implica que pode-se tomar
ut = 0 Jug.

Em geral, u; nao é constante e nem u* é necessariamente um vetor de Killing. Entretanto
se, além das caracteristicas antes assumidas, também tomamos u; constante, entao u* se torna
um vetor de Killing. Seguindo [15], de agora em diante, considera-se u;, constante.

Primeiramente faz-se o estudo para h,,, sendo plana. Dessa forma toma-se hg, = 0, h;; = 5Z-j
e dohy, = 0. O determinante de g, é entdo g = —ud e além disso u” = 6% /ug. No que se segue
uy =1 e dyu, = 0.

Desse modo tem-se que u*h,, = 0. A inversa da métrica é dada por

g = —hH — (l_za’guauﬁ — Duku” — u"h™ug — u” h*u,. (2.30)
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Aqui A" é a inversa tridimensional de h,,, isto é, h*’h,, = 6" onde 6* denota o delta de

s
Kronecker tridimensional: 6* = 6% + 626}
Os simbolos de Christoffel sao dados por

I‘;Uf

af = (Uafg + Uﬁf”) - %(Uaﬁ + ug.q)ut, (2.31)

l\:)ln—

onde fo3 = Uap — Uga, Uap = O € fF = " fo. O ponto e virgula denota derivacao
covariante em relacao aos simbolos de Christoffel dados acima, 1.3 = Vgu,. Tem-se entao que
uPVsu, = 0 e que Vgu, = %fga. Dai segue que u* é tangente a uma curva tipo-tempo e é um
vetor de Killing.

O tensor de Ricci é dado por

) 1
f fal/ - (Uu]u uu],u) + Zlfzuuuw (232>

onde f2= f*f.,5ej,=0 oSy - O escalar de Ricci é dado por R = f —u*j,. Fazendo j, =0

o tensor de Einstein ¢é escrito da seguinte forma

1 1
Gu = §TI{V + ZfQUMUm (2.33)

— «@ 1 2 4 : :
onde TJV = fuafy — 79w 7 € o tensor energia-momento de Maxwell para f,,. Sendo assim,
vé-se que a métrica tipo-Godel g,,,(2.29) é uma solucdo para as equagoes de campo com poeira
com carga em quatro dimensoes. A densidade de energia do fluido de poeira é entao i 12
Agora precisa-se apenas assegurar que j, = 0 seja satisfeito. Entretanto isso implica que se

deve escolher u, tal que

Sobra-nos entao resolver a equacao de Maxwell sem fonte tridimensional euclidiana. Na sua

forma covariante (2.34) pode ser escrita como
J' =V, "= f v (2.35)

Um primeiro exemplo desse tipo de espaco-tempo com CTC pode ser obtido fazendo u; =

Qq;x?, onde Q;; é totalmente anti-simétrico com componentes constantes [31][15]. Dado dessa
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forma w, ¢é solucao de (2.34). Por simplicidade, faz-se Q13 = Q23 = 0 mas @12 # 0. Entéo
u,da” = dt + Qo(2?dx' — x'da?), (2.36)
e usando coordenadas cilindricas ordindrias (r, ¢, z) isto pode ser escrito como
u,da” = dt — Qqor*dg. (2.37)

Considere a curva v = {(t,r, ¢, 2) |t = to, r =10, ¢ € [0,27], 2 = 2o} na variedade M, onde

to, To € 2o sdo constantes. A norma do vetor tangente v* = (0/0¢)* a esta curva é entao

0 = 00" = gg = (3 (Qu2)” — 1). (2.38)

Ja que ¢ é uma coordenada peridédica, com ¢ = 0 e ¢ = 27 identificados, teremos CTCs
quando ry > 1/|Q12|. A tunica componente nao-nula da aceleragdo de uma particula sobre essa
curva é dada por a” = ro(r2(Q12)? — 1)¢?, ou seja, v é uma geodésica quando 7o = 1/(v/2|Q12]),
logo nao existe uma CTC que seja geodésica.

Um outro exemplo, encontrado em [15], é obtido tomando u; = s(27)w;, onde W' = 69w, é
um vetor constante e s ¢ uma fungao suave das coordenadas espaciais 27 (7,7 = 1,2,3). Dai

fij = (0is)wj — (0j8)w; e (2.34) leva a
@fm = (st)wj — (Gi(?js)wi =0. (239)

Entao (2.34) é satisfeita se a fungao s e o vetor w' sao escolhidos de forma que VZs = 0 e
w;0;s é igual a uma constante, que pode ser escolhida como sendo zero. Por simplicidade, faz-se
w; = 02. Entao qualquer funcao s que seja harmonica em (z!, 2?) atende as condigdes acima
propostas. Agora

u,dzt = dt + s(x', 2%)da?, (2.40)

e usando coordenadas cilindricas o elemento de linha pode ser escrito como
ds® = (dt + s(r, ¢)dz)* — dr® — r’d¢ — d2°. (2.41)

Em [15] é visto que uma curva v dada como no exemplo anterior ndo pode ser tipo-tempo

j4 que neste caso a norma do seu vetor velocidade é dada por v? = —r2. Em [31] considera-se
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curvas suaves 7 no espago-tempo descrito por (2.41) com ry e ¢g constantes de tal forma que

(t(n), ro, o, 2(n)) é a parametrizacao de v com um vetor tangente normalizado

dt dz\? dz\?
(d_n_s()%) ‘(%) =1 (242)

onde sy = s(79, ¢o). Resolvendo a equagao acima em fungao de dt/dn e integrando formalmente
sobre 1 obtém-se

) = t(0) — sol=(n) — 2(0)] + ¢ / '

d 9 1/2
z
1 + (%) ] d77>l<, (243)

onde € = +1. J4 que a integral em (2.43) é uma fungao crescente em 7, tem-se que nao existe
curvas tipo-tempo suaves ao longo das quais tanto ¢ quanto z retornem simultaneamente aos
seus valores iniciais e, consequentemente nao ha também CTCs desse tipo para a métrica (2.41).

Entretanto, permitindo que r e/ou ¢ também variem é possivel encontrar CTCs para a
métrica (2.41). Por exemplo, seja s(r, ¢) = so + s1(r —19), onde sy e s sdo constantes. Seja a

curva I' cujas equacoes paramétricas sao dadas por

asy .
t(n) = —a [So + — ¢os 17] sinn,
r(n) =ro + acosmn,

® = ¢o, z(n) = asinn. (2.44)

Esta serd uma curva tipo-tempo suave parametrizada pelo tempo préprio, desde que v*v,, = 1,
para isso é nescessario que

2

vhv, = (—acosn |sp+ % cosn| + % sin®n + (so + a 51 cosn)acosn)? —
—a? cos? n— a’ sin n
a'si 2
= 1:U“UM:T—6L. (2.45)

Isto acontece, por exemplo, quando

a= , 51 #0. (2.46)
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Como as coordenadas (t,r,z) sao periddicas em 7, chega-se que (2.44) mais (2.46) dao uma
CTC para a métrica (2.29).

Em [31] encontramos outros exemplos de CTCs para a métrica (2.29).

Até entao s6 foram apresentadas métricas tipo-Godel com o “fundo” plano. Agora trabalha-
se com hy, sendo uma métrica para um espaco-tempo tridimensional nao-plano geral e, por
simplicidade, continua-se assumindo u; = 1 [15].

De novo, tem-se que u*h,, = 0. A inversa da métrica é dada por (2.30). Entretanto, agora
o determinante de de g,, ¢ dado por g = —h, onde h ¢é o determinante da submatriz 3 x 3
obtida apagando a linha k e a coluna k& de h,,. Os novos simbolos de Christoffel de g, sao
dados por

. 1 1
[0 = Vhs + w'usyas + §(uafg +ugft) — §u“(ua,g + Uga), (2.47)

onde ’ygﬁ sao os simbolos de Christoffel de h, e assume-se que os indices de u, e de h,, sejam
erguidos e abaixados pela métrica g,,,. Usando uma barra vertical para denotar a diferenciacao
covariante com relagao a métrica hy,,, de forma que uqg = ta,3 — 'ygﬁuu, o simbolo (2.47) pode
ser escrito como

~ 1 1
Fgﬁ - 75ﬁ + §(Uafg +ugfi) — 5““(%\5 + Ugla)- (2.48)

Para evitar ambiguidade denota-se a derivada covariante com relagao a métrica g,, por V,, de

forma que

V., =y, — fijua. (2.49)
Com essas definicoes pode-se obter que u” @gua =0eque vgua = % f3a. Vé-se que ut continua
sendo tangente a uma geodésica tipo-tempo e que ele é ainda um vetor de Killing.

O tensor de Ricci é dado por

1 | |
Ry =7 + §fu Jav — 5(”#311 — Uy Ju) + Zf2uuuv (2.50)

onde f? = f*f,5, como antes, e 3# = f;j]a e 7, € o tensor de Ricci de hy,,. O escalar de Ricci

¢é agora dado por

R=7+-f*—u'j,, (2.51)

e~ =
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onde 7 denota o escalar de Ricci de hy,. Fazendo ju = 0 o tensor de Einstein é escrito da
seguinte forma
~ 1 1

N N 1
Gy =T — ihwr + §ij + ZfQuuuy, (2.52)

onde T/fy denota o tensor energia-momento de Maxwell para f,,, como antes. E dai tem-se que

Do (R BP \/ 1R f) = 0. (2.53)

Tem-se entao que o tensor de Einstein da métrica de fundo tridimensional age como um
termo de fonte para as equacoes de Einstein obtidas para a métrica tipo-Godel quadridimen-
sional e que o escalar de curvatura da métrica de fundo contribui para a densidade de energia
do fluido de poeira desde que a equacao de Maxwell sem-fonte tridimensional (2.53) do fundo
seja satisfeita.

Como um exemplo desse tipo de métrica que contém CTCs, em [15], toma-se a coordenada
especial fixada z* como sendo 2V e h;; sendo conformemente plana de modo que h;; = ewgij.
Denotando a distancia radial de R? por p = \/m, tomando ¥ = ¥ (p) e usando
() = d()/dp, entao tem-se que (ver por exemplo [36])

. 1 . B , w/ ¢/ 2 7/// wl

Tuw — §hl“/r = 57lj (1/) + ?) + Xy ((F) - F + E) N (254)
€

7= =222V + (V1h)?) = —2e 2 (%(p%’)’ + (w’)Q) : (2.55)

Se ¢ + % = 0, entao pode-se encontrar que ¢ = aln p + b para algumas constantes a e b.

Tomando b = 0, isto da

. 1, _ ala+2)
Tw — §hwﬂ“ = T.T,LQZJ (256)
Se é escolhido a = —2, entao h;; = Qj / p e agora tanto T quanto 7 sao nulos. Precisa-

se agora resolver (2.53) no espaco de fundo para encontrar uma métrica tipo-Godel g, que
resolve (2.52) com 7, = 7 = 0. Para construir tal solu¢ao, toma-se u; = s(p)@Q;;z’ onde
Qi; ¢ totalmente anti-simétrico com componentes constantes. A equagao (2.53) implica que
(p?s”" + 6ps’ + 45)Q 2!, e em geral obtém-se u; = (A/p* + B/p)Qi;x? para algumas constantes

reais A e B.
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O elemento de linha, correspondendo a métrica de Godel neste fundo tridimensional con-
formemente plano que resolve as equacoes de campo de Einstein-Maxwell com poeira, é entao
dado por

2 A B j 5 i ‘o 2 2 2
ds* = (dt + | - + — | Qua'dx’ | — —(d2” +dy” + d=7). (2.57)
P P P
Se além disso, se faz Q13 = Q23 = 0 mas Q12 # 0, por simplicidade, e se usa coordenadas

cilindricas, o elemento de linha acima se escreve

ds® = (dt — (;‘ B) Qijr 2d¢) p4(dr2 + r2d¢? + dz?). (2.58)

Usando de novo a curva v = {(t,7,¢,2) |t = to, r = 19, ¢ € [0, 27|, 2 = 20}, onde tg, 1o € 2o

sao constantes, e seu vetor tangente v*, encontramos que

2 2
0} = gpp = p—ﬂ(—i(le) (A+ Bpy)® — 1), (2.59)
0 U

com p? = r2 + 2. Neste espago-tempo a condi¢ao para se ter uma CTC ndao é tao simples
como no caso do fundo plano, mas tomando, por exemplo, A = B = Q12 = 1 encontramos uma

geodésica tipo-tempo em 7y = 1.138684455.

A solugao Perjés-Israel-Wilson.

Os espagos-tempo Perjés-Israel-Wilson (PIW) s@o solugoes estaciondrias das equagoes de
Einstein-Maxwell no qual cada fonte P; tem a caracteristica de ter a massa m;, a carga elétrica

e; € os momentos angular h; e magnético p; relacionados da seguinte forma
€; = €My, hl = €y, (260)

onde € = +1, e € é 0 mesmo para todas as fonte. Um pérjeon é uma tinica fonte do tipo descrito
acima. Perjés [9] e Israel e Wilson [10] deram, independentemente, a métrica exterior a um
pérjeon.

A métrica g, de um campo estaciondrio arbitrario ¢ convenientemente expressa na forma

ds® = f(dt +widx")? — f~ ' hyda'da?, (i,5 =1, 2, 3) (2.61)
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na qual f, h;j e w; sao independentes da coordenada temporal ¢, e a inversa de g,, ¢ dada por

w 00
g ozt Oxv

B d\’ 9 0 9 9

No caso da métrica exterior gerada por um ou dois pérjeons podemos escrever o elemento

de linha em coordenadas cartesians como
ds®* = f(dt + ywdr — zwdy)®* — f1(dz* + dy® + d2?) (2.63)

onde wy = yw, ws = —xw, wg =0e ™ =§"".

Seguindo a idéia proposta em [10], podemos descrever as fungoes da métrica, e as que nos
dao o campo eletromagnético, em funcao de duas fungoes harmonicas com respeito a h,,,.

Definimos, primeiramente, um “vetor torsao” invariante 7 = — f 2V x w usando h,,, como
a métrica tridimensional base.

Consideremos agora um campo eletromagnético estaciondrio F),, = 9, A, — 9, A, no espaco-

tempo. A condigao de independéncia temporal 9; A, = 0 nos da para as componentes elétricas
Fin = 0, A, (2.64)
enquanto que as equacoes de Maxwell livres de fonte
O/ —gF*" =0, (2.65)
para g = m, nos dao as componentes magnéticas
F = fe,0, (2.66)

em termos de um potencial escalar magnético ¢. Todas as outras componentes sao convenien-

temente escritas em funcao dessas seis, por exemplo,
F™ =, F™ 4 F},,0™M™, (2.67)

que segue de (2.61) e (2.62). Usando a defini¢ao para 7, (2.64), (2.66) e (2.67), a equacao (2.65)
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com p = t pode ser escrita como (/—g = f~!)

On(fTHF™ + f10,(F™) = 0,

= [T00f W€ 0y + 20, fO" Ag — VEAG T — [T 00w f €M Op0) = 0,
= V- (f'VAy) - f*r-Vo=0,

= V- (f'VA) =—f%r-Vo.

Agora, escrevendo F),,, em func¢ao de (2.64) e (2.66) temos que
Frn = €"0p¢) [ 4 winOp Ao — wnOm Ao, (2.68)
e a identidade ciclica €™"?0,F},,, = 0 nos da

N (f1010 + 03 Agws) + Do (f 102 — O3 Agwr) + O3(f 1036 + D Agwr — D1 Agws) = 0,
= V- (f7'Ve) + €™ (0wn)(0,40) = 0,
=V - (f'V¢)=f27 VA, (2.69)

Se introduzimos o potencial escalar complexo ¥ = Ay + 1¢, teremos

V-(f7IVO) =V (fTIVA) +1V - (V) =
=f?27.-Vo—1f ?7-VAy=1f ?7-VU. (2.70)

E todo o conjunto das equagoes de Maxwell fica assim reduzido a equagao (2.70).
O tensor de Ricci Ry, = 0,1, — 0.0, + T'4,T'0, — 43T, para a métrica (2.63) pode ser

convenientemente escrito em fun¢ao de um vetor tridimensional complexo G, definido por
2fG=V[—ur. (2.71)

Dessa forma suas componentes podem ser expressas como se segue em coordenadas cartesianas.

Primeiramente

1 1 1 1
Ry = §f4w§x2+§f4wix2—éfxg—}-§ffzyz+2f4wxxw+2f4wwyy+

1 1 1 1 1 1
+ frwgzwyy + 2 fru? + 3 frw,*y? — 3 2+ 5 S few+ 5 fhoy — 5 IS+ 3 frwly?.
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Seja G dado por (2.71) e
T=—f2V x (yw, —zw, 0) = —f_2(arazw, yo,w, —2w — x0,w — Yyo,w)

Dessa forma,

1
572 (V- UV +

+14((2* + v*) (0.w)* + (20w + yOyw)? + 2w(zdw + yd,w) + 4w2)>.

V-G+(G"—G)-G=

Comparando com Ry temos que
V- -G+ (G"—G)-G=fRy. (2.72)
Avaliando R; ™ encontramos as seguintes expressoes

R* = _%fng,zy—2fyf2w_%f?’wy,yy_%f3wm,y$—3/2f3wy—fyf2wmx
—fy FPwyy — fPwy f

RY=3/2 P ws b fo st g Puswt 5 Puayyt g Pusset L Py
2L fPw+ fPw.x f

R* =5 P Quarfy— funsy+ fuy.x—2 fowsy)

O objetivo agora é comparar R;™ com €™(9,G), — G,G7). Como

O, 9:
6= (% + Lavaw, P+ Dyow, T - ow s sow o). @27)

para m = 1 escrevemos

emwG—G@p?@@+&@+@@—@@:

of

(f28 fw + 20w + yo,w) — f2yd, fo,w) + E(?ﬁyw + 20,0, w + y@jw + yOiw) =

f2
= —Zf 2Rtx, (274)

para m = 2 escrevemos

1(0,G, — G,G2) = 0,Gy — 4G + G3Gy — Gi Gy =

= f2(f Ouf (2w + 20w + yOyw) + f2x0, f0,w) + f(38xw+y6y8xw+x8§w+x8§w) =
— f R, (2.75)
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e para m = 3 escrevemos
eSpq(a Gp — G,GY) = 0oGr — 01Gy + GG — GoGY =
f2 (2f2(:B8 fO,w — yO, fo,w) + f(xayﬁzw — Y0, 0,w) =
= —1f*R;”. (2.76)
Por fim comparamos R com G,G} + GGy
Tz 2 1 2 1 2
R =—f wy(fyfwzx_ §f wx,zy+§f wy,zx_fxfwzy)+
1 1 1 1
—l—f2(—§f2wy2wx,z — Efzfz/f2+§f2wxwyyzy+fwzxfywy+ §f2wzxwyy—|—
—i—lwiszwx—l—wizxw—fxfwawz) =

f 2(3 fO.f — ff20.w(2w + 20,w + yo,w)) = — 2 (G1Gh + G5G3),

1 1
= Pwe(fyfw.o =5 Py +5 Pwg.o—fofu.y)+

1 1 1
+f2(fxfw?/$wz—§fzfy/f2—§f2w332wy,z+§f2wzxw$y—fyfwa:2wz+

1 1
+f2wzyw+§f2wzy2wy+ §f2wywx,zx) =

f 2

5 (=0, fO.f + fly0.w(2w + 20w + yO,w)) = — f (GG + GiGl3),

22 1 2 2 1 4 2 2 1 1 1 2 1 4 2 2 1
R :_§fy_fz+§f w, T +_ffy,y+§ffz,z_§f:p+§f w,y +§ff$,£$:

2
4 1 1
~ L. ) I - v v - ey,
que pode ser escrito como
4
R¥ — Ry = —%(@f)? f2 (2w + 20,0 + yd,w))? = —2f2Ga G (2.77)

Dessa forma a parte da “geometria” das equacoes de Einstein pode ser reescrita como
fP?Ry=V -G+ (G"-Q) -G, (2.78)
—1f PR, = €M(9,G, — GpGy), (2.79)
— 2 (8pmOgn R™ — 8pqRit) = GG, + GGy (2.80)
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Para o tensor energia-momento
1
TMV = gaﬁFuaFuﬁ + ZguyFaﬁFaﬁ7 (281)

chegamos as seguintes equagoes que chamaremos de “matéria”

F*Fo5 =2((V$)® — (VAp)?),

27 Thy = (V)? + (VAd)” (2.82)
FL = €(0,0)(0,A0), (2.83)
T = (@70)(70) + (0" A) (@A) — (VP + (VAL (28)

com 0™ = 0™"0,,.

Para mostrar que as equagoes em (2.82-2.84) sao vélidas para a métrica estudada, calculamos
F™ = yw F™ — xw FY" + F,,
e as combinacoes
Fia ' = —(0:40)" = f 2 w0: A00:,
FyF" = —(9,A0)* — fy w0, Ao0.¢,
F.F'"% = —(0.40)* + f 0. A¢(y w0, ¢ + 1 w0, ),
F F™% = (0,0)” + fw 0,6(yd, Ay + 20, Ao),
FouF™ = (0,0)" + [ w 0,020 Ao),
Fy FY = (0:0)° + fw 0,¢y0. Ao), (2.85)
de forma que podemos escrever
F*°Fas = 2((Vo)* = (VA)?). (2.86)
Usando o tensor energia-momento dado em (2.81) temos que
Ty = ¢ FouFot + ¢% FoyFye + ¢ FroFop + gu F*" Fog,
= @A)+ F@, A0 + F0.A) + L(V0) — (V)
= L((wop + (Va0 (287)
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E ainda que

= f(azAan¢ - ayA082¢)7

T'ty = f(arAOaz(b - 8ZA08$¢>7
TF = f(0,A00,0 — 0, A00y0), (2.88)

o que nos da a equacgao (2.83).

Por fim calculamos as componentes 7" do tensor energia-momento:

T = f15((VO) + (TA) = (06) — (0.4,

T = 15((V0) + (VAo) — (8,0)" — (8,40)7)

T = FIZ((V + (VA)?) — (0:0)° — (040

T = — [1(0.0)(0,) + (0:A0) (3, 40)],

T =~ F[(0.6)(0,6) + (9:40) (3, 40)),

T% = — [1(0:6)(0:6) + (2. A0)(2-A0)]. (2.89)

que nos da a equagao (2.84).

Comparando (2.79) com (2.83), encontramos
V x 7= -4V x VAy =1V x (IVI* — T*V), (2.90)

de forma que a equacgao

T+ o(UVY — UV = Vi (2.91)

define uma funcao escalar real 1) a menos de uma constante aditiva. Define-se agora uma funcao

complexa

e=f— VT +ith, (2.92)

Em virtude de (2.71) e (2.91) temos

1
fG = Ve + UV, (2.93)
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Substituindo (2.93) na primeira equagao as equagoes de Maxwell sdo escritas usando o potencial

complexo

fV20 = VU . (Ve + 20*V), (2.94)
onde
e=f—U",
VU =7 +(U'VV — UVI);
T=—f>V x w;
Comparando (2.78) e (2.82), e usando (2.70) temos que

fV% = Ve (Ve +20*VV), (2.96)

enquanto que as equagoes de Maxwell sao escritas usando o potencial complexo da seguinte

forma

fV20 = VU - (Ve + 20*V), (2.97)

e podemos escrever f usando (2.92)
1 * *
f=§(€+6)+\11\1’. (2.98)
Por fim, as equacoes de Einstein restantes sao escritas como
— 1 * * k ok * * *
— [ ?Rpn(h) = 5EmEm) + Ve (W7, + Ve, Uh) — (e + )V V7. (2.99)

Dada a métrica (2.63), a situacao fisica que ela descreve, como visto em [32], é de uma
solucao das equacoes de Einstein-Maxwell onde temos ¢ = 0 e ¢ = 0. Dessa forma teremos
f=UV R,.(h)=0e7=12(UVI* —UT*VV). E assim f>V x w =1(V*V¥ — UVT*).

Seja V =1/¥. Entao V2V =0, f =1/|V]? e

1
VeV

- 2.1
VeV (2.100)

wazz(vv VV).
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Escrevendo V' = 2L 4+ 2¢M onde L e M sao fungoes reais, temos que

1

f= TIZESYE) (2.101)

como V2V = 0, temos que L e M sao fungoes harmonicas. Substituindo (2.101) em (2.100)
obtemos que
8

Em suma, a solucao PIW para as equacoes de campos de Einstein-Maxwell é dada pela
métrica (2.61), onde o tensor tridimensional positivo definido h,,, gera um tensor de Ricci
nulo e é tomado como a métrica euclidiana tridimensional usual, f é dada por (2.101) e w por

(2.102). O campo eletromagnético é dado em termos de dois potenciais escalares:

Fon = 0p Ao, P = ™" fO, (2.103)

n®m sendo o tensor de Levi-Civita tensor relacionado a h,,. Além disso

v = 1 eM
2024 MY
1 el

2024+ M?

(2.104)

Um pérjeon é uma fonte fisicamente possivel, a solugao com um objeto desse possui CTCs,
mas se espera que a fonte cubra a regiao onde essas curvas aparecem. O mesmo nao ocorre
quando trabalhamos com dois pérjeons pois CTCs irao aparecer entre as fontes. Esta tltima
solucdo possui CTGs [8].

A solugao de Bonnor-Ward (BW) [33] se refere dois pérjeons, com massas m; e ma, colocadas

sobre o eixo dos z’s nas posi¢oes z = +a, (@ > 0), com momentos magnéticos (u; and ps)
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também paralelos ao eixo dos z’s, e

L= 14my/ri +may/rs)/2,
M = (p(z — a)[1i + pa(z + a) /13) /2,
ro =P+ (2 +0a),

W = —p*Q6¢. (2.105)

Um caso particular da solugao BW [8] é dado quando se toma

2 2 2
Q:u_;<2+m>+m1p2< o +(z+a)(p +z a))

3 T P2 \2a2r, aryrs
Lo Mo Mafl1 [ To (z —a)(p* + 2% — a?)
a2t )t —; 20 3
T T9 p 2a°ry araory
a
+E, (2.106)

com « restrito somente aos valores av = +(mqpg + mapu1)/(2a%)(# 0). Se a = 0 niao ha CTCs
no espago-tempo. Quando o = (myus + mopu1)/(2a%) o espago-tempo tem uma singularidade
de linha de torsio (TLS') sobre p = 0 para 2% > a? e no outro caso a singularidade aparece
entre as fontes. Em ambos os caso nao teremos singularidades de escoras [8]. A presenga de
TLSs ¢ inevitavel pois, neste caso, elas mantém as duas fontes magnéticas girantes, com carga
e estaciondrias em equilibrio (sobre linhas de torgao veja [24][25]).

Seja a curva v = {(t, p, d, 2) |t = to, p = po, ¢ € [0,27], z = 0}, onde ¢y e ry s@o constantes.

Para « ser uma CTC precisamos que
Gpp = L f?p° — 1> 0. (2.107)

A tnica componente nao nula da quadri-aceleragao é a”. Em [34] apresentamos as condigdes
necessarias para se ter uma CTG. Por exemplo, um modelo com dois pérjeons, onde m; =
mo = 1, p1 = pe = 864,26963 e as particulas colocadas a uma distancia 2a = 15, apresenta

uma geodésica tipo-tempo fechada ~ com raio pg = 11, 25.

Ltorsion line singularity
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2.4 Solucgoes das Equacoes de Einstein.
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Um espago-tempo (M, g) é uma variedade quadri-dimensional conexa de Hausdorff sem
fronteira C'*° munida de uma métrica C* lorentziana g. Por lorentziano queremos dizer que
para todo ponto p € M existe uma base no espaco tangente a M em p, T,,M relativa a qual
g(p) tem como matriz diag(1l,—1,—1,—1). Seja X um vetor pertencente a T, M, X é dito ser:
tipo-tempo, tipo-espago ou nulo caso com o sinal de g(X, X)(= g, X*X") seja, respectivamente,
positivo, negativo ou nulo. O cone de luz em p é o conjunto de todos os vetores nulos em 7, M.
O cone de luz desconecta os vetores tipo-tempo em duas componentes conexas separadas [35].

Em cada ponto p da variedade M o seu espago tangente é isomoérfico ao espago de Min-
kowski, onde podemos fazer uma escolha local da direcao do futuro. Se pudermos escolher
continuamente a direcao do futuro, em todo M, entao dizemos que o espacgo é temporalmente

orientavel, neste caso podemos provar que [12][35][36]:

Lema 3.1 Seja (M, g) temporalmente orientdvel. Entdo existe um campo vetorial tipo-tempo,
ut, analitico e diferente do vetor nulo, em M. Em contrapartida se existe um campo vetorial

tipo-tempo, continuo, entao (M, g) é temporalmente orientdvel.

Consideramos que um espacgo-tempo uma variedade orientéavel e temporalmente orientavel.

Em um espacgo temporalmente orientavel podemos definir os seguintes conceitos:

31
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e Uma curva tipo-tempo A(s) é dita ser orientada para o futuro, se para qualquer p € A o

vetor tangente u* é tipo-tempo direcionado para o futuro;

e Uma curva causal A(s) é dita ser orientada para o futuro, se para qualquer p € A o vetor

tangente u* é tipo-tempo ou nulo direcionado para o futuro;

e O futuro cronolégico I (p) é o conjunto de todos os pontos ¢ € M tais que existe uma
curva tipo-tempo direcionada para o futuro A tal que A(0) = p e A(1) = ¢, podemos

também definir o futuro cronolégico de um conjunto S C M como I7(S) = U, I (p);

e O futuro causal J*(p) é o conjunto de todos os pontos ¢ € M tais que existe uma curva
causal direcionada para o futuro A tal que A(0) = p e A(1) = ¢, e da mesma forma para

S C M temos JH(S) = .o JT(p).

peS

Definigoes anédlogas podem ser feitas para conceitos equivalentes direcionados ao passado (I~
e J7), bastando apenas substituir o termo futuro por passado, nas definigoes acima. Podemos
notar que I*(p) é um subconjunto aberto de M e que p € I(p) somente se existe uma curva
tipo-tempo orientada para o futuro fechada que comeca e termina em p. Em contraste, qualquer
que sejap € M, p € J(p). O mesmo sendo vélido para I~ e J~.

Definimos também uma vizinhanga normal convexa de p € M, que consiste em um conjunto
aberto U com p € U, tal que para todo ¢, r € U existe uma tnica geodésica conectando q e r
contida totalmente em U.

Outro conceito importante é a idéia de conjunto atemporal, que se define como sendo um
conjunto S C M onde nao existem p, ¢ € S tais que ¢ € IT(p), ou seja, SNIT(S) = 0.

Imediatamente percebemos que para que um espaco-tempo possuir uma estrutura temporal
bem definida globalmente ele ndo pode possuir curvas tipo tempo fechadas, pois se p € I (p)
entao este evento estaria influenciando seu proprio passado. Porém, eliminar apenas os es-
pacos onde isso ocorre nao elimina todas as possibilidades de mau comportamento temporal.
E possivel construir espacos que estao a beira de possuirem uma curva tipo-tempo fechada,

e estes espacos a principio também nao podem ser considerados fisicamente aceitdaveis, pois



Aspectos Mateméticos 33

sao instaveis, podendo ganhar uma curva tipo-tempo fechada com uma pequena perturbacao.
Exibiremos aqui trés condigoes de estabilidade para um espacgo-tempo: casualidade forte, casu-
alidade estavel e hiperbolicidade global.

Um espago-tempo (M, g) é considerado fortemente causal se para todo p € M e toda vi-
zinhanga U de p existe outra vizinhanca V' de p, com V C u, tal que nenhuma curva causal
intercepta V' mais de uma vez.

Esta definicao elimina o que intuitivamente consideramos como a beira de possuir uma curva
tipo-tempo fechada, mas é possivel construir espacos, que satisfazem a condicao de causalidade
forte, mas ainda sao instaveis.

Outra tentativa para caracterizar adequadamente os espacos é dada pela causalidade estavel.
Considere um espago (M, g), tomemos agora p € M e um vetor tipo-tempo u* em p. Se
definirmos g, = ¢, +u,u,, teremos uma nova métrica em p, ainda com assinatura de Lorentz,
porém todos os vetores tipo-tempo ou nulos em ¢ sao tipo-tempo em g, ou seja, esta operacao
“abre”o cone de luz no ponto p. Agora se tivermos um espaco-tempo a beira de possuir uma
curva tipo-tempo fechada e abrirmos todos os seus cones de luz entao teremos uma curva fechada
10 NOVO espaco, com a métrica §. Assim, dizemos que um espaco é causalmente estdvel se existe
um campo vetorial tipo-tempo, nao nulo, u#, tal que o espago (M, §,,,) ndo possui nenhuma
curva tipo-tempo fechada.

O teorema seguinte exibe uma importante caracteristica de espagos causalmente estaveis.

Teorema 3.1 Um espaco-tempo € causalmente estavel se e, somente se, existe uma funcao
diferencidvel f em M, tal que V*f € um campo vetorial tipo-tempo direcionado ao passado. A

funcao f é chamada de “fun¢ao de tempo global”.

Como corolario deste teorema temos que causalidade estavel implica em causalidade forte.
Outra condicao, ainda mais forte, sobre os espaco-tempos é a hiperbolicidade global. Um
espaco (M, g) é considerado globalmente hiperbdlico se possui uma superficie de Cauchy. Uma
superficie de Cauchy é uma subvariedade atemporal ¥ mergulhada em M tal que o dominio de
dependéncia de ¥ D(X) seja M. Chamamos de dominio de dependéncia de S o conjunto de

todos os pontos p € M tais que toda curva causal nao-estendivel passando por p intersepta S.



34 Aspectos Matemaéticos

A superficie de Cauchy pode ser considerada como um instante de tempo ao longo do
espago. Existem razoes para supor que todo espago-tempo fisicamente aceitavel é globalmente
hiperbdlico.

Dados (M, g) um espago-tempo fortemente causal, e p, ¢ € M, definimos C(p, ¢) como sendo
o conjunto de todas as curvas continuas tipo-tempo direcionadas ao futuro que ligam p a gq.
Curvas que diferem apenas pela parametrizacao sao consideradas iguais. Note que se g ¢ J*(p)
entao C(p,q) = 0. Podemos também definir uma topologia 7 em C(p, q). Para isso definimos

que conjunto aberto em C(p, q) é todo conjunto O C C(p,q), que pode ser escrito como
o=Jow),
onde U C M é um conjunto aberto e O(U) C C(p, q) ¢é definido como
oU)={ e C(p,q) | N U}.
Com esta topologia em C(p,q) podemos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.2 Seja (M, g) um espaco-tempo globalmente hiperbélico e p,q € M. Entao C(p,q)

¢ compacto.

A compacidade de C(p, ¢) implica diretamente na compacidade correspondente do conjunto

J*(p) N J~(q) na topologia de M. Reescrevendo temos:

Teorema 3.3 Seja (M, g) um espaco-tempo globalmente hiperbdlico e p, ¢ € M. Entdao J(p)N
J~(q) € compacto.

Podemos também definir o espago C(X,p), para p € D(X), que consiste no conjunto de
todas as curvas causais continuas direcionadas ao futuro entre ¥ e p. E possivel demonstrar,
pelos mesmos argumentos do Teorema 3.2, que C'(3, p) é compacto.

Este é o teorema final sobre condicoes de estabilidade de um espago-tempo:

Teorema 3.4 Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbolico. Entao (M,g) € causal-
mente estavel. A funcao global de tempo f pode ser escolhida de forma que cada superficie onde
f € constante seja uma superficie de Cauchy. Assim, M pode ser folheado por superficies de

Cauchy ¥ de forma que sua topologia seja R x 3.
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Considere uma espago-tempo (M, g) onde estd definida uma conexao V, e v é uma geodésica

com tangente v®. A solucao da equacao do desvio geodésico u*
vV, (V" u”) = —R"‘,Mgu”v“v‘s

¢ chamada de campo de Jacobi. Dois pontos p, ¢ € v sao considerados conjugados se existe um
campo de Jacobi nao nulo, que se anule em p e ¢. Isso significa que uma geodésica infinitesi-
malmente proxima de ~ a interceptaria em p e ¢, embora nao seja necessario que exista uma
geodésica com esta propriedade, pois a definicao exige apenas a existéncia do campo de Jacobi.

Os pontos conjugados sao importantes pois eles caracterizam as situagoes em que uma
geodésica deixa de ser uma curva extrema, ou seja, uma geodésica tipo-tempo deixa de ser um
méaximo local do tempo proprio, ou uma geodésica nula deixa de estar na fronteira do futuro

de um evento, como mostra o seguinte teorema:

Teorema 3.5 Seja v uma curva analitica tipo-tempo conectando p,q € M. Entao uma condi-
¢ao nmecessdria e suficiente para que v mazximize localmente o tempo proprio entre p e q, sobre
a variacao suave de um parametro, € que vy seja uma geodésica sem pontos conjugados entre o0s

pontos p e q.

Seja o tempo proprio entre dois pontos p,q € M dado por

= [

onde u* é o vetor tangente da curva causal analitica, ou pelo menos C*, \.
Uma caracteristica importante dos espagos globalmente hiperbdlicos é que C(p, q) é com-
pacto, além disso sabemos que 7 é semi continua superior entao podemos aplicar os teoremas

de existéncia do maximo. O que implica diretamente no seguinte teorema.

Teorema 3.6 Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbdlico, com p,q € M eq € J*(p).

Entao existe uma curva v € C(p,q) para a qual T assume seu valor mdzimo em C(p,q).

Mesmo se as leis da fisica proibam as maquinas do tempo, o esfor¢o de compreendé-las pode
trazer-nos muitos ensinamentos e ajudar-nos, em particular, a desenvolver nossa compreensao

da causalidade.
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Observa-se que em nossa regiao local do espago-tempo que a partir de qualquer evento P
somos capazes de influenciar somente aqueles eventos que estao dentro do cone de luz futuro de
P. Supondo que esta seja uma propriedade global do espago-tempo entao uma restricao global
sobre as geometrias (aqui uma geometria é uma variedade quadri-dimensional munida de uma
métrica de assinatura (+, —, —, —)) as quais sao de interesse fisico. Sem a restrigao de estarmos

em um espaco-tempo, podemos ter um resultado como
Teorema 3.7 Toda geometria compacta (sem bordo) tem uma curva tipo-tempo fechada.

Nosso interesse esta na existéncia de geodésicas tipo-tempo fechadas no espago-tempo (M, g).
Pelo que ja vimos, (M, g) ndo possui uma estrutura causal bem definida globalmente.

O problema cléssico de existéncia de geodésicas tipo-tempo fechadas (CTGs) na geometria
riemanniana foi resolvido por Hadamard [37] em duas dimensdes e por Cartan [38] em um
nimero arbitrario de dimensoes. Este resultado estabelece que dentro de qualquer classe de
homotopia livre (ndo-trivial) de uma variedade riemanniana compacta existe uma curva de
menor comprimento, a qual deve ser uma geodésica fechada (nao-trivial).

Um primeiro resultado para variedades lorentzianas foi dado por Tipler [39] cujo enunciado

se segue

Teorema 3.8 Seja (M, g) um espago-tempo compacto com uma cobertura contendo uma su-

perficie de Cauchy compacta. Entao (M, g) uma geodésica tipo-tempo fechada.

Em uma variedade pseudo-riemanniana com assinatura lorentziana (variedade lorentziana)
Galloway [40] encontrou condigdes suficientes para se ter CTGs.

Uma curva tipo-tempo 7 : [0,b] — M é uma curva suave por partes tal que (1) cada
segmento suave de 7y é tipo-tempo e (2) as tangentes nos pontos finais comuns de dois segmentos
consecutivos de v apontam para o mesmo cone de luz. Sejam v e 7, curvas tipo-tempo fechadas
em M. Dizemos que 7, € livremente t-homotdpica a ¥, se existe uma homotopia que deforma
1 em 7y via curvas tipo-tempo fechadas.

Sejam g e go métricas lorentzianas sobre M. Entdo g é dita mais larga que (wider than)

go, € denotado por g > gg, se e somente se para todo vetor nao-nulo X, X é g-tipo-tempo
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(9(X, X) > 0) sempre que X é gyp-nao-tipo-espago (go(X, X) > 0). Intuitivamente os cones de
luz em (M, g) abrem mais do que os cones de luz em (M, gy). Seja C uma classe de t-homotopia
livre de curvas tipo-tempo fechadas na variedade lorentziana (M, go). Entao C é dita estavel se
e somente se existe uma métrica lorentziana g > go tal que sup, ¢ Lg(7y) < 0o, where Ly(7) é o

comprimento de v usando a métrica g.

Teorema 3.9 Seja (M, go) uma variedade lorentziana compacta. FEntdo cada classe de t-
homotopia livre estdvel em (M, gy) contém uma curva tipo-tempo fechada mais longa. Esta

curva € necessariamente uma geodésica tipo-tempo fechada.

A exigéncia de que M seja compacta pode ser enfraquecida, sendo suficiente que exista um
aberto U de M com fecho compacto tal que cada curva v € C esteja contida em U.

Sob certas condigoes, mudancas na topologia das segoes tipo-espaco podem ocorrer se e
somente se 0 modelo for acausal. [41]

No caso de tomar a geodésica como a curva que maximiza comprimentos, podemos olhar o
problema do seguinte angulo. Ja que podemos, pelo menos nesse trabalho, escrever todas as
nossas CTCs como circulos em um plano-(r, ), a CTG, quando ocorrer deve ter a coordenada
radial 7 que maximiza a funcdo s(r, z.) = 27/ g, (7, 24). E importante ressaltar que para
termos uma CTG razodvel é necessario que 7 # 0 € g, (7, 2,) > 0, logo uma maneira de obtermos
CTGs em um espaco-tempo que s6 possui CTCs é deformé-lo, por exemplo acrescentando
matéria, de maneira que agora g,,(r, z.) é uma fungdo que possui um ponto de méximo local

em 7 tal que 7 # 0 e g,(7, 2,) > 0.
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4

Conjectura da Protecao a Cronologia e Bu-

racos de Minhoca

4.1 Buracos de minhoca

Um buraco de minhoca é uma pequena “alga” na topologia do espago-tempo, a qual une
regides separadas no universo que podem estar muito longe uma da outra, como aparece no
esquema da Fig.(4.1). A métrica de Schwarzschild, com uma escolha adequada de topologia,
descreve tal buraco de minhoca [42] [43]. Entretanto, o horizonte do buraco de minhoca de
Schwarzschild previne uma viagem de ida e volta, e sua garganta se fecha tao rapidamente que
nao é possivel atravessar nem ao menos em uma dire¢ao [43] [44]. Duas perguntas aparecem: (a)
A teoria quantica de campos permite o tipo de tensor energia-momento que é necessario para
manter um buraco de minhoca de mao dupla aberto? (b) As leis da fisica permitem a cria¢ao
de buracos de minhoca em um universo cujas se¢oes espaciais inicialmente sao simplesmente
conexas? Essas questoes tomam um importancia adicional quando se reconhece que, se as
leis da fisica permitem buracos de minhoca atravessaveis, entao elas provavelmente também
permitem que um buraco de minhoca seja transformado em um maquina do tempo com a qual

a causalidade pode ser violada. Um espago-tempo com um buraco de minhoca deve servir como
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um Uutil teste para idéias sobre causalidade, livre arbitrio, etc [2].

Figura 4.1: Representacao de um buraco de minhoca descrito pela métrica de Schwarzschild.

4.2 Conjectura da Protecao a Cronologia

Nosso universo parece nao ter sido criado de uma maneira tao encurvada a ponto de termos
CTCs se estendendo desde o passado infinito até o futuro infinito [1]. Entdo o problema aqui
¢ determinar se ¢é fisicamente possivel dobrar o espago-tempo de forma que curvas tipo-tempo
fechadas aparecam, permitindo a viagem pelo passado. Comeca-se com a suposicao de que
existe uma superficie S de tempo constante onde nao hda CTCs no seu passado. A pergunta
que se faz é a seguinte: pode-se modificar o espago-tempo no futuro de S, de modo que CTCs
aparecam em uma regiao finita? Para definir o que seja uma maquina do tempo finita faz-se
uso da definicao do futuro desenvolvimento de Cauchy de S como o conjunto dos pontos do
espaco-tempo em que os eventos sao completamente determinados pelo que acontece em S.
Esta é a regiao do espaco-tempo em que todos os caminhos possiveis com velocidade inferior a
da luz provém de S.

Caso haja uma CTC ~ no futuro de S, esta curva ficara dando voltas no futuro de S mas
nao retornara para fazer intersecao com S. Isso significa que os pontos de v nao estarao no

desenvolvimento de Cauchy de S. Assim, S terd um horizonte de Cauchy H, ou seja, uma
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superficie que é fronteira futura do desenvolvimento de Cauchy de S.

Um horizonte de Cauchy, a priori, é formado por raios de luz que tém inicio ou no infinito ou
em singularidades. A criacao desses horizontes de Cauchy exigiria ou a capacidade de encurvar
infinitamente o espago-tempo ou a existéncia de uma singularidade nele. Encurvar infinitamente
o espago-tempo esta além da capacidade de qualquer um e as equagoes de Einstein nao podem
ser definidas em uma singularidade, o que impede que seja previsto o que acontece do outro
lado do horizonte de Cauchy, inclusive quanto a existéncia de CTCs.

Por essas razoes trabalha-se com horizonte de Cauchy finitamente gerado. Trata-se de um
horizonte de Cauchy gerado por raios de luz que emergem de uma regiao compacta, uma regiao
finita que contém CTCs. Pode-se provar que um horizonte de Cauchy finitamente gerado contém
um raio de luz fechado. Cada vez que o raio de luz volta, ele fica mais desviado para o azul,
de modo que as imagens ficam cada vez mais azuladas. Cada vez que passam, os raios de luz
podem ficar mais desfocados, de modo que a energia da luz nao se acumula infinitamente. No
entanto o desvio para o azul significa que uma particula de luz terda uma histéria finita, definida
por sua prépria medida do tempo, ainda que ela fique dando voltas e mais voltas em uma
regiao finita e nao se envolva com nenhuma curvatura tipica de uma singularidade. Pode-se
também provar que haveria rotas com velocidade inferior a da luz e com duracao também finita.
Essa poderia ser a historia dos observadores que ficam presos em uma regiao finita diante do
horizonte de Cauchy e que ficassem “dando voltas e mais voltas”, cada vez mais depressa, até
atingir a velocidade da luz em um tempo finito.

Esses resultados nao dependem das equagoes de Einstein, e sim de como o espaco-tempo
tem que se curvar para produzir CTCs em uma regiao finita. Mas isso nao pode ser feito
com matéria de densidade positiva em toda parte. Pode-se provar que, para se construir uma
maquina do tempo finita, é preciso ter energia negativa [2] [45].

Os tensores classicos de energia-momento de todos os campos fisicamente razodveis obe-
decem a condigao de energia fraca, segundo a qual a densidade de energia de qualquer forma
¢é igual ou maior que zero. Dessa maneira as maquinas do tempo ficam excluidas da teoria

puramente classica.
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Mas, mesmo se violagoes da condicao de energia fraca sao permitidas pela teoria quantica,
o valor esperado do tensor de energia-momento deve ser muito grande se a curva tipo-tempo
torna-se cada vez mais fechada. Parece haver uma reacao contraria que previne CTCs de
aparecerem. Estes resultados fortemente suportam a Conjectura da Protecao a Cronologia
(CPC): As leis da fisica nao permitem o aparecimento de curvas tipo-tempo fechadas. [4]

O que nao impede a procura de um espaco-tempo onde a proposicao de um modelo de
méquina do tempo seja razoavel. Em [46] lida-se com a possibilidade de formagao de curvas
causais fechadas (CCC!) em um espago-tempo no contexto da Relatividade Geral. Por curvas
causais entende-se curvas tipo-tempo ou nulas. Aqui tenta-se responder a pergunta se é possivel
que CCCs evoluam espontaneamente a partir de condigoes iniciais nao-patologicas. Ou seja,
queremos que o espaco-tempo possa admitir uma hipersuperficie inicial tipo-espago regular
(uma superficie de Cauchy parcial) S, que ele seja assintoticamente plano e que a condi¢ao de
energia fraca seja atendida.

Sendo assim um dos mais relevantes aspectos a se levar em conta é o contetido de matéria
do espago-tempo. Também em [46] trabalha-se com simples poeira como fonte. O modelo
proposto para o espaco-tempo com uma maquina do tempo tem uma hipersuperficie inicial
composta de trés partes: uma regido externa assintoticamente plana vécuo (com a geometria
de Schwarzschild), o “envelope”; que é uma regiao intermedidria composta de poeira, e um vacuo
toroidal compacto no centro. Neste modelo as CCCs evoluem dentro do ntcleo compacto, de

forma a serem causalmente independentes das regiodes circunvizinhas.

Lelosed causal curves
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Neste Capitulo discutimos os artigos reproduzidos nos Apéndices. Apresentamos resumos

dos principais resultados.

5.1 O universo de Godel.

O caso de Godel foi o primeiro a ser considerado neste trabalho por sua relevancia histérica
como também por sua simplicidade matematica.

Comecamos revisando em algum detalhe as CTCs na métrica de Godel. Em particular,
apresentamos as CTCs e suas forcas correspondentes nas coordenadas usadas por Godel e em
coordenadas cartesianas. Como as CTCs se parecem com circulos, elas sao comumente descritas
em coordenadas cilindricas.

Passamos entao a estudar a estabilidade das CTCs quando sofrem pequenas perturbacgoes.
Resolvemos o sistema linear de equacoes para a evolugao das perturbagoes no sistema de coorde-
nadas original de Godel de forma exata. Vimos que essa solucao apresenta modos vibracionais
assim como translacionais sendo que esses tultimos podem ser eliminados por uma escolha ade-
quada de condigoes iniciais. Estabelecemos entao que as CTCs sao linearmente estaveis.

Para futuras referéncias o mesmo sistema foi resolvido numericamente em coordenadas car-
tesianas para um nuimero representativo de condicoes iniciais. Descrevemos os resultados apre-
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sentando o comportamento de duas fungoes-distancia, Ry e R3, e uma fungao-angulo em alguns
graficos. A analise deste comportamento dependeu de avaliarmos quando uma perturbacao dada
permanece pequena. Consideramos uma perturbagao genérica du pequena quando (%LU)Q < 0.01,
isto é, (du)? << du. Todas as variagoes apresentadas nestes graficos satisfazem por muito esta
condi¢ao de pequeneza. Temos tipicos modos vibracionais para d Ry e d R3 e principalmente mo-
dos translacionais para d¢. Testamos esta condicao de pequeneza para um numero significante
de condigoes iniciais e valores de 7y, encontramos que esta condicao se satisfaz até mesmo para
curvas que estao proximas do limite dado por rg > log(\/§ +1).

Considerando que a matéria no universo de Goédel é somente poeira, apresentamos uma
extensao (deformacao) simples da métrica de Godel que corresponde a adi¢do de matéria. O
tensor energia-momento do modelo foi analisado e encontramos condigoes para termos matéria
que atende as condigoes de energia usuais.

Procuramos condicoes para que as geodésicas neste novo espaco-tempo fossem tipo-tempo
e para que fossem fechadas. Provamos que essas duas condi¢oes nao podem ser satisfeitas
ao mesmo tempo. Apresentamos as suas CTCs em uma forma explicita junto com as forcas
associadas. Encontramos que a adigao de matéria, seja ela usual ou seja ela exdtica, nao muda

a estabilidade dessas CTCs. E ainda encontramos um tipo de estabilidade estrutural [47].

5.2 Os perjeons - Quase uma maquina do tempo.

Estudamos o caso especial da solugdo BW (2.105), onde as massas dos dois perjeons sao
iguais, m; = mg = m, assim como os momentos angulares, p; = po = p, além disso nos
interessamos apenas pelas curvas fechadas v dadas na sua forma paramétrica como v =
{(t, p, ¢, 2)|t =to, p= po, ¢ € [0,27], z =0} onde ty e py sdo constantes.

Dada dessa forma, a tnica componente nao-nula da quadri-aceleracao serda a”, que é uma
fungdo dos parametros m, p, po (o raio da curva) e a (meia distancia entre as particulas).
Fixando, primeiramente, um dos dois valores possiveis para a dados em (2.106), e fazendo
a” = 0, obtivemos em cada um dos dois casos uma relagao entre m, i, a e pg. Substituindo essa

relacao na expressao de g, (que nos déd a condigao para que vy seja tipo-tempo), e introduzindo
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um novo parametro n, de forma que py = n a, obtivemos regices onde existem geodésicas tipo-
tempo fechadas (nas duas possibilidades de valores para «). Por exemplo, para o caso onde
o = —(my g +maopy)/(2a%) (TLS entre as particulas), teremos CTGs para n € (v/2,1.6385] e

a € [Am, Bm], onde

V14602 +61n* 4 60n° — 28n® — (6n* — 11n* — 1)

A ;
4v/n? +1(2n2 — 1)
B 4—n2—|—\/2—|—3n2—n4.

n?+1(n? — 2)
Em ambos os casos foram encontradas regioes menores onde as CTGs sao linearmente estaveis.
No caso do exemplo dado acima, para n = 1.5 e 7.4788m < a < 7.988m, ou para n = 1.8
e 0.1046m < a < 0.5279m, temos CTGs linearmente estaveis. Sendo assim, a existéncia de
CTGs no espaco-tempo BW ou sua estabilidade nao dependem do valor do parametro de massa

m.

5.3 As CTGs em varios outros exemplos.

Aqui, por uma questao de completude, estudamos a estabilidade de todas as outras CTGs
que eram conhecidas na literatura.

A solugao de van Stockum. Van Stockum encontrou uma solugao para as equacoes de
Einstein que representa o interior de um cilindro de poeira infinito. Trabalhando com matéria
subluminal temos Ra < 1, onde R é a coordenada radial da fronteira do cilindro e a é a
velocidade angular, e neste caso nao existem CTCs no interior do cilindro. Para o vacuo
exterior ele encontrou trés diferentes solugdes dependendo do valor de aR. Para 1/2 < aR < 1
a solucao possui CTCs e até mesmo CTGs. Dado o cardter peridédico da funcao g,, temos
vérias regides (anéis no plano-(r,¢)) contendo CTCs separadas por regides do mesmo tipo
contendo curva tipo-espaco. Em cada regiao com CTCs, Steadman mostrou que ha uma CTG.
Encontramos que essas CTGs sao estaveis.

A nuvem de cordas cosmicas. Uma caracteristica interessante desse espago-tempo ¢ a ne-
cessidade de se trabalhar com matéria de densidade de energia negativa para que ele seja

simplesmente conexo. As CTGs que sao descritas no artigo nao sao estaveis e provamos que no
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modelo dado nao ha como haver CTGs estaveis.

As métricas tipo-Godel. Estudamos CTCs em espaco-tempos cujas métricas podem ser de-
compostas na forma g,, = u,u, —h,, onde u* é um vetor tipo-tempo unitério e h,, se comporta
com se fosse uma métrica para o “fundo” espacial tridimensional ortogonal a u. Primeiramente
estudamos um caso cujo o “fundo” é plano. Neste modelo temos CTCs estaveis, embora nao
seja possivel encontrar CTGs. No segundo caso estudado temos um “fundo” conformemente
plano. Neste caso o modelo apresenta CTGs estaveis. A deformacao do “fundo” parece ser
uma necessidade para a existéncia de CTGs embora nao seja suficiente, pois no caso do uni-
verso de Godel o “fundo” nao é plano mas nao ha CTGs neste espaco-tempo, enquanto que um
espaco-tempo com CTG com “fundo” plano ainda nao é conhecido.

O modelo cosmoldgico de Soares. Este é o modelo onde a existéncia das CTGs é garantida
pela escolha da topologia do espaco-tempo M = S% x R. Como a coordenada temporal é
tomada ciclica as linhas-mundo da particulas livres sao fechadas. As CTGs exibidas no artigo

foram analisadas e sao todas nao-estaveis.

5.4 O buraco negro espetado.

Neste trabalho estudamos a existéncia e a estabilidade sob perturbagoes lineares de CTCs
no espago-tempo associado a um buraco negro de Schwarzschild (BNS) espetado por uma corda
cosmica girante (CCG). Apresentamos as condigdes sobre o raio da curva fechada para que essa
seja tipo-tempo, (rg — 2m)a? — r33? > 0, sendo m a massa do buraco negro, & o momento
angular da corda e § o déficit de angulo do modelo. Todas as CTCs deste espaco-tempo estao
fora da fonte.

Neste tipo de espago-tempo existem geodésicas tipo-tempo fechadas. Encontramos condicoes
suficientes para que essas CTGs sejam estaveis. Estas condigoes nao sao muito restritivas e
podem ser satisfeitas plenamente.

Analisando as curvas fechadas no caso da corda césmica sozinha, encontramos que existe
um intervalo finito ry < |a|, a sendo o momento angular da corda, onde as curvas com coor-

denada radial ry sao tipo-tempo. Vimos entao que a presenca do buraco negro torna possivel
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a transformar uma CTC presente na métrica da corda girante sozinha que é estavel em uma
CTG, as vezes, também estavel.

Parece que uma linha de torgao superposta a matéria (nao corda) é uma condigao suficiente
para se ter CTGs (podendo até serem estéveis). Falando livremente, temos que as linhas de
tor¢ao criam CTCs que o buraco negro transforma, uma delas, em CTG. Este fato também é
confirmado no caso da solugao para os dois perjeons estudado em [8] onde as linhas de torcao
sao o ingrediente fundamental para se ter CTCs e CTGs no espacgo-tempo. De fato, quando
essas linhas sao removidas nesta solucao, também eliminamos as CTCs e as CTGs.

O papel da massa do buraco negro no aparecimento das CTGs é deformar o espago-tempo
de forma a fazer aparecer um ponto de maximo local na funcao que mede o comprimento das
CTCs. No caso da corda césmica sozinha essa funcao atinge o maximo quando ry = 0 que nao é
uma coordenada radial admissivel para uma curva. Ja no caso do espago-tempo BNS+CCG, a
fungao que mede o comprimento das CTCs atinge o maximo em um valor para rg # 0 e, ainda

mais, fora do buraco negro pois ry > 6 m.
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Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho estudamos varios modelos, realistas ou nao, que contivessem curvas tipo-
tempo fechadas. Comecamos estudando as CTCs no universo de Godel e encontramos que elas
sao linearmente estaveis. Promovemos uma deformacao particular neste modelo, na forma de
acréscimo de matéria, encontramos as CTCs do novo universo assim deformado e mostramos
que elas sao estaveis nao importando se a matéria é ordinaria ou se é exotica. No caso da
métrica de Godel, o espago-tempo nao possui CTGs, mostramos que o universo deformado
também nao possui esse tipo de curvas. Estabilidade linear também foi obtida ao se estudar
as CTCs de um exemplo particular de métrica tipo-Godel com fundo plano, assim como nas
CTCs do modelo contendo uma corda césmica girante sozinha.

Nos deparamos com quatro modelos onde a existéncia de CTGs era conhecida. Em todos
os modelos estas curvas estavam dadas explicitamente. Comecamos analisando a CTG dada no
espaco-tempo gerado pelos dois pérjeons. Esta curva particular nao é linearmente estavel. O
modelo dos dois pérjeons depende de varios parametros, como a massa, a carga, os momentos
angular e magnético de cada particula, assim como da distancia em que elas se encontram
uma da outra. Estabelecemos condicoes que tais parametros devem atender para que o espaco-
tempo possua outras CTGs e, restringindo estas condigoes, encontramos CTGs estaveis. Em
outros dois casos conhecidos, o modelo topolégico de Soares e o da nivem de cordas de Grgn
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e Johannesen, verificamos que as CTGs por eles apresentados nao possuem estabilidade linear.
Ja no modelo do cilindro infinito de poeira de van Stockum, encontramos que as véarias CTGs
apresentadas por Steadman sao estaveis.

Encontramos que um exemplo particular de métrica tipo-Godel com fundo conformemente
plano possui CTGs, e estas também sao estaveis. Exibimos um exemplo desse caso particular.
No intuito de analisar o papel que a matéria e as linhas de torsao exercem no aparecimento
de CTCs e CTGs, construimos um modelo bem simples composto de um buraco negro de
Schwarzschild e uma corda cosmica girante. Vimos entao que o acréscimo do buraco negro pro-
voca uma deformagao no espago-tempo que antes possuia apenas CTCs, podendo transformar
uma dessas curvas em uma CTG. Encontramos que a existéncia de CTGs depende da massa do
buraco negro, bem como do momento angular da corda e do déficit de angulo do espago-tempo.
Determinamos as condigoes para que estas curvas existam e sejam estaveis. No futuro pretende-
se fazer a analise da deformagao provocada pelo buraco negro de Kerr ao ser colocado em um
espago-tempo com uma corda césmica girante (a corda espeta o buraco). Alguns resultados
sobre esse modelo ja foram obtidos.

Em suma, verificamos que a existéncia e a estabilidade das CTCs nao depende do tipo de
fonte que gera a geometria estudada. Temos universos plenamente preenchidos por matéria que
admitem apenas CTCs estaveis, como o caso de Godel, outros, como o proposto por Soares,
que admitem CTGs, nao-estdveis, por causa da topologia do proprio espago-tempo (S® x R),
ou os tipo-Godel com fundo conformemente plano que admitem CTGs estaveis e possuem uma
topologia mais simples. Temos também universos com fonte infinita, como os casos de cilindros
infinitos de matéria, que, dependendo do raio desse cilindro, pode apresentar CTCs (ou CTGs)
em seu interior ou nao. Alguns modelos admitem CTGs estaveis no vacuo exterior, como um
caso da solugao de van Stockum. Outros s6 admitem CTCs no exterior e as CTGs interiores
sao nao-estaveis como no caso de Grgn e Johannesen. Ou ainda temos o caso onde a fonte
é fisicamente razodvel (os dois pérjeons), compacta, cujo espago-tempo possui CTGs estéveis,
apesar do pequeno inconveniente de termos uma linha de torsao no meio das duas particulas,

mas isso parece ser uma necessidade para manter a configuracao estavel. Neste caso as CTCs
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aparecem fora da fonte ji que elas estao no plano perpendicular ao eixo que as alinha e a
meio caminho das duas. O que ja nao acontece com outras fontes compactas razoaveis, como
a barrinha girante de Bonnor ou um tnico pérjeon, onde nestes casos se espera que as curvas
aparecam dentro da matéria.

Nem mesmo o tipo de matéria influencia a existéncia ou a estabilidade dessas curvas. Nas
deformagoes que encontramos do universo de Gddel vemos isso claramente.

A possibilidade de que um espaco-tempo associado a um modelo realista de matéria contenha
CTCs nos levou a perguntar o quao permanente é a existéncia de tais curvas. Talvez fosse
possivel elimina-las por simples consideragoes sobre sua estabilidade linear. Por outro lado, se
estas curvas fossem estaveis sob perturbacoes lineares o problema conceitual a sua existéncia se
complicaria. Mesmo diante do fato que a matéria contida em varios modelos estivesse longe de
ser realista achamos interessante estudéd-los para se medir o quao persistente seriam as CTCs
em varias possibilidades de geometrias e verificar se em algumas delas as CTCs nao poderiam
ser eliminadas apenas por consideracoes dinamicas. Isso nos levou a estudar a estabilidade
dessas curvas.

Fizemos uma répida revisao de como o problema da existéncia de CTGs em variedades
lorentzianas é tratado na literatura matemaética e vimos que o problema so possui resultados
quando se lida com variedades compactas ou quando o problema pode ser reduzido a um
problema compacto de alguma forma. Uma conjectura do que ocorre no caso de uma variedade
lorentziana nao-compacta (espago-tempo) se faz necessaria.

Neste trabalho avaliamos a estabilidade das CTCs usando um critério de perturbacoes de
primeira ordem, pretendemos no futuro estender o estudo para perturbagoes de segunda ordem,
desenvolvendo um formalismo para estudar estabilidade de drbitas no contexto da relatividade
geral. O estudo desta estabilidade também ¢ importante na modelagem por particula de corpos

celestes, como galaxias, anéis planetarios, etc.
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Introduction

The Godel universe, a spacetime in which the matter takes the form of a pressure-free perfect
fluid with a negative cosmological constant, is the most celebrated solution of Einstein field
equations that contains closed timelike curves (CTCs). This spacetime has a five-dimensional
group of isometries which is transitive. The matter everywhere rotates relative to the compass
of inertia with the angular velocity proportional to the square root of the matter density [1] [2].
Dynamical conditions for time traveling in this spacetime are not sufficient to exclude the
existence of CTCs [3].

The Godel metric has some qualitative features like the projections of geodesics onto the
2-surface (r, ¢) being simple closed curves. This property can be extended to a set of metrics
called Godel-type. It is possible to show explicitly that when the characteristic vector field that
defines a Godel-type metric is also a Killing vector we have closed timelike or null curves [4].
The study of the geodesic motion of free test particles in these Godel-type spacetimes can be
extended to a family of homogeneous Godel-type spacetimes [5]. Giirses et al. [6] introduce
and used Godel-types metrics to find charged dust solutions to the Einstein field equations in
D dimensions. In the Godel spacetime timelike geodesics are not closed as was independently
proved by Kunt [7] and Chandrashekhar and Wrigth [8]. However there exist timelike curves
subject to an external force that are closed.

Exact solutions of Einstein-Maxwell equations that contain CTCs at least for some values
of the parameters are studied in [9]. It turns out that magnetic fields can give rise to non-
trivial chronology violations. A sufficiently large magnetic field can always ensure chronology
violation. The spacetime of an infinite rotating cylindrical shell of charged perfect fluid contains
CTCs [10]. For the conditions for the existence of CTCs in the spacetime associated to a rigidly
rotating cylinder of charged dust see Ivanov [11]. In spacetimes with conic singularities that
represent cosmic strings we can have CTCs for one spinning string [12] and for two parallel
moving strings [13].

The stability of Godel’s cosmological model with respect to scalar, vector, and tensor per-
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turbation modes using a gauge covariant formalism is considered in [14]. It is found that
the background vortical energy contributes to the gravitational pull of matter, while gradients
add to the pressure support. The balance between these two agents effectively determines the
stability of Godel universe against matter aggregations.

The possibility to have no violation of causality for geodesics that in finite intervals of time
goes back in time (dt/ds < 0) was considered by [15]. As it was already mentioned, the existence
of CTCs contradicts the usual notion of causality. Beyond the usual paradoxes, it seems to
induce physical impossibilities, like the necessity to work with negative energy densities. One
could speculate that these impossibilities will be eliminated by quantum-gravitational effects.
All our experience seems to indicate that the physical laws do not allow the appearance of
CTCs. This is that, essentially, says the Chronology Protection Conjecture (CPC) proposed
by Hawking in 1992 [16].

Other possible explanation for CTCs is that the metrics studied until now are unrealistic [17].
But, there exists an exact, asymptotically flat solution of vacuum Einstein equations which
contains CTCs that can represent the exterior of a spinning rod of finite length [18].

The existence of CTCs, in principle, should be a matter of experimentation. If the General
Relativity predicts them in a physically reasonable situation and they are not found, we will
have that this theory is in trouble. If they are found we will have a bigger problem, our usual
notion of causality will need a deep revision.

The possibility that a spacetime associated to a realistic model of matter may contain CTCs
leads us to ask how permanent is the existence of these curves. Perhaps, one may rule out the
CTCs by simple considerations about their linear stability. Otherwise, if these curves are stable
under linear perturbations the conceptual problem associated to their existence is enhanced.

In this first paper about linear stability of CTCs we consider the Godel case due to its
historical relevance (first paradigm for CTCs) as well as its mathematical simplicity. We intend
to study, in subsequents works, the stability of CTCs in Godel-type metrics [6, 4], Bonnor
metric [18] and other relevant spacetimes. All these metrics presents their own peculiarities

that deserve a special treatment.
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The paper is divided as follows, in Section 2, we review in some detail the CTCs in the
Godel metric. In particular we present the CTCs and its corresponding forces in the usual
Godel coordinates as well as in Cartesian coordinates. In Section 3 we study the stability of
CTCs when they suffer a small perturbation. We solve the linear system of equations for the
evolution of the perturbation in the original Godel coordinates in an exact form. For future
reference the same system in Cartesian coordinates is solved numerically for a representative
range of initial conditions. In Section 4 we present a simple extension (deformation) of the Godel
metric that corresponds to the addition of matter. We look for the conditions for geodesics to
be timelike and to be closed. We prove that these two conditions can not be satisfied at the
same time. We present the CTCs in an explicit form together with their associated forces. We
find that the addition of matter either usual or exotic does not change the stability of the Godel

CTCs. In the last section we summarize and discuss some of our results.

Godel metric, geodesics and CTCs

In this section we review the CTCs in Godel metric following mainly references [1] [3] [7].

In standard coordinates, X* = [t, 7, ¢, z], the Godel metric is [3],

4
ds* = 7 [d? —dr* + (sinh4 r — sinh? r) de* + 2v/2sinh? r dt dy ] —d2?, (A.1)
where (3 is a constant that describes the vorticity of the four-vector u* = [1,0,0,0], —oo < t <
00, —00 < z < 00, r >0 and ¢ € [-m,m|. The limits ¢ = —7 and ¢ = 7 are topologically
identified.

The metric (A.1) satisfies the Einstein field equations,
1
R#V — §R 9uv + Ag‘wj = _Tl“” (AQ)

with TH = putu’, A = —%2 and p = (3?. We use units such that ¢ = 877G = 1.

Let us denote by ~ the particular closed curve given in its parametric form by,

|
I
~
o

T =To, (2 < [—7T,7T], = 07 (AB)



A. Stability of Closed Timelike Curves in Gddel Universe. 61

where tg and ry are constants. When ~ is parametrized with an arbitrary variable u the

condition to be timelike is %% > 0. The curve 7 is timelike when ry > log(v/2 4+ 1). The

four-acceleration of this CTC is
a" = oy sinhrg coshrg (2 cosh? ry — 3) 2. (A.4)

In the “Cartesian” coordinates X* = (t,x,y, z) defined by

y = (cosh(2r) + sinh(2r) cos gp)_l, (A.5)
Bz = (sinh(2r) sing) y, (A.6)
14 6t — 2t _ —2r ¥

54—( e )-arctan(e tan§>, (A7)
7=z, (A.8)

with —c0 <t < 00, —0 < = < 00, —00 < 2 < 00, and oo > y > 0 we find that the line

element (A.1) reduces to

V2de]” e+ dy
T -+ ay
ds* = |dt + ——| — ——% —d*. A9
[ By ] (By)? 49
In these coordinates the geodesic equation gives us,

2 .. 2 .

where the overdot indicates derivation with respect to the proper time s. This system of

equations admits the first integrals,

.2y — Y

e (A.14)
b=y, (A15)
y= %(x—xo), (A.16)
P g (A.17)
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where zg, 19, d and C' are integration constants. The solution of this system is

t= % [2 arctan (\/Ntan a> — Z\jﬁl O':| + to, (A.18)

2\/anincr cos o
xr =

+ 20, A.19
cos?2 o + Nsin? o o ( )
Yo — T
_ , A.20
cos?2 o + Nsin? o ( )
20 d
o o 1 2, (A.21)

B\ yg —n?

with
/012 __ 12
0 = %(S — 80), <A22)

N=2"1 (A.23)
Yo+ 1

where tg is an integration constant, and 7 is given by n? := (z — x0)% + (y — yo)>.

The relation X#X,, = 1 (with z = 0) reduces to

ANy

From (A.14)-(A.16) we get
vo =2(C* + 7). (A.25)
Therefore

v > 217 (A.26)
The condition for a geodesic to be closed, i.e., t(—5) = t(3), z(—5) = 2(3) e y(—5) = y(5),
is
AWN=N+1 = 2= %1772 (A.27)
that contradicts (A.26). Hence we have no timelike closed geodesics in the Godel universe.

In order to obtain a CTC in Cartesian coordinates we use another differential equation for

t obtained from (A.24) and equations (A.19) and (A.20). Then

2
C? +n?

t+ g(yo ) (A.28)
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whose solution is

+ to. (A.29)

B 2(yg —1?)

_ /2 2
t 2\@ [arctan (\/Ntan a) — yo\/i Sl o

These timelike curves are closed when

C* =2(yo — /12 — 1) —1". (A.30)

By replacing these parametric equations for the CTC into the geodesic equations we find that

the four-acceleration satisfies the relations

W2

a’ = —(z — x0) g @ =Ml ao), a’ = =Xy(yo —y), =0, (A.31)
where
52
A= [ 2% + 12) — yo] . (A.32)

The right hand side of (A.31) can be interpreted as the components of a specific external force
F* associated to 7.
It is instructive to compare the force given in these two systems of coordinates. In Godel

standard coordinates we have g,,¢? = 1. Therefore along the CTC ~ we have

2
2 B
= ) A.33
7 4( sinh? 7y — sinh? 7’0) ( )

From equation (A.4) we can write the non zero component of the force in following way,

i 3% sinh rq cosh rg (2 cosh® ry — 3) _ 3% sinh 27 ( cosh 2ry — 2) (A.3)
4(sinh* ro — sinh® o) 2((cosh2rg —2)2—1) '

The non zero components of force in Cartesian coordinates are,

2V/2

FO= 2 2 (x —20) Y, A.35
" (z — w0) (A.35)

F' = 2%(35 — x0)F', (A.36)
2 _

F? = —Fy(yg — )P, (A.37)

F=0. (A.38)
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On v the constants in (A.22) and (A.23) are now N = e~2", yq = cosh 2ry and 7 = sinh 2r,.

Therefore
2
_ -2
pro Pl _ ) (A.39)
2((yo —2)2 - 1)
By using the condition (A.30) we can cast \ as
B (yo — 2)
A= —F———. A.40
(yo—2)*—1 (5.40)
Hence
F' = gx, (A.41)
that is force calculated in (A.31).
Linear perturbation of CTCs in the Go6del universe
A generic CTC ~ satisfies the system of equations given by
D
d—X” = F*(X), (A.42)
s

D (°
ds

where is the covariant derivative of the vector field ()* along 7(s) and F* is a given

external force.

Let 4 be the curve obtained from ~ after a perturbation &, i.e., X* = X* + 4. Let e,

. . . . u Du _
be a given basis. In this basis (A.42) is represented by the equation 7 = F, where 3% =

(d;‘—: + Fguuﬁu“)ea, F = F%,, u = u“e, and u® = X*. In order to find the behavior of & we

calculate the variation, in first approximation, of both sides of % = F. We find,

dDu  d*¢“ p
7 = ( di + 205, ; ut + TG, S u)eq + F0eq (A.43)
6F = [ 5¢P¢e, + F*Se,. (A.44)

where () ) = a A Comparing the last two equations we get the system of differential equation

satisfied by the perturbation &

dée de’ N i _ pa B
73 +2Fﬁ”d ut + TG, \§ uu = F* 567 (A.45)
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This last equation can be cast in a manifestly covariant form by noticing that its left-hand-side
is the well known geodesic deviation equation as pointed out in [27] and its right-hand-side is
the Lie derivative of the force along &*.

In standard coordinates X* = [f,7, ¢, 2], the system (A.45) reduces to

& +adl =0,

E 4 b+ +de =0,

i (A.46)
& =0,

where

a = (8 sinh®ryv2)/(cosh rg m),

b = Bv2cosh To/m,

¢ = [cosh ro(2cosh®ry — 3)/\/@,

d = [(%cosh’®ry(2cosh®ry — 3)?/(2sinh? ro(sinh® ry — 1)?),

e = [/(sinhry coshryy/sinh?ry — 1) (A.47)

The solution of system of equations (A.46) is,

&0 = —a(cgsin(ws + ¢4) /w + 78) + ¢1 5 + ¢s,
V= cgcos(ws +cq) + 7,
£? = —e(ezsin(ws + ¢4) Jw + 78) + 2 8 + ¢,

53 = 758 + cg,

where ¢;, i = 1,...,8 are integration constants, w = v/d — ab — ce, and 7 = —(bc; + cca) /w?.
In order that the perturbed curve, 7, remains on the plane z = 0 we take initial conditions such
that c¢; = cg = 0, i.e., €3 = 0. The solution (A.48) shows the typical behavior for stability, we
have vibrational modes untangled with translational ones that can be eliminated by a suitable

choice of the initial conditions.
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For future reference, we study the linear stability of the CTCs in Cartesian coordinates. In

these coordinates the system (A.45) can be written as

570 = CLooé0 + Gmél + CLo2£2 + bo1 " + b€’

él = a10§f0 + anél + CL1252 + b1 &'+ b1a€”

€2 = ago€® + an €' + an? + byr€! + byt

53 - 07
where (a;;) and (b;;) are given by

43Se=2r0
D

D2

\/§ /826727"0
D

A2
5

6727”0 )\

1 _2\/56256’47“0

6727'0
(yo D

cos?2 o + e~ sin? o

and

D = cos’ o + e 0 sin? o,

2V2 8

6727"0
o ()
43Se2ro
) 2o S
w1, s
CQ
2e~2r0 § )\

cos? o + e~ sin? o

26727"0

cos?2 o 4 e~ sin? o

S =mnsinocoso.

772 52
_ 02

As before, we take £3 = 0 in order that ¥ does not leave the plane z = 0.

V2(1 + (yo — 2)De*™)

(A.49)

. (A50)

, (A.51)

(A.52)

To describe the behavior of perturbed curve 4 we introduce two distance and one angle

functions,
Ry = (z—z0)+ (y— )
Ry = (t—t0)”+ (z —z0)* + (y — v0)%,
¢ = arctan y

T — Ty

(A.53)
(A.54)
(A.55)
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The first function is a constant equal to n when x and y are on the CTC ~. The second represent
a “radius” in spacetime and the third one is an angle on the usual space. The variation of these

functions along ~(s) are,

6Ry = [(x—x0)&" + (y —v0)€%]/n, (A.56)
6Rs = [(t—t0)&" + (z — 30)&" + (v — 0)&]/ Rs, (A.57)
6p = [(z— 900)52 —(y - yo)il]/n' (A.58)

To study these functions we solve the system (A.49) by running the independent variable o,
first from —m/2 to 0 and second from 7/2 to 0, we recall that the points —7/2 and 7/2 on the
curve are identified. We keep the initial position of the perturbation equal to zero and analyze
the behavior of d Ry, d¢ and d R3. The perturbation initial velocity is taken each time with only

one component different from zero.

Figure A.1: Variation of the radius Ry of the perturbed curve, with 79 = 1.5 and 3 = 1. The initial conditions
for the first graph are: a) £*(—%) = [0,0,0,0], f“(—g) = [1073,0,0,0] (solid line), b) §M(=%) = 10,0,0,0],
£4(—Z) = [0,1072,0,0] (dot-dashed line), and c) £&*(—Z) = [0,0,0,0], £*(=Z) = [0,0,1072,0] (dashed line).
And initial conditions for the second graph are: a) (%) = [0,0,0,0], §“(g) = [-1073,0,0, 0] (solid line), b) the
€4(2) = [0,0,0,0], £*(%) = [0,—1072,0,0] (dot-dashed line), and &*(%) = [0,0,0,0], £&*(%) = [0,0,—1073,0]
(dashed line).

In Fig. A.1 we show graphics that represent the variation of radius Ry of perturbed curve,
with 79 = 1.5(n ~ 10) and 3 = 1. For the first graph the initial conditions are: a) {#(—%5) =
[0,0,0,0], &"(—%) = [1072,0,0,0] (solid line), b) &*(—%) = [0,0,0,0], £&*(—Z) = [0,1073,0,0]
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(dot-dashed line), and c) £#(—7%) = [0,0,0, 0], f“(—g) =[0,0,1073,0] (dashed line). And for the
second are: a) (%) = [0,0,0,0], f“(g) =[-1072,0,0,0] (solid line), b) the £&*(5) = [0,0,0,0],
5“(%) = [0,—107%,0,0] (dot-dashed line), and &*(3) = [0,0,0,0], 5"(%) = 10,0,—1073,0]
(dashed line).

In Figs. A.2 and A.3 we show graphics that represent d¢ and 0 Rj3, respecticely, computed
with the same initial conditions used for 0 R,.

x 107 50

Figure A.2: Variation of the angle ¢ for the perturbed curve with the same initial conditions of Fig. A.1.

We consider a generic perturbation du small when (6522 < 0.01, ie., (du)? << du. All the
variations presented in the graphics satisfy by large this smallness conditions. We have typical
vibrational modes for 0 R, and dR3 and mainly translational modes for d¢. We tested this
smallness condition for a significant variety of initial conditions and values of 1y, we find that this

condition is always satisfied even for curves that are near the bound given by 7y > log(v/2 +1).

CTCs and matter

The material source of the Godel metric is a pressure-free perfect fluid. In this section we
study the persistence and stability of the CTCs when we add matter with pressure or tension.

Let us consider the metric,

\/Ehl 2 h%
By 4z) (By)?

that for hy = hy = 1 reduces to Godel metric. This metric can be considered as a deformation

ds* = (dt + (dz® + dy?) — dz* (A.59)

of the original Godel metric (See Appendix A).
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Figure A.3: Variation of R3 with same initial conditions of Fig. A.1.

First, to understand the physical meaning of the changes introduced in (A.59) we com-
pute the associated energy-momentum tensor from the Einstein field equations with the same

cosmological constant as in the Gédel metric (A = —32/2). We get,

[ B2(3h3-2n3+h3)  V2Bhai(2h3—h3) 0 0 ]
2h‘2L yh‘Ql
B2(h3—h3)
0 2 U 0 0
0 0 Lt 0
2012 _op2. 14
i 0 0 0 B2 (hi 2Zg2+h2) |

By solving the eigenvector equation,

THE = \¢H, (A.61)

3 D3

AB? 2 2 | pa
A=A = 5 and A3 = 3 , where A = 3h7 — 2h5 + hj,

we find the eigenvalues: Ay =

B Y
B = 2h3, C = hy — h? and D = h? — 2h3 + hj. The timelike eigenvector u* = [1,0,0,0] is
2h
associated to \g, and the spacelike eigenvectors X# = [— \/}: L , %, 0,0], Y*=10,0, %, 0], and
2 ho 2

Z* =10,0,0,1] are associated to A;, g, and A3, respectively. We can write the energy-tensor

in its canonical form as,
TH = Noutu” + M (X*XY + YRYY) + N\3(ZH27). (A.62)

In order to have realistic matter, the eigenvalue \y that represents energy density, and the

eigenvalues A\; = Ay and A3 that describe pressures (or tensions) are restricted. ¢ must be
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non-negative (weak energy condition) and A\g — A\ — Ay — A3 > 0 (strong energy condition) [2].

2hZ—hi

4
—=_ If, furthermore, we have h} > %2 the

The weak energy condition is satisfied when h? >
strong energy condition is also satisfied.

Simple modifications as the one presented in (A.59) of the Godel metric written in stan-
dard coordinates are not associated with an energy-momentum tensor with a simple physical
interpretations nor to geodesic equations that can exactly be solved. This justify our use of
Cartesian coordinates.

Returning to the analysis of the curves in this new geometry, we have that the geodesic

equations are,

L2R2. N2y .
t— y—héty G = (2h? — h)iy =0 (A.63)
.. ﬂ\/ﬁh .. 21y
i+ = Lig + o (h? —h2) =0 (A.64)
o BV2hi, 203 —h3, ., 1 .,

— i — ——H)?*=0 A.65
] o i3 (@) y(y) (A.65)
5 =0. (A.66)

By appropriated choice of the constants of integration, the first integrals to these geodesic

equations can be written as (A.14)-(A.17) replacing # by

. 1
t= m@yh% — yo(2h7 — h3)]. (A.67)
1
Therefore
2 2h? — h2) (N +1
t= %[2 arctan(v/N tan o)h; — ( lh 2) (2&)0] + . (A.68)
1
We have timelike geodesics for
2
Yo = cosh 21y < A, (A.69)
\/2h? — h3
that are closed whenever
2h?
Yo = cosh 27’0 = W_lh% (A?O)

Hence, as before, we have no closed timelike geodesics in the spacetime whose metric is given
by (A.59). In this metric we can find equations for CTCs in the same way as before. For z = 0,

we have
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g

2v/2 2yoh1 — \/C? + hin?
t = —\/_ arctan (\/Ntan O’) hi — \/_yo ! + ol
s V2 g —n?

The condition for closed curves is

C? = 2hi(yo — \/y2 — n?)* — han’.

The components of force are,

A(hy, hy) V2
ﬁ ?
F) = (x — x0) y Ah1, ha),

Fp2 =Y )\(hb h2)(y0 - y)a

F) = —(x — x0)

+ 1o.

(A.71)

(A.72)

(A.77)

(A.78)

3 _
Fy =0,
where
2(4/2 2+ h2n%hy — yoh?
/\(hl,hg) — 5 (\/_ C + 2277 1 Yo 1)'
C?h3
We have CTCs when C? > 0. From (A.72) we find the relation between h; and hy to have
CTCs,
2h2
h2 /’7 2 '
17 - 1)

From the equations for the CTCs it is possible to analyze its stability under linear pertur-

bation. As before, we write the coordinates of the perturbed curve as X* = X# + ¢ and find

a system like (A.45), where (a;;), (b;;) are now given by

—2rg 12 . . 2rqy ]
4ﬁSeD 0h2 2\/§Sh1N1 2v/2h1(2h1 N1+(2y0N1 2h1)De?70)
(a;;) = L _ 2V2p%Se~4r0h, __4BSe”20N, =26(e7*"0(Nptha) =D(ha+Nayo)) (A 79)
K Ch% D D? D )
V2 32e=2T0h (yoD—e~270)  2f3(e”?"0(h1—N2)—D(hi—N1yo) 4B3Se2r0
| D2 D D i
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2 —2r0(N; — D(hy — N |
)\\/— _6 ( 1 h1)+ ( 1 1?/0)4\/555
B Dh3C?
—27’0 )\ 6—27‘0 S 452 N2 6—27‘0
2e—2ro 52 e—2ro 4h2 52 —drg
0 A —Yo| — N — y0)?
i cos2a 1 e-drosinZg h3C? i p 7 S 1 |
(A.80)
Ny = 2h% — h2, Ny = h3 — h?, and X is like in (A.77). As before, €2 = 0 and we do £ =0

x107° 3R, =

3R,

Figure A.4: Similar curves as in the Fig.A.1 with the
matter with parameters h; = /1.1 and hy = v/1.1.

same initial conditions. But, now we have ordinary

Figure A.5: Similar curves as in the Fig. A.1 with the same initial conditions.
matter with paramerter h; = /2.7 and hy = v/2.4.

But, now we have exotic

The analysis of the linear stability of CTCs in this new universe is made in the same way
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as in the Godel’s case. Several initial conditions are tested and the results for usual as well as
for exotic matter are very similar to those obtained before. We tested the stability of CTCs in
various scenarios. In Fig. A.4 we plot the function Ry for the same initial conditions used in
Fig. A.1 and h; = \/ﬁ, ho = v/1.1. We see a similar behavior as in the pure Godel case. In
Fig. A.5 we show JR; for the same initial conditions for exotic matter (Ag — A\ — Ay — A3 < 0)
with hy = V2.7 , ho = V/2.4. We see that the linear stability is kept.

For some values of h; and hy the condition C? > 0 [see, Eq. (A.72)] is not true. Therefore
it is possible to have spacetimes with a metric like (A.59) with no CTCs for ry > log(1 + v/2)
and any kind of matter (ordinary or exotic).

In Fig. A.6 three lines divide the (h3, h?)-plane in four regions of interest that are marked
with I, I, II1 and IV. In the region above the dot-dashed line [h? = (2h3 — h3)/3] we have
matter with positive energy density. Above the solid line [h? = (h3)/2] the strong energy
condition is fulfilled. Under the solid line we have exotic matter. The dashed line (straight
line) separates the values of hy and hsy for spacetimes with CTCs (above) to the ones that do
not have CTCs (bellow). This line is h? = 0.862030830483155h3 that is obtained replacing
ro = 1in (A.78).

Therefore, when (h3,h?) € I the spacetime contains CTCs and ordinary matter. For
(h3,h?) € II the spacetime contains ordinary matter, but not CTCs. If (h3, h?) € III the
spacetime contains CTCs and exotic matter. And when (h3, h?) € IV the spacetime contains
exotic matter, but not CTCs. The isolated point represent the Godel universe (hy, ho) = (1, 1).
As we can see in this figure we have an open neighborhood of the point (1, 1) (Godel spacetime)
where the matter is ordinary, the CTCs are present and are stable as depicted in Fig. A.6.

Loosely speaking, we have structural stability of a vector field when the equations that it
satisfies are slightly changed we also have a small change in the trajectories represented by
the vector field (for a simple introduction to this subject see reference [21]). We see that the
addition of matter with constants h; ~ 1 and hy ~ 1 changes “slightly” the original geodesic
equations for the Gédel metric. We still have closed curved that are similar to the original Godel

CTCs. Therefore we can say that the Godel CTCs are structural stable under the inclusion of
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3.5

Figure A.6: For values of (h, h?) € I we have spacetimes with CTCs and ordinary matter. When (h3, h?) € IT
the spacetime contains ordinary matter, but not CTCs. If (h3,h?) € III the spacetime contains CTCs and
exotic matter. And for (h3,h?) € IV the spacetime contains exotic matter, but not CTCs. The isolated point

represent the Godel universe (hy, ha) = (1,1).

the special matter represented by the energy-momentum tensor (A.60).

Conclusions

In this work we verify that the closed timelike curves in Godel spacetime are stable under
linear perturbations. We also show that the Godel spacetime has a stable structure under a
special class of deformations. We found explicit CTCs in the deformed spacetime and proved
that closed timelike geodesics do not exist. The energy-momentum tensor of the deformed
spacetime was studied in some detail, specially we examined the conditions to have exotic and
usual matter. We studied the stability of the new CTCs under linear perturbation and found
that these curves are also stable. We tested these curves in a spacetime with exotic matter and
find the same properties of stability as in the case of ordinary matter. We also find a kind of

structural stability of the CTCs.
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Appendix A

Godel in his seminal article [1] mentions that his metric has five isometries [1]; Kundt [7]

shows explicitly four out of the five Killing vectors of the above mentioned metric in Cartesian

coordinates,
0 0 0
_ Y - 2 - A.81
G0 = 55 S0 = 5.0 $6) = 75 (A.81)
0 0
=r— —. A.82
<(2) xax + y@y ( 8 )
The fifth Killing vector is not so trivial we find,
V2 o 1 N, %)
=—Ww-1)=—+4+=(1- — —. A.83
() ﬂ(y )5 T 5! y+x)6x+fvy8y (A.83)

For a discussion of the topology of Godel metric and the five Killing vectors in a different system
of coordinates, see [20].
The five Godel Killing vectors plus the discrete symmetry of reflection on the z = 0 plane (

z — —2z) give us a family of metrics, that we will named the Godel family,

2k k k
ds® = kydt® + = dtdr + —da’ + —dy? + ksdz®; (A.84)
Y Yy )
where k;,© = 1,...,4 satisfy the following relations:
2 2
b Y2k =0 Y2k kit k=0 (A.85)

B g

The corresponding constants that appear in the metric (A.59) do not satisfy the above rela-
tion. In fact, only four of the above mentioned five Killings vectors (¢, -.., {(3)) are symmetries

of (A.59), therefore this last metric can be considered as a deformation of the Godel metric.
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The existence and stability under linear perturbations of closed timelike geodesics
(CTG) in Bonnor-Ward spacetime is studied in some detail. Regions where the CTG

exist and are linearly stable are exhibited.

In 1949 Godel found a solution to the Einstein field equation with nonzero cosmological
constant that admits closed timelike curves (CTC) [1]. It could be argued that the Godel
solution is without physical significance, since it corresponds to a rotating, stationary cosmology,
whereas the actual universe is expanding and apparently non rotating. The van Stockum
solution [2], that also contain CTC, is physically inadmissible since refers to an infinitely long
cylinder. But there exist examples of solutions of vacuum Einstein’s equations which contains

CTC that can represent the exterior of physically admissible sources [3] [4].
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In [3] it is described the case of a massless spinning rod of finite length. In [4] it is analyzed
the CTC in Kerr-Newman spacetime and in a solution of the Einstein equations for a source
named Perjeon, due to Perjés [5], which represents a single charged, rotating, magnetic object.
This solution was also studied independently by Israel and Wilson [6], and it is referred as a
PIW spacetime. In these three cases one expect that the CTC region be covered by the source.
The same does not happen when we work with two Perjeons [4].

The PIW metric is given by
ds* = — [ hppdr™dz™ + f(wpdz™ + dt)?, (B.1)

where the three dimensional positive definite tensor h,,,,, has zero Ricci tensor and it will be taken
as the usual three dimensional Euclidean metric in cylindrical coordinates, the electromagnetic

field is given in terms of two scalar potentials:
Fip =@y FO =0 f1) ., (B.2)

n®™ being the Levi-Civita tensor related to Ry, and (), = 9/dz™. The entire solution is
generated by two functions L and M that are harmonic with respect to h,,, by means of the

equations,

_ 1
f= EYREwYVER

¥ = el
AV EESVER

O = —Jepm
Wab — Wha = 8<ML,C - LM’C)T]abmhmc. (B?))

The Bonnor-Ward (BW) solution [7] refers to two Perjeons, with masses m; and mao, placed on

the z-axis at z = +a, (a > 0), with magnetic moments (11 and ) also parallel to the z-axis,
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and

L= (14my/ri+may/rs)/2
M = (m(z = a)/1i + pa(z + a) /3) /2
= \/m
= VAT R
W = —p*Q6¢. (B.4)
We shall consider the particular case of BW solution [4],
O &<2+@> N mluQ( o (z+a)(P2+Z2—a2))

r3 ry p% \2a?ry aryrs
m m T 2 —a)(p? + 22 —qa?
+M_§<2+_2>+ 251( 22 _ )(p : ))
s T9 p 2a°ry arsry
Q
—i—;, (B.5)

with a restricted to the values o = 4(myus + map)/(2a%)(# 0) only. When o = (mqug +
majt1)/(2a%) the spacetime has a torsion line singularity (TLS) on p = 0 for 2? > a* and
in the other case the singularity appears between the sources. In both cases there is no strut
singularity [4]. The presence of the TLSs is unavoidable in this case, they keep the two stationary
spinning, charged, magnetic sources rotating in equilibrium (for torsions lines see [8][9]).

Let us denote by v a closed curve in BW spacetime given in its parametric form by,
t =to, p = constant, ¢ € [0, 2], z = 2, (B.6)
where ty, p and zp are constants. The closed curve is timelike when g,, > 0, i.e.,
Q?f%p* —1> 0. (B.7)
The four-acceleration of 7 is

at =0, (B.8
pf VP’ 2+ 2°Qp°0,Q + 4f°Q%p* — 2f + pO, f .,
2p(f2Q2p% — 1) 7

a? =0, (B.10
OSPRS00+ 0.
B 2020207 — 1) 7

a’ =
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We shall restrict us to the special case,
my = Mg =M, [l = i = [i. (B.12)

Furthermore, we take zy5 = 0 to have a* = 0. The condition a” = 0 gives us to different cases,
depending on the position of the TLS.

First we analise the case @ = —(mypus + mopuy)/(2a*) (TSL between the particles). By
assuming the restriction (B.12) and doing a” = 0 we obtain the following relation for p, a, p

and m,

= —1/4( — 2(4p4m3 + 8v/p2 + a2m?pt 4+ 24/ p? + a2p° — 1642 p*m?
—19a*mp® + 6p°m — 2a*/p? + a2p* + Ta*m® — 15a*mp* + 2a°m
—32a%\/p? + a?m?p? + 8a*\/p? + a?m? — 4a*+\/p? + a2p?)(a®/p? + a?
+10a%m + 3a*+/p? + a2p* + 28a*mp® + 80a*m® + 40a*\/p? + a?m?
+80a%+/p? + a2m®* + 64a*\/p? + a?m?p® + 3a*\/p? + a2p* + 32a*m°
+112a%p°m® + /p? + a2p® + 24~/ p? + a2m?p* + 8p%m + 32p*m?

1/2
+26a*mp* 4+ 164/ p? + a2m4p2)> (p* + a2)/<4p4m3 + 8+/p% + a?m?p*
+2+/p% + a2p® — 16a*p*m® — 19a*mp® + 6p°m — 2a*\/p? + a2p*
+7a*m?® — 15a*mp* — 32a*\/p? + a®>m?p* + 2am + 8a*\/p? + a?m?

—4a*\/p? + a2p2>. (B.13)
Using this form for p and doing p = na we obtain for g,

Jop = —[20%(n* +1)(2n* — 1)a® + mvn? + 1(6n* — 11n° — 1)a
+2m?(2n* — 5n* — 1)]/[2n°((n® + 1)(n* — 2)a® + 2mV/n? + 1(n® — 4)a

+m?*(2n* = 7))]. (B.14)

We can find n, the distance a, and the mass m such that g,, > 0. We have closed timelike

geodesics for n € [0.708,1/2] and a > Am, for n € (v/2,1.6385] and a € [Am, Bm], and for
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n € (1.6385,1.8872] and a € [0, Bm]|, where

_ V14602 +61n' 4 60n° — 28n® — (6n' — 11n* — 1)

A ;
4yv/n? +1(2n% — 1)
B 4 —n?++/243n2 —nt

n? +1(n? — 2)
In the particular case a = p, the condition (B.7) is written as (2a — 2v/2m)/(2a 4 5v/2m) > 0
and if @ > v/2m the closed geodesic is timelike. In [4] Bonnor and Steadman describe a

CTG for a = p = 1/+/2, in this case the closed curve v is a geodesic when (B.13) reduces to
= (2m+1)?/(v/10m? + 22m + 4). The condition (B.7) is written as (1 —4m)/(1 + 5m) > 0,

so 7 is timelike when m < 1/4.
Now we analise the case o = (myug + mopy)/(2a?) (two semi-infinity TLS). Assuming that

(B.12) is true and making a” = 0 we obtain the following relation for p, a, p and m,

o= ((4a8x/p2 +a? +2a°/p? + a2p® — 2a*+\/p? + a2p* + p°m?
+48a5m?\/p? + a? + 24a®m — a*p%m — Ta’ p'm + 18a°p*m + 32a5m?
+4a’p*m?) (10a°m + a®/p? + a® + 3a*\/p? + a2p* + 80a*m® + 28a*mp?
+40a*\/p? + a?m?® + 3a*\/p* + a2p* + 32a®m® + 26a*mp* + 112a*p*m?
+64a?\/p? + a?m?p* + 80a\/ p* + a?m®* + 24+/p? + a>m?p* + 8p°m

1/2
+8a*p*m® + \/p? + a2p® + 16+/p* + a2m*p?* + 32p4m3)> (p* +a*)a?/
(4\/5(4@8\/p2 + a2 + 2a°\/p? + a2p? — 2a*\/p? + a2p* + p°m?
+48a%m?\/p? + a? + 24a®m — a*p®m — Ta'p*m + 18a°p*m

+32a°m®p*m® + 8a* + 4a”p*m?)p) (B.15)
Using this form for p and p = na, as before, we get

Jop = [ —2m*(n* —n® +4) + m*Vn2 + 1(n* 4+ 9n® — 8)a + 2(2n* + n* — 1)a’],

/[2(m*(n* + 8) — 2mV/n? + 1(n* — 4)a — (n* + 1)(n® — 1)a®)]. (B.16)
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Also in this case, we can find n, a distance a, and a mass m such that g,, > 0. In particular,

we find @ and m such that g,, > 0 for n > V2and Cm < a < D m, where

_ n?*Vnt 45002 + 17 —n* —9n + 8

C_ 9
2v/n? 4+ 1(2n% — 1)
D:n2—4—n2 n2—1

n? + 1(2 — n?)
For example, we have CTGs for n = 1.5 and 0.3482m < a < 9.4644m, for n = 2 and
0.2725m < a < 1.5491'm, for n = 5 and 0.2456m < a < 0.8652m, and for n = 10 and
0.1704m < a < 0.9127m.
A generic CTC ~ satisfies the system of equations given by

D .
— Xt =F"X B.17
" (x). (B.17)

where 2 stVa is the covariant derivative of the vector field W along 7(s) and F* is an external

force per unit of mass.
Let 4 be the curve obtained from ~ after a perturbation &, i.e., X* = X* + &*. The system
of differential equation satisfied by the perturbation & is [10] [11],

2 ca 6]
_df +2I'3 a

T 2 TR = P (B.18)

For the closed curve (B.6) the system (B.18), for case where (B.12) holds, z = 2y = 0, and

i, a, p, and m are related in such a way that a” = 0 (F'“ = 0), reduces to

€0 + ki€l =0,

€1+ kpl® + k3! = 0,
(B.19)

£+ kil =0,
£+ ks’ =0,

where k1 = 29,0, ko = 2T3,p, k3 = 1@271(@2, ky = 2T%, ¢, ks = F%Q,ggb? The condition for 7

to be timelike, when it is parametrized by the proper time s, is X*X x = 1, where the overdot
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indicates derivation with respect to s. For the curve v this last condition gives us

2 f

= ) B.20
7R ) (20
The solution of (B.19) is
0 = —ky(cssin(@s + c4) /@ + As) + ¢ s + ¢,
= ¢y cos(ws + cq) + A,

&% = —ky(cgsin(ws + ¢4) /@ + As) + o s + ¢,
€ = cycos(Vkss + cg),

where ¢;, i = 1,...,8 are integration constants, @ = v/k3 — k1ky, and A = —kyc;/w?. The
explicit form of w and k5 depending on the distance a, the mass m and the parameter n are
cumbersome; they will be presented elsewhere.

To describe the regions where the CTG are linearly stable, first, we fix n (p = na) and then
we find @ and m such that w? > 0 and k5 > 0. When the TLS is between the sources, the closed
curve v, satisfying (B.12), z = z5 = 0, and (B.13) is a CTG linearly stable when n € [1.5,1.8].
For example, we have @w? > 0 and ks > 0 for n = 1.5 and 7.4788m < a < 7.988m, and for
n = 1.8 and 0.1046 m < a < 0.5279m.

For the case a = p = 1//2 given by Bonnor and Steadman [4], we have

w? 9 (84m* + 235/2m? + 7/2 + 35m + 183m3)(m + 2) (B.22)
ks (14 2m)2(116m + 33/2 + 53m3 + 170m?2) '

that is always negative. In this case the CTG is not linearly stable. This is a particular case of

a = p, where

w?  (14a* + 70v2ma® 4 235m2a? 4 183v2m’a + 84m*)(4a + mv/2) (B.23)
ks — (o +mv/2)2(6603 + 232v/2ma? + 340m2a + 53m3v/2) '

When we have two semi-infinite torsion TLS the closed curve 7, satisfing (B.12), z = 2z, = 0,
and (B.15), is a CTG linearly stable when n > 1.5. For example, we have w? > 0 and k5 > 0
for n = 1.5 and 8.7913m < a < 9.3079m, for n = 2 and 0.4353m < a < 1.2147m, for n = 5
and 0.2904m < a < 0.4576 m, and for n = 10 and 0.2743m < a < 0.5014 m.
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In summary, we found that there are linearly stable closed timelike geodesics in BW space-
time. There are two cases depending whether the torsion line singularity is between the sources
or not. We note that the existence of CTGs or their linear stability does not depend on the
value of the mass parameter m.

The existence and stability of closed timelike geodesics present an evident challenge to the
General Relativity Theory.
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energy needed to travel a CTC in Godel universe is computed in [1]. For geodesics this is not
the case since the external force is null, therefore the considerations of energy does not apply
in this case and we have a bigger problem of breakdown of causality.

The classical problem of the existence of closed geodesic in Riemannian geometry was solved
by Hadamard [2] in two dimensions and by Cartan [3] in an arbitrary number of dimensions.
As a topological problem, the existence of closed timelike geodesics (CTGs) was proved by
Tipler [4] in a class of four-dimensional compact Lorentz manifolds with covering space con-
taining a compact Cauchy surface. In a pseudo-Riemaniann manifold with Lorentzian signature
(Lorentzian manifold) Galloway [5] found sufficient conditions to have CTGs, see also [6].

To the best of our knowledge we have four solution to the Einstein equations generated
by matter with positive mass density, i.e., that satisfy the weak energy condition [7], that
contain CTGs: a) Soares [8] found a class of cosmological models, solutions of Einstein-Maxwell
equations, with a subclass where the timelike paths of the matter are closed. For this models
the existence of CTGs is demonstrated and explicit examples are given. We recently found that
these examples of CTGs are not linearly stable [9]. b) Steadman [10] described the behavior of
CTGs in a vacuum exterior of the van Stockum solution for an infinite rotating dust cylinder.
For this solution explicit examples of CTCs and CTGs are shown. We find stable CTGs in this
spacetime [9]. ¢) Bonnor and Steadman [11] studied the existence of CTGs in a spacetime with
two spinning particles each one with magnetic moment equal to angular moment and mass equal
to charge (Perjeons), in particular, they present a explicit CTG. We found that this particular
CTG is not stable, but there exist many other that are stable [12]. d) We recently found [9]
linearly stable CTGs in a Gddel-type metric with not flat background studied by Giirses et al.
[13], see also [14]. For CTGs in a spacetime associated to a cloud of strings with negative mass
density see [15]. These CTGs are not stable [9].

The existence of C'TCs in a spacetime whose source is a spinning string has been investigated
by many authors (see for instance [16]-[20]). The interpretation of these strings as torsion line
defects can be found in [21], see also [23][24]. These objects appear in a natural form when one

tries to stabilize two rotating black holes kept apart by spin repulsion [25]. Also, the black hole
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thermodynamics associated to a static black hole pierced by a non rotating string was studied
some time ago by Aryal et al. [26].

In the present work we study the existence and stability under linear perturbation of CTCs
in the spacetime associated to Schwarzschild black hole (BH) pierced by a spinning string. We
find that presence of the black hole makes possible to transform a CTC present in the spinning
string metric alone into a CTG. We also find sufficient conditions to have stable CTGs. This
conditions are not very restrictive and can be easily fulfilled. Furthermore, the found conditions
to have closed timelike geodesics are compared with the same conditions studied by Galloway
[5] for a general Lorentzian manifold.

Let us consider the spacetime with metric,

2m dr?

ds* = (1 — ==)(dt — adp)* — — r2(df? + 3*sin® §dp?), (C.1)
r

1_2m

T

where a« = 45 and S is the string’s spin angular momentum per unit of length, 7 =1 — 4\ and
A is the string’s linear mass density that is equal to its tension (A < 1/4).

In the particular case that & = 0 and 3 = 1 the metric (C.1) reduces to the Schwarzschild
solution. When m = 0 (C.1) represents a spinning string, with the further specialization 5 = 1
(not deficit angle) we have a pure torsion line defect [21] [22]. Therefore the metric (C.1) can
be considered as representing the spacetime associated to a Schwarzschild black hole pierced
by a spinning string.

Let us denote by v a closed curve given in its parametric form by,
7
t=ty, r=ro, @ €]l0,2n], 49:5, (C.2)

where ty and rg are constants. When + is parametrized with an arbitrary parameter o, we have

dzt dzx . .. .
o > 0. This condition reduces to g,, > 0, i.e.,

a timelike curve when
(1 —2m/ro)a® — 3% > 0. (C.3)
A generic CTC ~ satisfies the system of equations given by

B 4 Thgii? = F*(x), (C.4)
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where the overdot indicates derivation with respect to s, Tgﬁ are the Christoffel symbols and

F* is a specific external force (a* = F*). The nonzero component of the four-acceleration of

is

a’ = %(ro —2m)(a*m — 3 3%) 2. (C.5)
Our goal is to study the behavior of closed timelike geodesics. Therefore taking « as one of

the two solutions of

o’m — 133 =0, (C.6)

we have a” = 0. Under this condition (C.3) is satisfied when ry > 3m, that put the CTG
outside the black hole.

Let 4 be the curve obtained from v after a small perturbation &, i.e., 2# = x* + £*. From
equations (C.4) one finds that the system of differential equation satisfied by the perturbation
€ is [27],

dea
ds?

For the above mentioned closed timelike geodesic the system (C.7) reduces to

« déﬁ « [e7
+ 205, ! T, Eulu = FRE™ (C.7)

0 4+ ki€ =0, (C8
€ + kol + kst = 0, (C.9
&+ kil =0, (C.10
&+ ks&® =0, (C.11

where

ki = 21—‘2190, ko = 21—‘%090’ ks = F%2,1¢27

ky =202, ks = Fgmgb?. (C.12)

A curve 7 parametrized by the proper time, s, is timelike when ##%, = 1. For the curve

v(s) we have that this last condition give us

.2 m

P = e —3m) (C.13)




C. Spinning Strings, Black Hole and Stable Closed Timelike Geodesics. 93

The solution of (C.9)-(C.11) is

0 = —Fky(czsin(ws + ¢4) Jw + As) + ¢1 5 + 5,
&' = c3cos(ws +¢p) + A,

(C.14)
&% = —ky(cysin(ws + c4) /w + As) + ca s + ¢,
£ = crcos(Vkss + cz),
where ¢;, © = 1,...,8 are integration constants,
w = v/ /{33 — 1{31]{?2
= [B*(ro — 6m)gb2/7"0]1/2, (C.15)
and A\ = —kyc; /w?. Thus when ry > 6m, the constant w is real and the solution (C.14) shows

the typical behavior for stability, we have vibrational modes untangled with translational ones
that can be eliminated by a suitable choice of the initial conditions.

When the black hole is removed in (C.1) the spacetime has only the spinning string and its
line element is,

ds® = (dt — adp)? — dr* — r*(d9* + 3*sin® Odp?), (C.16)
the closed curve is timelike when o? — r33* > 0, the a”"-component of the four-acceleration is
given by a” = —[3%ryp?. Thus for 7 < |a/3] we only have closed timelike curves, which are not
geodesics.

For the closed curve (C.2) the system (C.7) is written now as in (C.9)-(C.11) replacing
equation (C.10) by

€' 4 kof® + ks¢' = 0,(Pu?)E", (C.17)
where now ky = 2T, and ¢? = (o —rg3?)~!. In this particular case the solution of (C.7) has
the same form that (C.14) with w? = 232¢?(2 + $%r2$?). Then the CTCs are stable.

In other words there exist linearly stable CTCs in the spacetime related to a spinning string.
These curves are restricted to a small region of the spacetime. Also, closed timelike geodesics
do not exist in this spacetime.

For the nonlinear superposition of a spinning string with a Schwarzschild black hole the

new spacetime has linearly stable CTGs. The region of stability is the same as the region for
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the usual circular geodesics in the Schwarzschild black hole alone, the presence of the spinning
string does not affect the stability of the orbits. It seems that torsion lines defects superposed
to matter (not strings, § = 1) is a sufficient condition to have stable CTG. Loosely speaking,
we have that the torsion line defects creates CTCs that the presence of the BH one of them is
transformed into a CTG. This fact is also confirmed in the case of the two Perjeons solutions
studied in [11] wherein the torsion line defect is a main ingredient to have CTCs and CTGs in
that spacetime. As a matter of fact when the torsion line defect is eliminated in this solution we
also eliminate the CTCs and CTGs. In the metric under consideration we found a large region
of stability of CTGs. Despite algebraic complexity, preliminary computations shows that the
same behavior occurs for CTGs in the metric of the superposition of a spinning string with a
Kerr black hole.

In is instructive to look the previous results in a more direct and graphic way. The length

of CTC in (C.2) only depends on the value of r = ry. We find,

s(ro) = 2/ gep(ro),

= 27[(1 — 2m/ro)a® — r25? V2. (C.18)
This function has a local maximum for
rm = (ma?/3%)Y3. (C.19)

Note that this equation is equivalent to (C.6), that is the condition to have a geodesic.

The role of the mass of black hole in the appearance of the CTG deforms the spacetime in
such way that makes to appear a local maximum point in the length function where occur the
CTG outside of the source the spacetime.

In Fig.(C.1) we present, as a solid line the function s(ry) for a spinning string and as
a dashed line the same function for the superposition of the black hole with the previously
mentioned string for the same values of the parameters a@ = 25 (spin parameter) and deficit
angle parameter 5 = 0.9 and different values of the black hole mass (m = 0.3,1,4). We see

how the presence of the mass shift the maximum for the string located at ro = 0 to a position
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m= 0.3; B=0.9; a=25; r= 6.1401
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Figure C.1: The function s(rg) for a spinning string (solid line) and for a black hole pierced by
the string (dashed line). We see how the presence of the mass shift the maximun of s(rg) for
the string that is located at ry = 0 to a position outside the black hole horizon. The maximun,

r, represent the radius of the CTGs, the first two are stable and the second is not.
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Figure C.2: The function s(rg) for a spinning string (solid line) and for a black hole pierced
by the string (dashed line). We see how the size of the deficit angle parameter § changes the

region for CTCs and the value of r,,.

ro > 3m. Also the points under the curves represent the pairs (1, s(rp)) for CTCs in each case.
We note that the region for CTCs for the black hole pierced by the string diminishes when the
mass increases. The maximum of the dashed line represents the CTG. We see, that in the first

to cases the CTGs are stable (1, > 6m) and in the last case the CTG is not stable (r,, < 6m).

In Fig.(C.2) we keep the value of the black hole mass constant, m = 1, as well as, the spin
parameter a = 25 and change the deficit angle parameter 3 = 0.4,0.7,0.9 we see that the larger
the string density A = (1 — 3)/4 the larger the region for CTCs.
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Figure C.3: The function s(ry) for a spinning string (solid line) and for a black hole pierced by
the string (dashed line). We see how the size of the spin parameter a changes the region for

CTCs and the value of r,,. The spin parameter, in this case, is the essential ingredient to have

CTCs and CTGs.
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In Fig.(C.3) we keep the value of the black hole mass constant, m = 1, as well as, the deficit
angle parameter 7 = 0.9 and change the spin parameter o = 15, 20, 25. We see that the regions
where the CTCs appear are larger for bigger spin parameter. This parameter is essential to
have CTCs and CTGs in this case.

A result from Galloway [5] states that in a compact Lorentzian manifold, each stable free
t-homotopy class contain a longest closed timelike curve, and this curve is necessarily a closed
timelike geodesic. The assumption that M be compact can be weakened, it is sufficient to
assume that there exists an open set U in M with compact closure such that each curve v € C
(the free t-homotopy class) is contained in U. In our case the region containing the CTCs in C
is not compact.

Finally, we want to point out that it does look like that the stability of the circular orbits
does not depend on the fact of the orbit be a CTG. We found the same region of stability of
the usual circular geodesics. Furthermore, we analyzed if the found CTGs satisfy the sufficient
conditions of Galloway’s theorem for the existence of CTGs. We found that ours CTGs do
not satisfy the conditions. The possibility of an example that satisfy exactly the conditions of
this theorem is under study. We want to mention that the solution of the Einstein equations

considered in this work is much simpler that the three ones listed in the introduction.
Acknowledgments
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Introduction

The existence of closed timelike curves (CTCs) presents a clear violation of causality. In
some cases these CTCs can be disregarded because to have them one ought to have an external
force acting along the whole CTC, process that will consume a great amount of energy. The
energy needed to travel a CTC in Godel universe is computed in [1]. For geodesics this is not
the case since the external force is null, therefore the considerations of energy does not apply
in this case and we have a bigger problem of breakdown of causality.

To the best of our knowledge we have four solutions to the Einstein equations that contain
CTGs. One of them was given by Bonnor and Steadman [2] that studied the existence of CTGs
in a spacetime with two spinning particles each one with magnetic moment equal to angular
momentum and mass equal to charge (Perjeons), in particular, they present a explicit CTG.
We found that this particular CTG is not stable, but there exist many other that are stable [3].
Soares [4] found a class of cosmological models, solutions of Einstein-Maxwell equations, with
a subclass where the timelike paths of the matter are closed. For these models the existence of
CTGs is demonstrated and explicit examples are given. Steadman [5] described the existence of
CTGs in a vacuum exterior of the van Stockum solution for an infinite rotating dust cylinder.
For this solution explicit examples of CTCs and CTGs are shown. And in [6] it is found CTGs
in a spacetime associated to a cylindrical cloud of static strings with negative mass density with
a central spinning string.

The possibility that a spacetime associated to a realistic model of matter may contain
CTCs and, in particular, CTGs leads us to ask how permanent is the existence of these curves.
Perhaps, one may rule out the CTCs by simple considerations about their linear stability. Oth-
erwise, if these curves are stable under linear perturbations the conceptual problem associated
to their existence is enhanced. Even though the matter content of the solutions listed before
are far from realistic we shall consider the study the stability of these curves in order to see the
possibility to rule them out only by dynamical considerations. These considerations lead us to

study the stability of CTCs in Godel universe [7].



D. Stability of Closed Timelike Geodesics in different Spacetimes. 103

In the present work, besides the study of the stability under linear perturbation of CTGs in
the spacetimes described above, we shall also consider the existence and stability under linear
perturbation of CTCs in the two examples of Godel-type metrics given in [8], see also [9]. One
of them has only CTCs and the other has CTGs depending on the choice of the parameters.
All the cases analyzed are stationary and have axial symmetry.

It is interesting to note that these spacetimes are not counter examples of the Chronol-
ogy Protection Conjecture [10] that essentially says that the laws of the physics do not allow
the appearance of closed timelike curves. The spacetimes that we shall considered are given
stationary spacetimes. A valid dynamic to built them is not known.

In Section 2 we present the general equations that will used to study linear stability. In
Sections 3 and 4 we analyze the cases of a dust cylinder and a cylinder of cosmic strings with
a central spinning string, respectively. In Section 5 we study two cases of Godel-type metrics,
one with flat background and the other with a conformally flat background. In Section 6 we
consider the two explicit examples of CTGs given in [4]. And finally, in Section 7, we discuss

and summarize ours results.

Stability of CTCs and CTGs

As we mentioned before the stability of CTCs, for the Godel cosmological model are studied
in [7]. Stability of geodesics are studied in [11] for particles moving around a black hole. Also in
[12] and [13] considered the stability of geodesic moving on accretion disks and other structures.

Excepting the Soares CTGs all the others closed timelike geodesics that we shall study
belong to spacetimes with metrics, ds* = g, datdz”, where 2* = [t,r, ¢, z]. In this case all the

curves have the same parametric form,

t=t,, =7, @ € [0, 2], 2= 2, (D.1)

dzt dzy,

where t,, 2z, and r, are constants. The condition for these curves to be timelike is iy e

> 0,

in other words, g,, > 0.
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A generic CTC ~ satisfies the system of equations,
it + Thyi®i’ = F(x), (D.2)

where the overdot indicates derivation with respect to s, FZB are the Christoffel symbols and
F* is a specific external force (a* = F*). We have a closed timelike geodesic when a* = 0, p =
0,1,2,3.

To analyze the linear stability of a C'TG v we consider a small perturbation . The perturbed
curve, 7, has the form 7# = z# + {*. From equations (D.2) one finds [7] that the system of

differential equations satisfied by the perturbation & is,

d2€a o déﬂ fe% . . @
ds2 T QFﬁux#E + Fﬁﬂ)\xﬂx“@ = E)\g)\ ) (D.3)

where f, = 0f/02*. The coefficients of the metrics studied do not depend on ¢. Therefore
the coefficients of the linear system (D.3) are all constants and the analysis of stability in this
case reduces to the solution of a linear system of equations with constant coefficients. Also in
all cases we will have conservation of the angular momentum that for the studied CTGs will
imply that the angular velocity ¢ will be a positive constant.

Excepting Soares CTGs, all the other are circles in the (r, p)-plane. We will have a CTG
when the function s(r, z,) = QWW presents a local maximum at some value of r, say
r = 7. It is important to stress that to have a reasonable CTG it is necessary that 7 # 0 and
G (T, 2:) > 0. Moreover, a way to obtain CTGs in a spacetime that only has CTCs is to deform
this last spacetime, for example, adding matter in such way that the function g,,(r, z.) of the

deformed spacetime be a function with a local maximum at r = 7 with 7 # 0 and gy,(7, z.) > 0.

Van Stockum solution

Steadman [5] described the behavior of CTGs in the exterior of the van Stockum solution
for an infinite rotating dust cylinder. The metric is expressed in Weyl-Papapetrou coordinates
as,

ds* = Fdt* — H(dr* + d2*) — Ldyp* — 2Mdpdt. (D.4)
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The metric coefficients in the interior of the cylinder are,
H = e_“2r2, L=r*1—-ad*?), p= 4(126a2r2, M =ar?, F =1, (D.5)

where a is the angular velocity of the cylinder and p the matter density.

In order to have no superluminal matter it is required that radius of the cylinder be less
than 1/a, i.e., at the boundary » = R < 1/a . For the closed curve ~ given in (D.1) this
condition does not allow CTCs inside the cylinder.

Van Stockum found a procedure which generates an exterior solution for all aR > 0. He
divided this solution in three possibilities, depends on the value of aR. We have CTCs when

aR > 1/2, in this case, the exterior solution is

H— 6_a2R2 (T/R)—QaQRQ,
_ Rr sin(36 + In(r/R) tan 3)

L 2sin 23 cos 3 ’
M rsin(6 + In(r/R) tan 3)
B sin 23 ’
_ rsin(8 —In(r/R) tan 3)
k= Rsin 3 ’ (D-6)

with

1
tan f = V4a?R? — 1, 5 < alR < 1. (D.7)

In the definition of tan 3, we take the positive square root and the principal value of 5. With
these restrictions, it is possible [5] to find closed timelike geodesics in this exterior solution.

For the exterior metric (D.6), the curve v is timelike when g,, = —L > 0 and this occurs
when 7, belongs to open interval Ry, where

2k — 1) — 30
tan (3

Ry = (R exp [(

], R ox |:2]€7T—35

W]) ke Zz. (D.8)

The four-acceleration of v has only one non zero component,

o /R sin(4B 4 In(r./R) tan ) D.9
a = 2r, cos 3 sin(33 + In(r,/R) tan 3) : (D.9)
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The radial coordinates of geodesics are the solutions of a”(r,) = 0. There are an infinite number

of solutions and those occurring in the regions Ry are,
re =1 = Re2Fm20)cotB p— 1 9 3 . (D.10)

The radial coordinates of the CTGs coincide with the local maximun of g,.

For the above mentioned closed timelike geodesics the system (D.3) reduces to

&+ ki =0,
€ + kol + kst =0,
£+ ki =0,
&=0 (D.11)
where
ki =209 ¢, ky = 2050@, ks = Dyy 1%, ky = 215, . (D.12)

The solution of (D.11) is

£ = —ky(cgsin(ws + ¢4) /w + As) + ¢1 8 + 5,
&' = cz3cos(ws + ¢q) + A,

(D.13)

&% = —ky(cgsin(ws + c4) /w + As) + ca s + ¢,

£ = ¢y 5+ cg,
where ¢;, © = 1,...,8 are integration constants,
w = ]{?3 — kll{?g (D14>
frk 20,2R2—1 easz 2:| 1/2

= - D.15
[(R) 8COS4ﬁSO ’ ( )

and A = —koc; /w2
Since w > 0 is real the solution (D.13) shows the typical behavior for stability, we have
vibrational modes untangled with translational ones that can be eliminated by a suitable choice

of the initial conditions.
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Cloud of cosmic strings

Now we shall consider the spacetime associated to an infinite cylinder formed by a cloud of
parallel static strings with a central spinning cosmic string [6]. The clouds of cosmic strings
were introduced in [14], see also [15], and for spinning strings see [16, 17]. The spacetime related
to the interior of the cylinder of finite radius, » = R, is matched continuously to the external
metric that is taken as representing a rotating cosmic string.

The line element inside cylinder is
ds® = (dt — kdp)* — [D*(r)dp* + dr* + d2?). (D.16)

We have closed timelike curves when k* — D(r,) > 0. The nonzero component of the four-
acceleration of this curve is given by a” = D'(r). Therefore, when D'(r,) = 0 the curve v is a
geodesic.

The nonzero contravariant components of the energy-momentum tensor in the cloud are

T® = p and T?* = p = —p. The Einstein equations in this case reduce to the single equation,
D//
— = —p. D.17
o =P (D.17)

The sign analysis of D”(r) and D(r) shows that if there exist CTGs and the condition
D"(r)D(r) < 0 holds, then D(r) changes sign at least once. Therefore, there are values of r = 7
where D(7) = 0, i.e., the metric is degenerate. In order to obtain a connected spacetime it is
assumed that the mass density of the cloud is negative. Hence D”(r)D(r) > 0 for r < R.

For the metric (D.16), the system (D.3) is

& =0,
&' = D"(r)D(r.)¢%" =0
&£=0, &=0. (D.18)

We have a solution with periodic modes when D”(r.)D(r,) < 0. But it was assumed that

D"(r)D(r) > 0 for r < R, then the CTGs inside the cylinder are not stable.
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The line element outside the cylinder is assumed to be the one of a spinning string,
ds* = (dt — 8w Jdp)? — (1 — 8w\ r?dy® — (dr* + dz?), (D.19)

where A is the string linear density and J the spin angular momentum per length unit. There
exist CTCs outside cloud when r, < 8x|J|/|1 — 87 A|, but, we do not have CTGs. This can
be proved by analyzing the existence of CTCs with maximum length outside of the cylinder.
The function that gives the length of these CTCs is s(r) = 27[(87J)% — (1 — 87\)?r?]!/2 that
has maximum point only at » = 0. Moreover, the length of CTCs inside the cylinder is given
by s(r) = 2my/k% — D2(r) and in order to have a CTG we need a function D(r) with a local
maximum at 7 # 0 such that k* — D?(7) > 0. This occurs for the two examples given in [16].
They are (i) D(r) = Bcosh[(r — R)/ro + a] and (i) D(r) = c[(r — a)? + b*], where «, 3, a, b, c,

and ry are constants.

The Godel-type cases

A Godel-type (GT) metric g,,, as defined in [15], is a D-dimensional metric of the form
Guv = UpUy — h,uw (D20)

where the ‘background’ h,, is the metric of a (D — 1)-dimensional spacetime perpendicular to
the timelike unit vector u*. Further more we assume that h,, and u, are independent of the
fixed special coordinate z* with 0 < k < D — 1 and, moreover, that Py, = 0.

We shall consider the special cases with D = 4 (four dimensional spacetime) and constant
u, . Also we assume, without losing generality, that the special fixed coordinate z* is 2° = ¢,
then hg, = 0. We also do up = 1.

The Godel-type metric (D.20) solves the Einstein-Maxwell dust field equations in four di-

mensions provides the flat three-dimensional Euclidean source-free Maxwell equations
0ifi; =0, (D.21)

holds, where f,3 = Oyug — Opuq.
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GT-metrics with flat background

First, let us consider a Godel-type metric with flat background. In the usual cylindrical

coordinates (r, ¢, z) the line element for this spacetime is,
ds® = (dt — ar’dp)? — (dr® 4+ r2de?® + dz?). (D.22)
The curve (D.1), ~, is timelike when g,, = (@®r? — 1)rZ > 0 that leads us to the condition,
r2>1/a” (D.23)

For the CTC « we find that the nonzero component of the four-acceleration satisfies a” =
r.(2a%r2 —1)@% The component a” is identically null when r? = 1/2a2. Therefore the condition
for v to be timelike (D.23) is not satisfied and then this curve can not be a closed timelike
geodesic.

For this CTC the system of perturbation (D.3) can be written as

&+ k&' =0,
E A+ kal® + ks + k' = 0,
2+ k€ =0
&=0. (D.24)
where
ky = 2000, ky = 200, ks = Do, ky = —5,0,(¢?), ks = 23,¢. (D.25)

The solution of system (D.24) is given by:

£ = —ky(cgsin(ws + ¢4) /w + As) + ¢1 8 + ¢,
&' = cz3cos(ws + ¢q) + A,

(D.26)
&% = —ks(cysin(ws + ¢4)/w + As) + ca s + ¢,
£ =y 5+ cg,
where ¢;, © = 1,...,8 are integration constants,
w = \/k}4 — k’lk’g - k’3k’4, (D27)
(2(2@67“? —datr? + 4a?r? — 1)@2)1/27 (D.28)
{022 1)
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and A = —kyc; /w?. Thus the CTC is linearly stable when a7, > 0.6.

GT-metrics with conformally flat background

Now we shall studied a Godel-type metric with a conformally flat background, in this case

the line element is,
ds* = dt——l a+p3boz2dg02——1 dr® + r*de?* + dz* D.29
S ( 4( Yar=dp) 4( re+r z%). (D.29)

where p is the radial distance in R3, p = /72 + 22.
From the geodesic equations we find that the nonzero components of the four-acceleration

associated to the curve (D.1) are,

T ' p
a::—?Mﬂl—%ﬂﬂa+w®%+ﬁ&b%£@—dW+ﬂf%—%W?
0

a® = %ri(oﬁri(pga b— pob® + 2a%) — 2)¢? (D.30)
0

When 2z, = 0 we have a* = 0 and we are left with only one nonzero component of the accelera-
tion,

1
a” = —(a®(br + a)(br?® — 2a) + 1> (D.31)

T

We have also gy, = (?(a + br2)? — r2)/r}. It is possible to choose parameters o, a and b
such that a”(r.) = 0 has positive roots (see for instance the values presented at the end of this
Sub-Section). Therefore we have CTGs for these values of r,. In this case, for these CTGs the

system (D.3) reduces to

&+ k&t =0,

&+ kal’ + k€' =0,

&+ ki€ =0,

&=, (D.32)

where

ki = 2F31¢a ko = 2F%0¢a ks = F%Q,leQa ky = 2F31¢~
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The solution of (D.32) is

0 = —Fky(czsin(ws + ¢4) Jw + As) + ¢1 5 + 5,
&' = c3cos(ws +¢g) + A,

(D.33)
&2 = —ky(cgsin(ws + ¢4) /w + As) + 2 8 + ¢,
£ = ¢y 5+ cs,
where ¢;, 1 = 1,...,8 are integration constants and
br3 1/2
w= [(1 + Lfk@a?r* —at(br? — 2a2)))¢2} (D.34)

In order to have w? > 0 it is necessary that the second term inside of branches be positive
or less than one. To do this we can keep b small. For example: a) choosing a = b = «a = 1,
we have r, = 1.138684455 and g,, = 2.876589804 and w? = 9.459585855¢%, b) for a = a = 1
and b = 0.5, we have r, = 1.333767038, g,, = 0.9483504120 and w? = 5.374106554¢?, and
c) fora =2, « =1 and b = 0.1, we have r, = 2.775627312, and g¢,, = 0.1587448306 and
w? = 4.44597413¢%. Therefore these three examples represent stable CTGs.

The Soares cosmological model case.

This model describes a class of inhomogeneous stationary cosmological solutions of Einstein-
Maxwell equations, with rotating dust and electromagnetic field [4]. We are interested in the
subclass of these models with spacetime topology S® x R and with the dust moving along closed
timelike geodesics.

For the metric
ds® = AZ(dt — 2)\; cos 0 dip)* — dr? — B3 (df* + sin® 0 dp?), (D.35)

where B2 = kX2 — A2)\? and Ay, A1, ¥ and k are constants. Note that by definition the time

coordinate is a periodic variable [4].
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The nonspacelike geodesics are described by the tangent vector field £ = dz®/ds, with

ho + ko A2\, cos 0
3AZN? cos? 0 — BZsin® 6’

t = ko + A\ cosd

r= To,

9- _ (h() + k?oA(Q))\l COS 0)2 -+ Agkg —1- To
By ’

b= ho + koAZ\; cos 0

3AZN? cos? 0 — BZsin® 6’
where hg, ko and ry are arbitrary parameters. Two trivial cases are given by choosing 6 =
6y =constant.

Casel. Choose rg, hg, kg such that

Ajkd =1,
ro = 0.
ho + ko A2\  cos By = 0. (D.36)
In this case (D.3) can be cast as,
& +ag®=0,
g =0,
&€+ =0,
& +e=0,

where a = —4\? cos 0y A2k2 /(B2 sinfy), b = —2X\ A2k2 /(B2 sin6y) and ¢ = —2\ k2 sin 0y A%/ B2.
The solution of this system is given by
¢% = —a(cs exp(ws)/w — cg exp(—w s) /w + begs/w?) + 15 + cr;
¢ = 5+ ¢

€2 = ¢5 exp(ws) + cg exp(—w s) + bey /w?;

&3 = —c(cs exp(ws)/w — cg exp(—w s) /w + begs/w?) + ¢4 + cs. (D.37)
where ¢;, i = 1,...,8 are integration constants, and w = v/be. Therefore these CTGs are not

stable.
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Case2. Choose hg, kg such that

Agk:g =1+ 7“8,

ho + ]{7014(2)/\1 COS 90 =0. (D38)

The system of perturbation is the same as before and also the CTGs are not stable.

Discussion

In summary, we analyzed the linear stability of closed timelike geodesics in four solutions
of Einstein’s field equations. It is possible to find CTGs in different spacetimes, they can be
fulfilled by matter or not and in both cases the CTGs can be stable or not.

In the first case, CTGs outside of an infinite dust cylinder, we found stable CTGs. In this
model the closed curves are circles in a (r, p)-plane 1T = {t = t,,z = z,} and all conclusions
obtained are independent of the values of the t, and z,. In II the CTGs appears in infinitely
many regions (open flat rings) filled by CTCs and these regions are separated by other regions
where the closed curves are spacelike.

In the case of the cloud of cosmic strings there exist CTGs inside the source but these are
not linearly stable. There are CTCs in the exterior, but no CTG. This is the only case when
the matter content of the solution is exotic, i.e., it does not obey the usual energy conditions.
We have negative matter density.

Examples of “cosmological” solutions with CTCs are Godel-type metric with flat background,
as well as, conformally flat background. The first has stable CTCs but no CTGs and for the
second it is possible to find values for the parameters to have a spacetime with stable CTGs.

In the “cosmological” model described by Soares we found two examples of not stable CTGs.

In this is a case the existence of the CTGs depends upon the nontrivial topology of spacetime.
Acknowledgments

V.M.R. thanks Departamento de Mateméatica-UFV for giving the conditions to finish this work
which was partially supported by PICDT-UFV/CAPES. PSL thanks the partial financial sup-



114

port of FAPESP and CNPq.



Bibliography

[1] J. Pfarr, Gen. Rel. Grav., 13, 1073 (1981)
[2] W.B. Bonnor and B.R. Steadman, Gen. Rel. Grav., 37, 1833 (2005)

[3] V.M. Rosa and P.S. Letelier, Stability of closed timelike geodesics, Phys. Letts. A in press
, gr-qc/0703148

[4] 1. D. Soares, J. Math. Phys., 21, 591 (1980).
[5] B. R. Steadman, Gen.Rel.Grav., 35, 1721 (2003)

[6] @. Gron and S. Johannesen, Closed timelike geodesics in a gas of cosmic strings, arXiv.org

e-print archive: gr-qc/0703139.

[7] V.M. Rosa and P.S. Letelier, Stability of closed timelike curves in Gédel universe, Gen.
Rel. Grav. in press, gr-qc/0703100.

[8] M. Giirses, A. Karasu, O. Sarioglu, Class. Quantum. Grav., 22, 1527 (2005)

9] R.J. Gleiser, M. Giirses, A. Karasu and O. Sarroglu, Class. Quantum. Grav., 23, 2653
(2006)

[10] S. Hawking, Phys. Rev. D, 46, 603 (1991)
[11] M.F. Shirokov, Gen.Rel.Grav., 2, 131(1971)

[12] O. Semerdk and M. Zacek, PASJ, 52 (2000)
115



116

BIBLIOGRAPHY

[13] P.S. Letelier, Phy. Rev. D 68, 104002 (2003)
[14] P.S. Letelier, Phys. Rev. D 20, 1294 (1979).

[15] P.S. Letelier, Class. Quantum Grav. 4, L75 (1987).

[16] D.V. Gal'tsov and P.S. Letelier, Phys. Rev. D 47, 4425 (1993).

[17] P.S. Letelier, Class. Quantum. Grav., 12, 471 (1995)



