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RESUMO

Nesta tese estudamos existéncia e multiplicidades de solugoes para a equacao de quarta

ordem do tipo

A?u+cAu=g(z,u) em Q

{ u=Au=0 sobre 0f),
onde Q C R"” é um dominio limitado com fronteira suave 02, g : 2 x R — R é uma funcao
de classe C*' e ¢ é um numero real. Discutimos o problema assintoticamente linear no caso
nao ressonante e, também, com ressonancia do tipo Landesman-Lazer. Tratamos também
de um problema do tipo Ambrosetti-Prodi e um problema cuja nao-linearidade depende do

gradiente. Utilizamos técnicas variacionais e teoria de Morse para obtencao das solugoes.

vi



ABSTRACT

In this thesis we study the existence and multiplicity of solutions for fourth order equation

of the type

A?u+cAu=g(z,u) em Q
{ u=Au=0 sobre 0f),
where 0 C R" is a bounded domain with smooth boundary 012, g : Q@ x R — R is a function
of class C! and c is a real number. We discuss the asymptotically linear problem in the
case nonresonance and also with resonance of the Landesman-Lazer type. We also treat a
problem of the Ambrosetti-Prodi type and one problem whose non-linearity depends on the

gradient. We use variational techniques and Morse theory to obtain the solutions.
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NOTACOES BASICAS

Neste trabalho usaremos a seguintes notagoes:

e RY N > 3: espaco euclidiano dos pontos =z = (21,...,7,), z; € R e
N
] =/ iz |l

e ) : um aberto limitado suave em R, N > 3.
e : fecho de Q.
e 0(): fronteira de €.

e C*(Q) : o conjunto de todas as funcdes com derivadas de ordem & continuas definidas

em Q e tomando valores em R.
e C%(Q) : espaco das fungdes Hélder continuas.
o CF(Q) : espaco das funcdes com derivadas de ordem k Hélder continuas.
o Nt ={fi € CO’Q(Q);/Qflqbldx =0}.
e ¢.t.p. quase todo ponto.
o LP(Q): o espaco das funcoes p-integréveis com norma ||.|| zr(q).

2N
e Se N > 3 entao 2" = N3 é o expoente critico de Sobolev para a imersao de H}(€2)

em L¥(Q).
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Hy(): o espago de Sobolev com norma ||.|[1 (que envolve todas as derivadas fracas

até ordem 1).

H?(Q): o espago de Sobolev com norma ||.||z2 (que envolve todas as derivadas fracas

até ordem 2).

V = Hj(Q) N H*()) com a norma induzida a ser definida em cada segao.
|.]lo norma definida no espago V' = Hg(Q2) N H2(2) quando ¢ < ;.

||.]l[i norma definida no espago V' = H}(Q) N H*(Q) quando A\; < ¢ < A,.
||.]], norma definida no espago V = Hg(2) N H*(Q)) quando \, < ¢ < A\,41.
E = H}(Q) x H}(Q) com a norma induzida ||(z,y)[|% = ||m||§{5(9) + ||y||§{é(m.

A1: denota o primeiro autovalor do operador Laplaciano com condicao de
Dirichlet.

©1: denota a primeira autofuncao do operador Laplaciano com condi¢ao de Dirichlet.
Ar: denota o k-ésimo autovalor do operador Laplaciano com condicao de Dirichlet.
¢r(A): denota a k-ésima autofungao do operador Laplaciano com condigao de Dirichlet.

1: denota o primeiro autovalor do operador de quarta ordem A% + c¢A com condicio

de Navier.

y: denota o k-ésimo autovalor do operador de quarta ordem A? + ¢A com condicio

de Navier.
wi: autovalor do operador A? 4+ ¢A com um peso indefinido m > 0, m € L"(Q) com
r>4
x
go 1= lir% M, uniformemente em (2.
T, t .
Joo = ‘1|im 9( " ), uniformemente em §2.
t|—o0

Condi¢ao (PS): condigao de Palais-Smale.
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m(u): indice de Morse da solucao u.

n(u) ou v(u): nulidade da solugao w.

, d

Cr(F, zp): denota o k-ésimo grupo critico do funcional F' : H — R no ponto critico

zo € H.

Cy(F,00): denota o k-ésimo grupo critico no infinito do funcional I : H — R.
d;;: denota o delta de Kronecker.

G : primitiva de g, isto é, G(z,t) = f(fg(ac, s)ds.

F(K) = {F(z) tal que = é ponto critico de F'}.
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INTRODUCAO

Neste trabalho, estamos interessados em obter existéncia e multiplicidade de solugoes para

a equacao de quarta ordem

{ A%+ cAu=g(x,u) em  Q 0.1)

u=Au=0 sobre 0f),

onde €2 C R™ é um dominio limitado com fronteira suave 9¢2. Consideramos a nao-linearidade
g: QxR — R como uma funcao de classe C''. Além disso, suporemos ¢ assintoticamente
linear e g(x,0) = 0, ou seja, a fungao nula é uma solugao de (0.1). A constante ¢ é um
numero real que caracteriza o funcional associado ao problema (0.1).

O estudo do problema (0.1) iniciou-se através do estudo da equagao

{ Au+cAu=>b(u+1)T =1 em 0.2)

u=Au=0 sobre 0Of).

Nos trabalhos de A. C. Lazer e P. J. McKenna [25] e P. J. McKenna e W. Walter [29]
e [30] foi apontado que o problema (0.2) é um bom modelo para estudar ondas viajantes
sobre pontes suspensas. Além disso, nesses trabalhos os autores observaram que o problema
(0.2) é também interessante quando a nao-linearidade (u + 1)* — 1 é substituida por uma
nao-linearidade mais geral g(., u).

Em G. Tarantelo [37] a autora mostrou que se ¢ < A; entao o problema (0.2) possui
uma solugdo nao trivial se, e somente se, b > A\;(A; — ¢). Usou teoria do grau topoldgico

de Leray-Schauder para demonstrar o resultado. Além disso, mostrou que a solucao



de (0.2), quando existe, é negativa sobre Q. Em [24], A. C. Lazer ¢ J. P. McKenna
complementaram o resultado obtido por G. Tarantelo [37] no caso unidimensional mostrando

que se b > \g (A — ¢) entdo a equagao diferencial ordinaria

u" +cu’ =b[(u+ 1)t —1] 0.3)
u(0) =u"(0) =u(r) =u"(r) =0

possui pelo menos 2k — 1 solugoes nao triviais.

Entre os trabalhos com nao-linearidade mais geral g(.,u), conforme abordado neste
trabalho, destacamos os trabalhos de A. M. Micheletti e A. Pistoia [31] e [32], e A. Qian
e S. Li [35]. No trabalho [31] as autoras obtiveram existéncia de duas solugbes para o
problema (0.1) com ¢ < A; quando b > A\(A —¢) e g(.,s) = bf(.,s) e de trés solugoes
quando b estd préximo de A\,(Ay — ¢). A funcao f(.,s) é subcritica e sua primitiva F(., s)
tem comportamento subquadratica ¢.t.p. em 2 e para todo s € R. No trabalho [32] as
autoras mostraram que se ¢ > A\; e b < A\;(A; — ¢) existem duas solug¢oes nao triviais para
(0.1) com g(.,s) = bf(.,s). Neste mesmo trabalho verificaram que se A\, < ¢ < A,
f(s)=(s+1)* —1e )\ < b< A1 entdo o problema (0.1) possui somente a solucao trivial.
As técnicas aplicadas nestes trabalhos sao basicamente técnicas variacionais que consiste
em aplicacoes do Teorema do Passo da Montanha e variacoes do Teorema do Enlace. No
trabalho [34] A. Qian e S. Li mostraram a existéncia de trés solugdes nao triviais para o
problema assintoticamente linear. Duas destas solugoes sao obtidas pelo Teorema do Passo

da Montanha (uma positiva e uma negativa) e uma terceira solu¢ao via Teorema do Ponto

de Sela.

Ainda citamos outros trabalhos que possuem resultados sobre existéncia e multiplicidade
de solugbes para o problema (0.1) tais como [35], [42]. O trabalho [39] estuda a existéncia
de solugoes positivas para o problema (0.1). Por ultimo ressaltamos o resultado [41] que o
autor considera um operador mais geral A(g;((Au)?*)Au) + cdiv(go(|Vul*)Vu) e mostra a

existéncia de uma solugao.

Em nosso trabalho nos dedicamos ao estudo do problema (0.1) com nao-linearidade
as- sintoticamente linear. O que diferencia nosso trabalho dos anteriores é que utilizamos
Teoria de Morse na obtencao das solucoes. Além disso, tratamos de problemas ressonantes

e problemas do tipo Ambrosetti-Prodi.



Notemos que as solugdes fracas do problema (0.1) sdo os pontos criticos do funcional

F(u) = %/ﬂ (JAul® = c|Vul?) dz — /QG(x,u)dx, u € Hy () N H*(R), (0.4)

em que G(x,u) = fou g(z,t)dt. Com este intuito, utilizaremos técnicas variacionais para
garantir a existéncia destes pontos criticos e Teoria de Morse para diferenciar as solugoes
obtidas através do célculo de seus grupos criticos.

No primeiro capitulo abordamos o problema (0.1) no caso nao-ressonante. Inicialmente
estudamos a teoria espectral do operador A% 4 cA, para valoresde c € R, ¢ # A, ..., \,, ...
necessaria para a compreensao do que sera feito no decorrer do trabalho. Em seguida,
provamos dois principios de positividade das solugoes que serao utilizados nos Capitulo 3
na resolucao do problema do tipo Ambrosetti-Prodi. Ressaltamos que nao foi encontrado
nenhum resultado na literatura referente a estes principios de positividade das solugoes.
Prosseguimos o Capitulo 1 passando ao estudo da exis- téncia e multiplicidade de solucoes
para (0.1). O primeiro caso abordado é quando a constante ¢ < A;. Neste caso a parte do
funcional % A (|Auf® = ¢|Vul?) dz define uma norma. O primeiro resultado seria considerar
o < 1 € g < Goo < Mr+1, k > 2. Entretanto, tal resultado ja foi concluido por A. Qian e S.
Li no trabalho [34]. Entao consideramos os casos em que fix_1 < go < g < fm < Joo < fmt1
onde mostramos a existéncia de duas solugoes nado triviais para o problema (0.1) através
da aplicacao dos Teoremas do Ponto de Sela e Enlace topolégico. Diferenciamos tais
solugoes através de seus grupos criticos. Nessa mesma secao, ainda consideramos o caso
1 < Joo < fh2 < fm < go < Wmy1 onde, novamente, provamos a existéncia de pelo menos
duas solugoes nao triviais, aplicando Teorema do Ponto de Sela e Identidade de Morse.

Ainda, no Capitulo 1, estudamos quando A\, < ¢ < A,;1. Neste caso, fizemos uma

1
pequena modificacao na expressao 5/ (JAuf® = ¢|Vul?) dz, posto que esta ndo define
Q

uma norma em V = H}(Q) N H?(). Obtivemos uma norma que se restringirmos ao
espaco H, = span{¢,,1,...} coincide com a norma anterior. Assim, obtivemos resultados
semelhantes aos do caso anterior. Neste mesmo capitulo, verificamos que sob a hipdtese
Hr—1 < go < Hr < goo < Hg+1, kK > 1 0 problema (0.1) possui exatamente duas solugdes nao
triviais.

Finalizamos o Capitulo 1, apresentando um resultado de nao existéncia de solucao
positiva para o problema (0.1). Com isso, as solugdes obtidas mudam de sinal.

No Capitulo 2, estudamos o caso ressonante do problema assintoticamente linear. Em



outras palavras, estudamos questao de existéncia de solugao para o seguinte pro- blema de
Dirichlet de 4* ordem:

(0.5)

A%+ cAu — pu = g(z,u) em
u=Au=0 sobre 0f),

onde €2 C R" é um dominio limitado com fronteira suave 0€2, g : 2 x R — R é uma funcao
de classe C!, uniformemente limitada em 2 x R, tal que g(z,0) = 0 e ¢ € R. Nesse capitulo,
p vai ser considerado como um dos autovalores (p;) de A% +cA em V. O funcional associado
ao problema (0.5) fica da seguinte forma:

F(u) = %/Q (|Auf® = | Vul® = plul?) do — /QG(:c,u)dx, (0.6)

onde G(x,t) = / t g(z, s)ds. Sob as hipéteses acima F' é um funcional de classe C?.

Novamente, 3ividimos o problema nos casos ¢ < A\; e A\, < ¢ < A, y1. No primeiro
caso, ¢ < A1, se = pp mostramos a existéncia de solugao nao trivial através do Principio
Variacional de Ekeland. Neste caso, fizemos apenas hipdteses sobre os limites no infinito
Jico = sginoog(x,s) = a < 0, uniformemente em 2, e g o, = sg@mg(x,s) =05 >0,
uniformemente em €2. Além disso, assumimos gqg > 0.

Ainda no segundo capitulo, verificamos a existéncia de solucao nao trivial para
ressonancia em autovalores de ordem superior ug, k > 2, utilizando como hipétese a
conhecida condicao de Landesman-Lazer. O trabalho pioneiro neste sentido para a equacao
de segunda ordem semilinear foi [26]. Uma abordagem mais simples pode ser vista em [20].
A solucao do problema (0.5) é obtida aplicando o Teorema do Ponto de Sela.

Conforme feito no Capitulo 1, provamos resultados semelhantes para A\, < ¢ < A, 41.

No Capitulo 3, estudamos o problema do tipo Ambrosetti-Prodi para o problema (0.1),

ou seja,

{ A%u+ cAu = g(w,u) + téi(x) + fi(r) em O (0.7)

u=Au=0 sobre 0f2,
onde f = t¢, + f1, com f; € CO*(Q) e Jo fidrdz =0, e g : Q0 x R — R é uma funcdo de

classe C* tal que seu comportamento no infinito é

lim 9(z,5) <y < 1i1+n g(a:,s), unformemente em z. (0.8)
§——00 S §—+00 S

Para o problema (0.7) estudamos condigdes sobre o parametro real ¢ para existéncia e

nao-existéncia de solugao. Concluimos que existe um numero real «(f;) tal que

4



i) O problema (0.7) ndo tem solugao se t > «(f1);

ii) O problema (0.7) tem pelo menos uma solucao se t < «a(fi).

Além disso, se lim M
s—+00 S

B(f1) < a(fi) tal que

= 7y com v € (uj,pj+1) para algum j > 1 entdo existe

iii) O problema (0.7) possui ao menos duas solugoes para t < [((f1).

Gostariamos de ressaltar que as estimativas e os resultados de regularidade utilizados no
Capitulo 3 podem ser encontradas no recente trabalho [19].

No Capitulo 4, estudamos a questao da existéncia de solu¢ao para o problema (0.1) com
a nao-linearidade dependendo também do gradiente da fungao u, isto é, g = g(z, u, Vu). Tal
problema nao possui estrutura variacional. Neste caso, utilizamos a técnica desenvolvida por
D. G. De Figueiredo, M. Girardi e M. Matzeu em [16] que consiste em ”congelar o gradiente”,

isto é, para cada w € Hy(2) N H?(), consideremos

{ A?u+ cAu = g(r,u,Vw) em 0.9)

u=Au=0 sobre 0f),

tal problema possui estrutura variacional. Dai, mostramos a existéncia de solugao wu,,
utilizando o Teorema do Passo da Montanha. Mostramos limitacoes inferior e superior
para estas solugoes. Definimos um método iterativo que converge para uma solucao u de
(0.1) com g = g(z,u, Vu).

Notemos que a equagao de 4* ordem estudada no Capitulo 4, é equivalente a um sistema

dado por
—Au=wv em )
—Av=cv+g(z,u,Vu) em§ (0.10)
u=v=_0 sobre 0f).

Motivado pelo sistema acima, podemos aplicar a mesma técnica do Capitulo 4 para mostrar
a existéncia de solucao para um sistema do tipo gradiente com nao linearidade dependendo

do gradiente, isto é, mostra-se que existe solucao para o sistema

—Au = F,(x,u,v,Vu,Vv) em ()
—Av = F,(z,u,v, Vu, Vv) em Q (0.11)
u=v=0 sobre 0f,



onde © é um dominio limitado e suave do RN, N >3 e F: QxR xR x RY x RY — R.
Finalizamos, nosso trabalho, incluindo dois Apéndices: o primeiro consta de resultados
basicos utilizados no trabalho e o segundo é dedicado a Teoria de Morse, sendo esta a teoria

central utilizada no trabalho.



CAPITULO 1

EQUACAO DE 44 ORDEM NAO
RESSONANTE

Neste capitulo estamos interessados em estudar existéncia de multiplas solugoes para o

problema

{ A%u+cAu=g(r,u) em Q (1)

u=Au=0 sobre 0f),
onde ) C R" é um dominio limitado com fronteira suave 02, g : 2 x R — R é uma funcao
de classe C" tal que g(z,0) =0e c € R.

Suponhamos que

T,t .
go = Pr% g, uniformemente em (2
z,t
Joo i= ‘1|im 9 t’ ), uniformemente em (2.
t|—oo

Denotemos por 0 < A\; < Ay < --- < \; < ... os autovalores de (—A, Hj) e ¢, as
autofungoes associadas a A;. Seja V = H}(2) N H?*(2) um espago de Hilbert (cujo produto
interno serd definido posteriormente dependendo do valor de ¢ € R).

Notemos que, se A\ é um autovalor de (—A, Hj), entao py, = A\, (A\x —c) é um autovalor de
(A% + cA, V) com autofungoes . Portanto, as autofungoes associadas a (—A, H}) formam

uma base para V.



Lembremos, ainda, que as solug¢oes do problema (1.1) correspondem aos pontos criticos

do funcional F' definido em V' por

1

F(u) = E/Q (JAuf® = | Vul?) dz — /Q G(z,u)dz, (1.2)

t
onde G(z,t) = / g(z, s)ds. Sob as hipdteses acima F' é um funcional de classe C?.
0

Na Secao §1.1 estudaremos as principais propriedades do operador A? + cA,
¢ € R. Verificaremos, inicialmente, a caracterizacao variacional dos autovalores para o
problema linear e com um peso indefinido. Em seguida, obtemos resultados sobre principios
de positividade de solucao utilizados no decorrer do trabalho.

Na Secao §1.2 estudaremos existéncia e multiplicidade de solugoes para o problema
assintoticamente linear. Para tanto, faz-se necessario o estudo de forma separada dos casos

¢ <A e, <c<A\,1, pois no primeiro caso, o termo / (|Auf® = ¢|Vul?) dz do funcional
Q
dado em (1.2) define uma norma em V', o que torna mais simples o estudo. No entanto, isso

nao ocorre no segundo caso.
Na Secao §1.3 mostramos um resultado que garante a existéncia de exatamente duas
solugoes para o problema assintoticamente linear (1.1) e na Segao §1.4 estudamos a nao

existéncia de solugao positiva para o problema (1.1).

1.1 Teoria Espectral do Operador A? +cA, c € R

Conforme descrevemos na introdugao deste capitulo, se px(c) = (A —¢), k= 1,2,..,
entao tais u)s sao autovalores associados a (A% + cA, V) com autofungoes . Além disso,
desde que a familia {¢y }ren forma uma base de H}(€2) entao também forma uma base para
V = H} Q)N H?(Q). Decorre disso que, se u é um autovalor associado a (A2 +cA, V), entao
=y para algum k € N.

1.1.1 Caso c< A\

Nesta secao daremos uma caracterizacao variacional dos autovalores do operador
(A%+4cA, V) para o problema linear e com um peso indefinido. Além disso, de- monstraremos

dois principios de maximo relativos ao operador A? + ¢A com ¢ < \;.
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Da caracterizacao dos autovalores de (A2 +cA, V), isto é, ux(c) = (M —c), k=1,2,. ..,

temos que:

e /i1 é simples e a autofuncao associada a p; nao muda de sinal.

o 0 < g < po<puz<...epup— oo quando k — oo.

No que segue, daremos uma caracterizacao variacional dos autovalores do operador
(A% +cA, V). Seja
Blu,v] = / (AuAv — cVuVv) dx (1.3)
Q

B
Afirmagao 1.1. g = min [, ] , onde Fy, = span{k, Pri1,---}

ueF,\{0} HUH%Q(Q)
De fato, sendo ¢y a autofuncao associada a py, entao:

B[gpk, SOk] = Mk”@k“;(g) = Uk (1.4)

Bk, Prri] = tr(Or, Prtt) 20 =0, 1=1,2,.... (1.5)

Seja u € Fy tal que ||ul|z2) = 1. Entdo podemos escrever

u = Z Ak 1Pk 15 (1.6)
=0

onde dy; = (u, Pr11)12(0) com a série convergindo em L?(€2). Além disso,

Zdiu = HUH%Q(Q) =L (L.7)
=0
Assim, de (1.4) - (1.7) obtemos

Blu,ul = d ks > i (1.8)
=0

Como a igualdade se verifica para u = @y, segue a afirmacao.



Problema de autovalor com peso
_ n
Seja m : 2 — R uma funcdo positiva e suponhamos que m € L"(Q2), com r > 1

Consideremos o seguinte problema de autovalor

(1.9)

A%+ cAu=p™mu em  Q
u=Au=0 sobre 0f).

Temos que:
Blu, u]

m min e
ueFiMO} [[ul|72 ()

— 2 _ 2
, onde F = span{py, prr1,---} e [ull72iq) . = /Qm|u| dx.
— . . "o~ .
e 17" é simples e a autofuncao associada a p}* nao muda de sinal.

o ut <y < pxt<...ep — oo quando k — oo.

Assim, como obtido para o problema de autovalor

(1.10)
u=0 sobre 0f).

{ —Au=\N"mu em
obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.1. Sejam m,m : Q — R fungées em L™(Q), com r > %, tais que

0 < m(x) < m(x) para todo x € Q. Entao
p > it vk € N (1.11)

Além disso, se m(x) < m(z) em um subconjunto de medida positiva em §Q, entdao temos a

desigualdade estrita em (1.11).

Demonstracao: A prova deste resultado segue de maneira analoga a prova da Proposicao
1.12A de [13]. |
Além da caracterizacao dos autovalores do operador A% + cA, verificamos que no caso

¢ < A1 temos o seguinte principio de positividade:

Teorema 1.1.2. Suponhamos queu € C*(Y), com u e Au continuas em €, seja uma solugdo

da equacao de quarta ordem

{ A?u+cAu—pu= f(z) em Q (1.12)

u=Au=0 sobre 0f).

Se0<pu<p ef(x)>0, para todo x € 2, entdo u(x) > 0, para todo x € ).
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Demonstracao: Para provar este resultado vamos utilizar o principio do méaximo para
sistemas elipticos lineares descrito no trabalho [17].
Observemos, primeiramente, que o problema de quarta ordem (1.12) pode ser re- escrito

da seguinte forma:

—Au=wv em ()
—Av=co+puu—+ f em (2
u=v = 0 sobre 0f),

ou ainda, escrevemos a equacao na forma matricial,

(2)-G0)(6)

—-A
> é cooperativa, pois p > 0. Sejam L = < ) e
oc

Observe que, a matriz ( A

0 1

A= ( > Dizemos que o operador L — A satisfaz a propriedade ¥ se existe uma
nwoc

funcdo ¥ : Q — R tal que

1. U(z) > 0 para x € Q.

2. L(V) > A(V) em Q.

Verificaremos que o operador L — A definido anteriormente satisfaz a propriedade V.
De fato, considere um aberto €' D Q tal que o primeiro autovalor \;, do operador —A em
H}(Y), e o primeiro autovalor p}, do operador A% + cA em H?*(QY) N Hj (), satisfacam

c< N <A\ e p<pl<p.

Denotemos por ¢} a primeira autofungio correspondente a (—A, HL(Y)) e seja ¢ = ¢ |5

Definamos
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Observe que, ¥(x) > 0 para todo z € Q. Além disso,

—A¢ 0 1 )
L—A) (V) = _ — _
eam = (55000 (05)
_( Nié— X6 )
(M)*¢ — (1 + Nc)o

L)
(wy — o )

Como p < gy segue que (L — A)(¥) > 0, o que mostra a propriedade W. Segue do Teorema

1.2 (pg 43, [17)) que U = ( B

) > 0. Portanto u > 0.
v

O

Notemos que, diferentemente do que acontece para o operador —A, o principio de
positividade que provamos acima sé vale quando p > 0 e ¢ < A;. No que segue, daremos
condigoes para que seja valido um principio de positividade quando p < 0, mas precisamos
da condicao 0 < ¢ < A\;. Ja ressaltamos que o resultado que obtivemos nao é vélido para
todo ;1 < 0. A ideia da prova consiste em imergir um sistema nao cooperativo 2 x 2 em
um sistema cooperativo 3 x 3 e utilizar argumentos semelhantes a prova do Teorema 1.1.2.

Essas ideias sao baseadas no trabalho [17].

Teorema 1.1.3. Seja 0 < ¢ < A\;. Suponhamos que u € C*), com u e Au continuas em

Q, seja uma solucdo da equacdo de quarta ordem

(1.13)

A%+ cAu—pu= f(z) em Q
u=Au=0 sobre Of).

2
Suponhamos que _CZ < pu<0. Se f(z) >0, para todo x € 2, entdo u(x) > 0, para todo

x €.

Demonstragao: Notemos que o problema de quarta ordem (1.13) pode ser reescrito da
seguinte forma:
—Av = cw+pu+f em()
—Au = v em( (1.14)
u = v = 0, sobredf).
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Conforme feito em [17], p. 57, considerando w = du + v (§ a ser obtido posteriormente),

o sistema
—Av = av+bu+f emQ

—Au = ev+du+g em( (1.15)
u = wv = 0, sobredf2,
¢é imerso no sistema
-Av = (a—r)v+(b—rd)u+rw+ f emQ

—Au = ev+du+g emQ
—Aw = (a—r+ed)v+ (b+dd—rd)u+rw+ f+dg emQ
u = v = 0, sobredfd.

(1.16)

Comparando os sistemas (1.14) e (1.15), segue que a = ¢, b=p, e =1, d=0e g = 0.

Assim, substituindo em (1.16), obtemos

—Av = (c—r)v+(p—rd)u+rw+ f em
—Au = v em{)
(1.17)
—Aw = (c—r+0)v+(p—rd)ut+rw+f emQ
u = v = 0, sobredf).

Reescrevendo o sistema acima na forma matricial, resulta que:

—Av c—r pu—rd r v f
—Au | = 1 0 0 u |+ 0
—Aw c—r+0 p—1r9o r w

Para que a matriz
c—r pu—r10 T
1 0 0 (1.18)
c—r+0 p—ro r
seja cooperativa devemos ter r > 0, § < Hecor + 9 > 0. Segue disso que r — ¢ < § < 0.
r
2

c
Escolhemos 0 tal que r —c¢ < 6§ < B (neste momento utilizamos a hipdtese de p > 1 para
r

garantir que r — ¢ < H).
r
Portanto, a matriz dada em (1.18) é cooperativa. Concluimos a demonstragdo deste

teorema de maneira andloga a feita no Teorema 1.1.2.
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1.1.2 Caso A\, <c< A\

Este caso abordamos de forma separada, visto que nem todas as propriedades verificadas

anteriormente permanecem validas aqui, posto que
Blu,v] = / (AuAv — cVuVv) dx
Q

nao é uma forma bilinear positiva definida em V' = Hj(Q2) N H*(Q). Por outro lado, se
consideramos a forma bilinear acima, restrita ao subespago H, = span{p, 1, Yv12,...}, ela

é positiva definida. Decorrente disso temos :
® (i1, 42, - -, [y SA0 Negativos;
e 11 ¢ simples e a autofuncao associada a p; nao muda de sinal;
o 11, <0< ptyr1 < flyyo < ... € g — o0 quando k — oo.

Segue de maneira analoga a Afirmagao 1.1 que
Blu, u]

min —-———, onde Fp =
ueFAM0} [[ul|7s g

Observacao 1.1.4. Para todo k > v + 1 temos u, =

span{ @k, Pr+1, .- -}

Observagao 1.1.5. A teoria espectral do operador (A% + cA,V) com peso indefinido

permanece vdlida com as devidas adaptacoes como acima.

1.2 Existéncia e Multiplicidade de Solucoes:

Problema Assintoticamente Linear:

Lembremos que o primeiro capitulo deste trabalho é dedicado ao estudo do problema

assintoticamente linear de 4% ordem

A%u+ cAu=g(z,u) em
u=Au=0 sobre 0f),

onde ) C R"™ é um dominio limitado com fronteira suave 0f2 e a nao-linearidade g : QxR — R
é uma fungao de classe C' com g(z,0) = 0.
Conforme descrito no inicio deste capitulo, efetuaremos o estudo dos casos ¢ < Aj e

Ay < ¢ < A\yy1. Para facilitar o entendimento do trabalho abordaremos o caso quando v = 1.
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1.2.1 Caso c< )\

Seja V = H}(Q) N H?(Q) o espago de Hilbert com a norma

Jul2 = / (Au)? — c|Vuf?].

Nosso objetivo, nesta parte do trabalho, é estudar existéncia e multiplicidade de solugoes
para o problema (1.1) quando os limites gy e go, interagem com o espectro do operador
A? 4+ cA. Naturalmente, o primeiro resultado a considerar é quando gy < 1 € fm < Goo <
fme1 com m > 2. Tal resultado foi obtido por A. X. Qian e S. J. Li, no trabalho [34]
utilizando o Teorema do Passo da Montanha (vide Teorema B.14) e Teorema do Ponto de

Sela (vide Teorema B.15). O resultado obtido foi o seguinte:

Teorema 1.2.1. (Qian & Li). Assuma gy < pu, e que ezxiste m > 2 tal que fiy, < goo <

W1 Entao o problema (1.1) possui trés solugdes nao triviais.

No que segue enunciamos e demonstramos os nossos resultados obtidos para o pro- blema
nao-ressonante no caso ¢ < A; . Nos dois resultados iniciais estamos considerando gy < g
e no terceiro resultado g, < go. Nestes teoremas, mostramos existéncia de pelo menos duas
solugbes para o problema (1.1). Nos casos onde tratamos gy < ¢goo utilizamos o Teorema do
Ponto de Sela (vide Teorema B.15) e o Teorema do Enlace (vide Teorema B.16) para obter
duas solugoes e utilizamos a Teoria de Morse (vide Apéndice A) para diferencid-las. No caso
Joo < 9o, utilizamos o Teorema do Ponto de Sela para encontrar uma solucao e a identidade
de Morse (vide Teorema B.21) para obter a segunda solugao.

No primeiro teorema a condic¢ao ¢'(x,t) > g(z,t)/t impoe uma condi¢ao de crescimento
sobre o quociente g(z,t)/t, isto é, g(x,t)/t é crescente para t > 0 e decrescente para t < 0.

Assim, obtemos:

Teorema 1.2.2. Suponha que ¢'(x,t) > g(x,t)/t para todo x € Q et € R. Além disso,
assuma que existe k > 2, m > k + 1 tal que pup—1 < go < p, pp—1 < g(z,t)/t e

L < Goo < fm+1- Entao o problema 1.1 tem pelo menos duas solugoes nao triviais.

Observagao 1.2.3. A condi¢cao m > k+1 no Teorema 1.2.2 € utilizada para diferenciar as
duas solugoes obtidas pelos Teoremas do Enlace e do Ponto de Sela. No entanto, ressaltamos
que no caso em que m = k vale um resultado mais forte onde mostramos a existéncia de

exatamente duas solugoes (vide Teorema 1.3.1).
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No préximo resultado colocamos uma limitagao para a derivada de g o que permite retirar

a hipétese g(z,t)/t utilizada no Teorema 1.2.2, como segue:

Teorema 1.2.4. Suponha que exviste k > 2, m > k + 1 tal que pp1 < go < g €
L < oo < fms1- Assuma que p—1 < ¢ (z,t) < fmy1, para todo x € Q et € R. Entao o

problema 1.1 possui duas solucoes nao triviais.
Nosso proximo resultado consiste em considerar os limites g, < go.

Teorema 1.2.5. Assuma que j11 < goo < 2 € que existe m > 2 tal que i, < go < fhmi1-

Entao o problema (1.1) tem pelo menos duas solugées nao triviais.

No que segue demonstraremos alguns resultados que nos auxiliarao na demonstracao do
Teorema 1.2.2. Em seguida, provaremos o Teorema 1.2.2. Feito isso, passamos a prova dos
demais teoremas enunciados acima.

Desde que as autofuncgoes ¢y ‘s formam uma base para V', considere uma decomposigao
para o espago V = H @ Hj obtida da seguinte forma: H = span{p1,...,om} e Hy = H-.

Passamos agora a verificacdo da condigao de Palais-Smale (P5S5).

Lema 1.2.6. Suponhamos que m > 2 € [y < oo < fimi1, €ntao o funcional dado em (1.2)
satisfaz a condi¢ao (PS).

Demonstracao: Seja (u,) C V uma sequéncia (PS), ou seja, uma sequéncia tal que
F(u,) — C e F'(u,) — 0. Desde que a fungao g é sublinear basta mostrar que a sequéncia
(up,) ¢ limitada em V.
Suponhamos o contrério, que ||u,|jo — +00 quando n — oco. Defina a sequéncia (v,) por
Un,

lallo’

Un

Desde que a sequéncia (v,,) é limitada em V', utilizando as imersoes de Sobolev existe uma

subsequéncia tal que
v, —~vemV, v, —vem LP(Q), v, —v qtp. em Q.
Seja ¢ € V. Entao
F'(un)p = /Q(AunAgb — cVu,Vo)dr — /Qg(x,un)¢dx
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ou ainda,

F'(un)
[2nlo
Tomando limite na tultima expressao e utilizando as convergéncias acima, obtemos

o= /Q(AvnAqﬁ — cVu,Vo)dx — /Q Mvngbdx,

n

A?v + cAv = goov (1.19)
no sentido fraco.
De fato, definindo Ay = {z € Q;v(z) > 0qtp.} e A ={xr € Q;v(x) <0 q.t.p.} entdo
up(z) — 00 q.t.p. se x € Ay e u,(x) — —o0 q.t.p. se z € A_. Utilizando (g,) e o fato que
sobre Ag = {r € Q;v(z) =0a.e.}, g(a;, tn)

O proximo passo é mostrar que v # 0. Para isso, utilizamos o fato que F(u,) — C

¢ limitada, resulta a equacao (1.19).

quando n — oco. Entao

M—l_/wdle—/wzﬂdx.

lunlld 2 [[nl[3 2 up "

Tomando limite n — 0o na ltima expressao, concluimos que

1
0 2

donde v # 0. Disso e de (1.19) segue que g, ¢ um autovalor de (A? + cA, V), o que é uma

contradigao, isto mostra que a sequéncia (u,) é limitada e o lema estd provado.

O préximo resultado é uma verificacao da geometria do Teorema do Ponto de Sela.
Lema 1.2.7. Assuma que existe m > 2 tal que iy < oo < mi1- Entdo:
(1) F(u) — —o0, quando ||ullop — oo, para u € H.
(17) Eziste C; > 0 tal que F(u) > —C1, para todo u € Hj.
Demonstragao:: (i) Desde que p,, < g entdo, tomando € > 0 suficientemente pequeno,

existe C' > 0 tal que

2
Gl 1) > %(um to-C (1.20)
Assim,
F(u) = 1/ (|Auf® = ¢|Vul?) do — / G(z,u)dx
2 Jq a
1 9 u?
< Slulg— | - (m +e)dz+C [ |u|dx
2 q 2 o
<

1 m + €
L2 (1 - ) e
210 W

m
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o que mostra (7).
Utilizando o fato go, < fpmi1 € argumentando de maneira andloga a (i), com as

desigualdades inversas, obtemos (i7), o que prova o lema. O

Desde que o espago V' é gerado pelas autofungoes de (—A, H}), vamos decompor o espaco
V' da seguinte forma
V =H, ® Hy, ® Hs,

onde Hy = span{p1,...,on 1}, Hy = span{og, ..., om} e Hy = (H; © Ho)" .

Lema 1.2.8. Suponha que existem «, 6 > 0 tais que pp—1 < g(z,t)/t < o < g para |t| <0,
k>2, eqg(x,t) > pup_1. Além disso, assuma que m >k + 1 tal que iy < goo < fmy1- As
sequintes condigoes sao verificadas:

(1) Existem r >0 e A >0 tais que F(u) > A, para todo u € Hy & Hy com ||ullo = r.

(17) F(u) — —o0, quando ||u|lo — oo, para todo u € Hy & Hs.

(1ii) F(u) <0, para todo u € H;.

Demonstragao: Seja H™™' = ker{A? + c¢A — p,11}. Entdao Hy ® Hy = U & W, onde
U=H,® H"". Parav €V escrevemos v =u+w, v € U e w € W. Sendo dimU < +oo
entao U ¢ gerado pelas autofungoes do operador —A em H} (), que sao L>(). Logo, existe
r > 0 tal que

sup |u(x)| se |lully <,

e

S/V_Mm'i‘la

onde ¥ > i1 € /(\Aw|2 — c|Vw|?)dz > 7/ |w|*dz, para todo w € W.

Q Q
Suponha que |Jullp < r. Se |u(z) + w(z)| < 4, entdo

1 1 1 1 1
halul® + ol = Gz, u+w) > Spolul* + yfwl® = Sau+w)’
1 1
= —Za\w\Q + Z(’Y — a)w]®
1
+ §(u2 —a)u® — auw

v

1 1
—Zu2]w|2 + 5(,u2 — a)u® — auw
Se |u(x) +w(x)| > J, temos
1 , 1 ,
|G(z,u+w)| < §,um+1(u +w)” — 5(#m+1 —a)d
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e assim,

1 1 1 1 1
§M2\U|2+Z”ﬂw|2 —G(r,u+w) > §M2’U\2+17\’w\2 - §Mm+1(u+w)2
1

+ §(Mm+1 —a)d’
1 1 1 1
= §M2’u|2 + 17|w|2 - §Mm+1”u\2 - §Mm+1|w|2
1
—  Pmpruw + §(Mm+1 - a)d?
1 2 1 2
= el + 22 — @)l — quw
4 2
1
+ 1_1(7 - ,Um+1)|w‘2 + (Oé - ,uerl)uw
1 1
+ 5(04 — ) [ul® + §(Mm+1 —a))’

1
_Z,um+1|w|2 + 5(:“2 - O‘)‘UP — auw,

v

onde a ultima desigualdade segue do fato de que

1 1 1
1(7 - Nm+1)‘w‘2 + (Oz - ,um+1>uw + 5(“ - Nm+1)|u|2 + §(Nm+1 - Oz)(52

ser uma forma quadratica em w positiva definida (vide p. 235, [18]).

Portanto, obtemos

1
Fv) = §||u+w||§—/QG(x,u+w)dx

v

1 1 1
Lotz = L / wlde + Lz — o) / fufdz
4 4 o 2 o

4 g " 2t 07

v

o que mostra (7).

A prova de (ii) segue de maneira analoga a de (i) do Lema 1.2.7. Para a prova de (7i7)

note que se ¢'(z,8) > pp_1, entdo G(x,t) > pp_1t*/2. Dai, se u € H; entao u = Ef:_ll m;p;
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para constantes m; € R. Logo,

1
Fu) = 5/9(|Au|2_c|Vu|2)d:r—/QG(x7u+w)da:

k—1 1 k—1

< Somts (80P —dve Py - Y mtst [ s
i=1 Q i=1 Q

< i |12 — i

< 35 (i [ weter)

= 0.

o que prova (iii) e o lema estd demonstrado.
O

Utilizando os lemas anteriores abordaremos, agora, a demonstracao do Teorema 1.2.2.
Demonstracao: (Teorema 1.2.2) Pelos lemas 1.2.6 e 1.2.7 o funcional em (1.2) satisfaz
a condigdo (PS) e possui a geometria do Teorema do Ponto de Sela (vide Teorema B.15).

Logo F possui um ponto critico u; satisfazendo
Cm(F7 ul) 7é 0.

Além disso, pelas condigoes pux—1 < go < px € ¢'(x,t) > g(z,t)/t para todo x € Q e
t € R, verificamos as hipéteses do Lema 1.2.8. Segue disso que o funcional F' satisfaz a
geometria do Teorema do Enlace (vide Teorema B.16). Assim, existe um ponto critico us de

F satisfazendo

Cr(F,uz) # 0.

Desde que g9 < g entao m(0) + n(0) < k — 1, isto implica que wuy,us sdo nao triviais.
Resta-nos mostrar que u; # us.

Afirmagao: Cp(F,ug) = 0pZZ

Do fato que Ci(F,us2) # 0, aplicando o Teorema de Shifting (Teorema B.10), obtemos
m(uy) < k. Vamos mostrar que m(uy) = k. Com efeito, sejam [3;’s os autovalores de

(A% + cA, V) com peso
g(I,Uz)
Uz
Desde que g(z,t)/t > pug—1 obtemos [;(g(z,uz)/uz) < Bi(ur—1) < 1 para todo i < k—1. Isto

AQUQ + CAU,Q =

Us.

implica que Bx(g(x,us)/us) < 1, 0 que resulta m(ug) > k. Assim, m(us) = k. Novamente,

pelo Teorema de Shifting (Teorema B.10) temos C,(F, us) = d,,Z, 0 que prova a afirmagao.
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Decorre da afirmacao e do fato m > k + 1 que u; # us.
O
No que segue abordaremos as provas dos demais teoremas enunciados no inicio deste
capitulo.
Demonstragao:(Teorema 1.2.4) Pelas hipéteses 1 < go < g € pip—1 < ¢ (2,t) < pimi1
para todo x € Q2 e t € R, verificamos as hipéteses do Lema 1.2.8. Assim, como na prova do

teorema anterior existem pontos criticos u; e uy tais que:
Con(Fiu) #0 e Ci(F,ug) # 0.

Desde que pug—1 < go < g, entdo m(0) + n(0) < k — 1, donde pelo Corolédrio de Gromoll-
Meyer (Corolédrio B.12) temos que C,(F,0) = 0 para todo p > k — 1, o que mostra que u; e
ug $20 solugoes nao triviais de (1.1).

Resta-nos mostrar que w; # uy. Para isso, vamos mostrar que Cy,(F,u1) = 0pnZ. De

fato, desde que ¢'(x,t) < fim41 temos:

F'"(up)(v,v) = /Q(|Av]2—c\Vv|2) dx—/g’(a:,ul)vzdx

Q

> /(|Av|2—c|Vv|2) dx—um+1/|v\2dx
Q Q
0,

para todo v € span{@m,i1,...}. Assim, m(uy) +n(uy) < m. Desde que C,,(F,u;) # 0 segue
pelo Teorema de Shifting (Teorema B.10) que C,(F,uy) = d,mZ. Resulta disso que uy # ug,

0 que prova o teorema. O

Demonstragao:(Teorema 1.2.5) Desde que p; < goo < pto podemos aplicar o Teorema do
Ponto de Sela (Teorema B.15) e garantir a existéncia de um ponto critico u; # 0 de F' tal
que Cy(F,uy) # 0.

Afirmagao: Cp(F,uy) = 0p1.

De fato, desde que C}(F,u;) # 0 entdao m(u;) < 1. Se m(uy) = 1 entao pelo Teorema de
Shifting (Teorema B.10) segue a afirmagao. Se m(u;) = 0, entao o primeiro autovalor 3, do

problema

{ A?v + cAv = B¢ (z,u;)v  em (1.21)

v=Av=0 sobre 0f),
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satisfaz 31 = 1 e é simples. Segue que n(u;) = 1 e, novamente pelo Teorema de Shifting,
segue a afirmacao.
Da condigao fiy, < go < fimt1 segue que Cp(F,0) = 0pp,. Assim, se uy e 0 sd0 os dnicos

pontos criticos de F', entao pela Identidade de Morse que

o que ¢ uma contradi¢ao, o que prova o teorema.

1.2.2 Caso A\ <c< A\

Nesta secao obteremos resultados semelhantes aos obtidos na Secao §1.2.1 com o parametro
AL << .

Desde que \; < ¢ < Ag, entao o primeiro autovalor de

(1.22)

Av+cAv=pv em
v=Av=0 sobre 0f),

é negativo, assim a expressao / (Av.Au — ¢Vu.Vu)dr ndo define um produto interno.
Q

Lembremos que o produto interno usual neste caso é /(Av.Au + Vo.Vu)dz. Seja ||.||

Q
a norma gerada por este produto interno. Usaremos uma norma equivalente a essa definida

como segue:
Seja V' como definido anteriormente. Para cada ¢ € V, como as autofungoes de (—A, H})
formam uma base para V, segue que ¢ = a1, + ¢, onde ¢ € span{p; }+. Assim, definimos

a norma por
ol = ot [ (18 + [Veaf)da + [ (18T = VG
= Al + )+ [ (A5F - VaP)e
= (A + M) + [[4ll5
Passemos a verificacao da condigao (PS).

Lema 1.2.9. Suponha que g, nao € um autovalor de (1.22), entdao o funcional definido em
(1.2) satisfaz a condig¢ao (PS).
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Demonstragao: Seja (u,) C V uma sequéncia (PS), ou seja, uma sequéncia tal que
F(u,) — C e F'(u,) — 0. A prova é feita como no Lema 1.2.6, definindo uma sequéncia
Up,

Uy =

, mostra-se que v,, — v, quando n — o0, €
[[n |1

A+ cAv = goov. (1.23)

Assim, conforme feito no Lema 1.2.6, resta-nos mostrar que v # 0. Para isso, escrevemos

Up = t?SOI + 571‘ L0g07

F(u,) = %/ (|Au, > = |V, [?) dx—/G(:c,un)d:c
Q Q
1 1
= §||“n||%—§(t7f)2()\1+0)\1)—/S)G(I,un)dx. (1.24)

Desde que v, — v em L?*(f2), quando n — oo, entao /vncpl — /vgol = t;. Assim,

tomando limite na expressao

Flu,) 1 1) / G(un) »
== —= A M) — [ ——vud

[ 2 2N TN TS T

obtemos:
1 1
0= 3~ é(tl)Q()\l +ch) — / Goov2d,
Q

o que implica que v # 0 o que finaliza a demonstracao do lema. O

Passemos agora a verificagao de algumas geometrias do funcional dado em (1.2) sob a

condigao abordada nesta secao \; < ¢ < Ao.

Lema 1.2.10. Assuma que existe m > 2 tal que iy < Goo < fmyi1- Entao:
(1) F(u) — —o0, quando ||ullop — oo, para u € H.

(11) Existe C1 > 0 tal que F(u) > —C1, para todo u € Hs.

Demonstragao:: Prova de (i). Desde que fi;, < goo < fimy1 entao existem € > 0 e B > 0

tais que
G(z,s) > 'umT—i_EsQ — B.
Dai,
1
F(u) = —/(|Au|2—c|Vu|2)dx—/G(m,u)dx
2 Ja Q
1 1 .
< Zfwlli + sPM (A — o) — Pm 1 € /(thof +w?)dz + C|Q|
2 2 >/,
< gttt (1= £ Y 4 L (- ex) - S o

m
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o que implica F(u) — —oo quando |ju|l; — oo.

A prova de (ii) segue de maneira aniloga a prova de (ii) do Lema 1.2.7. O

Nosso préximo passo é mostrar um resultado analogo ao Lema 1.2.8, pois os teoremas de
existéncia de solugoes seguem da geometria verificada nos Lemas 1.2.7 e 1.2.8.

De maneira andloga segao anterior decompomos o espago V' da seguinte forma
V - Hl @ HQ EB Hg,

onde Hy = span{1, ..., or_1}, Hy = span{oy, ..., om} e Hy = (H, & Hy)*.

Lema 1.2.11. Suponha que existem o, > 0 tais que px_1 < g(z, 1)/t < a < py para [t| < 0,
k>2,eqg(x,t) > pup_1. Além disso, assuma que m > k + 1 tal que iy < Goo < fmy1- As
sequintes condi¢oes sao verificadas:

(1) Existem r >0 e A> 0 tais que F(u) > A, para todo uw € Hy ® Hz com ||ully = r.

(17) F(u) — —o0, quando ||u|ly — oo, para w € Hy & H,.

(i7i) F(u) <0, para todo u € H;.

Demonstracao: Notemos que o item (i) segue de maneira andloga a (i) do Lema 1.2.8.
Prova de (i1). Seja u € H; ® Hy. Entdo u = tp; +w, onde w € span{p;}+. Da condicao
tm < Joo €ntao existem e, C' > 0 tais que G(x,8) > ((ftm + €)/2)s*> — C. Assim,

1
F(u) = 5/9(|Au|2—c|Vu|2)dx—/QG(x,u)dx
/(t2<,0%+w2)dx+0\§2\
Q

1 m 1 m
< 5||w||% (1—”M+€)+—t2(>\ —c>\1)—t2“ 5 +C|Q|

1 1 fm + €
< §HwH?+§t2/\1(A1—C)— 5

m 2
Resulta da tltima expressao que F'(u) — —oo quando |jul|; — oo.
Prova de (4ii). Desde que ¢'(x,8) > p_1, entao G(z,t) > pp_1t*/2. Dai, se u € H, entao

u= Zf:f m;p; para constantes m; € R. Logo,

Flu) = %/Q(|Au|2—c|Vu|2)dx—/QG(x,u+w)dx

k—1 k—1
1 Hr—1
< Somis [ 18al — Vel - Yomt [ G
i=1 i=1 Q
k=1 o
< X2 (ol - [ wogtas)
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0 que prova o lema.

O

Verificamos nos Lemas 1.2.10 e 1.2.11 a geometria para o funcional dado em (1.2)
semelhante as geometrias dos Lemas 1.2.7 e 1.2.8. Além disso, o Lema 1.2.9 nos mostra
a condigao de compacidade (PS). Assim, com as mesmas demonstragoes do Teoremas 1.2.2
e 1.2.4 obtemos:

Teorema 1.2.12. Suponha que ¢'(z,t) > g(z,t)/t para todo v € Q et € R. Além disso,
assuma que existe k > 2, m > k+ 1 tal que pr—1 < go < Wi, Mm < Joo < Hmt1 €

pr—1 < g(z,t)/t. Entao o problema (1.1) tem pelo menos duas solugoes nao triviais.
e

Teorema 1.2.13. Suponha que existe k > 2, m > k + 1 tal que pp_1 < go < i €
i < Goo < Pms1- Assuma que p—1 < ¢'(x,t) < pime1, para todo x € Q et € R. Entdo o

problema (1.1) possui duas solugoes nao triviais.
Resulta dos Lemas 1.2.9 e 1.2.10 o seguinte resultado:

Teorema 1.2.14. Assuma que 11 < goo < 2. Suponha que existe m > 2 tal que

tm < Go < fms1- Entao o problema (1.1) tem pelo menos duas solugoes nao triviais.

Demonstragao: Pelos Lemas 1.2.9 e 1.2.10, e aplicando o Teorema do Ponto de Sela (vide

Teorema B.15), existe uma solu¢ao wu; tal que Cy(F,u;) # 0. Além disso, da condigao
tm < go < fms1 Obtemos uy # 0.

Para a existéncia da segunda solucao procedemos de maneira analoga ao Teorema 1.2.5.

O

1.2.3 Caso N\, <c< A1,V >2

Nesta secao obtemos resultados de existéncia de solugoes semelhantes aos obtidos nas Secoes
§1.2.1 e §1.2.2. Sob certas condigoes, que serao descritas no decorrer da se¢ao, mostraremos
existéncia de uma ou mais solugoes nao triviais.

Desde que A\, < ¢ < A, 41, entao os v primeiros autovalores de

(1.25)

A2 +cAv=p em
v=Av=0 sobre 0f),
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sao negativos, assim vamos definir a norma da seguinte forma:
Seja V' como definido anteriormente. Entao, para cada ¢ € V, como as autofuncoes
de (—A, H}) formam uma base para V, segue que ¢ = a1 + ... + a0, + ¢, onde

¢ € span{pi,...,p,}*. Assim, definimos a norma por
o = 3 a? / (Ap? + Vi) + / (1A — | V3P)da
=1
= S a4+ A + / (1AB - c|V3P)da
i=1 Q

= Y al(A7+ M) + 1415
i=1
Observe que, na Segao §1.2.2 verificamos a condigao (PS) desde que ¢, nao é um
autovalor de (1.25). A diferenga na verificacao da condicao (PS) é que neste caso a equagao

(1.24) no Lema 1.2.9 é substituida por

1
Flu) = 5 [ (8P = Vi) do— [ Glaua)ds
2 Ja o
= Dl - Y B0+ o)~ [ Gl
2 nily - 2 i 7 7 0 y Un .
e, consequentemente, obtemos
1 v
0=-=—=% (tL)*(N+c\)— / goo2d,
2 Q

donde concluimos, com os mesmos argumentos utilizados anteriormente, que a condigao
(PS) esta satisfeita.

Consideremos (i, < goo < fms1- Assim, podemos decompor V. = H @& W onde
H = span{py,...,om} e W = H-.

Temos um anélogo ao Lema 1.2.10:

Lema 1.2.15. Assuma que fiy, < Goo < Hms1 € que v < m. Entao:
(1) F(u) — —o0, quando ||ull, — oo, para u € H.
(i7) Existe Cy > 0 tal que F(w) > —C para todo w € W.

Demonstracao: A prova de (i7) é a mesma feita no Lema 1.2.7 no seu item (4i).
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A parte (i) segue da hipétese goo > pm. De fato, se u € H, desde que v < m, temos
w=>" tip;+w. Assim, temos dois casos a considerar:

1°) v < m. Neste caso temos que existem €, B > 0 tais que
1
Fu) = 5/ (\Au|2 — c|Vu|2) dr — / G(x,u)dx
Q

Q
1 o 1 - 2,12 fim + € [ 9 9
< §||w||u+§;ti()‘i_0)‘i)_ 5 ;ti+ Q|w| dz | + B|Q|

1 2 Pm + € IR
< gl (1) 5 S0 e~ () + B

Hm

2°) v = m. Neste caso, obtemos

F(u) = %/Q(|Au|2—c|Vu|2) dac—/QG(x,u)dx

1 ¢ 2,12
< §;ti(/\i_0/\i_(ﬂu+€))+3|9|

em ambos casos temos que F'(u) — —oo quando ||ul|, — oo, 0 que finaliza a prova do lema.

O

Em busca de encontrar mais solugdes para o problema (1.1) vamos verificar um lema

analogo ao Lema 1.2.8. Sejam H;, Hy e H3 como definidos nas se¢oes anteriores. Assim:

Lema 1.2.16. Suponha que v < k e que existem a, 0 > 0 tais que pp—1 < g(x,t)/t < a < py
para |t| < 6, k > 2, e ¢'(x,t) > pp_1. Além disso, assuma que m > k + 1 tal que
i < Goo < Pmsi1. AS sequintes condi¢oes sao verificadas:

(i) Ezistem r >0 e A > 0 tais que F(u) > A, para todo uw € Hy ® Hy com ||ul|, = r.

(i1) F(u) — —o0, quando ||ul|, — oo, para u € Hy & H,.

(17i) F(u) <0, para todo u € H;.

A demonstracao do Lema 1.2.16 segue as mesmas linhas das demonstragoes dos Lemas
1.2.8 e 1.2.11 por isso nao a abordaremos aqui.
Passaremos, agora, aos resultados centrais dessa secao, que nos garante a existéncia de

mais de uma solugao para o problema (1.1).

Teorema 1.2.17. Suponha que existam k € N, m > k + 1 tais que pr—1 < go < g,
U < Goo < Pmt1 €V < m. Assuma que ¢'(x,t) > g(x,t)/t para todo x € Q et € R; e
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pr-1 < ¢'(x,t). Entao: sev <k o problema (1.1) possui duas solug¢oes nao triviais; se k < v

o problema (1.1) possui uma solugdo nao trivial.

Demonstracao: Observemos que se v < k entao pelo Lema 1.2.15 verificamos a geometria
do Teorema do Ponto de Sela (vide Teorema B.15) e da condigdo (PS) segue que existe
uma solugao uy de (1.1). Além disso, C,,(F,uy) # 0. Também pelo Lema 1.2.16 existe,
aplicando o Teorema do Enlace Topolégico (vide Teorema B.16), uma solucdo us de (1.1)
tal que Ck(F,uz) # 0. Para concluir que u; e uy s@o distintas e nao triviais procedemos de
maneira analoga ao Teorema 1.2.4.

Se k < v é imediato do Lema 1.2.15 e do fato que p, < goo < fmy1 que existe uma

solugao uy # 0.

Teorema 1.2.18. Suponha que existam k € N, m > k + 1 tais que pup—1 < go < U,
L < oo < fime1 € V < m. Assuma que pgp_1 < ¢ (x,t) < pime1, para todo v € Q et € R.
Entao: se v < k o problema (1.1) possui duas solu¢oes nao triviais; se k < v o problema

(1.1) possui uma solug¢do nao trivial.

A prova do Teorema 1.2.18 segue na mesma linha da prova do Teorema 1.2.4 utilizando
a condicao (PS) e os Lemas 1.2.15 e 1.2.16.

Da condicao (PS) e do Lema 1.2.15 obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.19. Assuma que py, < oo < fma1 € que v < m. Suponha que existe s > m—+1

tal que ps < go < psr1. Entdo o problema (1.1) tem pelo menos uma solug¢ao nao trivial.

Demonstracao: Da condicao (PS) e do Lema 1.2.15 obtemos, aplicando o Teorema

do Ponto de Sela, que existe uma solugdo u; para o problema (1.1). Além disso, como

s < go < lhsi1, €ntao ug # 0.

1.3 Existéncia de exatamente duas solucgoes

Na Secao §1.2.1, os resultados que obtivemos provam a existéncia de pelo menos duas solugoes
para o problema assintoticamente linear dado em (1.1). Nesta sec¢do, iremos abordar um

resultado que mostra a existéncia de exatamente duas solucoes.
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No decorrer desta secao o parametro ¢ é menor do que A;.

Teorema 1.3.1. Assumamos que existe k > 1, tal que pr—1 < go < pig < Goo < Hpr1- Além
disso, suponhamos que p—1 < g(z,t)/t < ¢'(z,t) < 1 para todo x € Q et € R. Entdo o

problema 1.1 possui exatamente duas solugoes nao triviais.

Antes de passarmos a demonstracao do Teorema 1.3.1 iremos provar o seguinte lema que

nos sera util na prova do Teorema 1.3.1.

Lema 1.3.2. Sob as hipdteses do Teorema 1.3.1 temos que v(ug) = 0, para todo ug solugao
nao trivial de (1.1).

Demonstragao: Seja ug um ponto critico nao trivial de (1.1). Denotemos por g(x,ug) =

g(ug) e ¢'(z,up) = ¢'(up). Temos que F”(ug)u = 0, se e somente se,

A%u+cAu=¢'(up)u em  Q (1.26)
u=Au=0 sobre Of).
Da condi¢ao g(z,0) = 0, o problema (1.1) pode ser reescrito na forma
A%u+cAu=q(x)u em (1.27)
u=Au=0 sobre 0f),

onde q(z) = g(up)/uo se up(x) # 0 e q(z) = ¢'(0) se up(x) = 0. Sabemos que se uy é uma
solucao classica de (1.1), entdo up ndo pode ser identicamente nula em nenhum subconjunto
de 2 com medida positiva. Sejam oy < as < ... <a,<...e; <G <... <6, <...0s

autovalores dos problemas

A%u+cAu=¢'(up)u em (1.28)
u=Au=0 sobre 0f)
e
A%u+cAu=q(x)u em (1.20)
u=Au=0 sobre  0f),
respectivamente.
Afirmacao: o, < (3, para todo n € N.
De fato, da hipétese ¢'(ug(x)) > g(uo—((x))) e pela propriedade da continuacao tnica temos
U\ T

> 0.

{3’ € Q1 g'(uo()) > M}

uo(x)
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Aplicamos a Proposi¢ao 1.12 em [13] e, assim, a Afirmacao estd provada.

Agora, suponha que {v,} e {0,} denotem os autovalores dos problemas
A2+ cAu = vy em Q
u=Au=0 sobre 02

A%y +cAu=6pp_u em  Q
u=Au=0 sobre 0f),

respectivamente. Isto implica que v, = p, /g1 € 0p = pin/pie—1. Desde que

g(uo())

fik-1 < =2 < gl (uo(@)) < i
i) < g o)
para todo x € Q tal que uy(z) # 0, repetimos a mesma prova que «, < [3,, donde obtemos
ap—1 < Op—1 =1, I =g < Qpyr.

De ug # 0 segue que 1 é autovalor de (1.28). Da tltima desigualdade resulta que oy = 1.
Portanto, Ox_1 < dx—1 = 1 = . < B. Isto implica que 1 nao é autovalor de (1.29), ou
seja, v(ug) = 0, o que finaliza a prova do lema. O
Passemos, agora, a prova do Teorema 1.3.1.
Demonstragao:(Teorema 1.3.1)

Seja a < b tal que F(K) € (a,b) (veja [2]). Entao pela hipdtese
Pr—1 < go < fr < Goo < Hi+1 (1.30)
com uma prova andloga a feita em [27] temos

Cp(F,0) = dpr—1z

H,(Fy, F,) = 0piZ.

Além disso, temos que u é um ponto critico nao trivial de F por (1.30). Pelo Lema 1.3.2

obtemos que u é nao degenerado e que seu indice de Morse é k. Portanto
Cp<F, U) = ka.
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Seja m o ndmero de pontos criticos nao triviais de F. Pela identidade de Morse (vide [8]),

obtemos
(=D = (=D +m(=1)"

Disto segue que m = 2. Entao o problema (1.1) tem exatamente duas solu¢oes nao

triviais.

1.4 Nao-Existéncia de Solucao Positiva para o

Problema Assintoticamente Linear

Nesta segao estamos interessados em mostrar que sob alguns aspectos o problema (1.1)
nao admite solugao positiva e também nao possui solugao negativa. Conforme fizemos

anteriormente vamos dividir nos casos ¢ < A\j e A, < ¢ < Ay41.

1.4.1 Caso c< )\

Na Secao §1.2 garantimos a existéncia de pelo menos duas solugoes nao triviais nos Teoremas
1.2.2 e 1.2.4. Do resultado a seguir, verificamos que estas solucoes trocam de sinal. Segue

do Teorema 1.2.4 o seguinte resultado:

Teorema 1.4.1. Suponhamos que ¢'(z,t) > uy (ou g(’;’t) > 1) para todo x € Q et € R.

Entao o problema (1.1) nao possui solugao positiva e também nao possui solug¢ao negativa.

Demonstragao: Seja u uma solugao positiva para o problema (1.1). Entao u satisfaz

A%u+cAu=g(r,u) em Q
u=Au=0 sobre Of).

Multiplicando a equagao anterior por ¢; e integrando sobre €2 obtemos:

/uulgoldx = /(AuAgpl—cVqupl)dx (1.31)
Q Q
— [ e uonds
Q
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Desde que ¢'(z,t) > p; entdao g(x,t) > pt para todo z € Q e t > 0. Substituindo na
equacao (1.31) obtemos

/UM%dJJ > /Uﬁbl%d%
Q Q

o que é uma contradi¢do. Logo, o problema (1.1) nao possui solugao positiva.
De maneira andloga mostra-se que o problema (1.1) ndo possui solu¢ao negativa.
O

Observacao 1.4.2. Note que se k > 2 entao as solugoes obtidas nos Teoremas 1.2.2 e 1.2.}

nao $ao positivas.

1.4.2 Caso \, <c< A4

Nesta se¢ao mostraremos de forma semelhante ao caso anterior que o problema (1.1) néo

possui solucao positiva. No entanto, o caso A\; < ¢ < Ay deve ser abordado de forma separada.

Teorema 1.4.3. Suponha que A\ < ¢ < Xy e ¢'(z,t) > 1 (ou @ > p1) para todo x € €

et € R. Entao o problema (1.1) ndo possui solu¢do positiva.

A prova segue de maneira andloga a prova do Teorema 1.4.1 e portanto a omitiremos
aqui.

O caso mais interessante é quando A\, < ¢ < A,;; com v > 2. A hipétese ¢'(z,t) > 1y
(ou @ > 11) para todo z € Q e t € R nao é mais suficiente para garantir a nao-existéncia

de solucao positiva.

Teorema 1.4.4. Suponhamos que A\, < c < A\,41 (v >2) e ¢'(x,t) > wy, para algum m (ou

@ > 1) para todo x € Q et € R. Se m < v suponha que ¢ < A\, + 1. Entdo o problema

(1.1) nao possui solugao positiva.

Demonstragao: Se m > v+ 1 entao pu; < 0 < pi41. Assim, como na prova do Teorema

1.4.1 temos que

/uulgpldx > /uumgpldw,
Q Q

para toda solucao u positiva o que é uma contradicao.

Se m < v entao precisamos da hipétese adicional ¢ < A\ + \,,, para garantir que p; < fi,.
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De fato, se ¢ < A\ + \,,, entao:
(A — A)e < A2 — X2

o que implica

)\1()\1 — C) < )\m()\m — C),

o que mostra que f1 < fhp,.

O restante da prova segue de maneira analoga ao primeiro caso.
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CAPITULO 2

PROBLEMA
ASSINTOTICAMENTE LINEAR
RESSONANTE: TIPO
LANDESMAN-LAZER

Neste capitulo iremos estudar o problema (1.1) no caso ressonante. Tais problemas sao
caracterizados por ter o limite g, como um autovalor do operador A? + cA em V =
H3 () N H?*(Q). O trabalho pioneiro utilizando como hipétese a conhecida condigao de
Landesman-Lazer para a equagao de segunda ordem semilinear (—A em H}(2)) foi [26],
uma abordagem mais simples pode ser vista em [20].

Consideremos o problema (1.1) reescrevendo-o de outra forma:

{ A%y + cAu — pu = g(z,u) em € 2.1)

u=Au=0 sobre 0f),

onde €2 C R™ é um dominio limitado com fronteira suave 0f2, g : 2 x R — R é uma fungao
de classe C'! uniformemente limitada em Q x R tal que g(z,0) =0, ¢ € R. Agora, u vai ser

tomado como um dos autovalores (j1;) de A? + cA em V.
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Notemos que, se definirmos h(z,t) = ut + g(x,t), entao

=, uniformemente em (2,

e, portanto, o problema é ressonante.

Nesta nova formulagao, o funcional associado ao problema (2.1) fica da seguinte forma:

1

F(u) = 5/9 (JAuf® = | Vul® — plul?) dz — /Q G(z,u)dz, (2.2)

onde G(z,t) = f(f g(z, s)ds. Sob as hipéteses acima F' ¢ um funcional de classe C?.
Os resultados obtidos neste capitulo, assim como no anterior, sao discutidos em subsegoes

de acordo com o parametro c.

2.1 Caso c< )\

Nesta se¢ao demonstraremos dois resultados referentes a existéncia de solu¢ao nao trivial.
O primeiro resultado consiste na ressonancia no primeiro autovalor p; estudado na secao
§2.1.1 e o segundo resultado consiste na ressonancia no autovalor ug, & > 2 estudado na
secao §2.1.2.

2.1.1 Ressonancia no 1° autovalor

Teorema 2.1.1. Suponhamos que p = 1, gioo = li{rn g(x,s) = a < 0 uniformemente
o _ | _ o 9@t
em Qe go = lim g(z,s) = f > 0 uniformemente em Q. Se gy := 11I%T > 0

uniformemente em S0 entdo o problema (2.1) possui uma solug¢do nao trivial.

Para provar o Teorema 2.1.1 vamos mostrar que o funcional (2.2) associado ao
problema (2.1) é limitado inferiormente e satisfaz a condigdo (PS). Assim, aplicamos o
Principio Variacional de Ekeland (vide Teorema B.13) para garantir a existéncia de solugao.
Utilizamos, em seguida, Teoria de Morse para mostrar que a solugao obtida é nao trivial.

No lema abaixo verificamos a condi¢ao (PS) para o funcional (2.2).

Lema 2.1.2. Assuma que jt = i1, §—oo € Gioo dadas no Teorema 2.1.1. Entdo o funcional
(2.2) satisfaz a condi¢ao (PS).

35



Demonstragao: Seja (u,) C V uma sequéncia (PS), ou seja, uma sequéncia tal que
F(u,) — C e F'(u,) — 0. Desde que a func@o g é sublinear, basta mostrar que a sequéncia
(uy,) é limitada em V.

Suponhamos o contrario, que ||u,|l¢ — +00, quando n — oco. Defina a sequéncia (vy,)

por
Up

N Hun”O

Un

Sendo a sequéncia (v,) é limitada em V', pelas imersdes de Sobolev, existe uma subsequéncia
tal que

v, —~vemV, v, —vemL*(Q) e v, —v qtp. em Q.

Como F(u,) — C, quando n — oo, entao argumentando como no Lema 1.2.6 concluimos
que v # 0. Dai, obtemos que u,(x) — 400 q.t.p. sobre {z € Q;v(z) > 0} e u,(z) — —o0
q.t.p. sobre {z € Q;v(z) < 0}. Disso, segue que g(z,u,) — g q.t.p., e, pelo Teorema da

A~ . . A~ . *
Convergéncia Dominada de Lebesgue, esta convergéncia ocorre em L?", donde

g = aXv>0 + BXxu<o- (2.3)

Como g ¢ limitada e F”(u,) — 0, quando n — oo, temos
/(AUAQS — cVu.Vo — pvo)dr = 0,Yp € HE(Q) N H? ().
Q
Portanto,

/(AunAv — cVu, Vv — pu,v)dr — /
Q

g(x, uy )vdr = —/g(a:,un)vdx.
Q

Q

Tomando limite n — oo na ltima expressao, lembrando que F’(u,) — 0, quando n — oo,

a/ﬂzﬁdw —ﬁ/ﬂv_d:v =0, (2.4)

onde v = max{v,0} e v~ = —min{v,0}. A expressao (2.4) resulta numa contradi¢ao. Com

e de (2.3) segue que:

efeito, observe que v = tp; para algum t € R, isto pode ser visto com um célculo andlogo ao
da expressao (1.19), donde obtemos que v satisfaz A%v + cAv = pyv, em €2, com condigao

de fronteira v = Av = 0. Logo, v = ty; para algum ¢t € R. Dal,

a/ vtde —6/ v dx <0, (2.5)
Q Q
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e, portanto, a expressao (2.4) contradiz este fato.

Assim, a sequéncia (u,) é limitada o que prova a condic¢ao (PS).

Passemos, agora, a prova do Teorema 2.1.1.
Demonstracao: Teorema 2.1.1:

Verifiquemos inicialmente que o funcional F' dado em (2.2) é limitado inferiormente. Com
efeito, seja P a projecao ortogonal no autoespago span{ys }, correspondente ao autovalor ;.

Sejam u € V e v = (Id — P)u, entao

1
F(u) = §/S2(|Au|2—c|Vu|2—,u1u2) dx—/ﬂG(x,u)da:
— l/ (JAv]* = ¢|Vol* = piv?) dx—/G(x,u)d:c (2.6)
2 Ja Q
1
> —/ (|AU|2—O|VU|2—&(|AU|2—C|VU|2)) dx—/G(a:,u)dx
2 Ja M2 Q

1 ,ul) 2 /
= —|1——|||g—= | Glz,u)dx.
5 (12 1l - [ Gt

Seja w = Pu. Suponhamos, por contradigdo, que existe uma sequéncia (u,), em V tal
que F(u,) — —oo, quando n — oo. Entao ||w,|lo — oc.
De fato, se [|wy]lo < +00, quando n — oo, entao ||v,|¢ — +oo. Da desigualdade (2.6),

com u = u,, obtemos
1 H1 2
Flun) 2 5| 1- i [vallg = Cllvallo + llwnllo) — +o00

quando n — +o00. Contradi¢ao. Logo, ||wy,|lo — 0o, quando n — oo.
Wn

lwnllo

Wn

[wnllo

— e, onde e é uma autofuncao

Considerando a sequéncia ( ) , temos que
n

associada a fi1.

Agora

Wn+Un
/ g(x,s)ds

Wn

Wn+Un Wn,
Glau) /0 g(x,s)ds /0 g(x,s)ds w,

— — _|_
“wnHO Hwn“O Wn, HwnHO Hwn”O
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Substituindo a ltima expressao em (2.6), com u = u,, obtemos

1 L G(x,uy,
Flu) = 5 (1= 2) Il = ol [ G5 das

s feall
1 [ G(z,wy)dx
> (5 (1) Honll = Cloallo) = Rl [ Sl
2 o llwnllo
—_—
> O — wnllocn. (2.7)

Notemos que

/0 g(x,s)ds w,

— ge em L'(Q), quandon — +4oo.
Wn, [wallo

Do fato que F(u,) — —oo, quando n — oo, e da expressao (2.7), resulta que

lim o, = oz/e+dx—6/edx>0,
n—oo Q Q
o que contradiz a condigao dada em (2.5).

Portanto F' ¢é limitado inferiormente sobre V.

Desde que F' é limitado inferiormente e, pelo Lema 2.1.2; verifica a condigao (PS),
podemos aplicar o Principio Variacional de Ekeland (vide Teorema B.13) segue que existe
up € V solugao de (2.1).

Resta-nos mostrar que ug # 0.

Notemos que ug é um minimo local, entao Cy(F, ug) = d4,0Z. Por outro lado, como gy > 0
entao 1y < go + 1 e disto segue que o indice de Morse (m(0)) da solu¢ao nula é maior ou
igual a 1, isto é, m(0) > 1. Assim, pelo Teorema de Shifting segue que Cy(F,0) = 0, donde

conclui-se que ug # 0.

Segue como consequéncia do Teorema 2.1.1 o seguinte resultado:

Corolario 2.1.3. Sob as hipdteses do Teorema 2.1.1, e supondo que ji1 + go nao € autovalor

de (A% + cA, V), o problema (2.1) possui ao menos duas solugoes ndao triviais.

Demonstragao: Observemos que se ji; + go nao é autovalor de (A% + c¢A, V) entao existe
k € N tal que px < p11 + go < pg+1. Donde concluimos que Cy(F,0) = d47Z. Desde que o

funcional ¢é limitado inferiormente entao o grupo critico no infinito é Cy(F, 00) = d,0.
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Assim, se 0 e ug (dada no Teorema 2.1.1) fossem as tinicas solugbes de (2.1) obterfamos

pela identidade de Morse que:

o que é uma contradi¢do, e portanto existe uma solugao us nao trivial e us # wuy, o que

mostra o corolario.

(I
2.1.2 Ressonancia em autovalores de ordem superior
Passemos agora nosso estudo quando p = p, k > 2, no problema (2.1).
Teorema 2.1.4. : Suponhamos que
fin < flng1 = b= fngk < Motk (2.8)
e que gioo = lim g(x,s) = « uniformemente em Q e g o = lim g(z,s) =

§——+00 §——00

uniformemente em ) existem e sdao finitos. Assuma que

ﬁ/QeJ“dx — a/Qe_d:E >0 (2.9)

T, t
para cada autofuncdao e correspondente ao autovalor p. Se gy := lirrol g(t ) < (fp — )
z,t
uniformemente em ) ou gy 1= lirrol @ > (fpy1—p) uniformemente em Q) entao o problema

(2.1) possui uma solug¢do nao trivial.

Para provar o Teorema 2.1.4 vamos mostrar que o funcional (2.2) associado ao problema
(2.1) possui a geometria do ponto de sela e satisfaz a condi¢ao (PS). Assim, aplicamos
o Teorema do Ponto de Sela (vide Teorema B.15) para garantir a existéncia de solugao.
Utilizamos, em seguida, Teoria de Morse para mostrar que a solugao obtida é nao trivial.
Demonstracao:(Teorema 2.1.4) A prova da condigao (PS) segue de maneira andloga a
feita no Lema 2.1.2. Basta notar que a hipétese (2.9), implica na mesma desigualdade (2.5)
utilizada na conclusao do Lema 2.1.2.

Verificaremos, a seguir, que o funcional definido em (2.2) tem a geometria to Teorema
do Ponto de Sela. Seja Y o subespaco de V' gerado pelas autofuncgoes correspondentes aos

autovalores (i;);<n € Z 0 seu complemento ortogonal.
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Afirmacgao 2.1.5. Para R > 0 suficientemente grande, temos
sup F'(Sy(R)) < inf F(Z), onde Sy(R) = {u € Y} ||ullo = R}. (2.10)

De fato, seja u € Y tal que |ju|lo = R entao

Fu) = %/Q(\Au|2—c|Vu|2—/w2) dm—/QG(:c,u)d:c

1 u R?
< R _
< 2R o /QG(:U,u)dx
1
< 5(1—/%) R*+ CR — —o0, quando R — co.

Por outro lado, F' é limitado inferiormente em Z.
Com efeito, seja P a projegdo ortogonal no autoespaco W (de dimensado finita)

correspondente a p. Sejam u € Z e v = (Id — P)u, entao

F(u) = 1/ (JAuf® = | Vul® — pu?) dx—/QG(x,u)dx

1

- —/ (JAv]* = ¢|Vo]* — w?) do — / G(z,u)dx
2 QO Q

1

> —/ (|Av|* — C|VU|2)—L(|AU|2—C|VU|2)) dx—/G(x,u)dx
2 Ja [n-4k41 Q

_ %(1 e ) ||v||(2)—/QG(x,u)dm. (2.11)

Seja w = Pu. Suponhamos, agora, que existe uma sequéncia (u,),ey em Z tal que

F(u,) — —o00, quando n — oo. Entao [|w,||o — .
De fato, se ||wy|lo < +00, entao [|v,||o — 400 e da desigualdade (2.11), com u = u,,

obtemos

1 %
Flun) 2 5 (1— )H%H%—C(IlvnllmL [wnllo) — 400
Mntk+1

quando n — +4o00. Contradigao.

Considerando a sequéncia (”w_n”) , temos que HUJ—HH — e, onde e é uma autofuncao
associada a . e e
Agora
W, +Vp, Wn Wn+Un
Gl u) /0 g(z, s)ds /0 g(z, s)ds w, /wn g(z,s)ds
feule = el we el Jwl
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Substituindo a tltima expressao na desigualdade (2.11), com u = u,, obtemos

1 " G(z, uy)
5 (1 ) onll =l | e
Hntk+1 o lwallo
> (5 (1= ) Henlf = Cllea) = ol [ S5
Pntk+1 o lwallo
—

=an

Flu,) >

v

C' — |Jwy||otn-

Notemos que

/0 g(x, s)ds o,

Wn l|wnllo

— ge em L'(Q); quando n — +oo.

Consequentemente,

lim o, = a/e+d:1:—ﬁ/e_d:v
= —ﬁ/(—e)*dx—l—oz/(—e)daz >0
Q Q

o que contradiz a condigao (2.9), isto prova a Afirmacao 2.1.5.

Segue-se da Afirmagcao 2.1.5 e da condi¢ao (PS) que o funcional F' satisfaz as hipdteses
do Teorema do Ponto de Sela (vide Teorema B.15). Logo, F' possui um ponto critico ug tal
que C,(F,ug) # 0.

Mostraremos que C,,(F,0) = 0. Suponhamos, primeiramente, que go+ p < p,, entao para
ve HE \{0} =span{p1,..., 001} \ {0} temos

(2F(0),v) = /Q(\Av|2—c|Vv\2)dx—(/L—l—g’(O))/de:c

> (o — (14 4(0))) / v > 0,

Logo, m(F,0) + no(F,0) <n—1<n.
No caso onde ¢'(0) + & > 1,41 mostramos que se v € H,,; entao (d*F(0)v,v) < 0, ou
seja, m(F,0) > n+ 1. Donde concluimos em ambos casos que C,,(F,0) = 0 e assim, uy # 0.
O

Com demonstragao analoga a feita no Teorema 2.1.4, obtemos:
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Teorema 2.1.6. : Suponhamos que

Hn < fnt1 = U= Hntk < HUntk+1-

e que gioo = lim g(z,s) = « uniformemente em Q e g = lim g(z,s) =

s—+ §——00

uniformemente em ) existem e sdo finitos. Assuma que

ﬁ/e+d:ﬁ—a/e_dm<0
Q Q

para cada autofuncgao e correspondente ao autovalor p. Se gy := Ilfil%
g(z,1)
t

problema (2.1) possui uma solugdo nao trivial;

< (Ko — 1)

g(z,1)
/

uniformemente em 2 ou gy = ling > (finiks1 — () uniformemente em ), entdo o
t—

2.2 Caso N\ <c< )\

Nesta se¢ao obteremos resultados andlogos aos obtidos na Secao §2.1. Os métodos utilizados
sao os mesmos utilizados na Secao 2.1. Além disso, no caso A\; < ¢ < Ay vamos considerar

em V' a norma utilizada no Capitulo 1, Secao §1.2.2, definida por
oIt = of [ (AeiP + Voo + [ (18T = IVGR)da
=t 40 + [ (183 - ciVaP)ds
Q
= (A + M)+ |l9ll6,

onde ¢ = a1y + ¢ € V, com ¢ € span{pi}t.
Como fizemos na Secao 2.1 vamos dividir o estudo em duas segoes: Secao §2.2.1 estudamos
ressonancia no primeiro autovalor e na Secao §2.2.2 ressonancia em autovalores de ordem

superior.

2.2.1 Ressonancia no 1° autovalor

A demonstragdo do Teorema abaixo consiste em mostrar que o funcional dado em (2.2)
é limitado inferiormente em V' e, assim, aplicar o Principio Variacional de Ekeland (vide
Teorema B.13).
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Teorema 2.2.1. Suponhamos que 1 = 1, gioo = lim g(x,s) = a < 0 uniformemente

S§——+00
g9(x, 1)
t

em Q e g_oo = sli}r_noog(x, s) = [ > 0 uniformemente em Q. Se gy := 15% > 0

uniformemente em ), entdo o problema (2.1) possui uma solu¢do nao trivial.

Demonstracao:

Verifiquemos inicialmente que o funcional F' dado em (2.2) é limitado inferiormente. Com
efeito, seja P a projegao ortogonal no autoespago span{¢;} correspondente uy. Sejam u € V'
ev = (Id— P)u, entao

Fu) = %/Q (JAuf® = c|Vul* = pu?) do — /QG(:L’, w)dx
= %/ (|Av|2 - Mﬂ)Q) dr — / G(z,u)dz (2.12)
Q Q

1
> iﬂva—/G(x,u)da:.
Q

O restante da prova que F' é limitado inferiormente segue de maneira analoga a prova do
Teorema 2.1.1 utilizando a desigualdade (2.12).

Notemos que na prova do Lema 2.1.2 nao utilizamos o fato de ¢ < A;. Portanto, a
condigao (PS) segue do Lema 2.1.2.

Pelo Principio Variacional de Ekeland F' possui um ponto critico ug que é minimo local.

Da prova do teorema 2.1.1 segue que ug # 0.

De maneira analoga ao Corolario 2.1.3 segue o seguinte corolério

Corolario 2.2.2. Sob as hipoteses do Teorema 2.2.1, e supondo que j11 + go nao € autovalor

de (A% + cA, V), o problema (2.1) possui ao menos duas solu¢oes nao triviais.

2.2.2 Ressonancia em autovalores de ordem superior

Passemos agora nosso estudo quando g = pg, & > 2 no problema (2.1). Novamente a
demonstracao do préximo resultado segue as mesmas linhas da demonstracao do Teorema

2.1.4, isto é, iremos verificar a geometria do ponto de sela.

Teorema 2.2.3. : Suponhamos que

fin < fng1 = [ = Pk < Ptk (2.13)
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e que gioo = lim g(z,s) = a uniformemente em Q e g o = lim g(z,s) =

S$——+00 §——00

uniformemente em ) existem e sdo finitos. Assuma que

ﬁ/ etdr — a/ e~dx >0 (2.14)
Q Q

9(z,t)

para cada autofuncdo e correspondente ao autovalor . Se gy := 1ir% ; < (pp — p)
x,t ) .
uniformemente em €1 ou gy = PH(]) g<t ) > (fpy1 — 1) uniformemente em €2, entdo o

problema (2.1) possui uma solu¢ao ndo trivial.

Demonstragao: Segue de maneira analoga a prova do Teorema 2.1.4 utilizando a seguinte

desigualdade

Flu) = %Huuf—%(t1)2(A1+cA1)—1/Q(Mu2) dx—/QG(:U,u)dx

2
1 R 1
532—gﬁ—§(t1)2()\1+0)‘1)_/QG(‘%’u)dx

IN

1
< 5(1—ﬁ)R2+C’R—>—oo, quando R — oo
[in

para mostrar que para R > 0 suficientemente grande, temos

sup F'(Sy(R)) < inf F(Z). (2.15)

Com demonstragao analoga a feita na se¢ao anterior permanece valido:

Teorema 2.2.4. : Suponhamos que

Hn < fnt1 = U= Pntk < HUntk+1-

e que gioo = lim g(z,s) = «a uniformemente em Q e g o = lim g(x,s) =

s$—-+00 §——00

uniformemente em ) existem e sao finitos. Assuma que

ﬁ/e+dx—oz/e_d:z:<0
Q Q

para cada autofuncdo e correspondente ao autovalor p. Se gy = lir%
g(z, )
t

problema (2.1) possui uma solu¢ao ndao trivial;

< (Hntk — 1)

g(z,1)
t

uniformemente em Q ou gy = lir% > (fnakr1 — ) uniformemente em €Y, entao o
t—
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Observacao 2.2.5. Para o caso A\, < ¢ < A,41 0o Teorema 2.1.1 e o Coroldrio 2.1.3

permanecem vdlidos. Jd os Teoremas 2.1.4 e 2.1.6 sao vdlidos desde que v < n.
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CAPITULO 3

PROBLEMAS DO TIPO
AMBROSETTI-PRODI PARA A
EQUACAO DE 44 ORDEM

Neste capitulo iremos estudar a existéncia e nao existéncia de solucoes para o problema do
tipo Ambrosetti-Prodi, ou seja, estamos interessados em estudar o seguinte problema de 4¢

ordem com condigoes de Navier

{ APu+cAu=g(w,u) + f(z) em Q (3.1)

u=Au=0 sobre 0f),

onde 2 C R"™ é um dominio limitado com fronteira suave 02, ¢ € R satisfazendo

c(1++2) ?

c <\ < — 9 Q xR — R é uma funcio de classe C* com |g,(z,s)] < 1
uniformemente em 2 e para todo s € R, e seu comportamento no infinito é
lim 9(z,5) < pp < lim 9(z. S), uniformemente em x, (3.2)
s——00 8 s—to0 8
e f é uma funcio pertencente a C%*(€).
Observemos que estamos restringindo o parametro ¢ a condicao ¢ < A\ < C(1+—\/§) pois

2
no decorrer da prova iremos utilizar o Principio do Maximo obtido no Teorema 1.1.3 e o

problema a ser estudado é do tipo Ambrosetti-Prodi. Com efeito, para que faca sentido o
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2
c
estudo do problema de Ambrosetti-Prodi devemos ter p; < T posto que, para aplicar o

2
Principio do Méximo (Teorema 1.1.3) devemos ter |gs(z,s)| < CZ (uniformemente em 2 e
2
c
para todo s € R) e as desigualdades em (3.2) devem ser satisfeitas. Da condicao p; < i

c(1++2)

resulta a condi¢ao ¢ < \} < ——=.

O problema (3.1) pode ser reescrito da seguinte forma

(3.3)

A?u+ cAu = g(z,u) +td1(z) + fi(z) em  Q
u=Au=0 sobre 0f),

onde f =t¢; + fi, com f1 € C**(Q) e [, figrdz = 0.

Existem muitos trabalhos para operadores de segunda ordem, dentre os quais citamos
os trabalhos pioneiros de Ambrosetti-Prodi (vide [3]), Berger e Podolak (vide [6]), Kazdan-
Warner (vide [23]), Amann, Hess (vide [1]) e Dancer (vide [10]). As técnicas utilizadas aqui
sdo baseadas no trabalho de D. G. De figueiredo (vide [11]).

Seja Nt = {fl S CO’Q(Q); / fiordx = O}
Q

Teorema 3.0.6. Assuma que (5.2) se verifica. Para cada fi € Nt existe um nimero real
a(fi) tal que

i) O problema (3.3) ndo tem solucao se t > a(fy);

ii) O problema (3.3) tem pelo menos uma solugdao se t < a(fy).

Além disso, se lim 9(z, )
s§—-+00 S

B(f1) < al(fi) tal que

= v com v € (uj, ptj+1) para algum j > 1 entao existe

iii) O problema (3.3) possui ao menos duas solugoes para t < ((f1).

Para provar o Teorema 3.0.6 utilizaremos o método de sub-supersolucao para obter uma
solucao e a teoria de pontos criticos para obter a outra através da aplicacao do Teorema do
Ponto de Sela (vide Teorema B.15).

3.0.3 Método de Subsolucao e Supersolucao

Vamos introduzir nesta secao o método de sub-supersolucao muito utilizado para

operadores de segunda ordem. Lembremos que, a prova deste método (para ope- radores de
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segunda ordem) pode ser feita utilizando resultados de regularidade eliptica ou Principio de
Méximo (para operadores de segunda ordem). Vamos utilizar, neste trabalho, o Principio
de Méximo (obtido no Teorema 1.1.3) para verificar o método de sub-supersolugao para o
operador A% + cA. Com isso, devemos respeitar a restricao sobre o parametro ¢ para que o

Teorema 1.1.3 possa ser aplicado.
Defini¢ao 3.0.7. Uma funcdo u € C**(Q) é dita uma supersolucdo do problema (3.1) se

A?u+ cAu> g(z,u) + f(z) em
u=Au=0 sobre 0f2,

Definigao 3.0.8. Uma fungdo u € C**(Q) € dita uma subsolugio do problema (3.1) se

A?u+cAu < g(x,u) + f(z) em  Q
u=Au=0 sobre 0f).

Temos um resultado andlogo ao existente para o operador de segunda ordem:

Proposicao 3.0.9. Suponhamos que o problema (8.1) tenha uma subsolugao u e uma
2

supersolugdo u, com u < u. Assuma que g é uma funcao de classe C* com |gs(z, s)| < CZ
uniformemente em Q e para todo s € R. Entdo o problema (3.1) tem solucoes U,V € C+*(Q)
tais que u < U <V < a. Além disso, qualquer solu¢io u de (3.1) com u < u < @ satisfaz
U<u<V.

Demonstragao: Seja M = max{|g(z,s)|; v € Q, u(r) < s < u(z)}. Entdo a aplicacio
[w(x),u(z)] 2t — g(z,t) + Mt, z € Q,

é nao decrescente.

De fato, aplicando o Teorema do Valor Médio
—(g(z,t) = g(w,5)) < lg(a,t) — gla,s)] < M|t —s[ = M(t —s)  Vu(z) <s <t <u(z),

o que implica

g(x,s) + Ms < g(x,t) + Mt.
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Considere o problema

A?u+ cAu+ Mu = g(z,u) + f(z) + Mu em  Q (3.4)
u=Au=0 sobre 0f), '
definindo f(z,u) := g(x,u) + f(z) + Mu, o problema (3.4) é equivalente &
A2+ cAu+ Mu= f(z,u) em (3.5)
u=Au=0 sobre 0f), '

Considere a sequéncia {uy}, definida recursivamente por uy = u e ug4; a solugao de

{ A%upiq + cAugoy + Mgy = f(z,up)  em  Q (3.6)

Upr1 = Aug; =0 sobre 0.

Afirmacao 3.0.10.
(a) upyy existe;
(b) ups1 > ug;
(c) ups1 < .

De fato, (a) segue do fato que o problema (3.6) ¢é linear. A prova dos itens (b) e (c) serao
feitas por indugao.

Prova de (b). Note que ug = u satisfaz

A%u+ cAu+ Mu < f(x,g) em () (3.7)
u=Au=0 sobre 0f). .
e u; satisfaz
A%uy + cAuy + Muy = f(x,ug) em  Q (3.8)
u = Au; =0 sobre 0f). .

De (3.7) e (3.8) resulta que

A%(uy —u) +cA(u; —u) + M(up —u) >0 em  Q
(ug —u) = A(ug —u) =0 sobre 0f).

Segue pelo Principio do Méximo (Teorema 1.1.3) que u; —u > 0 em .
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Suponha por indugao que ug > ui_1 em 2. Temos que uy e uyy; satisfazem

{ A2y, 4 cAuy, + Muy = f(z,u—1) em

up = Aup, =0 sobre 0f),
e ~
A%upyq + cAupry + Mugyy = f(z,up)  em  Q
Upy1 = Augi =0 sobre 0f),
respectivimente.

Logo, vy = ugy1 — uy satisfaz

A2v, + cAv, + Moy, = f(ac,uk) — f(x,uk_l) >0 em Q
v, = Av,, =0 sobre 0f).

Novamente, pelo Principio do Maximo (Teorema 1.1.3) obtemos vy = ugr1 — ug > 0, 0
que mostra a indugao e conclui a prova de (b).

De maneira andloga ao item (b) prova-se o item (c).

Portanto

Seja U(z) = klim ug (), para todo x € Q. Queremos mostrar que uy — U em C+%(Q).

Considere vg11 = —Augiq + cugr1. Logo, vgiq € solugao de

—Avpyq = f(x,uk) — Mugy1 >0 em Q
Vg1 = 0 sobre 0f).

Como f(z,ur) — Muypy é limitado em L®(Q) entdo também o é emLP(Q) para todo
1 < p < oco. Consequentemente vy, € W?P(Q) e é limitado em W?P(Q), para todo
k > 1. Pela definigao de vy, resulta que ugy; é limitado em W?2P(Q), para todo k € N.
Resulta disso que |ug|co < C,Vk € N, donde concluimos que | — Avg|cza < C,Vk € N e
|A%u| o < C,VEk € N. Segue, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, que

ur — U uniformemente
—Au, — —AU uniformemente

A%u, —  A?U uniformemente,

o que prova o desejado.
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Logo, U é solugao de (3.1).
De maneira andloga, mostramos a existéncia da solu¢ao V' como o limite da sequéncia

decrescente {wy} com wy = u e

{ Awpyy + cAwpyy + Mwyy = f(z,w,) em  Q

Wi, = Awgyq =0 sobre 0f).

Para finalizar a prova da proposicao, resta-nos mostrar que U < V e que se
u<u<uentao U < u < V. Isto segue do argumento de indugao. Observe que ug < wy.

Suponha, por inducao, que ug < wy. Isto implica que para vy 1 = W1 — Ugps

A0y + AV + Mupy = f(x,wk) — f(:v,uk) em Q
Vg1 = Avgr1 =0 sobre 0f).

Como f(x,wg) — f(z,ux) > 0, aplicando o Principio do Méximo (Teorema 1.1.3) resulta que

Ugt+1 < Wiy1 0 que finaliza a inducao. Passando limite, conclui-se que U < V. De maneira

inteiramente andloga prova-se a outra assertiva, o que conclui a prova da proposicao 3.0.9.
O

3.0.4 Prova do Teorema 3.0.6
Passemos agora a prova de alguns lemas necessarios para a demonstragao do Teorema 3.0.6.
Lema 3.0.11. Assuma (3.2). Entdo existem nimeros C'> 0, p e ji tais que p < py < i e
i) g(w,s) > ps —C, Vs € R_, Vo € Q
i) g(x,s) > ps—C, Vs € Ry, Vo € (.

Demonstragao: Por (3.2) existem nimeros e i, com p < pg < e sy >0 tal que, para

todo z € 2, temos

9(z,5) <, Vs < —s : 9(z,5) > i, Vs > s, (3.9)
s = s
ou seja,
g(x,8) > ps, Vs < —so 3 g(w,s) > ps, Vs > sq. (3.10)

Tomando C' = max{|g(x, s)|; ¥ € Q, —sy < s < 59} as desigualdades i) e ii) se verificam.
O
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Lema 3.0.12. Suponha que (3.2) se verifica. Entao existe um nimero T, independente de

fi € N+, tal que para todo t > 7, o problema (3.3) nao possui solucdo.

Demonstragao: Fazendo o produto interno de (3.3) com ¢, a primeira autofun¢ao do
operador (A% + cA, HY(Q) N H?(Q)), e observando que

/(A2u + cAu)prdx = / u(A%p) + cAp)dr = / wprde,
Q Q Q

resulta
ul/ugpldx:/g(m,u)gold:v—i-t.
Q Q

Pelo Lema 3.0.11 chegamos a

le/ugoldxzu/ugpldx—C/goldx—l—t, se /wplda;g(),
Q —Ja Q Q

ulfuapldxzﬂ/ugpldx—C/goldx—i—t, se /wpldxzo.
Q Q Q Q

Das desigualdades acima segue que

tSC/goldx+(M1—u)/ucp1dx§C/cpldx, se /uapldeO,
Q - Ja Q Q

t < C/ prdx + (1 — 1) / uprdr < C/ prdx, se /wpldx > 0.
Q Q Q Q

Assim, em qualquer caso, a existéncia de uma solu¢ao u para o problema (3.3) implica
necessariamente que t < 7 = C’/ p1dx. Portanto, se ¢ > 7 o problema (3.3) nao possui

B Q
solugao.

|

Lema 3.0.13. (Ezisténcia de subsolucdo). Suponha (5.2). Para qualquer f € C%%(Q)
eziste uma funcdo w € C**(Q), com w = Aw = 0 sobre 9Q, tal que w < u em € para toda

supersolugao de (3.1). Além disso, w pode ser escolhido como uma subsoluc¢ao de (3.1).

Demonstracgao: Seja w a tunica solugao de

Aw+cAw=pw—C+ f(zr) em Q
w=Aw=0 sobre 0f),
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onde we C sao as mesmas definidas no Lema 3.0.11.

Seja u uma supersolucao de (3.1), ou seja, u satisfaz

A%u+ cAu > g(z,u) + f(z) em  Q
u=Au=0 sobre 0.

Assim, utilizando o Lema 3.0.11 obtemos

A*(u—w)+cAu —w) = g(z,u) —pw+C > plu—w) em  Q
u—w=Au—-w)=0 sobre 0f).

Segue pelo Principio do Maximo (Teorema 1.1.2) que v — w > 0 em 2. Por i) do Lema

3.0.11 temos que w é uma subsoluc¢do do problema (3.1).
O

Corolario 3.0.14. Assuma (3.2). Suponha que para uma dada f € C**(Q) o problema
(3.1) tem solucao. Entdo o problema (3.1) tem uma solu¢ao minimal Up,. (Isto é, dada

qualquer outra solugio u de (3.1) tem-se que Upm < u em .)

Demonstracao: Seja u uma solugao de (3.1). Entao u é um supersolugao para (3.1) e pelo
Lema 3.0.13 existe uma subsolucao w tal que w < u. Portanto pela Proposicao 3.0.9 existe
uma solugao U de (3.1) e w < U < u. Desde que U nao depende de u, segue que U é solucao

minimal. O

Lema 3.0.15. Suponha que o problema (3.1) tem solucio para uma f € C%*(Q) dada.

Entao o problema de Navier

{ Au+cAu=g(z,u) +h(z) em Q (3.11)

u=Au=0 sobre OS2,
onde h € C%*(Q) com h < f, também possui solugdo.

Demonstragao: Seja v uma solugao de (3.1) com a f dada. Claramente v é uma
supersolugao para (3.11). Pelo Lema (3.0.13), o problema (3.11) tem uma subsolugao u < v.

Segue da Proposigao 3.0.9 que (3.11) tem uma solugao u tal que u < u < v.
O

Corolério 3.0.16. Seja f; € N*t. Suponha que o problema (3.3) tem uma solu¢do para um

dado ty € R. Entao o problema (3.3) também tem solugdo para todo t < ty.

23



Lema 3.0.17. (Ezisténcia de supersolucdo) Seja f; € Nt dada. FEntio existe um

to € R tal que o problema (3.3) possui uma supersolugao.

Demonstracao: Vamos provar que para um t < 0, com modulo suficientemente grande, o

problema (3.3) possui uma supersolucao. Fixe N > 0 e seja
m = max{g(z,s) + fi(z); € Q, 0<s < N}

Escolha subdominios €; e € tais que ; C Q; C Qy C Qy C Q e vol(2\ Q) < 6, onde
§ > 0 serd escolhido posteriormente. Considere a funcao H € C%*(Q) tal que H = m em
Q\Qy, H=0em Q; e 0 < H < m no restante de 2. Seja v a solu¢ao do problema de

Navier linear

{ A’v+cAv=H em Q (3.12)

v=Av=0 sobre 0f),
Pelo Principio de positividade (Teorema 1.1.2) v > 0 em (). Pelas estimativas a priori

para o operador poliharmoénico (vide [19]) obtemos

1

< cmdr.

B =

[ollwar < |H|lLr < emlvol(€2\ )]

Pelo Teorema de Imersao de Sobolev existe uma constante ¢ > 0 tal que

N
Jollen < lellwes, Yo € WHQ), p> T

Das duas tltimas desigualdades obtemos a seguinte limita¢ao para as solugoes de (3.12)
[vlco < cc'mé¥. (3.13)

Agora, escolhendo €, tal que c'md » < N resulta que v é uma supersolugao de (3.3) para
um ¢ negativo, de médulo suficientemente grande. De fato, escolha ¢y tal que m+typ; < H.
Entao

A?v + cAv > m +topr > g(x,v) + topr + f1,
onde usamos a definigdo de m e a estimativa em (3.13).
O
Demonstragao:(Término da prova do Teorema 3.0.6): Dada f; € Nt pelo Lemma
3.0.17 existe um ¢y, € R tal que o problema (3.3) tem uma supersolu¢do u. Em vista do

Lema 3.0.13 vemos que para esses f; e ty dados o problema (3.3) tem uma subsolugao,
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u < @. Assim, pela Proposigao 3.0.9. o problema (3.3) possui uma solucao para f e to € R
dados, determinada pelo Lema 3.0.17. Pelo Lema 3.0.12 vemos que o conjunto dos t’* tal
que (3.3) tem uma solucao é limitado superiormente. Pelo Corolario 3.0.14 este conjunto é
uma semi-reta. Portanto, a prova dos itens i) e ii) do Teorema 3.0.6 se completa tomando
a(f1) como o supremo do conjunto dos t’* tal que (3.3) tem uma solugao. Denotaremos esta

primeira solucao por wy.

Passemos agora a prova de iii) do Teorema 3.0.6, ou seja, supondo que SEIJPOO g(:;: s) =7
com v € (pj, pj41) para algum j > 1, existe uma segunda solugao.
Seja
Wz, &) = =€+ g(z, &) + fi(z), parag > 0. (3.14)

Temos que h(z, &) = o(|€]) uniformemente em x € Q, quando ¢ — +o00. Estenda a funcao
h para uma funcio h tal que h € C (€ x R) satisfazendo |h(z, €)| = o(|€|) uniformemente
em x € Q. Pelos Lemas 1.2.6 e 1.2.7 podemos aplicar o Teorema do Ponto de Sela (vide

Teorema B.15) e obter uma solugao u; para o problema

A2y + cAu = yu+ h(z,u) + toi(z) em  Q (3.15)
u=Au=0 sobre 0f). '
Defina
t
v =y — — P (3.16)
M1 =7

Logo, v; é solucao do seguinte problema

A%y, + cAv, = yv, + ﬁ(x, ) em €
v =Av, =0 sobre 0f).

Assim, utilizando as estimativas LP para v; (vide [19]), resulta que ||v¢]|co = o(|t]), quando

|t| — oo. Substituindo em (3.16) obtemos
uy >0 parat <,

onde —t; é um numero real suficientemente grande, o que prova que u; ¢ uma solucao para
o problema (3.3).

Resta-nos mostrar que existe 3(f;) tal que w; # w; para t < 5(f1).

Notemos que, por (3.16), obtemos

(x) = ve(x) +

¢1(x) — 00, ¢.t.p.em ), quandot — —oo0.
H1 —7
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Seja B(f1) o supremo do conjunto dos t* tal que @ (x) > —tC > v(x) em subconjunto
de medida positiva de €2, onde C' é uma constante tal que % < —(C' em subconjunto de
medida positiva e v é a supersolucao de (3.3) definida no Lema 3.0.17. Logo, para t < [(fi)
obtemos w(z) < v(z) < w(z) em subconjunto de 2 de medida positiva, o que prova que

para t < ((f1) temos duas solugoes w; e u; distintas.
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CAPITULO 4

EQUACAO DE 44 ORDEM COM
NAO-LINEARIDADE
DEPENDENDO DO GRADIENTE

Neste capitulo estudaremos solugoes da equacao de 4% ordem com condi¢oes de Navier
sobre a fronteira como no Capitulo 1. Porém, agora, a nao-linearidade g possui também

a dependéncia do gradiente, isto é, passaremos a estudar solugao do seguinte problema:

(4.1)

A?u+ cAu=g(z,u,Vu) em
u=Au=0 sobre 0f),

onde 2 C R™ é um dominio limitado com fronteira suave 0€2, g : 2 x R — R é uma funcao
de classe C! tal que g(z,0) =0e c < ;.

Existem diversos trabalhos para o problema de segunda ordem

—Au=g(z,u,Vu) em €
u=>0 sobre  0f),
dentre os quais citamos [22], [23], [33] e [38]. Nestes trabalhos sdo empregadas técnicas como
do grau topoldgico, utilizando estimativas a priori, e o método de sub-supersolucao. No

trabalho [16] os autores utilizaram uma nova técnica, que consiste em ”congelar”o gradiente

na nao-linearidade, e mostraram existéncia de duas solugoes nao triviais.
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Observemos que o problema (4.1) ndo possui estrutura variacional devido a presenca
do gradiente na nao-linearidade, entao, a principio nao podemos utilizar métodos
variacionais para abordar tal problema. Vamos utilizar a técnica desenvolvida por D.G.
De Figueiredo, M. Girardi e M. Matzeu em [16]. Tal técnica consiste em associar ao pro-
blema 4.1 uma familia de equacoes de 4% ordem com a nao-linearidade sem dependéncia do

gradiente. Em suma, para cada w € H}(Q) N H*(Q), consideremos

{ A%u+ cAu = g(x,u, Vw) em (4.2)

u=Au=20 sobre 0f),

Agora o problema (4.2) possui estrutura variacional e utilizaremos o Teorema do
Passo da Montanha para garantir existéncia de solu¢ado para o problema (4.2). Para isso
necessitaremos das seguintes hipdteses:

(Go) g: Q2 xR x RY — R é localmente Lipschitz continua ;

t _
(G1) lim %’5) = 0 uniformemente para x € 0, ¢ € RY;

t—0
4
(G2) Existe uma constante a; > 0ep € (1, N—+4) tal que
l9(x, 6,6 < ar(1+[t]P), Yo € Q, |t] > to, £ € RV,
(G3) Existem constantes 6 > 2 e ¢, > 0 tais que

0 < 0G(x,t,&) < tg(z,t, &), VYoreQ, |t| >ty cRY,

t

onde G(z,t,¢§) :/ g(x,s,€)ds.

0
(G4) Existem constantes ag, az > 0 tais que

G(x,t,6) > aslt|” —as, VreQ, teR, £ R,
Observacao 4.0.18. De (G2) e (G5) seque que 8 < p+ 1.

Observagao 4.0.19. A norma a ser utilizada em H}(Q) N H*(Q) serd a mesma utilizada

no Capitulo 1 no caso ¢ < A1, ou seja,
Julf = [ [0 =i

Nosso primeiro resultado é com respeito a solubilidade de (4.2) em H}(Q) N H*(Q) e

obter limitagoes destas solugoes.
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Teorema 4.0.20. Suponha que (Gy)—(G4) se verifiquem. Entao existem constantes positivas
c1 € ¢y tais que, para cada w € HY(Q) N H*(Q), o problema (4.2) possui uma solugdao

satisfazendo

1 < uwll gy @)nmz@) <

Nosso principal resultado é obter solugdes para o problema (4.1). Para isto necessitaremos
da seguinte hipotese adicional:

(Gs) A funcao g satisfaz a seguinte condi¢ao de ser localmente Lipschitz
lg(x, t',&) — gla, ", &) < Lyt —t"|, Ve eQ; 't €0,p], €] < po,

onde p1, py dependem explicitamente de p, N, 0, a1, as,a3 dados nas hipdéteses anteriores.

Também
(. t,&") — g2, t,&")| < Lo|€' = &"|, Ve Qs t € [0,p], |€'],[€"] < po

Teorema 4.0.21. Assuma que as condi¢oes (Go) — (G5) se wverifiquem. Entdo o pro-

blema (4.1) possui uma solucao, desde que

1
/~L1L1 + /.L12L2 < 1.

A prova do Teorema 4.0.20 dar-se-a4 utilizando o Teorema do Passo da Montanha
(vide Teorema B.14) enquanto que a prova do Teorema 4.0.21 usa-se um argumento
iterativo. Note que, quando aplicamos o Teorema do Passo da Montanha para
operadores de segunda ordem, por exemplo —A, conseguimos mostrar a existéncia de duas
solucoes, uma positiva e uma negativa. No entanto, para o problema de quarta ordem

podemos argumentar de forma semelhante definindo

| gla,t,6) set>0
0 set < 0.

mas nao conseguimos concluir que a solucao do problema 4.2, obtida com g
substituida por g, é positiva. Basta observar que, se u € H}(Q) N H*() nao implica
que u~ € Hy(Q) N H*(Q).
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4.1 Prova do Teorema 4.0.20

Recordemos que as solugoes fracas do problema (4.2), que é variacional, sdo obtidas como

pontos criticos do funcional associado I, : H}(Q) N H*(2) — R dado por

1

I,(v) = 5/0 (|Av]* = ¢|Vo]?) do — /QG(x,v,Vw)dx. (4.3)

A prova do Teorema 1.2.1 é dividida em varios lemas. Nestes, verificaremos a condicao de

Palais-Smale (condicao (PS)) e que o funcional I,, possui a geometria do Passo da Montanha.

Lema 4.1.1. Seja w € H(Q) N H*(Q). Entdo existem nimeros positivos p e a,

independentes de w, tais que
L,(v) > a, Yo € Hy(Q) N H*(Q) : 0]l g @nm2@) = P (4.4)

Demonstragao: Segue de (G7) e (G2) que dado £ > 0, existe uma constante positiva ke,

independente de w, tal que
1
G, )] < 5ot + helt

Logo, usando a desigualdade de Poincaré e o Teorema de Imersao de Sobolev, estimamos

1 £ ) 7 +1
Ly(v) > 3 (1 - Z) HUHH(%(Q)ﬂHQ(Q) - ke”””%(mﬂw(ﬂ)’

onde k. ¢ uma constante independente de w. Sendo p > 1, o resultado segue.
O

Lema 4.1.2. Seja w € HY(Q) N H*(Q). Fize vg € HY(Q) N H2() com ||w]| = 1. Entdo

existe um T' > 0, independente de w, tal que
I,(tvg) <0, Vt > T. (4.5)
Demonstragao: Segue de (G4) que
I, (tvg) = %tz - /Q G(z, tvg, Vw)dx < %tz - agte/Q lvo|?dx — as3|Q). (4.6)
Assim, pelo Teorema de Imersao de Sobolev (6 < p + 1) obtemos

1
L(tv) < 58 = at]'(5)" — a2,
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onde Sy é a constante de imersao de H}(2) N H?(Q2) em LY(2). Sendo 6 > 2 obtemos um
T > 0 independente de vy e w tal que (4.5) se verifica.
O

Lema 4.1.3. Assuma que (Go) — (G4) se verifiquem. Entdao o problema (4.2) tem ao menos

uma solugdo u,, # 0 para qualquer w € Hy () N H?().

Demonstracao: Pelos Lemas 4.1.1 e 4.1.2 verificamos que o funcional dado em (4.3) satisfaz
a geometria do Teorema do Passo da Montanha. Pelas hipoteses (Gs3) e (G3) temos que
o funcional satifaz a condi¢ao (PS). Portanto, pelo Teorema do Passo da Montanha, o
problema (4.2) possui uma solugao fraca u,, que é ponto critico do funcional I,, e satisfaz

um nivel min max, isto é,

I (uy) =0, I,(up) = inf max I, (y(t)),

€l tel0,1]

onde I' = {y € C°[0,1], H}(2) N H*(Q2)) : v(0) = 0,7(1) = Tw}, para algum vy e T > 0
como no Lema 4.1.2. De agora em diante nds fixamos o vy e o T' > 0 citados anteriormente.

([

Lema 4.1.4. Seja w € H} () N H*(Q). Eziste uma constante positiva ¢y, independente de
w, tal que

||UwHH5(Q)mH2(Q) 2 C (4.7)

para todas solucoes u,, obtidas no Lema 4.1.5.

Demonstragao: Usando que u,, ¢é solugao de (4.2), obtemos que

/(|Auw\2 — |V, |?)dr = / 9(x, Uy, V) uyde. (4.8)
Q Q

Segue de (G4) e (G3) que, dado € > 0, existe uma constante positiva c., independente de w,
tal que
|9(,t,&)] < eft] + celt].

Usando esta desigualdade, estimamos (4.8) e obtemos

/(’AuwP_c]Vuw‘?)dxge/ ’Uw!2dx+c€/ |ty [P dz.
Q 0 o
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Novamente, pela Desigualdade de Poincaré e o Teorema de Imersao de Sobolev obtemos

9 2 C 1
(1 - E) s [y ez < Cellthanllig e -

o que implica (4.7).
a

Lema 4.1.5. Seja w € Hj () N H?(Q). Emiste uma constante positiva co, independente de
w, tal que

vl i3 @)nm2(0) < 2 (4.9)
0

para todas solugoes u,, obtidas no Lema 4.1.5.

Demonstracgao: Da caracterizagao inf max de u,, dada no Lema 4.1.3, obtemos

< .
I, (uy) < max I, (tvo) (4.10)

com vy escolhido no Lema 4.1.3. Estimamos I, (tvy) usando (Gy):
L, o 0
I, (tvg) < §t —aslt|]” [ |vol” + a3|Q] =: h(t), (4.11)
Q

que possui valor méximo assumido em algum ¢, > 0 e o valor h(#) é tomado como o valor
co. Claramente este ¢y é independente de w.

|

Observacao 4.1.6. Sobre a regularidade da solu¢cao de (4.2) No Lema 4.1.3

obtivemos uma solugio fraca w, de (4.2) para cada w € HY(Q) N H?(Q). Desde que
N +4
N-—4
que Uy, € C*(Q). Além disso, se w é C* usando a teoria de regqularidade de Schauder temos

p <

com um argumento de bootstrap, usando a teoria de reqularidade LP, mostra-se

que U, € CH.
Assim obtemos o seguinte resultado:

Lema 4.1.7. Seja w € (H(Q) N H*(Q)) N CYQ). Entdo existem constantes positivas p, e

p2, tndependentes de w, tal que a solu¢ao u,, obtida no Lema 4.1.3 satisfaz
[twllco < p1 [V |lco < po.
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4.2 Prova do Teorema 4.0.21

A ideia da prova consiste de usar o Teorema 4.0.20 e um método iterativo como segue.

Construiremos uma sequéncia {u, } C H}(Q) N H?(Q) como solugdes de

(PR)n

A%, + cAu, = g(z, Uy, Vu,—1) em
Uy = Au,, =0 sobre 0f),

obtida pelo Teorema do Passo da Montanha no Teorema 4.0.20. Iniciando com um
ug € (HL(Q) N H?(Q)) N CL(Q) arbitrario.

Pelo Lema 4.1.7 temos que
tnllco < p1 [ Vuallco < po.

Por outro lado, usando (PR), e (PR),1, obtemos:

/ [AunJrl(AunJrl - Aun) - Cvun+1 (vunJrl - vun)] = / g(% Unp+1, Vun)(un+1 - un)
Q Q

/ Aty (Atpy — Auy) — Vu, (Vg — Vu,)] = / 9(, Uy V1) (Ups1 — Uy).
Q Q
Donde

[t 41 — Un||§{3(g)mH2(Q) - /Q [9(2, tnt1, Vn) = g(2, tn, Vun )] (ni1 — up)da

+ / [g(x, Unp, vun) - 9(90, Unp, Vun—l)] (Un—H - un)dx
Q
Estimando as integrais acima utilizando a hipétese (G), resulta
b1 = 2y ey < L /Q s — tn* + Lo /Q Vit — Vil — ] (412)
Pela desigualdade de Ponicaré, chegamos a

[wnt1 — un”?{&(Q)mH?(Q) < L1M1_1||un+1 - un”?{é(g)mfp(g)

_1
+Lopy * ||tng1 — un”Hé(Q)ﬂHQ(Q)”un - un—1||H3(Q)mH2(Q)
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donde segue que

w1 — Un||H3(Q)mH2(Q) < ————lun — Un—1||H3(Q)mH2(Q) =t klun — Un—1||H3(Q)mH2(Q)-

1 — Ly
Desde que o coeficiente k é menor do que 1 segue que a sequéncia {u,} é uma sequéncia de
Cauchy em HJ(Q2) N H?(Q) e, portanto, converge fortemente em HJ(2)N H?(2) para alguma
fungao u € HY(Q) N H*(Q).

Sendo [|un || g1 @)nm2(0) = €1 para todo n (veja Lema 4.1.4) segue que u # 0, ou seja, u ¢
uma solugdo nao trivial de (4.1).
Exemplo 4.2.1. Uma fung¢io que satisfaz todas as condigoes (Gy) — (G5) abordadas

anteriormente é definida da sequinte forma:

g(I, L, 5) = b1|t|p_1tg(§)7

onde by > 0 e g é uma fungiao L™ tal que 0 < by < g(C) para alguma constante bs.

Como dissemos na introdugao desta tese, o problema (4.1) é equivalente ao sistema

—Au=wv em 2
—Av=cv+g(x,u,Vu) em (4.13)
u=v=20 sobre Of).

Motivado pelo sistema acima, e utilizando a mesma técnica empregada neste capitulo,

estudamos a questao de existéncia de solucao para o problema

—Au = F,(z,u,v,Vu,Vv) em Q
—Av = Fy(z,u,v,Vu, Vv) em (2 (4.14)
u=wv=0 sobre 01,

onde Q é um dominio limitado e suave do RY, N >3 e F: QxR xR x RY x RN — R.

Verificamos que com hipéteses semelhantes as do Teorema 4.0.21 obtemos que o problema
(4.14) possui uma solugao nao trivial.

Em seguida fizemos uma hipdtese adicional

(1) 1%w = 0, 11_{%w = 0 uniformemente em z € Q,
£,m € RY e localmente uniforme em s; além disso, este limite é vélido para todo s € R,
obtivemos um resultado que mostra existéncia de 4 solugoes nao triviais, neste caso as

solugbes obtidas (u,v) satisfazem wu, v # 0.
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APENDICE A

RESULTADOS BASICOS

Neste apéndice enunciaremos alguns resultados basicos utilizados ao longo deste trabalho.
Iniciamos com dois teoremas referentes aos espagos LP(2). Em seguida, enunciamos teoremas
de existéncia e regularidade das solucoes para o problema de segunda ordem Lu = f com
condigao de Dirichlet na fronteira, onde L é um operador de segunda ordem uniformemente
eliptico. Finalizamos este Apéndice A enunciando os teoremas do tipo min-max utilizados

no decorrer deste trabalho.

Teorema A.l. Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue: Seja (f,)nen

uma sucessao de fungoes de L*(S)). Suponhamos que

i) fulz) = f(2) qtp. em Q.

i) existe uma funcdo g € L'(Q) tal que para cada n, |f,(z)] < g(x) q.t.p. em Q.
Entio f e LYQ) e || fo — fllnr) — 0.

Demonstracao: A prova deste teorema pode ser encontrada em [7].

O préximo teorema trata das Imersoes de Sobolev.
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Teorema A.2. Rellich-Kondrachov: Suponha que Q é um aberto limitado de classe C*

em RN . Se verifica:

i) se p < N entio W'P(Q) C L), para todo q € [1,p*| donde ]% = % %,
i) se p= N entio W'P(Q) C L), para todo q € [1, 0],
iii) se p> N entdo W'P(Q) C C(Q),

com imersoes compactas.

Demonstracao: A demosntragao deste resultado poder ser encontrada em [7].
O

No que segue enunciaremos resultados de existéncia e regularidade de solugoes. As
demonstracoes destes resultados podem ser encontradas no livro Elliptic Partial Differential
Equations of Seconde Order, D. Gilbarg and N. S. Trundinger [21].

Os dois préximos teoremas tratam da existéncia de solugao.

Teorema A.3. Seja L = a"(x)D;; + b'(x)D; + c(x) um operador uniformemente eliptico

em um dominio limitado €2, com ¢ < 0, e seja f e os coeficientes L pertencentes a C*(£2).

Suponha que Q € um dominio C** e que ¢ € C*>*(Q). Entdo o problema de Dirichlet,
Lu = f emQ, u= ¢ sobre 0f,
possui uma tnica solugdo em C*(€Y).
e

Teorema A.4. Sejam Q um dominio C*' em RY e L = a"(z)D;; + V'(z)D; + c(z) um
operador uniformemente eliptico em 0 com coeficientes a € C°(Q), b',c € L>®(Q) com
i,j=1,...,N ec<0. Entao, se f € L?(Q) e p € W*P(Q), com 1 < p < oo, 0 problema de
Dirichlet Lu = f em Q, u — ¢ € WyP(Q) possui uma tinica solugio em WP(S).

Os proximos dois resultados tratam da regularidade das solugoes.

Teorema A.5. Estimativas de Schauder: Seja Q um dominio C**%* (k > 0) e seja
¢ € CF22(Q). Suponha que u € C°(Q) N C%(Q) satisfaz Lu = f em , u = ¢ sobre S,
onde f e os coeficientes do operador L uniformemente eliptico pertencem a C**(Q). Entdo
u € CF22(Q).
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Lema A.6. Suponha que L ¢ um operador que satisfaz as hipoteses do Teorema A.4. Entdo

existe uma constante C' (independente de u) tal que
|u|2,pzﬂ S C|Lu|p:Q7
para todo u € W>P(Q) N W, P(R), 1,p < oco.

Para finalizar este primeiro apéndice enunciamos os teoremas do tipo ”min-max” utili-
zados ao longo do trabalho. Estes teoremas nos permitem concluir que o funcional associado a
cada problema abordado possui pontos criticos e, consequentemente, tais problemas possuem
solugoes.

A primeira condicao que torna-se necessaria para utilizacao de tais teoremas é conhecida

como condicao de compacidade de Palais-Smale.

Definicao A.7. Dizemos que um funcional F de classe C' satisfaz a condicdo de Palais-

Smale (ou condigao (PS)), se para cada sequéncia (u,) no espaco de Banach X que satisfaz
|F(u,)| < const. e F'(u,) — 0 em X*
possui uma subsequéncia convergente (em norma,).

Teorema A.8. Principio Variacional de Ekeland. Seja X um espaco de Banach e
F: X — R um funcional de classe C* que satisfaz a condi¢ao (PS). Suponha ainda que F
€ limitado inferiormente. Entao, o infimo de F' é assumido em um ponto xo € X e xg € um

ponto critico de F, isto é, F'(xq) = 0.
Demonstragao: A prova deste resultado pode ser encontrada na pag. 29 do livro [12]. O

Teorema A.9. Teorema do Passo da Montanha. Seja X um espaco de Banach e
F : X — R um funcional de classe C' que satisfaz a condi¢io (PS). Seja S um subconjunto
fechado de X que desconexa X. Sejam xqg e x1 pontos em X que estao em componentes
conexas distintas de X \ S. Suponha que F ¢é limitado inferiormente sobre S, e que as

sequintes condigoes sao verificadas
i%fF >b e maxF(xg), F(x;) <b.
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Seja T' = {f € C([0,1]; X) : f(0) = zo, f(1) = z1}. Entao

= inf F(f(t
¢ = inf max F(f(2))

¢ finito e é um ponto critico de F. Isto €, existe xy € X tal que F(xy) = c e F'(x) = 0.

Demonstracao: A prova deste resultado pode ser encontrada na pag. 41 do livro [12] ou
em [40]. O

Teorema A.10. Teorema do Ponto de Sela. Seja X um espaco de Banache F : X — R
um funcional C* que satisfaz a condi¢io (PS). SejaVVC X um subespago de dimensdo finita
e W o complemento ortogonal de V', isto ¢, X =V & W. Suponha que existam miumeros
reats r >0 e a < b tais que

inf FF>b e maxF <a,
1% oD

onde D=V NB.(0), B.(0)={z € X :|z]]x <r} edD={xeV:|z|x =r}. Seja

I'={feC(D,X): f(x) =V € oD},

¢ = inf sup F(f(z)).

fel .eb

Entao c € finito e ¢ um ponto critico de F.

Demonstracao: A prova deste resultado pode ser encontrada na pag. 40 do livro [12] ou
em [40]. O
Teorema A.11. Teorema do Enlace. Seja X um espaco de Banach e F': X — R um
funcional C que satisfaz a condi¢io (PS). Suponha que X =V ®W , V de dimensao finita.

Seja wy € W fizado e sejam p < R nimeros reais positivos. Seja Q@ = {v+rwy : v €
Vilvll £ R,0 < R}. Suponha que
inf F >0, max F <a, a<b,
WnoB, oQ

onde 0B, € a fronteira da B,(0). Sejam

I={feC@X): f(z) =,z iR},

— inf sup F .
¢ = lnfsup (f(2))

Entao ¢ € finito e ¢ um ponto critico de F'.
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Demonstragao: A prova deste resultado pode ser encontrada na pag. 41 do livro [12] ou
em [40]. O
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APENDICE B

UMA BREVE REVISAO DOS
PONTOS CRITICOS E TEORIA DE
MORSE

Neste apéndice, faremos algumas defini¢oes e resultados da Teoria de Pontos Criticos e da
Teoria de Morse. Estes resultados sao utilizados nas provas dos nossos principais teoremas.
Aqui, vale lembrar que um texto mais completo sobre Teoria de Morse pode ser encontrado
em [8] e em [28].

Primeiramente, seja H um espaco de Hilbert e I : H — R um funcional de classe
C'. Denote o conjunto dos pontos criticos de I por K. Assim, dado ¢ € R definimos

I.={x€H:I(x)<c}eK.=1"'c)N K. Assim, consideramos a seguinte definigao

Definicao B.1. Dizemos que o funcional I : H — R de classe C* satisfaz a propriedade
de deformagao se para todo a < b tais que K N I[7Y(a,b) = 0, temos que I, é retrato de
deformagao de I\ K.

Deste modo, consideremos o Lema de Deformagao a qual é importantissimo na teoria dos
pontos criticos. Na prova de tal lema é essencial a garantia de condigoes do tipo (PS), veja

[8]. Assim, temos o seguinte resultado
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Lema B.2. (Lema de Deformacao). Suponha que I : H — R seja um funcional de
classe C' a qual satisfaz a condicao (PS) (vide Defini¢io A.7). Além disso, suponha que o
nivel a é o unico valor critico possivel de I no intervalo [a,b). Suponha que as componentes

conexas de K, sao pontos isolados. Entao, 1, € um retrato de deformacgao de I\ K.

Neste momento, denotamos H,(X,Y") como sendo o grupo de homologia singular relativo
com coeficientes em Z. Aqui, X e Y sempre denotam espagos topolégicos em que Y C X.

Neste caso, temos a seguinte definicao

Definicao B.3. Seja xq um ponto critico isolado do funcional I : H — R de classe C'. Seja

co = I(xg), entao o p-ésimo grupo critico de I em xy € dado por
CylL20) = Hyl(loy (1 Uy, (I\0}) (1 Uay)
onde Uy, ¢é uma vizinhanga de xo tal que Uyy N K = {xo}.
Deste modo, temos o seguinte resultado

Teorema B.4. Seja I : H — R de classe C*. Suponha que o € H;(Iy, I,) é nao trivial e
que I possui a propriedade de deformagao. Assim, denote

¢ = inf sup I(x).

oco :E€|U|

Entao existe xg € K. tal que C;(1,x9) # 0.

Demonstragao: A prova deste resultado pode ser encontrada em [8].
(|
Agora, consideramos algumas situagoes onde temos enlaces entre dois conjuntos de um

espacgo de Hilbert H. Primeiramente, temos a seguinte definigao

Definicao B.5. Seja D um bola topologica de dimensdao topologica 7 em H e S um
subcongunto de H. Dizemos que OD e S estdo enlagados homologicamente se 0D NS =0 e

lo| NS # 0, para cada j cadeia singular o com o = OD.

As préximas proposigoes fornecem exemplos de conjuntos enlacados homologicamente.
As provas destas proposigdes podem ser encontradas no Capitulo II em [8]. Assim, temos os

seguintes resultados
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Proposicao B.6. Sejam H; e Hy dois subespacos fechados de um espago de Hilbert H.
Além disso, suponha que H = Hi @ Hy e dim H; < co. FEntdo, tomando D = B, N Hy e

S = H,, temos que 0D e S estao enlagcados homologicamente.

Na proposicao anterior temos a geometria descrita no Teorema do Ponto de Sela. Para
o préoximo resultado descrevemos um situagao corrente para a geometria do tipo ”Enlace”.

Neste caso, temos o seguinte resultado

Proposicao B.7. Sejam H, e Hy dois subespacos fechados de um espaco de Hilbert H.
Além disso, suponha que H = H; @ Hy e dim H; < oco. Considere ¢ € Hy e R,r,p >0 com
p < R. Sejam

D={zx+s¢:x€ HNB,se[0,R]} e S =H,NOB,.
Entao 0D e S estao enlacados homologicamente.

Agora, consideraremos um resultado que relaciona conjuntos enlacados homologicamente
com a existéncia de pontos criticos que possuem grupos criticos nao triviais. Neste caso,

temos o seguinte teorema:

Teorema B.8. Suponha que 0D e S estio enlacados homologicamente onde D € uma bola
topolégica de dimensdo j. Além disso, suponha que I de classe C' satisfaca as sequintes

condicoes
1. I(x) > a,Vx € S,
2. I(z) <a,Vz€dD.
Entao H;(Iy,1,) # 0 para b > maz{f(x),x € D}.

Neste momento, daremos uma estimativa dos grupos criticos de um ponto critico isolado
e degenerado. Primeiramente, descreveremos o ”Splitting Theorem”a qual serd usado

posteriormente para fazer a estimativa dos grupos criticos. Temos o seguinte resultado:

Teorema B.9. (Splitting Theorem) Suponha que U seja um vizinhang¢a de xo em um
espaco de Hilbert H e seja I : H — R um funcional de classe C*. Além disso, suponha que
xg € 0 unico ponto critico de I e denote A = d*I(xq) com niicleo N. Se 0 é um ponto isolado

em o(A) (espectro de A) ou nao estd em o(A), entio eziste uma bola Bs(0),0 > 0 e um
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homeomorfismo local U que preserva a ordem definido em Bs(0) e uma aplica¢do de classe

C' h: B;N N — N* satisfazendo
1
ToVU(z+4y) = Q(Az,z) + I(h(y) + y),Vx € Bs,

onde y = Pyx,z = Pyirx. Aqui, Py e Pyy sao as projecoes ortogonais sobre os subespacos
N e N+t

Neste caso, chamamos de N' = W(UNN). O seguinte teorema relaciona os grupos criticos
dos pontos criticos de I e os pontos criticos de f, onde I = I |n. Mais especificamente, temos

o seguinte resultado:

Teorema B.10. (Shifting Theorem)
Sob as mesmas hipdteses do ”Splitting Theorem,”suponha que o indice de Morse de I em

xo € m =m(xg). Entao temos a sequinte identidade
Cp(I,z0) = C'p_m(f, xo),Vp € N.

Neste caso, supondo que A = d?I(x() tem niicleo de dimensao finita, temos o seguinte

corolério
Corolario B.11. Suponha que N possui dimensdo finita v e xy €

e um minimo local de f, entao
Cp(I, .To) = 5me,

e um mdximo local de I, entao
Cp([, LEQ) = 5p(m+v)Z,
e nem um mdximo e nem um minimo local de f, entdo

Cp(L,29) =0, Vp <m e parap > m+ v.

Demonstracao: A prova deste coroldrio consiste em utilizar o ”Splitting Theorem” (vide

[8]). Omitiremos a prova deste corolario.

Em particular, temos o seguinte resultado
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Corolario B.12. (Lemade Gromoll — Meyer) Sob as mesmas hipdteses descritas no

coroldrio anterior temos que Cy(I,x¢) = 0 para todo p < m ou p > m+ v.

Demonstracao. A prova deste corolario é imediata usando o Coroldrio B.11. Para uma prova

deste resultado sem utilizar explicitamente o ”Shifting Theorem” (vide [5]).
[l

No decorrer do nosso trabalho utilizamos teoremas do tipo mini-max para encontrar

pontos criticos do funcional I : H — R, onde

I(u) = %/Q (JAul® = c|Vul|?) dz — /QG(x,u)dx, u € Hy(Q) N H?(Q), (B.1)

e H= H}(Q)N H?*(Q). Estes pontos criticos sdo solugdes da equacao de quarta ordem

{ A%u+ cAu = g(x,u) em  Q (B.2)

u=Au=0 sobre 0f).

Utilizamos teoria de Morse para diferenciar tais solugoes aplicando os Teoremas que

enunciaremos abaixo:

Teorema B.13. Principio Variacional de Ekeland. Seja H um espaco de Hilbert e
I: H — R um funcional de classe C* que satisfaz a condigiao (PS). Suponha ainda que I
¢ limitado inferiormente. Entdo, o infimo de I € assumido em um ponto xo € H e xg € um

ponto critico de I que satisfaz Cp(1, xg) = OpoZ.

Os proximos resultados estao enunciados na forma que aplicamos em nosso trabalho.
Nestes casos, podemos caracterizar os grupos criticos do funcional I nos pontos criticos
obtidos. Para versoes mais gerais, isto é, para funcionais definidos em espacgos de Banach,
veja os Teoremas A.9, A.10 e A.11 do Apéndice A. No entanto, nestes teoremas do Apéndice
A nao temos a caracterizagao de grupos criticos de uma solugdo u do problema (B.2). Os

teoremas do tipo mini-max ficam da seguinte forma:

Teorema B.14. Teorema do Passo da Montanha. Sejam H um espago de Hilbert e
I: H — R um funcional de classe C' que satisfaz a condigao (PS). Suponha que existam
up,up e R > 0 tais que ug € um minimo local de I, I(uy) < I(ug), ||lur — wollg > R e
I(u) > r > I(ug) para todo u € H com |lu — wy|lg = R. Entdo existe uy € H tal que
I'(ug) =0 e Cp(I,uz) = 00 Z.
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Teorema B.15. Teorema do Ponto de Sela. Seja H um espacgo de Hilbert e [ : H — R
um funcional C* que satisfaz a condicao (PS). SejaV-C H um subespago de H de dimensado
n e W o complemento ortogonal de V', isto €, H =V @& W. Suponha que existam nimeros

reais r >0 e a < b tais que

infl >b e maxI <a,
1% D

onde D =V NB.(0), B.(0) ={zx € H:|z|g <r} edD={xecV:|z|g=r} Entio
existe u € H ponto critico de I tal que C,(I,u) # 0.

Teorema B.16. Teorema do Enlace. Seja H um espaco de Hilbert e I : H — R
um funcional C' que satisfaz a condi¢io (PS). Suponha que X = V & W, V de
dimensao finita n . Seja wy € W fizado e sejam p < R numeros reais positivos. Seja
Q={u=v+rwy:veV|ul| <R} Suponha que

inf I >0, max [l <a, a<b,
WnoB, oQ

onde 0B, € a fronteira da B,(0). Entdo existe ug € H ponto critico de I tal que
CnJrl(Ia uO) 7£ 0.

Finalizaremos este apéndice definindo o g-ésimo nimero de Morse para um funcional I,
com respeito a um intervalo (a,b), para valores regulares a < b e os nimeros de Betti. Em
seguida, enunciaremos a Identidade de Morse no Teorema B.21, identidade esta utilizada no

decorrer do texto para garantir existéncia de mais solugoes.

Definicao B.17. Sejam a < b um par de valores regulares. Definimos o g-ésnimo numero

de Morse para o funcional I com respeito a (a,b) por

M,(a,b) = Z rankHy (Lo, ve;, Lei—e;s Z), ¢ =0,1,2, ...,

a<c;<b

onde ¢;* sao os valores criticos de I em (a,b).

Para funcionais I que satisfazem a condigao (PS) os nimeros de Morse estao bem
definidos de acordo com o Lema de Deformacao (Lema B.2), isto é, eles sao independentes
da escolha de {¢;}. No caso em que I € C'(H,R) possuir ¢ como um valor critico isolado e

K.={z };”:1 obtemos, para e suficientemente pequeno, o seguinte resultado:
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Teorema B.18.

H,(Ieye, To; Z) = Ho(I, 1.\ Ki;Z) = @D C.(1, ).

Jj=1

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em ( [8] p. 35). Segue do tdltimo

teorema o seguinte corolario:

Corolario B.19.

M,(a,b) = Z Zrcka’q(I,z;), qg=0,1,2,....

a<ci<b j=1

No que segue, iremos definir os nimeros de Betti e em seguida descrever a relagao

existente entre os numeros de Morse e os numeros de Betti na Identidade de Morse.

Definicao B.20. Sejam a < b valores requlares de I. Definimos o q-ésimo numero de Betti
por
By = Byla,b) = rankH, (I, I,;Z), ¢ =0,1,2,....

Conhecendo os niimeros de Morse e os nimeros de Betti obtemos o seguinte resultado:

Teorema B.21. Suponhamos que H é um espaco de Hilbert e I € C'(H,R) satisfaz a

condicao (PS). para todo ¢ € [a,b], onde a,b sao valores requlares de I. Suponha que
KnIta,b={z,...,2} Entdio

i M7 = i Bt + (1 +1)Q(1), (B.3)

onde ) € uma série formal com coeficientes nao negativos e My, 3, sao como definidos

anteriormente.
A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em ([8], p. 36).

Observacao B.22. A identidade (B.3) é conhecida como Identidade de Morse. Geralmente

¢ aplicada com t = —1 o que resulta
> My(=1)7 =3 By (-1)".
q=0 q=0
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