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Resumo

Focaremos sobre aspectos dinamicos e ergddicos de shifts multidimensionais, atentando
especialmente para suas relacoes com estados fundamentais e quase-cristais em reticulados. Por
exemplo, em mecanica estatistica, dado um potencial invariante por translacao, seus estados
fundamentais sao medidas de probabilidade invariantes por translagao suportadas no conjunto
de suas configuracoes fundamentais, isto é, das configuragoes com energia especifica minima.
Estados fundamentais sao naturalmente associados com o bordo de certos politopos convexos
dimensionalmente finitos. Esse bordo se torna drasticamente diferente se a dimensao do modelo
em questao passa de d = 1 para d > 1, pois no caso multidimensional existe shift de tipo finito

unicamente ergddico sem configuracoes periddicas.
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Abstract

We will focus on dynamic and ergodic aspects of multidimensional shifts, with particular
care to their relations with ground states and quasicrystals in lattices. For example, in statisti-
cal mechanics, given a translation-invariant potential, its ground states are translation-invariant
probability measures supported on the set of its ground configurations, i.e., of configurations
with minimal specific energy. Ground states are naturally associated with the boundary of
certain finite-dimensional convex polytopes. This boundary becomes drastically different if the
dimension of the model in question changes from d = 1 to d > 1, because in the multidimen-

sional case there exists uniquely ergodic shift of finite type with no periodic configurations.
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Lista de Simbolos

« Refinamento comum de o — m, onde m € A

PBo ~ Espaco vetorial dos potenciais com alcance finito

%Bo.r Espaco dos potenciais invariantes por translacdo com alcance menor que ou igual a R > 0
PB(Q) o-dlgebra de Borel

% (QY) Espaco das fungdes reais continuas sobre €2

&() Conjunto das medidas ergddicas

An Cubo definido por Z% N ngl[—n, nJ

An Cardinalidade do cubo A,,

% (Q)" Espago dos funcionais lineares continuos sobre 4'()

GC(®) Conjunto das configuragoes fundamentais de @

GSo(®) Conjunto dos estados fundamentais de ®

PBe Espacos dos potenciais invariantes por translagao absolutamente soméveis
Mo () Conjunto das medidas finitas invariantes por translagao

A () Conjunto das medidas de probabilidade

A () Conjunto das medidas finitas

O(w) Orbita da configuracio w € Q

Po() Conjunto das medidas de probabilidade invariantes por translacao

S Alfabeto finito de simbolos

(C] Acdo sobre o grupo aditivo Z¢



om Aplicacao shift sobre

Q Espago consistindo em todas as configuracoes w = (wn)nezd

74 Grupo aditivo \Reticulado d-dimensional

C;’I(An; R) Politopo

C’j (A,;R) Cone positivo em Cy(A,; R)

Cy(A,;R) Espago vetorial das combinagoes lineares de cilindros em C,
Crg  Cilindro com F' C Z%e w e SF

E(Z5(2)) Conjunto dos pontos extremais de Pg ()

h(a, (X,0)) Entropia de (X, ©) com relacao a cobertura aberta o de X
H(a, X) Entropia da cobertura aberta o de X

h,((X,0)) Entropia métrica da medida p € HPg(X)

hy(a, (X,0)) Entropia de (X, ©) com relacdo a p-particao o de X
H,(a,X) Entropia da p-particao o de X

Hy(A,;R) Subespago de Cy(A,; R) cujos coeficientes satisfazem as regras de Kirchoff

hiop((X, ©)) Entropia topoldgica de (X, O)
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Introducao

Dado um conjunto finito de simbolos S, o espaco configuracao de um modelo de spins sobre o
reticulado Z? é o conjunto S Zd, consistindo em todas as configuragoes w = (wp )neze. Um shift de
tipo finito (STF) é um subconjunto de SZ* definido através de regras locais. Shifts de tipo finito
(STF’s) em dinamica simbdlica sdo objetos fundamentais de estudo. Neste caso, um invariante
significativo é a entropia topoldgica, a qual, em poucos termos, mede o crescimento assintotico
de restricdes do STF em regides finitas de Z¢. Mesmo tendo sido estudado exaustivamente a
partir de uma perspectiva dinamica, STF’s aparecem naturalmente em outras areas. Em teoria
da informagao, STF’s foram usados por Shannon como modelos para canais de comunicagao
discretos [21], para o qual a entropia descreve a capacidade. Em fisica matematica, STF’s s@o
frequentemente chamados de modelos tipo caro¢o duro (hard-core models) e sao usados para
descrever uma variedade de sistemas fisicos, onde o formalismo termodinamico desempenha um

papel importante no entendimento das propriedades ergédicas de tais sistemas [18].

Recentemente, a pré-publicacao [5] evidencia importante diferencga entre shifts unidimen-
sionais e multidimensionais, com particular interesse na existéncia de STF’s unicamente ergodicos

sem configuragoes periddicas, o qual pode ser visto como um modelo para quase-cristal.

Neste trabalho, estudamos propriedades dinamicas e ergddicas de STF’s multidimensionais.
Além disso, caracterizamos o conjunto das medidas finitas invariantes por translagao através de
limites projetivos. O trabalho esta dividido em quatro capitulos, sendo que o primeiro capitulo

¢ dedicado aos conceitos introdutérios e a fixacao de notacao.

No segundo capitulo, introduzimos rigorosamente as nogoes de cristal, quase-cristal, con-
figuracao fundamental e estado fundamental. Mostramos que, qualquer potencial invariante por

translacao e absolutamente somével, o conjunto de suas configuragoes fundamentais é fechado



e invariante por translagao.

No terceiro capitulo, caracterizamos em dimensao arbitraria o cone das medidas finitas
invariantes por translacao através de limites projetivos. Mais precisamente, mostramos que o
cone das medidas invariantes por translacao é o limite projetivo do cone positivo de espagos
vetoriais de dimensao finita apropriadamente construidos. Dessa maneira, descrevemos o espago
vetorial dos potenciais de alcance finito ao limite indutivo associado ao limite projetivo das

medidas invariantes por translacao.

O ultimo capitulo é dedicado a STF’s e a nocoes de ladrilhamentos. As propriedades de
STE’s no caso unidimensional sao bem conhecidas e especialmente importantes em dinamica
simbdlica [10]. No caso multidimensional, STF’s sdo mais complexos e sua descri¢ao ainda é
precoce [5], [19]. Apresentamos aqui resultado mostrando que, em qualquer dimensao, STF’s
unicamente ergddicos completos tem entropia topoldgica nula. Por fim, definimos ladrilhamen-
tos, enunciamos algumas de suas propriedades e mostramos como relaciona-los com shifts mul-

tidimensionais.

E necessério frisar que esse trabalho surgiu de um estudo aprofundado de parte substancial
da pré-publicacao “On The Geometry of Ground States and Quasicrystals in Lattice Systems”
[4], de autoria de J. Chazottes, J. Gambaudo e E. Ugalde, os quais se mostraram extremamente
atenciosos ao responderem algumas perguntas e ao enviarem a pré-publicacao “On the Finite-

dimensional Marginals of Shift-invariant Measures” [5].



Capitulo 1
Conceitos Iniciais

Neste capitulo, desenvolvemos conceitos preliminares. Sendo assim, alguns resultados nao

serao demonstrados. Por convencao, consideramos o conjunto N = {1,2,...}.

Definicao 1.1 Dizemos que um conjunto I' C R? é um reticulado d-dimensional se existe um

congunto linearmente independente de vetores, by, ..., by, chamado base do reticulado, tal que
I'=7b®--- & Zb,,

isto €, I' consiste de todas as combinacoes lineares inteiras dos vetores da base.

Seja Z¢ C R? o reticulado d-dimensional, com pontos denotados por i = (ny,...,ng), onde
cada n; € Z, munido da norma ||7|| = max{|n;| : i =1,...,d}. Considerando um alfabeto finito
S, denotamos por €2 o espago produto SZd, consistindo em todas as configuragoes w = (wp )aezd-
Chamamos 2 de espaco configuracdo. O conjunto S equipado com a topologia discreta, induzida
pela métrica p : S x & — {0, 1}, definida por p(x,y) = 1 se x # y e por p(x,y) = 0 caso
contrario, é compacto. Isto implica pelo Teorema de Tychonoff que é compacto o conjunto {2
munido da topologia produto, denotada por 7p,.q. Definimos a métrica d : @ x Q@ — [0, +00)

por

d(w,w') := Z 2717l o, wh).

nezd



Observamos que

. = (2n+1)¢
Yoy ("2+) < +00. (1.1)

nezd n=1

Proposicao 1.1 A topologia induzida pela métrica d coincide com a topologia produto em €2,

isto é, (2,d) € um espago métrico compacto.

Prova. Para cada n € N, tomamos A, = {n € Z¢: ||n]| < n}. Dado € > 0, de (1.1) segue que
existe ng € N tal que

Z 2717l < ¢ para todo n > ny.
neZA\ Ay,

Dada uma configuragdo w = (wp)peza € 2, consideramos

A= ) et ({wad)
REAR,

onde 7; :  — & denota a projecao canonica. Dai segue que A é um aberto basico da
topologia produto e que w € A C B(w,€). Para mostrarmos a inclusdo contraria, tomamos
uma configuragio w = (wn)zeze € e um aberto bésico A = (., 7 (Az,) da topologia
produto contendo w, onde A, C S. Tomando p = max{||n;|| : j = 1,...,m} e considerando
0 <e <277, temos que w € B(w,€) C A, pois se w' = (w};)aeza €  verifica que p(wy;, w;; ) # 0
para algum j = 1,...,m, entdo w’ € B(w,¢). O

Dado A C Q conexo, m;(A) C S é conexo para cada i € Z¢. Como S estd equipado com
a topologia discreta, para cada i € Z? temos que 7;(A) se resume a um elemento de S. Daf
segue que A contém um tnico ponto de 2, isto é, () é totalmente desconexo. Além disso, todo

ponto w € €2 é ponto de acumulacao.

A o-algebra gerada pelos abertos da topologia produto é chamada o-dlgebra de Borel e
denotada por %(Q2). Tomando um conjunto F C Z? finito ndo-vazio, para cada configuracio
w = (wWm)meza € 2, denotamos por wp sua restricdo ao subconjunto F, isto é, wr = (Wi )mer €

uma configuracao em S¥. Um cilindro é um subconjunto da forma

CF@:{WEQZO)F:@},



onde @ é um elemento de S ¢ F C Z¢ ¢ um subconjunto finito nao-vazio. E claro que cada
cilindro Cr5 é um subconjunto aberto e fechado de . Além disso, a o-dlgebra de Borel #((2)

coincide com a o-dlgebra gerada pelos cilindros.

Seja € (£2) o espaco de Banach das fungoes reais continuas sobre 2, munido da norma do
supremo. Denotamos por € ()" o espago dos funcionais lineares continuos sobre %'(2), o qual,

quando equipado com a topologia fraca®, é um espago topolédgico metrizavel, ver [3] ou [17].

Definigao 1.2 Dizemos que uma sequéncia (Ly)neny em € ()" converge fracamente® para um

funcional linear L € €(Q)" se

lim L,(¢) = L(¢)  para todo ¢ € €(Q).

Denotamos por .Z () o conjunto das medidas finitas sobre Z(Q), e por .#*(2) o conjunto
das medidas de probabilidade sobre #(f2), o qual é um subconjunto convexo de .#(f2). Pelo
Teorema da Representacao de Riesz, podemos identificar o conjunto . (2) com o cone convexo
dos funcionais lineares positivos em €' (Q)" e, assim, introduzir uma topologia em . () usando
a topologia fraca® induzida. Mais precisamente, para uma medida p € Z(£2), um conjunto
finito F' = {¢1,...,on} C € () e € > 0, definimos

V(u, Fe) := {VE//(Q) : ‘/gbjdy—/qud,u‘ < € para todo ¢; GF}.

A topologia fraca™ em .#(Q2) pode ser definida estipulando que os conjuntos V' (u, F' €) consti-
tuem uma base de vizinhancas de p. Vale lembrar que se X é um espacgo topolégico compacto
metrizavel, o conjunto .#1(X) munido da topologia fraca* também é um espago topoldgico

compacto metrizavel, ver [1] para mais detalhes.

Proposigao 1.2 Uma sequéncia (jin)nen em A () converge para uma medida i € A4*(Q)

na topologia fraca™ se, e somente se,

lim [ ¢du, = /gbd,u para todo ¢ € €(€2). (1.2)

Prova. Suponhamos valida (1.2), consideramos F' = {¢1,...,on} C € () e € > 0. Para cada
1 < j < N, existe n; € N tal que | [ ¢;du, — [ ¢;du| < € para todo n > n;. Tomamos

5



ng = max{ny,...,ny}. Dai segue que
tn € V (1, Fy€e) para todo n > ny.

Reciprocamente, suponhamos que a sequéncia (i, )neny converge para uma medida p € .Z1(Q)
na topologia fraca*. Dado € > 0, tomamos o conjunto F' = {¢}. Entao existe ny € N tal que

tn € V (i, F,€) para todo n > ng, donde segue que | [ ¢du, — [ ¢pdu| < € para todo n > ng. O

1.1 Medidas Invariantes por Translacao

Para cada n € N, consideramos o cubo A,, = Z% N Hle[—n, n] e denotamos por A, = |A,|
a cardinalidade de A,. Sempre que nao for especificado, A, denotard o cubo acima. Mais

geralmente, temos a seguinte nogao.

Definigao 1.3 Um subconjunto finito A em Z4 é um cubo se existem n = (ny,...,ng) € Z¢ e
um inteiro positivo ¢ tal que A = Z4N H?Zl[ni —l,n; +{]. Quando n =0, dizemos que o cubo

estd centrado em zero. O inteiro positivo { é chamado o tamanho do cubo.

O grupo Z% opera continuamente sobre {2 pela acio © = (0™ : m € Z%), onde O™ : Q — Q
é a aplicagio shift sobre ), isto é, O™(w) = W' com W, = wpym para todo n € Z4. Por
conveniéncia, escrevemos w’ = w + m. Claramente, para cada m € Z?, a aplicacdo O™ ¢é um
homeomorfismo. Dizemos que o par (€2, ©) é um shift completo. Para cada configuragao w € €2,

definimos sua drbita por O(w) := {w +m : m € Z}.
Defini¢ao 1.4 Uma medida p € #()) € dita ser invariante por translagao se, para todo
B € B(Q) e qualquer m € Z¢, temos
u(B +m) = u(B)
ou, equivalentemente [13], se, para todo f € € () e qualquer m € 72, verificamos

[ reerdn= [ fan

Denotamos por #e(S) o conjunto das medidas finitas invariantes por translag¢ao e por Pg(2)

o conjunto das medidas de probabilidade invariantes por translacao.



Para exibirmos exemplos de medidas invariantes por translacao, observamos que a colegao

A formada pelo conjunto vazio e todas as unioes finitas de cilindros em
C={Cr,o:neNeweS"}

define uma &lgebra em (2.

Exemplo 1.1 (Medida de Bernoulli) Para cada s € S, associamos uma probabilidade de
ocorréncia p(s) > 0 tal que >, sp(s) = 1. Para cada F C Z* finito e qualquer configuragao

w = (Wm)mer € ST, consideramos

Definimos a fungio p : A — [0,400) pondo u(A) = > ;_, u(Ax), quando A = | |;_, Ak
com Ar € C en € N. A fungdo p estd bem definida e claramente define uma medida em A.
Note que, para w = (Wn)mea, € SM en € Z¢, vale a igualdade Cy, ., + 1 = Cp,_n., onde
W' € S € tal que W, = wmin para todo m € N, — . Dai seque que

p(Crw) = ] pwn) = ] pwh) = m(Crrnwr) = 1(Chpw + 7).

meAn, meEN,—n
Seja p* € A () a extensao da medida . O Teorema de Extensdo de Kolmogorov e a igualdade

acima implicam que p* € uma medida invariante por translagao.

Exemplo 1.2 (Medida de Markov) Tomamos S = {1,...,k} ed = 1. Dada P = (P})

uma matriz de ordem k com Py; > 0 tal que Z;?:l P;; = 1 para todo ¢ = 1,...,k, considere
vetor m = (my,...,m) com m; > 0 tal que m- P = m. Para cada F'={m,m+1,...,m+n} em
Z e qualquer © = (T, Tongt, - - - Tman) € S, consideramos

N(OF@) = T, H P$m+j—1@m+j'

j=1
Como no exemplo anterior, definimos a medida pn : A — [0, 4+00) pondo p(A) = 1, n(Ax),
quando A = |_|Z:1 A com A € C en € N. Como a medida de cada cilindro Cy,, ., depende
somente da configura¢io w e nao do cubo A, para cada m € Z, temos que u(Cy, » +m) =
w(Cr, ). Seja p* € A (L) a extensdo da medida . Pelo Teorema de Extensao de Kolmogorov,

concluimos que p* é uma medida invariante por translacao.

7



A partir da ordem indicada na Figura 1.1, é possivel fornecer um exemplo de medida de

Markov quando a dimensao do reticulado em questao é igual a dois.

Exemplo 1.3 Consideremos Z? munido com a ordem detalhada na Figura 1.1, bem como a
matriz P e o vetor ™ definidos como no exzemplo anterior. Para cada conjunto finito F' C 7>

nao-vazio e qualquer configuracio ¥ = (Tm5)mer € ST, tomamos

|F|—1

,U(OF,:E) == ﬂ.xno H Pznjil,xnﬁ
j=1
onde 1y € o menor elemento de F', n; o menor elemento de F\{no} e indutivamente n,, o menor
elemento de F\{no,m,...,Mn-1}. Como de costume, definimos a medida p : A — [0, 400)
pondo p(A) :=>"7_ 1(Ay), quando A=|[;_, Ay com Ay € C en € N.

Figura 1.1: Ordem de Z* com o ponto (0, 0) sendo o maior elemento

Além destes exemplos, toda configuracao periédica, ver secao 2.1, esta naturalmente asso-

ciada a uma probabilidade invariante por translacdo, dada pela expressao (2.1).

Verificar que uma medida é invariante por translacao pode nao ser uma tarefa simples. No
Capitulo 3, caracterizamos o conjunto das medidas invariantes por translacao através do limite
projetivo de espagos vetoriais de dimensao finita construidos usando as regras de Kirchoff. Esta

nova abordagem fornece um ponto de vista geométrico para tal problema, ver Teorema 3.1.



Defini¢ao 1.5 Um conjunto B € B(Q) € dito ser invariante por translagio se B+ m = B
para todo m € Z2.

Observemos que se X C €2 é um subconjunto invariante por translagao, entao o fecho de X
também é um conjunto invariante por translacao, pois, para qualquer conjunto fechado A em

Q contendo X e para todo m € Z4, temos que A + m é fechado e contém X.

Lema 1.1 (Krylov - Bogoulioubov) Seja X C Q um subconjunto fechado e invariante por

translag¢ao. Entio Pe(X) € ndo-vazio.

Prova. Seja v € .41 (X) uma medida de probabilidade. Para cada n € N, definimos a medida
[ = 3= Y onen, (M) € A (Q), onde (O").v(A) = v(A 4 7) para todo A € B(X). Sabemos
que .#*(X) é um espago topolégico compacto metrizével na topologia fraca*, donde segue que
a sequéncia (i, )neny admite uma subsequéncia (u,, )ien que converge na topologia fraca*. Logo,

existe uma medida p € .Z'(X) tal que

1—00

lim | fdu,, = /fdu para todo f € €(X).

Fixados f € €(X) e m € Z4, obtemos

’ [ tan- | fo@’"du’ — i | [ fdo,~ [ Fo0 ",
1— 00

— | S [raen- - S [ raen

ng

AEAR, €A+
1 .
< Zlgilox ) Z ) /|f|d(@ )<V
v nEAniA(Ani—i-m)
A, N (A, +1
i—$00 n;

ja que
1
An;

(2n; + 1)? — (2n; — [|Im])*

. . m)| <2

para todo n; > ||m]|.

Como f € €(X) em € Z¢ sao arbitrarios, concluimos que y € .Z'(X) é uma medida invariante

por translacao. 0



Tanto o lema anterior quanto o proximo sao resultados classicos em Teoria Ergodica. Para

conveniéncia do leitor, suas demonstragoes aqui foram incluidas.

s

Lema 1.2 Seja X C Q um subconjunto fechado e invariante por translagdo. Entio Pe(X) €

um subconjunto compacto e convexo de M (X).

Prova. Como .#*(X) munido da topologia fraca* é compacto e metrizavel, é suficiente mostrar-

mos que Pg(X) é um subconjunto fechado em .Z*'(X). Dada uma medida p € Po(X), existe

uma sequéncia (i, )ney em Peo(X) tal que
lim [ fdu, = /fdu para todo f € € (X).
Fixemos f € €(X) e m € Z¢. Entao

/fo@mdu: lim /fo@mdun = lim /fdun = /fdp.
n—oo n—oo

Daf segue que u € Pg(X). Claramente Pg(X) é um subconjunto convexo em .Z*(Q). O

Defini¢ao 1.6 Uma medida de probabilidade p € Po(Q) € dita ser ergddica se, para qualquer
B € () invariante por translagao, temos que ou u(B) =0 ou p(B) = 1.

Denotamos por &(£2) o subconjunto das medidas de probabilidade invariantes por translac¢ao

que sao ergodicas.

Definicao 1.7 Um ponto i em um subespago compacto e convexo D de um espaco vetorial E

¢ extremal se, para cada par de pontos py e po em D e qualquer nimero real X € (0,1) tais que

po= A1+ (1= N, temos que jy = pig = fu.

Defini¢ao 1.8 Seja p € Po(R2). Dizemos que uma fung¢ao B(L)-mensurdvel f: Q — R €
O-invariante mod p se, para todo m € 74, f(w+m) = f(w) em u-q.t.p. w € Q. Escrevemos

Z,(0) = {A € B(Q) : u((A—m) AN A) =0 para todo m € Z}.
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Teorema 1.1 (Teorema Ergédico de Birkhoff) Dadas uma medida p € Po(2) e uma
funcao f € Li(Q2, B(Q), 1), o limite

- 1
flw)= lim — " f(w+n) (1.3)
existe em p-q.t.p. w € Q. Além disso, a fungdo f é O-invariante mod p e

/fd,u: / fdp para todo A € Z,(0). (1.4)
A A

O Teorema Ergdédico de Birkhoff apresentado acima é uma generalizacao da formulagao
classica, a qual pode ser encontrada, por exemplo, em [12]. Tendo em vista a importancia do

Teorema Ergodico de Birkhoff, uma prova do mesmo encontra-se no apéndice.
Dada uma medida p € P¢(Q2), para cadan € Ne f € L(Q2, (), 1), chamamos a funcdo
Anf = ﬁ > men, 0 O™ de n-ésima soma de Birkhoff de f.

Proposicao 1.3 Sejam p € Po(Q) e f: Q — R uma fung¢ao O-invariante mod . Se p €

uma medida ergodica, entdo f é constante em p-q.t.p.
Prova. Seja A € A(2) um conjunto com p(A) = 0 tal que

f(w+m) = f(w) para todo w € Q\ A, m € Z°.

Para cada r € R, definimos B, := {w € Q\A : f(w) > r} € H(Q), o qual é invariante
por translagao. Existem ro,75 € R com rj > rg tais que u(B,;) = 0 e pu(B,,) = 1. Tomando
a=inf{r € R: u(B,) =0} € R, temos que

p(fH([a, +00)) = lim M(BaJ) =1 e p(B,) = lim M(Ba+i> = 0.

n—-+oo n——+00 n

Dai segue que f(w) =a em p-q.t.p. w € Q. O

Proposicao 1.4 Sejam p € Po()) uma medida ergédica e f: Q — R uma fungio B()-
mensurdvel tal que f € L1(Q, B(Q), u). Entao f(w) = [ fdu em p-q.t.p. w € Q.

11



Prova. Sabemos que f é O-invariante mod pu pelo Teorema Ergédico de Birkhoff. Entdo pela

proposicao anterior temos que f é constante em p-q.t.p. Daif segue que

/fdu = /fd,u = f(w) em p-q.t.p. w € Q.
0

Consequentemente, se u € Pg(2) é uma medida ergddica e se v € Pg(2) é uma medida
de probabilidade tal que v < p, entdo u = v. Com efeito, para cada A € #A(Q2), o fato que
Xa(w) = p(A) em p-q.t.p. implica que ya(w) = p(A) em v-q.t.p. O Teorema Ergddico de

Birkhoff, por outro lado, afirma que

/)‘(Ady =v(A),

donde concluimos que p(A) = [ xadv = v(A) para todo A € B(Q).

Proposicao 1.5 Denotando por E(Pe(2)) o conjunto das medidas extremais de Pg(S2),
temos que E(Po(2)) = &(Q).

Prova. Dada uma medida p € E(Po(f2)), suponhamos por absurdo que pu & &(£2), isto é, que

existe um conjunto A € #(2) invariante por translagao tal que 0 < p(A) < 1. Definimos as

medidas
pa(B) = % para todo B € #(2)
pona(B) = % para todo B € Z(12).

As medidas de probabilidade j14 e pio\ 4 sao distintas, invariantes por translagao e verificam que

p=p(A)pa + (1 — pu(A)) ey a, 0 que é um absurdo. Daf segue que p € &(2).

Dada uma medida p € &(£2), suponhamos que existem medidas 1, pig € Po(Q2) e A € (0,1)
tais que p = Apg + (1 — N po. Dal segue que py < pe ps < p, o que implica pela observagao
anterior que

M1 = p = p2.
Entao p € E(P6(Q)) e, portanto, provamos que E(Pg(2)) = &£(Q). O
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Definigao 1.9 O suporte de uma medida p € #(2) denotado por supp(u) € definido por

supp(p) == {w € Q: w(U) > 0 sempre que w € U, U € Tproa}-

Observemos que o suporte de uma medida p € .#(£2) é fechado. Isto porque se w € W,
entao todo conjunto U € Tpq que contém w também contém pontos de supp(u), o que implica
que p(U) > 0. Dai segue que supp(p) C supp(u). Se p € .4 (Q) é uma medida de probabilidade,
podemos representar o conjunto supp(u) como sendo a interse¢ao de todos os subconjuntos

fechados em (2 com medida igual a 1.

Definicao 1.10 Dizemos que um conjunto X C 2 fechado e invariante por transla¢ao é uni-

camente ergddico se contém o suporte de uma unica medida pux € Peo(12).

Equivalentemente, um conjunto X C 2 fechado e invariante por translacao é unicamente
ergodico se, e somente se, Po(X) = {u}. Dai segue que se X é um subconjunto unicamente

ergodico de Q e p € Po(2) é a medida tal que o suporte estd em X, entdo u € &(Q).

Dada uma medida p € Pg(Q2), para cadan € Ne f € L1(Q, A(), 1), recordamos que
Anf == Y en, Fo O™ onde A, = Z4NT[L [—n,n] e Ay = Ay,

Lema 1.3 Sejam X C Q um subconjunto unicamente ergodico e p € Peo(2) a medida cujo
suporte estd em X. Entdo para cada funcio f € €(X), a sequéncia de fungoes (A, f(w))nen

converge uniformemente para a fungao constante [ fdu.

Prova. Como X ¢é unicamente ergddico, entao u € Pg(2) é uma medida ergddica. Se A, f(w)
converge uniformemente a uma constante, pela Proposi¢ao 1.4 essa constante é igual a [ fdu.
Suponhamos, por contradi¢do, que A, f(w) ndo converge uniformemente para a constante [ fdpu.

Entao existe € > 0 tal que, para cada N € N, existem n > N e w, € X satisfazendo
s [ i = e (1.5

Para cada n > N que verifica (1.5), definimos a medida j1,, := 5= Y. cx (0™)udy, € A (X),
onde 4, € .#*(X) é a delta de Dirac no ponto w,. Como .#Z*(X) é um espago topoligico
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compacto metrizavel na topologia fraca®, a sequéncia (u,) admite uma subsequéncia (u,,)

convergente, ou seja, existe uma medida p., € #1(X) tal que

lim [ gdu,, = /gd,uoo para todo g € €(X).

i——+00

Para cada m € A, trocando a medida (©™),v pela medida (©™),d,, na prova do Lema 1.1,
mostra-se de modo andlogo que po € Po(X). Para cada n > N que verifica (1.5), temos
[ fdpn, = Ay f(wy), donde | [ fdu, — [ fdu| > €. Dal segue que

‘/fduoo—/fdu‘ =i§+moo‘/fdum—/fdu} >

o que implica que pio # p. Isso contradiz o fato de X ser unicamente ergodico. ([l

Definigao 1.11 Dizemos que um conjunto X C €2 fechado e invariante por translagdo € mini-

mal se nao contém nenhum subconjunto fechado proprio invariante por transla¢ao nao-vazio.

Proposicao 1.6 Sejam X C 2 um subconjunto unicamente ergddico e p € Po(2) a medida

tal que o suporte estda em X. Entao o conjunto supp(u) € minimal.

Prova. Dado um ponto w € supp(u), desejamos mostrar que w + m € supp(u). Para isso,
seja U € Tproq um aberto tal que w +m € U. Entao U — m € Tproq contém o ponto w. Dai
segue que pu(U) = u(U —m) > 0, donde concluimos que supp(u) + m C supp(u). Agora,
basta verificarmos que supp(p) C supp(u) + m. Sendo assim, dado w € supp(u), sabemos que
W' =w —m € supp(u), donde segue que w = ' + m € supp(p) + m.

Suponhamos que existe um conjunto fechado N € Z(€2) invariante por translagao nao-vazio

tal que N C supp(u). Consideramos uma medida vy € Pg(N) e definimos
v(A) =vn(ANN) para todo A € B(Q).

Dai segue que v € Pg(2) cumpre supp(rv) C N. Como X é unicamente ergddico, concluimos

que p = v e, portanto, temos que supp(u) = supp(v) C N. 0]
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1.2 Entropia Topolégica

Nesta secao, introduzimos a entropia topoldgica por meio de coberturas abertas. Este é
um importante quantificador do comportamento dinamico da acao ©, sendo um invariante por

conjugacao topoldgica.
Definicao 1.12 Seja o uma cobertura aberta de 2. Dizemos que 8 C a € uma subcobertura se
ainda cobre €, isto €, UBGB B = Q. Dada uma cobertura aberta o de €, consideremos
N(a) =1inf{|B| : p C « € subcobertura finita}.
Definimos a entropia de o por H(a, Q) := log(N(«)).

Definicao 1.13 Uma cobertura aberta B é um refinamento da cobertura aberta o, isto sendo

denotado por a < 3, se para todo B € 3 ewxiste A € a tal que B C A.

Seja o uma cobertura aberta de Q. Denotamos por « —m = {A —m : A € a} a cobertura
aberta formada por ©™-pré-imagens de conjuntos A € a, onde m € Z¢. Sejam « e 3 coberturas

abertas de 2. O refinamento comum de « e 3 é a cobertura aberta de {2 definida por

aVp:={ANB:Ac€a,BefeANB+# 0}
Proposicao 1.7 Sejam « e 8 coberturas abertas de 2. Verificam-se os sequintes itens:

(i) se a < B, entdo H(a,Q2) < H(5,Q);

(i) H(aV5,9) < H(a,Q) + H(5,9);

(iii) H(a —m,Q) = H(a,Q) para todo m € Z4.

Prova.

(i)- Seja 8" = {Bi,..., By} C B uma subcobertura com cardinalidade minima. Para cada

B; € p' existe A; € o tal que B; C A;. Entao o/ = {A4;,..., Ay} C o é uma subcobertura,
donde segue que N(a) < N(f).
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(ii)- Sejam o = {A1,..., Anw)} Cae S ={B,..., By} C [ subcoberturas com cardinali-
dade minima. Como o V 8’ C oV 8 é uma subcobertura, segue que N(aV ) < N(a)N(B).

(iii)- Fixemos m € Z% e tomemos {Ai,..., Ay} C a uma subcobertura com cardinali-
dade minima. Como {A; —m,..., Anw) — m} C a —m é uma subcobertura, temos que
N(ao—m) < N(a). Por outro lado, seja {A; —m, ..., An@-m) — M} C a —m uma subcober-
tura com cardinalidade minima. Entdo {Ai,..., Ay(a—m)} C o é uma subcobertura, donde
temos que N(a) < N(a —m). O

Definicao 1.14 Seja o uma cobertura aberta de Q. Para um subconjunto finito A C 79,
tomamos o™ = Vinea @ —1m o refinamento comum das coberturas o —m. Definimos a entropia

de (§2,0) com relag¢do a cobertura o por

1
h(a, (©2,0)) := limsup )\—H(o/\”, ),

n—oo n

onde A, = Z4 N[ [—n,n] e Ay = |A,.

Segue pela Proposicao 1.7, mais precisamente pelos itens (ii) e (iii), que a entropia de (£2, ©)

com relagao a qualquer cobertura aberta o de €2 ¢ finita, visto que temos a desigualdade

1
h(ca, (£2,0)) = limsup )\—H(CYA",Q) < H(o,Q) < +o00. (1.6)

n—o0 n

Definigao 1.15 A entropia topoldgica de (S2,0) € definida por

hiop((€2,©)) := sup{h(a, (2,0)) : a € cobertura aberta de 2}.
Para sistemas dinamicos em geral, a entropia topolégica nao é necessariamente finita. Mas,
como logo abaixo veremos, devido a compacidade de €2, é possivel mostrar que a entropia

topoldgica neste caso é, de fato, finita.

Proposicao 1.8 Seja a uma cobertura aberta de € tal que, para todo € > 0, existe n € N
cumprindo sup {diam(A) : A € o’} <. Entio hyop((€2,0)) = h(a, (2,0)).
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Prova. Seja § uma cobertura aberta arbitraria de €. Seja 0 o nimero de Lebesgue associado a
B. Isto significa que cada subconjunto de €2 tendo diametro menor que § estd contido em algum

elemento de 5. Tomando n € N tal que sup {diam(A) A€ aA”} < 6, temos que B < a’.

Assim, para cada k € N, segue que % < vﬁEAk a? —n. Para cada A € a’++, o fato de

A= () 4-a=(| ) 4-a|=1[) (ﬂ A(mﬁ)—m)—n
GEN 4k nEA qEN, nEN \MmEA,

g—n€EAn

implica que \/,. AL a? —n < o’k Pela Proposicdo 1.7, temos

1
h(B,(9,0)) = limsup — H (3, Q) < limsup

k—00 k k—oo n+k

Portanto, provamos que hy,((2,©)) = h(a, (£2,0)). O

H(oM*+ Q) = h(a, (2,0)).

Dado um cubo A = Z4N [, [~¢, €], observamos que a = {Ca,, : w € S*} é uma cobertura

aberta de €). Dado ¢ > 0, existe ng € N tal que

217l < ¢ para todo n > ny. 1.7
> P
meZ\ An

A

O refinamento comum a0 ¢ constituido por cilindros Cy,,, o com w € SAetno . Para cada

A € a®o temos que

d(w,w') = Z (Wi, wi) < Z 2~Imll para todo w,w’ € A,

MELL\ Apyn, MEZI\ An

o que por (1.7) implica que

sup{diam(A4) : A € a0} < Z 27 Imll < ¢,

mEL\ An,

Segue pela Proposicao 1.8 que hy,((€2,0)) = h(a, (2,0)) < 400, ou seja, a entropia topoldgica

de um shift completo é finita.

Por fim, se X C 2 é um subconjunto fechado e invariante por translacao, faz sentido

introduzirmos a entropia topolégica de (X, ©). Naturalmente, consideramos neste caso
hiop((X, ©)) :=sup{h(ca, (X,0)) : a é cobertura aberta de X}.
E claro que a entropia topolégica de (X, ©) ainda é finita, isto ¢é, hwy((X,0)) < +0o0.
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1.3 Entropia Métrica

Nesta secao, definimos a entropia de uma medida invariante por translacao, um conceito
que traz informacoes ergddicas do sistema dinamico. Por exemplo, a entropia de uma medida
invariante por translacao pode ser vista como um numero que mede quao desordenada pode

ser a acao de © sobre o suporte de tal medida.

Definigao 1.16 Dada uma medida i € #*(SY), uma cole¢io o = {A; 1 € I'} de subconjuntos
HB(2)-mensurdveis € uma pi-particao de Q se p(A; N A;) =0 parai # j, p(Q\(U;er Ai) =0 e
w(A;) > 0 para todo i € 1.

Definicao 1.17 A entropia de uma p-particio o de €2 é definida por

= = 3 (A log(u(4). (1)

Aca

Dadas uma medida g € Po(Q2) e uma u-particao o de Q, para cada m € Z%, denotamos
pora —m={A—m: A€ a} a p-partigao de ) formada por ©™-pré-imagens de conjuntos
A € a. Sejam a e B p-partigoes de Q. O refinamento comum de « e 5 é a p-particao de €2
definida por

aVp:={ANB:Aca,BefepnAnB) >0}

Observamos que se « e 3 sdo p-partigoes independentes, isto é, u(AN B) = pu(A)u(B) para
todo A€ ae B e 3, entao H,(aV 3,Q) = H,(o, Q) + H,(B,Q), ver [11] para mais detalhes.

Definigao 1.18 Sejam p € Po(2) e a uma p-particio de Q2. Para um subconjunto finito
A C Z%, tomamos o> = Vinea @ —m o refinamento comum das pi-particoes o — m. Definimos

a entropia de (2,0) com relagao a p-parti¢ao o por

hu(a, (2,0)) := limsup iHH(O/\“, Q2),

n—-4o00 n

onde A, = Z4 N ] [~n,n] e Ay = | A,

Definicao 1.19 A entropia métrica de uma medida p € Po(2) € definida por

h,((2,0)) :=sup {h,(c, (£,0)) : « € p-particao de Q@ com H,(a, ) < 00} .
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Como veremos no Teorema 1.2, ao estabelecer a entropia topoldgica como o supremo das
entropias métricas, o Principio Variacional indica, pelo discutido na se¢ao anterior, que a en-
tropia métrica de qualquer medida de probabilidade invariante por translacao ¢é finita. Em
particular, deduz-se que a entropia de (£2,©) com relagdo a qualquer p-particao de €2 também
é finita.

Mais geralmente, se X C 2 é um subconjunto fechado e invariante por translacao, entao é

possivel introduzir de forma andloga a entropia métrica para medidas em Pg(X).

Definigao 1.20 Seja X C 2 um subconjunto fechado e invariante por translagdo. A entropia

métrica de uma medida pn € Po(X) € definida por
h,((X,0)) :==sup {h,(o, (X,0)) : a € p-particio de X com H, (o, X) < +oo}.

Também nesse caso o Principio Variacional assinala que a entropia métrica de qualquer
medida p € Po(X) é finita.

Teorema 1.2 (Principio Variacional) Seja X C Q um subconjunto fechado e invariante

por translacao. Entao
hiop((X,0)) = sup  h,((X,0)).

HEPe(X)

Uma demonstragao do Principio Variacional pode ser encontrada, por exemplo, em [11].
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Capitulo 2
Configuracoes Minimizantes

Neste capitulo, introduzimos as nocoes de cristal, quase-cristal, configuracao fundamental
e estado fundamental. Provamos que, para um potencial invariante por translacao e absolu-
tamente somavel, o conjunto de suas configuragoes fundamentais é fechado e invariante por

translagao.

2.1 Cristais e Quase-cristais

Dizemos que a configuracio w € Q = SZ° tem dire¢io periddica m € ZAM\{0} quando
w+m = w. A configuragao w € €) é chamada periddica se tem d dire¢oes periddicas linearmente
independentes. Por outro lado, dizemos que a configuracao w € €2 é aperiddica se nao possui

direcao periddica.

Definicao 2.1 Para w € 2, dizemos que ¢ uma orbita periodica se w € uma configuracao

periodica.

Dada uma configuragao periédica w € 2, podemos definir uma medida de probabilidade
invariante por translacao associada a w. Com efeito, tomando um conjunto F' C Z¢ finito tal

que O(w) ={w+m:m € F}, definimos p,, : B(Q) — [0,1] por

1
= — . 2.1
M |F| Z 5w+m ( )

meF
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E claro que u,, ¢ uma medida de probabilidade invariante por translacao. Além disso, temos

que supp(fi,) = O(w).

Definigao 2.2 Definimos um cristal como uma configuragio w € §2 periodica. Sua orbita é

suporte de uma unica medida de probabilidade invariante por translagao, a saber, u, € Po(f).

Para um cristal w € €, nao é dificil ver que hy,((O(w),0)) =0 = h,, ((O(w), O)).

A Figura 2.1 representa um cristal cujas direcoes peridédicas sao os vetores U = (1,2) e
v = (3,1). Observe que podemos ladrilhar o plano de modo que as entradas em cada ladrilho

sejam as mesmas.

Figura 2.1: Configuracao periddica com S = {+,—} e d =2

Definicao 2.3 Dizemos que a configuracao w € ) € repetitiva se, para qualquer subconjunto
finito F C 7%, existe r(F) > 0 tal que, para cada cubo A, py C Z* com tamanho r(F), podemos

encontrar m € Z¢ de forma que F +m C Ar(r) € Wagm = wp para todo i € F.

Teorema 2.1 (Teorema de Gottschalk) Uma configuracio w € Q) € repetitiva se, e somente

se, o fecho de sua orbita O(w) € um conjunto minimal.
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O Teorema de Gottschalk é uma ferramenta importante na verificacao de repetitividade
sem utilizarmos diretamente a definicao, o que em muitos casos seria extremamente trabalhoso.

Uma prova do mesmo encontra-se, por exemplo, em [8].

E claro que toda configuragao w € €2 peridédica também é uma configuracao repetitiva, pois

nesse caso, o fecho de sua érbita O(w) = O(w) é um conjunto minimal. Isto motiva a considerar

repetitividade como um generalizacao de periodicidade.

Finalmente estamos em condicoes de definir quase-cristais. Tendo em vista que o fecho da
orbita de um cristal é um subconjunto minimal e unicamente ergdédico com entropia nula, é

interessante introduzir o seguinte conceito.

Definicao 2.4 Dizemos que uma configuracao w € €2 aperiodica e repetitiva € um quase-cristal

se o fecho de sua drbita O(w) € um subconjunto unicamente ergédico com entropia nula, isto €,

huop((O(w), ©)) = 0 = hy,((O(w), ©)),

onde i € Pg()) € a unica probabilidade suportada em O(w).

O ladrilhamento de Penrose apresentado no Capitulo 4 pode fornecer ao mesmo tempo

exemplo de configuragao repetitiva e quase-cristal, ver Figura 4.3.

2.2 Configuracao Fundamental e Estado Fundamental

Seja F a familia de todos os subconjuntos finitos nao-vazios de Z¢. Um potencial é uma
familia de fungoes ® = (Pp)per, onde cada g : 2 — R depende somente da configuracao
w € € restrita ao subconjunto B. Em particular, cada fungao &5 é A(Q2)-mensuravel. De
agora em diante, um potencial ® = (®p)pcr serd denotado apenas por ®.

Definicao 2.5 Um potencial ® € dito ser de alcance finito se
sup{diam(B) : B€ F e &5 # 0} < +o0.
Mais precisamente, ® ¢ dito ser de alcance R > 0 quando

sup{diam(B) : B€ F ¢ &5 #0} = R.

22



Exemplo 2.1 Sejam p € # () uma medida e R > 1 um nimero real. Para cada conjunto
B € F, definimos &5 : Q2 — R por

Op(w) == 1(B)u(Cpuwy) para todo w € €,

onde (B) = X, (% diam(B)). E claro que ®p depende somente da configuracio w €

restrita ao subconjunto B e que ® = (Pg)per define um potencial de alcance finito.

Definicao 2.6 Um potencial ® ¢ dito ser invariante por translacao se

Ppon(w) = Pp(w+n) para quaisquer w € Q, n € Z4, B € F.

Exemplo 2.2 Sejam p € Mo(2) uma medida invariante por transla¢ao e R > 1 um nidmero

real. Para cada conjunto B € F, definimos ®p : 0 — R por
Op(w) == u(B)u(Cpuwy) para todo w € €,

onde 1(B) = X1 (§ diam(B)). Sabemos que ® = (Pp)per define um potencial de alcance
finito, mais especificamente, de alcance R > 1. Além disso, temos que ® € invariante por
translacao, pois para cada conjunto B € F com diametro menor que ou igual a R e qualquer

configuracao w € €1, obtemos

CI)B—l-ﬁ(W) = M(CB-l-ﬁ,w(B.;.n)) = M(CB+ﬁ7W(B+ﬁ) + ﬁ) = :U’(OBy(UH-ﬁ)B) = CI)B(W + ﬁ)

A mecanica estatistica fornece varios exemplos de potenciais invariantes por translacao, ver

[11] para mais detalhes.

Denotamos por %o o espaco vetorial dos potenciais ® invariantes por translacao tais que

> 550 1®Bllec < 400, onde || - || denota a norma do supremo. Podemos introduzir uma norma
em e definindo
1@llo = [1®5]l.
B30
Nao é dificil verificar que o espago vetorial %o munido da norma | - [|p é um espago de

Banach. Denotamos por %g g 0 subespaco vetorial de #g constituido dos potenciais invariantes

por translacao com alcance menor que ou igual a R > 0. Definimos %o o = Jpog PBo.rs 0
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espago vetorial dos potencias com alcance finito. Introduzimos para um potencial ® € Hg o, a

funcao fp : 2 — R dada por

fq> = Z |B|_1(I)B.

B30
Observe que a funcao fs : €2 —> R esta bem definida e, além disso, é uma fungao continua,

pois a soma que a define é, de fato, finita. Para p € .Z(£2), usaremos a notagao
B30

Definicao 2.7 Dados um cubo A € F e um potencial ® € Bo, o Hamiltoniano sobre A para

® com condicao externa w' € Q € a funcgao
H ,:Q—R
Aw' - ’

dada por
HY (w) = Z Op(wawhe) para todo w € ),
B:BNA#£D
onde wpawWhe € Q) € a configuragdo que coincide com w em A e com W' em A°. O Hamiltoniano
sobre A para ® € a funcao
HY :Q — R,
dada por

HY (w) = Z Pp(w) = Hy ,(w)  para todo w € €.
B:BNA#D

Por questao de clareza, sempre que nao houver divida, denotaremos Hy , e Hy apenas por
Hy s e Hy, respectivamente. Observamos que a funcao Hy ./ : 2 — R estd bem definida e,

além disso, vale a seguinte desigualdade

Hp o (w) < Z |PB]c < Z (Z H<I>B||Oo> < +oo para todo w € Q. (2.3)

B:BNA#D neA \B>n

Exemplo 2.3 Dado um numero real R > 1, para cada B € F, definimos ®p : @ — R
pondo ®p = X0, (% diam(B)). E claro que ® = (Pp)per define um potencial invariante por

translagdo tal que ) 5=, || PBlloe < +00. Para cada cubo A € F e qualquer w' € Q, temos

Hy ,=|{B € F:diam(B) < Re BNA#0}| = Hy.
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Exemplos de Hamiltonianos com motivagao fisica podem ser encontrados em [11].
Lema 2.1 Dados um cubo A € F e um potencial ® € PBe, a funcao Hy : 0 —> R € continua.

Prova. Segue de (2.3) que Y p porg [|P5llec < +00. Entao dado € > 0, existe mg € N tal que

Z 195l = Z [PBloc — Z |®5|l| < € para todo m > my,

B:BNA#£D B:BNA#£D B:BNA£D
BZAm BCAm

onde A,, = Z*N[[L,[~m, m]. Dai segue que

Z bp(w) — Z dp(w)| < Z |®p(w)| < € para quaisquer m > myg, w € Q. (2.4)

B:BNA#D B:BNA#£(D B:BNA#D
BCAm BZAm

Para cada m € N, considere a funcao H,, : 2 — R dada por

Hpy(w)= > ®pw).

B:BNA#0D
BCAm

E claro que cada funcdo H,, é continua. De (2.4) segue que a sequéncia de funcoes (Hy,)men
converge uniformemente para a funcao H,. Finalmente, o Teorema do Limite Uniforme garante

que Hyp : 0 — R é continua. ([l
Dados um potencial ® € Bg e um cubo A € F, definimos

GCA(P) = weN: Z Op(w) = glél{leA,w(w/)

B:BNA#£D

Proposicao 2.1 Seja {A,}nen uma sequéncia crescente de cubos tal que |J, oy An = Z%. A

familia {GCa, (P)}nen € uma familia decrescente de conjuntos compactos nao-vazios.

Prova. Para qualquer cubo A € F, temos que |S*| < +o0o. Entao existe &’ € Q tal que

min Hy ., (W) = Hy (@) = Y p(@wae),
B:BNA#)
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onde w € Q é fixo. Notemos que Hy g, (w') = Hpw(w') para todo w' € Q. Assim

g}ég Hp g wpe (W) = ff}é% Hp (W) = Z O p(Wywae).

B:BNA#)D
Daf segue que Wywye € GCA(P). Em particular, para cada n € N, temos que GCa, (®) # 0.
Para mostrarmos que o conjunto GCa, (®) é compacto, é suficiente verificarmos que o mesmo
é fechado, pois 2 é compacto. Para isso, fixado n € N, nao ¢ dificil verificar que a aplicacao
T% : Q — Q dada por T¥ (w) = w) wae é continua para cada w’ € . Dado w € GCa, (D),
existe uma sequéncia (wy,)meny em GCa, (P) tal que w,, — w. Pelo Lema 2.1, temos que Hx,
¢ continua, donde segue que

. . . / . /
Ha,(w)= lim Ha,(wn) = lim minHy, o T3 (wn) = minHa, o TX (w)

= min Ha, ,(w').
w'efN

Dai segue que w € GCp, (P), donde concluimos que GCp, (P) = GCa, (P). Sejam A e A cubos
tais que A C A. Mostraremos que GCA(P) C GCA(P). Dado w € GCA(P), suponhamos por
contradigdo que existe uma configuragao w’ € Q tal que Hy ,(w) > Hy ,(w'). Dai segue que

Haw(w)= Y ®pw)+ D Ppw)> Y Ppwiwr)+ Y Ppw).

BBQA#@ B:BNA#D BBQA;&@ B:BNA#(D
Bczd\ A Bczd\ A
Cada ®p depende somente da configuracao w € € restrita a B € F. Assim

Ha(w) > Z O p(wywae) + Z D p(Wywpe) = Z Pp(wywae) = Ha (W),

B:BNA#(D B:BNA#£D B:BNA#(D
Bczd\ A

uma contradigdo. Em particular, segue que GCa, ., (P) C GCa, (P) para todo n € N. O

n+1
Denotamos a intersecao da familia {GCa, (P)},en por
GC(®) = (] GCa. (D).

neN

Observemos que GC(P) independe da escolha da sequéncia {A,},en. Para verificarmos isso,

sejam { A, hen € {A, bhen quaisquer duas sequéncias crescentes de cubos tais que
€ €

UAn:Zd:UAn.

neN neN
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Consideremos

GCA(®) = () GCa, (@) e GCO(@) = () GCx, (D).

neN neN

Dado 57 € N, existe £ € N tal que Aj C Aj. Segue da prova da proposicao anterior que
GCa,(®) C GCx (P), 0 que garante que GCA(®) C GC2(®). Analogamente se verifica que
QCE(QD) C GC?(®), donde concluimos que GC2(P) = QCA(QD) = GC(D).

Corolario 2.1 O conjunto GC(P) € invariante por translagao.

Prova. Dados m € Z% e w € GC(®), desejamos mostrar que w + m € GC(P). Para cada n € N,
note que

(W' +m)p, (W4 M)re = W), mWa,+m)e + M para todo w' € Q.

Entao para cada w’ € Q, temos que

Hp, pim(W +m) = Z Pp((w +m)a, (W —+ Mm)ac)
B:BNA,#0

= Z ¢B+m(wkn+mW(An+fn)C)
B:BNA,#D
= Hp,imw(W).

Dai segue que

iy Hppopim (W' + ) = min Hppimw(@) = Hy,pm(w) = Ha, (0 +m),

w'e w'e
ou seja, w +m € GCyp, (®). Por simetria, temos que GCy, (D) +m = GCy, (D). O
Definigao 2.8 Dizemos que uma medida v € Pg(2) minimiza a energia especifica se

(v, ®) < (u,®) para qualquer p € Pgo(2).

(Reveja a notagao 2.2.)

Defini¢ao 2.9 Dizemos que uma configuracio w € GC(P) € uma configuracao fundamental de

® e que uma medida p € M (Q) com suporte em GC(®) € um estado fundamental de ®.
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O Lema 1.1 e o Corolério 2.1 garantem que existe um estado fundamental invariante por
translagao, ou seja, que existe uma medida p € Pe(2) tal que supp(p) C GC(P). Denotamos
por GSe(P) o conjunto de todas as medidas p € Pg(2) tal que supp(p) C GC(P). De agora
em diante, um estado fundamental deve ser entendido como um estado fundamental invariante

por translacgao.

O teorema a seguir é devido a R. Schrader [20]. Ele afirma que, para um potencial ® € HBg .,
o conjunto das medidas que minimizam a energia especifica coincide com o conjunto dos estados

fundamentais de .

Teorema 2.2 (Schrader) Para um potencial ® € Be ~, 0 conjunto das medidas p € Po(S2)

que minimizam a energia especifica coincide com o conjunto GSg(P).

O Teorema de Schrader fornece uma outra caracteriza¢ao para o conjunto GS¢(®). Esta

nova caracterizacao, por ser mais simples, facilita a busca por estados fundamentais de ®.
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Capitulo 3

O Ponto de Vista Projetivo

Neste capitulo, introduzimos os conceitos de regras de Kirchoff, limites projetivos e indu-
tivos. Mostramos que o conjunto das medidas invariantes por translagao pode ser associado ao

limite projetivo de certos espagos vetoriais de dimensao finita.

3.1 Cilindros e Regras de Kirchoff

Por conveniéncia, neste capitulo, {A, },en denotard uma sequéncia crescente de cubos cen-
. e d
trados em zero cuja uniao é Z?. Recordamos que, para cada n € N, A, = Z4 N []7_,[—ln, 1],
onde [, é um inteiro positivo. Para qualquer configuraciao w = (wy)mea, € S4, consideramos
o cilindro

Capw ={w € Q:wy =w}.

Quando nao houver divida quanto a sequéncia de cubos utilizada, denotaremos Chp,, ., apenas
por C,,,. Podemos identificar a configuragao w € S*" com o mapa w : A, — S definido por
w(m) = wy, para todo m € A,. Assim sendo, toda vez que mencionarmos mapa w € S,
estd subentendida esta identificacao. Para cada n € N, denotamos por C,, a familia de todos

os cilindros C,,, com w € S2n e tomamos C = U, on Cn- Observe que os cilindros em C geram

neN
a topologia produto sobre (). Para cada n € N, identificamos o cilindro (), com a funcao
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Onw : C, — R dada por

1 sew), =wsy paratodom e A,,

0 caso contrario.

5mw(chwd):: {

Entao qualquer fungao .# : C,, — R pode ser escrita unicamente na forma . = Y _ca, 0wChw,
onde o, = .#(C,,,,). Feita essa identificacdo, para cada n € N, definimos o espago vetorial de

dimensao finita das combinagoes lineares de cilindros em C,, com coeficientes reais por

Ca(Ap;R) = { Z a,Ch, ., onde o, € R} ,

WwESAn

o qual equipamos com a norma || > -ca, 0Ch
em Cy(A,;R) por

| = > wesan |0l Definimos o cone positivo

CH(A;R) = { Z wChw, onde ay, > O}.

wESAn

Definicao 3.1 Dizemos que uma regiao convexa limitada de um espago vetorial n-dimensional

delimitada por wm numero finito de hiperplanos é um politopo.

Para cada n € N, definimos o politopo (ou simplexo)

C;’I(An;R) = { Z a,Ch, onde o, >0 e Z a, = 1} ,

weSAn weSAn

cujo o bordo denotamos por 8Cj’1(An;R). Esse bordo herda uma estratificagao natural em
faces F¥' == V¥ N C’j’l(An;R), onde V¢ é o subespaco préprio de Cy(A,;R) gerado pelo
conjunto C, \{C), . }. Para cadan € N, definimos a aplicagao linear Ev,, : €(Q)" — Cy(A,; R)
por

Ev,(L) := Z L(Xnw)Cnw paratodo L € €(Q)7,

wESAn

onde Xnw : 2 — R denota a funcao indicadora do cilindro C,,. Finalmente, definimos a
aplicacao linear Ev : €(Q)" — [,y Ca(An; R) por

Ev(L) := (Evn(L))nen  para todo L € €(Q2)".

30



A inclusdo i, : A, — A,;; induz uma aplicacdo sobrejetora p,, : SAn+1 — §%n . a qual
associa cada mapa w € S+ ao mapa w o i, € S*". Sucessivamente, p, induz uma aplicacao
linear sobrejetora (py,)« : Ca(Ani1; R) — Cy(A,; R) dada por

(pn)* Z Q) CnJrl w | = Z ay, Cn,woin .

weSAN+1 weSAn+1

Para cada n € N, observamos que

(pn)*<EVn+1<L)): Z L(XnJrl,w)Cn,woin = Z Z L(X?HLW) Cn,w’

wESABn+1 W' eSAn \ weSin+1. woin=w’
= E L(xnw)Cnw = Evy(L).
w'€SAN

(3.1)

Para k € {1,...,d}, seja &, = (0,...,0,1,0,...,0) € Z% onde 1 estd na k-ésima posicao.
Para cada n € N, definimos R := A, N (A, +¢&,) e Lk :== A, N (A, — &). Consideramos
a translagao t* : LF — R dada por t¥(m) = m + ¢, para todo m € LF e introduzimos o

subespago vetorial Hy(A,;R) de Cy(A,; R) impondo que os coeficientes «,, satisfacam

Z a, = Z a, paratodow €SFn k=1,....d. (3.2)

Anp . —w' Ap . —w' otk
weSAn: Wpk =W weSAn: wp ke =W otk

Counsideramos

H(Ay;R) = Hy(Ay; R)YNCT(AGR) e HIPNYALR) = Hf(A;R) NCH (AL R).

Defini¢ao 3.2 Para cada n € N, dizemos que os coeficientes de um vetor em Hj (A,;R)

satisfazem as regras de Kirchoff de ordem n ditadas por (3.2).

3.2 Limites Projetivos e Medidas

Nesta segao, descrevemos a estrutura projetiva das medidas invariantes por translacgao.

Dadosn € Ne Y canii @uChrirw € Hy(Any1;R), para cada ' € Streke {1,...,d}, temos

> > oal- ¥ > al.

QGSR§+1\REL WESAN+1; wRIfL+1:UJ/® @ESR§+1\R}§L WESAn+1; wL’jL+1:(wlw)Otﬁ+l
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_ k ~ . . —
onde w'w € Sfn+1 denota a configuragao que coincide com w’' em RE e com @ em RE, \ RF.

2. = 2 o,

A . . _ A . ; —
weSSn+1: (MOZ”)RI,“L =w’ weSSn+1: (wozn)L;ﬁ—w’ot’fl

Dai segue que

o que implica

(pn)*(Hj(Anﬁ-l;R)) - H;_(AMR)

()« (Hy " (Any;R)) € Hy (A R).

Definicao 3.3 Para cada n € N, definimos os limites projetivos pondo

lim CF (Ap;R) :={(ch)nen : cn € CF (An;R) € (pn)«(Cnt1) = cn, ¥n € N},

—(pn)«
l(im) H (A R) :={(cn)nen : cn € H (A R) € (pn)s(Cns1) = ¢, Vn € N},
H p7L *
l(im) HINALR) = {(co)nen : ¢n € HI (ApR) € (pn)a(Cagr) = cn, ¥n € N}
<—(Pn )=

Dada uma medida p € .# (), consideramos o funcional linear L, € € ()" definido por
L,(f) == [ fdp para todo f € €(Q2). Para cada n € N, tomando Ev,(u) = Ev,,(L,), temos,

como caso particular de (3.1), a relacao

Ev, (1) = (pn)«(Evpi1(p)) para todo n € N. (3.3)

Note que a familia A formada pelo conjunto vazio e todas as unioes finitas de cilindros em
C define uma dlgebra em §, isto é, verificam-se que Q € A, A° € A sempre que A € A e
AUB € A sempre que A, B € A.

Teorema 3.1 A aplicagao linear Ev satisfaz:

(i) Ev(Z(Q)) = lim CJ(A,;R);

—(pn)«

(ii) quando restrita a A (2), Ev é uma bijecao sobre sua imagem;

(i) Bv(Ao(Q)) = lim Hi(AuR);

—(pn)«
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(iv) Ev(Z(Q)) = lim H'(A,;R).

< (Pn)+

Prova.
(i)- Segue de (3.3) que
Ev((Q) C lim CF(A,;R).

—(pn)«

Reciprocamente, dada qualquer sequéncia (¢, )neny em l(im) CH(AL;R), seja F : C — [0, +00)
—(Pn )=
a funcao tal que

Cp = Z F(Cpw)Cny paratodon € N.

wESAN
Para cada w’ € 8" e n € N, temos de (3.1) que
Y F(Cunw) = F(Cuw). (3.4)

WwESAn+1, WOl =w'
Sabemos que todo elemento nao-vazio A € A pode ser escrito como uniao finita de cilindros
em C dois a dois disjuntos. Dado A € A, seja A = | |i_,; Ay uma unido finita de cilindros em C

dois a dois disjuntos. Definimos a fungao u : A — [0, +00) pondo

0 se A=10,
u(A) = n .
Zk:1 F (Ak) se A= |_|k:1 A, n €N,

Seja B = (Jpen Bry onde By N B; = 0 se k # j, B e Ae B, € A para todo k € N. Para
cada n € N, tomando C,, = B\(U,_, Bk), temos que C,,° € Tpoa, pois tanto B quanto os By
sao conjuntos abertos e fechados na topologia produto. Como €2 munido da topologia produto
é compacto e [,y Cn = 0, existem C,,,...,C,,, tais que J*, C,,° = Q, o que implica que
BN (Ui, By) =0, onde p = max{n; : i = 1,...,m}. Dai segue que B C |Ji_, By C B, ou
seja, temos que B = (J;_, By. Dado A € A, suponhamos que | |, Cy, o, = A = | [}_, Oy -
Tomando n = max{n;,m; : j =1,...,mek = 1,...,p}, podemos reescrever cada cilindro

Ch,w,; (vespectivamente Cy,, o, ) como unido de seus sub-cilindros de ordem 7, ou seja, temos

m’ m p p/
|—| C”’“’;' - |_| C"J'v‘”j =A= |_| ka@k = |_| Cn,®;~ (35)
Jj=1 J=1 k=1 k=1

Podemos supor sem perda de generalidade que m’ < p/. Assim, para cada j € {1,...,m'}, de

(3.5) segue que existe um tnico k € {1,...,p'} tal que

p/
(luw;:: LJ((ZLwér]CZLQ;):: Clu@éa (3‘6)

k=1

33



o que implica que m’ = p’. Da definigao de u, por um lado temos que pu(A) = Z;n:l F(Cnjw;)s
por outro lado temos que pu(A) =>7_ | F(Cpy, 5, )- De (3.4) temos que

m m’ p p
Y F(Cryy)) =Y F(Crur) e F(Crpa) = 3 F(Crgy)-
j=1 j=1 k=1 k=1
De (3.6) e do fato de m’ = p’, concluimos que
m/ P’
Ztga(cn,w;) = j\<Cn,Q;)
j=1 k=1

Assim, segue que i estd bem definida e por vacuidade define uma medida em A. Seja entao
w' e () a extensao de u, a qual por construcao verifica que Ev(u*) = (¢ )nen.

(ii)- Consideremos duas medidas p,v € #(2) tais que Ev(y) = Ev(v). Assim, temos que
w(Ch ) = v(Cy ) para todo Cy,,, € C. Como todo elemento nao-vazio em A pode ser escrito
como uniao finita de cilindros em C dois a dois disjuntos, temos que p coincide com v em A.
Entao, pelo Teorema de Extensao de Kolmogorov, segue que = v.

(iii)- Para todo k € {1,...,d}, neNeuw € S, consideremos os cilindros

Cry={weQ:wm=uw} e C’,’f’w,otg ={weQ:wy =woth}

Para cada w € (2, observe que (w — €;)gr = w' se, e somente se, wrr = w' o tkdonde segue que

C* w = C’,’fvw, + éx. Para cada p € #o(f2), temos que

> p(Cris) = p(CF o) = m(Ch o+ &) = p(CE,)

wESAN: w p =w'oth
n
= > 1(Chw)-

WESAn w}?ﬁ:w/
Daf segue que Ev(u) € lim HJ (A,;R). Reciprocamente, dada qualquer sequéncia (¢, )nen em
Dnx

lim HJ(A,;R), seja F : C — [0,+00) a fungao tal que

%(pn)*
Cp = Z F(Cpw)Chy paratodon € N.
wESAn
Para cada n € N, os coeficientes de ¢, satisfazem as regras de Kirchoff de ordem n. Entao,
para todo w' € S e k € {1,...,d}, temos que

Y F(Cuw) = > T (Ch)- (3.7)

Anp . — Anp . —w'otk
weSsn: W pk =W weSAn: wp k=W oty
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Definimos a fun¢ao p : A — [0, +00) pondo

0 se A=10,
M(A) = n g n
Dok F(Ak) se A=y Ax, n€N.

Pelo item (i) temos que p estd bem definida e além disso define uma medida em A. Para cada

n €N, de (3.7) temos que

u(Cr ) = u(CF ., +€,) para todo w' € St k=1,...,d (3.8)

:U(Cs,w’ot’g) = M(Cs,w'ot'; — &) paratodow' € 8™ k=1,... d. (3.9)

Dados C,,,, € C e k € {1,...,d}, tomemos m € N tal que A, C R¥ N LF. Entdo, podemos

considerar C), ,, escrito como

k _ _ k
|_| Cm,w’ot’fn - OTL,W - |_| Om,w’?
W SR (w'otk) A, =w W ESRR: Wy, =W
donde segue que
_ k _ _ k _
Chw— €k = |_| (me,ot,ﬁn —ep) e Chptep= |_| (ijw, + éx).
w' €SB (Wotk YA, =w W €SB Wi, =w

De (3.8) e (3.9) segue que u(Chpw — €x) = u(Chuw) = (Crw + €;). Tanto C,,, — €, quanto
Ch.w + €, podem ser escritos como uniao de cilindros em C dois a dois disjuntos. Aplicando o
mesmo raciocinio acima, temos que pu(Chp o £ €, £ €, £--- £ &) = u(Cpy). De modo geral,
concluimos que u(C, ., +m) = pu(C,,) para todo m € Z¢. Seja u* € .#(Q) a extensdo de p.
Para cada m € Z% definimos a medida v; € () pondo vy(A) = p*(A + m) para todo
A € B(Q) e observamos que

p(A) = u(A) = u(A+m) = u*(A+m) = vz(A) paratodo A €C, m e Z%.

Segue pelo item (ii) que p*(A) = vy (A) para todo A € Z(Q), m € Z%. Assim, temos que
W€ Mo(2) e por construgao esta verifica Ev(u*) = (¢n)nen-
(iv)- Como toda medida finita ndo-nula é obtida de uma medida de probabilidade pela multi-

plicacao de um nimero real positivo, de (iii) imediatamente temos (iv). O
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3.3 Limites Indutivos e Potenciais

Para cada n € N, consideramos os espacos vetoriais duais C(A,;R) (respectivamente

Hj(A,;R)) de formas lineares sobre Cy(A,,; R) (respectivamente Hy(A,; R)) e a aplicagao linear
(pn)* : Ci(An;R) — Cj(Ani1; R)

dada por
(pn)*(T) =70 (py)s para todo 7 € C(A,; R).

Definicao 3.4 Para cada n € N, definimos os limites indutivos pondo

l(im) Ci(A;R) = | | {(Tn)nzj € | | Ci(AL;R), onde (pp)*(Th) = Tna1, Yn > j} ,
—(pn)* . X
JjeN n>j

lim Hj(AsR) = {m)@ e [] Hi(AwR), onde (p)* (1) = Tusn, ¥ > J} .
—(pn)* . X
JeN n>j

Consideremos um potencial ¢ € Hg  com alcance R > 0 e denotemos por no(®) o menor

inteiro n tal que o tamanho I(n) do cubo A,, é maior que R — 1, ver Figura 3.1.

A

Ay 1 13)

R-1

A, 1(1)

Figura 3.1: d =2 e ng(®) =2
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Para cada B 3 0 tal que diam(B) < R, temos que B C A,, para todo n > ng(®). Como 5 =0
para todo B € F que verifica diam(B) > R, entdo, para cada w € S e n > ng(®), temos que
fo =" poo | Bl 7' ®p restrita a C,,, é constante. Denotamos essas constantes por fg. Assim,
para cada n > ng(®), o potencial ® define uma forma linear Ev} (®) : Cy(A,; R) — R dada

por

Ev; (®) ( Z amen,w) = Z anwfe” para todo ay,, € R.

weSAn wESAn
Observemos que
* *
(pn)*(EVn((D)) § : Oén'*‘lawcn‘f‘lw = EVn((I)) (pn)* E an+l,an+1,w
weSAn+1 weSAn+1
*
= EVn((I)) § an+1,wcn,woin
weSAn+1
N,WOLy,
= E an+1,wfq> .
weSAn+1
1 in
Como Ciqo C Chwoi para todo w € SAn+1 . temos que fot'¥ = 4% para todo w € SAn+1,
+1, WOln ) & ES

Dai segue que

z : n,woly _ 2 : n+lw * 2 :
CVnJrl,wfcp "= an+1,wf@ - EVn+1(q>) anJrl,anJrl,w

wESAN+1 weSAn+1 wESAN+1

Logo, concluimos que (Evj,(®))n>nq@) € l(im) C5(A,;R).  Finalmente, podemos definir a
—(pn)*

aplicacao linear Ev* : Bg oo — l(im) C3(A,; R) por
—(pn)*

Ev*(®) := (Ev},(®))n>ne(@) para todo ® € Ao .

Seja (1, @) € M (Q) x Boo. Para cada n > ng(P), observamos que fo = > csan fo Xnw

donde segue que

Evy (@) (Ev,(u)) = Ev,,(®) ( Z N(Cn,w>0n,w> = Z 1(Cnw) f6™ = (1, ®).

wESAn wESAn
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Capitulo 4

Shifts de Tipo Finito e Nocoes de

Ladrilhamentos

Neste capitulo, fornecemos outra caracterizagao para entropia topoldgica e introduzimos o
conceito de shift de tipo finito. Mostramos que qualquer shift de tipo finito unicamente ergédico
completo tem entropia topoldgica nula. Além disso, definimos ladrilhamento e enunciamos

algumas de suas propriedades.

4.1 Shifts de Tipo Finito

Definicao 4.1 Dizemos que um conjunto fechado e invariante por translacao X em 2 € um

shift de tipo finito (STF) se existe um conjunto F € F e um subconjunto P C S tal que
X=%(FP)={weQ: (w+m)r€P Vmel}.

Exemplo 4.1 Seja S = {1,...,k}. Podemos interpretar S como um conjunto de cores e

considerar X = X* ¢ 8% consistindo de todas as configuragoes em que pontos adjacentes do

reticulado tém cores diferentes. Claramente, X € um STF, sendo conhecido por “tabuleiro de

zadrez” quando d = 2, ver [19] para mais detalhes.

Ladrilhamentos também fornecem exemplos de STF’s, ver, neste sentido, o Teorema 4.3.
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Tomando & = {1,...,k}, recordamos que no caso unidimensional X C 8% ¢ um STF se

existe uma matriz de transicao quadrada A de ordem k com entradas 0 ou 1 tal que

X =X,:= {x = (Tn)nez € S A(2p, 2pr) =1, n € Z}.

Proposigao 4.1 Seja {A, }nen uma sequéncia crescente de cubos cuja unido é Z¢. Para qual-

quer STEF X nao-vazio e propriamente contido em 1, existe ng € N tal que
Ev,(Z6(X)) C 0CT (An;R) para todo n > ng.

Reciprocamente, para qualquer medida p € Po(2) tal que Ev,(n) € 30;’1(An; R) para algum

n € N, existe X,, um STF nao-vazio e propriamente contido em S tal que p € Po(X,).

Prova. Consideremos um STF X, um conjunto F' € F e um subconjunto P C S* tais que
X = X(F, P). Fixemos ny € N tal que F' C A,,,. Para cada n > ng, definimos o subconjunto
P, = {w € 8 : wp € P}, o qual claramente verifica (F, P) = (A,, P,). Dado w € 84",
observemos que se C,,, N X # (0, entdo w € P,. Para cada medida u € Pg(X), temos que

Ev,(u) = Z w(CrnwnNX)C,y = Z w(Crw N X)Ch .
wESAn wePy

Como X estd contido propriamente em €, existe ' € Q tal que wy ¢ F,, o que implica que
Ev, (i) pertence a face F:/A" C 00T (AL R).

Reciprocamente, consideremos uma medida p € P(Q) tal que Ev, (1) € 0C(A,;R) para
algum n € N. Definimos P, := {w € §*", onde u(C,,,) > 0} e tomamos X, = X(A,, B).
De Ev,, (1) € 0C ' (A,;R), existe ' € SA tal que Ev,, (1) € F*', o que implica u(C,, ) = 0.
Dai segue que X, estd contido propriamente em . Para mostrarmos que X, # 0 e que
1 e Po(X,), observe que supp(p) C € é um conjunto invariante por translagdo. Assim, se
w € supp(u), entdao w + m € supp(i) para todo m € Z?, donde segue que (w + m)a, € P,
para todo m € Z¢. Portanto, mostramos que X, # 0 e que supp(p) C X, o que implica que
pne Po(X,). O

Definicao 4.2 Seja X um STF. Dizemos que X é um STF unicamente ergodico se X é um

conjunto unicamente ergodico.
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Sejam {A, }nen uma sequéncia crescente de cubos cuja a unido é Z? e X = %(F, P) um
STF. Denotamos por ng(F, P) o menor inteiro positivo n tal que F' C A,,. Assim, para cada
n > no(F, P), definimos

Ny (X)=inf {|P)]: P, CS* e X = X(A,, P,)}.

Proposicao 4.2 Sejam {A, },en uma sequéncia crescente de cubos centrados em zero tal que
Unen An = Z% e X = X(F, P) um STF unicamente ergddico. Supondo que cada cubo A, possui
tamanho l,,, entao

hiop((X, ©)) = lggigop ER log N, (X).

Prova. Tomemos ng = ng(F, P) e consideremos a = {Ca, w € Cyy : W € P,y } cobertura aberta

de X = X(A,,, Py,) com |P,,| = N,,(X). Dado € > 0, existe mg € N tal que

Z 27Iml < ¢ para todo m > my, (4.1)
meZA\ Am,

A

onde A, = ZN[[L,[~m,m]. O refinamento comum a*mo é constituido por cilindros Ch,,

g3
onde w € S*motmo. Segue de (4.1) que sup{diam(A) : A € oo} < e. Para cadan > ng,oexioste
m, € N tal que l,, + m, = l,, o que permite considerar o refinamento comum a*"» como
sendo uma familia de cilindros Ch, ,, onde w € §*». Fixado n > ng, tomamos P, C 2" tal
que |P,| = N,(X) com X = (A, P,). Considerando = {Ca, . € C, : w € P,} cobertura
aberta de X e 8’ = {Ca, w;,--->Cn, .} C o uma subcobertura com cardinalidade mfnima
k = N(a®m), temos que 3 = 8/, pois tanto 8 quanto 3 cobrem X, Cx, , N X # @ para todo
w € P, Ca,w, N X # () para todo i = 1,...,k e dois cilindros sobre o mesmo cubo ou sdo
disjuntos ou sao iguais. Daf segue que N(atm) = || = |8 = N,(X). Pela Proposicio 1.8,
concluimos que
hiop((X, ©)) = lim sup 1 log N(a*™) = limsup L log N (o)
m—oo  Am n—oo  Am,

= 1 ——log N,,(X).
msup o gy 108 NaX)
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Defini¢ao 4.3 Sejam X um STF unicamente ergddico e p € Po(Q) a medida cujo suporte

estd em X . Dizemos que X é um STF unicamente ergédico completo se supp(p) = X.

Teorema 4.1 Sejam {A, }nen uma sequéncia crescente de cubos centrados em zero tal que
Unen &n = 7% ¢ X = X(F, P) um STF unicamente ergédico completo. Supondo que cada cubo

A,, possui tamanho l,,, entao
No(X)

limsup ———"——~
d—1 — 7
|S|22d+1d!lnoln

n—-+4o0o

onde ng = no(F, P). Em particular, X tem entropia topoldgica nula.

Prova. Para cada n € N, lembremos que A, = Z¢ N H?Zl[—ln, l,]. Para qualquer n > ng tal
que l,, > 21, + 1, definimos

d d
I™A, = 7N (H[_lm L] \H[_ln + 2, + 1,1, — 21, — 1]) . (4.2)

i=1 =1

N (X)

. 2d+1 d—1
—— " > 1, existe ny > ng tal que Ny, (X) > |S[F dnoln
|S[224H Ll

Se assumirmos que lim sup
n—-+00

Observamos que

d—1
1070 Ay | < 2d(2ng + 1) (2, +1)41 < 29(20, + 1) ( ( ) 2lm)du>

=0
24(21,,, + 1)d!(2l,, )4
22d+1d|l ld 1

no'ny

<
<

Entao, temos
S8 | < |SPHT M < N, (X).

Tomando P,, C 8% tal que X = X(A,,,P,) e |Py,| = N, (X), existem ao menos duas
configuragoes w,w’ € P,, que coincidem quando restritas a 0™ A,,,. Além disso, com relagao a
medida p € Po(£2) cujo suporte estd em X, possuem medida estritamente positiva os cilindros
Coo = CarnorCnw = Ca, & € Cpy. Considerando a fungao indicadora xn, o € ¢ (X), o
Lema 1.3 garante que a sequéncia de funcoes (A;xn, &(w)) jen converge uniformemente para a
funcao constante ;(Cy, 5 N X) = u(Ch, ). Dado 0 < € < pu(Cy, o), pelo Teorema de Birkhoff,
existe jp € N tal que

— Z Xnyo(w+n) > pu(Ch, o) —e >0 paratodo j > jj, we X. (4.3)
nEA
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Para cada k € N, consideramos

d
Ay =Z O [l = k(2L + 1), Loy + k(2L, + 1))

i=1

Tomando ky € N tal que A, C Ako, de (4.3) temos que
VweX, el | wtneCCy e (4.4)

Tomando Ko = l,, + (ko + 1)(2l,, + 1), para cada [ € N, consideramos
d
Ay =7 N [[[-Ko — 1(2Ko + 1), Ko + 1(2K, + 1)].
i=1

Fixado [ € N, observe que |A;| = (21 + 1)4 2L, 4 2(ko + 1) (2L, + 1) + 1]* = (20 + 1)¥ Ay 11l

ou seja, A pode ser escrito como a unido de (21 + 1)¢ cépias transladadas disjuntas de &koﬂ.

Sejam my, ..., M1y € ﬁl os respectivos centros de tais copias transladadas. Fixada uma
configuracio w € X, segue de (4.4) que existem n'(w) — my, ..., a2 (W) — M1yt € A,
tais que

(w+m;) + (A'(w) —my) = w+n'(w) € Cy,» paratodoi=1,...,(20+1)% (4.5)

Note que a diferenca entre os lados dos cubos &koﬂ e &ko é dada por Ko — l,; — ko(2l,, +1) =
2l,, +1, a qual é maior que o lado de A,,,. Dai segue que Al (w) := A, +7'(w) C A1 + 1M,

onde i = 1,...,(20 + 1)¢. Finalmente, definimos

{ nn =& (n—n'(w)) sen €Al (w), ondei=1,...,(20+1),
’]’I:

N = Wh caso contrario.

Na Figura 4.1, os quadrados cinzas representam cépias transladadas de &koﬂ, os quadra-
dos azuis, copias transladadas de Zko, os quadrados pretos, copias transladadas de A, e os
retangulos vermelhos, cépias transladadas de Z2 N Hle[—lm + 2y, + 1,1, — 2, — 1]. Efeti-
vamente, a configuracao 7 difere da configuracao w apenas nos retangulos vermelhos. Seja
P, C 8% tal que X = Y(A,,, P,,). Mostraremos que n € X = 3(A,,, P,,). Como

w,w" € B,, coincidem quando restritas a 9" A,,,, segue de (4.5) que 7 e w coincidem quando
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[
[
T

—~ 11 1 =

Figura 4.1: Representacao da configuracao n com d = 2

restritas a 0™ A, +ni(w), com i =1,..., (2l +1)%. Assim, temos que 7 e w coincidem quando

restritas a
20+1)4

( d
z'\ | | (zd O =t + 2 + 1,1y — 2L — 1]) +n'(w).
i=1 j=1

Portanto, se m € Z% é tal que

(20+1)4 d
(A +m)n ] ] <Zd NIt + 20y + 1,00, — 2Ly, — 1]) +a'(w) | =0,
i=1 j=1

entao (n+m)a,, = (W+m)a,, € Pn,. Por outro lado, se a intersegao acima é nao-vazia, como
a diferenga entre os lados dos cubos em (4.2) é dada por l,,, — (I, — 2l, — 1) = 2l,,, + 1, segue
que A,, +m C Al (w) para algum i = 1,..., (2l + 1)%. Logo, pela defini¢do de P,, C §%m,
existe ' € X tal que (W' + 7' (w))a,, =& = (n+7'(w))a,,, 0 que implica imediatamente que
(n+m)a,, = (W +m)a,, € Pn,. Como m € Z¢ é arbitrario, segue que 7 € X. Por construgao,

temos que
1

li —_—
1m (2K0+1)d7

1

S oo+ ) < (o) —
ﬁEAj

o que é uma contradi¢ao. Portanto, devemos ter

N (X)

limsup ———"——~
P |S‘22d+1d!ln0lﬁ_l -

n—-4o00

Em particular, existe N € N tal que

d—1
n

N, (X) < 2|S|22d+1d”"0l para todo n > N.
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Pela Proposicao 4.2, temos

2241411, 1971 1og | S| + log 2
< < : no"n —
0 — h’top((X7 @)) — nl—lf—i{loo (2ln + 1)d 07
donde segue que hy,((X,0)) = 0. O

Definigao 4.4 Seja d = 2. Para ny,ny € N, consideremos Ay, n, := Z* N [1,n1] x [1,n2]. Para

cada w € Q e quaisquer ny,ny € N, definimos

N(w,ny,n2) = |{(w+m)a € Shmimnz i € 22} .

ni,ng

Em poucos termos, N(w,n;,n2) denota o nimero de configuracoes em S22 que visita a
orbita de w. O proximo teorema é um resultado recente provado por A. Quas e L. Zamboni,

uma demonstragao do mesmo pode ser encontrada em [14].

Teorema 4.2 Seja d = 2. Se a orbita de w € 2 nao € periddica, entao

nin .
N(w,ny,ng) > 1—62 para quaisquer ny,no € N.

Para d = 2, a proposicao a seguir fornece uma indicacao sobre as dimensoes dos subespagos
. 1 ~ . . . . ~
contidos nas faces de dC; ' (A,; R), onde estdo localizadas as medidas invariantes por translacio

de shifts de tipo finito unicamente ergdodicos completos.

Proposicao 4.3 Sejam d = 2, {A, }nen uma sequéncia crescente de cubos centrados em zero
tal que U, ey An = Z*? ¢ X = X(F, P) um STF unicamente ergddico completo que nao se reduz
a uma orbita periodica. Supondo que cada cubo A, possui tamanho l,, existe N € N tal que

(20, +1)?

16 < No(X) < 2|8)% ™! para todo n > N,

onde ng = no(F, P).
Prova. Pelo Teorema 4.1, existe N € N tal que a estimativa a direita se verifica. Para mostrar-
mos a estimativa a esquerda, para cada n > N, tomamos n; = ny = 2l,, + 1 e consideramos

uma configuragdo w € X cuja dérbita nao é periddica. Como A, ,, = A, + (I, + 1,1, + 1),

temos
N(w,ni,no) = [{(w+ (L + 1,1, + 1) + m)a, € 8> 11 € Z*}| < N, (X). (4.6)
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Pelo Teorema 4.2 e de (4.6), temos

(21, +1)2

16 < N,(X) paratodon > N,

0 que prova o teorema. U

4.2 Nocoes de Ladrilhamentos

Seja R? o espaco euclidiano d-dimensional equipado com uma base ortonormal B. Sejam
p C R? um poliedro e s € S um sfmbolo. O par ordenado (p, s) denota o poliedro p marcado

por s € S. Dizemos que s € § é a marca de (p, s), o qual denotamos apenas por p.

Definicao 4.5 Dizemos que um poliedro marcado por uma letra em S € uma prototelha.

Defini¢ao 4.6 Seja P = {p1,...,pn} um conjunto finito de prototelhas. Um conjunto de

poliedros {t; : i € Z} marcados com letras em S é um ladrilhamento de R? através de P se:

(1) Uiezti =R
(ii) Int(t;) NInt(t;) =0 se, e somente se, 1 # j;
(iii) set;Nt; #0 ei#j, entao t; et; compartilham uma face d — 1-dimensional;

iv) para todo i € 7, existem j(i) € {1,...,n} eu; € R tais que t; = p;iy + u; e a marca de
(%)

t; coincide com a marca de pj).

Os poliedros t; sao chamados telhas. Observe que RY nao pode ser ladrilhado por um
conjunto finito de telhas e que obstrucoes para realizar um ladrilhamento sao devidas exclusi-

vamente a geometria do poliedro, nao de sua marca.

Seja P = {p1,...,pn} um conjunto finito de prototelhas do qual é possivel construir um
ladrilhamento de R?. Denotamos por 7 (P) o conjunto de todos os ladrilhamentos de R?
através de P. O grupo R? opera naturalmente sobre 7 (P) pela agao © = (0% : u € R?), onde
O : T(P) — T(P) é a aplicacio translagio sobre T (P), ou seja, O%(T') = T' onde T" é obtido
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pela translacdo de todos os poliedros em T pelo vetor u € R?. Por conveniéncia, escrevemos
T =T+ u.

Denotamos por B,(0) a bola aberta com raio € > 0 centrada em 0 € R%. Dados T, 7" € T (P)
eu € R (T +u)NBi(0) =T N Bi(0) significa que T + u e T" coincidem em Bi(0).

Lema 4.1 Para T, T' € T(P), definimos
o(T,T') := inf {{1} U {e € (0,1) : existe u € B(0) com (T +u) N B1(0)=T"N B;(O)}} :

Entao o define uma métrica.

Prova. Provaremos somente a desigualdade triangular. Sem perda de generalidade, suponhamos
que 0 < o(T,T") =a' <V = o(T",T") com a' +V < 1. Para 0 < e < 1 — (a’ + V'), existem
a,b € (0,1), u € B,(0) e v € By(0) tais que

%(0) =7'nN B% (0) (4.7)

a’+§>a com (T'+u)NB

V45> b com T/ B (0) = (T = v) 1 By (0). (48)

Tomando ¢ = a + b, temos que 0 < ¢ < 1 com B1(0) C (B%(O) N B1(0)). Como caso particular
de (4.7) e (4.8), temos que w = u + v € B.(0) com (T'+ w) N B1(0) = T" N B1(0). Dai segue
que o(T,T") < ¢ = o(T,T") + o(T', T") + €. Como € ¢ arbitrariamente pequeno, concluimos a

demonstracao. O

Munido com a topologia induzida pela métrica o, segue que T (P) é um espago topoldgico

compacto e as acdes O sdo continuas, ver [15] para mais detalhes.

Denotamos por 75(P) o conjunto de todos os ladrilhamentos T' = {t; : i € Z} € T(P)
tal que 0 € R? é o baricentro de alguma telha t; € T. Frequentemente, To(P) é chamado de
transversal canonica do espaco dos ladrilhamentos, sendo um conjunto totalmente desconexo,
ver [15]. Observamos que se Ps é uma cole¢ao de cubos unitarios marcados por letras em S
com |Ps| = |S|, de forma que as faces sdo paralelas aos vetores da base ortonormal B, entdo

75(P) claramente é homeomorfo a = S%°.
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Definicao 4.7 Uma prototelha de Wang € um quadrado unitario cuja as arestas sao coloridas
e paralelas aos vetores da base canénica em R?. O conjunto de cores que colore as arestas do
quadrado unitdrio pode ser vista como sendo sua marca. Com isto, S € o conjunto de quddruplas

de cores, ficando subentendida uma certa ordem de coloragao.

Seja W uma colegao finita de prototelhas de Wang distintas. Denotamos por Ty C T (W) o
subconjunto dos ladrilhamentos de R? através de W tal que qualquer par de arestas adjacentes
tem mesma cor. Chamamos Ty, de espaco dos ladrilhamentos de Wang. Todo ladrilhamento
T € Ty pode ser transladado por um vetor ur € R? de forma que cada prototelha de Wang
esteja centrada sobre um ponto do reticulado Z2, permitindo assim associar ao ladrilhamento

T € Ty um elemento em W%,

Definicao 4.8 Dado T € Ty, consideramos Xyy 1 C WZ como sendo a érbita do ladrilhamento
T+ ur € WZQ.

O préximo resultado é uma 1til observagao feita por K. Schmidt. Uma demonstracao pode

ser encontrada, por exemplo, em [19].

Teorema 4.3 Para qualquer colecao finita W de prototelhas de Wang distintas e qualquer

ladrilhamento T' € Ty, temos que Xy € um shift de tipo finito em W2,

Concluimos o capitulo descrevendo ladrilhamentos de Penrose com regras locais, o qual é
um ladrilhamento construido com um conjunto de quarenta triangulos distintos (prototelhas
de Penrose distintas). Para formar este conjunto, consideramos apenas dois triangulos que sao
decorados com setas sobre suas arestas e sao rotacionados por todas as rotacoes com angulo

multiplo de Z. Estes triangulos fundamentais sao mostrados na Figura 4.2.

ININ

Figura 4.2: Prototelhas de Penrose

O préximo teorema ¢ um resultado util, uma demonstracao do mesmo podendo ser encon-

trada, por exemplo, em [16].
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Teorema 4.4 Tomando T (Penrose) como sendo o espago de todos os ladrilhamentos de Pen-
rose, temos que o sistema dinamico (T (Penrose), R?) é minimal e unicamente ergédico. Além
disso, (T (Penrose), R?) tem entropia nula.

O teorema enunciado acima indica que um ladrilhamento de Penrose, ver Figura 4.3, apre-

senta as propriedades fundamentais de um quase-cristal.

< /N>
VA2 AN

N
NN SN

A
KNKERIN

Figura 4.3: Ladrilhamento de Penrose
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Apeéendice A

Prova do Teorema Ergddico de

Birkhoff para Zd-a(;('Ses

Nesse apéndice, para conveniéncia do leitor, apresentamos uma demonstragao do Teorema
Ergédico de Birkhoff para Z%-acoes. Ressaltamos que este resultado se encontra registrado na

literatura, como, por exemplo, em [11].
Definigao A.1 Um sistema dinamico preservando medida é uma quddrupla (X, A, p,T), onde
(X, A, p) € um espaco de probabilidade e a agio T = (T9 : g € G) do semigrupo G = Z< ou do

grupo G = 7 satisfaz:

(i) 79: X — X é A-mensurdvel e u(T79A) = u(A) para quaisquer A € A, g € G;

(ii) T° = Idx e T9t9 =T90TY para todos g,q' € G.

Uma fung¢ao A-mensuravel f : X — R é T-invariante mod p se, para cada g € G, temos

que foT9 = f em p-q.t.p. Definimos

Z(T) ={Aec A: W(T"7AA A) =0 paratodo g € G}

Z(T):={Ae€ A: T79A = A para todo g € G}.
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Entdo Z,(T) = Z(T) mod p, pois para cada A € Z,(T), temos que A" = Ui (Nyee T~ A)
pertence a Z(T) e u(A A A") = 0.

Dizemos que A’ é uma sub-o-dlgebra de A se A’ é uma o-dlgebra e estd contida em A. E
facil verificar que Z(T) e Z,(T) sdo sub-o-dlgebras de A e que qualquer fung¢do A-mensurdvel

f é T-invariante mod p se, e somente se, f é uma fungao Z,(7)-mensuravel.

Seja {eq,...,eq} a base canonica do reticulado GG. Para cada n € N, definimos

d
A, = {g:ZgieiEG:|gi\<n paratodoizl,...,d} e A=Ay,

i=1

Teorema A.1 (Teorema Ergddico de Birkhoff) Seja (X, A, p, T) um sistema dindmico
preservando medida. Para cada funcdo f € L1(X, A, 1), o limite

f(z)= lim — Zng (A1)

n—>+oo
geA
existe em p-q.t.p. x € X. Além disso, a funcio f é T-invariante mod p e

/ fdu = / fdp para todo A € Z,(T). (A.2)
A A

Observamos que (A.2) define f em p-q.t.p. no sentido abaixo descrito.

Defini¢ao A.2 Seja A" uma sub-o-dlgebra de A. Para cada f € Li(X,A,p), eriste uma

fungdao A'-mensurdvel f que é unicamente determinada mod p pela sequinte propriedade:
/ fdp = / fdu para todo A€ A (A.3)
A A

A classe de equivaléncia mod p da fungdo f € chamada esperanca condicional e denotada por

Eulf | AT
Faremos a demostracio do Teorema Ergédico de Birkhoff tomando G = Z4 %, pois 0 caso em

que G = Z¢ se reduz ao caso G = Zi. Com efeito, para cada o = (0y,...,04) € {—1,1}4,

consideramos a acio Ty = (TY : g = 3.0, giei € Z%), onde T¢ := T com o g := S oigies
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Mostraremos que todas as o-dlgebras Z,(7,) sao idénticas e coincidem com Z,(7). De fato,

para A € A e g € Z%, observamos que
p(T9ANA) = u(TIAN A). (A.4)

Trivialmente temos que Z,(7) C (), Z.(7,). Para cada g € Z%, existem o, € {—1,1}* e g € Z%
tais que g = o4 % g. Dado A € (N, Z,(75), temos que

T 9ANA) = pu(T"AN A) =0,

donde segue que A € Z,(T). Logo, mostramos que Z,,(T) = (), Z.(7,). Dados 0,0’ € {—1,1}¢,
mostraremos agora que Z,,(7,) = Z,(7/). Dados A € Z,,(T,) e g = Zle gie; € 22, observamos

que
d

d d
/ o / . / - /
o xg= 0;9:€; = 0,0i0;9i€; = (Ji0i>0 * g;€;.
i=1 i=1

i=1
Como olo; € {—1,1} para todo i € {1,...,d}, consideramos

9" = Z gie; € g = Z gi€i-

i olo=1 i oloy=—1

Entao o' x g =0 % gt — o x g~, donde
(T 9ANA) = (T~ +7 AN A) = p(T79 ANTTA). (A.5)
Segue de (A.4) que
w(T79 AN A) =0= (T AN A). (A.6)

Usando propriedade da diferenca simétrica, temos que
w(T79 ANTTA) < (T AN A) + p(T79 AN A) =0,

o que por (A.5) implica A € Z,(7,/). Por simetria, temos que Z,(7,) C Z,(7,), donde segue
que Z,(75) = Z,(T). O fato que Z,,(T) =, Z.(75) implica, enfim, Z,(T) = Z,(7,).

Para cada n € N, consideramos A} := Z% N A, e A} := [A}]. Supondo vélido o Teorema
Ergédico de Birkhoff para a acio T, com o € {—1,1}% entao para cada f € Li(X, A, p), o
limite

o) = lim — 3 f(79)

n—-4oo )\TJ’;
geAT
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existe em pi-q.t.p. € X. Se fosse verdade que » -\ foT9 =73 > _\+ foT?, imediatamente
terfamos f = 279" _f, = E,[f | Z.(T)] p-q.t.p. Essa decomposicio de A, porém, contém
elementos que sao contados mais de uma vez. Com efeito, os elementos g = Zle gie; € A\,
com exatamente k indices i para os quais g; = 0 sao contados 2¥ vezes. Sendo assim, para cada
ke {1,...,d}, tomamos

Ty = {(ir, ..., ip) €{1,....d} 1ij £ igsej#(}.
Para cada I = (i1, ...,ix) € Iy, consideramos
Apg, = {g—ZgleZ e NS 19, =0 paratodojzl,...,k}.

Dai segue que

D oo =" DY foTd | =D @ -1 D | D D foTy :

g€hn o \geA) k=1 o \I€Li \g€An 1,

donde

—ZfOTg = (2nn—1)z wi 2 1o

™ geA, geAy
d i nd—k
=2 @D X Gy | 2 T
k=1 o I €Ty, gEAn Iy

Para quaisquer k € {1,...,d}, I, € I e 0 € {—1,1}%, o Teorema de Birkhoff para Z¢ *-acoes
implica que o limite

lim

n—-+o0o nd Z f ° Tg

geAn NN

existe pu-q.t.p. Enfim, temos que

f=2""Y o =Euf | Z.(T)] p-atp.,

nd—Fk

pois lim,, o =2 anim? = 0 para todo k € {1,...,d}.

Prova do Teorema Ergodico. Faremos a prova por inducao na dimensao do reticulado

G = Zi. Para G = Z, admitimos o teorema, o qual pode ser encontrado provado na maioria
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dos livros sobre teoria ergddica. Por hipdtese de indugao, suponhamos o teorema valido para

G = 7% com d > 1. Para uma funcdo f € Ly(X, A, ), definimos

1
Suf =D foT? Auf=35uf,

geAT

A f :=liminf A, f, A"f:=limsupA,f.
n—+00 n—+o0o

Como f = f* — f~, podemos supor sem perda de generalidade f > 0.
Passo 1: Para cada i € {1,...,d}, temos que

, 1 1 1
AfoT = = > foT?=Anf~—; > foT'+— > fore
" geEAT te; gEAT \(A +e) ge(Af4e) \ A

Anf—% 1 Z foT9

-1
gEAT \(A +ei)

v

Se d = 1, o termo dentro dos parénteses ¢é igual a f. Caso d > 1, podemos aplicar nesse termo

o teorema ergddico com G = Zi‘l. Em qualquer caso, temos

AT foT% =limsup A, f oT% > limsup A, f = AT f p-q.t.p.

n—-+o00 n—-+40o

Por outro lado, temos que

SafoT®= ) foT?= ) foT'— )  fol'<S.f

gEAT +e; geAt geAT  \(Af +er)
Entao ;
. 1 . n+1
ATfoT® < limsup —S,y1f = limsup ( ) Anirf
n—+oco T n—+oo

n+1\°
< limsup( ) limsup A, f = ATf.

n—-+oo n n—+o0
Dai segue que AT f oT% = A" f p-q.t.p. Como e; é arbitrario, para cada g € Zi, concluimos
que At foT9=A"f u-q.t.p.

Passo 2: Queremos mostrar que

/A+fdu < vd/fdu,

onde 73 =1 e~y =2%parad > 1. Parar >1e0 < e <1, definimos H, . := (1 —e)(ATf AT).
Note que 0 < H, . < (1 —€)r < r. Pelo Passo 1, temos que H, . oT9 = H, . pi-q.t.p. para todo
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g € Z%. Definimos 7 : X — N pondo 7(z) = min{n € N : S, f(z) > A\ H, (z)}. Observamos
que 7(x) < 400 para todo x € X, pois

e se ATf(z) =0, entdo H, (z) =0 < f(z) = )\%Slf(x), de modo que 7(x) = 1;
e se 0 < AT f(z) < 400, entdo H, (z) < (1 —e)AT f(x) < AT f(x), donde 7(x) < +o0;

e se AT f(x) = 400, entdo H,(x) = (1 — €)r < +00, 0 que garante 7(x) < +00.

Para M € N, consideramos f := f + H, - Xir>m) € T(2) :=min{n € N : Sof(z) > AT H, ()},
onde [1 > M| ={x € X : 7(x) > M}. Observamos que 7(x) < M para todo = € X, pois

e se 7(x) > M, entdo /\%Slf(a:) = f(x) + H,((x) > H, (), o que assegura 7(x) =1 < M;

e se 7(x) < M, entdo Sy f(x) = Sr@) f(x) > A,

2 N Hre(z), donde 7(z) < 7(z) < M.

Para cada 2 € X, desejamos obter A/ (x) C A} tal que {A;(Tgx) +g C A ge A (x)} seja

uma familia de cubos dois a dois disjuntos em A} com
D I gl =75 (n— M) (A7)
geN; (2)
Para d = 1, tomamos
AL (z) == {w(z) : pu(z) € Ay},

onde py(z) = 0 e pri1(z) = op(z) + F(T¥@) ) para todo k& > 0. Seja kg > 0 o maior inteiro

tal que g, () € At ,,. Entao, temos

k’o kO

S M| = SOF(T02) = 3 [pia (@) — i) = g () > 0 — M.
geN! (x) i=0 i=0
Se y € A;(T‘Pk(z)x) + or(z), entao i (r) < y < pri1(x), o que implica que

(AL ooy T 0r(2) (@) € () }

¢ uma familia constituida por cubos em A, os quais sao dois a dois disjuntos. Para d > 1,

n’

temos o seguinte lema aplicado a I(g) = 7(T9x).
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Lema A.1 Dados inteiros positivos n > M e uma fung¢ao l : N — {1,... M}, existe um
conjunto A, C A} tal que {A;Eg) +g:g9 € A} é uma familia de cubos em A} dois a dois
disjuntos € 3 cpr |A;Eg)| > 27%(n — M)2.
Prova. Seja Dy uma colegao maximal de conjuntos disjuntos da forma A}, +¢g com l(g) = M e
g € A ;. Supondo construidas as colegoes Dy, .. ., D; para algum 1 < i < M, definimos D;_;
como sendo uma colegao maximal de conjuntos disjuntos da forma A} |, + g com i(g) =i — 1
e g € A ,,, para qual quaisquer dois conjuntos distintos em Dy U Dy—y U --- U D;_q sdo
disjuntos. Definimos

M

A = {g eA A;Eg) +g¢€ UDZ} .

i=1
E claro que {A;{g) +g:9g€eN}= Uf\il D;, uma colegao de cubos em A}, os quais sao dois a
dois disjuntos. Dado h € A ,,, existe g € A/, tal que l(g) > I(h) e (A;Eg) +g)N (A;Eh) +h) # 0.
Tomando By = {h € A;_,, : Ajy, N (A, +9—h) #Del(g) >1(h)}, temos ATy, C Uyep, By,
donde seque que

Ayl = (= M)T <Y Byl < Y (2U(g))"

geA, geA,

A figura abaixo ilustra o argumento por tras da ultima desigualdade (para d = 2).

‘\ﬁy) +9

L\f(h) +h

h

— 29 — |

Figura A.1: Representacdo da majoracao de |B,|

Assim, concluimos que ) |AZJE9)| > 27%(n — M)%. O

geA],
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Da definigao de 7, do fato de H, . ser T-invariante mod p e de (A.7), podemos estimar

Suf(@) = D (foT@) > > > (foT)= Y. > (foT9)(T"x)

geAL heA’()geA +h heA;, () geAt

F(Tha) #(Tha)
- Z S Th Z )\~Th 746 Th )
heA! (z) heA’()
= Y Mgyl Hedw) 295 (n = M) H, () p-q.t.p.
heAr ()

Como H, . < r, temos

Snf = Salf = Hye Xir>m) 2 Suf — 1+ SuXr>m)
> v n—=M)H. . —r-SpXprsm  p-q.t.Dp.

Como [ oT9du = [ pdu para todo g € G e qualquer ¢ € Li(X, A, pt), temos que

1
[rin = o f snfdnmd—l( ) [ =5 [ S

4 (n—M d
= ’le ( ) /Hr,edﬂ_rﬂ([T>M])'
Entao, temos

/fdu> im [751 (n

Note que limps oo ([T > M]) = 0, donde

M)d/Hr,edu—w([T > M])] Z’chl/and“_W([T > Mi).

> . -1 . _ —1
/fd,u > Mlgﬂoo [yd /Hmdu ru([T > M])} 2 /Hmdu.
Fazendo ¢ — 0, temos

/fdu > ;" /(A+f AT)dp

Como lim, oo (AT f A7)(x) = AT f(x), concluimos pelo Teorema da Convergéncia Mondtona

que [ AT fdu < g [ fdpu.
Passo 3: Queremos mostrar que f = lim,_, oo /\% dem f oT9 existe u-q.t.p. Para d = 1,
segue da observacao que A~¢p = —AT(—¢) = M — AT (M — ¢) para qualquer 0 < ¢ < M que

J e T B e L e
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pelo Passo 2. Entao, para M > 0

[ A sduz [ aananz [(nan
implica que
[ sanz Jim [ (¢ aandn= [ ran= [ atsan

Como ATf — A~ f > 0, concluimos que AYf = A~ f u-q.t.p. Para d > 1, consideramos o

seguinte lema.

Lema A.2 Sejam T = (19:9€ G), F:={f € Lo(X, A u) : foT9=f p-qtp.VgeG}e
N:={h—hoT9:he LyX, A u) ege€G}. Entio F = N+

Prova. Recordamos que para um subespago vetorial N C Ly(X, A, 1), define-se
Li={he LyX, Au):(f,h)=0 V feN}L
Dados f € F'e h € N, temos que

(fih=hoT9) = (f h) = (f hoT?) = (f,h) = (foT? hoT?) = (f h) = (f,h) =0,

ou seja, f € Nt. Por outro lado, dados f € N+ e g € G, entdo (f, f — foT9) = 0, donde
(f, [)={f, foT9). Dai segue que ||f — f o T9||3 =0, ou seja, f € F. d

Como Lo(X, A, ) é denso em Ly (X, A, 1) com relagdo a norma || - ||;, dado € > 0, existe
v € Ly(X, A, 1) tal que

1f —vilh =/|f—vl|du<e.

Tomamos 79 = f —v;. Como N & Nt = Ly(X, A, i), pelo Lema acima, podemos escrever
v =fi+ve+...+v,+r,onde fr € F,v,=h; —hjoT% € Ncomg; € G (j=2,...,k)
e [|rildu < |lr1]l2 < e. Note que podemos tomar h; = f; + r;, onde cada f; ¢ limitada e
[rjldp < 5 (5 =2,...,k). Por exemplo, para M > 0, temos que h; = hj-X{jn,1<a+Rj X(in, > M]

com limys—, 400 [ [R5 - X, |>a|dpe = 0. Da escritura de cada v; (j = 2,...,k), temos

f= f1—|—Z — fjoT%)+ R, onde R—7’0+r1+z ; —1r;0T%).

7j=2
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Por construcao, segue que f |R|dp < 3e. Observamos que
Atf < A+f1+ZA+ fjoT%) + AR,
A f > Af1+ZA oT9%) 4+ A™R.

fjoT%) 4+ AR. Como

Assim, tomando A 1= AT — A~ temos que Af < Afy + 35, Af
fi p-q.t.p., donde A* f; = f = A~ fi p-q.t.p. Logo, concluimos que

f1 € F, segue que A, f1 =
Afi =0 p-q.t.p. Para j =2 k, temos
Aufy = 50T = |5 S (s — fyoT®) 0T
n gEA+
1
- e S hem-f 3 gor
" ogeAd A geEAT +g;
1
= Z |f5 017
T geA AN +g;)
1
<& Y il
" geAT AN +g5)
nd- 1d 2d
< Ngill - W slloo = = Ngsll - Nl filloo-
Assim, temos p
AT(f = fioT) < lim == |lgsl| - 1fsllc = 0

d
( 2) 951 - 15l = 0.

fioT%) > lim (——
k. Pelo Passo 2, observamos que

(S
A_(fj L n—-+

Dai resulta que A(f; — fj 0 T9%) = 0 para cada j = 2
0< /Afdu < 2/A+|Rldu < 2%1/ |R|dp < 2v43e

Sendo € > 0 arbitrario, o Passo 3 esta provado

Definicao A.3 Uma familia F de funcoes A-mensurdveis € dita ser uniformemente integrdvel

quando
lim sup/ |fldp =0
M=o rer J{ 1>y
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ou, equivalentemente [7],

lim sup/(|f| —7r)tdu = 0.

r—-+00 feF

Lema A.3 Seja {¢,}nen uma sequéncia de fungoes em Li(X, A, ). Se assumirmos que F =
{¢n : n € N} € uma familia de fungoes uniformemente integravel e que ¢, — ¢ pu-q.t.p., entao

¢n — ¢ em Ll(XvAnU“)

Prova. Dado € > 0, existe M > 0 tal que
/ |pn|dpe < g para todo n € N.
{ln|>M}

Entao, para cadan € Ne A € A, temos

€
[ Jouddn= [ oudn+ [ Guldp < Mu(4) + 5,
A An{|on|<M} An{|én|>M}

donde, pelo Lema de Fatou, obtemos
€
[ 1ol < puta) +

A

Em particular, segue que ¢ € Li(X, A, ). Pelo Teorema de Egoroff, existe A € A com
wu(A) < e(2M)~! tal que a convergéncia de ¢, a ¢ sobre X \ A é uniforme. Seja N € N tal que
SUPx\ 4 [#n — ¢| < € para todo n > N. Entao

/|¢n—¢|duﬁ€+/|¢n\du+/|¢|du§36 para todo n > N,
p% A A

donde ¢, — ¢ em Ly(X, A, ). Em particular, temos que lim,,, o [ ¢ndp = [ ¢dp. O

Passo 4: Finalmente, queremos mostrar que f é T-invariante mod we
/ fdu = / fdp para todo A € Z,(T).
A A

Para r > 0, note que A, f —r = A, (f —r) < A, ((f —7r)"), donde (A, f —r)t < A, ((f—7r)T).

Entao, temos

lim sup/(Anf —7r)tdp < lim sup/An((f —r)Ndp= lim [(f—r)Tdu=0,

r—-+00 neN r—-+00 neN r—-+00
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ou seja, { A, f }nen é uma familia de fungoes uniformemente integravel. Entao, pelo Lema acima,

para cada A € Z,(T), segue que

/fdu— lim /Anfd,u—/fdu.
A n——+0oo A A

Sabemos que A" foT9 = At f ji-q.t.p. para todo g € Z4, donde claramente foT9 = f u-q.t.p.
para todo g € Z1. O
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