
"' 

SOBRE O Mr:TODO DOS 'Il\BLEAUX EM 

LCiGICAS POLIVALE!lTES FINITiiRIAS 

WALTER ALEXANDRE CARNIELLI 

Orientador 

Prof,Dr. Newton Carneiro Affonso da Costa 

Tese apresentada ao Inst.ituto de Matemática, 

Estatística c Ciência da Computação da Uni-

versidade Estadual de Campinas como rcquisi-

to parcial para a obtenção do titulo de Dou-

tor em Matemática. 

Novembro - 1982 



Classif.Í 

Autorg __ ::~:-~}:·~:: : 

V .............. -------------------Ex. _______________ _ 

Tombo BC/_L\}__~_\./ .......... , 

\'::,c ······------·--------·· 

Ci4-JJ CZ S628-5 



A memÓ'r ia de 

Eduardo René Ferreira de Godoy, 

"Dudu" 



!NDICE 

INTRODUÇÃO i 

CAPÍTULO I - 'l'ABLEAUX PARA LOGICAS PROPO.SICiüi1AIS_ POLIVALEN 

TES . 

I.l - Introdução 

1.2 - Tableaux proposicionais 

CAPÍTULO II - APLICAÇÕES DOS TABLEAUX PROPOSICIONAIS 

II.l - Teoremas de completude e compacidade 

II. 2 - Teore:r',a de substituição 

II.3 - Principio da Unificação para lÓgicas proposicio-

nais 

II.4 - Um algoritmo para axiomatização de lógicas pro-

l 

l 

5 

22 

22 

28 

30 

posicionais 34 

CAF'ÍTULO III - CARACTERIZAÇÃO DE LÓGICAS PROPOSICIONAIS POR 

CONFIGURAÇÕES DE CONECTIVOS 45 

III.l - Configurações de conectivos . 45 

r·rr. 2 - Caracterização das lógicas proposicionais n-va-

lentes 

CAPÍTULO IV - L0GICAS POLIVALEN'rES DE PRIMEIRA ORDE.tvl 

IV.l - Definições Preliminares 

IV.2 - Semântica para linguagens n-valentes de primeira 

ordem 

51 

56 

56 

61 



IV. 3 - Tableaux quantificacionais . . . . . . . . 

CAP1TULO V - APLICAÇÕES DOS TABLEAUX QUANTIFICACIONAIS 

V.l -Teoremas de completude e compacidade 

V.2 Principio da Unificação para lógicas de primeira 

ordem .. 

V.3 - Comparação entre lÓgicas n-valentes de primeira 

ordem . . . . . . . . . . . . 

APJ':NDICE I - COMPLETUDE QUANTIFICACIONAL E GERAÇÃO DE QUANTl_ 

FICAf10RES . . . . . . . . . . . . . . . . 

APJ':NDICE II - UMA VERSÃO COMPUTACIONAL DO TABLEAU SINTÁTICO 

PARA O CÁLCULO TRIVALENTE p1 . . . . . . . . 

PF:OBLEMAS EM ABERTO 

BIBLIOGRAFIA 

70 

84 

84 

91. 

97 

102 

llB 

128 

131 



INTRODUÇÃO 

SOBRE 0 MÉTODO DOS TABLEAUX SEMÂNTICOS EM LOGICAS 

POLIVALENTES FINITÂRIAS 

Dentre as diversas lÓgicas nao clássicas, as lógicas poliva­

lentes finitárias (isto e, aquelas que admitem um numero finito n 

d~ valores de verdade, também chamadas lÓgicas n-valentes) talvez 

sejam as generalizações mais naturais da lÓgica clássica proposi­

cional e da de primeira ordem, e provavelmente as que encontram 

um maior número de aplicações. 

Podemos dizer que a lÓgica polivalente, como disciplina que 

estuda as diversas lógicas polivalentes, foi criada de modo inde­

pendente por volta de 1920 por J. Lukasiewicz na Polônia e por 

E.M. Post nos Estados Unidos. Alguns autores (cor:1o Rescher [ 15] 

citam N.A. Vasil 1 év(num artigo de 1921) como um dos lógicos que 

também contribuiu para a gênese da lógica polivalente, mas parece 

mais indicado considerá-lc como um dos precursores da lógica par~ 

consistente, como faz A.I. Arruda em l 1 ] que o considera tão pr~ 

cursor da lógica polivalente quanto Aristóteles. De certa forma , 

Aristóteles pode ser considerado come um dos precursores da lÓgi­

ca polivalente, na medida em que, como sustentam alguns de seus 

comentadores, seu pensamento a respeito de certas proposições re­

lativas aos futuros contingentes era de que tais proposições na.o 

poderiam ser nem verdadeiras, nem falsas, mas classificadas como 

potencialmente verdadeiras ou falsas. Assim, por exemplo, a 
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proposição "haverá uma batalha naval amanhã" teria, pelo menos an 

tes do evento, um ,,Talor de verdade indeterminado. 

Este ponto de vista constitulu-se numa verdadeira motivação 

filosófica para que nukasieWicz fosse levado ao estudo da lógica 

polivalente, pois a manutenção dos critérios ortodoxos da 11 lei da 

bivalência 11 ou "lei do terceiro excluido" nos comprometeria, no 

caso do futuro contingente, com alguma forma de determinismo. As­

sim, a lógica poli valente, na rr,edida em que introduz vários valo­

re:: de verdade, nos permite uma alternativa para os vinculas dema 

siado restritivos da lógica clássica. 

como observou Lukasiewicz, a lÓgica po]_i valente também pode­

ria ser chamada de lógica não-crisipiana, pois, ao contrário de 

Aristóteles, Crisipo acreditava que todas as proposições deveriam 

ser necessariamente verdadeiras ou falsas, dentro de um esquema 

rigidamente determinista. 

Apesar de, no principio, ter sido cultivada em poucos cen-

tros, a lógica polivalente rapidamente se desenvolveu, tendo sido 

estudada por lÓgicos import.antes, tais como,. entre outros, A. 

Tarski, A. Heyting, K. GÜdel, S.C. Kleene, S. Jâskowski, A.Church 

e L.E.J. Brouwer; como principais fontes de referência bibliográf_! 

ca, remetemos o leitor às bibliografias compiladas por N. Rescher 

em [15], co!", trabalhos publicados até 1965, e por R. G. Wolf em 

[27] , com trabalhos publicados de 1966 a 1974. Estes dois catálo 

gos somam, em conjunto, cerca de 1.500 tltulos. 

Ao lado das aplicações da lógica polivalente em metamaternáti 

ca, mecânica quântica, teoria dE-: probabilidade e análise de circuitos 
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eletrônicos, destacamos o volume editado por D. IUne [16], onde 

diversos artigos estudam o relacionamento entre teoria da comput~ 

çao e lÓgica polivalente, e o artigo de A. Rose [ 171, onde -sao 

discutidas duas aplicações, a nosso ver bastante sngestivas, de 

lÓgica polivalente a tabelas de confecção de horários (timetahles) 

e ao uso eficiente de máquinas numa indústria. 

Neste trabalho, tendo em vista a grande relevância atual da 

lÓgica polivalente, tencionamos mostrar como o método dos ·tableaúx, 

estudados primeiramente para a lógica clássica por, principalmen-

te, E.W. Beth [ 2 J e R. Smullyan [24 l , pode ser aplicado às ló-

gicas finitárias. 

:centro desse p:mto de vista, S. Su.r:rna [25J é o único (de nosso conheci.Inc:;;n 

to) estudo dos tableaux para lógicas p:Jlivalentes; o trabalho de surm, contu­

do, denonstra apenas a completude do rrétodo dos tableaux para cálculos rnliva-

lentes proposicionais, cam um único valor distinguido e utiliza uma definição 

de tableau que, por excesso de condições,praticamente trivializa as danonstrações. 

O que faz com que êtS lÓgicas n-valentes sejam uma generaliz~ 

çao natural da clássica, e que se constitui na linha mestra 

de nosso trabalho, é o fato de que, nestas lógicas, os valores de 

verdade de proposições mais complexas dependem funcionalmente dos 

valores de verdade de proposições elementares, através de campo-

sição algébrica de certas funções fixadas. 

No caso das lógicas proposicionais, essa dependência se tra-

duz em termos de relações entre certas classes de álgebras, atra·-

vés das composições das funções que descrevem os conectivos. No 
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caso das lógicas de primeira ordem, para que esta funcionalidade 

continue a se mant.er, precisamos saber como se comporta (em fun­

ção dos valores lógicos) uma fÓrmula com quantificadores em rela­

çao às fórmulas elementares; introduzimos, então, a noção de qua~ 

;t{_é.{c.ado!t de. dih.tll-Lbuj_ç_ão (Cap. IV). Associada a cada quantifica­

dor, existe uma J5unç.ã:o i!1te.hp1Le.taç.ão, que mantém com os quantifi­

cadores uma conexão análoga à que as interpretaçóes dos conecti -

vos (matJtize.~ ou tâbuah) mantém com os conectivos. 

Dentro desse esquema, o trabalho se divide em cinco capltu 

los e dois apêndices, cujo conteúdo descrevemos a seguir. 

No Capitulo I, Seção I.l, introduzimos as noções prelimina 

res a respeito de linguagens proposicionais n-valentes; na Seção 

I. 2, 

sao 

definimos os 

certas estruturas do tipo de arvore, determinadas 

que 

por 

meio de regras de formação chamadas JLe..glLa.6 de detr..ivc.ção do -tabfc.au. 

Os vért.ices dessa arvore sao 6ÔJLmula.6 allllignada.ó, is·to e, fórmu-

las acompanhadas de um valor de verdade, hipotético ou determina­

do pelo tableau. Permttimo-nos o uso do angLicismo "assignação" e 

seus derivados (assignar, assignado) com o sentido de "assinala 

ção" ou "sinalização''. 

No Capitulo II, des~nvolvemos o método dos tableaux proposi­

cionais, aplicando-o, na Seção II.l, para obter os teoremas de 

completude e compacidade para lÓgil::as polivalentes, onde os valo­

res de verdade são divididos em duas classes: a dos valores dih­

túJ.guJ~do<. (D) e a dos não di<.-tj __ 11f]Ui doll (ND). 
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A noçao de demo~~tka~ao,ou pkova, que utilizamos, e similar 

a dos tableaux para a lÓgica clássica: uma certa fórmula é teo~e­

ma quando se refutam todas as possibilidades de que esta fórmula 

nao seja teorema, isto é, quando se refutam todas as possibilida­

des de que a fórmula possa assumir valores de verdade nâo distin­

guidos~ Essa refutação á apresentada pelo próprio tableau, e nes­

se caso dizemos que o tableau é 6eehado. 

Os tableaux proposicionais, então, se constituem em instru­

rnentos de análise que deeidem quais os valores que uma determina­

da fórmula pode assumir, independentemente da interpretação que 

a isso se possa dar; desse modo, pelo menos em principio, seria 

possível utilizar os tableaux para um tipo de lógica polivalente 

proposicional infinitária (isto é, com um conjunto de valores de 

verdade infinito), ou ainda onde os valores de verdade fossem di­

vididos em mais de duas classes; contudo, não abordamos neste tra 

balho esse tipo de problema. 

No caso das lÓgicas po1ivalentes proposicionais finitárias , 

os tableaux são finitos, e o conjunto finito dos tableaux que, p~ 

ra uma dada fÓrmula, mostram a impossibilidade de que esta fórmu­

la assuma valores não distinguidos, é a demon~t4a~ão de que a fÕr 

mula em questão é um teorema. 

Na Seção II.2, demonstramos uma forma do teorema da substi -

tuição e 1 na Seção II.3, estudamos uma versão polivalente do Prin 

clpio da Unificação, introduzido por R. Smullyan em [23] . O con­

teúdo matemático desse principio nao difere muito do conteúdo do 

teorema da completude, roas é enunciado de uma forma bem mis.geral, 

' 
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enYolvendo, em sua prova, as propriedades de caráter finito dos 

tc::,bleaux. 

Nr; análise das lógicas polivalentes pelo método dos tableaux, 

prescinde-se dos axiomas e regras de derivação, mas seria intere~ 

sante se pudéssemos dispor de um método que permitisse obter um 

conjunto de axiomas e regras de derivação a partir das matrizes, 

em relação ao qual a lÓgica fosse completa. Na Seção II.4, descr~ 

vemos uma versão dos tableaux proposicionais, que denominamos ~a­

ble.aux .6-lntêt-Lc.o.ó, e q11e de certa forma funciona dessa maneira. 

No Capitulo III, utilizamos resultados anteriores para res­

ponder à seguin·te questão: dados dois cálculos proposicionais,res 

pectivamente n-valente e m-valente fm e n iguais ou não), em que 

condições eles apresentam o mesmo conjunto de teoremas? Esta que~ 

tão, ligada a outras do mesmo gênero, é discutida na Seção III. l 

e na seção III.2. 

No Capitulo IV introduzimos as noçoes necessárias ao estudo 

das lÓgicas n-valentes de primei.ra ordem pelo ponto de vista dos 

tableaux. Na Seção IV.l, estabelecemos as definições preliminares, 

e na Seção IV.2, definimos as noções semânticas para ling~agens 

n-valentes de primeira ordem introduzindo os quantificadores de 

distribuição, referidos no inÍcio desta introdução. 

Queremos observar que nossa definição de quantificadores de 

distribuição, embora proposta como uma generalização direta dos 

quantificadores clássicos, como é mostrado na Seção IV.2, pode 

ser vista corno um caso particular dos quantificadores de Rescher-
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-Mostowski(ver [ 15]) da mesma forma como os quantificadores clás­

sicos podem ser vistos como casos particulares dos quantificado -

res generalizados de Mostov;ski. Na Seção IV. 3, introduzimos Oh .:ta 

bleau.x qu.an..tifi-lc.ac..iona,(.,~ e as noções de demonstração, consequên­

cia sintática, etc., de maneira análoga as do caso proposicional. 

Os tableaux quantificactonais, ao contrário dos proposicionais 

não são necessariamente árvores finitas, pois na formação destas 

árvores podem ocorrer regras não finitárias. Na definição dOs ta­

bleaux quantificacionais, contudo, está irr-plicito um procedimento 

sistemático para que se possa manipular estas regras infinitárias 

de tal modo que pelo menos os tableanx fechados sejam finitos, e 

desse modo a noção de prova se torna finitária. 

No Capitulo V desenvolvemos o método dos tableaux quantific~ 

cionais; nas Seções V.l, V.2 e V.3, obtemos a completude do méto­

do dos tableaux quantificacionais e estudamos algumas aplicações 

do mesmo:- inclusive, na Seção V.2, tratamos de uma versao 

primeira ordem do Principio da Unificação àesenvolvido na 

para 

Seção 

II.3; obtemos, ainda, os teoremas de Lowenheim-Skolem e de compa­

cidade. 

No Apêndice I, investigamos um problema ligado aos quantifi­

cadores de distribuição. As questões que se colocam sao as seguii]_ 

tes: l) corno se pode definir quantificadores a partir de outros , 

através dos conectivos; e ~) como se pode caracterizar aqueles 

quantificadores tais que a partir deles se pode definil." lodos os 

demais? 

Esse problema envolve dificuldades algébricas e combinatórias 



vi i i 

consideráveis, análogas às dificuldades envolvidas no estudo da 

álgebra de composição das matrizes (ver [9] 1 [13] e [21]). 

No Apêndice II, consideramos, a título dP. ilustração, um e~ 

xernplo de um procedimento computacional para urrt pa Y""t icular tubleau 

sintético; apresental':os um programa em linguagem PASCAL que de~ 

monstra, automaticamente, teoremas do cálculo propos.icional triva 

lente Pl {ver [22] ) . 

Por último, dedicamos uma seção especial a uma pequena lista 

de problemas em aberto, que consideramos relevantes. 

Convém mencionar 1 por fim, alguns dos resultados paralelos 

obtj.dos durante o desenvolvimento desta tese, e que serão public~ 

dos oportunamente 1 (em coloboraç:âo com o Prof. Newton C.A. da Costa): 

1) Pode~se desem·olver uma lógica polivalente de ordem supe~ 

rior, para ela estendendo~se toda a semântica 11 standard" 

e de Henkin, obtendo~se teoremas de correçao, completude 

e incompletude como no caso bivalente. 

2) Com base em lógica polivalente dE ordem superior, pode~se 

construir lógicas paraconsistentes associadas,como se fez 

no caso da lógica dE primeira ordem {ver [5]). 

3) Pe]_o menos no caso das lÓgicas polivalentes finitárias p~ 

de-se construir teorias monádicas de ordem superior que 

sirvam como fundamenco para teorias do conjunto ;poliValentes. 

4) Por meio de sistemas polivalentes de ordem superior conv~ 

nientes é possível construir alguns sistemas bastante for 

tes de lÓgica livre (ver [15]) ,incorporando-se inclusive uma 

teoria das descriçÕes com características muito naturais. 
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CAPI'rULO I 

TABLEAUX PP.~RA LOGICl'l.S PROPOSICIONA_IS i?OLIYAJ_,ENTES 

I .l - INTRODUÇÃO 

Os métodos do tipo "tableaux 6.nali ticos" (c f. [ 24 1 ) , ou, ai~ 

da, "tableaux Ce Beth 11 
[ 2 J ou "tableaux de Hintikka", têm sido 

bastante estudados para as lÓgicas proposicionais e de primeira 

ordem clássicas (a dois valores), constituindo-se em ferramentas 

de análise mui to E~legantes e poderosas. 

Em [25], S. S\:rma apresenta um método para a axiomatização 

finita de lÓgicas proposicj_onais n-valentes com um único valor dis 

tinguido, generalizando os tableaux analíticos de Smullyan 124]. 

Contudo, sua definição de tableau não é adequada, pois, por envol 

ver excesso de condições, torna o teorema de completude (CJUe e seu 

principal resultado) praticamen-te desprovido de conteúdo. 

Nos dois primeiros capitules deste trabalho, estudaremos as 

lÓgicas pro-posicionais n-valentes do ponto de vista dos t.ablcaux, 

modificando as definições apresentadas em I 25 I , 

permitindo derivar os principais teoremas da teoria das lÓgicas 

proposicionais n-vnlentes (tais como os teoremas de completude 

e de compacidade). 

Por uma tinguage.m p!topo-5-i •. c.-i.onal entendemos a seguinte estru-

tura: 

··-, 
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L-1) Sejam s 
o 

p!to-

po,.)_{_c_,l_onai-6 e C= {F
1
,r

2
, ... ,Fr} um conJunto (finito) de_ c.onec.t{_ 

voó pnopohic.ionaih m.-~~iaó; então: 
l 

L-2) A linguagem pkopoóic.ional sobre o alfabeto S0 U C e a 

álgebra abstrata S, livremente gerada pelo conjunto s ' o 
através 

dos conectivos de c, i.e.: 

s r+l s u {Fi (Xl,. •• I X I x
1

, ... , x E s ), 
r m. m. r 

l l 

e 

s u {s r E lN 1 ' . r 

As fórmulas de Sr+l - Sr são chamadas 6ÕJtmula4 

r+l e as de S são chamadas, também, J)ÔJtmu.laJ.J atôm,(.c.a-6. 
o 

Usaremos os seguintes resultados e definições a respeito de 

álgebras abstratas (cf. [14]): 

Uma âlgebJta ab<St.Jtata de_ t-i.po 6-L11ito e um par ( S, {O.: l <i <r}), 
l - -

onde S é um conjunto nao vazio e cada O. e uma operaçao em S (i. 
l 

e., urna função de S x S x x s = sm em S). 

Chamaremos de aJt-idade. da operação o. ao natural m, e algu­
l 

mas vezes denotamos a álgebra pelo seu unive.Jt.&o S (isto é, pelo 

conjunto S subjacente a ela). 

Dadas as álgebras (S,{O.: l<i<r}/ e (R,{O~: l <i< r'}) 
l - - l 

diremos que silo .&-Ún(J.\VLC.-6 se r=r' e para cada i <r, o. c o~ 
l J_ 

têm 
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a mesma aridade. 

Dada a álgebra S, S' e hu.báige.bka deSse (S',{O.:l<i<r}> 
l ~" 

e uma álgebra, onde s• c S. 

~ fácil ver que a intersecção D~o vazia Cc rnna classe de subálgcbras de S 

é uma subálgebra de S; quando, para algum s
0 

c S, a intersecção 

das subálgebras que contém S for a álgebra S, a álgebra 
o 

dita ge4ada por S (e s e o ~onjunto de gehadohe~ de S). 
o o 

s e 

Seja a uma classe de álgebras de mesma similaridade; uma 

álgebra S em a é chamada .LlvJte na c..tahh e. OL se ela contém um sub 

conjunto S tal que S gera S e se toda função h: S -----t- B, onde 
o o o 

B é uma álgebra qualquer de a , pode ser estendida a um homomor-

fismo h ; s ---------+- B. 

Nesse caso,. a álgebra S diz-se i-i.vhe.me.n.Xe. 9e.hada por S . 
o 

As provas das seguintes proposições podem ser encontradas, 

por exemplo, em [ 14 ] : 

1) Se um homomorfismo h leva o conjunto de geradores de uma 

álgebra S no conjunto de geradores de mna álgebra B, então leva S 

em B. 

2) Se S e o conjunto de geradores de uma álgebra S, 
o 

e se 

uma função h Sn -----+ B pode ser estendido é'< um homomorfismo de 

S em B (onde B é uma álgebra), então esta extensão é única. 

Sejam N:::: {O,l,2, ... ,n-l}, DCN e A==\N,f.: l<i<r) 
l 

uma álgebra abstrata de tipo finito de mesmo tipo de similaridade 

que a linguagem proposicional S (isto é, cada fi e uma função 

fi tft1-~~ N e tem a mesma ar idade do conectivo proposj.cional 
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correspondente F.); nesse caso, chamamos o par ordenado A=<A,D) 
l 

O conjunto O e chamado de c.os1juvdo de. vaiofLe-6 dJ .. .-s.tingu-Ldo.õ 

da estrutura A 

Un homomorfismo v de S em A é chamado de vaioJt_[zação p!Lopolli:_ 

c.J..onai, e pelas observações anteriores fica claro que uma ,,-alori-

zação proposicional está univocarnente determinada se conhecermos 

os valores de v para cada conjunto de variáveis proposicionais S
0

. 

Se n = IN I e d = I Dj, denominamos o par ordenado L::: ( S ,A> 

de !Og-Lc.a a n va-Col7..e..6 c.om d va.toJte.J d-<..6-t-i..ngu--Ldo.-s (ou lÓgica n-va-

le.n.te com d valores distinguidos). 

Em particular 1 se os conectivos são todos unitários ou biná-

rios, as funções f
1 

podem ser descritas por matrizes (matrizes 

coluna ou matrizes quadradas) . Pela facilidade de manuseio e por 

se constituirern na quase totalidade dos casos estudados usualrnen-

te, os exemplos do presente trabalho se restringirão a esses casos. 

No que se segue, usaremos a seguinte convenção para referên-

cia aos elementos da linguagem (a menos de esclarecimento em con-

trário): 

s, para denotar o conjunto de fórmulas da linguagem proposi-

cional; A, p3Ya o pré-nDdelo N, para o conjunto de valores; D, para 

o conjunto de valores distinguidos; A, para a álgebra similar a 

S; B,C,D (com ou sem Índices), para subconjuntos de S; X,Y,Z (com 

ou sem índices), para elementos de S; v, para valorização 
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proposicional; S , par:.l o conjunto de fÕITTJUlas atômicas, N _para subconjun-
o o 

tos de N, e NO para o subconjunto N-D (conjunto dos valores não distinquidos). 

!.2 - TABLEAUX PROPOSICIONAIS. 

Vamos considerar informalmente as noçoes de arvore, ramo, 

vértice, nível dos vértices, etc. (para detalhes remetemos o lei-

tor a [ 8 I ) . 

Consideremos os seguintes símbolos, introduzidos em 125 I , 

X 

• • • A y 
m 

e 
X 

y 
m 

como denotando árvores dos seguintes tipos, respectivamente: 

X X 
I 

/~ yl 

I e yl y 2 ... y 
m 

y2 

I 

Ym 
e abreviaremos os símbolos acima pelas seguintes expressões, res-

pectivamente: 

X e X 

f\{Yi i < m} V{Yi i < m} 

Fixemos,fora da linguagem_de S, uma classe de símbolos a 1 , 
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O ~ i ~ n-1, e consideremos uma função que associa a cada X E S 

un símbolo ai; se X está associado a a. , escrevemos 
l 

a. (X) 
l 

Em termos in tu:L ti vos, podemos encarar esses símbolos a. como 
l 

conectivos metalinguísticos, que afirmam: "X tem o valor de verda 

de i". Chanaremos de 6Õluriufa,::, a~::.h-égnada~ aos objetos a
1 

(X), e de 

notaremos por S* o conjunto das fÓrmulas assignadas. 

SE~ja L=\ s,A) unn lÓgica pro!Xlsicional fixada: definirros o tab.tecw 

da fórmula a. (F (X
1

, ... ,X ) ) corro a .S.rvore cujo prilreiro vêrtice 
l JT\ 

é a fÓrmula (ass.ignada) 1 e cujos vértices próximos são de·terminados 

pela seguinte negna de dfnivação do ~ableaux. 

S-l) 
a. (F(X

1
, ••• ,X I I 

l m 

V {a. (X. I A ••• A 
J l 1 1 

H. (F 
l 

j l' · · · 'jt < n e vale a 

significa que existe um homomorfismo 

h : S --+ A, tal que: l) h (X i ) == jh para l :5_ k ~ t f e 2) se f L-epresc:"nta o 
k ' 

conectivo F f então f(v
1

, ... ,v. , ... ,v. , ... ,v. , ... ,v)= 
ll l 2 lt m 

p;.l.ra t.oda subs-

0 os demais valores v sdo arbitrários. 
s 

tituição onde 

Chamamos de curc.6~_qtH'.HCA..a de ·n./·rr
2

(a. (F(x
1

, ... 1 X J) a 
L l m 

conjl.lnto de vértices , ... ,a. {X.)} 
Jt lt 

cada 

S-2) Os vértices são determinados pelo seguinte p!toc.c.dimc.nto hij;-

tc.mãtic_o: 

S-2 .1) Começamos a arvore com a fórmuJ_u assignada ai (F ( x 1 , ... , Xm) 

(vértice 1); 
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S-2.2) Aplicamos o passo (S-1) a fórmula (regra n
1

;11
2

) e declara­

mos o vértice 1 u~ado; 

S-2.3) Suponhamos que o vértice n tenha sido usado; se todo ver-

tice onde ocorre uma fórmula não atômica já foi usado, o 

procedimt:nto pára. Se não, tomamos corno vértice n+l o vér-

tice de nivel menor e que esteja mais à esquerda na arvore; 

S-2.4) Adicion~mos a cada Último vértice de cada ramo que passa 

por n+ 1 a conclusão da regra Tr 1hr 
2 

para o vértice n+ l e o 

declaramos usado. 

Devemos entender as fórmulas (assignadas) separadas pelo ' Slm 

bolo 11. como pertencentes ao mesmo ramo, e as separadas por V como 

pertencentes a ramos distintos: fica claro, também, pela defini-

ção de subfórmula e pela definição do tableau, que todo tableau pror:e, 

sicional para fÓrmulas proposicionais é finito. 

Uma -óub(!Õtunu.ta de uma fÓrmula X e uma fÓrmula Y definida da 

seguinte maneira: 

i) Se X ::.- F{Y
1

, ••• ,Ym) for urna fórmula, 

sao .oubQÕJtmu.ta.o ime.dia.ta.6 de. X; 

ii) Subfórrnulas imediatas são subfórmulas; 

então Yl, •.. ,Ym 

iii) Subfórmulas de subfórrnulas de X sao subfórmulas de X. 

Dizemos que o tableau proposicional para a fórmula ak (X) e 

Qechado se, para cada ramo, existe uMa subfórmula Y de X tal que 

a. (Y) e a. (Y) ocurrer; neste ramo com i i- j, 
l J 

ou ~e S-J. nao po-

de ser aplicado e X e não-a·tôrnica 1 Cél.SO 

' 
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contrário; dessa forma, se o tubleuu é nrkt arvore com um único ver 

tice, ele será ÍJC'_chaclo, a mer;os c::ue se trute do tableau para uma 

fórmula atômica; neste caso, o tableau com um único vértice é 

aberto. 

Em termos intuitivos, o tab1eau de Surma para a fórmula 

a. (X) e fechado quando é possível afirma.r que uma mesma fórmula 
l 

{na verdade, uma subfórmula de X) assume valores distintos sob a 

mesma valorizac:áo nror:osicional, ou qUc'l.ndo i1 fÓmüa X nunca assuro2 o vulor i; 
> - -· 

esta anonalia teria ocorrido r;or iniciarr;us o tableau com a. (X). LJe qualC}uer 
l 

forma, eliminamos a possibilidude de que X assuma o valor i. 

Os teoremas seriam então as fórmulas tais que as possibilid~ 

- -des de assumir algum valor nao distinguido sao todas eliminadas. 

Dada uma fórmula X e tilll valor k, aparentemente seria correto 

que nos referissemos ao-t. -tab.f.r_allX.. phopo-t.-ZcJoY!a.A..h para ak (X) ao invés de 

ao tableau, visto que as afvores resultantes podem não ser.· iguais; 

contudo, podemos assumir, na definição de tableau, que as arvores 

serão ordenadas da seguinte maneira: 

l) As fórmulas separadas por fi serao colocadas de cima para 

baixo segundo a ordem dos valores J i; 

2) Os ramos serão ordenados (da esquerda para a direita) pe-

la ordem lexicográfica. 

Dessa forma, é fácil mostrar (por indução, relativament.e ao 

nivel_:f que dados k e X, e1:iste um Único tableau para ak (X), e p~ 

demos nos referir ao tabieau. 
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Definimos o tableau como a.tom;.c_amente 6e,c.hado quando cada 

ramo contém fórmulas a. {X) 
l 

e e X e uma 

fórmula atômica ou a regra S-1 não I_X)d.e ser aplicada no ramo. 

~ fácil demonstrar, por indução sobre o nivel de construção 

das fórmulas, que os conceitos de "tableau fechado" e "tableau 

atomicamente fechado 11 são equivalentes; usaremos o que for mais 

conveniente em cada situação: 

COMENTÃRIO 1.1: Vamos considerar, como exemplo, aplicações dos 

tableaux proposicionais ao cálculo trivalente P
1 

{ver [22]); onde 

os seguintes conectivos sao definidos a partir de dois conectj_vos 

primitivos: 

' + o l 2 v o l 2 & o l 2 
{0,1,2} N = 

o 2 o o o 2 o o o o o 2 
o = {O' l) 

l o l o o 2 o o o o o 2 

2 o 2 o o o o o 2 2 2 2 

As regras 1r 
1

;·ir 
2 

para esse cálculo -serao as seguintes (abrevi 

ando {a. (X)} por a. (X)) 
l l 

R-1) 
a

0
(1X) 

R-2) 
a

2 
('X) 

a
0 

(X) 

a (X -;. Y) 

R-3) 
o 

a
2 

(X) v a (Y) v a
1 

(Y) 
o 



lO 

R-4) 

R-5) 

R-6) 

R-7) 

R-8) 

______ a 2 IX _+_Y_I ______ _ 

{a
0 

(X) A 

{a IX) r, 
o 

a
2

(x & 

a
2 

(X) v 

a
2

(Y)} V {a 1(X) A a
2

(Y)} 

a (X V Y) 
o 

a IYI J 
o 

v {a
0 

(X) A a
1 

(Y)} V {al (X) A a
0 

(Y)} V (a
1 

(X) A a
1 

(Y)) 

Y) 

a
2 

(Y) 

Como exemplo, justificamos a regra R-3, a partir da defini-

-çao de tableau, da seguinte maneira: 

pois 

pois 

a) vale a condição proposicional H
0 

( -~; 2) para o ramo a 2 {X), 

-+ (2,v) = O para qua.lquer valor de v entre {0,1,2}. 

b) vale a condição proposicional H ( r ;O) para o ramo a (Y), o o 

-+(v, O) = O para qualquer valor de v em {0,1,21. 

c) analogamenter vale a condição proposicional H (-+ ;l) para o 

o ramo a
1 

(Y) . 

"" 

Sejam as seguintes fórmulas desse cálculo, onde P e Q sao 

atômicas: 



li. 

11 IP -> Ql ' I'P v Ql 

21 IP & .IPI + Q 

Construiremos, a seguir, alguns dos tableaux possivcls para 

estas fórmulas, onde f i 1 significa repetição de vértice em (i) 

e X indica que G ramo estã fechado; as regras de derJvação, na-

b.iralmentc, só serão aplicados a ramos abertos. 

EXEMPLO 1: 

111 a 2 11P + Ql +I IP V Qll 

---------~ 

--------I 21 a (P -:.- Q) 

OI 
I 31 Ql 

I 41 a 2 I 'P V Ql 15 I "zl 'P v Q) 

~-" 
' I 

-~ ~ 
X 

I 6 I a
2

P I 7 I a Q 18 I a1 IOI o 

I I I 
I 9 I a 2 I'P) 1111 [9] 1131 [9] 

I I I 
I 101 a21QI 112 I [lO] I 14 I [lO I 

I 
I 

X X 

1151 a P 
o 
I 
X 
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1) Iniciamos o tableau com o vértice (l); 

2) Os vertices (2} e (4) e {3) e (5) se obtém de (l) por H-4; o 

vértice (1) está usado. 

3) O vértice (2), que é o mais alto e mais ã esquerda na árvore e 

que ainda nao foi usado, dá origem aos vértices (6), (7) e (8) i 

o vértice (2) está usado. 

4) o próximo vértice a ser usado é (3); desde que nao existe re-

gra ~ 1 ;n 2 (a 1 (P ~ Q)), o ramo que passa por (3) está fechado. 

5) O vértice (4) é o próximo a ser usado; de acordo com o ítem 

S-2.4 da definição, adicionamos a cada último vértice de cada 

ramo que passa por (4) a conclusão da regra 

6) Temos, então, todos os ramos fechados, exceto o prirr.eiro; o 

vértice (9) é o primeiro que ainda não foi usado e que não cor 

responde numa fórmula atômica; cbtemos, a partir dele, o vér-

tice (15), e o tablea.u está fechado. 

Como veremos no próximo parágrafo, o fato de o tableau para 

-ser fechado significa que nao existe valo 

rização tal que v( (P + Q) + ( IP V Q)) = 2; se 2 e o único valor 

nao distinguido do cálculo trivalente que estamos considerando,e~ 

tão esta fórmula é teorema, pois só assume valores distinguidos. 
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EXEMPLO 2: Vamos constn7.ir o tableau para a 2 (P & IP) -+ Q) e ve­

rificar que é aberto: 

(l) a
2

((P &lP) +Q) 

(2) a (P & 'P) 
o 

-------

--------­(3) a
1 

(P 

I 

(lO) ·a IP 
o 1111 (121 a

0
'P (l3ia 1'P 

/~ /~ X 

(16) a.
1 

P 

DESCRIÇÃO DOS PASSOS: 

l) Iniciamos o table,s.u com o vértice (l} (S-2.1); 

2) A partir de (1), obtemos (2) e (4), e (3) e (5) (S-2.2); 

3) A partir de (2), obtemos (6) e (10), (7) e (ll), (8) e (12), e 

(9) e (13) (S-2.3 e S-2.4); 

4) O ramo que passa pelo vértice (3) é fechado, pois 
-na o existe 

5) De acordo com S-2.3, o vértice (10) é o próximo vértice a ser 

analisado, dando origem a (15) e (14). Analogamente, o vértice 

(12) dá origeri a (16) e (17) (S-2.4); 
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6) Desde que o rumo que passa pelo vértice (16) e aberto, o ta-

bleau e aberto. 

Queremos observar, como ilustra o exemplo acima, que a nume-

ração dos vértices não coincidirá sempre com a numeração do proc~ 

dimento sistemático (S-2.1 a S-2.4), uma vez que os vértices o~ 

de ocorrem fórmulas atômicas não são numerados pelo procedimento. 

ou enumerável) 

(a. IX1 I ll 
da seguinte manetra: 

T
1

) Construa-se G tableau para a. IX
1
); 

ll 

Construido o tab.leau de a. (X ) , 
ls s 

vértice de cada rumo o tableau para 

-

anexe-se ao 

a. (X +l); 
ls+l s 

último 

Se nao houver ramos abertos, termine o procedimento. 

Queremos observar que a condição necessária,mas não suficien 

te, para que o tableau para um conjunto B seja aberto é que o ta-

bleau para cada elemento de B seja aberto, e que o fa·to do tableau 

para B ser aberto independe da ordem dos elementos de B; de fato, 

nesse caso, se o tableau para B fecha após a inclusão de n vérti-

ces por T
1 

ou T
2

, para qualquer outra ordem de B, esses vértices 

ocorrerão upós um número finito m de passos. Se B for um conjunto 

infinito e o tableau para a.B for aberto, teremos uma árvore infi 
l 

nita. Nesse caso, desde que os tableaux são árvores finitamente g~ 

radas (isto e, cada vértice tem um número finito de s-..;.cessores) vale o 

"' ' 
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1.1. LEMA. (Lema de 1\Ünig) Um tabJ.:'.e_au de. Suitma J.nb.-i.nLto tem pC'iO 

mrHo--s tLm ,~amo .Ln6-iiiA.-to. 

DEMONSTRAÇÃO. Ver ([ 8 ] I. • 

Nossa próxima etapa será estudar o relacionamento existente 

entre os possiveis valores que urna fórmula pode assumir sob urna 

valorização e o fechamento do tableau pror:osicional; desse modo, os 

teoremas l. 2 e l. 4 são os mais importantes do capi·tulo. 

1.2. TEOREMA.Seja X uma tíÕJtnw-fa de. S; .-se o .tab.fe.au paha a. (X) 
l 

6e~hado, en.tao X n~o a.-s.-sume o uaioh i poh nenhuma ualohizacão p~~ 

po~ic.J.ona.f. 

DEMONSTRAÇÃO. Se X é uma fórmula atômica, desde que n~um tableau 

para uma fórmula atômica é fechado, o resultado e vacuamente sa-

tisfeito. 

Se X nao é uma fórmula atômica, suponhamos que X seja da fo~ 

ma F (Y 
1

, ••• , Ym) e que exista uma valorização h tal que h (X) ""i, 

h(Yk) = ik, para l < k ~ m. Raciocinando por indução sobre 

nivel de construção das fórmulas, existe um tableau aberto 

cada uma das subfórmulas a. (Yk), l < k < m. 
lk 

o 

para 

Dado que h é uma valorização e que o valor de cada subfórmu-

la ik, vale r:;elo Menos a condição pror:osicional lli (F; i
1

, ... ,im) e . 
' 

r:ela definição de tableau, J;Drtanto, existe algmra regra de derivação da for-
ai F(Yl Y

1
) 

ma .1 { 2--:- (Yk l 1\ • • • f\ a . (Yk )}'e o tableau rura ai (P ( y1 , ... , Ym) } é Liberto d:::ois 
]1 1 lt t 

desde que J:ür hipStese de inC,ução todos os tableaux para a. {Yk) são abertos 
lk 

bast.a anexar ao primeiro vértice ai (X) os tablmux p.Tia a .. (Yk ) , l <r< t. • 
Jr r 
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Antes de demonstrarmos a recíproca do Teorema 1.2, necessita 

mos das seguintes definições e de uma versão do Lema de Hintikka 

similar à apresentada em [ 24] 

DEFINIÇÃO. (Conjunto de Hintikka). Seja HT um conjunto de fÓrmu-

las assignadas,- satisfazendo às seguintes condições! 

e 

C-l) Para todo j,k <r~, j 1- k, se a. (Y) E HT 
J 

r; H'r, onde Y é uma variável proposicional; 

entiio 

C-2) Se Y :::o a. {F (X
1

, ..• , X ) ) c H'I', então aJ_guma conser1uência 
l . m 

estií contida em I-IT. 

A um tal conjunto HT damos o nome de c.onju.n:tu dt h' i. H.t-Zidw. 

Um conjunto de Hintikka I-IT será di to um c. o njunto de 1-lúrtiklw 

,_<,aút.l!..ado quando satisfizer ãs condições: 

e 

C-1) Para toda variável proposicional Y existe 

que a. (Y) E HT; 
l 

j < n 

e11t~o Y G HT see 

consec_luência de ,'i
1

/11
2

(Y) est.G contida em H'l'. 

l. 3. LEl12\. (Hintikka). Tudo C•-'iljUíifu de !-UH U_l~/w BT pude 

te.ndí.do a rnn cuujuwto de Ui!r td::ha .. \(L.tuicado HT. 

tal 

alguma 

r_ h-
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DEMONSTRAÇÃO. 

Se HT é um conjunto de Hintikka, construímos um conjunto HT 

da seguinte maneira: consideremos 

a) HT
0 

= HT u {aiY: Y e uma variável proposicional que 

ocorre em HT e i E N é um valor qualquer}. 
o 

-na o 

b) Se G G G e uma enumeraçao das fOrmulas nao 1 I 2 I • • • f t f • 0 
•, I 

atômicas, definimos o conjunto HT 
1 

como: 
a+ 

tal que a. (F (X
1

, .•. , X ) ) nao contrarie a condição C-1 
l m 

satisfaça a condição C-2} ou 

é possivel. 

c) HT u HT 
a 

a 

isto HT 
1 

= I-IT , se 
a+ a 

e 

na o 

Afirmamos que HT é um conjunto de Hintikka saturado; em pri-

meiro lugar, HT é um conjunto de Hintikka, pois a cláusula a) da 

construção precedente garante que nenhuma variável proposicional 

ocorre em HT com assignações diferentes, isto é, vale a condição 

C-1. A condição C-2 é obviamente satisfeita. 

A validade das condiçÕes C-1 e C-2 pode ser verificada por 

indução sobre o nível de construção das fórmulas. • 
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1.4. 'rEOl\El\1A. (Recíproca do Teorema 1.2). Se X E S nao a~.>J.>ume. va-

f.oJr. i poJt nenhuma vafoJL-<.zaç.ão h, o -tab.teau pllopohiUol'la.t paha ai (X} 

é 6eehado. 

DEMONSTRAÇÃO. A idéia da demonstração e construir uma valorização 

onde X assuma o valor i , supondo que o tableau para 
o 

a. (X) seja 
lo 

aberto; esta valorização se obtém da seguinte maneira: 

a) se o tableau para 

ramo R aberto; 

a. (X) é aberto, exis·te pelo menos 
1.0 

b) Se o ramo R e aberto, valem: 

um 

j,k < n on-

de Y e subfórrr.ula de x· ' 

(ii) Se Y = ak (F {Y
1

, ... , Ym) J E H., algl:ma conclusão d0 

·,1
1

/1T
2

{Y) está contj_da em R. 

c) R e, então,. um conjunto de Hintikka, e pelo Lema 1.3, p~ 

de ser estendido a R· , 

d) Seja u uma função definida como se segue: 

u (X) ~ i se e a. (X) E R 
J. 

X E S · o , 

e) u é bem definida, pois R e um conjunto de Hintikka sa-

turado, e u pode ser estendida a S (pois S é absoluta -

f) vamos mostrar que, para uma fórmula qualquer 

Y = F(X1 , ... ,~m) de S, u(Y) =i see a.Y E R; 
l 

"' ' 
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g) Se u(F(X
1

, ... ,Xm) ~ i, então a . I F 1 x
1

, ... , x ) ) E R. 
1 m 

Por indução, suponhamos que se u(Xk) ~ i; então ai (Xk) E R 

au IXk) IXk) 
E R. Se a.IFIX

1
, ... ,X) 

1 m 'i' H e uiF(X
1

, ... ,Xm))~ 

vale H. (F, u(X
1

J, ... ,u(Xm ) ) e, dai, como R e satu 
1 

e f Et..:: i 1 ver que existe oelo menos um xk tal que 

h) Se ai(F(X
1

, ... ,Xm)) E R, então u(F(X
1

, ... ,Xm) ~i. 

Se a. (F(X
1

, ... ,X )) E R, desde que R é um conjunto de 
1 m 

Hintikka, temos que valeu propriedade Hi (F,j 1 , ... ,jt) P~ 

ra alguns j
1

, ... ,jt) e para todo 1 < k < t, 

Assumindo, por hipótese de indução, que se a. (X·. )E R 
Jk lk 

então u(X. )= jk, por definição da propriedade 
lk 

Hi(F, jl, ... ,jt) 

temos: f(u(X
1

) , ... ,u(Xm)) =i , isto é, 

i) Se, por hipótese, o tableau para 

(b) e (c) temos que E R 

a. (X) é aberto, por (a), 
lo 

e, por h) 1 que U (X) ""'i 1 o 

e obtemos a valorização procurada; a prova, então, está 

completa. m 
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O próximo resultado,. cuja idéia central foi usada no teorema 

1.4, generaliza a noção clássica de que uma valorização v e seu 

"conjunto verdade" (i.e., as fórmulas que assumem valor dist:Lngu:!_ 

do sob v) são interdefiníveis. 

l . 5 . TEOHEblA. Vado um conjun~o de Hin~ikha éatuhado HT, exiéte 

uma ~n~ca valo~izaç~o pnopoéicional aééociada a HT, e hetiphoca-

mente. 

DEMONSTRAÇÃO. Dado HT, pela condição C-1, para cada fórmula X de 

s
0

, exatamente uma fórmula assignada 

mos a seguinte função v de S0 em N: 

a. (X) pertence a 
]. 

H'l'; toma-

v lXI i see a. (X) E HT, onde X c uma variável proposicional. 
l 

A condição C-1 garante que v e uma função bem definida pa-

ra o conjunto de geradores S
0 

da álgebra S ; logo, v pode ser es­

tendida a um homomorfismo v de s em A; este homomorfismo é único. 

Reciprocamente, dada a valorização proposicional v, defini-

mos HT como se segue: 

Para cada X E s, a. (X) E HT see v(X) - i e HT e, cla­
l 

ramente, um conjunto de Hintikka saturado. m 

Dizemos que urna fórmula X é i-\lr.cCoJtizâve_i se existe uma valo 

rização proposicional v tal que v(X) = i. 

1.6. COROLÁRIO. Vada X E S, X e. i-vaioJtizãve.i .6e.e. o .tctb.Ce.cm p!Lopo-6i_ 



21 

a. (X) ê. abe.f!to; e dado 
l 

B c s, exi~te uma valo~izaç~o 

p'l..opo~~(>éonat h pa!t.a B tal que. h(X)=ai(xJXl,pcvw. X E B, hce. e.x.J...J.de 

um :tabfe.aLL abc.Jtto pa!ta o c.o1rjunto {ai(X) {X): X E B}. 

DEMONSTRAÇÃO. A primeira parte é imediata, apos os teoremas 1.2 

e 1.4. Para a segunda parte, se existe uma valorização h para B, 

então para cada valor de verdade h{X), o tableau para a fórmula 

ah(X) (X) é aberto. Suponhamos que o tableau para o conjunto 

{ah (X) (X) :X E B} feche; nesse caso, uma fórmula de B (ou subfór-

mula de fórmula de B) teriil ocorrido no tableau com assignações 

distintas, e é fácil ver, por indução no nível de construção de 

fór~ulas, que isto é impossível, desde que h é uma valorização. 

Por outro lado, se há um tableau aberto para o conj"Gnto 

{ai(X) (X): X E B}, este tableau tem pelo menos um ramo aberto (se 

B é finito, este fato é óbvio; se B é infinito e o tableau e~ 

to, então o prÓprio tableau é uma árvore infinita, e pelo Lema 

1.1 tem pelo menos um ramo infinito, logo aberto pela clãusu-

la T-3 da definição de tableau para um conjunto. 

Este ramo aberto é um conjunto de Hintikka, e pelo Lema 1.3 

pode ser estendido a um conjunto de Hintikka saturado. Pelo teo-

rema 1.5, existe a valorização indicada. • 



CAP!TULO II 

APLICAÇÕES DOS TABLEAUX PROPOSICIONAIS 

II.l - TEORE~~S DE COMPLETUDE E COMPACIDADE 

Pelo Corolário 1.6, temos um métOdo mecânico para verificar, 

dada uma fÓrmula X, quais são os valores (dentre 0,1, ... ,n-1) que 

sao proibidos a esta fórmula por alguma valorização proposicional; 

estes valores proibidos são exatamente aqueles indices i para os 

quais o tableau proposicional para a. (X) é fechado. No 
l 

cálculo 

trivalente considerado no Comentário 1.1 {Seção I.2), por exemplo, 

o valor 11 1 11 e proibido para toda fórmula dos tipos, I X, X -+ y I 

X V Y e X & Y, mas não para fórmulas atômicas, uma vez que ta-

bleaux com um Único vértice são abertos se a fórmula e atômica 

(ver definição de tableau proposicional, Seção I.2) 

Vamos, agora, definir as noções de ,óa:U_h 6aç.ão, 

,6-Lntâ.t:-éea, de.monh.thaç.ão e c.onõe.quênc.--éa .6e.mânL-i.c.a, e obter o teo-

rema de completude. 

Dada a l6gica L= ( S,A> e dado X E S, dizemos que X e de-

monstJtâve.f (ou é te.oJte.ma) em L se, para todo i E ND, os tableaux pnJP2_ 

sicionais para a.(X) são fechados; dizemos que o conjunto dos ta­
l 

bleaux fechados e urna de.mont.tfwç.ão para X. Denotamos o fato de X 

ser teorema em L por !L X. 

Para definir con,óe_qué:vtc.-i.a t.--tnt:iit:-L.c.a, necessitamos da seguinte 

··~ 
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definição a respeito dos tableaux: se B for um conjunto de fórmu-

las e N um subconjunto de N, chamamos um tabfc.au pallcz o conju_rt:to 
o 

"N (B) 
o 

a um tableau para um conjunto {a. (X
1
),a. (X

2
), ... ,a (X), 

ll l 2 ln n 

I • • • I } onde z. E B e 
J 

(ver Seção I.2 para a defini-i. E N . 
J o 

-çao de ''tableau para c·,m conjunto"). 

Observamos que a notação aN (B) 
o 

e amblguct, pOlS ser 

ve para denotar todos os tableaux para conjuntos com fórmulas em 

B e Índices em N ; no entanto, na maior parte dos casos, essa am­
o 

biguidade não trará problemas: quando necessário, esclarecemos o 

indice com que cada fórmula de B comparece no tableau. 

Dizemos que X e C.OIH.tz.quê.nc.ia -Dintêi.tic.a de B, onde B u {X} c S, 

se para cada tableau aberto para um conjunto aÔ(B) (isto e, para 

cada tableau aberto cujos vértj.ces sao fórmulas de B assignadas 

por valores distinguidos), o tableau para a
0

(B) 

do, para todo i E ND. 

u {a.(XJ} e fecha 
l 

Denotamos por B 1- X 
L 

o fato de X ser consequência sintáti-

ca de B. 

Dada a 16gica L= ( S,A> e X E S, dizemos que X~ ~ati~6a-

tZvc.l em A, ou que v Aati66az X, se existe urna valorização propo-

sicional v tal que v(X) E D; dizemos que X é uma tautologia se 

for satisfeita para toda valorização proposicional. 

Dados B U (X} c S, dizemos que X é con~equência 

de B se, para cada valorização proposicJ.onal v, X e satisfeita 

por v quando os elementos B forem satisfeitos por v. 
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O corolário 1.6 permite uma forma fraca do teorema de Compl~ 

tude, relacionando as noçoes de demonstração e satisfação defini-

das acima; no teorema abaixo, obtemos uma forma forte do teorema 

de completude: 

2.1. TEOREMA. (Completude,. forma forte). Se..jam X E S e B c s 

en.tão, B 1- X see B I L X • r. 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos que B 1-- X· se v e urna valorização L ' que 

a cada Bj E B assigna um valor distinguido i., então existe um 
J 

tableau aberto para o conjunto K~{a. {B
1
i, ... ,a. {B), ... }. Se 

J1 Jn n 

v lXI = i 
o 

é um valor não distinguido, pelo colorário LG é claro 

que o tableau para o conjunto K u {a. {X)} é aberto, contrariando 
10 

a definição de consequência sintática. Port<":;nto, v(X) E D , e 

B i'==' X L . 

Por outro lado 1 se B 'L X, suponhamos que exist"e um tableau 

aberto para a
0 

(B) ; se existir c_lgum valor i nao 
o 

distinguido 

tal que o tableau para a
0

(B) u {ai
0 

(X)} seja aberto, pelo coral~ 

rio 1.6 teremos uma valorização v tal que v(B) E D e v(X) ~ D, 

contrariando a definição de B ~ X; logo B ~ X. • 

COMENTJ\RIO 2 .1. :t: fácil ver que ~ satisfaz as propriedades es~ 

truturais do simbolo clássico 1- (leis de Gentzen); as demonstra 

ções, envolvendo apenas as propriedades dos tableaux, são rot:l.-

neiras: 
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I li X 1-
L 

Xi 

I 2 I Se Bf-r, X, então B,A 1-
L 

X 

I 31 Se B,Y,Y "L X então B,Y "L X 

I 4 I Se A,Y,Z 1-
L 

X então A,Z,Y "L X 

151 Se A f-r, y e y 1-
L 

X ' então A "L X 

Para a prova do teorema de compacidade necessitanos o seguinte: 

2. 2. LEMA. (Propriedade de caráter f in i to dos tableaux) : S e.j a 

acs, B 6-Ln-Lto ou enu.me.JtCivet; J.:.e N CN, e.n.tlio e.W.te.wn.tabie.au.abeJL­
o 

to pa!ta algum conjunto aN (B) 
o 

J.:.e.e pa!ta todo J.:.ubeonjunto 6inito E o 

de B e.xiJ.:.te. ~m table.au abe.Jtto paJta a)'.gum conjunto aN (B
0

) 
o 

DEMONSTRAÇÃO. Seja aN (B) = {ai (X) : X C B 
o 

um tableau aberto para aN (B), seja 
o 

e i E N } ; 
o 

se exis·te 

jam a. (x
1

) , ... ,a. (X) as assignações com as quais os elementos 
ll lr r 

de B
0 

comparacem no tableau para aN IB) . 
o 

Pela definição de tableau para um conjunto (Seção I.2), e 

óbvio que o tableau para o conjunto {a. 1x
1

1, ... ,a. IX I} é aber-
ll lr r 

to, e N • 
o 

Por outro lado, se para todo subconjunto finito B de B exj_s o 

te um tableau aberto para algum aN (B
0

), seja x 1 ,x2 , ... ,Xn, ... , 
o 

uma enumeraçao de B; consideremos os subconjuntos finitos de B 

da forma 
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Suponhamos que B é enumerável (o caso B finito é óbvio a pa~ 

tir deste); constrúimos, então, um tableau infinito, indutivamen-

te, como segue; 

1) Iniciamos com um tableau aberto para aN (B
1

); 
o 

2) Se temos um tableau aberto para 

ramo Clberto des-te o tableau r..ara 

aN
0 

(BJ, acrcscec'ltarros 

aN (Xn+l) 1 se o 
o 

a cada 

tableau 

resultante for aberto; em caso contrário, substituimos to 

do o tableau obtido por um tableau aberto aN (Bn+l), que 
o 

existe, por hipótese. 

Desse modo, conseguimos um tablE:au aberto e infinito com fÓ!_ 

mulas assignadas em N
0

; pelo Lema de Konig (Lema l.l), existe p~ 

lo menos um ramo aberto 1 e este ramo obviamente é um tableau aber 

to para aN (B) m 

o 

Pelo t.eorema da Cortpletude e pelo lema 2. 2, podemos 

então, duas formas do teorema de Compacidade: 

2.3. TEOREMA. (Compacidade, a l- forma) : Seja B u {X} c S; 

B F X -óe.e ex.-iJ...te B 6-inito contido em B .ta-t qlu2. B I== X. 
L o o L 

obter, 

l!ntão - . 

DEMONSTRAÇÃO. Se para cada B finito contido em B existe uma valo 
o 

rização proposicional v tal que v(Y) E O (para toUo Y G B) e 

v(X) ~ D, então usando o corolário 1.6 e o lema 2.2, 

existe um tableau aberto para o conjunto 

i E D} U {a. {X) 
l 

iEN-D}. 

temos que 
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Aplicando a construção do lema 2.2, obteremos um tableau aber 

to para o conjunto {ai (Z): z E B e i E o} u {ai (X): i E N- D} e, 

daí, existe \!ma valorização proposicional tal que v(Z) E D, (DE 

E 8) e v {X) rf- D; demonstramos, portanto, que se B I== X 
L 

então 

existe B c B finj_to tal que B 1- X. 
o o 

A r8cÍproca é óbvia. • 

2.4. COROLÁRIO. (Compacidade, 29 forma). Seja B U {X} C S; I?.H~tão, 

B ~X 

DEMONSTRAÇÃO. Pelo teorema anterior e pelo teorema da cor.1pletude. • 

OBSERVAÇÃO. Pode-se verificar facilmente que se definirmos o con-

junto Cn (B) = {X; I3 'r:; X}, onde B u {X} c S, Cn é um opr~ado~ 

de_ 6ed10, no sentido de Tarski [141 isto e, 

F-1) Para todo B,C c S, B c C implica Cn(B) c Cn{C) 

F-2) Para todo I3 c S, B c Cn (B); 

F-3) Cn (Cn (B) I Cn(B) , para todo B c S. 

-
Dizemos que T e uma tco~;a nau t~iuial maximal se T c S 

Cn(T) ~ S e se T c T' , então T' = T ou T' = S. 

Vale, então, o seguinte resultado: 

2.5. TEOREHA. Seja B c_ S: l'i·ilão Cn(B) -
"- T r n {T c S B C T 
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DEMONSTRAÇÃO. Por um lado, se X E Cn{B), X E T, para todo T na 

definição do lado direito da igualdade, pois se existe T tal que 

X ~ T, então T u {X} ~ T e como T é maximal, T u {X} = T ou 

T U {X} = S. 

se T u {X} = sI desde que B IL X, temos que e 

Cn(T) ""S 1 o que e irr.possivel desde que Cn(T) f. S; logo, X E T. 

Por outro lado, se X pertence à intersecção das teorias não-

-triviais maximais que contém B 1 e se B ~ X, podemos estender B 

a urna teoria maximal não trivial (por um processo similar a de-

demonstração clássica do teorema de Lindenbaum) : 

Tomando uma enumeração da fórmula, definimos: 

ou 

e 

= B U {Y} 
n 

n 
se Bn U {Y} f7j: X 

n 

= B 
n 

caso contrário 

Tomando B = u B temos que B :::> B e B e uma 
nElli n 

nao trivial maximal, logo X E B, absurdo. N 

II.2 - TEORE~~ DE SUBSTITUIÇÃO 

teoria 

Daqui para diante, para ameEizar a notação, passaremos a co~ 

siderar somente conectivos binários ou unários, embora a general_:i:_ 

zação para o caso dos conectivos m-ários seja imediata. 

Se s é uma linguagem proposicional n-va.lente e 5
0 

é o conju!: 

to de fórmulas atô:rücas de S, chamamos de p!Lê.-DttbJ.:,titu-<-.çíio a toda 

função s : S ---+ S. 
o 

-----, 
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Desde que S é uma álgebra livremente gerada por s
0 

(ver Se­

ção I.l), a função s pode ser estendida a um Único homomorfismo 

Sb : S --+ S; chamamos de !.ubó:C-L-tu-Lção fte_fa-tJ..va a s a este homo­
s 

morfismo SB . Desse medo, temos, por exemplo, que se F e um co­
s 

nectivo binário em S c G é um conectivo unário, então: 

Sb (F(X,Y) I ~ F(SB (X) 
s s 

Sb
5 

(G (X) I 

Nesse caso,- se 

G(Sb (X)) 
s 

Sb (X) ~ X 
s l 

Sb (Y) I e 
s 

e dizemos que 

F(X
1

,Y
1

) e o resultado da substituição em F(X,Y) de X por x
1 

e de Y por Y
1

; analogamente, G(X
1

) é o resultado da substituição 

em G(X) oe X por X1 . 

O teorema da substituição, que derr,ostraremos a seguir, ga-

rante que, se uma fórrrula for teorema em L :o: ( S,A > , então qua1:_ 

quer fórmula obtida desta como resultado de uma substituição tam-

bérr, será teorema. 

2.6. TEOREI'-1A (Teorema da Substituiçêlo). Se.ja 

naf n-vat.en:te; !.C. ~X 

Sb 
s 

DEMONSTRAÇÃO. Seja v uma valorização proposicional qualquer: cn-

tão, v"" v o Sb : s --+- s t.amtém é uma valorização proposicional, 
s 

pois: 
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v{X) = v(s(X)), se X e atômica, e 

v(P(X,Y}) =v(Sb (F(X,Y)), se F e um conectivo binário, e 
s 

v(G(X)) ~ v (Sb (G (X) I' 
s 

se G e um conectivo unário. 

Desde que v e uma valorização, tem-se: 

v(F(X,Y)) ~v(Sb (F(X,Y)) ~v(F(Sb (X) 
s s Sb IYI I 

s 

o f(v(Sb (X) I 
s 

v(Sb (Y))) ~ f(v(X) 
s v(YI I por indução ::;obre o 

nivel de construção das fórmulas, e V e uma valorização proposi-

cional (o caso dos conectivos unários e análogo) . 

Se Sb (X) não e um teorema de L, então, pelo teorema de com 
s 

pletude, existe unw. valorizc;ção proposicional v tal que 

v(Sb (X))~ D. Desde que v(Sb (X)) ~ (v o Sb) (X) 
s s s 

V(X) e v e 

uma valorização, ).sto implic<l que v{X) "1- o, c, pelo teorema de 

cnmpletude, X não é teorema em L. • 

II. 3 - PRINCÍPIO Dl\ UNIFICAÇÃO PARA LÓGICl-~S PROPOSICIONAIS 

O Principio da Unificação para o c~lculo de predicados cl5s-

sico de 1~ ordem foi introduzido por H. Snmllyan (ver 123 ]) e [24]) 

e permite obter simultaneamente diversos resultados c1a teoria cLis 

sica da quuntificação (como teoremas de completude, compete idade, 

LÜwenheim-Skolen e da interpolação) . 

No que se segue, vamos estudar uma generalização desse prin-

clpio para as linguagens proposicionais n-valentes (no Capítulo 

TV, estudaremos uma versão desse principio para linguagens n-va-

lentes de primeiru ordem). 
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Seja r um conjunto de conjuntos de fÓrmulas assignadas tal 

que r tem ca~~tct 6-inito (isto~. B pertence a I' see todo subcon-

junto finito B
0 

de B pertence a j). Se K E:: r, dizemos qu12 K .tem a 

p'top.t.{.cdadc. r. Se B e um conjunto de fÓrmulas não assignadas (i.e., 

B c S), dizemos c_iue B é r-coru •. (1.te.n..te. se todas as fórmulas de B 

uccrrem num elemento K de r com assignações por valores distingu~ 

dos (isto ~~ X E B implica a . (X) E K, com i E O) . 
l 

pc, . .).(c.tona.f (abreviadamente, PCJ\P) quando todo conjunto K que tem 

a propriedade r satisfaz as seguintes condiç6es: 

P
0

) K não contém a. (X) e 
' 

a. (X), se 
J 

i I j e X e umu. fÓr-

mula atÔmlca de S; 

Se Y ·co Cl . L' ( Y 1 \' .. , ) ( 
l .1 L. 

J,, cx1stc olgttm~l conclus5u c de 

Lal CJU9 tc:m a p.rotJricdade l'. 

-
A expressao "B e 1'- consistente" deve ser entendida, infor-

maJ.mente, como significando que :· garante que B é consistente, is 

to é, B é satisfativel ou tem modelo; o teorema 2.7 deixa claro 

este ponto. 

COMENTÂRIO 2.2. Em termos intuitivos, r e uma PCAP quando todos 

-seus elementos sao "consistentes", - -isto e, nao ocorrem fórmulas 

atômicas com assignuções distintas nos elementos de r, e se umu 

certa fórmula assignada C/CGrre num elemento ele I' ent.:io ocorrem 

nos elementos de r subfórmulas que ga.célntem presença dessa 
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fórmula em 1 • 

2. 7. TEOREMA. (Principio da Unificação para lÓgicus proposicio -

nais n-valcntes). Seja I' uma PCAP, c 13 C S; h('_ B 

te, cntão todo-!! o6 etcrne11to0 de D 0ão -6at.i,.':.i)at7veih. 

DEMONSTRAÇÃO. Desde que o conjunto S* de todas as fórmulas assig-

nadas ê enumer~vel, seja -
z

1
,z 2 , ... ,Zn' ... , umu enumeraçao de S*; 

cons truimo.s, çmtão, indutivamente, conjuntos c 
n 

da seguinte rr,a-

neira: 

ou 

c 
l 

u
0

(11) tal que a
0

(B) E J' (que existe pelo futo de D 

ser r-consistente). 

C ~ C u {Z } se C u {Z } tem a propriedade r, 
n+l n n n n 

c 
n+l 

C em caso contrário. 
n 

É claro que os conjuntos C construidos desse modo tem a pr.:::?_ 
n 

priedade r, e que c c. c 
l c cn+l - .. 

Seja M ~ u (C. 
] 

de Hintikka saturado: 

i E ]'l } ; vamos mostrar que M e um conjunto 

1) M t.cm a propriedade T', pois para cada K < lVI, K finito, 

existe Cn tal que K c Cn; como c 
n 

tem a proprj_cdade r, então K 

tem a propriedade r pois r t.em caráter f in i to. 

Portanto, como cada subconjunto finito K de M tem a proprie-

dade r e r tem caráter finito, M tem a propriedade r. 
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2) Se M U {Z.} tem a propriedade r, então Z. E M; de fato, 
l l 

nesse caso, o conjunto C. u { z i tem a propriedade 
l l 

r, pois e um 

subconjunto de M u I z. l . logo, Z. E 
ci+l c M . . ' l l 

3) Por (l) e I 21 ' então, e fácil ver que para cada fÓrr.tula 

atômica X E S, exatamente uma fÓrmula assignada a. (X) 
l 

pertence 

a M, e que alC]U1T,Cl consec1uênc:i il c de 

!'-1 • 

Pelo teorema 1.5, existe, então, uma valorização proposicio-

nal v que satisfaz todos os elementos de B. • 

COMEN'rÃRIO 2.3. A demonstração do teorema anterior, no fundo, e 

uma aplicação do lemz; de 'l'ukey (caso enumerável) , e imita a cons-

trução clássica para o teorG.ma de Lindenbaun, 

Do teorema 2.7, podem-se obter diretamente os teoremas de 

completude e compa.cidade demonstrados na Seção I I. 2. 

2.8. COROLÂRIO. (Completude)_ Srja BC S; errt~o. 

DEMONSTRAÇÃO. Se 8 é satisfatívcl, existe, claramente, UIYJ tableau 

abE:rto para a!J {B) (ver Corolário l. 6, Seção I.l) 

Por outro lado, se existe tabJ.eau aberto oara a
0 

(13), 

l"(B) o conjunto dos v&rtices do tableau para a
0

(D), e seja 

conjunto formado por todos os conjuntos T' (B). 

r o 
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Pelo lema 2.2, l' tem caráter finito, e pela definição de ta-

bleau proposicional, valem as cláusulas P
0 

e P
1 

da definição de 

PCAP; portanto, B é satisfativel. 111 

2.9. COROLÂRIO. (Compacidade). Seja B c Si então B ê -6at:~-66at2 

vel -6ee todo -6ubconjunto 6inito B de B ~ -6ati-66atlvel. 
o 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos que todo B c B, B finito, é satisfati 
o o 

vel; pelo corolário anterior, para cada B existe um tableau aber 
o 

to para 

anterior, 

a (B ); utilizando diretamente o lema 2.2, e o corolário 
D o 

B e satisfatível. ~ 

A reciproca e Óbvia. 

II. 4 - UM ALGORÍ'l'MO PARA AXIür.íATIZAÇÃO DE LOGICAS PROPOSICIONAIS. 

Embora, em [25] os tableaux sejam considerados algorítmos p~ 

ra axiomatização de lÓgicas finitas, e essa denominação seja ra-

zoável devido ao teorema de completude para os tableaux, essa no-

ção de axiomatização difere da noção "hilbertiana" usual no aspe~ 

to de que os tableaux são ana.t.Zt.{.c_o-6 (isto é, dada uma fórmula, o 

tableau a decompõe para decidir se a fórmula é ou não teorema), eQ_ 

quanto que a noção hibertiana de axiomatização, com axiomas (ou 

postulados) explícitos e regras de derivação, e Dj_n.tê.tica (isto é, 

gera as fÓrmulas que sao t.eoremas a partir dos postulados e atra-

vés das regras) . 

Nesta seção, apresentamos um conjunto de procedimentos, es-

treitamente ligado ao método dos tableaux proposicionais, que 
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funciona como um algoritmo pc.ra a axiomatização de qualquer lÓgi~ 

ca proposicional n~valente.Este método é UITD adapt.ação da nor.ão de p-'LE._ 

dução introduzida por Post (ver [19] ) , e o denominamos labte.au 

j,{nt"é_;tj_c_o, por suas semelhanças com as noções hibertianas (e "gen.!:_ 

zenianas 11
, também). 

Os procedimentos ligados ao tableau sintético, que apresent_Q_ 

mos a seguir, podem ser interpretados como instruções a uma máqu~ 

na, que, partindo de um suprimento inicial de objetos, vai junta~ 

do a estes certos objetos produzidos a partir dos anteriores; o 

método consiste basicamente no segulnte: 

l) Temos um suprimento inicial de objetosi 

2) Temos instruções que possibilitam produzir novos obje -

to5, j untando~os ao s upr imen to inicial i 

3) Dispomos de instruções que permitem suprimir certos obje~ 

tos do suprimento disponivel; 

4) As instruções são executadas em sequência; 

5) Cada instrução so é executada depois de esgotadas todas 

as possibilidades de execuçao de instrução anterior. 

Utilizamos as seguintes notações para o tableau sintético: 

1) X ,x1 , ... ,X , ... , sao as variáveis propo~icionais o n (i. e. 

fórmulas atômicas) -em alguma enurneraçao fixada; 

2) Y ,Y1 ,Y 2 , ... ,Y
0

, ... , denotam fÕrmulas quaisquer (inclusi~ 

ve atômicas); 

3) PY é interpretado como "Y e uma proposjção"; 
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4) Ai Y, O _-:. i _5. n-1, é interpretado como o "vzüor i e permi t_!_ 

do para a fórmula Y" 

5) BiY, O :5_ i~ n-1, é interpretado corno o "valor i e proib1:. 

do para a fórmula yn; 

6) !----"-> é interpretado cor:,o 11 anexe ao suprimento disponivel 

os objetos à direJ.ta do- simDolo, se ocorrem neste supri-

menta os objetos que estão à esquerda 11
; 

7) 1---------< é interpretado como "apague do suprimento disponível 

os objetos à direita, se ocorrem os que estão à esquerda"; 

8) TY é interpretado como "Y é teorema"; 

9) Q e C. são slmbolos auxili.s.res, cuja finalidade e evitar 

' 
que o procedimento fique ocupado indefinidamente. 

Seja L uma lÓgica proposicional n-valente, F1 , ... ,Fr os 

conectivos binários de L (os conectivos unários podem ser inter-

pretados como casos particulares dos conectivos binários), t 1 , 

, , .. , fr as interpretações destes conectivos, N = {0,1, ... ,d,.. .. ,n-l}, 

o conjunto dos valores~verdade de L, e D = {O, 1, ... , d~l} o con­

junto dos valores-·verdade distinguidos; o tabicwu hivttê.t-i_co pcuw 

L, TS(L), é o seguinte conjunto de procedimentos: 



L 

r I o 
j 

Pl I 

' 
P21 

j 

P31 

j 

P 4 I 

+ 
Psl 

+ 
P61 

+ 
P71 

+ 
P

8
1 

+ 
P 9 1 

PX 
o 

PX. ~ A.X. 
J l J 

QY 1--> py 

{A. Yk) 
lk 

C. Y f-----------7. A. Y 
l l 

PX. 1--" PX . l J J+ 

O < i < n-1 

l < i < r 

O < j_ < n-1 

(a Yk) 
lk 

que e consequénciu de 

n
1
/n

2
(aiF(Y

1
,Y

2
)) 
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l\s setas indicarei a ordem dos procedimentos; a descrição de 

cada passo é a seguinte: 

Inicie com a fÓrmula atômica X e f:. declare uma proposi­
o 

çao; o conjunto unitário PX e o sL~primento inicial; 
o 

Se X. e uma proposição, anexe ao suprimento 
J 

de objetos 

A X., A
1

X., ... ,A 
1
x. (significando que os valores 0,1, 

o J J n- J 

2, ... ,n-l são todos permitidos as fórmulas atômicas); 

produza 

Fi (Y
1

,Y
2

) mas não êt declare uma proposição; ao invés c1is 

so, rotuJ.e-u com o prefixo Q (a finalidade desse rótulo 
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como JTcncionado, e evitar que o proced_i_mcnto fique indefj_ 

nida .. lTtCI1tc ocupado) ; 

r
3

J Após o término de P
2

, declare como proposições as fórmu-

las rotuladas com Q; 

P
4

J Para todas as proposições obtidas, anexe ao suprimento 

os objetos 13 Y, BJY, ... ,B 
1

Y, sj_gnifico.ndo que, a prio-o _ n-

.ri, todo~; os valores-verdade são proibidos para todas as 

proposições; 

StO' os Vd l ores :~ao pcrnüt·ictos rJetrd Y, e lo.. Yk1 e 
-- K L ' .k 

1
/,1

2
(a

1
{F(Y

1
,Y

2
Jl acrescente no supri - . 

<Dld consec;_uencJ_o. 

r· l'(Y Y ) pz-:ru cCJ.rJ,-1 conccLivo ['' --i )_,- 2 

p 
6

) Após o término de r
5

, anexe 1\.Y ao suprimento, 
l 

para cada 

Se A,Y pertence ao S11prim0nto, apague J3.Y do 
" l 

SllfH imcnLo 

(isto 6, corrigimos nossa hipótese de que o valor i c 

proibido para Y); 

P
8

J Se, ap6s P
7

, restaram os objeto~ B
1

Y pnra l E N-O (isto 

e, todcs os valores nâo-distinguidos s~o rcaJ.mentc proj-

bidos p,-_lret Y e Y é umo. propo,;içÕ.o) 1 cntao Y é tcon:Ornw; 

Ancx0 ao suprimercto o objeto PX. 
1

, 
]+ 

suprimento, c voJ_tc a P
1

. 

se pertence ao 
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A rclaç~o entre as tableux proposicionais c os tablcaux sin-

t~ticos ~ dada pelo seguinte teorema: 

Y E S; CitÚiu t'x(,1 te um tai1Crau V'IOpu-J~(·C~L(IJ'I{[C abc-'Lto pcura a. (Y) 
l. 

srr A.Y c p~uduzido Clll TS(L). 
l 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos que exista um tableau proposicional aber 

to para a. (Y); se Y § at5mica, A.Y §produzido ctn TS(L) por 
l l 

Se Y não é atômica, utilizando induç3.o no n:l.vel de conslrução das 

fórmulas, suponhamos que Y seja da forma F(Y
1

,Y
2
): -por dcfin.L<."ao 

L j Uu, é produzido. 

ai (P{Y
1

,Y
2

JJ, existe um 

C C• Cüll2iL'C[U0tJC:id de 

que c• l'rodu-

Por outro lado, se A.Y 
l 

é produzido em TS (L), e se Y é atô-

micu, existe um tablec:tu uber·to para a. (Y), que é exatamente o ta 
l . 

bleau formado pelo único vérLice a. (Y) {lembramos que, para fór­
l 

mulas iJ.tÔmicas, tableaux compostos por uw Único vértice siío <1ber-

tos, por definição). 

Se Y não é atômica, suponhumos que Y seja da forma P(Y
1

,Y
2

l; 

evidentemente, AiFIY 1 ,Y 2 J 

a part.ir de objetos U\. '{k} 
"k 

só pode ter sido produzj_do por Pc . o 

onc1c { d, ( Yk\} 
_l_k . 

p 
6 
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Utilizando novamE:nte indução no nivel d12 construção, exis-

tem, então, por hipótese de indução, ·tableaux proposicionais abe~ 

tos para a. (Yk), e psla dcfinicão de tableau, existe 
lk , 

um ·tableuu 

aberto para a . (F { Y, , Y
2

) ) . a 
l " 

Do teorema 2.10 segue-se a completude de TS(L) 

2.11. COROLÁRIO. (Completude para TS (L). Se L""< S,A > e. uma lÕg~ 

c.r p!topo.t.ic.J.ovtal n-vale.11:te e. Y E S, e_ntéio TY ê. p!UHiuzido em TS{L) 

oe.e tr:, Y. 

DEMONSTRAÇÃO. TY é produzido em TS(L) see A.Y nao é produzido, p~ 
l 

ra todo i E: NO (por P
8
), see todo tableau proposiciona.l para a

1 
(Y), 

i E NO, é fechado (pelos teoremas 2 .lO e çorolário l. 6) , see f-c.Y 
L 

(pelo teorema de completude para tableaux proposicionais). a 

COMENTÁRIO 2.4. Em termos intuitivos, obter a produção de TY em 

TS (L) equivale ao fato de que é possivel percorrer todos os -ta~ 

bleaux proposicionais abertos para a . ( Y) , i E D, de 
l 

cima, mas nao é possível percorrer nenhum ·tableau para 

de j E ND. 

baixo para 

o.. (Y) on~ 
] 

EXEMPLOS. Vamos considerar dois exemplos dê a-plicação de 'l'S (L) 

a) Para o câlculo proposicional clâssico C, e 

b) Para o cálculo proposicional trivalente P
1 

descrito err. [ 22] . 
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a) Para o cálculo clássico, os tableaux para a implicação 1------+ e 

2 I 

31 

para a negaçao I\, (onde 

a
1

(X-+Y) 

a ("-X) 
o 

a X 
o 

TS(CI 

P I PX 
o o 

p 2) py 1' py2 ]--------+ Q (Yl -+ y 2) 

PY I-->- Q("-'Y) 

N ~ {O,l} e D ~ \0}1 
~ 

sao: 
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Ps I Al X f-+ C
0

tX + Y) 

A Yl~ c IX + Y) o o 

A X,A
1 

Y 1-~ 
o . 

c
1 

(X + Y) 

A X 
l 
I~ c hXI o 

A X I~ c
1 

hXI o 

A.Y f---< B.Y 
l l 

PX. I--,_ PX. l 
J ]+. 

se chamamos eic..to a uma aplicaçâo completa de procedimento, 

desde P
1 

até P91 e Di ao conjunto de objeto disponiveis apos 

aplicação do passo Pi' do primeiro ciclo resultam os 

objetos: 

seguintes 
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O = 
o 

{PX o) 

01 = o u {A X , A
1 

X ) 
o o o . o 

02 = o
1 

u {QIX + X I Q I"' X I } ' o o o 

03 02 u {P{X +X), P{'éX)} 
o o o 

04 = 03 u {B {X + X I ' Bl {Xo + X I o o o o 

B (nu X ) , 
o o Bl {Xo) ' B (X ) , 

o o Bl {Xo)} 

os 04 u {C {X + X
0

) , Cl {'éXO)} o o 

06 = os u {A {X 
o o 

+ X ' Al ('VXO) o' ' 

07 06 {B {X + X I ' B
1 

(rvX
0

) 1 B {X I ' Bl {Xo) } o o o o o 

08 = 07 u {T;x + X I } 
o o 

09 = o u {PX
1

} 
o 

Do primeiro ciclo, então, resultou o Único teorema X ->- X • 
o o' 

do segundo ciclo, resultarão os teore~as x
1 

~ x
1 

, 

e X + (X + X ) 
o o o 

rux -+ ru X , 
o o 

b) Para o c~lculo P
1 

(cf. [22)), utilizando os tableaux descritos 

na Seção I.2, temos (utilizamos o simbolo I para evitar repe-. 

tições de linhas). 
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p ) 
o 

PX 
o 

PX. )---+A X. I AlX. I A2XJ. 
J o J J 

pyl 1 py2 ~ Q(Yl ~ Y2) 

PY f--+ Q(-IY) 

PS) A
1

X/A
2

X f--+ C
0

(1X) 

A
0

X I--+ c
2 

(IX) 

P6) 

P7) 

P8J 

P 9 I 

A
2

X/A
0

Y/Al Y f--+ C
0 

(X + Y) 

(A
0

X,A
2
YJ/tA 1X,A

2
YJ 

A
0

X/A1 X/A
0

Y/Al Y f--+ 

!-----·--+ C 
2 

( X -+ Y ) 

C (X V Y) 
o 

iA
2

X,A
2

YJ f--+ c
2

(X V Y) 

(A X,A Y}/(A X,A
1

YJ/(A
1

X,A Y}/(11 X,A
1

Y) f---7 C (X & Y) o o o o 1 o 

A
2

X/A
2

Y f--+ c
2

1x & Y) 

C.Y f--+ A.Y 
1 1 

A.Y f--+ B.Y 
1 1 

B2Y I--> TY 

PX. f--+ PXj+l J 

No Apêndice II, mostramos um programa PASCAL que, seguindO as 

· - I 1 1 . d lnstruçoes de TS P , demonstra automatlcamente to os os teoremas 

de P1 , desde que se disponha de tempo suficiente. 



CAPÍTULO III 

CARACTERIZAÇÃO DE LOGICAS PROPOSICIONAIS 

POR CONFIGURAÇÕES DE CONECTIVOS 

IIL l - CONFIGURAÇÕES DE CONECTIVOS 

Este capitulo constitui uma espécie de digressão a nossa li-

nha do trabalho, cuja sequência natural seria apresentar as lÓgi-

cas n-valentes de primeira ordem do ponto de vista dos tableaux; 

preferimos apresentá-lo aqui, cont.udo, por sua aplicação irnediata 

aos cálculos proposicionais, embora os resultados obtidos não se-

jam necessártos aos capítulos posteriores. 

U:11a das características mais interessantes, a ao mesmo tempo 

mais embaraçosa, dos cálculos n-valentcs (proposicionais) é a eno~ 

me quantidade de conectivos disponíveis; permanece em aberto, por 

exemplo, para n .?_ 4, a classificação dos conectivos em relação 

aos quais as lógicas proposicionais são funcionalmente completas 

(cf.[l2] ,[18] ,[21]) ou a classificação dos conectivos "vaz.ios",i.é, 

dos conectivos tais que não existe nenhum teorema onde somente es 

conectivo ocorra (ver [ 10 l). No cálculo pro posicional clássico 

por exemplo, os conectivos A e V são vazios, mas a implicação não 

e vazia ( (X ~ X) ~ teorema) . 

uma questão que se coloca, também relacionada com os conect:i vos, 

-e a seguinte: para uma mesma linguagem proposicional, variando-se 



46 

as interpretações dadas aos conectivos, como se relacionam as fór 

mulas que são teoremas nas lógicas obtidas? 

Em termos fox.·mais, a questão pode ser formulada da seguinte 

maneira: Seja S uma linguagem proposicional fixada, e sejam F
1

, 

,F
2

, ... ,F
3 

os conectivos de S. Sejam I\= IN, (fi l<i<s}> e 

A' = (N' ,{f!: l <i< s}) álcYebras abstratas de mesmo tipo de si 
l 

milaridade de S tais que A <A,D) e A'=(A',D'>sãopré-modelos 

para S (ver Seção I.l) onde N e N' podem ser distintos, e De D' 

são subconjuntos quaisquer de N e N' respectivamente. Se conside-

rarmos as lógicas L ( sI A ) e L'= (S,A'), qual é a relação 

entre os tE,orernas de L e de L'? 

Neste capítulo veremos que esta questão pode ser respondida 

com base em certas relações de equivalência entre os valores-ver-

dade e entre as interpretaçÕGs dos conectivos. Para facilitar as 

discussões, chamuremos de cunce-l:ivu0 as interpretações 

{f. :1 <i< s} dos conectivos propriamente ditos {F. :l<i<s}. 
l - l - ~ 

Nesta parte do trabalho vamos, então, estudar certas classes 

de conectivos que chamaremos de con6_{gultaç.O·c_-S de_ c.one.cLlvo-S tQg_{-

c.o4; dadas as funções f : N x N -r N e g : N -~ N, que representam 

conectivos em L, onde N = D u ND e o conjunto de valores-verda-

- -de, D sao os valores distinguidos e ND sao os nao distinguidos, 

seja Pk = {c
0
,c

2
, •.. ,Ck-l} uma partição deNtal que para cada 

i' O < i < k, C. i ~ e C. C D ou C. C ND; se C. C D, 
l l l l 

dize-

mos que C. é uma c .f a-S h c. d.ü ti.ng u_{da, e se C. c NO dizemos que 
l l 

C. é uma c..tahhe. não iL(4L(nguida. 
l 
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Dizemos que Pk é uma paht1~ão phopo~1Q1onai para L se, além 

destas condições, as classes sâo 6eehadah peioh eontQtivoh, isto 

é, para todo f 1 g : f (C. f c.) c c I 
1 J r 

para todo i r j < k 

(onde r,s < k). 

Seja L= <S,(A,Dl) uma lÓgica proposicional que admite uma 

partição proposicional Pk' onde 

A = ( N, {fi: l < i < s, gj: i < j < sI}) 

sao tais que f.,l<i<s 
l - -

-sao conectivos binários 

1 < j ~ s' f são conectivos unários. 

e 

E fácil verificar que a relação de equivalência definj_da pe-

la part.ição proposicional Pk ' sobre o conjunto N é uma c.onghuen 

cA .. a com respeito a todas a;? operações em A (ver [14] ) ; de f a to 

se x,y E N e definimos se e x,y E ci, temos que 

e 

implica 

pela definição de partição proposicional. 

seja N/~ = ( [x] ' x E N) = Pk 
pk 

equivalência [x] pela relação ~ 

pk 

o conjunto das classes de 

Definimos a âlgebna quoeJ .. e.vde A/, COTID a álgebra abstrata: 
pk 

1 <i_:.s, 1 < 

----., 
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onde: 

li Dk e o conjunto das classes distinguidas de 

e 

2) para cada fi, gj em A, 

•f.l[x] [y]) =lfi(x,y)] 
l 

r ([x]) = [g.(x)] 
gj J 

t claro que a &gebra é de mesma similar.:Ldade que a ál-

gebra A. 

Seja S uma linguagem proposicional fixada e A urna classe de 

pré-.modelos A . = < A. , D. ) par a s, onde A. são álqebras de rresma similar ida 
1 l l l - ~ 

c."e; seja também À a classe de lÓaicas uromsicionais L,=( s,A.> corres)X)ndente a A. 
_., LL-- l l -

Se L=< S,A·> e L'=< S,A' >são lógicas em\, respectivamente n-valente em-

-valente, e N e M são os respectivos conjuntos de valores-v~rdade, 

dizemos que as partições proposicionais 

Pk- {c0 , ... ,ck-l} de N 

e 

(a menos de permutação dos indices) 

. 
sao patt.t..i.ç.Õe.-6 .6-im-i..tan.e.-6 se as seguintes condiçÕes sao satisfeitas: 

P-1) 

P-2) 

P-3) 

k = k' e 

Para todo O < i 2 k.l, C. e C sao ambas classes dis­
l l 

tinguidas ou classes nao distinguidas. 

Se f,g são operaçoes em ·A, existen f'g' em A• tais que 

f (C C ) c C se e f' (C~ , C ~ ) c C' 
i' j r l J r' 

e g(C.)CC 
l s 

se e 

g'(C~)CC' 
l s 
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Temos, então, o seguinte: 

3.1. TEOREMA. Seja À a .óubc..Cal.l;..e. daó á.tge.b!Lal.l e.m \ qu.e. adm-tlc.m 
o 

pa!Ltú;Õe..ó 1.J_{_mila!tc..6; .õe A, A' e.õ:tão em ;..
0 

c.om palL.t-iç.Õe_,5 Pk e Pk_, 

e.n:tiio e A' ;~P' .õao i.óomoJt6ál.l. 
k 

DEMONSTRAÇÃO. Seja p : Pk ---+ Pk_ uma bijeção ent:re Pk e Pk tal 

q ue p (C.) :=C I. I e uma classe distinc,uida em P' sec_C. e urre elas~ 
1 p l - K -l 

se distinguida em Pk. 

Sejam x,yEN,e f,g operaçoes em A tais que [x] ~ c. 
l 

[y] = c • I 

J 
[f(x,y)] := c 1 

r I g lxl I = C · se]· am 
s' f' ,g' operações cor 

respondentes em Á'. 

Vamos mostrar que p e um isomorfismo entre A/~ 
pk 

temos, por hipótese, que 

(li p([f(x,y)]) ~ p(.f([xl,[y]l), ou ainda 

p(tf(C.,C.)) 
l J 

Pela definição de part.içÕes similares, 

see 

e 

e desde 

que, por hipótese, rpf(Ci,Cj) := Cr, temos p (rpf(Ci,Cj)) 

~ ~f 1 (p(C.), p(C.)), de (2) e (3) e pé um bomormorfismo. 
l J 

(a prova para funs_:êes unárias é análoga), Como p é bije-

tora, p é um isomorfismo. n 

----.-.. 
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Seja em A'/cv tal que ;: 1 (x) = [x], 
pk 

e A uma ãlgebra em À fixada; ê claro que, para toda ãlgebra A' 
o 

em \ 1 existE um hc,mcnor fismo de A' 
o em ~ A 

k 
(este homomor 

fismo e n, se A' = A , ou (l • 11 em caso contrário, 

ilustra o diagrama. 

;;' 

Se l'g sao operaçoes em Ak, dizemos que 

conectivos f' g' 

Dizemos que o par 

lÓgicas L C: À 
o 

cp f 1 r 
g 

de uma álgebra qualquer A' de _;., 
o 

corr,o 

,. 
g 

os 
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III. 2 - CARACTERIZAÇÃO DAS LOGICAS PROPOSICIONAIS n-VALENTES 

A motivação para as definições precedentes é a seguinte: se 

tomamos certas cJ.asses de lógicas proposicionais e partlmos os valo-

res-verdade dividindo os valores distinguidos em algumas classes 

e os valores não distinguidos em outras classes (mas sem misturar 

valores), poderemos definir "matrizes lógicas" cujas "entradas" 

serao as classes de equival~ncia. 

Essas "matrizes" 1 como uma nova interpret<:,ção de S, formar-ão 

um "cálculo proposicional" que permite comparar, de certo modo, o 

poder de dedução das lÓgicas dessa classe. 

Um exemplo desse procedimento e o seguinte: 

Sejam L
1 

o cálculo proposicional clássico, com o conjunto 

N
1 

= {O ,1} de valores-verdade, o
1 

={O}, e L , n 
n 

2 UllliJ. se-

qu~ncia de cálculos proposicionais n-valentes com D = {O,l, ... ,d}, 

d < n-1. Seja fl a rnatr:i.z para 

fl o l f2 o 

o o l 
o o 

l o o l l 

2 l 

e sejam f 
n 

funções ta.ls que': 

f (D X D) c D, 
n 

f (o X ND) c NO I 
n 

(ver exemplo acima) . 

a implicação 

l 2 

l 2 

o 2 

l o 

f (NO X O) c D, 
n 

clássica; 

N 

D 

- {0,1,2} 

{o 1 1} 

f (NO X ND) c D. 
n 

Se definimos iJ.S partições c
0 

"'-' D, c 1 = NO para cada cálcu-

lo 1 teremos duas classes: 

projeção t.J.l que ,, ( x) 

T 
o e podemos definir a fun(~<3o 

'I' SC X E ]) 1 C 
o 

11 (x) = T , se x E ND. 
l 
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Neste caso, se definimos cp como a matriz 

teremos cp (n (x), 1dy)) 

T 1' 
o l 

r T 
o 

= n(f (x,y)), para todo 
n 

n . !: Óbvio que 

neste caso todos os teoremas clássicos que envolvam somente o co-

nectivo de implicação continuarão a valer em todas as lógicas Ln; 

isto está diretamente ligado ao fato de que a configuração de co-

nectivos cp é exatamente a implicação clássica. Os próximos resul-

tados formalizam este ponto de vista, e o resultado principal des 

te capitulo mostra que a reciproca também é verdadeira, isto e , 

em nenhum desses cálculos ~averá novos teoremas. 

Para facilitar as demonstrações, omitiremos o caso dos conec 

tivos unár.ios nos teor0mas seguintes. 

3 • 2 • TEOREMA (Caracterização de lÓgicas proposicionais n-valentes). 

Sejam L= <s,A> 

~ F(X,Y) .&ee 

L E À e_ F(X,Y) uma 6Õ1Lmu)'_a 
o 

f-r; F(X,Y). 
k 

DEMONSTRAÇÃO. i) Suponhamos, em primeiro lugar, que X e Y são fór 

mulas atômicas, e seja v uma valorização proposicional para L. Se 

v é tal que v(F(X,Y)) E D, então, "iT(V(F(X,Y)):=;Ti 

TI(f(v(X), V(Y))) = T. se e 
1 

çao de função projeção. 

~f(TT(V(X)), TI(V(Y))) ""T. 
1 

'r i E Dk , see 

pela defini 
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Considerando-se a funçêio o v , e f5cil ver guc o v c 

uma valor:i.zação proposiclonal para Lk, e temos que v (F (X, Y l} E': o 

see ] o v(F(X,Y) E DI. 
. ' 

-Desde que L e Lk sao completas (pois Lk § uma l6gica propos! 

cional que satisfaz claramente todas as condiçÕes elas lóqicus propos.i.cionais 

consideradas nos capítulos I e li) resulta que I-L, F(X,Y) see 

~ F(X,Y). 
k 

j_ ·i J Se c n5o s5o atômicas, basta racioci11ar por induç~o 

no nlvel das fórmulas. 11 

O teorema precedente caracteriza conectivos da seguinte for-

ma: definimos a vaCê_nc_ja de um conectivo F em uma lógica n-valen-

te L como o me nO!l k tal que exis-te uma configuração (pf em Lk que 

representa F; dr::s~~e modo um cálculo é n-vc<-Cent.c~ C>::.-t-~_-Uo quando tem 

pelo menos um con<~C"tivo com valênci.a n . 

3.3. TEOREMA. Um câlcufo p·'Lopo..\_{_ciuna.t c n-vrllente_ f'_.:,.ftc.(to óee a 

,n}, ... ,·:n-1}}. 

DEMONSTRAÇÃO. Se L e um cálculo n-vulen"tl:: estrito, ent~o e;-:iste 

pelo menos um conectivo F en L t~al que F tem valência n, isto e, 

o menor k tal que existe configuração ~)f em lrk e n; pelu. defini -

ção de L , então, a única partição dos valores dE~ N em n clusse.s 
n 

e a partição trivial. 

" 



Por outro letdo, se D Únlcet pZ~rtiç.:lo propos.i.cj_onal para N corn 

respeito a L é a partic.Jo trivial, existe algum conectivo F em L 

tal que, se Pk e uma pCJrtiçiio com alguma clo.sse C. 
l 

contendo dois 

elementos pelo menos, fie , c. nâo estâ contido nos elementos 
1. J 

da partiçiio Pk' para algum J < k, se k < n. 

Portanto, n e o menor valor k tal que existe 41f em Lk e, cm­

tâo, por definiç.:lo de val~ncia, F tem val~ncia n, e L é n-valcnte 

estrito. 111 

Por exemplo, o câlculo 3-valente descrito em [6 l e 3-valente 

estrito, pois os conectivos s~o descritos pelas tâbuas: 

c o l 2 N 
N = {0,1,2} 

o o l 2 o 2 
D i o' l} 

1 o o 1 l l 

2 o o o 2 o 

c as únicas partições possíveis c e N tais que C. c D ou 
l 

~ 

p2 {{0,1},{2}} e p { {o), {1),{2]]. sao = 
3 

No primeiro caso, se c 
o 

~ lU, 1} e cl l2 I , embora 

C (C c )C c ele c )C c ele c~ c c 
' ~· l o o o - l o o o 

~ . 
ele C] na o estã contido nem em c nem em cl' p2 na o 

o 1 o 

partiçáo prcposicional para N nesse cãlculo, e portanto P 3 

única partição proposiciona_l possível. 

c. c ND 
l 

como 

e uma 

e a 

~egue-:::e imedJ.atamente elo teorema 3.3 e da dcfiniçâo de va-

l~ncia o sequinte corolârio: 
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3. COROLÁRIO. Se_ L ('_ tlll1 cãtc.(tfo n-vafc_f'lte. -taL quf:' :todoh 

DEMONS'I'RAÇÃO. ~ F see IL F, pelo teorema 3. 3, e L
2 

e o cálculo 
2 

proposicional clássico. 111 

Como ilustração do rr;&todo, 

i;1terprctações de um conectivo 

tas pelas matrizes: 

fl o l 2 3 f o l 
D=[O,l} 2 

o l o 2 3 o o o 

l ' o l 2 3 l o o 

2 l o l 3 2 o o 

3 o l 3 3 3 o o 

-sao equivalente, pois para 

onde C
0 

= {0,1} , e 

das pela configuração ~-

temos, por exemplo, que as duas 

p em uma lógica 4-valcntc,dcscri -

2 3 ~ I To 
T T 

D={O,l} l 2 

2 3 rr : T Tl '1',. o I o L 

2 3 Tl T 1" T 
o o 2 

o 3 rr2 I T ']' TL o 2 

3 3 

c = { 3) 
2 

e ambas são representa-

Se consid~rarmos interpretações e de conectivo~~ una 

rios descritos abaixo, essas interpretaçOes também serão equiva-

lentes, pois são descritas pela configuração r. 

o 
l-t; 

o I : 
: I : 

l 

2 

3 l 3 

2 

2 

l 

o 

T 
l 

T 
o 

T 
o 



CAP:Í:TULO IV 

L6GICAS POLIVALENTES DE PRIMEIRA ORDEM 

IV.l - DEFINIÇÕES PRELIMINARES 

Seja S uma linguagem para uma lógica proposicional L n-valen 

te com d valores distinguidos. 

s 1 para uma lógica n-

-valente de prime.Lra ordem L
1 

(associada a linguagem proposici~ 

nal S) entendemos uma estrutura o::mstrtüda com os seguintes simbolos: 

ALFABETO DE 

a) os simbolos de S que nao sejam variáveis proposicionais; 

bi Um conjunto finito com pelo menos dois elementos 

QT = {Q
1

,Q
2

, ... ,Qq}; os membros de QT chamam-se quan~-t6-t­

c.adoJte_h; 

c) Um conjunto VI enumerável e não vazio de símbolos denomi-

nados vaJt-t~ve-tJ ~11d~viduaiA; VI= [v
1

, ... ,v11 , ... }; 

d) Um conjunto CI enumerável e não vazio de slmbolos, denomi 

CI - {c c } tal que CI ,, VI = ~.· - l'"""' , ... , e . n 

e) Para cada m E Thi -{O}, um conjunto enumerável PR de sim 
m 

bolos chamados p~edicadoh m-~Jtioh. 
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Usaremos coiT.O variSve.is metaLi..nguísticas: x, y, z (com ou ~_;em 

indi.ces) para denotar variáveis; a,b,c (com ou sem Índices) para 

denotnr consta~tes; P,R,S (con1 ou sem Índices), para denotar sim-

bolos de predicados; e Q, para denotar quantificadores. As variá-

veis n:1o-linguisticas usaclas na parte proposicional continuarão il 

ser utilizadas. 

t1,, s 1 ~ um conjunto construido da seguinte maneira: 

lI 

de P C PH 
n 

e 

l 
cnr S c unü n+l-upla Pr

1
r 2 

r. c V I U CJ; 
r 

r 
n 

on-

2) Uma 6C~rlltiCa c um elemento de s 1 
definido da seguinte ma-

neira: 

F-1 I (X ' X e f6rmula atômica) 

F-2) (F(X
1

, •.• 1 X}: X. C Sl 
P ]_ n 

tivos proposicionais p-ários} u{(Q x)A 
J 

x C VI 

F-3 I 

Q. E Q'l'} 
J 

UBSERVAÇÃO: De modo riqoroso, deveríamos escrever 

F 

A E 

FX 
l 

sao concc-

; 
s-'­

n 

X Clil 
l' 

lugar de F'(X
1

, ... ,X), desde que formo.lmentc nossa linguagem nao 
p 

inclue simholos auxiliares, alêm do que a j)rimeira forma e mais 

efic~_cnte do ponto de vista sintâtico para evidenciar a unicidade 

dCl escrita de Ullli1 fórnmlé\. No entanlu, pi1ra faci_l_j_dadc ela lcj_\:ur:a, 

\'amos utilizar slmbolos auxilj.ares como virgulas, par~ntescs,etc. 
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O simbolo de igualdade = e usado sempre em sentido metalinguisti-

co. 

Uma riÔJtmu{a pu!ta e uma fórmula que nao ccntém constantes in-

dividuais. 

Pelo n:Z_vc_f de uma fórmula de primeira ordem entendemos a qua_Q_ 

tidade de conectivos e quantificadores que a fórmula contém; defi 

nindo indutivamente: 

n
0

) n (X) = O, se X e fórmula atômica; 

p 
I n (X) + l; 

i=l 

n
2

i n((Qx)A) - n(A) + 1. 

Notamos que n(X) = r see 

Definimos a noçao de -óu..b-6-t..L:tuj__ção poJL c.on-6:tardeJ.J como se se-

gue~ Se A é uma fórmula, x uma variável, e a uma constante, en-

tão: 

s
1 l Se A e atômica, [A] X 

a 
é o resultado da substituição ele 

todo x que ocorre em A por 

s
2

) [F(X
1

, ••• ,Xrn)] ~ " F( [Xl] ~ 

I (Qx)A] x 
a 

(Qx)A; 

a· 
' 

X 
• • ·' [Xm] a 

(Qy) [Al: se y e diferente de x . 

Uma fórmula A e uma {IÓ~cmu.Ca 6e.dwda ou umu ·Sr:'nÚ'YI~-a quando 

para toda variãvel x e toda constante a, [A] x = A ; a fórrrula 
i1 

X -1 
[Ala é chamada uma _{r10tâ11C-Üt de A. Denotamos por S o conjunto 

das sentenças em s
1

. 



Definimos indutivame.nte o simbolo 

x 1 , . • • 1 X l X 
I A r- I r 

a
1

, ... ,a 
1 

a 
r- r 

, onde X 
r 
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como 

Uma DubQÕ!tmufa de uma fórmula X e definida da seguinte ma-

neira: 

SFl) Se X=F(Y
1

, ••. ,Ym), então Y
1

, .•• ,Y
111 

(imediatas) de X; 

sao subfórmulas 

SF ) Se 
2 

X = (Qx)A, então, para toda constante 

subfórmula (imediata) de X; 

a, [A] x 
a 

SF
3

) SubfÓrmulas de subfÓrmulas de X sao subfórmulas de X. 

e 

Por uma altvotu:_ de_ 4ub6ÔJLmula.6 para uma fórmula definimos uma 

árvore AS tal que: 

AS
1

) Todos os vértices finais de AS são fórmula~ atômicas: 

AS
2

) Se F(X
1

, ... ,Xm) é um vértice de AS, então 

sao os Únicos sucessores imediatos de F(X
1

, ... ,Xm); 

AS
3

) Se (Qx)A é um \"értice de AS, então se a
1

, ... ,ar' ... e 

uma enumera~ao das constantes individuais, todas as fór 

mulas [A] X ' ... ' 
al 

. j X lA a ... são sucessores imediatos de (Qx)A. 
r 

COMENTÁRIO 4.1. As árvores de subfÕrmulas tem todos os ramos fi-

nitos, mas não são finitamente geradas (isto é, um vértice pode 

ter infinito sucessores). 
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Definimos uma âltvofLc de. ,sub6oJLmu-tcu, pa!tct a 6Ü,~Ii1t<i'ct X, /\S(X), 

como a árvon: ele ::-;ull[ÓnllULt onde X é o vértice de nível zero. 

4.1. TEOREMA. Se_ AS(X) ê a aJtvofL,C de. hub{\UJunuta,s pa11.a X, então: 

e 

ii) O rú::vc.f á('- X C. o c.omp!t--tmc.nto do !tamo de. compJU_mcnto mâumo. 

DEMONSTRAÇÃO. Por indução sobre o nível das fórmulas. • 

Por um tLJ1-Lvc.JL,so entendemos um conjunto nao ·vazio U; umd 6Õil.-

mu-La com conhtantc_ó e.m U ou uma U-flÚilmu-fc( e uma fórmula construi-

da como anteriorment.e, mas trocando-se CI pelo conjunto U. Formal 

mente, 

U-1) Uma U-riÔJLmu . .CCc atôm-lca e urna (m+l)-upla 

onde P E PR c= u. E Ll U VI; 
m J. 

U-2) Uma U-:)Ô!unufa é definida corr1o anteriormente, a partir 

das O-fórmulas atômicas. 

Definimos, de maneira unáloqa as noçocs de O-substituição 

u--subfórmula, etc_ Para cada universo U, dEfinimos s1 
(U) como sen 

. - l d u do o conJunto das U-formu as, e enotamos por X uma fórmula cor-

respondente, em s1
(U), à fórmula X em s1

. É claro, a partir des-

- - - l l tas definiçoes, que as formulas puras sao as mesmus em S c S (U). 

Definimos a pa~te p~upohic~onal da l~nguagcm dr pnimvi~a un-

dem s1 , denotada por S', como o subconjunto de formado 
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pelas fórmulas sen1 quantificadores . ~ fãcil ver que S', assim co 

mo S, é uma álgebra livremente gerada, na classe das álgebras de 

mesma similaridade, a partir das fórmulas atômicas 

conectivos de s1
. 

pelos co-

:t: ~~vident~e que podemos tratar S' como linguagem proposiciona1; 

usaremos esse ponto de vista para definir valorizações de primei-

ra ordem (ver Seção 4.2). 

função 

s : VI ---> VI U C I 

Se X e urna fÓrmula atômica de S' " de forma Pr 
1 

r 
2 
.. . r ,, 

n 

podemos estenôer função s' sl l 
tal s a uma ' -.......+ so que o 

como gera S', a 

função s' pode ser e~otendida a um único homomorfismo Sb! S' -···-+ s•, 

chamado .6ttbót-Z.tu-Lç.Qo em pJt~.IJJe-L-'la oJtde.m, definido corno: 

So (X) s'(X),se X éatômica, c 

Sb(X) 

A noçao de substituição por constantes, definida anteriorme!2. 

te, pode ser vista como caso particular de substituição em prime! 

ra ordem. 

IV. 2 - SEMÂNTICA PAHA LINGUAGENS n-VALENTES DE PRH1EIHA ORDEM 

A noçao de valorização proposicional foi introduzida na Se-

çao I.l como um homomorfismo especial, estabelecendo a conexao 
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entre o valor de 'Terdade de uma fórmula e c· valor de verdade de 

suas subfórmulas. Para qec uma conexão análoga se mantenha para 

fórmulas de primeira ordem, necessitamos estabelecer a relação en 

tre o valor de verdade de uma fórmula quantificada e o valor de 

verdade de suas suhfórmulas. É claro que essa dependência n.:lo po~ 

deri.í. ser um homoi:lorfismo usual, pois uma fÓrmula quantificada po~ 

sui infinj_tas subfórmulas (ver Seção IV.l). 

Se dividirmos os valores de verdade das subfórmulas em um 

certo número finito de classes, poderemos ter uma solução para o 

prob]_ema das fÓrm\!las quantificadas se soubermos qual é u. rela-

ção entre as classes e o valor da fórmula; definimos essa relação 

como sendo a ú1 te:< p-~ c_.taçúo do guantificudor. 

Introduzimos, então, a ~uuçáo d/..,6-tf1,{bu/ção de uma fÓrmula A, 

relativamen-te ã variável x e à valorizaçZlo _v, como a função quG 

distribue os valores de verdade das subfÓrltlUlas de uma fórmula 

cJuantificada em n classes, cada Ema correspondendo a um dos valo-

res-verdade, c qlle informa se cada classe é vazia ou nao. A (lun-

ção ;ntenp~~taçãu para o quantificador,desse modo, ~uma funç~o 

cujo domínio é o conjunto das ~;equências de comprimento n forma-

das pelos slmbolos "vazio" (0) e "não vazio" (1), denotada por 

n v
2

, e cujo contradomínio e o conjunto df:: valores de verdade, e as 

vulorizaçôes de primeira ordem são definidas, para fÓrmulas quan-

tificadas, como composições algébricas de funçôes distribuição e 

funções interpretação. 

Est.as noções, introduzidas como generalização do que ocorre 

no caso clássico (ver discussão ubaixo, a re.sr:eito dos qu:mt.L:hcaclorcs 
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clássicos) podem ser vistas, de certa forma, como casos particul~ 

res da definição de quantificadores de Rescher- Mostowski (ver 

115 I pp. 197-206); contudo, as moi:ivaç6es para as definiç6es, 

ne:,te caso, sâo totalmente distintas. 

Seja o conjunto de todas as sequências de comprimento n, 

formadas pelos símbolos O e 1, que serão interpretados como ~}(lLJO 

e nao vaz~o respectivamente, com pelo menos um sÍmbolo 1; sejam A 

uma fõrmula e x variável livre d8 A, Q um quantificador; 

ele 
1 

S (O), denotado por 
l -

S - ( lJ ), como sendo uma funçáo 

tul que: 

v e uma valorização proposicional para S' 

v(Qx)A o (D{A,x,v)), 
q 

e 

defini-

fechadas 

onde e a C( ttavt:t.{ 6 iea dO!L Q 

definida como l n 
D : S {U) -> V 
x,v L 

tal que 

D (A) = D(A,x,v) 
x,v ld(O),d(l), ... ,d(n-11 I, onde d(i) = l 

se existe 
X 

k E U tal que v ( [A] k) -· i, e d (i) =O 1 em caso contrário. 

Assumimos que todo quantificador Q de s
1 

possue uma função 

interpretação o
0 

L1 = 1 A . ( s I 1 {QQ: Q 

correspondente a Q 1 

é um quantificador em 

e denominamos o terno 

1 -S } > urna .tog-tc.a n-vafxrdr! 
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A titulo de i_lustração, vamos considerar as funções interpr~ 

tação a\J e o 3 no case. de cálculo clássico; nesse caso, e o 

conjunto das duplas [(0,1), (1,0) e (1,1)} e as funções interpre-

tação, respectivamente para os quantificadores V e 3 -sao: 

o 1 o, o l 03 
" I o verdadeiro) ----- --

(0 ,1) l (O ,l) l 
I l falso) 

(l' o) o (l,O) o 

(1, 1) l (l,l) o 

Intuitivamente, os simbolos O e 1 devem ser interpretados 

como ausência e presença de valorizações (par2 us instâncias de 

uma fórmllla) com valor O na primeira coluna e l na segunda. As-

sim, a\J significa que {Vx)A(x) tem valor O sce todas as insto::~ncia 

ções recebem valo1: O por t.odas as valorizações. 

COMENTÁRIO 4.2. Desde que, para cada n, 
n

1 
n 

IV
2
,=2-l,a 

de do conjunto de funções cQ 
(2n-l) 

e exatamente n i 

cardinal ida-

esta é a ra-

zão de termos considerando apenas um numero finito de quantifica-

dores em nossas linguagens de primeira ordem. No caso clássico as 

funções a 
Q 

sao as seguintes: 
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,, 
OQ OQ UQ oQS 

o "v 03 ' Q 
Q6 l 2 3 4 

(O ,1) l l o o o o l l 

(l, O) l l l l o o o o 

(l ,li l o l o l o 1 o 

e podemos interpretá-los da seguinte maneira: 

iQ1 xiA -
(V x) A A (Vx)-lA = 

(Q
2

x)A - ('l x) A A 13 xnA 

(Q
3

x)A = I (3x)A -

(Q 4x)A - 'IV x) A 

IQcXIA 
o 

I(Q
2

x)A (3x)A-+ (Vx)A 

(Q
6

x)A - 'I01 x)A. = 

COMENTAR IO 4. 3. E: claro que em alguns casos poderemos ter um Gn.i-

co quantificador prj_mitivo (como no caso clássico) e os demaü; d~ 

finidos a partir dele, ou ainda um conjunto de quan·tifi.cadorcs prl_ 

mitivos. 

No Apêndice I introduzimos as noções de quantificador primi-

tivo e de quantificador definido num cálculo de predicados n-va-

lente e estudamos alguns casos mais simples (n == 2 e n = 3) 

Dizemos que um quantificador V em uma lÓgica n-valcntc e 

um qu.an-tJ6i,_eadoJt un{ve_Juat, quando sua função interpretação tem a 

seguinte propriedade: 
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o 
\V 

(a , ... ,a 
1 

I E D 
o n- se c a. "" O 

l 
para i E NO 

(isto e, v((\Y x)A) '--O sce p:tra tcdo k cU, v(IAI~} ~=O}. 

a seguinte propriedade: 

o {a , ... ,a 
1

J E D see a. 
3! o n- l 

1 para algum i E D. 

Uma ualo~izaç~o atõmica de p~in1~i~a o~dem para e 

assignaç;i:io de valores-verdade as sentenças atômicas de s 1 (U) 

sim como no caso proposicional, vale o seguinte 

urna 

as 

4.2. TEOREMA. Llm.:l uafoJLi.zaçãu C(.tOnú_c_a pahct s
1

(U} pode 0Ch r.0tcv1-

dida ([ Ulll(t Ú!IÍC.t1 liClfu,"_{ZQÇãU c/(' )JA-(11'1('_.{/[a U!LdCIII pa![Ll 
l -

S (U). 

DEHONSTRAÇÃO. Por indução sobre o n1vcl de construçi.lo elas fórmu-

las, usando as definições V-1 e V-2 para valorizaç6es de primeira 

ordem e o fato de que cada quantificador possui umu funç~lo inter-

protação. .. 

Seja s1 o conJunto das fórmulas (não necessariamente fecha-

das) de L 1 ; uma {ntrZ/tp!tctação ;)Cmân-tú~a de L 1 em um universo U ;i-0 

c uma funçi.lo I tal que associa: 

1-l) A cada constante individual de s
1 

um elemento ele U; 

I-2) A cada símbolo de predicado m-ário P ,,ma parliçao elo pr<) 

duto cartesia~o Um e n classes P5, ... ,P*n-l corrcspon 

dentes aos valores verdade chamada P- pa Ji .( J. c: à i' ele U. 

·-~ 
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Chamamos ao par U = (U,I) uma c_-StJtcctu.)ta de_ plt-Lmc.iJta oAde.m 

para L
1

. 

DEFINIÇÃO. Dizemos que uma lÓgica n-valente de primeira ordem e 

fLegu-CaJt quando entre seus quantificadores temos um quantificador 

universal e r:.m quantificador existencial. 

Nossos próximos passos serao as definições de V('jtdade M!b uma 

plano que pretendemos seguir é: l) definir a noção de verdade de 

uma O-sentença, numa interpretação scmâl1'tica I; 2) mostrar que 

equivalem as noções de estrutura e valorização de primeira ordem; 

3) definir as noções de satisfação e validade para sentenças em 

s1 , com ênfase nas sentenças puras; e 4) mostrar que numa lógica 

regular as definições de satisfação e validade para sentenças em 

geral se reduzem ao caso das sentenças puras. Estes resultados 

permitem simplificar bastante os procedimentos do tipo tableau p~ 

ra primeira ordem (que dE:finiremos adiante). 

Dada a estrutura U = < U, I) , dizemos que uma U-sentença atô 

rüca Pu
1 
... u 

m (isto e, uma sentença atômica de s
1

(o)) trm v{(_-

loh i em U se a m-upla 

I IPI (P*, .•. ,P*. I •• • ,P*} 
o 1 n 

então dizemos que Pu u 1 · · · m 

modelo para Pu
1 

. u . 
m 

pertence a p~ 
1 

(onde 

Se o valor i ~ um valor distinguido, 

e uc~dad('.{na em U , ou que U ê um 
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4.3. TEOREMA. Uma (2-.f,;tftu..tu.Jta U = < U,I) de.6ine. uma Única valoJtizE._ 

ç~o a.t5mica de p!timeiJta oJtde.m paJta s1 (ij) e JtecipJtocamen~e. 

DEMONSTRAÇÃO. Dada a estrutura U = <u,r> , podemos construir o 

conjun~o das O-fórmulas fechadas s1 tU) e pela definição precede~ 

te temos uma valorização atômica para s
1 tUl; por outro lado, dada 

uma valorização atômica para s 1 tU), construimos a interpretação 

semântica I de L
1 

para U da seguinte maneira: 

I-1) Desde que o conjunto das sentenças S1 é enumerável, or­

l -
denamos S (U) (eventualmente usando o axioma da escolh~ 

pois U pode ser um conjunto qualquer) e para cada cons-

tante que ocorra numa fórmula em um dado nivel de cons-

trução escolhemos para imagem dessa constante o elemen-

to de U que ocorre na fórmula correspondente; percorre~ 

do todos os nlveis, associamos a cada constante um ele-

menta de U· 
' 

I-2) Para cada simbolo de predicado m-ário P, construimos a 

P-partição I(P) do seguinte modo: 

(u
1

, ... ,u) E P~ see 
m l • 

l -
Dizemos que uma sentença qualquer de S (U) {são necessaria 

mente atômica) tem valor i em U see assume valor .i pela valoriza-

çao induzida pela valorização atôm.icai a sentença é verdadeira se 

i E D. 

1 
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Seja SP o conjunto das h~ntença~ pu~ah de s 1 e claro que SP 

l -
está contido em S (U), para todo universo U. Dizemos que uma scn-

tença de SP é McLLD cia.tJ.vc_t se é verdadeira em alguma estrutura Li 

(equivalentemente, após o teorema 4.3, se existe alguma valoriza-

ção de primeira ordem v tal que v tA) E D); dizemos que A é vãCL-

da se é verdadeira em toda estrutura U. 

De maneira geral, um jttb~onjunto S d~ SP ~ jo._ti~6atZvel se 

existe uma estrutura tal que cada elemen~o de S é satisfativel nes 

sa estrutura. Dizemos que uma sentença A é .-)a;t_,;·_,) 6at7..vr_.t nwn U!l-l-

t'L'L~(' U (respectivamente, véiC{da uum IUI-IVr>'r-So ll) se é so.tisfa'l:Í 

vel (válida) em toda estrutura que tem U como nnj_verso. 

Sf_· A ( c
1

, ... , c r) é uma sentença em S1 - SP contendo exata­

mente o.s constantes c 1 , ... ,cr' dizemos que A(c
1

, ... ,cr) é ~at~~ 

!Jatlvc_.e (uãi:'--Lda) se existe uma estrut.ura U = ( U,I) tal. que a 

sentença B ~ A(I(c1 J , ••• ,I(cr)) correspondente a h(c
1

, .. ,cr)em 

s
1

(LJ') (onde U' "" I(CI) cU) é verdadeira (respectivamente, se 

B é verdadeira para toda estrutura U). 

O próximo teorema, cuja prova e omit.i.da por ser rotineira 

e totalmente análoga à do caso clássico, deixa registrado o fato 

de que basta considerar sentenças em SP quando se trata de valj_da 

de c satisfaç~o para lÓgicas regulares (e mostra que as dc·fini -

çoes dos quantificadores universal e €Xistencial fazem sentido): 

4.4. TEOREMA. Sc_ja Ll WJICl n- \hl(l'J·JfC -'1cgutcvr; cntão, 
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~ivtdtca a ~~ubh U:tuJçao dv c 
.L 

po -''-

lI 

2 I 

X 1 (C!/10-J C[t<(': 
r 

• • I c ) 
r 

A (c
1

, ••. , c J 
r 

IV. 3 ~ ·rADLEAUX QUl\.N'TH'ICACIONAIS 

SP 

Seja §
1 

o conjunto das sentenças 
l 

em L ; dcnol~umos 
l* 

por S o 

COnjuntO c_las Sentenças 3SS.i ')l1Udas de S1 
1 iStO íi 1 

-l* s {a. (X) 
J. 

-l ' X C S e O <i< n-lt. 

Se Q t .f. · a· L1 f e um quan l lcador e e o sua ··unçao 
Q 

interpre taçào 

condjeã_o • - > 

D.(Q,j
1

, ... ,j )) ::;e a n-upla \d(O), ... ,d(j
1

), ... ,d(jm), ... ,ll(n-J) I, 
l · m 

onde n = iNI e m < n, definida como d(t) ~ l 

dltl ~o caso contr&rio, pertence a 
-1 

o Q (.i) • 

see t = j 
r 

e 

Em outras paluvras, (i,j
1

, ... ,j
10

) satisfaz a condi.çao quant.2_ 

ficacional para Q se a n-upla que consiste da:; coordenadas l nas 

posições e o nas demais tem .i.marycm i por o o 
A definição de condiçuo quantificacionul é fundcnncn tal para 

a definição dos tablcaux quantificacionals; vamos discutir, como 

motivação, estas noções no cuso clássico. 
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Notamos, em primeiro lugar, que da definição das funções 

da Seção V.2, temos: 

a) 
-1 

o v lO I ( 11, o I J 

b) 
-1 

o v (1 I ( (O, 1 I 11,1 I } 

cl 
-1 

a
3 

I o I ( 11,01' 11,11} 

d) -1 
o
3 

I 1 I {(0,1)} 

e, portanto, valem, respectivamente, as seguintes condições guan-

tificacionais: 

a) D (V; o I 
o 

b) o
1 

(V;1J 0
1 

(V,0,1) 

c) D
0

(3 ;0,1) D 13 , O I 
o 

d) c
1

(3;l) 

yuc significam, do ponto de vista intuitivo, o seguinte: 

a) \I e verdadeiro sor:;ente q_uandos todas as instâncias o sao; 

b) V e falso quaDdo todas as instâncias são falsas ou quando 

tem instâncias verdadeiras e falsas; 

c) 3 e verdadeiro quando todas as instâncii:lS são verdadeiras 

ou quando tem instâncias verdadeiras e falsas; 

d) 3 é faJ.so quando todas .:-:;uus instâncias sào falsas. 

Assim como no caso proposicional, vamos também nos restrin-

gir 2os conectivos binârios, embora o. Unica razao para esta 
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restriç~o seja a facilidade de leitura e de escri.ta. 

. l .1 SeJa ~ u:c1a J6gica n-val.cnte de primeira ordem fix~d~;dcfini 

(-J. (;<) COlllO ,-_l 
l 

árvore cujo primeiro v~rtice ~ a. (X), constrc:ida como o:; c segue: 
l 

T-1) Se X e da fon~:a F(X
1

,x
2

J, estendemos a arvore corno no 

caso proposicional, trocando "variável proposicional" 

por "fórmula atônüca" (isto é, usantos as regras '
111 /"i' 2 

com as modificaçbcs 6bvias) ; 

T- 2) Se X e da forma ( Qx) A, es·tendemos u arvore de o. coreto 

com a regra: 

ai((Qx)A) 

' f\ l 2 
---~~---------------

A a. I [AI x I 
]2 c2 

Y. ) } 
c 

m 

o"nde a) J
1

, ... ,jm < n e vale a condição quantificacional 

D. (Q;j
1

, ... ,j) e 
r m 

b) se m > 2 nenhuma das constantes c ocorrGu antertorrrcnte. 
r 

(esta ~ltima condição serã referida como JubJtituiç~o cu-Ldttdoha, 

e sua raz~o de ser e evitar confronto de instanciaç6es; este cui-

dado se reduz, no caso n = 'l., a ,. 
.o 

partir de (.3x)A c '\•(Vx)l\). 

derivações de [1\j X C 
c 

X 
''u [/\ J 

c 
a 

Os símbolos V c f\ devGm ser entendidos como no caso propos_i-

sional; 

T 
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~-3) As regras 11
1

/1· 2 e \ 1 /\~ sâo aplicadas de acordo com 

o seguinte p!Loc.rui-LtiiC_I·tto ,~_{.,_s.tc.mCi:LLco: 

T-3.1) Iniciamos a arvore con ai(X); este e o vêrtice l. 

T-3.2) Se temos o vêrtice n aplicamos T-1 ou T-2 (isto é, apl~ 

camas as regras lil/:1
2 

ou \
1
/\

2
, de acordo com a f6r­

mula X)_ 

·r-3. 3) Desenvolvemos o tableau proposicional resultante, co~ 

siderando as fórmulas do tipo a. ( (Qx)Ax) como atÔm<L-J . 

c.a!:> ~o r-onto de vista proposicional, e declaramos o 

vért.Lce n tthado. 

T-3.4) Caso a regra \
1
;\

2 
tenha sido utilizada em T-3.2, adi 

cior:.amos o vértice n ao Último vértice de cada ramo 

que passa por n; 

T-3.5) Suponhamos que o vértice n tenhu sido usado; se toclo 

vértice onde ocorre uma fórmula não atômica jã foi 

usado, o procedimento para. Caso contrário, tomamos 

como vértice n+l o vértice não usado de menor nivcl e 

mais à esquerda na arvore. 

Dizemos que um ramo de um tableau quanti.ficacionéL~ p:3.ra a. {X} 
l 

e 6cchado se existe alguma subfórmula Y d~ X tal que a. (Y) 
J 

ak(Y) com j ~ k, ocorrem neste ramo ou T-1 ou 1'-2 nao 

e 

podt=cm 

ser aplicados. Un tLtblectu '-lU~lnlifJ_c(lcicn(ll ;;_, :;c_c./!((do qu~1ndo C(ld(l 

ramo for fechado. 
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!l.l.zemos 
-l -

que uma sentença X de S e drmon~t~~vrf (ou e ~e(J!rc_-

ma se para cada i E NO, o tvbleau quantificacional para a. (X) 
l 

e 

fechado; nesse caso, o conjunto dos tableaux fechados para a. (X), 
l 

i E NO, § chamado de drrll(lll~-t~aç~u para X. Denotamos o fato de X 

s0.r teorema em L 
1 

por 1---
1 

X. 
L 

-l -
Se B u {X] c S , definimos as noç6es de cutthequcnc~a 6inta-

tiea e con6cquenc.ca ~~nrdntica (para primeira ordem) da mesma ma-

neira que RS do caso proposicional, substitui11do ''tableau'' por 

''tableau quantificacional'' e ''valorizaç~o'' ror ''valorizaç5o de 

primeira ordem", respectivamente, e definindo et noçdo de .t:a b{' c cr tt 

C[lU:UrCé{Jzc~ac.ic•ru\C pcuw 11111 cor1_ftu~to aN (I3) de maneira similar il do 
o 

caso proposiciona.l com élS modificações Óbvias. Se X é conscquên 

cia sintática (semàntica) de B, denotamos essa relação entre B c 

X por X (D X). 

COMENTÁRIO 4. 4. EXEMPLOS DE APLICAÇÃO DOS 'l'JU3LEAUX QUJ..N'.l'ITIC..liCIONA.IS. 

Vamos considerar exemplos de aplicações dos tubleaux para a 

16gica clássica 2c primeira ordem e para o cãlculo trivalente de 

primeira ordem utiliz.::odo por o' Ottaviano em l 7 ] é óbvio que nao 

é necessário utilizar a~ regras de der.ivação de tablec:u pura ra-

mos fechados, de acordo com a definiçâ:o de c1emonst.ração. 

Abreviamos, nr;s tableaux, as expressoes 

facilidadr? de leitura. 

ll\1 X 

" 

EXEMPLO 1 - CASO CLÃSSICO. Sejam Ql '-"V, ()
2 

-· 3 c O 

vamos dar uma demonstra~~ão para 

por para 

verdadeiro; 
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(Vx) (P(x) A Q(x) =:J (jx)(P(x) V Q(x)) (P,Q atômicas) 

~ f~cil ver, pelo item T-2 da definiçâo de tableau quantifi-

cacional, que as regras 

R-1) 

R-2 I 

R-3) 

H-4) 

a
0 

(IV x)A) 

a (Ac) 
o 

a
1 

I IVx)A) 

a I (3 x) AI 
o 

-nesse caso sao: 

onde nenhuma das constu.ntes indexadas ocorreu anteriormente. 

A demonstração consiste em mostrar que o tableau quantifica-

cional para a
1 

(X) é fechado, onde X é a sentença em questão: 
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(li a
1 

I (Vx) (Px A Qx) ~ (3 x I (Px v Qx) I 
- I 

I 2 I a0 I (lx) (J?X A Qx) I (de I 1 I , apl.i.cando T-3.2) 

( 3) a, [ ( 3x) (Px 11 Qx) j (idem) 
" 

I 4 I 
I 

a [Pa 
o I ·' Qa] Ide (L), aplicando '!'--3. 2 I 

I sI a [Pa] 
o (de I 4 I , aplicando ·r-J. 31 

I 
I 6 I a [Qa) 

o . (.idem) 

I 
17 I I 2 J (de I 2 I , aplicando T-3.4) 

I 
I 8 I a 1 [Pb \1 Qb] (de ( 3) ' aplicando T-3. 2) 

I 
I 9 I a

1
1Pb] 

I 
(de I 8 I , aplicando T-3. 3 I 

(lO I a 1 [Qbl (idem) 

I 
(ll) a [Pb A Qb] (de I 7 I , aplicundo ·r-3.21 

o I 
( 12) a IPbj 

o I 
(de (ll)' apl.icando T-3.3) 

113) a IQb] 
o 

(idem). 

X 

OBSERVAÇÕES. A regra H-1 foi aplicadu em (2) U), gcro.ndo os 

vértices (4) c (ll); a rc::>9ra H-3 fui ap.l.icadu cin (3), s1e-

rundo o v~rlicc (8) 

O tableau é fechu.do em virtude de (9) e (12) (e tc.unbérn de (lO)e(lJ}). 
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EXEMPLO 2. Vamos demonstrar outro teorema, no caso clássico: 

Nesse caso, o tableau terá ramificações por envolver as con-

dições quantificacionais D1 (V;l) , o1 (V;O,l). 

O simbolo [i) indica repetição do vértice em (i} 

(li a
1 

( (Vyl ( (Vxl Px ~ Pyl I 

I 2 I a
1 

( (\:fx) Px ~ Pa) ( 31 a ( (\:fx)Px 

o I 
~ Pbl 

I 4 I a
1 

( (\:fx)Px ~ PC) 

.i 

(5) a ( (Vxl Pxl 
o I 

I 6 I a
1 

(Pa) 

I 
I 7 I I lI 

I 
ll4 I a (Pa) 

I 
I 9 I a

1 
( (Vx) Px) 

' ' 

o 

X 
I 8 I 

(10) 

ü (Pbl 
o 

I 
a ( (Vxl Pxl 

o I 
(12) aJ (Pc) 

(13 I 

(15 I 

I l I 

I 
a {Pc) 
·o I 

X 

111 I 
I 

a ((Vx)Px) 
o 

r 
X 
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DESCRIÇÃO DOS PASSOS DO TABLEAU: 

a) Iniciamos o to.bleau com o vértice (l) 

b) Aplicamos R-2 a (1); obtemos {2), (3) e (4); 

c) A partir de ( 2) 1 por cl'-1, obtemos ( 5) e ( 6) ; o vértice 

(2) está ESado; 

d) O vértice (7) vem de (l), por T-3.4; 

e) os vértices (8) e (9) vem de {3), que e o primeiro vért_i 

ce não usado; 

f) Os \~értices (10), (ll), (12) vem de (4), por T-1; 

g) O vértice (13) vêm de {1), por T-3.4; 

h) os vértices ll4) e (15} vêm de l7) e (lJ), respectivamen-

t.e, por R-1. 

EXEMPLO 3. Seja J, o cálculo trivalentc d~ primeira ordem estuda-
-' 

do em [ 7 ] , cujos conectivos e quant:Lficadores são descritos pe-

las seguintes funçbes: 
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v o l 2 ~ o l 2 A O l 2 N = [0,1,2} 

o o l 2 o 2 2 2 o o o o o o o 2 
D={l,2) 

l l l 2 l o l 2 l o l l l 2 l l 

2 2 2 2 2 o l 2 2 o l 2 2 2 2 o 

o l 2 3 v 

l o o o o isto 3 v - interpretc.dos pelas e, e sao se-

o l o l l guintes fe:nções, respectivamente: 

o o l 2 2 
o
3 

I I dI O l , dll}' d 12} I ) =max{i dI i l t o} 

l l o l o 

l o l 2 o 
o v li d lO) ' d 11}' d 12) I ) =min{i dli) t o} 

o l l 2 l 

l l l 2 o 

e as condições quantificacionais sao as seguintes (agrupadas para 

referência nos tableaux) : 

D (\1;0,1) r 1) (\1;0,2) 1 D (V;O,l,2) 
o o o 

e, portanto, as re~Jrús .\
1

/.\
2 

paru. J 3 sao as seguintes: 



80 

J-l) 

J -2 I 

J-3) 

J-4 I 

:J- 5) 

J-6 I 

a ((3xllll 
o 

--c-.l· (Ac_l_ 
o 

<ll ( (3x)l\.) 

(a
1

illcll v 

a ((~xllll 

_____ o-- -----------------------------

a
1

((VxiAI 
-------------------------· --

a (Ac) 
2 

onde nenhuma das consta.ntcs indexadas ocorrcrr: anterio:crncn'l:.e. 

As regras 1; 
1

/n
2 

são claras a partir elas tábuas. 

Vamos dar um2 demonstração para: 

(Vx) \/ (Ax /\ Bx) c (jx) ('Jl\x f\ VI3x), (/1 c D atômicas) 



I 2 I 

I 4 I 

I 6 I 

(1} a ( (Vx)· V(Ax 1\ Bx) :) (;Jx) (\IAx V VBx) 
o 

a
1 

I (Vx) V (Ax A Bx) 

I 
a I (Jx) (VAx V 9Bx) I 

o 
~-~-----~ 

a
1 

(V (Aa f\ Ba) 

I 
X 

(7) a
1 

(9 (AbA 
- I 

(8) a
2 

(9 (Ac A 

X 

I 3 I 

i 5 I 

Bb) I 

Bel I 

81 

a
2 

I (Vx) 9(Ax A Bx) I 

I 
I 4 I 

19 I a
2

(V(Aa ABa)) 

----~ -------
---------(lO I a

1 
(Aa f\ Ba) 

I 12 I (13) 

(15) a
1 

(Ba) 

I 
(lG) u

2 
(Da) (17) a (Da) 

li 
I 20 I I 3 I 

i 24 I 

I 28 I 

I 32 I 

I 36 I 

I 4 O I 

I 
a (VAa V VBa} 

o 

I 
a {'VAa) 

o 

a (VBa) 
o 

I 
a (Aa) 

o 

I 
a (Ba) 

o 
I 
X 

I 
I 3 I I 3 I 

I I 
124] 124] 

I I 
128] I 281 

132] I 321 

I I 
I 36] 136] 

I 
I 4 DI 140 I 

I I 

X X 

1111 a 2 1Aa 

I 
(18) a (Aa) 

o I 
I 19 I a

2
'(Ba} 

I 
I 3 I 

I 
124] 

128] 

132) 

I 
I l 6 I 

I 
14 DI 

I 
X 

f\ Ba_ l 
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LJESCHI\'ÃO DO 'l'ABLEAU 

a) InicJ.::lmOs o tablc~i_\ll com o vértice l; 

b) Os vértices (2), (3), (4) e (5) .se obtém de (]) ,~or T~J.2; 

c) Os vértices (G), (7} (l:ll oe obtem de (L), por T-3.L, apl~ 

c ando ~ rcq r:J ,T- '..J; 

d) Os ra.mos que passam por I 6 I e I 7 I sao -fechados por~quc nao 

existe condiç~o proposicional H
1

(V;i); 

e) O vért:icc (9) vem de (3), por T-~.2 e pela rcqr·<-~ ,J-ú; 

f) Os vértices (lO) a I 19 I vem de I 9 I , por T-3.3; 

g) Os vértices I 20 I a I 23 I -vem de I 31 , por 'r-3. 4; 

h) o vértice I 241 vem de I .51 , por 'l'-3.2 c re~JrLl ,J-1; 

i) Os demais vértices se obt~m de (24), por T.J.J; 

j) Os vértices ( lS) e (tJO) fecham o ramo que passa por I 40 I; 

os de.::mais ramos são fechados por (16) e (41), (17) e (42) 

c (18) c (43). 

-EXENPLO 4. Vamos considerar, neste exer.plo, um t_ableau que na o f e 

cha: se tentamos demonstr<:lr, em J
3

, (-:Jx) (Ax /\ VAx), temos o se~ 

gu:Lnte tableau: 



I 31 

I 6 I 

,-----
a "(;\ ) 

o a 

I 
[li 

u (Ab) 
o 

[li 

I l I a I (3xl (Ax A VAxl I 
a I 

a (Aa f\ VAa) 
c- ------------------ ---~--

{ 2) 

~-

~----- ---------
~ 

141 u ('71\al 
OI 

(SI c (!lu) 

OI 
I 7 I [li 
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O vértice (2) se obtém de (ll, por T-3.2 e J-li os vértices 

(3) a (5) vêm de (2) por T-3.3. O vértice (6) e (7) vêm de (!),por 

T-3.4. Os doJs rwros que pa.ssum rx)r (6) e (7) sáo abertos. Fica claro que 

a repetição de (1) permitirá obter a (Ac), para toda constante c. 
o 

-Esta e a razao da aplicaçáo de T-3.4: conforme veremos adian 

te, a repetição de vértices permite obter, no caso de tableaux 

abertos, uma valorização de primeira ordem que dá o valor O à Iór 

mula testada. Como O é um vaJ.or n~o distinguido, a fórmula não se 

rá teorema. 



CAPÍTULO V 

APLICAÇÕES DOS TABLEAUX QCANTIFICACIONAIS 

V.l- TEOREMAS DE COMPLETUDE E COMPACIDADE. 

Definimos eoJljUJlto de H~nt~~~a quant~6~eaeional paka um un~-

vekJo U como sendo um conjunto H de O-sentenças assignadas (isto 

ê, H c s1 (Õ)*), tais que as seguinte:s condiç6es são satisfeitas: 

- l -Para toda formula atômica X de S (U), e para todo k, j < n, 

k I j, se ak(X) E H, entâo aj (X) ~H; 

c
2

) Se Y = ai(F(Y
1

,Y 2 ) 0 H, então alguma conscqu@ncia de 

n
1

/n
2 

(Y) está contido em ll. 

a. (Qx)A E H, entâo existem 
1 

tais que: 

a) Vale a condição quantificacional Di (Q,j 1 , ... ,jm). 

b) Cada fórmula 

gum símbolo 

[A] X 
c 

c E U, está em H assignada por al 

1 < r < m. 

c) Para cada ~r' l < r < m, existe c em U tal que 

a. I IA] XI E H. 
Jr c 

COMENTÁRIO 5 .1. Para enf<:::_tizar a dependência do valor de n (con-

junto de valores-verdade) nesta definição, poderíamos chamar o 

conjunto H de conjunto de Hintikka quantificacional n-d~.mc_noZonat; 
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nesse caso, o leitor poderá se convencer de que esta definição g~ 

neraliza propriamente o caso clássico (2-dimensionalJ se conslde-

rar a~ condições quantificacionais para V e 3 . 

Se B é um conjunto de U-fórmulas asssignadas, definimos o 

ttraço de B, T(B), cono o seguinte subconjunto de N: T(D)={i e: N: 

existe X tal que a. (X) E B}. 
l 

Se A é um conjunto de fórmulas -nao assignadas, dizemos que 

um elemento X de A é i-\•afo!L,(ÚÍve.f se existe uma valorização de 

primeira ordem v tal oue v(X) = i; dizemos que A é N - vcú.ol1..i.zCive.f 
o 

se existe uma valorização tal que cada X em B é i-valorizá.vel pa-

ra i E N C N. 
o 

Se A é um conjunto de fórrnulu.s não assignadas, deno-tamos por 

que: 

N c N, o conjunto de assignações de fórmulas de 
o 

l)T(aN(A)) 
o 

2) Se a. (X) e 
l 

N 
o 

a. (X) 
J 

e 

i - J 

A tal 

(dito de outra maneira, e a imagem de uma função 

F 
l* s tal que = a. (X). 

.L 

Se B é um conjunto de fórmulas assignadas chamamos de .oupDJt.-

te. de B ao conjunto SP (B) ={X E s
1

: existe 

a. (X) E B). 
l 

i < n tal que 
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T(H), c. H
0 

o "::.upo:cte de 1-lj 6~ H ê. um conjunto de_ ff_{_nLU<-Ica, c.x-{_ótl'. 

uma valo4izaç~o v tat que v(X) = i ~e a 1 (x) E H (e eonheq•tenteme~ 

te H ê. T(H)-vafo~iz~vel). 
o 

DEMONSTRAÇÃO. Construímos uma valorização v por indução sobre o 

nível de construçãc das fÓrmulas da seguinte maneira: 

1) se X e uma fórmula atômica de s
1

(Õ) e se a. (X) E H, então 
l 

v(X) = i; se X~ SP{H) assignanos un1 valor arbitrário a v (X); 

2) :t·elo teorema 4. 2, esta valorização atümica pode ser esten 

dida e:_ uma Única valoriziJ.ç:ilo (e, portarcto, podemos dcno-

tar a extensão pelo mesmo simbolo v) ; 

3) Por indução no nivcl de construção, temos, para 

Y em H : 
o 

fÓrmulas 

3.1) Se X é de nÍvel O (atômic<1) e claro que X 0 cl'(l-1)-valori 

závcl, e que v(X) i se a. (X) E H. 
l 

3.2) Suponhamos que X tenha ni.vel positivo e que toda fÕrmula 

de H de nlvel menor e tal que 
o 

v (Y) = i se a. (Y) 0 H: 
>. 

a) Se X~ F(Y
1

,Y 2 ) e ai(X) E H, pela definiçâo de cc)njunto 

de llintikka quantificacional existe algv.tna conclus.io cJe 

(a. (X)) da forma /\{a. Y. J contida em ll; por hlpóte-
l Ji l 

se de induç.io, v(Y.) 
l 

do tableau, c pela cláusula V-1 da definjção de vu.lor.:iza-

ç.io de prin~eiru ordem, 
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b) Se X e (Qx)A, e ai(X) E H, pela condiç~o c 3 vale a 

condição C]Uantifi.cacional O i ( (), j 
1 

, ••• , i m), c ar a 

X existe uma fÓrmula 

p6tese de indução, 

a. ( [A} ) em H (e, nortan to 1 
lr c 

uma fórmula tal que v( (A] ~I 

cada Jr 

nor hi 

e 

ainda todas as fórmulas 
X 

aj ( [A1 c) estão em H (e, 
r 

por-

tanto, cor hipótese de indução todas as fórmulas desse 

tipo têm valores .l· I . . r 

Pela cláusula v2 da definicão de valorização de primeira or­

dem, então, v (X) i . 

~ claro que H é T(H)-valori~ável. ~ 
o 

Vamos demonstrar, em seguida, o teorema de completude e con-

sistência para lógicas n-valentes de primeira ordem; antes, no-

rém, demonstraremos um resultado um pouco mais geral relacionando 

existência de tablcaux abertos e existência de valorizações de pri 

meira ordem. O teorema de comnletude e consistência obtém-se como 

caso particular, à semelhanca do que ocorre no caso proposicional 

(Cacitulo II, Seção II.l). 

z~vel ~ee exi~te um tablrau quanti6icacional abehtu paha 

f(X)=ai{X) (X), onde X E !:3 C i(X) E N 
o 

a. (X) 
l 
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paha todo X em B 6ee ex.i6tc um tableau quanti6ieacionai abehto p~ 

o conjunto {ai(X)(X): X E B}. 

DEMONSTRArÃO. a) Sunonhamos CfUe exista uma valorização de primei-

ra ordem tal que v(X) 1; se construirmos a árvore de subfórmu-

las para X, AS(X) (nesse caso, tomando o cuidado de tomar as cons 

tantes em U}, a existência da valorização nos per~itirá assiqnar 

cada vértice com a. se o valor do vértice pela valorização é J 
J 

é claro que dessa forma cumprem-se as condições para aplicacão 

para 

para 

a. (X) 
l 

(que seúi,dcpendendo das regras 'Ir
1

/1r
2

, ttm subãrvore de AS(X)). 

Por outro lado, se existe um tableau quantificacional aberto 

a. (X) 1 é fácil ver C]Ue o conjunto dos vértices deste tableuu 
l 

e um conjunto de lllntikka quantific0cional 1 devido ~ cl&usula T-

3.4 da definição ele tableau quantificacional. Logo, pelo teorema 

5 .1, existe uma valorizacão de nrimeira ordem v tal <lue v (X) =i. 

b) Se exist.e uma valo.rizacão v nas condicões acima, 

antão pela parte (a} existe um tablcau aberto oara cada fÓrmula 

assignada ai(X), X E B; suponhamos que o tablcau nara o conjunto 

{a. (X) :X E BJ seja fechado; nesse caso, existe uma fórmula de B 
l 

(ou subfórmula de fórmula de B) que ocorre no tablcau com as::-;iqn~ 

ções distintas; desde CJU8 v é uma valorizarão, isto é imnossivcl, 

logo o tableau é aberto. 

Reciprocamente, se existe um tableau quantificacional aberto 

para o conjunto {a. (X) 
l 

X E B}, então existe nelo menos um ramo 

aberto que contém como vértices todos os elementos desse conjunto; 
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este ramo, claramente, § um conjunto de Hintikka quantificacional, 

e pelo teorema 5.1 obtém-se uma valorização v tal que v(X)= i(X) 

para todo X E B. 11 

5. 3. 'COLORÁRIO. (Teorema da Cons.isténcia e Completude). S (!_j a 

B U {X) 

DEMONSTRAGÃO. Suponhamos que 

res distinguidos de L1 , seja 

então D ~ X .6 e. e B 
r; 

Fel X. 
L 

B F7J X; se o é o conjunto de valo­
r; 

v uma valorizacão de nrimeira or-

dem tal que {v(Y) : Y E B} c D e v(X) ""' i tf- D. 

Pelo teorema 5. 2, existe um tableau abert.o para o conjunto 

{av(Y) (Y) 'Y E B) U {ai (X)) e portanto B ~ X. 
r; 

Por outro lado, se B h'}: X, existe um tablea.u aberto oara al 
r; 

gum conjunto , onde i E ND e a ~ 

D 
{a. (Y) : Y E B 

J 

e j E D}. 

Pelo teorema 5.2, há uma valorizélção v tal que v(B) c D e 

v(X) c;! D, logo B F7I X. a 
r; 

COMENTÁRIO 5.2. Como consequência do teorema anterior, obtemos que 

toda fórmula válida tem uma n.rova finita; de fato, se X é válida, 

para todo i E ND, o tableau nara a. (X) é fechado, ou seja, 
l 

te:rrl 

todos os ramos fechados, e, portcmto, finitos. Pelo lema de I\Ünig, 

o tableau nâo pode ser infinito, po_is teria um ramo infinito. 

Como aplicações do Teorema da Comolctude, nodemo.s mostrar cpe 

o valor de verdade que uma sentenca assume numa lÓgica n-va.lente 
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de primeira ordem não depende das narticulares variáveis que a 

sentenca contenha: 

5. 4. COROLÁ'RIO. (Teorema da Variante). Se.ja s : VI --r VI uma pk~ 

e Sb 
s 

s (vVL Se.ç.ão IV.I) e hC.Jam 

A' ~ Sb(A) e x' = s (X-), onde x é tuna va!1_.Lâue.f e. A uma 

'J: (Qx) A H e 
r; 

DEMONSTRACÃO. De acordo com o teorema de Comnletude, basta mos-

trar que, para toda valorização de primeira ordem v, v((Qx)A) E D 

see v((Qx')A') E O; em primeiro lugar, é fácil ver, oor indução 

sobre a construção das fÓrmulas, que 

[A]: ~ [A'] x' 
a 

para toda constante a num universo U. Desde que v((Qx)A)""o
0

{D(A,x,v)), 

onde D(A,x,v) = \d(O) ,d(l) , ... ,d(n-1)) e d(i) 1 see existe 

k E U tal que d(i) ~o em caso contrário (con-

forme definição de valorização de primeira ordem, Seção 4. 2), pe-

la observação anterior temos (}Ue D(A,x,v) = D(A' ,x' ,v') e, por-

tantc, 

v((Qx)A) ~v((Qx')A') 

para toda valorizacão de primeira ordem v, e pelo teoremu de com 

pletude, a demonstração está completa. • 
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\}. 2 - PRINCIPIO O,ll. UNIFICAí'ÂO PARA L0GICAS DE PRIMb_;IRA ORDEM 

No Capitulo li, Seçâo II.3, descrevemos o Principio da Uni-

ficacão para lÓgicas proposicionais n-valentes, e mostramos como 

os teoremas de completude e compacidade, no caso pronosicional,po 

derr. se obter diretamente a oartir deste Principio. Neste parágra-

fo vamos demonstrar uma versão do PrincÍpio de Unificação prtra 

lÓgicas de primeira ordem e derivar os teoremas de compacidade e 

LÜwenheim-Skolem pQra lógicas regulares; de acordo com o teorema 

4.4, Seção 4.2, ê suficiente considerar sentenças puras(oara que~ 

tões que envolvam as nocõcs de validade e satisfaç.:io) em lÓgicas 

regulares; por esta razão, as hioóteses dos teoremas a se(jutr re-

ferem-se somente a conjuntos de sentenças puras. Sugerimos ao lei 

tor que neste ponto, comoarc as definicões a seguir com as elo ca-

so prooosicional (Secão II, 3). 

Seja i um conjunto de conjuntos de sentencas em l - * S (U} 1 (isto 

e, de scntcncas assiqnadus com oarâmctros em um universo U) e su 

ponhamos que r tem caráter finito. Se K E r I dizemos rTUe K Jc.m a 

Se B e um conjunto 
l -

de sentenças em S (U} (de scntcncas sem 

assignação) dizemos que D ~ r-con~~htente se existe K E r tal que 

K = {a. (X) 
l 

X E B e i E D}. 

Assim como no caso do Princíoio da Unificacão nronosicional, 

(Seção I I. 3) 1 a expressao "B é r-consistente" :c;ignifica, do ponto 

de vista intuitivo, 11ue aur.antc que B e consist_ente, como 

T 
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demonstramos no teorema 5. 6 a scguj.r. Assim, r será ume1. ProDricda-

de de Consistência Analitica quando; l) n~o cont6m sentcncas at6 

micas com valores ''contradltôrios'', e 2) se urna sontençc A ocor 

.r e em r com um certo voJ.or de verdade, suas subsentenc:as ocorrem 

tumbém em r com os valores tais que jus ti ficam o valor com CJlH':" li. 

comparece em r. 

Dizemos que r ê uma p~u~~-icrladr de 

(abreviadamente, PCA) quando todo conjunto K f1U9 tem a nronrieda-

de r satisfaz as seguintes condic6es: 

K nâo contêm a
1

(x) e 

ça atômica cte s 1 (UJ; 

a condição quantificacional 

conjunto z ~ {a. I IAI ~I ' Jr 
c 

1 .:::_ r < !D, 

X 

existe nela menos 

E z I a. I lA I I 
Jr c 

e tal que K 

se 

E U) 

um 

u z E 

i t j e X e uma senten 

tais que vale 

J l' ... , l ) "ffi 
e o 

(onde nara cada ]r, 

c E u tal que 

r. 

5.5. TEOREMA (PrincÍpio da Unificacão nara LÓqicas n-Vulentes de 

Primeira Ordem). Seja D um C.DilJitHt(;. dv -SC,I·I,f.l!.i'IÇ.(t,s pctiLah, T' uma PCA; 
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DEMONSTRA~ÃO. Suoonhamos, em nrimeiro luqar, que B seja enumerá 

vel (o caso finito é trivial a oartir do caso enumerável). 

Desde que B e f-consistente, existe um conjunto ~(B)={ai (X): 

X E B e i E D} que tem a propriedade f. 

Como o conjunto a
0

(B) é enumerável, seja z
1

,z
2

, ... ,z
0

, ... , 

uma enumeração para esse conjunto. O olano da demonstração é cons 

truir um conjunto de Hintikka quantificacional M, definindo a 

sequência Mi como segue: 

l) Tomamos M
1 

= z 1 i este e o primeiro oasso na construção de 

2) Se temos o termo M , onde os termos da sequência 
n 

formam 

um conjunto finito que tem a orooriedade r, sunonhamos 

que Y e o n-ésimo termo: 

a) Se Y e da forma ai (F{Y 1 ,Y 2 l), estendemos a sequência 

colocando Y, !1 {a. (Y.}, 
Ji l 

7. 
n+l 

se c~JI{a. (Y.) 
Ji l 

e uma 

a consequêr,cia de 1r
1
;,r

2
(aj_F(Y

1
,Y)l tal que P-1 é satisfeita:; 

sequência resultante tem pelo menos n+l termos, e 

tem a propriedade r, por P
1

. 

b) Se Y e da forma ai (Qx)A e se j 1 , ... ,jm sao tais que 

vale a condição P2 da definição de PCA, estendemos a 

sequência anexando os seguintes termos: 

a. (Ji.a
2
), ... ,a. (Aa ),Y,Zn+l' onde a 1 ,a2 , ... ,am 

J2 Jm m 
sao 

constantes tais ~ue: 

11! ·~T 
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b-ll Se ~ 2 a n~o ocorreram anterior -m.:... ,al,a2, ... ,m 

mente na segw2ncia; 

b-2) Se m = l, Aa 1 nao ocorreu anteriormente na se­

quência. 

O conjunto H dos termos da sequência, obviamente, tem a oro-

oriedade r, desde que cada M. tGm a oronriedade r e r tem carátet· 
l 

finito. 

E fácil ver, também, que M é um conjunto de Bintikka quanti-

ficacional: de fato, desde nue cada M. tem a oronriedade . ., l r ' M. 
l 

não pode conter fórmulas com assignações distintas, eM satisfaz 

a condição c 1 da definição de conjunto de H.i.nti.kka quantificacio­

nal, para o universo U das constantes envolvidas no orocesso de 

construção de M. 

As outras duas condições (C 2 e c 3 ) da definicão de conjunto 

de Hintikka quantificacional são claramente satisfeitas. 

Pelo teorema 5.1 (Seção V.l), seM é o suporte de M, 
o 

existe 

uma valorização v para M
0

, e esta valorização, obviamente, sutis 

faz todas as fórmulas de B C M 
l o' (desde que as assiqnacões com 

que B comparece no conjunto ~1 sao distinguidas) no universo enume 

rãvel das constantes individuais. a 

COMENTÂRIO 5.3. A construção envolvida no rreorema 5.6 é a constru 

cao do tableau quantificacional aberto, com nequenas modificações 

(ver Seção IV. 3) . 
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A partir do PrincÍpio da Unificação (Teorema 5.5}, podemos 

obter outra prova para o 'reorema da Completude: 

5.6. -COROLÁRIO. (Completude). Sejn B LUII c.ovtjunto de. ,~Crt-f{'_IIÇ-110 pu-

DEMONSTRAr:ÃO. Por um lado, se B é satisfatível, e fácil ver que 

existe um tableau quant.ificacional aberto para a
0 

(B); basta to-

mar cada fÓrmula X de B assignada oor a. 
l 

onde i "" v (X) ; Dela 

definição de valorização (de primeira ordem) e de tableau n:uanti-

ficacional, a construção e imediata, 

Por outro lado, seja l* 
S (UI o conjunto 

nadas, e seja I' o seguinte conjunto: r = {K c 

bleau quantificacional nara o conjunto K}. 

:g claro que tem caráter finito e 0ue 

das U-fórrnulas assi.9_ 

s 1 * (U) : exis-te ta-

e uma PCA; se exis-

te um tableau aberto para a
0

(B) 1 B é r-consistente, c, pelo Pri~ 

cípio da UnificaçEio, B é satisfativel (num universo enumerável). • 

5.7. COROLÂHIO. (Teorema da Comvacidade). Se. B fÍOh I.HJI c.ovtJ(utto de_ 

- •. l t" • . - •• B e éa~~é 0 a. ~ve~ num un.cVChhC enume.~av~~-

DEMONSTRAÇÃO. Suvonharr.os o:ue todo subconjunto finito B de B seja -- - o 

satisfatível; pelo 'l'eorcma da comoletude 1 existe um tableau aber-

to para algum conjunto a
0

(B
0

); utilizando o mesmo argumento do 

rn ··r 



96 

Lema 2. L {Seção II .1) , temos que existe um tableau aberto para 

a
0

(B) see para cada B
0 

finito contido em B existe um tableau aber 

to para .;:.
0

(B
0
). 

o resultado segue-se, então, diretamente do teorema da Com-

pletude. a 

COMENTÁRIO 5.4. Considerando a construção similar a do lema 2.2 

referida na demonstração do corolário an·terior, e o TeorenH da Com 

pletude, é claro que valem, também, as seguin·tes formas do Teore-

ma da Compacidade (a prova é totalmente análoga a do caso propos~ 

cional): Se B é nm conjunto de sentenças puras, e X é uma senten-

ça pura, B 1- X see existe B c B, B finito, tal que B 
~ 

X. 
Ll o o o 

see existe B c B, B finito, tal que B I~ X) • 
o o o Ll 

(e B 'X 
A partir do Corolário 5. 8, deduz-se imed:i_atamente o Teorema 

de LOwenheim-Skolem: 

5. 8. COROLÁRIO. (Teorema de LÜwenheim-Skolem) . Seja B um c..o nj urdo 

DEMONSTRAÇÃO. Se B for s&tisfativel, todo subconjunto finito B' 

de B é satisfativel; pelo Corolário 5.7, B é satisfativel num uni 

verso enumerável. m 
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V.3 ~COMPARAÇÃO ENTRE LOGICAS n-VALENTES DE PRIMEIRA OH.DEl'-1 

Seja n fixado e s
1 

uma linguagem n-valente de primcj.ra ordem; 

sejam L e L 1 dois cálculos de predicados n-valentes de primeira 

ordem determinados pela linguagem 
l 

S e por interpr.etações distin-

tas para algum (ou todos) de seus conectivos c quantificadores 

isto é, (ver Seção IV.2): 

L s 1 A, ( {G Q e um quantificador em s 1
}> 

Q 

e 

L' {o ' 
Q 

Q e um quantificador em s
1 J) 

Nesta seção, .n:::tomando, de certa forma, o tema do Capitulo 

III, mostramos que, se as interpretações dos conectivos e guanti-

ficadores nas duas 16gicas guardam certas relações a respeito dos 

velares de ,·erdade, as 16gicas podem ser comparadas no seguinte 

sentido: se então 1- X 
L 

se e f- X. 
L' 

ou c. c NO; se Q,F,G sâo, respectivamente, qunntificadores, ca­
l 

nectivos binários e conectivos unários na linguagem, definimos os 

a. "" O ou a. "" 1 
l J. 

l) la
0

,a
1

, ... ,Jk-l>={ld(ü),d(l), ... ,d(n-l)>, 

existe i em C. tal que d(j) I- O); 
. l 

para cada a. t D 
l 

Definimos, então, 

g(C.) das funções 
l ' 

extensoes o (a ,a
1

, ... ,a,_ 
1 

> , 
Q o . r:-

e 

[ c como segue; 
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2) o
0
<a

0
,a

1
, .. . , ak-1 > 

~ {o
0

isl s E I a o 121'"""' 2 k-l> 
) ; 

3) f {C. I c i l I f (x, yl X E C. e y E c i J ; 
1 1 

4 I g (C. I ~ {g (x) X E c.). 
1 1 

Se R,SCN, escrevenns R'\,S J.Bra denotar que existe i to.l que R c C. e . l 

SLC.;seR=(iJe S={j_;· abreviamos H"-•.S por i'Vj. Dizemos que 
]. 

se: 

li 
l Para cada Q em S , o

0
(a

0
,a

1
, ... ,ak-l) ''-' 0Qía0 ,a1 , ... ,ak-l) 

para toda sequência de simbolos D e 1 co~ comprimento k; 

2) Para cada F em s
1

, para todo i 1 j f(C.,C.) >c f' (C.,C.) 
l J l J 

entre O e k-1, onde f E A e f' E A' e 

3) Para cada G em g (C. I 
l 

para todo i entre o 

e k-1, onde g E A e g' E A' 

Se valem estas relacões, escrevemos o - o' f - f' Q - Q I -
8 

g "" g', respectivamente, e dizemos que estes conectivos e quanti-

ficadores são c.ongtu1e.nte.-5 po!t Pk. 

5.9. TEOREMA. 

nal palta N com he.hpeito a L e L' então 
' 

DEMONSTRAÇÃO. Seja Pk a partição quantificacional para N; vamos 

mostrar primeirmnente que, dada qualquer valorização de primeira 

ordem v para L, existe uma valorização de primeJ_ra ordem v' para 
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L' tal que v(X} ~v' (X). 

De fato, dada a valorização v para L, relativa a um un.i.verso 

U, seja v uma valorização atômica para L' tal que v' (Y) ""v(Y) p~ 

r a toda fórmula atômica Y em S 
1

. Pelo Teorema 4. 2 { Seçâo IV. 2) v' 

pode ser estendida a uma valorização de primeira c-·rdem, c temos 

que: 

ll Se X e atômica, obviamente v{X) "-' v' (X); 

2) Se X e da forma F(X
1

,x2 J, v{F'(X
1

,x 2 J = f(v(X
1

J ,v(X 2 )) 

por hipótese de indução no nivel de construção das fórmu-

las, temos 

V(xll 'c v' 1x
1

1 e v(X I "'v' (X I. 
2 2 

Portanto pois 

f " f' por hipótese, e dai v(F(X
1

,x
2

J) '1, v' (F(Xl.X21 I ' 

31 Se ,. e da forma G(XI a prova a análoga. 

41 Se X e da forma (QxiA, por hipótese de indução, temos 

X X 
v ( [A] k l rv v' ( [A] k) , para todo k E U. Ccmo 0 rv 0', é fá-

Q Q 

cil ver que \'( (Qx)A) "'v' ( (Qx)A). 

Portanto, pelo Teorema de completude, se ~. X, existe v pa~ 

r a L tal que v (X) E:: NO, e então, existe v' para L' 

v'X) E NO, peJ.a dcfiniç~o de partiç~o quantificacional; 

usando novamente o teoremd dEõ ccmpletude que !-?f::• X. 

Demonstramos, ent.ao 1 q<ce 

e análoga. 111 

~ X implica 1- X 
L 

ta1 que 

resulta, 

rec] pro cu 
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Como e~:err..plo, consideremos o cálculo trivalente de primeira 

ordem J3 descrito em I 7 I , cujos conectivos e quantificadores da-

dos pelas seguintes funções: 

v o 1 2 v ' o 1 2 03 G~ 
(0,1,2} N = 

o o 1 2 o o 2 1 o o o o o { 1' 2} = 

1 1 1 2 1 2 o o 1 o 1 1 

2 2 2 2 2 2 o o o 1 2 2 

l l o l o 

l o l 2 o 

o l l 2 1 

l 1 1 2 o 

l' 
Seja S a :-oublinguagem de J 

3 
consistindo de ·todos os simbo-

J,os da linguagem de J 3 exceto 1, 

interpretações para os símbolos de 

V' o 1 2 V' o 1 

o o 1 1 o o l o 

1 1 1 1 1 1 o l 

2 1 1 1 2 1 o o 

1 l 

l o 

o l 

l l 

e seJ· am V' , \f' a' a' novas 
' 3 ~ 

l' 
S dados da seguinte maneira: 

2 o' a' l ~ 
N {0,1,2} = 

o o o 
o = {1' 2} 

o 1 1 

1 1 1 

o 1 o 

l 1 o 

l 1 l 

l 1 o 



Se designamos 
o 

por J
3 

101 

obti-

das, e se X é uma fórmula de J
3 

onde não ocorre o símbolo I, en­

tão 

p2 = 

para 

e 

Teorema 5.9, basta tomar a partição f-- X se e f--, X; pelo 
J.o Jo 

3 3 

( (o i ' {1,2}} e mostrar que e uma partição quantiflcacj_onuJ. 

o' 
N com respeito a Jo 

3 
e J

3 
; de fato, temos que 

l) (1,0)- ((1,0,0)] 

(0,1) = ((0,1,0) 10, o, 1 I (0,1,11 ); 

(1,1} = {(1,1,0) (1,0 ,1) (1,1,1) }; 

O (a 1 b) "v 
3 

o' (a,b), 
3 

o I a b I ,,, o' I a b I -'y t v f 

(a,b) E= -~(L,IJ), ([J,l) (1 , 1 I l ; 

para tOt"Jo 

2) v (c ' f c . ) n,, v' (c . f c . ) pàr a todo i r j t::: {o , 1 _} 
l J l J 

3) \i (c i) ~" \' ' (c i) para todo i E {0,1} 



APÊNDICE I 

COJ'.1PLETUTE QUANTIFICACIONAL E GERAÇÃO DE QUANTIFICADORES. 

AI-1) COMPLETUDE QUANTIFICACIONAL 

No capitulo IV, ao definirmos ;} ccntraparti.da semântica dos 

quantificadores de nossas linguagens n-valentes de primeira ordem 

como as 6taJÇ-Õ(>S de_ di-bt!t-i.bu_zç{i_o, notamos que o fato de haver um 

quantificador primitivo tal que os demais possam ser definidos a 

partir dele constitui uma propriedade que pode se estender, a de-

mais do caso clássico n = 2, para as 1Õg1cas n-valentes de primel 

ra ordem em geral. 

Em termos formais, se L1 é uma lógica n-valente de primeira 

ordem fixada e Q é um quantificador em L, podemos identificar o 

quantificador Q com sua função distribuição u
0

; desse modo, se K 

é um conjunto de quantificadores, dizemos que Q e oeiLado pr:fo co~ 

junto K se existem funções unãrias f: N --> N e binárias 

' (i. e., conectivos unários e binários de L~) tais 

que (Qx)A pode ser escrito de uma das seguintes maneiras, onde 

A é uma fórmula e o1 , Q2 pertencem a K: 

a) (Qx)A = fiQ
1

xiA 

c) (Qx)A (Q
1
x)(fl\), 
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Para stmp.lifi.car a notação, escreveremos, respectivamente, 

b) Q 

fQ 
l 

Se o conjunto K gera todos os quantificadores de L dizemos 

que K e um ~Ot1junto eompleto d~ quanti6~cado~eh; se {Q
1

J ê um con 

junto completo ds quantificadores, dizemos que o
1 

é um quan:Léflicci 

dolL completo. L é quaY'.tl!)i.cccrJona-C.me.ntc c_omp1e.to quando possui um 

quantificador completo. 

O problema da completude quantificacional consiste em de-ter-

minar quantos e quais são os quantificadores completos; além de 

ser um problema de interesse próprio, a presença de um quantifj_c~~ 

dor completo assegura quantificadores existenciais e universaü·; nu 

ma lÓgica n-valente de primeira ordem, isto é, assegura que a ló­

gica seja hegulalL (ver definiç~o na Seçâo IV.2). 

A caracterizaç~o dos quantificadores completos, contudo, pa­

rece ser um proDlema de dificuldade semelhante à dos conectivos 

completos, resolvido para o caso das lógicas trivalentes por N.M. 

Martin (ver [12 1 e [13] ) . Para os demais casos, o problema da com 

pletude funcional está resolvido apenas parcialmen·te, envolvendo 

tãcnicas de natureza alg~brica e combinat6ria bastante sofistica­

das; dois dos trabalhos que consideramos dentre os mais importan-

tes nessa área, são ([18 J e l21 l) , e que dà"o uma idéia clara das 

dificuldades envolvidas. 
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Desde que o numero de conectivos 
2 

(un5rios e bin&rios) numa 
n 

n lÕgica n-valente e n e o número de 
. . - I 2 -11 

guant1f1cadores e n 

-a dificuldade no caso dos quantificadores nao e surpreendente, já 

que este último número cresce mais rapidamente que o primeiro. 

Neste parágrafo estudaremos os casos n = 2 e n = 3 (parcial-

mente) do problema de completude quantificacional; vamos dcmons-

trar, antes, um lema para o caso geral; lembramos que Q e uma fun 

ção de N 
v

2 
em N (isto é, Q é uma função que associa a cada n-

-upla de O's e l's um valor entre O e n-1, exceto a n-upla 

000 ... 00, onde Q não está definido}; recordamos também que se v e 

uma valorização de primeira ordem, A uma fórmula e x uma variável, 

D (A)= ld(O),d(1), ... ,d(n-1)1 
x,v 

onde d (i) = 1 se existe k tal que 
X 

v I [A] kl - i c 

d(i) =O caso contrário; 

v((Qx)AI Q(D (AI I 
x,v 

De acordo com a definição de IV. 2, C<lpi tu lo IV, deveriamos 

escrever o
0

(o 'A)) ao invés de Q(D (A}); estamos usando, po-
x,v x,v 

rem, o r-.esmo slmbolo para Q e o
0 

conforme observação no ini­

cio da Seção Al-l. 

Definimos o c.ompJu:.mcnto de um vetor w em 

-número de coordenadas de w que sao ig\!ais a 1. Se 

to de 

união 

vetores de comprimento 
N 

disjunta v 
r 

r podemos escrever 

v 
r 

1 (w}, como o 

VN 
2 

e o conju_!2_ 

como a 
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O próximo lema diz respeito us propriedades do item {c) da 

definição de quantificadores gerados a partir d<: ou·tros quantlfi-

cadores: 

l. LEMA. Seja Q um qu._cwt.{ci.i.endoh, f um conc.c.L{vo UIÚÍJL_{_o; c_v,_úio: 

a) Qf e um quanti6ic.adoh dado poh 

Qf onde ê_ .taf qur. 

Àfld(O), d(l), ... ,d(n-l) I= lb , ... ,b 
1

1 onde o n-

b. == 1 i.IC.C. c.xihte. j tal QILC. f(j) =i c" d(j) = l; 
l 

bl Se. w E r_ntão 1 (À f (w)) ..2_ 1 (w), e a igrtaldade vale. paha 

todo w i.lee f ~ uma pc.hmutaç~o do6 valone6 de N; 

e 

c) PaJta c. a da u Q(V ) • 
s 

Qf(V ) C 
r s<r 

DEMONSTRAÇÃO: a) Desde que, pela parte (c) da definição,temos que 

(Qfx)A = (Qx)fA, 

então b. 1 se e 
.c 

se e existe j tal 

b) Seja w E V 
r 

se I dI O I , dI lI , ... , dI n-l I ) 

existe k 

que f I j I 

N c V · se 2' 

tal 

= i 

que v(f[A]kl 
X 

e v( [A] k) = 
X 

- (b ,bl, ... ,b l) o n-

=i, se e f(v( [A] k) 
X 

= i' 

J' se e dI j I = L 

sao as coordenadas de 

w igual·s a l, se todos os valcr·os f(r' ) ,f(l' ) f(r' ) 
~ l 2 , ... , r forem 

distintos, então Àf(w) ter& r coordenadas iguais a 1, pela parte 

a), e 1 (À f (w)) "" 1 (w) ; se nerr, te dos esses valores forem distin-

tos, l(Àf(w)) < l(w). 

É claro que vale a igualdade para todo w see f e uma permu-

taçãci. 
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c) Obvio, a part.ir de lb I .• 

Para exemplo de c~lculos de quantificadores utilizando o le-

mal, ver AI.2. 

2. TEOREMA. Seja n"" 2,3 ou 4, Q um quan.:U_6J...c.cuio!L em L, e_ ~Jupon/1_0; 

rno,:, qu:>. L
1 

,;,e_ja 6une.i.una.C.ni('rt-tc.. c_ompic .. to; C.-l'rtao, -:,c_ c_x.{_;.,.te f: N--)-N 

:tai que. pa!la :toCo ·w t:: v~ oh pa!te.-6 ofldC.ilCUi.ol.l (Q(w)), Qf (w)) -~ao 

-e um quan:t)6icado!l conrpie.to. 

DEMONSTRAÇÃO. Sejaru (a. ,l:J.) ""' (Q(w.), Qf(w.)), para i=l,2, ... , 2n-1, 
l l l l 

onde n = 2,3 ou 4. Se 
N 

Q - V ---+ N é um quantificador, . . 2 
l 

como L 

é funcionalmente completo existe uma função binftria g : N x N -> N 

g(a. ,b.) = Q(w.) pois para 
l l l 

tal que 

2n- l < 2 -
n ; portanto, g(Q,Qf) = Q 

plcto. 11 

n = temos que 

e Q e um quantificador com-

Como exemplo, suponhamos que L
1 

seJa uma lógica trivalC;nte 

funcionalmente completa e Q é um quantificador dado por: 

o l 2 Q 

u 
o l -·-)- o 

vl l o l 

l o 2 

u l o o 
v2 o 1 2 

l l l 

v 3 [ 1 l l 2 

' 
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Se f e o conectivo unári.o em L1 dado pela função 

~ 
l ' 2 

2 I 1 

temos, pelo lema l, que o quantificador Qf e descrito por: 

Qf 
l o o ---}- o e os pares IQiwl, Qf lwl I ~;ao I o, o I 

o l o 2 I l, 2 I 

o o l l I 2, 11 

l l o 2 I O, 2 I 

l o l o I 2, o I 

o l l 1 i l' li 

l l l 2 I 2, 21 

l_ 
Como L e funcionalmente comple·ta, podemos escolher conec ti -

vos binários adequados para gerar, como imagem destes pares, to~ 

das as funções de em N, onde N = {0,1,2}. 

Vamos introduzir uma notação especial pura n = 3, da segui.!:~_ 

te maneira: seJa 

v ~ {'L o o' o l 
l 

v3 {1 l 1} e 

trições de Q a 

se a imagem de 

VN - vl u v2 u v-' onde N -- [0,1,2} e 
2 j 

o' o o l} v2 (l l o ' l o 1' o l l} 

Q ' 
VN 

2 
-+ N um quantificador; nesse cnso,as res 

vl, v 
2 

e v3 seruo denotadas por, respectivamen-

Q'V. (i= 1,2) tem fipc: 
] 

:r_ 

Q'V. apresenta apenas um valor; LLpo li, se apre-
l . . 

senta dois valores distintos; c ti_po III, se apresenta três valores 
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distintos. Diremos que Q e de tipo I-1, I-II, I-III, II-I, II-II, 

II-III, III-I, III-II, ou IIl-III conforme sejam os tipos de Q'Vl 

e Q'V
2

. 

3. TEOREJ'.lA. Sr. Q ê_ um qtwH.t.{.6ic.adotL de LLpo III-III VlUilla .i:'.Õg.{c_a 

~fLivalente {uncionalmente comple~a, Q ~ um quan~i6icado!L completo. 

DE;10NSTRAÇAO. Se a,b,c indicam cs valores o 1 l, 2 numa permuta-

- qualquer, então çao os quantificadores podem ser classificados 

dentro das seguintes possibiliCades: 

l o o a a a a a a 

v1 o l o b b b b b b 

o o l c c c c c c 

l l o a a c b c b 

v2 
l o l b c b a a c 

o l l c b a c b a 

v3 l l l c1 c1 c1 c1 c1 c1 

A B c D E F 

considerer<os as seguintes funções unárias ele N em N: 

f1 f2 f3 f4 f_ fG f7 f8 o 
·-------

o· o l l 2 2 l o o 

1 2 2 o l o o 1 o 

2 l o 2 o 1 o o L 

--.... 
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Utilizando o Lema 1, se Q é um quantificador de uma das for-

mas A- F (que chamaremos de QA,QB, ... ,QF), podemos escolher f. 
l 

adequados e calcular Q f. , onde 
X l 

X E {A, B, •.. , F J e i E {1, 2, ... , 8 }, 

de maneira tal que para todo W E os pares 

sejam distintos; pelo ':l:'eorema 2, cada QX se.ra um quantificador 

completo. 

Eest!mimos, abaixo, a escolha dos f i e o cálculo de cada QXf i 

{subentendendo V 
1

, V 
2 

e V 
3 

com fieus elementos na mesma ordem em 

que estao colocados no inicio da demonstração) : 

0 
f ( d qualquer) 

·A 2 

b 

c 

a 

c 

a 

b 

d 

(para d=a) 

c 

c 

a 

c 

b 

c 

a 

b 

c 

QCf7 

a 

b 

a 

c 

a 

c 

c 

Q
f (parad=b) 

B 3 

b 

a 

c 

a 

b 

c 

b 
-----··-------------

(para d = b) 
QCf8 

(para 

a 

a 

b 

a 

c 

c 

c 

Q f (para d""a) 
8 4 

c 

b 

a 

b 

c 

a 

a 

d =c) 
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QDfl 
(para d c b) 

Q f 
{par à. d =a) 

0r/4 
(para d =c) 

D 3 

a b c 

c a b 

b c a 

a b c 

b c a 

c a b 

b a c 

(para d qualquer) (para d qualquer) 

c 

c a 

a b 

b 

c b 

a c 

d d 

É fácil ver que toda!~ as conchçóes do Teorema 2 :_úlo ~~;atisf~J: 

tas, e que, JJOrto.nto, todos estes ~;,=)o CJilC\ntif.i.cLtdon.:::::; completos ... 

o teorema u ~;cguir e uma espécie de rec1proca do Tc-:urcma 2: 

4. TEORENA. ScJ(t.'l, n=2,3 uli 4, Q: -- N /J 1/! <iiJdHt.( t\-icn1/o:t r \;/ ' 

w' vcto'l.l'~ :íi\<') ,{c i"cd1' {; -_\ 

llli i 
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DEMONSTRAÇÃO. Bastu notar q\;e, se ÇJ é um conectivo binário, tere-

s~o concrctivos unârios arbitrfirios) e que as cláusulas 

(a), (b) c (c) da definição de qua11tificadores gerados podem ser 

obtidas desta expressao tomando-sR f~s adequados. 
l 

Portanto, qualquer quuntificudor gerado t:.erii valores 

em w e 'iV
1 e obviarr,ente Q não ê um quantificador completo. 11 

iguais 

5. COROLÁRIO. Se_ja n=2,3 ou_ 4 c_ v
1 

N -cv
2

;/stQe rtm qttan:f_[_()-cer'-

do':_ tal q_uc_ Q'Vl 2 a C'OIL\tan-tc, Q YJ:io ê_ L'omp-f'_c.fo. 

DEi'~ONSTnAÇÃO. Pelo Ler1a 1, pu r te (c J , temes que Qf 'V 
1 

c· Q' V 
1 

pa-

ra Lodo conectivo un~rio f; como Q'V
1 

& constar1te, cons-

Ldnlc e h5 pelo menos dois vetores w c w' tais que as condiç6cs 

4 são satisfeitas; portanto Q niio é completo. a 

G. COROLLÍ.HIO. Q,-:, ttlt-tC.o-6 qt:C{.;t,t-L(\tc_a:dc;·_c_-_', (~fâ_,:,,),(_co,:, c_o:np.fe_:tn-.\ ,_\teu 

\f,J, IV c_ .T:J 

DEI"lONS'l'RP,ÇÃO. Por um lado, sabemos que c:~stcs quantificadores 
~ 

sao 

complet.os, pois qualquer deh-cs com a negaçao gera todos os oito 

quantificadores clãssicos (ver Scç~o JV.2). Por outro lado, desde 

que v 1 = {lO, O l} neste caso, ê fãcil ver que todos os outros 

quantificadores sao tais que Q 1 V
1 

e constante; pelo CcJrol5rio 5, 

portanto, nenhum outro quantj_ficador é cornpl. e to. • 
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7. TEOREMA. Sc_ja 

JC. Q E de Lépo r~r, 1-II, I-111, ou Ili-I, Q não e ('_OmpfrUo . • 

DEMONSTRAÇÃO. (Cl\SO l). Q é de tipo I-I, I-II ou I-III; nesse caso, 

Q'V, e constante, c o resultado se segue diretamente do Conü5rio S. 

(CASO 2). Q é de tipo .r:r-r ou III-I; nesse caso Q'V
2 

e constante, e temos três possibilidades para f: N ___ , N: 

os 

se 

f e 

2 .1) f e constante; então, Qf'V e constante também. 
2 

2.2) f e uma permutaçâo (i.e., f e bijetoril); pelo lema 1, 

parte (b), Qf'V
2 

tem os mesmos valores que Q'V
2

, ou se­

ja, Qf'V
2 

é constante. 

2.3) I\ imagem de f tem exatamente dois valores; loqo f tem 

uma das seguintes formas: 

fi\ f 
D 

f c 

o a b b onde a,b E N - {0,1,2} 

l b a b 

2 b b a 

Se f c da forma fi\, então pelo Lema l' po.rte (a) r Qf leva 

vetores de vz l l o e l o l em vetores de vz ( analoqamente, 

f -e da forma fB' leva l I o e o l l em vetores de 'v' 2, e se 

á a forma f c leva l o l e o l l em vetores de v 2 I 

Portanto, de qualquer modo Qf'V
2 

terã necessariomentc dois 

valores de Q'V 2 . 



Concluimos, po~"s, que em qualquer dos casos 2.1, 2. 2, 

2.3 haverá dois vetores de v
2

, VI e w',tais c;ue p-:lr<t cruaisquer fi, 
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ou 

f., 
J 

( or. (w·), Qf. (w)) 
. l J e (Qf. (w' I 

l 
Of. (w')) são iguais; pelo •reorema 4, 
- J 

Q nilo é compJ.eto. c 

Para os demais casos (i.e., quantificadores trivalentes de 

t_j_~;u:; li-H_, II-III e III-II), não dispor,os 2.inda de um resultado 

'Jcrc~l;contudo, há diversos casos particc:lares (que não trataremos 

ctqu i roro. não sobrecarregar o trabalho) que nos lev<-'.m a conjecturar 

que todos os quantificadores destes tipos sao completos em lógi-

cas funcionalmente completas. 

AI. 2 - EXm1PLO DE C.í'i.LCULO DE GERAÇÃO DE QUANTIFICADORES 

Como ilustraçãc do Lema l, podemos tomar como exemplo o se-

CJ1.Ünte ql!antificador .3 (descri lo em l 7 J): 

o 1 2 3 
~ 

l o o o Se v' 
-, SélO conectivos unários dacJos pelas t5 

o 1 o 1 buas: (V-~ 
' 

-i v f e -:v -, ·-sao compu ta elos, obvie:-

o o 1 2 mente, a parti. r de v e ' 
1 1 o 1 

7 ' v-·1 -,v lVI 

l o 1 2 o o 2 2 2 () 

o 1 1 2 1 2 1 2 11 o 

l l ]_ 2 2 2 o o 11 2 

entâo, pelo Lema 1, parte (a) 
' as funções ). le 

-r ao como imagem: 
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VN 
\\] 

N À (VN) (VN) N ~ 
IV 

2
1 ' Ll'/(V 2 ) \lv-tv'2) 2 ' ' 2 

"'V I 2 --- ---- ----- ------- ·----
1 o o -~ l o o o o l o, o l o o l l o o 

o l o o o l o l o o o l l o o 1 o o 

o o l o o l l o o 1 o o l o o o o 1 

1 l o 1 o l o l 1 o o l l o l l o o 

1 o l 1 o 1 l o l 1 o 1 l o l l o l 

o l l o o l l l o l o l l o o l o l 

l l l 1 o l l 1 l l o l l o l l o l 

Portanto, os qu~ntificadores 317,31, 3171,3~-lV 
-c 3l \}l sao 

da ~eguintc forma 

:r/ " 3 V' i ::n'7 3 'l v "l 

l o o ~ o 2 2 2 o 

o l o 2 l 2 o o 

o o l 2 o o o 2 

l l o 2 2 2 2 o 

1 o l 2 2 2 2 2 

o l l 2 l 2 o 2 

l l l 2 2 2 2 2 

A partir destes, utilizando 0s f\mçOc:~ \j, l , V l ,l V e --1 V l 

podemos gerRr os seguintes qu~ntifj_cadores: 
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'* =' 
Notações ó = ''~' 

o =17""1 TABELA 1 

"l 3 v "ll' I :JO 11 't-llo \,1] v V'3 -~ '-73 o v::n* v H 1*317 

2 o o o 2 2 2 o 2 Ü I 2 

o l o 2 I 2 2 2 2 o o o 

o 2 2 2 I o 2 o o o 2 o 
I 

o o o o 2 2 . 2 2 2 o o 

o o o o o 2 2 2 2 2 o 

ü 1 o 2 o 2 2 2 o 2 o 

o o o o () 2 2 2 2 2 o 

,,, .. , 
1* 30 1*31* -1*3 ú I 63V ;]31 :\ 'l 1) i\3 I* i\ J (\ (; 3 \/ 

"------ -·-------

o o o 2 o 2 2 2 o 2 

o o 2 2 2 o 2 o o () 

2 2 2 o 2 o o o 2 o 

o o o 2 2 2 2 2 o o 

o o D o 2 2 2 2 2 o 

o o 2 o 2 o 2 o 2 o 

o o o (, 2 2 2 2 2 o 
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03, O lO o 3 -l * o j i\ " 'i/3 '*' I 6l Ol 

o o o 2 2 o 2 o 2 

o o 2 2 l 2 o o 2 

2 2 2 o o 2 o 2 o 

o o o 2 l 2 o o 2 

o o o o o 2 o 2 o 

o o 2 o o 2 o 2 o 

o o o o o 2 o 2 o 

Por simples inspeção na Tabela l, fica claro que valem as i­

gualdades seguintes: 

a) l V ~ Vl ~ VlV ~ LllV 

b) 30 = \731 = 1730 = 630 

c) ~rl* = v 31* = !J. 31 = 631* 

d) l6 ~ Vl6 ~ Alô ~ 6l 

e) 1317 =i*::JV =031/ =1*3 

f) -130- 1*3 .l = 1*30 = 031 = 030 

g) -1 3 'l* = I* 3 I* = 03 I* 

h) 136 = _,.1*36 = ('36 = 03 

( I 3 I coincide com a de f iniçào de v dada em [ 7 1 ) . 

Trr , • .,. 
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Portanto, para qualqt!er conectivo g ( x, y) tal que g (x, x) dê 

como resultado valores distinguidos, estas serão teoremas 

mos que em [ 7 ] os conectivos 

têm esta propriedade). 

:) I -·)-I =* - ' 

(nota-

e '"'* -.c 

Observamos que esses sao todos os quantificadores possiveis 

de serem definidos a partir de 3 utilizando ~. V, 6 1 ~* e O uma 

vez que este conjunto de conectivos unários é fechado por composl 

ção, e que em [ 7 o quantificador V é considerado primitivo, as-

sim como algumas das equivalências acima são considerétdas como a-

xiomas. 
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APENDICI~; II 

UMA VETISÃO COMPU'l'ACION/-\L DO 'l'ABI.EAU SINTÁTICO 

PAF<A O CÁLCULO THIVALENTE Pl. 



I' ,,', __ ,\u ,_,itJf'.ll.;',T;_.f:. Ll"'T 

t'f<LJI•)i/,>'. :·;;_, r,,_,-_1 ; 

(•~ .'-:S:_. i'.-lu·::-u;-j,~ 

fli, Jl -.l(i),->1') 

li:· •_;i<.-.~" -,_.· fih'~H.C.A•t: 

'"!'I 1-G:....H11 l-'Ál; I:;;_! 
u~J 2-F::iCJ;t:vr: ,~'Jf:...··,,.J:',,! 1 i·,:;f..u. 

7o .1~-A-TL,·JUrJ P\'t,f''(2
1 

Pk,JlUZ,', i~Y)::::>(J\'2. 

·-,r) E-TL,JíH) p·(, )',U-1:....\JZ.i' liiY .. 
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: J 'I : 'f •) 

'J ÍJ 

J (} 

4·Tl:>"iiliJ .n, f'i< JL;iJ;.:.~ Pl 1:. f,PAI- .. :: cn .. 
S-Ti~~i,,•) AI1Yl, "I2Y2 1 P/--'l!iJUL;, ::::r·(_li 1 IL) ( il=>l7) F~ 

'!F•'iUd 1\[l, Pl~;i! 1 U2.,i: CC(I)i·•Y .. 
(l,'!Oí·. t· i) 1 '} (; 

,;---í -,:::--·:r 
·) ,J : u ~ 

t!o!o:,l 
! jQ:t_{i 

[?] 
1 : n 

·-----: 
7 

1 l (J 

1.2 ·:J 

1 3 o 
1 ·I (J 

1 ~) () 
J D ') 

1 '](I 
1 li () 
1 'I () 

'}f_:() 
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o-T~~r·!fiO C l Y, p1';_1UUZ.:1 !1 f'( c~. iiP>• :uF: C I Y .. 

7•PAH~ CA8A Y, fACA: 
SL ,:;.'{.'[ :HiJ l ;qs::·~~~ L ·TAU 1: SCi~t:V>. TY, 

ti .. PHllilUí:i< PJ,J:+I, 
T 't 1-' !· 

:)~ t··AfJ ~'<l·U i< rr;r_lr'rl·•r,_ 
VUJ,~l A;·1 P~SS~J '• 

}J>) T.l.i.l=!ir;C'JPfl 
L.Li (•A:.T.I,HL!n\ LJ:\ V,.J.[O,•_D:: [ii·_ A\; 1 1\1,112. 

?-1:1 Pt·r-lf'.::;(()IJil;P PJ. I'kc.tr'.JSl'i'lll. 
2 ~} t; 

2 !} [I 

2 7 i) 
2 -'.! () 

2 9 '~ 
)z._10 

TtO:V,~?U~Ufll!U, SL 
A:O.Ji~;,Y(ü .. ~2J rw 
Pí->JJ': i-lí--IJt.l.i ( 1 •• 3J 
Ti:_.\1; 1\J .lL~-::-\r1 

E~~ [i ; 

.~ P<!PiJ$l(.t,) 

U r l,_) I, t,_ •\ ti ; 

UF J~,Tt.C;t·i'; 

31f' (-u-!\h/d::;;l>~u[C;~ '(' r•i~TLH'!I!<AJll .. 

c T.U_ii-<F -i f, li-) 

]LO frCHt,.:;:J-L fi:::(HA uu N1;\J , SS1·_. f'AJ-'t::;r. Si:>.-ll-) 
3,30 Tp::H-COrW 
3·\ J P-f1i·:~~: l:·•T:..GLP; 
]',('. i-l'C!I,I::HlU{.,LI\:1 

)t,;il flfi; 

37\1 
1:;(1 VAP 
."L/CJ (t~Tf!t<f'hiJtl::oTAti:JL·'\ ;1r,w ppuc•u:.ilCUf'l:, Gf-~i;.l'\I)AE. 

'l.jtJ. '/rT,Jk=llt"t;ÇuDIFI·,;ACAU !J~-- 1 Pl-\(lPDSICA(J.,*) 
41 (; (!I C: i\ 'f P ~~ Y. [! ., • J J :)F· 1 rií.' L- C-· R; 
4-10 Vii-Tlli;l\l~r!,\Yll •• 3:'_,J Uf C lú'; 
1lj{l T.Ai•~-H;JF';!\]:.Hi\'i(1.,.,!.0,i0] ·J:: T;di; 

1-1'! Tpid-,:1\i\;,Al(l.,.tt;:,j •;F TP; 
.. :,t; INI),r,.~-~l.l·lu:::r:·,r.:c:~R: 

47C: 

4." 

,JJ,J I, r~ J,L,K,Yi-.,:l~~~:Il·Jl'i-

1'ílf':.,T•ll'"ll·"I:•T,Tu" :2,-.•·,T:I 

41·:· f'!<!lCf"illli~t f;,TCt\,r_(' :l:··c~~:L;: i-:); 

t. ,·.r (~l"t·/\:-!,'d'<l;,-1\ U'! l ;Ti liU_; ·! U·--_:-, :_,:·>l:l·,'ICTr, iJ~· 

~1\' CnJ-,,c:·.-~ -"0 •_!11,_ ! :>iT.J :_ ~ f!lG ~J 

~) j" 

c, t r; 

S '. 1 I' 

', 7 ,, 

V A •: 
'-'Alt!,l-•l'J{.,,\u:l,T.' 

"r ~: 1 !• 

(. ,, r. '" ;• ':: 

1 ' I .';"' ' " ;:, ' ' T '/ 1 
JF' i·IVL,;,. l=·.l T,: .. 

. ',_ I L~ ~· ~- l i-, u;1 

,,, .. ,_,_ 

:) -'- (; l ,) J ' =~ 

T »·· ) 

. ) 
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j, 1 11 

n:.:n 
6 J ll 
fH O 
6 ~ (1 

b u r1 
b70 
hil o 
b90 
7CO 
7[0 

EN D; 

,,J ; ~ .; + 1 
v ;J fl 

LJ.,,S. h; G.i,·I 
r\,';\i.'::;:;,< 1Hjl") lli; 
O 1(:, ( ,JJ : :;;; K 1\ il ,q 
K;;:(K-r;Ail):.J IHV l•.l: 
LJ;::.:,Jtl; 
r~.TCilf,(r\) 

f.'!,n 

I«TCi.i-:•) 

PFLJCLDUHf.~ íJLSC(Iii(,:;J.''T~::·.~ 1 ,.k); 

VAR 
7LO ~siNTLGSHi 

7Jíl (ttCJID,!i PH,JPUSlC/,•_1 P'Jü::: .Ji<R F"íJhl-~Aíl/, I.'E:I_,(l SSCUti-Ht~ 

740 CLIDIGU; 
7)fl ro::::NlJ.'IU\!1 IJ,", P><,_iPU:>ICA 11 iJA TAFi);;l,.\ 
1b0 lAl A2 AJJ 
770 PAI, ~:.NTAU TdU O CDDlG>l [~_lTlTID :-, ~-- i'~ ll 'I!\ 

7d0 I~-1PLICli.CA·.J: ~~Lf~1~:NTO 1:->F!~f!"EíiTU 2,TE:H/\ ll CU .l[Gd ,';. E: Í'~ u .'1 <\ 

7 •,; 11 r-- 1 ----n:-r;-::::n-·---t-=::1 t L~~ •r:-21 
RuO ~EGAC~O: 'i Li,CMENTO, T2:lA I) CülJlGU bt: f: !) :\l\ 
r. 1 o [ O j_.fLTV·:-=:1-J.Ll 
f:i2C ~;~)St.: P~JCCDH!l·:HO ili.:.:Sc lUH'ICll t·:SS! . .S CLDIGUS, 
830 Cf•LJC],~iuO P,'IP:·: iTE~vT.'; I.J 1.JA1l1J!) UH-:i:;.S:'ir.,hiC*) 
8-~0 Hi:·GlN 

R~)() CASt TA!A'dJH'(i<J ~ 0 i-;fJ['[1J lf (-~~tl'~PI.lCii~J 

fii_;CJ 1 :r·r:cru 
H70 vt.Tflidl] :=• ('; 
Rí:O 11Hl;=L.il-t1; 

d Hl 'lP,.:\R(I.-IJIJ .. J-..HX· :=.t.; 
'~')\! l f-' fi){ (l,i/1) .,í· r:(!l >..; .;::·_ri:iJI·.; 
Ytn l:.:o:.h-1; 
1J ; () 11 l ,")CU l1 ( f MW _R IJ i'1 l 11 J • r· R U ;~ [ ') ) ) ; 

9)0 I f' TPJ\í-i(liHI] J;·~Ci;A Til' .. 'iJ ;:wc;JI~ 

9-tO Vr:TUR[IJ;:')'; 
9SO I:=I+l 
9b0 E'll•~ 

47CJ 
9híi 
9(}0 

1000 
l(J10 
1021) 
10]0 
lo ·1 o 
10)0 

1 o tl o 
107\1 
1 \)H :l 

10 ·-i (I 

11 ~~f) 
i 1 1 ll 
11 2 (j 

1 1 j c 

1 1 ') \l 
1 1 t, :_) 

1 1 7 o 
1 1 •i {) 

1fiO:.:;J,~u ... 1; (;,.:)p;.:tU'IU<iR n~~ I~PLICA10) 

'vfTUII(l) ;;;;•:::•; 
VFTOR[Itl.l ;:::.'>'; 
I:=It-2; 
C iiSEC!HILlU /1ff·l-;-<,i\D*) 
vr:Toh(lJ ;:: 1 c •; 
lhU::::;I:-JCI·tl; 
1PARLIN(JJ.ARn~::=r; 

1 Plll~ ( I:•DJ .,I'TCti,\! =TFliF: 
J:.:.-;1+1; 
i·U3CvD(I',\Hí'~J''lrlj ~pf;Jf'lJ) J; 
.'!F' TPAR(Un;J .,"·._,(!li' Til',·, )li~(,! I• 

lr<u:~r,.,J-t 

t ;,· l) ; 

O!l'i·GI:, (ti'l_c;,.,,-.Jh·) 

IF I<>l T~l._~ -~l'i 

'V i_.l n H ( 1 ) ; ~ ' ) 1 i 

I:=l-tl 
L 'i( : 

>, T:_i::'ILI-~l :;;;'o,•; 
i!· r\ ~' r i. .. : ; ) J • F l. c H .~. : ::::r· ;, 1 _. s 1-. 



1 l ') (' 

1 2 -' IÍ 

1 ? i f) 

1 2 2 n 
1 ') J () 
1 2 .; (J 

1 7 ~) (, 
12l:.[l 

t270 
1 2 Íi o 
1 "q (! 
1 3 rJ tl 
1 3 1 () 
1 1 ), ll 
.1,1jll 

i 3 l f) 
1 )')\) 

1 lGÍ' 
1370 
l')dl' 

1 1 ;::1 \) 

14Uü 
1 4 1 •.J 
1 -1-..: t) 

14Jll 
t 4 • {) 
l. 4 '; (; 

1 1 ~J r, 
.i 4 70 
14<10 
1 4 9 (: 
1Svú 
lSlO 
1 ~ 2 (, 
l~J() 

15 '1\J 
15~0 

lSbO 
l ~ 7 (i 
15d0 
1590 
l b-JO 

l h 1 :J 
1 () 21• 
1 b J (; 
16 :j() 
1 b :, li 

1600 
1 b 7C 
1 6 o n 
lb'-!0 
1 7 ,_!Ú 

1 7 ~f, 
i 7 :._c 
l 7 .! ;, 

1 7 I(, 

17 :J n 
i. 7 i_, li 

í. 7 7 l.' 
l 7:. (I 

~-L:~I-' .:G,:h 

V,~TU!- 1 [1] :::: 1 ~i': 

r:~L+1 

r. ll! ; 

vt:TtJii[ll :=' ('; 
1/J[);::;;J_,!-1+1; 

1 r td< l r ·'11J J .d\fn.: =l; 
'] P :\ P l I 1 i J J • f i·: C r 1 .\ ; :::Ti \i J E : 
l:~lt-1; 

u l ;_;C ,..J D ( T \ í\ I' i' I U f' l ;< J ~ P pU P ( 2 J ) ;-
1F TPIIt\(l!iUl .. F~·.CiiA T;JL'iJ f_,f<:(;IN 

lt•r•:-:J·Ji-,-1 
t'N[J; 
.. t:H_Gt; 

JF f<>i Tlf~~ i 1 ,.GIN 

v~~TrlH(Il :=' l '; 
r:;;r+-1 

;,',.TuF[I-lJ :='A'; 
T f' l\ t.: [ HJ U l • F' i:. C H A. : ::f A L S ~: 
.: ; ~ I j 

GL~·~ ' 1 .GJ..H 
'J,,T.Jf-i(J] :='X'; 
1:-=1+1 
:~ ; o; 

,):::1; 
1."1T(r\I~(Tid'f'f-'\:.Jl'·'~r1J .i)H:)f'[2] J; 
!-til'. ::;;;: f"' i lh)•i iT'j 1 !)!i flLI;lli 

C:A.Si<. I,J!G[','] llF 

0:VtTUK[IJ :::'1.! 1 ; 

1: '/t TUff ( T J::;; I 1 1 ; 

2;Vi:..TUP(I.J ;: 1 ;(. 1 ; 

3:V~_TllR(IJ :='J'; 
4;V~Tf\R[I) :='4'; 
S:Vt<TUH[T.J ::'S'; 
t;;·o~~-Tlli-<(1} ::::'h'; 

7:Vt.TUil(lJ :=• 7'; 
8 ; V~- TU R ( I j : ::. ' i1 ' ; 

CJ:V~.TI_in(IJ ::.'':1 1 

c,,; i); 

l:=l+l 

t Jj Ll 

I:.Nl! (•(it.J\·;<~-) 

J:'Nll; (-11-PWlCF.J.~iJJ~~r- 0:-_SCU!J~) 

hfGJt. (11-t)l\U(;izl\.'·\~ [1 1\1-J(:il'i<Lt!) 

(,Ir.IClhLilJI(.',ll n::_ VAHif~'·lLT0lt) 

TOPL:::::0; 
(.,CAHlC/,Lilllll-) 
~Fl1~-~~( 1 T~UHL~A~ :'); 
'•~R ll t'L!·i; 
(*(J_,M[~Ç-J ~)'' CL.i·:.,,C;~·J/VLi<l~'JCJ:..Cr·íl 

"l'fo1H·~_:i1Av~) 

{,\;r~·:.\C"'; 1J·\ !'i~_,;-'c_<i.i.C,\·J T!~J([;,L,*) 

T(1f>l ::;;;:T,.Jl'i_,+l; 
-l'lPI~f-'~JPlTi;P,J) çr.: --'ll] ;=-1; 
TA!H lii'JP[T,iL'Jl GP1Z li'l~l ;c:::-:; 
l'lHH'f!;'Jf'lT:JPU).,P;-(•iÍ (J] ;;:;;: J; 
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: 7 '1 r~ 

; h,_, ( 

~ H l '' 

i H J I' 
i H ·1 I· 

lhVf' 
1 H 7 r,. 
~ R :; !­

l H ·_lI 

l 9 '.' (I 

1 '11 n 
l '~.;:<I 

~ (j j li 

l Cf I() 

1 9'111 
lCJt,(' 

i 9 7 [' 
l 'f··, I~ 

1 4 li> 

.! o" Íl 
!_ (l 1 [ I 
/ (J i 1· 

" [; J (} 
,' {) '1 I I 

.-: '-'J ',c 

.__ (J I.'(! 

/li 7 (I 
_' (\ ! i ( I 

._'o 'J ~' 

' t ·1 r. 
/ 111· 
• 1 L r· 

1 j I' 

. ' 1 . ~ : J 

~ t :J (' 

.: 1 -, () 

.-_' 1 C} () 

t -., (J 

-~ 2, c, 
.'710 
•. ? ,: (i 

.'L.Hl 
;')I li 

~ 2:. ::• 
/ 7 u \l 
_. L7 iJ 
. ' ). ·i ( i 

:? '} (, 
3 ,_, l: 

. 3 1 i: 

'" ·' 3 j i; 

3 '~ ') 
.' 1", -'· 

.: 3 '- ;: 

'i'.U"~f ;i,,;~(_]',,P,__;j .T:-. :~:- ;',)_,,:;:,; 
(•iltT<-. 1I'•·'•Ci.cJ i) V ,[,:i1 '!' 'i'-ii',flf,,;T' 1 "'!'',iF'f.:/,\fl'i'<>) 

IF K<>·i T!_,·; ---·:'-~!' 

C c . ' " 

·i· 1 f',, u, . r ; = 1 ; 
r.•rut.\"JT;=t 

:_. -~) ; 
(•\;c-i':'.C·'.n d'>.c; Pr· lf'ii,!l(; ar'H'LlCh' E fH •'íi:Gí,('i,i'!'*) 
(lll'l·i:·:·.~:-!Ci"ll''L!;T.I ''' ·.:l,i•l,;\2 T!·<ICI!,J.·_; L:-F (,\!l;i .--lOV/1. 

f'H.'P'J5ICA•J:::: 1 F' iJ!·" TL. 1:::;"1"11) 
roH V\:::=Tu·;)•.J1J\Ii-r: ;.lh<.Tíl ·:·uP0'2A,'iT un 

Ht-(~I,\ 

T1 f';J:=:T~J>)J+l: 

T"i:lí.,l.:uP(f;Jt.'Ul gf-',(•li'[ ll ;-o;l~ 
Tr.f<Pl<uPl flJPL..l} .,Pi<i'll-'f2l :~VA; 
TI'Hf'HIJP[;'Uf'IUJ .P;-·,Jpf Jl :--;if.i\; 
F'l >{ JJ:=:O TU 2 :ltJ 1','\HP!'<-JPlTCPI;J ~fl.f.J,Jl ::::FALSL~ 

filt1Ff1UP(TUPU). r,,.iJ;::TH:J: 
Tl.PO:::zT()PtJ+l; 
1' t- H P ~~ U r [ T ,.J P [) J .. !J H U f' ( l 1 ; ::O : 
T»I'~PHJPl'f.J>'i..;'].,f',,:-)['[21 ;~VA; 

r, Hf"'FhH" l T~J~',J] .,F'i;'J[' ( 31; :.::, ; 
Vt F ,JJ::::::I fu 2 -'•1 T;dH'·';.JPtTUP[;J.,Alcld] :::f,'\LSi~; 
Tt.'<P!LJP[T.J~'·jJ ~T: __ l:::::TLl;l·_, 
1~ K<>,J r.iv·, f'li·. í:~:~vh-1 lJrl~~-<li'!'l 1 nu 

r.JP•J: :oTut)r.Jt l; 
T.,(lf-';~t]P['l';jp(;) .PJ-:.__)('[1] ::::1; 

T \H~· P ,J r [ 1' i) P lll .. P f< ílf' ( i.' 1 ; :::-\o A ; 
T,\HpH,JP[T!-JPU).,Pk~lPf:il ::r•; 
"'·.11\ c/J;;:;'• TU 'l I>:J T_r,RP!'C'P(TUP.J).fi(,J,J);:;::f'f,L,·í_,; 

T, f-1! ·i~ iJ P ( .,. i.J P r; 1 ~ T t· , 1 : =r f~ u r:; 
f 1P,_,: ::::T:.J;·'U+ 1; 
T ,\ til' F J P [ T 1_1 P í_! 1 • P h ·w l l ) : :; 1 
:-:·,)1[ r~'jP( ruP(J) .rj-<:l;>f.;l ;:::i' 

T_.d-\!'8 Jf' ('"Llf'd l .PI~"\P f.J 1: ::::VA; 
F,Ji< ,J,j::;;:, T.J 2 U•J T-..1-\PPL:P[T:JPJ]./,[JJJ::::r·AL.·.:.; 
T -',i_lf 1Uí' ["i UPL:] ~Ti· •J: :Tt<lW 

,i) ('"F"-'F H•) 
1·Nl'; (t.V,_J:~ Vi,~>-) 

(•Vt KlFlCHC.I\i' q,._ ·~·hlh ... "-1;\ -•-111 

FO~-' Il~;j T1j 'f'll'·! :1_, 
R t. \,I r-J 

IF Tf,HPR.J?liiJ,.P,,•:lf-'lll=l THfN 
H!iGlr·J (·IH'RU~lt.JSlC;·;J ,.1i~[ 1 1Jlr:t~"*) 

l!'lll1:=Tttflf't{'J!-'lfl] DP .. II!'[2J; (11-F!,I-:l-í;.~·JTLJ l *) 

(,.V~PlFiC;,c:,~, D,J ( => ~·.J''Chli r·*l 
IF (T;:._~<Plh;P[!';nll ~·'llOJ) ._;1;-1 ("1Aí:.•f',<Uf-[l 1'.J.ILJ .A(·)J 

Ji~f-- r I r,,_;!' ·<lf' (l"L J _:.r 01: ='I i-'·_JI:-
t: J,.. :-~ ~ 

'!",',i-:\Pt/,j~'í.I.,!-'lJ.I,ll'j) i·.:J (T~t 1 f'i<Cl>'(l!;L2J • .',(lJ) 

T,l;·,, 'fA•li' '1;-'(lT).J',[I,I:o:·J;i\Ji·' 

I~ 1.> :, '-

f F (Tt,l,ilõ!:.:i'[l :iJli Dr•ltJ J ,,,D rJ!\t<i'i;cJI-·rJtliJ2J .iiLul) 
T:; ' c•' Jl ;_", i':: • ) C· ( l I J • '• [ 11 I : ::: '! 1' iJ F 
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) h\·(; 

,: b 1 [~ 
:: 6 ~)(! 
)t}J(I 

16 ltfr 
Jb':,d 
/bt;O 

)b7() 

} 6 ,, lj 
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X l:::>U 
Xl=>c:,n~>xn) 

tJ_.;o::>:.x·j 
1-J"r.'J;:;-) (X: O=> XI,) 
C~o=>~ll)=>C~O=>X;J) 

XJ::::>{).O:::>xOJ 
X.c=>X2 
X2:>(h0:::>(~t.=>XJ)) 

h(X<1:::>XC):::>x2 
X2:::>((Xr,:::)X0)=>(XJ:::>XJ)) 
X;:::>{NX0:::)(À(i:>XnJ) 
X2=>(t,XU=>NXO) 
X):>(At:::>(XI·:::>XO)) 
x.2=>rJ.1=>x1) 
X2;;.:>(XO=>XOJ 
(~O:::>(XO=>Xli)):>(X0=,(X:;:::>XJ)) 

( ( X i_):::)· X {) ) = >).. o ) :::: > ( X (I :; ::. ' X (i:::> X i I ) ) 

N(XO:::>XO):>(XO:::>(XD=>AO)) 
(AO:>{Xü:::>XIi))~>((XIJ:::>XO}~>(XU:>XO)) 

((Xtl=>XO)~>(XIJ;>XO)J:>(X0~>(XJ:>XO)) 

r xo=>tau) => < xv=>( X<l=>kJ)) 
(:IX G:::>X')) :> (X i):> ( ;;_:')::::) )..0)) 

((Xv=>XO);>~X0):::>(!0=>CX•l=>XO)) 

( i.():::> ( )( C:::> A C· ) ) :::) ( :I _.( 0::: > ( .\ :'1 .;;; > ,\ ü ) ) 
( "À u::: > ( A O=> >. I) ) ) ::: > ( X V::: > ( \ ,) ;;;; > ,\ 11 ) ) 
tJr~XrJ~>(XO:>fXO=>~J)) 

(AQ:::>(X~=>XI:)):::>(r:X0:::>JJil) 

( lx•,:>N\( 1 );>(j0;>(XJ~>XJ1) 

(/O:>Àl)=>(AU:>(X0=>Xü)) 
(Xt~>X<l):)(AU:::>(X.)=>X~)) 

((X0=>X~):>A1):~(X0~>(X0=>XJ)) 

CiO=>(XO=>x1;ll=>cxt=>cxo:>xJll 
C~t:>(X0=>X0)):>(Xtl=>[XU=>XJ)) 

( :I X J =>X 1 ) l: > ( X ;; ::: > ( Á il:: >X o ) ) 
(Xl;>~XVl:>!XO=>CXO=>X0)1 

~~t=>(XO=>(~O=>XQ)) 

(,~O:;.>(Xv::>XI )):o>(f..l=>Xl) 
(Xt=>Xl)=>(AO=>{XJ:::>XU)) 
Xl:>(X!J~>rxu=>XO)) 

NxO::>(XO=>(XO=>XO)) 
(~O:>(XJ=>XI:))=>(ÀO~>XJ) 

(XO:::>XO):::>(XO=>(X:J=>XQ)) 
X'J:>(XQ:>(XII:::>X~)) 

((X I=>Xí:l);:)_,1Q):;>((XD=>X·))::>/,.0J 
i·J ( X ,, =>X IJ ) z:: > { ( X I)~> X li ) -;; > X ._; ) 
((XJ:>XJ):>Xú):>{(XJ=>XU):::>(X0=>X0)) 
( ( X ;; ::>A U ) c:> ~ rJ ) ::: > ( ii X •J::: > C :1.'-J :::: > Á ;i ) ) 

( (X'~i=>XU):.>xU):>(,lXIJ:::>d;(•!) 
((XU=>XUJ:>XO]:>(Xl;>(XG~>Xy)) 

ccxu~>xOl=>AO)=>cxt=,xll 

((XII~>XU)=>AO)=>(XO~>X0) 

!l(XCJ:>X~):>N(~O~>iO) 

I~'I(XO;;;>AJ) 

N(X;;:.;>Xo):->( <Xo;>Xrl);:::>(.\ ',=>Ui)) 

N(X~=>XJ)=>(X0=>NX0) 

N(X•c=>XJ)=>{NXO:>XO) 
!<(XI•::;;>XJl:::>{ (X'I:>_-.<l):>iiX -J) 



;-1 ( X , ,'.:; >A :) ) l: > l !·1 X 0 = > ( X ')-:: > J •:.: J ) 
~: ( :>. '.:::; > X '.) ) ::; >r- ,' 1 ~( (i 

;', ( X<·=>J..';} :::> ( '·X:'::::>'i.('j) 
'i(X_,;>X0):::>(X;=>Xi1 
'< ( x,:,=>X 1) ::::>1 X i=>:(·) l 
I< ( \ J::>x.:, ):> ( (;'.!~::>;.:-))=>X 1} 
ri(X ,::>XJl::>í Xl=>( ;_.1:::.>> .. ))) 
~(À'.=>X.;):>(~\O=>it) 

N(~_,:>X~l:::>{~l=>tlX~) 

!,'(\. =>X~')=>'-.X1 
r-..(),)::>X J):::>CXl=>XtJ 
I~(X.I;:;;>X.,J):>Xl 

r1 ( X ... ;,;> X >'t):: >I' X j 
I•(Xu=>Xol~>lXu=>XJ) 

~J(Xi}::;)XVi:>/.0 

((X~=>X~)~>lXU:>X:J)):>((X l:>XJ):>(XO=>Xú)) 
!iO~>~X0)c>l(XO=>xnJ=>f\~=>!P)l 

(I J X (i=> X\));::> ( (.r; f)=> À (J) = > ( ;-ç ;J;::: >X i)) ) 

((X~=>X0):::>~Xo)=>((XQ:>XO):::>(~ü=>Xn)) 

C(XO=>X0):>lXO:>XOJ):::>(~IXJ=>CJD=>À0)) 

(rtX0=>(XG:::>)O));>((XO;>XJ)=>CXO:::>XO)l 
N;JX•I=>((XO=>XIJ):>(X1):)X0)) 
((XO=>XO):>tXu=>Xi))):::>('IXJ~>NXO) 

( iiX\!=>tL\.ü) :> { ( XO:::>AV) .::> (X J.::>X J)) 

C~O;>Xl):>((Xü=>XO)=>CXO=>X0)) 

(~1=>AO)=>CtXCJ:>XO)z>(XJ=>X0)) 

{(X0=>XO):>Xl)~>((XU=>X0l~>CXO=>XU)) 

((XO=>XO):>(XO=>XJ)):>(Xl~>(XO=>XU)) 

Cxl:>(XO=>XI')):>((XU=>XO):>(XD=>Xú)) 
C :.xt~=>X 1) :>C ( XO=>XO) :> ( Xil=>;>~IJ)) 
(X1=>NX0)~>crXO=>Xn)=>(X0;>XO)) 

NAl=>CCXo:>xo)=>Cxo=>Xo)l 
((XC=>XO):>CXO=>Xull=>CX1=>X1) 
(~l;>Xl):)(CXO=>XO):>(X~=~XO)) 

X1=>C(X0=>X0):>(XJ=>X0l) 
NXO=>C(XO:>XO)~>CXO=>XO)) 

{(Xu:>X8):>(XO=>XJ))=>CX0=>XOJ 
(~O=>AQ):>((XO:>X0)=>(XJ:>XJ)) 

X0=>((X~=>X0)=>(X0=>XO)) 

{iO=>~XG):>(XO=>~XO) 

(AO:>IJX(!):>(NXO=>(XO=>X:J)) 
CXO=>NX0)=>ChX0~> .• XOl 
(~O;>~XO):>(Xt=>(XJ=>iü)) 

(~O=>ilX0):>lX1:>Xll 

(~0~>~X0):>(XI):)XLJ) 

{ r i X IJ ::) Á (J ) :; ) { i'·J _( 1);;: ) j, !') ) 

( ._. X , , ; >X 'J ) ::. > ( ~'X .J ::; > ( X :J ; >X :.: ) J 
( ; . X,::) X!))~> { I'< X.')=>: i.>\ 0) 
C ', X .J ::->X 0 } : > ( X 1 :: > C ), •1:;: >Á i'l ) ) 

( ,,x:,;>X0 ):>(X l=>X l J 
(r,x~:>XJl:>(X0:;:>~Ul 

((X,.~>Xu);>~XJl=>((XV=>X·-)=>I.X=J) 

( ( X " :>X :1 ) :::>r,. X :.1 ) ::: > ( d Â ü ;; > { < :i :::>X J } ) 
C ( X' =>X ·J l =>r. X d 1 = > ( ·u-JJ::::: >'"A J ) 

rcx~:=>X~l=>~x~ll=>cxl=>cx~~>~n)) 

ccx0=>x.>l:>~Xtll=>cxl=>xll 

( ( X ,. ; :::>X. .J ) : >r, X 1 J ) : > ( :< ;) -: > X i; ) 

( ·.X .. :; > ( ),(•: >A n) ) :;: > ( ·-u;: ') = > ( A 1J::: >X :J) ) 

fi , X ·. :;; > ( r< !i U:: > { X •J ;:; > ), ~-~ ) ) 
c. x .. ·=>r)~(·::;>)..OJJ=:>c-:~(:1;>:,;., .) 
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( ,x::.:o:>ldr:)=>Cr<'l.'):>{:<:~):;;>,\:.l)) 

C~O=>A1):>(~.XO:>(X0=~XO)) 

r~t=>XOJ=>rr.xo~>(~0:>Xlj)J 

{ (Xi:=>X•j)::>A 1) .:::;.>( ,~XIJ;;;>c?:"!:=>;\0)) 

( ,·,X.:;:;;> (i. (n:; >X O ) ) :;; > ( X 1:. > ( X ··i:;;;> A O ) ) 
( A 1 ::;: > ( X:):::> X ü) ) ~ > (: u: 0.; > (X')::::> A 0) ) 
( ,XI.-:>Xl).:>(I'iXO.::>(XO=>X'))) 
c~t=>~x0l:>tr•xn=>cxo=)X0ll 

~~ ;c, 1 :. > ( N A. O:: > l X :: = > J.. lJ J ) 
(•JX[:>(10:>~0))=>(Xl=>Xt) 

CX1=>Xll=>f~XO=>(~,I=>A0)) 

Xl=>C~X0:>(A0=>X0)) 

NXO;>(~XO::>{XO=>X:IlJ 

(!JXG:;>(X0:;;>XO)):>(~O=>X0) 

cxo~>xo)=>r~xo=>cxn=>~nll 

X·l=>C NXO~) ( AO=>X(])) 
~,;!X~_p::>N;IXO 

N I~X [; ::> ( N X o::> IJ X 0) 
NI1X G:>{ X 1 ::>I X C'!:>Xü)) 
Ni':X\J:>(Xl:>A1) 
NiJXO=>(XU::>XO) 
(r.XO:>HX0):>(11XO~>~XO) 

(XO:>Xll=>(NXJ=>NXO) 
CX1=>À0)::)(hXü::>NXO) 
((Xü=>XOl:>Al)=>C~Xo~>~X0J 

(rlXO=>NXO)=>fXl=>(XO=>XiJ)) 
f~l~>(XO=>XU)):>(fjXO:>NXO) 

( f' X l' ;;: >X l ) = > { N X 1) =) li .( () ) 
CXl=>JXúl:>(~XO=>~IXU) 

ti;; 1 => ( 'l\0;;>1'. X O) 
(!JXü=>NXO):>(Xl=>X1) 
(~t;>All=>CNXO=>~XO) 

Xl=>(i'JXú;>NXO) 
NXO:>(NXü~>NXO) 

(NXo:>NXO)~>(XO=~XOl 

(XO:>XO):>(~XO:>,~XOl 

XV=>(;'IXO=>NXO) 
CXO=>Xl)=~(~O=>Xi) 

(XO=>Xl)=)(Xt:>(XO~>XO)) 

{XO=>X1)=>(X1=>X1) 
(XO:>xl)=>(XO;;:>XO) 
(Xl~>XO)=>(Xi=>XO) 

rxl=>xo)~>rxl=>txo=>xv>l 

(Xl=>ÀO)~>(Xl:>XlJ 

CXl=>AO)=>(XO=>XO) 
ccxc=>xol~>xtJ=>ccxo=>xu>;>xtl 

((XD=>XG):>X1)=>(X1=>(XO=>XV)) 
rcxo=>xol~>xtl=>cxt=>~tl 

rcxL=>x:)):>xll=>cxo=>xoJ 
rxt=><xD=>XUll=>cxt~>cx');>xwJJ 

c ,·J.x;:,:::>x 1) :::> < x 1 ;::;>c,\ n~>;.. (I)) 

CXI:>riXO)~>lXl=>rXo=>iO)l 

Nil=>(Xl~)(ÀO:>XQ)} 

(X1:>(X0=>XU)):::>(X1=>X1) 
CXt=>Xt);>(il=>(Z0=>XO)) 
Xl=>Cli=>(Kü=>XO)) 
NXO:>(Xi;>(XO;>XJ)) 
(Xt:>(XO=>XU));>(X0;)X0) 
(XO:::>XO)=>(X1=>(Xl!:>XQ)) 
XO:::>(Xt~>(XU=>XO)) 



,'f.., =>X 1) :::> ( '•,',."!;::-:>,\ 1) 

( X,i:::.>Xl)::::>lAl=:>.>.,l) 
(A :::>1\l);;>(\>_-=>/;) 
( /.1 ::.> .xr,.) ;:;> t x 1:::::. ;_._·') 

C .. 1~>1,í01~>1Xl=>~ll 
( ,·, 1 :::: > '' X ~ ) ::.: > ( X . ; = > ~ ·i l 
'IA J :;;),<Á Í 

11r.1::.:>(Xi=>Al) 
t<.;1::>(:i.G=>>.\') 
(jl:::>Xl)~>(Al=>Ái) 

:q:::>(.q;;>:w; 1 J 
~~;~ú:::>(Xl=>XI) 

{At:::>Xl):::>(AD=>AO) 
Ci6=>~0):::>(~1:>Al) 

XJ:>f).l=>)(l J 
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PROBLEMAS EM ABERTO. 

Estudamos algumas propriedades bastante gerais das lógicas 

n-valentes de primeira ordem, embora, como vimos, dois aspectos 

tenham limitado essa generalidade: o primeiro, a respeito dos cjua~ 

tificadores de distribuiçáo e o segundo, a respeito da existência 

de pelo menos um quantificador existencial e de um quantificador 

universal. Mesmo com estas hipóteses, não nos parece haver muita 

possibilidade de sucesso na tentativa de estudar a Teoria de Mode 

los para lógicas de primeira ordem em geral, desde que muitos re­

sultados clássicos da Teoria de Modelos estão estreitamente liga­

dos a conectivos particulares (corno, por exemplo, o teorema da 

consistência conjunta) . 

Colocando condições nos conectivos e quantificadores, contu 

do, e possivel obter algumas versoes polivalentes de teoremas clã~ 

sicos da Teoria de Modelos (ver, por exemplo, [ 7], [ 15], [ 26]) 

Dentro desta perspectiva, poderiamos apresentar alguns pro­

blemas em aberto ligados aos resultados que obtivemos: 

l) ~ possivel obter uma versão polivalente gerp.l ainda que 

restrita ao caso proposicional, do teorema da interpola­

çao de Craig? Em termos formais, se X e Y são fórmulas de 

uma lógica proposicional polivalente L e X~ Y, em que 

condições existe uma fórmula Z, cujas componentes atômi 

cas encontram-se entre as de X e de Y, tal que X~ Z e 

z ~ y? 

2) Para quais quantificadores de distribuição se podem obter 

teoremas "prenex" (isto é, teoremas que garantem equiva 

lência, em algum sentido, entre uma sen·tença e alguma f o!_ 

ma "prenexada", obtida colocando-se todos os quantificado 

-.-'""" -i,nt-nc: P nn lnÍcio da sentenca) ? 
Til T 
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3} Se permitissemos uma vcrsau infinitária de urna lógica n­

-valente de primeira ordem (isto é, se :r:ennitisserros fórmulas 

de conprimento enumerável), seria possivel obter uma ver­

são correspondente do Teorema de Lindstrom? De acordo com 

as discussões que mantivemos com o Professor Xavier Caice 

do, parece possível demonstrar, para algumas lÓgicas n-v~ 

lentes funcionalmente completas, certas generalizações do 

Teorema de Li.nds trom. 

4) Sob que condições poderiam ser introduzidos os chamados 

"op~radores que formam termos ligando variáveis de fÓrmu 

las" em lÓgica polivalente, de modo que os principais _te~ 

remas clássicos referentes a esses operadores permaneces­

sem válidos? Em particular, seria interessante se 'dispu­

sessemos de uma teoria polivalente dos slmbolos de Hilbert, 

E e 1, e do operador de descrição (c f .t 4]). 

5) Nosso tratamento dos quantificadores em lÓgica polivalen­

te pode ser visto como 1~ caso particular dos quantifica­

dores de Rescher-Mostowski (ver [15 ] ) como esclarecemos 

na Introdução e no Capitulo IV; que parte, então, da ex­

posição precedente pode se estender aos quantificadores 

de Rescher-Mostowski? 

6) Corno verificamos, em conjunto com o Professor Newton C. 

A. da Costa, boa porção de nossa exposição se estende a 

lógica polivalente de ordem superior, caso utilizemos es­

truturas de ordem superior não-standard, reformulando- se 

em termos polivalentes a noção de estrutura 

(bivalente). A questão que se coloca é: que 

de Henkin 

parte dos 
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resultados relativos aos tableaux quantifi_cacionais se 

amplia para a lÓgica polivalent.e de ordem superior? 

-7) Outro problema digno de mcnçao e o seguinte: englobar, num 

tratament.o unitário, os sistemas polivalentes tratados nes 

se trabalho e os sistemas chamados "quasi-thuth-function-

als" (ver [ 15], pp. 166 e seguintes) i que parte de nossa 

exposição poderia ser vista dessa maneira? 

8) Por Último 1 na Seção IV. 3, exemplo 3, onde utilizanos COraJ e-

xemplo de tableaux quantificac1onais os tableaux pa.r.a o 

cálculo J
3

, não é difÍcil perceber que as regras J-3 e J-4 

poderiam, do ponto de vista intuitivo, ser substituídas 

por, respectivamente, 

J-3': 

-

e J-4': 
a (l\c) 

o 

onde c nao ocorreu anteriormente no tablcau; o problema 

que se coloca é como definir tableaux q1!antificacionais p9_ 

ra que uma tal sirnplificução nas regras seja posslvel, c 

que para o caso clássico, essa simplificação leve a formu 

lações dos tableaux em [24] . 
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