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INTRODUCAO

SOBRE ¢ METODC DOS TABLEAUX SEMANTICOS EM LOGICAS

POLIVALENTES FINITARIAS

Dentre as diversas 1ldgicas nao classicas, as 1ldogicas poliva-
lentes finitdrias (isto &, aguelas que admitem um nimerc finito n
de valores de verdade, também chamadas 1&gicas n-valentes) talvez
sejam as generalizagOes mais naturais da 1dgica classica proposi-
cional e da de primeira ordem, e provavelmente as que encontram

um maior ntmero de aplicacgoes.

Podemos dizer que a ldogica polivalente, como disciplina gue
estuda as divercas lOgicas polivalentes, foi criada de modo inde-
pendente por volta de 1920 por J. fukasiewicz na Poldnia e por
E.M. Post nos Estados Unidos. Alguns autores (como Rescher [15] )
citam N.A. Vasil'é&v (num artigo de 1921) como um dos ldgicos que
tambem contribuiu para a génese da ldgica polivalente, mas parece
mais indicado considerd-lc como um dos precursores da ldgica para
consistente, como faz A.I. Arruda em [1 ] gue o considera tao pre
cursor da lOgica polivalente gquanto Aristdteles. De certa forma ,
Aristdteles pode ser considerado comc um dos precursores da 1ldgi-
ca polivalente, na medida em gque, como sustentam alguns de seus
comentadores, seu pensamento a respeito de certas proposigodes re-
lativas aos futuros contingentes era de gue tais proposigoes .nao
poderiam ser nem verdadeiras, nem falsas, mas c¢lassificadas como

potencialmente verdadeiras ou falsas. Assim, por exemplo, a
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proposicdc "haverd uma batalha naval amanha" teria, pelo mencs an

tes do eventa, um valor de verdade indeterminado.

Este ponto de vista constituiu-se numa verdadeira motivagao
filosdfica para que Lbukasiewicz fosse levado ao estudo da l1Ogica
polivalente, pols a manutengao dos critérios ortodoxos da "lei da
bivaléncia" ou "lei do terceiro excluido" nos comprometeria, no
caso do futurce contingente, com alguma forma de determinismo. As-
sim, a 1ldgica polivalente, na medida em gue introduz varios valo-
res de verdade, nos permite uma alternativa para os vinculos dema

siado restritivos da logica classica.

Como observou Lukasiewicz, a logica polivalente também pode-
ria ser chamada de 1dgica nao-crisipiana, pols, ao contrario de
Aristbteles, Crisipo acreditava que todas as proposigoes deveriam
ser necessgsariamente verdadeiras ou falsas, dentro de um esguena

rigidamente determinista.

Apesar de, no principio, ter sido cultivada em poucos cen-
tros, a logica polivalente rapidamente se desenvolveu, tendo sido
estudada por logicos importantes, tais como, entre outros, A.
Tarski, A. Heyting, K. Godel, $.C. Kleene, §. Jaskowski, A.Church
e L.E.J. Brouwer; como principais fontes de referéncia bibliografi
ca, remetemos o leitor ds bibliografias compiladas por N. Rescher
em [15], com trabalhos publicados até 1965, e por R. G. Wolf em
[27] , com trabalhos publicados de 1966 a 1974. Estes dois catalo

gos somam, em conjunto, cerca de 1.500 titulos.

Ao lade das aplicagoes da logica polivalente em metamatemati

ca, mecdnica guantica, teoria de probabilidade e analise de circuitos
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eletrdnicos, destacamos o volume editado por D. Rine [1l6], onde
diversos artigos estudam o relacionamento entre teoria da computa
cao e ldgica polivalente, e o artigo de A. Rose [17], onde sao
~discutidas duas aplicagdes, a nosso ver bastante sugestivas, de
logica polivalente a tabelas de confecgdo de horarios {(timetahles)

e ao uso eficiente de magquinas numa indUstria.

Neste trabalho, tendo em vista a grande relevancia atual da
logica polivalente, tencionamos mostrar como O método dos tableausx,
estudados primeiramente para a logica classica por, principalmen-
te, E.W. Beth [ 2 ] e R. Smullvan {241 , pode ser aplicado as 10-
gicas finitarias.

Dentro desse ponto de vista, 5. Surma [25 & o Gnico (de nosso corhecimen
to) estudo dos tableaux para ldglcas polivalentes; o trabalho de Surma, contu-
do, demonstra apenas a completude do método dbs tableaux para calculos poliva-
lentes proposicionais, com um Unico valor distinguido e utiliza uma definigao

de tableau que, por excesso de condigoes,praticamente trivializa as demonstracoes.

0 gue faz com gue as logicas n-valentes sejam uma gene;alize
gao natural da classica, e gque se constituil na linha mestra
de nosso trakalho, & o fato de gue, naestas ldgicas, os valores de
verdade de proposi¢ces mais complexas dependem funcicnalmente dos
valores de verdade de proposigoes elementares, através de compo-

sicac algébrica de certas fungoes fixadas.
No casc das ldgicas proposicionais, essa dependéncia se tra-
duz em termos de relacoes entre certas classes de algebras, atra-

vés das composicoes das fungoes gue descrevem os conectivos. No
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casc das logicas de primeira ordem, para que esta funcionalidade
continue a ée manter, precisamos saber como se comporta (em fun-
cao dos valores ldgicos) uma férmula com quantificadores em rela-
gao as fOrmulas elementares; introduzimos, entao, a nogao de quan
tdgicadon de distrdlbuicac (Cap. IV). Associada a cada guantifica-
dor, exilste uma funcac inferpretacac, que mantém com os guantifi-
cadores uma conexac andlcga & gue as interpretacoes dos conecti -

vos (matrizes ou fabuas) mantdm com 03 conectivos.

Dentroc desse esquema, o trabalho se divide em cinco capitu -

los e dois apéndices, cujo conteldo descrevemos a Seguir.

No Capitule I, Secao I.l, introduzimos as nogoCes prelimina —
res a respeito de linguagens proposicionais n-valentes; na Secao
I.2, definimos os fableaux phroposiclionadls que
$S40 certas estruturas do tipo de arvore, & determinadas por
meio de regras de formag¢ao chamadas reghas de derdvegac do tableau.
Os vértices dessa arvore sdo foamufas assignadas, isto &, formu-
las acompanhadas de um valor de verdade, hipotetico ou determina-
do pelo tableau. Permitimo-nos o uso do anglicismo "assignacdo™ e
seus derivados (assignar, assignado) com o sentido de "assinala —

gac” ou "sinalizagao".

No Capitulo II, desenvolvemos o método dos tableaux proposi-
cilonais, aplicando-o, na Segéo IT.1, para cobter os  teoremas de
completude e compacidade para logicas polivalentes, onde os valo-

res de verdade sdc divididos em duas classes: a dos valores dis-

tinguidos (D) e a dos nao disftinguidos (ND).




A nogac de demonstracde, ou prova, que utilizamos, &€ similar
d dos tableaux para a ldgica classica: uma certa formula & feoire-
ma quando se refutam todas as possibilidades de que esta f£drmula
nao se%a teogema, isto &, guando se refﬁtam todas as possibilida~
des de que a formula possa assumir valores de verdade nao distin-
guidos. Essa refutagio & apresentada pelo préprio tableau, e nes-

se caso dizemos gue o tableau & {echade.

Os tableaux proposicionais, entdo, se constituem em instru -
mentos de analise gue decdidem gquais os valores que uma determina-
da formula pode assumir, independentemente da interpretagao que
a isso se possa dar; desse modo, pelo menos em principio, seria
pessivel utilizar os tableaux para um tipo de ldgica polivalente
proposicional infinitaria (isto &, com um conjunto de valores de
verdade infinito), ou ainda onde cos valores de verdade fossem di-
vididos em mais de duas classes; contudo, nao abordamos neste tra

balho esse tipo de problema.

No caso das logicas polivalentes proposicionais finitarias ,
os tableaux sao finitos, e o conjunto finito dos tableaux que, pa
ra uma dada formula, mostram a impossibilidade de que esta formu-
la assuma valores naoc distinguidos, & a demonstra¢de de que a £Or

mula em questaoc € um teorena.

Na Secdo II.2, demonstramos uma forma do teorema da substi -
tuigao e, na:Segao I1.3, estudamos uma versao polivalente do Prin
cipio da Unificagac, introduzido por R. Smullyan em [{23]. O con~
telido matemédtico desse principio nao difere muito do conteddo do

tecrema da completude, mas & enunciadce de uma forma bem maisigeral,
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envolvendo, em sua prova, as propriedades de carater finito dos

tableaux.

Na andlise das logicas polivalentes pelc método dos tableaux,
prescinde-se dos axiomas e regras de derivacao, mas seria interes
sante se pudéssemos dispor de um método gue permitisse obter um
conjunte de axiomas e regras de derivacao a partir das matrizes,
em relacac ao gual a logica fosse completa. Na Segao II.4, descre
vemos uma versao dos tableaux proposicionais, que denominamos fa-

bleaux sinteticos, e que de certa forma funciona dessa maneira.

No Capituloc III, utilizamos resultados anteriores para res-
ponder a seguinte questao: dados dois calculos proposicionais,res
pectivamente n-valente e m-valente ‘m e n iguais ou nao), em que
condicoes eles apresentam o mesmo conjunto de teoremas? Esta ques
tdac, ligada a outras do mesmo génerd, & discutida na Segéo IIT . 1

e na Sécao IIIL.2,

No Capitulo IV introduzimos as nogoes necessarias ao estudo
das ldgicas n-valentes de primeira crdem pelo ponto de vista dos
tableaux. Na Segao IV.l, estabelecemos as definigoes preliminares,
e na Secao IV.2, definimos a&s nogoes semdnticas - para lingyagens
n-valentes de primeira ordem introduzindoc os quantificadores de

distribuicao, referidos nce inicio desta introducgao.

Queremos observar que nossa definicac de quantificadores de
distribuicao, embora proposta como uma generalizacgao direta dos
quantificadores classicos, como & mostrado na Segac IV.2Z, pode

ser vista como um caso particular dos quantificadores de Rescher-
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-Mostowski (ver [13]) da mesma forma como os quantificadores clas-
51COs ﬁodem ser vistos como cascs particulares dos guantificado —
res generalizados de Mostowski. Na Segao IV.3, introduzimos ¢4 fa
bleaux gquantdficacionais e as nogoes de demonstragao, consequén —~
cia sintética, etc., de maneira anadloga as do . caso proposicional.
Os tableaux guantificacionais, ao contrario dos proposicionais
nfo sac necessariamente Arvores finitas, pois na formagao destas
arvores podem ocorrer regras nao finité&rias. Na definicao dos ta-
bleaux quantificacionais, contudo, esta irplicito um procedimento
sistemdtico para gue se possa manipular estas regras infinitarias
de tal.modo que pelo menos os tableaux fechados sejam finitos, e

desse modo a nogao de prova se torna finitaria.

No Capitulo V desenvolvemos o método dos tableaux quantifica
cionais; nas Segﬁes v.l, V.2 e V.3, obtemos a completude do méto-
do dos tableaux quantificacionais e estudamos algumas aplicagoes
do mesmo; inclusive, na Secdo V.2, tratamos de uma vVersao para
primeira ordem do Principio da Unificacgao desenvolvido na Segao
17.3; obtemos, ainda, ©s teoremas de Lowenheim-Skolem e de compa-

i

cidade.

No Apéndice I, investigamos um problema ligado aos quantifi-
cadores de distribuicdo. As guestles que se colocam sac as seguin
tes: 1) como se pode definir guantificadores a partir de outros ,
através dos conectivos; ¢ ) como se pode caracterizar agueles
guantificadores tais que a partir deles se pode definir todos os

demais?

Esse problema envolve dificuldades algébricas e combinatdrias
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consideraveis, andlogas as dificuldades envolvidas no estudo da

dlgebra de composigao das matrizes (ver [9], {13] e [21]).

No Apéndice II, consideramos, a titule de ilustragﬁo, umn  e-—
xemplo de um procedimento computacional para um particular tableau
sintético; apresentamos um programa em linguagem PASCAL que de-
monstra, automaticamente, teoremas do calculo proposicional triva

lente Pl {ver [(221).

Por Gltimo, dedicamos uma segaoc especial a uma peqguena lista

de problemas em aberto, que consideramos relevantes.

Conveém mencionar, por fim, alguns dos resultados paralelos
obtidos durante o desenvolvimento desta tese, e que seraoc publica
dos oportunamente, (em coloboragao com © Prof. Newton C.A. da Costa):

1} Pode-se desenvolver uma ldogica polivalente de ordem supe-
rior, para ela estendendc-se toda a seméhtica "standard”
e de Henkin, obtendo-se teoremas de corregéo, completude
e incompletude como no caso bivalente.

2) Com base em ldgica polivalente de oxrdem superior, pode-se
construir logicas paraconsistentes associadas,como se fez
no caso da logica de primeira ordem (ver [5 ]).

3) Pelo menos no caso das ldgicas polivalentes finitarias po
de-se ceonstruir teorias monadicas de ordem superior que
sirvam como fundamento para teorias do conjunto polivalentes.

4) Por meio de sistemas polivalentes de ordem superior conve
nientes & possivel construir alguns sistemas bastante for
tes de logica livre (ver [151]),incorporando-se inclusive uma

tecria das descrigdes com caracteristicas muito naturais.
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CAPITULO 1

TEBLEAUX PARA LOGICAS PROPGSICIONATS POLIVALENTES

I.1 - INTRODUGAO

0s métodos do tipo "tableaux snaliticos" (cf. [24]1), ou, ain
da, "tableaux de Beth” [ 2 ] ou "tableaux de Hintikka", tem sido
bastante estudados para as ldglcas proposicionais e de primeira
ordem classicas (a dois valores), constituindo-se em ferramentas

de anidlise muito elegantes e poderosas.

Em [25], S. Surma apresenta um metodo para a axiomatizagéo
finita de logicas proposicionais n-valentes com um (nico valor dis
tinguido, generalizando os tableaux analiticos de Smullvyan [24].
Contudo, sua definigao de tableau nao & adequada, pois, por envol
ver excesso de condigoes, torna o teorema de completude (qgue @seu

principal resultado) praticamente desprovido de conteldo.

Nos dois pfimeiros capitules deste trabalho, estudaremos as
ldgicas proposicionais n-valentes do ponto de vista dos tableaux,
modificando as definicoes apresentadas em - .~ [251],
permitindo derivar os principais teoremas da teoria das 1logicas
proposicionais n-valentes (tais como os teoremas de completude

e de compacidade).

Por uma {inguagem propoesilcional entendemos a seguinte estru-

tura:



L-1) sejam S_ = {p, : 1 € N} um confunto de vardavedls pro-
posdicionals e C = {Fl,Fz,...,Fr} um conjunte (finito) de conectd

vos proposdcdonads mi-&nioé; entdo:

L-2) A linguagem proposicional sobre o alfabeto S U C g a
algebra abstrata S, livremente gerada pelc conjunto So' atraves

dos conectivos de C, L1.e.:

_ e -
S, {pi.l N }
Sr+l =5 _ U {F {Xl, .,Xm‘) .Xl,...,Xm. € S 1},
i i
a
S=uv{s_ :re N}.
r
As férmulas de S_,, ~ S sao chamadas {onmulas  de plvel

r+l e as de S_ sdo chamadas, também, {oamufas atomicas.

Usaremos ¢s sequintes resultados e definigoes a respeito de

dlgebras abstratas (cf. [14}):

Uma afgebra abstrata de tipo finifo & um par (S,{Oi:lfj_ir}h
onde S & um conjunto nao vazio e cada O €& uma operacgac em S (i.

e., uma funcao de S X S x ... X § = s™ em 9).

Chamaremos de ari{dade da operacao 0, ao natural m, e algu-
mas vezes denotamos a algebra pelo seu univernso S (isto e, pelo

conjunto § subijacente a ela).

Dadas as algebras <S,{Oi: 1<i<r}i) e <R,{Oi: 1 <i <ty

diremos que sdo timilares se r=r' e para cada i <r, O ¢ O tém




a mesma aridade.

Dada a algebra S, S' & subalgebra de S se ¢s8',{0,:1<i<xh

uma algebra, onde S' C S.

(1)

E facil ver que a interseccac nao vazia de uma classe de subdlocbras de S
e uma subalgebra de S; guando, para algum S, C S, a interseccao
das subalgebras que contém 8, for a algebra S, a algebra S é

dita gerada por SO (e S, & o conjuntfo de gernadores de S).

Seja @ uma classe de algebras de mesma similaridade; uma
dlgebra S em d & chamada fLivre na classe (0 se ela contém um sub
conjunto SO tal que SO gera S e se toda fungao h :SD —+ B, onde
B & uma algebra qualquer de ¢ , pode ser estendida a um homomor-

fismo h: 8 — B.
Nesse caso, a algebra § diz-se fivremente gerada por 8-

As provas das seguintes proposigoes podem ser encontradas,

por exemplo, em [141}:

1) Se um homcomorfismo h leva o conjunto de geradores de uma
dlgebra S no conjunto de geradores de uma éigebra B, entao leva S
em B.

2) Se SO & o conjuntc de geradores de uma algebra S, . e se
uma fungdo h:S, —> B pode ser estendido a um homomorfismo de

S em B (onde B & uma algebra), entdao esta extensao & Unica.

Sejam N = {0,1,2,...,n~1}, DCN e A =N, £, s 1<i<x)

uma algebra abstrata de tipo finito de mesmo tipe de similaridade

gque a linguagem proposicicnal S {isto &, cada £ @ uma funcao

£, = Nm

1

+*N e tem a mesma aridade do conectivo proposicional




correspondente Fi); nesse caso, chamamocs © par ordenado A={(A,D>

de estrufura assoclfada a Cinguagem propesicional S ou pre-modefo paira S,

O conjunto D & chamado de conjunfo de valornes distinguidos

da estrutura A.

Ut homomorfismo v de S em A & chamado de valondizagao proposdl
cional, e pelas observagoes anteriores fica claro que uma valori-
zagac proposicional esta univocamente determinada se conhecermos

os valores de v para cada conjunto de variédveils proposicionails SO.

Se n = |N|] e d = [D|, denominamos ¢ par ordenado L ={§,A)
de Zogdica a n valores com 4 valoaes distinguides {ou ldgica n-va-

Lente com d valores distinguidos).

Em particular, se os conectiveos sao todos unitarios ou bina-
rios, as fungoes fi podem ser descritas por matrizes (matrizes
coluna ou matrizes quadradas). Pela facilidade de manuseio e por
se constituirem na quase totalidade dos casos estudados usualmen-

te, os exemplos do presente trabalho se restringirao a esses casos.

No gue se segue, usaremos a seguinte convengao para referén-
cia aos elementos da linguagem {(a menos de esclarecimento em con-

trario):

S, para denotar o conjunto de formulas da linguagem proposi-
cional; A, para o pré-modelo N, para o conjunto de valores, D, para
o conjunto de valores distinguidos; A, para a algebra similar a
S; B,C,D {(com ou sem indices), para subconjuntos de S; X,Y,Z (com

ou sem indices), para elementos de S; v, para valorizagao




proposicional; S_, parz o aﬁﬁunu)defﬁnmﬂasaﬂﬁmgas,No;gﬂa subconjun ~

tos de N, e ND para o subconjunto N-D{conjunto dos valores nao distingquidos) .

I.2 - TABLEAUX PROPOSICICONAIS.

Vamos considerar informalmente as nogoes de arvore, ramo,
vertice, nivel dos vértices, etc. (para detalhes remetemos o lei-

tor a [ 8]).

Consideremos os seguintes simbolos, introduzidos em {251,

como denotando arveres dos seguintes tipos, respectivamente:

e abreviaremos os simbolos acima pelas seguintes expressoes, res-

pectivamente :

X X

AY; 24 < m} viy, : 1 < m}

Fixemos, fora da linguagem de S, uma classe de simbolos a,,



0 < i < n-1, e consideremos uma fungao que associa a cada X & 5

un simbolo a,; se X esta associado a ai, esgrevemos ai(X].

Em termos intuitivos, podemos encarar esses simbolos a, como
conectivos metalinguisticos, que afirmam: "X tem o valor de verda
de i". Chamaremos de foamufas assdignadas aocs objetos ai(X), e de

notaremos por S* ¢ conjunto dac formulas assignadas.

Seja L ={(S,A) uma 10gica proposicional fixada:; definimos o fableauw

proposcclonad da formula ai(F(X ,X%HJ como a arvore cujo primeiro vértice

177

& a formula (assignada) ', e cujos vértices prdximos sao determinados

pela seguinte kegra de derivacac do fabfeaux.

(m) a, (F{X,,...,2X))
g-1) 1 . i 1 m

(r,) vila, X, )a ...p a. X ):39,,...,9, <n e vale a

2 3304 Je 1y 1 t.
condigao proposicional Hi(F ;jl,....,jt)},
onde Hi(F; jl,...,jt) significa gque existe um homomor £1ismo
h:8 — A, tal gue: 1) h(xi }::jk para 1<k<t , e 2) se f representa O
iy ]
conectivo F, entaoc £V, ,c«-yV, ,eeuyV, 1---,V. ,...,v )} = i para toda subs-
1 11 i, 1y m -
tituicao onde v, = J, @ o0s demais valores v_ 830 arbitrarios.
k

Chamamos de cunsequencia de wl/wz{ai(F(Xl,...,hmJ) a cada

conjunto de vértices {a, (X, ),...,a. {Xi ).
Ji 11 Je e

5-2) Os vértices sac determinados pelo seguinte phrocedimento 5.04-

tematico:

g-2.1) Comegamos a arvore com a formula assignada aitF(Xl,...,Xm)

(vértice 1);




S~-2.2) Bplicamos o passo (S-1) a formula (regra ﬂl/ﬂz) e declara-—

mos o vértice 1 udado;

§-2.3) .Suponhamos que © Vértice n tenha sido usado: se todo vér-
tice onde ocorre uma formula nao atdmica ja fei usado, o
procedimento pdra. Se nao, tomamos como vértice n+l o vér-

tice de nivel menor e que esteja mais 3 esquerda na arvore;

S-2.4) Adicicnamos a cada ultimo vértice de cada ramo gue passa
por n+l a conclusao da regra Wl/ﬁ2 para o vertice ntl e o

declaramos usado.

Devemos entender as formulas (assignadas) separadas pelo sim
bolo A como pertencentes ao mesmo ramo, e as separadas por V como
pertencentes a ramos distintos: fica claro, também, pela defini-
¢ao de. subformula e pela definigaoc do tableau, que todo tableau propo

sicional para formulas proposicionais & finito.

Uma subformula de uma formula X € uma formula Y definida da

seguinte maneira:

i) Se X = F(Yl,...,Ym) for uma formula, entao LERERETE A
sdo subformulas imediatas de X;
ii) Subfbrmulas imediatas sao subformulas;
i1ii) Subformulas de subfdrmulas de X sdo subformulas de X,
Dizemos que o tableau proposicional para a formula a, (X) e

k

fechado se, para cada ramo, existe uma subformula Y de X tal que

ai(Y) = aj{Y) ocorrer: neste ramo com i # 7, ou se S-1 nao po-

de ser aplicado e X e nao-atomica , e aberto caso



contrario; dessa forma, se o tableau & uma arvore com um unico vé

1

tice, ele sera fechade, a menos que se trate do tableau para uma

formula atdmica; neste caso, o tableau com um Gnico vertice é
aberto.
Em termos intuitivos, o tableau de Surma para a formula

ai(X) & fechado quando & possivel afirmar gue uma mesma formula
(na verdade, uma subfdormula de X) assume valcores distintos sob a
mesma valorizacao proposicional, ou quando a formula X nunca assurce © valor i;
esta anomalia teria ocorrido por iniciarmos o tableau com ai(X). De qualquer

forma, eliminamos a possibilidade de que X assuma o valor 1.

Os teoremas seriam entao as formulas tais que as possibilida

des de assumir algum valor nao distinguido saoc todas eliminadas.

Dada uma forrula X e um valor k, aparentemente seria correto
gue nos referissemos aos tLableaux proposielonais paraz%;(x) ao invesg de
ao tableau, visto gue as arvores resultantes podem nac ser iguals;

contudo, podemos assumir, na definicdo de tableau, gue as arvores

serao ordenadas da seguinte maneira:

1} As formulas separadas por A serao colocadas de cima para

baixo segundo a ordem dos valores ji;

2) Os ramos serac ordenados (da esguerda para a direita)} pe-

la cordem lexicografica.

Dessa forma, & fiacil mostrar {(por indugdc, relativamente ao

nivel¥ que dados k e ¥, existe um Unico tableau para ak(X), e po

demos nos referir ao tableau.




Definimos © tabkleau como atomdcamente fechade quando cada
ramo contem formulas ai(X) e aj(X), onde 1 # 3 e X & uma

formula atdmica ou a regra S-1 nao pode ser aplicada no ramo.

E facil demonstrar, por indugaoc sobre o nivel de construgao
das fOrmulas, gue os conceitos de "tableau fechado" e "tableau
atomicamente fechado" szao equivalentes; usaremos ¢ gue for mais

conveniente em cada situagao:

COMENTARIO 1.1: Vamos considerar, como exemplo, aplicacoes dos
tableaux proposicionais ao calculo trivalente Pl {(ver [221}; onde

os seguintes conectivos sdo definidos a partir de dois conectivos

primitivos;: -
T > 0 1 2 v 0 1 2 & 0 1 2 N = {0,1,2)
0 2 0 0 2 0 0 2

D = {0,1}
1 0 1 o o 2 0 0 O 0 0 2
2 0 2 g 0 O 0 o0 2 2 2 2

As regras T,/w, para esse calculo serao as seguintes (abrevi

ando {ai(x)} por ai(X)):

a (7x)

R-1) e

al(x) Y az(x)

a. (x)
R-2) 2

ao(XJ

a_ (X - y)

R-3) ©

a, (X} v a (¥Y) vV a, {¥)

1
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az(x + Y)
R~-4) .
{a_ (X)A az(Y)} v {al(XJfﬂ ath)}
a (Xv ¥)
R-5)
ao(X) v al(X} v aO(Y) Y al{Y)
a.{Xx v v)
R-6) 2
{a2(X) f\ a2(Y)}
QOO{& Y}
R=-7)
{aO(X) A aO(Y)} Y {ao(x) A al(Y)} Y {al(x) A aO(Y)} V {al{X) A al(Y)}
a.{¥x & vy}
R-8) 2 i
az(x) Y az(Y)

Como exemplo, justificamos a regra R-3, a partir da defini-

cao de tableau, da seguinte maneira:

a) vale a condigio proposicional H_{ +;2) para o ramo a,{X),

o 2

pois > (2,v) = 0 para gualquer valor de v entre {o,1,2).
b) vale a condicao prepesicional HO(~>;O) para ¢ ramo aO(Y),

pois - (v,0) = 0 para gualquer valeor de v em {0,1,2}.

c) analogamente, vale a condicgao proposicional HO(-+;1) para

O rame al(Y)°

Sejam as seguintes formulas desse cilculo, onde P e Q sao

atomicas:
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Ly (-0 » (P Vv Q)

2} (P & TIP) + 0

Construiremos, a sequir, alguns dos tableaux possivels para
estas formulas, onde {i] significa repeticao de vértice em (i)
e X indica que ¢ ramo estd fechado; as regras de derivacao, na-

turalmente, sO serac aplicados a ramos abertos.

EXEMPLO 1:
(1) a,((P > Q) + (TP V Q)
. -'/h“‘"“"-—h _
(2) a (P > 0 (3) a,(r > Q)
| |
(4) a,( 1PV O (5) az{'ﬂ? v o)
7N ¥
e \
(6) azr (7) aof (8) " a ()
(9) a,(TP)  (11) {9] (13) {9]
(10) a,(Q) (12) [10] (14) [10]
, | |
| X 4
(15) a P
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3)

5}

6)

Iniciamos ¢ tableau com o vértice (1);

Os vertices (2} e (4) e (3) e (5) se obtém de (1) por R-4; o

vertice {1) estd usado,

O vértice (2), que &€ o mais alto e mais & esquerda na arvore e
gue ainda nao foi usado, d& origem aos vértices (6), (7) e {8);

o vertice (2) esta usado.

O proximo vértice a ser usado & (3); desde que nidc existe re-

gra Wl/ﬂz(al(P +~ Q)}, © ramo que passa por (3) estd fechado.

0 vértice (4) & o proximo a ser usado; de acordo com o Iltem
5-2.4 da definigao, adicionamos a cada uUltimo vertice de cada
ramo gue passa por (4) a conclusac da regra

ﬂl/w2(a2(jP V oQ)l;

Temos, entao, todos os ramos fechadeos, exceto ¢ prireiro; 0
vértice (9) & o primeiro que ainda nac foi usado e que nao cor
responde a uma formula atdmica; cbtemos, a partir dele, o vér-

tice (15), e o tableau esta fechado.

Como veremos nc prdximo paragrafo, o fate de o tableaw para

az((P + Q) » {TP Vv Q)) ser fechado significa gue nao existe valo

rizagac tal que v((P > Q) = (7P V Q)} = 2; se 2 & o unico valor

nac distinguido do calculo trivalente gue estamos considerando,en

tao esta formula & teorema, pols sd assume valores distinguidos.
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EXEMPLO 2: Vamos construir o tableau para a2(P & 1P) - Q) e ve-
rificar que & aberto:
(1) az((P & TP} -+ Q)
_—‘—"'P'_F/ “-‘-“---_\-\_ -
— '_‘f”—-_l' H_x‘\“‘—\
(2) a_(P & 1P} (3) a, (P & P}
(4) 2,0 (5) a,Q
' f
X
(6),aOP (7) a_ P (8} alP {9} alP
—l
(10) 'a 1P lTP (12) aOTP (13)a 1
I |
/ X / ¥
(14) a,P (15) a P (16)aF (1N a,P
| h )
X X X
DESCRICAO DOS PASS0S:
1) Iniciamos o tableau com o vértice (1} (S-2.1):
2) A partir de (1), obtemos (2) e {4y, e (3) e (5) (6-2.2)
3) A partir de (2}, obtemos (6) e (10), (7) e (11), (8) e ({12 e
(9) e {13) (5-2.3 e 8-2.4);
4) O ramo que passa pelo vértice (3) & fechado, pois nac existe
regra /W l (X & ¥)):
5) De acordo com $-2.3, o vértice (10) & o prdximo vértice a ser
analisado, dando origem a (15) e (14). Analogamente, O vértice
(12) da origem a (16) e (17) {(5-2.4};
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6} Desde gue o ramo gue passa pelo vértice (16) @& aberto, o ta-

bleau e aberto.

Queremos observar, comoc ilustra o exemplo acima, gue a nume-
ragcao dos vértices nao coincidira sempre com a numeragao do proce
dimento sistematico (S-2.1 a S-2.4), uma vez que os vértices on

de ocorrem formulas atdmicas nao sao numerados pelo procedimento.

Seja B = {Xl’XZ""’Xs"”’} um conjunto de formulas { finito
ou enumeravel); definimos o fableau proposicional para o confunto
{ai (XlJ,...,ai {XS),...,}, ~da seguinte maneira:

1 S
T.) Construa-se o tableau para a. (X.);
1 iq 1
T2) Construido o tableau de ai (XS), anexe-se ao tltimo
s
vértice de cada ramo o tableau para a, (X )3
i s+l
s+1
T3) Se nac houver ramos abertos, termine o procedimento.
Denotamos por aiB ¢ conjuntoe {ai(xl),...,ai(Xj),...,J.

Queremos observar que a condi¢ac necessaria,mas nao suficien
te, para que o tableau para um conjunto B seja aberto & que o ta-
bleau para cada elemento de B seja aberto, e gue o fato do tableau
para B ser aberto independe da ordem dos elementos de B; de fato,
nesse caso, se o tableau para B fecha apds a inclusao de n veérti-
ces por Tl cu T2, para qualquer outra ordem de B, esses vértices
ocorrerdo ap0s um numero finito m de passos. Se B for um conjunto
infinite e o tableau para a,B for aberto, teremos uma arvere infi

nita. Nesse caso, desde gue os tableaux sac arvores finitamente ge

radas (isto &, cada vértice tem um nimerc finito de sucessores) vale ©
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1.1. LEMA. (Lema de KXonig). Um fableau de Surma infinitfo Tewm pelo

menos um hamo Anflndfo.

DEMONSTRACAO. Ver ([8 ]). =

Nossa proxima etapa sera estudar o relacionamento existente

- . - .
entre ©s posslvels valores gque uma formula pode assumir sob uma
valorizacao e o fechamento do tableau proposicional; desse modo, o8

teoremas 1.2 e 1.4 sac os mais importantes do capitulo.

1.2. TEOREMA, Sefa X uma formula de S; se ¢ tableau para a, (x) e
fechado, entav X nao assume o valor i por nenhuma valfordzagaoe pro

posdcional.

DEMONSTRACAC. Se X & uma formula atdmica, desde qgue nenhum takleau
para uma formula atomica & fechado, o resultado & vacuamente sa-

tisfeito.

Se X nao & uma fOormula atomica, suponhamos gue X seja da for
ma F(Yl,...,Ym) e gue exista uma valorizacao h tal gque h{X) =1,

h(Yk) =1 para 1 < k < m. Raciocinando por indugao sobre O

K

nivel de construgao das fdrmulas, existe um tableau aberto  para

cada uma das subfdormulas ai (y
k

< <
k)’ 1 < % < m.

Dado que h @ uma valorizagac e gue o valor de cada subformu-

l!""'f-m
rela definicao de tableau, portanto, existe alguma regra de derivagao da for-
a, F{¥; ... ¥}

e, v, ) ALl Aa, (4 )
SRS Ik

desde que por hipStese de inducao todos os tableaux para a;, (Y)) sao abertos
k

basta anexar ao primeiro vértice a; (X) os tablcaux para ay (Yk b, L<r<t. =
r r

la Yy e ikﬂ vale pelo menos a condigac proposicional Hi(F;i i) ;

.- 1)} & abert is
1 ,ﬂf) e to, ol

ma e o tableau para ai(F(Y

7
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Antes de demonstrarmos a reciproca do Teorema 1.2, necessita
mos das seguintes definicoes e de uma versao do Lema de Hintikka

similar a apresentada em [24].

DEFINICAC. (Conjunto de Hintikka). Seja HT um conjunto de f£Oormu-

las assignadas, satisfazendo as seguintes condigoes:

C-1) Para todo i,k <r, j #k, se aj(YJ € HT entao ak(Y)

# HT, onde Y e uma variavel proposicional;

C-2) Se Y = a.{F{xl,...,XmJ) € HT, entdo alguma consequéncia

i
de w. /i {Y) esta contida em HT.

172

A um tal conjunto HT damos © nome de confuntfo de Hintikka.

Um conjunto de Hintikka HT serad dito um conjunte de Hintikka

saturado quando satisfizer as condigoes:

C-1) Para toda varidvel proposicional ¥ existe J < n tal

que aj(Y) € HT:

C-2} Se Y = a_ (F(X 7 X )

5 1o X entiao Y € HT

1
m
o
o
'_
w0
c
=
o

consequéncia de Hl/ﬂ2(Y) esta contida em HT.

1.3. LEMA.(Hintikka). Teodo conjunte de Hiniitha HT pede scx  eb-

tondide a um conjunto de Hintikka saturade HT.



DEMONSTRACAO.

Se HT & um conjunto de Hintikka, construimos um conjunto

da seguinte maneira: consideremos
a) HT_ = HT V {aiY: Y & uma varidvel proposicional que

ocorre em HT e 1 €N & um valor qualqguer}..

b) Se G 1GysvveyG .., @ uma enumeracao das formulas

the
atémicas, definimos o conjunto HT ,, como:
AT ep = HT, Y {aiUWXL,“.,xm”, se Gu=$wxl,“.,%£

'I nl
tal que ai(.(Xl,

satisfaga a condigdo C-2} ou HT  , = HT , se isto

& possivel.

c) HT = U HT
[0
o

...,Xm}) nio contrarie a condigao C-1

17

HT

nao

nao

e

nao

Afirmamos que HT & um conjunto de Hintikka saturado; em pri-

meirc lugar, HT & um conjunto de Hintikka, pois a cldusula a)

da

construgac precedente garante gue nenhuma variavel proposicional

ocorre em HT com assignacoes diferentes, isto &, vale a condigdo

C-1. A condigao C-2 & obviamente satisfeita.

A validade das condigoes C-1 e C-2 pode ser verificada

indugao sobre o nivel de construcac das formulas. w

por
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1.4, TEOREMA. (Reciproca do Teorema 1.2). Se X € S ndo assume va-
Loa i por nenhuma valorndizacao h, o +tableauw proposicional para a (X}

¢ fechado.

DEMONSTRAGAQ. A idéia da demonstracgac & construir uma valorizacgao
onde ¥ assuma o valor io’ supondo que © tableau para ai {X) seja

o}
aberto; esta valorizagéo se obtem da seguinte maneira:

a) Se o tableau para ai(x) € aberteo, existe pelo menos 5}
fo)
ramo R aberto;

h) e o ramg R e aberto, valem:

(i) 8e a.{Y) € R, entao ak(Y} R, 3 #%k, j,k <n on-

de Y e subformula de X;

(ii) 8Se ¥ = a (F(Yl,...,Ym)J € R, alguma conclusao de

ﬁl/ﬂz(Y) estd contida em R.

c) R &, entao, um conjunto de Hintikka, e pelo Lema 1.3, po

de ser estendido a K;

d} Seja u uma fungac definida como se segue:

ul{¥) = i see a, (X) € R, XE€ S,

e) u & bem definida, pois R & um conjunto de Hintikka sa-
turado, e u pode ser estendida a S{pois S & absoluta -

mente livre); Dessa forma,11@%Xl,”.,%8)=thnXlJ,.“,ujag);

f) vamos mostrar gue, para uma £Oormula qualquer

Y = F(X -,¥ ) de S, ulY) =1 see a¥€& R;

177
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g) Se u(F(Xl,...,Xm) = i, entao ai(F(Xl,...,Xm)J € R.

pPor inducdo, suponhamos que se u(Xk) = i, entao ai(Xk) € R
i.e. € R. Se¢ . Z R ' =
i.e., au(xk)(xk) R. Se ai(F(Xl,.. ,xm) £ R e u(P(Xl, ,an
= i, vale Hi(F, u{Xl),...,u(Xm)) e, dal, como R & satu

rado, € facil ver que existe pelo menos um Xk tal gue

au(Xk)(XkJ & R, o que & absurdo.
€ R a = ]
h} Se ai(F(Xl,...,Xm)) R, entao u(F(Xl""’Xm) i.
Se a (F(X ,...,%X)) € R, desde gque R & um  conjunto de
Hintikka, temos que vale a propriedade Hi(F,jl,...,jt) pa

ra alguns jl"“’jtj e para todo 1 < k < t

Jk Tk
Assumindo, por hipdtese de indugdo, que se a5 (Xi J¢ R .
k k

entio u(X, )= j_, por definicgio da propriedade H.({F, J,,.-.,J;)
iy k i 1 L

temos: f(u(Xl),...,u(X }) = 1, isto &,

n
u(P(Xl,...,Xm)J = i

i) Se, por hipdtese, o tableau para ai(X) & aberto, por (aj,
: o)
(b} e (c) temos que a, (X} € R e, por h), gue u(x)==io,
o)
e obtemos a valorizagao procurada; a prova, entaoc, esta

completa. =
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0 proxime resultado, cuja i1déia central foi usada no teorema
1.4, generaliza a nogao classica de gque uma valorizacao v e seu
“conjunto verdade" (i.e., as fOormulas que assumem valor distinguti

do sob v) =ao interdefiniveis.

1.5. TEOREMA. Dade um conjunto de Hintikka saturade HT, existe
uma anica valorizacdo proposicdonal assoclada a HT, e reciphoca-

menite,

DEMONSTRACAO. Dado HT, pela condicao C-1, para cada formula X de

N exatamente uma fdormula assignada aj(X) pertence a HOT; toma-

mos a seguinte funcaoc v de $, em N:

v(X) = i see ai(X) € HT, onde X & uma variavel proposicional.

A condicac C-1 garante que v & uma fungao bem definida pa-
ra o conjunto de geradores So da algebra S ; logo, v pode ser es-
tendida a um homomorfismo v de S em A; este homomorfismo & Gnico.

Reciprocamente, dada a valorizagao proposicional v, defini-
mos HI come se segue:

Para cada X € S, ai{x) € HT see v(X) =i e HT &, cla-
ramente, um conjunto de Hintikka saturado. =

Dizemos que uma formula X & i-valorizavel ge existe uma valo

rizagao proposicional v tal gue v (X) = 1.

1.6. COROLARIO. Dada X € S, X e i-valchdizavel see o tableauw proposd
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cdonad pana ai(X) ¢ abento; e dado B C S, exdste uma valordzacao
propesicional h para B tal gque h(X)=aiO$XL¢MAa X € B, see exdiste

um tableauw aberto para o conjunte {a, ,X}: X € B}.

DEMONSTRACAO. A primeira parte & imediata, apds os teoremas 1.2
e 1.4. Para a sequnda parte, se existe uma valorizagao h para B,
entao para cada valor de verdade hi{X)}, o tableau para a formula

a (X} & aberto. Suponhamos que o tableau para o conjunto

h (X)
{ah(x)(X) : X € B} feche; nesse caso, uma férmula de B (ou subfdr-
mula de formula de B) teria ocorrido no tableau com assignagoes
distintas, e & facil ver, por indugaoc no nivel de construcgao de

forrulas, gque isto & impossivel, desde gque h & uma valorizacao.

Por outro lado, se ha um tableau aberto wpara o© conjunto
{aiﬂﬂ(xk X € B}, este tableau tem pelo menos um ramo aberto (se
B e finito, este fato e obvio; se B é infinito e o tableau & aber
to, entao o proprio tableau é uma arvore infinita, e pelo  Lema

1.1 tem pelo menos um ramo infinito, logo aberto , pela clausu-

la T-3 da definigac de tableau para um conjunto.

Este ramo aberto & um ceonjunto de Hintikka, e pelo Lema 1.3

pode ser estendido a um conjunto de Hintikka saturado. Pelo teo-

rema 1.5, existe a valorizacao indicada. =




CAPITULO IT
APLICACOES DOS TABLEAUX PROPOSICIONAIS

I1.1 - TEOREMAS DE COMPLETUDE E COMPACIDADE

Pelo Corolarioc 1.6, temos um métdbdeo mecanico para verificar,
dada uma fdérmula X, quais sao os valores {dentre 0,1,...,n-1} que
sao proibidos a esta fdormula por alguma valorizagao proposicional;
estes valores proibidos sao exatamente agueles Indices i para os
quais o tableau proposicional para a, (X) & fechado. No  calculo
trivalente considerado no Comentaric 1.1 (Secao I.2), por exemplo,
o valer "1" & proibido para toda formula dos tipos, 7X, X > Y,
XV Y e X & Y, mas nao para fOrmulas atOmicas, uma vez que ta-
bleaux com um Unico vértice sao abertos se a fdormula & atdomica

(ver definicao de tableau proposicional, Secao I.2).

Vamos, agora, definir as nogoes de safisfacdo, consequincda
sintatica, demonstragao e consequéncia semantica, e obter o teo-

rema de completude.

Dada a ldgica L ={(8,A) e dado X € 8, dizemos que X & de-
monstravel (ou & Zeokrema) em L se, para todo i€ND, os tableaux propo
sicionais para ai(X) sao fechados; dizemos que o conjunto dos ta-
bleaux fechados & uma demonsiracao para X. Denotamos o fato de X

ser teorema em L por Fi X.

Para definir consequincdia sintatica, necessitamos da seguinte
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definicao a respeito dos tableaux: se B for um conjunto de formu-

las e N um subconjunto de N, chamamos um tableau para o conjunto

ay (B) a um tableau para um conjunto {ai (Xl),ai (Xz)p.‘, ay (XnL
o 1 2 n
r+--s1 . onde Xj ERB e ij € N,. (ver Secac I.2 para a defini-
géo de "tableau para um conjunto").
Observamos que a notacgao ay (B) & ambigua, pois ser
o

ve para denotar todos os tableaux para conjuntos com formulas em
B e indices em NO; no entanto, na malilor parte dos casos, essa am-
biguidade nao trara problemas: gquando necessario, esclarecemos O

indice com que cada formula de B comparece no tableau,

Dizemos que X & conseguénceia sintatica de B, onde BU {X} CSg,
se para cada tableau aberto para um conjunto ag(B) (isto &, para
cada tableau aberto cujos vértices sao formulas de B assignadas
por valores distinguidos), o tableau para aD(B) U {ai(XJ} & fecha

do, para todo 1 € ND.

Denotamos por B |

— X o fato de X ser consequencia sintati-

ca de B,

Dada a logica L = {(5,A) e X € §, dizemos que X & satdisfa-
tivel em A, ou que v safisfaz X, se existe uma valorizagdao propo-~
sicional v tal que v(X) € D; dizemos que X & uma taufologia se

for satisfeita para toda valorizagao proposicional.

Dados B U (X} C 5, dizemos que X & consequencia  semantdica
de B se, para cada valorizacao proposicional v, X & satisfeita

por v guando os elementos B forem satisfeitos por v.
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O'corolario 1.6 permite uma forma fraca do teorema de Comple
tude, relacionando as nogoes de demonstracgdo e satisfacaoc defini-
das acima; no teorema abalixo, obtemos uma forma forte do teorema

de completude:

n

2.1, TEOREMA. (Completude, forma forte). Sejam X € S ¢ B C

entao,.Bl—z X see B Ff X .

DEMONSTRACAQ. Suponhamos gue B FE X; se v & uma valorizagao que
a cada B, € B assigna um valor distinguido ij' entao existe um

tableau aberto para o conjunto XK = {aj (Bl},...,aj (Bn),...}. Se
1 : n

viX) = i € um valor nao distinguido, pelo colorario L.6 & claro

que o tableau para o conjunto K U {ai {X)} & aberto, contrariando
o
a definicao de conseguéncia sintatica. Portanto, v(X) € D , e

== X .
B FE

Por outro lado, se B hi X, suponhamos gque existe um tableau
aberto para aD(B}; se existir elgum valor io nao: distinguido
tal gue o tableau para aj(B) U {ai (X) } seja aberto, pelo corola
rio 1.6 teremos uma valorizagao v tgl que VviB)] € D e v(X) & D,

contrariando a definicao de B H X logo B g X. w

COMENTARIO 2.1. E facil ver que by satisfaz as propriedades es-
truturais do simbolo classico — (leis de Gentzen); as demonstra
coes, enveolvendo apenas as propriedades dos tableaux, a0 roti-

neiras:
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(1) X bt X

(2) SsSe B = X, entao B,A X

(3) Se B,Y,Y FT X, entdo B,Y b= X

(4 Se A,Y,% I—L X , entac A,Z,Y X
(5) Se A;—LYeYI_EX,entEO Ay X

Para a prova dc teorema de compacidade necessitamos © sequinte:

2.2. LEMA. (Propriedade de carater finito dos . tableaux): Seja
BC S, B f4indto ou enumeravel; se N, CN, entao existe wm tableaw abek-

to paha algum conjunfo a, (B) see para fode subconjuntfo finifo B,

N
Q
de B exdste um tableau aberto para afgum conjunto a. (B_).
o
DEMONSTRAGAO. Seja a, (B) = {ai(x) : XCB e i€ No}; se existe
o
um tableau abertc para ay (R}, seija BO = {Xl"“’xr} C B e se-
0
jam a, (Xl),...,ai (Xr) as assignagoes com as quais os elementos
1 = T
de BO comparacem no tableau para ay (B} .
0

Pela definicdo de tableau para um conjunto {Segao I.2), &

dbvio que o tableau para o conjunto {ai (X ) reeesay (Xr)} & aber-
L r

t & d.,es.,1 ertencem a N
O, 1! rl. P o

Por outro ladc, se para todo subconjunto finito Bo de B exis
te um tableau aberto para algum aNO(Bo)’ seja Xl,Xz,...,Xn,..,,
uma enumeragac de B} consideremos os subconjuntos finitos de B

da forma




26

Suponhamos que B & enumeravel (o casc B finito & 8bvio a par
tir deste); construimos, entao, um tableau infinito, indutivamen-

te, como segue:r

1) Iniciamos com um tableau aberto para ayg (Bl);
) O

2} Se temos um tableau aberto para aN {(B), acrescentamos a cada
_ o} _
ramo abkerto deste o© tableau para a {Xn+l)’ se o tableau

N

o
resultante for aberto: em caso contrario, substituimos to
do o tableau obtido por um tableau aberto ay (Bn+1), que

o
existe, por hipotese.

Desse modo, conseguimos um tableau aberto e infinito com for
mulas assignadas em ND; pelo Lema de Konig (Lema 1.1), existe pe

lo menos um rame aberto, € este ramo obviamente & um tableau aber

to para ay (B) . =
O

pelo teorema da Completude e pelo lema 2.2, podemos okter,

entdao, duas formas do teorema de Compacidade:

2.3. TEOREMA. (Compacidade, 12 forma): Seja B Y {X} € 8; ¢ntao,

B hi X bee exaste Bo finito contido em B fal que BO hf X.

DEMONSTRACAQ. Se para cada B, finito contido em B existe uma valo
rizagao proposicional v tal gque v(Y) € D (para todo Y € B) e
v{X) ¢ D, entao usando o coroladrio 1.6 e o lema 2.2, - temos que

existe um tabkleau aberto para o conjunto

{a,(Y}): Yy € B e 1 €Dt uUfa,(X): 1i € N-DJ.
i o i
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Aplicando a construgao do lema 2.2, obteremos um tableau aber

to para o conjunto {ai(Z): ZE€EB e 1€ D}V {ai(x): i € N-D} e

dal, existe uma valorizagdo proposicional tal que v(Z) € D, (D €
€ B} e v{X)¢D; demonstramos, portanto, que se B hf s entao
existe BO C B finito tal que BO — X.

A reciproca & Obvia. =

2.4. COROLARIO. (Compacidade, 2% forma). Seja B U {X] ¢ S; entdo,

B b— X See exdste BT B, B  {findite, tal que B b= X.
L o o} o L

DEMONSTRAGCAO. Pelo teorema anterior e pelo teorema da completude. =

OBSERVACAQ. Pode-se verificar facilmente que se definirmos o con-

junto Cn(B) = {X: B FE X}, onde B VY {X} ¢ s, Cn & um openrador
de §fecho, no sentido de Tarski [14]; isto &,

F-1}) Para todo B,C C S, B & C implica Cn(B) <€ Cn(C};

F-2) Para todo B C S, B < Cn(B}:;

F-3) Cn{Cn(B)) = Cn(B}) , para todo B C 3.

Dizemos que T € uma feoxda nao trivdial maximal se T C § '
Cn{T) #S e se T CT' , entac T' =T ou T' = §.

vVale, entaoc, ¢ seguinte resultado:

2.5. TEOREMA. Se¢ja B C S: e¢ntao Cn{(B) =n {T Cs:BC T ¢ T ¢

uma teorda nao trivial maximal}l.




28

DEMONSTRACAO. Pox um lado, se X € Cn{B), X € T, para todo T na
definicac do lado direito da igualdade, pois se existe T tal que
X€ T, entdo T VU {X} DT e como T & maximal, T V {X} = T ou

TV {X} = s.

S, desde que B PE X, temos que T }— X e

e T U {X
Se {x} =

Cn{T) = 8, 0 que & irpossivel desde que Cn(T) # S; logo, X € T,

Por outro ladeo, se X pertence & interseccao das teorias nao-

~triviais maximais que contém B, e se B b+ X, podemos estender B
ol

a uma teoria maximal nao trivial (por um processo similar a de~

demonstracao classica do teorema de Lindenbaum):

Tomando uma enumera¢ao da formula, definimos:

Bl = B e
B 41 = Bn U {Y} se B U {v} hi X
n I
ou
Bn+1 = Bn caso contrario
Tomando B = U B, temos que BB e B & uma teoria
nEIN

nao trivial maximal, logo X € B, absurdo. =

IT.2 — TEOREMA DE SUBSTITUICAO

Daqui para diante, para amenizar a notacao, passaremos & con
siderar somente conectivos bindrios ou unadrios, embora a generali
Zagao para o caso dos conectivos m-arios seja ilmediata.

Se S & uma linguagem proposicional n-valente e S e o conjun

to de férmulas atdmicas de S, chamamos de pre-substituicao a toda

fungao s : S, — S.
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Desde que S & uma algebra livremente gerada por S, (ver Se-
cao I.l), a funcao s pode ser estendida a um Unico homomorfismo
Sb_: § — §; chamamos de substituigao relativa a s a este homo-
morfismo SBS. Desse mcdo, temos, por exemplo, que se F & um co-

nectivo binario em S e G & um conectivo unario, entao:

Sb_(F({X,Y)) = F{SB_(X) , Sb_(Y}) e
=) = S
SbS(G(X)} = G{SbS(X)J.
Nesse €aso, Sse SbS{X) = Xl e SbS{Y) = Yl, dizemos que

F(Xl,Yl) € o resultado da substituicac em F(X,Y) de X por %q

e de Y por Y analogamente, G(X,) & o resultado da substituicao

1 1
em G(X) ce X por X -
O teorema da substituicao, que demostraremos a seguir, ga-—
rante que, se uma fdrrula for teorema em I, = (§,A} , entao gual

quer formula obtida desta cowmo resultado de uma substituicao tam-

bém serad teorema.

2.6. TEOREMA (Teorema da Substituicao). Seja Sbs uma substllud-
cac refativa a s, X uma foamula em S,L=(S, A ama Loglca proposdcic

naf n-vafente; se Fi X, entao Fi SbS(X).

DEMONSTRACAO. Seja v uma valorizagao proposicional gualguer: en-

t3o, v=v O SbS: § — 8§ tamkém & uma valorizacao proposicional,
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VI{X) = vi{s(X)), se X & atbmica, e
G(F(X,Y})::V{Sbc(F(X,Y)), se I & um conectivo binario, e
VIG(X)) = v(sb_(G(X)), se G & um conectivo undrio.

Desde que v & uma valorizacgao, tem-se:

G(F(X,Y}):=v(SbS(F(x,Y})::v(F(Sb (X), Sb _(¥)) =

= f(v(SbS{X)) » vi{sSb_(Y))) = f(v(X), v(Y)), por indugas sobre o

L)

nivel de construcgao das fdrmulas, e v & uma valorizacado proposi-

cional (o caso dos conectivos unarios & andlogo) .

Se SbS(X} nao e um teorcma de L, entao, pelo teorema de com

pletude, existe uma valorizsgao proposicional v tal que
V(SbS(X}) # D. Desde que v({Sb_(X)) = (v o Sbs}(x) = vi(X) e v &
wna valorizagéo, isto implica que viX) & D, &, pelo teoreuma de

cempletude, X nao & teovema em L. =

II.3 - PRINCIPIO DA UNIFICACAC PARA LOGICAS PROPOSICIONAILS

O Principio da Unificacao para o calculo de predicados clas-
sico de 12 ordem foi introduzido por R. Smullvan f{(ver (23]} e {[24])
e permite obter simultaneamente diversos resultados da tcoria clas
sica da guantificacao (como teoremas de completude, compacidade,

Lowenheim-Skolen e da interpolacao) .

No que se segue, vamos estudar uma generalizagao desse prin-
cipio para as linguagens proposicicnais n-valentes {no Capitulo
IV, estudaremos uma versao desse principio para lingquagens n-va-

lentes de primeira ordem}.



31

Seja T um conjunto de conjuntos de formulas assignadas bal
que T tem carafer §in{fo (isto &, B pertence a I' see todo subcon-
junto finito BO de B pertence a I'). Se K & T, dizemos que K {fem «
opriedade . Se B & um conjunto de formulas nao assignadas (i.e.,
B C S), dizemos cue B & T-consisfentfe se todas as formulas de B
occrrem num elemento K de T com assignagoes por valores distingui

dos (isto &, X € B implica ai{X} € K, com 1 € D).

Dizemos gue ' & uma propriedade de consdisrfeoncda analitica pro
posdicional {abreviadamente, PCAP} quando teodo conjunto K gue tem

a propriedade T satisfaz as seguintes condigoes:

P.) K nao contém a, (¥ e aj(X), se i #3 e X & uma for-

mula atomica de §;

P,) Se Y = a.b(y ,¥

1 i AT ¢ K, existe alguma conclusao C de

Aun,Y) Lal que XK W C tem a propriedade 1.

A expressao "B e I'- consistente"” deve ser entendida, infor-
malmente, como significando que ! garante gue B & consistente, is

to &, B & satisfativel ou tem modelo; o teorema 2.7 deixa c¢laro

este ponto.

COMENTARIO 2.2. Em termos intuitivos, I & uma PCAP quando todos
seus elementos sao "consistentes”, isto €, nao ocorren formulasg
atomicas com assignagoes distintas nos clementos de ', € se uma
certa formula assignada ccorre num elemento de [, entaoc oCcorrem

nos elementos de I' subfoérmulas que garantem a presenga dessa
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formula em TI.
2.7. TEOREMA. (Principio da Unificacao para logicas proposicio —
nais n-valentes). Scja I' uma PCAP, ¢ B C S; s¢ B ¢ T-consdisten

te, entao todos o4 elementos de B sao satisfativeds.

DEMONSTRACAC. Desde que o conjunto S* de todas as formulas assig-

nadas & enumeravel, seja ZL'ZZ""’Zn*"" uma enumeragao de S5*;

construimos, entac, indutivamente, conjuntos Cn da seguinte ma-

neira:
Cl = aD{B) tal gue aD(B) € I', (que existe pelo fato de B
ser I'-consistente) .,
C =C U {Z}se C UI{Z } tem a propricdade T,
n+1 n n n n =
o
C = C em caso contrario.
n+1l n

E claro que os conjuntos Cn construidos desse modo tem a pro

priedade T, e que Cl - C2 L Cn+l

seja M =V {Cj: i € W }; vamos mostrar gue M & um conjunto
de Hintikka saturado:

1} M tem a propriedade I', pois para cada K C M, K finito,
exisgte Cn tal gque K C Cn; Como Cn tem a propriedade T, entao K

tem a propriedade 1, pois I tem carater finito.

Portanto, como cada subconjunto finito K de M tem a proprie-

dade T e I' tem carater finito, M tem a propriedade T.
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2) Se MU {Zi} tem a propriedade T, entao Zi € M; de fato,

nesse caso, o conjunto C, U {Zi} tem a propriedade T, pois & um

subconijunt U 7. }; 7. & C, C M.
ub 3 o de M { i}i logo, Z, Cipp €M

3) Por (1) e (2), entao, & facil ver que para cada formula
atdmica X € §, exatamente uma formula assignada ai(XJ pertence
a M, e que ai(F(X,,Xj)) £ M see alguna congsequéncia 2 de

£ £

.. . ¢ N \ . - 1\ .
.l/Jz\ai(l(Xl,kz))) pertence a M

Pelo teorema 1.5, existe, entao, uma valorizagao proposicio-

nal v que satisfaz todos os elementos de B. w

COMENTARTO 2.3. A demonstracao do teorema anterior, no fundo, e
uma aplicagao do lema de Tukey (caso enumeravel), e imita a cons-

trucao classica para o teorema de Lindenbaun.

Do teorema 2.7, podem-se¢ obter diretamente o0s teoremas de

completude e compacidade demonstrados na Secao 1I1.2.

2.8. CORCLARIO. (Completude). Seja B € S; entdo, B ¢ satisgati-
veld see existe um tableaw aberte para algum conjunto ap(B) .
DEMONSTRACAO. Se B & satisfativel, existe, claramente, um tableau

aberto para a,(B) (ver Corolario 1.6, Secao f.1).

Poxr outro lado, se existe tableau aberto para a_ (D), seja

'{B) o conjunto dos vertices do tableau para aD(B}, e seja I o

conjunto formado por todos os conjuntos T (B).
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Pelo lema 2.2, I' tem caridter finito, e pela definigao de ta-

bleau proposiciocnal, valem as clausulas PO e P, da definicao de

L
PCAP; portanto, B & satisfativel. =

2.9. COROLARIO. (Compacidade}. Seja B C S; entdo B ¢ satisfati -

vel see todo subeconjunto finito B de B ¢ satisfatived.

DEMONSTRACAC. Suponhamos gque todo BO C B, B finito, e satisfatl
vel; pelc corolario anterior, para cada BO existe um tableau aber
to para aD(BO); utilizando diretamente o lema 2.2, e o corolario

anterior, B & satisfativel. =

A reciproca & obvia.

II.4 - UM ALGORITMO PARA AXIOD’LATIZAQJ@O DE LOGICAS PROPOSICIONAIS.

Embora, em [25] os tableaux sejam considerados algoritmos pa
ra axiomatizacdo de 1ldgicas finitas, e essa denominagac seja ra-
zoavel devido ao teorema de completude para os tabiéaux, essa no-
cao de axiomatizagao difere da nogac "hilbertiana" usual no aspec
to de que os tableaux sao analificos {(isto &, dada uma fOrmula, ©
tableau a decompoe para decidir se a fOrmula & ou nao teorema), en
guanto gue a nogao hibertiana de axiomatizacgao, com axiomas (ou
postulados) euwplicitos e regras de derivacao, & sdntetica {isto &,

gera as formulas que sao teoremas a partir dos postulados e atra-

ves das regras).

Nesta segao, apresentamos um conjunto de precedimentos, es-

treitamente ligado ao método dos tableaux proposicionais, que
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funciona como um algoritmo para a axiomatizacao de gqualquer 1o0gi-
ca proposicicnal n-valente.Este método & uma adaptagao da nocao de pig
du¢ae introduzida por Post (ver [19]), e o denominamos fableau
sintetico, por suas semelhancgas com as nogoes hibertianas (e "gent

zenianas", tambem).

Os procedimentos ligados ao tableau sintetico, que apresenta
mos a seguir, podem ser interpretados como instrugces a uma méqui
na, gue, partindo de um suprimento inicial de objetos, vai juntan
do a estes certos cbjetos produzidos a partir dos anteriores; o
método consiste basicamente no seguinte:

1) Temos um suprimento inicial de objetos;

2) Temos instrugoes que possibilitam produzir novos obje —

tog, Jjuntando-os ao suprimento inicial;
3) Dispomos de instrucgoes que permitem suprimir certos obje-
tos do suprimento disponivel;

4) As instrugles sao executadas em sequéncia;

5) Cada instrucao s& & executada depois de esgotadas todas

as possibilidades de execugao de instrugao anterior.

Utilizamos as seguintes notagoes para o tableau sintético:

1) b S SRS SUEERY, sdo as variaveis proposicionais (i.e. ,

férmulas atomicas) em alguma enumeracao fixada:

Y ,..., denotam foOrmulas guaisquer (inclusi-

2y v ,Yl,Yz,..., n

ve atdmicas):

3) PY @& interpretado como "Y & uma proposicao”;
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4} ALY, 0 < i < n-1, & interpretado como o "valor i & permiti

do para a formula Y"

5) BiY’ 0 £ i < n-1, & interpretado como o “"valor i & proibi

do para a formula Y";

6) —> @ interpretado comc "anexe ao suprimento disponivel
os objetos & direita do. simbolo, se ocorrem neste supri-

mento os objetos que estao a esquerda”:

7) +——~ & interpretado como "apague do suprimento disponivel

cs objetos a direita, se ocorrem 05 gue estao a esquerda;
8) TY & interpretado como "Y & teorema";

9) 0 e C, sao simbolos auxiliares, cuja finalidade 2 evitar
que o procedimento figue ocupado indefinidamente.

Seja L uma lbgica proposicional n-valente, Fiveee P cs

conectives binarics de I (os conectivos undrios podem ser inter-

pretados como cascs particulares dos conectivos binarios), fl'
""’fr as interpretagoes destes conectivos, N={0,1,...,d,...,n~1}
o conjunto dos valores-verdade de L, e D={0,1,...,d4-1} o con-

junto dos valeores-verdade distinguidos; o fableau sintetico pana

L, TS{L), & ¢ seguinte conjunto de procedimentos:
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P ) PX

o) O

il

> P.) PX, > A, X, , 0 <1 <« n-1

1 3 i3 - —
P2) PYl,PY2 — QFi(Yl,YZ) ;L < i<

¥
P3} QY —— PY

il
P,) PYb—> B,Y, 0 <1i <n-l

+

L) i T 7 - ;o - it} -

PS) {Aik&kj — CiI(il,hz) para cada {aik&k} que e consequencia de
+ ?Tl/ﬂz (aiF (Yl ,Yz) )
P.) C. Y}l A.Y -

6 i i

4,
P_) AY b—< B Y

7 i i '

+

B .. - Y

PB) dY' Bd+lY" ,Rn_lY —s TV

+

L Pg) ij s ij+1
As setas indicam a ordem dos procedimentos; a descrigﬁo de

cada passo & a seguinte:

r
o]

P

}

Inicie com a formula atOmica XO e a declare uma proposi-

gao; o conjunto unitario PXO e o suprimento inicial;

Se Xj @ uma proposicao, anexe ao suprimento de obJjetos

A X., A Xj,...,A (significando gue os valores 0,1,

o 3 1 nlej

2,...,n-1 sao todos permitidos as formulas atomicas);
Se Fi & um conectiveo e Yl’YZ sac proposigoes, produza

Fi(Yl,Y2) mas nac a declare uma proposigao; ac inves dis

50, rotule-a com o prefixo ¢ {(a finalidade desse rotulo
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el

—

como nmencionado, & evitar que o procedimento fique indefi

nideamente ocupado} ;

Apds o término de P declare como proposigoes as formu-

2 r

las rotuladas com );

Para todas as proposigoes obtidas, anexe ao suprimento

0s cbjetos BDY, B Y,...,Bn_lY, significando que, a prio-

1
ri, todos os valores-verdade sao proibidos para todas as

pProposicoes;

Se os valores i 5a0 permitidos para v, e la, v 1 &
k ' . K i, 7k
k
wma consequéencia ﬁ]/ﬂ2(aj{F(Yl,Y2)) acrescente ao supri
mento os objoto:s CiF(Y],Y?) para cada conectivo [°.

Apds © teéermino de P anexe AiY ao suprimento, para cada

5?‘
Y;

@

i
Se A.Y pertencce ao suprimanto, apague BiY do  suprimento
4

(isto &, corrigimos nossa hipdtese de gue o valor i e

proibido para Y} ;

Se, apds P restaram os objetos BiY para i € N-D (isto

7 r
&, todcs os valores nao-distinguidos sac realmente proi-

bidos para Y e Y & uma proposicac), cntao Y & teorema;

Anexa a0 suprimento o obJjeto PX.

se PX. pertcence ao
17 5 k

suprimente, ¢ volte a Pl’



A relagao entre os tableux proposicionais e os tablcaux sin-

teticos & dada pelo seguinte teorema:

2.10. TEGREMA. Scja L = (85,A) una foglea proposicionalf n-valente
Y € 8; entac exdiste wn tableau propesicional abento para a, (v

See AiY e produzide em TS(L).

DEMONSTRACAO. Suponhamos que exista um tableau prdposicional aber
to para ai(Y); se Y & atdémica, ALY & produzido em TS(L) por Py

Se Y nao & atomica, utilizando indugao no nivel de construgao das
formulas, suponhamos que Y seja da forma F(Yl,Yz): por definicao
de tableau, desde que existe un tableau aberto para ai{F{Yl,YQJJ, existe um

tableau aborto para algum conjunio C=ia, (Y. )i, onde C & consoouéncia de

lk K
il/,-..; ) {5-11(1.\(31'1,\1'2}) . Por hipdtese de indugao, temos que {Ai]l‘r’k} & produ-
zido, e por P. ¢ P, AiF(Yl,YZ} e produzido.

Por outro lado, se ALY & produzido cm TS{L}, e se Y & atd-
mica, existe um tableau aberto para ai(Y), que & cxatamente o ta

bleau formado pelo Unico vértice a.(Y) {lembramos que, para Ffor-

A
i

mulas atomicas, tableaux compostos por um Unico vértice sio aber-

tos, por definicao}.

Se Y nao & atomica, suponhames que Y scja da forma F{Yl,Y Vi

2

evidentemente, AiF(Yl,Y ) 0 pode ter sido produzido por PS @ PG

2

it & uma conseopencia de ﬂl/ﬂ2{Y).

a partir de objetos A, v ! omﬂ:{a;h}

ik k K
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Utilizando novamente indugao no nivel de construcgao, exis—
tem, entao, por hipdtese de inducgao, tableaux proposicionais aber
tos para a, (Yy.), e pela definicao de tableau, existe = um tableau

k

aberto para ai(F{Yl,Yz)). a

Do tecorema 2*10 segue—ge a completude de TS{L}:

2.11. COROLARIO. (Completude para TS(L). Se L = (S,A) ¢ wna Logi

cc phoposicional n-valfente ¢ Y € S, entfao TY e produzido em TS(L)

Ape Pi Y.

DEMONSTRACAO. TY e produzido em TS(L} see ALY nao @ produzido, pa
ra todo i € ND (por PB)’ see todo tableau proposicicnal pME.ai(YL
i € ND,é fechado (pelos teoremas 2.10 e ¢orolaric 1.6), see Y

(pelo teorema de completude para tableaux propesicionais}. w»

COMENTARIO 2.4. Em termos intuitivos, obter a produgao de TY en
TS(L) equivale ao fato de que & possivel percorrer todos os ta-
Y), 1 € D, de Dbaixo para

bleaux proposicionais abertog para ai(

. ~ - -+
cima, mas nao e possivel percorrer nenhum tableau para aj(Y) on-

de j &€ ND.

EXEMPLOS. Vamos considerar dois exemplos de aplicagao de TS(L):

a) Para o cdlculo proposicional classico C, e

b) Para o calculo proposicional trivalente P1 descrito em [ 227 .



a) Para o calculo c¢lassico, 0s tableaux para a implicagao

para a negagac ~ {onde

a (X - Y)
1) L0
a. XV a ¥y
1 o
a. (¥ - Y)
2) —*
aOX i alY
a (~X)
3y -©
alX
a. (vX)
4) 2
a X
o
TS {(C)
P ) PX
G O
Pl) PXj —s AOXj, AlXj

P_) PYl,PYz et Q(Yl - Yz)

PY +—— Q(nY)

r,) QY b— PY

N = {0,1}

e

D

{oh)

Sao:

f——s

41

e




42

P . ‘
) PY b~ BY, B.Y

P5) AlXJ——+ CO(X = Y)
AYl—r C (X~ Y)
o O

——
AQX'AIYI — bl(X -+ Y)

AKX > Co(mX)

1

ADX — C, {(nX]}

1

P.) C.Ypb—s A Y
1 1

P,) A.Yil—< B.Y
1 1

P.) B.Y }—— TY

Pyl PXy b PX,

Se chamamos cdcle a uma aplicacac completa de procedimento,
desde Py até Py, © D, @ao conjunto de objeto disponiveis apds
aplicagac do passc Pi’ do primeirco ciclo resultam os seguintes

objetos:
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b, = {PXO}

Py 7 B Y {AOXO’AIXO}

D, = Dl u {Q{x -~ XDJ r QX )}

Dy =D, U {P(X_ ~ X)) P(%XO)}

Dy = Dy U {B_(X_ ~ X)), By (X, = X)),

BO(%XO), Bl(Xo), Bo(Xo)’ Bl(XO)}

Dg = D, U {co(xo - xo), cl(mxo)}

D6 = D5 U {AO(XO - X ), Al(mXO)

D, = Dg = {B (X = X}, By(vX ), B (X)), By (X))}

Dg = D, U {T{X  » X )}

Dy = DV {le}

Do primeiro ciclo, entao, resultou o {nico tecorema Xy & X7
do segundo ciclo, resultarao os teoremas Xl - Xl ' %XO + v Xo '

X, > (Xo - X ).

b)

- 1
Para o calculo P~
na Secac I.2, temos

ticoes de linhas).

cf. [22]), untilizando os takleaux descritos

(utilizamos o simbolec / para evitar repe-
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TS(Pl)
P} PX
8] O
Pl) ij f—r onj, Alxj, Azxj
P2) PYl, PY2 f— Q(Yl D Y2}

PY —— Q1Y)

P3) QY —— PY

P4) PY b— BOY, BlY, B2Y

PS) AlX/A2X — CO(TX}
_AOXi—m*cszxy

AZX/AOY/AlY — CO(X > Y)

2(X -+ Y}

AOX/AlX/AOY/AlY [ CO(X-V Y)

{AOXIA2Y}/{A1X!A2Y} = C

ALX,A LYY b C (X V ¥)

{AOX,AOY}/{AOX,AlY}/{AlXLAOY}/{AlX;AlY} s CO(X & Y)

AZX/AZY — CZ(X & Y}
P C.¥Y F— AY¥Y
6 i 1
P.}) A Y — B.Y
7 i i
P8J BzY — TY
Pg) PXj p—r ij+l

No Apéndice II, mostramos um programa PASCAL que, seguinde as
instrugoes de TS(Pl), demonstra automaticamente todos os teoremas

de Pl, desde que se disponha de tempo suficiente.



CAPITULO TIX

CARACTERIZACAO DE LOGICAS PROPOSICIONAIS

POR CONFIGURACOES DE CONECTIVOS

TII.1 - CONFIGURACOES DE CONECTIVOS

Este capltulo constitui uma espécie de digressac a nossa li-
nha do trabalho, cuja sequéncia natural seria apresentar as 1ogi-
cas n-valentes de primeira ordem do ponto de visia dos tableaux;
preferimos apresenta-lo aqui, contudo, por sua aplicacao imediata
aos calculos prﬁposicionais, embora os resultados obtidos nao se-

jam necessarios aos capitulos posteriores.

Uma das caracteristicas mais interessantes, a ao mesmo tenmpo
mais embaragosa, dos calculos n-valentes (proposicionais) & a enor
me quantidade de conectivos disponiveis; permanece em aberto, por
exenplo, para n > 4, a classificagao dos conectivos em relagao
aos quais as logicag proposicionais sao funcionalmehte completas
(cf.[12),118],[21)) ou a classificacac dos conectivos 'vazios",i.g,
dos conectivos tais que nao existe nenhum teorema onde somente es
conectivo ocorra (ver [10]1). No calcule proposicional classico |

por exemplo, os conectivos A e V saoc vazios, mas a implicagac nao

& vazia {((X 2 X) & teorema).

Uma guestao que se coloca, tambem relacionada com 0s  conectivos,

€ a seguinte: para uma mesma linguagem proposicional, variando-se
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as interpretagoes dadas aos conectivos, como se relacicnam as £Or

mulas que sao teoremas nas ldgicas obtidas?

Em termos formais, a guestao pode ser formulada da seguinte

maneira: Seja S uma linguagem proposicional fixada, e sejam o

PF e Fy 0s conectivos de S. Sejam A = (N, {fi 1 < i < sl e
A" = (N',{fi :1 < i< s} Aaloebras abstratas de mesmo tipoc de si
milaridade de S tais que A =<{(A,D}) e A' =(A',D') sac pre-modelos

para S {ver Secao I.l) onde N e N' podem ser distintos, e D e D'
sao subconjuntos guaisquer de N e N' respectivamente. Se conside-
rarmos as logicas L = (5,A) e L' =1(8,A')Y, qual &€ a relacgao

entre o5 teoremas de L e de L7

Neste capitulo veremos gque esta questao pode ser respondida
com base em certas relagoes de equivaléncia entre os valores-ver-
dade e entre as interpretagoes dos conectivos. Para facilitar as
discussoes, chamaremos de cunecidives as interpretagoes

{fi : 1 < 1 < s} dos conectivos propriamente ditos {Fi :l<ics}.

Nesta parte do trabalho vamos, entac, estudar certas classes
de conectivos que chamaremos de congiguracoes de conectivos Logd-
cos; dadas as fungdes f:N x N+ N e g:N -» N, gue representam
conectivos em L, onde N = D U ND & o conjunto de valores-verda-
de, D saoc os valores distinguidos e ND sdao os mnao distinguidos,

seja P, = {CO,C } uma particao de N tal que para cada

k 2""'Ck“l
i, 0<1i<k, C, #¢ e C, CD ou C, CND; se C, €D, dize-
- i i i i
mos gue C, e uma classe distingudda, e se C;, © ND dizemos que

C, & uma classe nao distinguida.
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Dizemos que Py, & uma paridlcav proposdicional para L se, além
destas condigOes, as classes sao fechadas pelos conectivos, isto
- - - : ’ . C . C [ .

e, para todo £,g f(Ci , C]) Cr ; g(Cl) CS para tode 1,7 <k
{onde 1,s < k).

Seja L = (S,{(A,D)) uma 10gica proposicional gue admite  uma

partigac proposicional P, , onde

A= (N, {f: 1

A
-
[ A
_-Ul

11l o< 3 < 8"l
gj A

saoc tais que fi, 1 < 1 < s sao conectivos bindrios e gj P

1 < j < sg', sao conectivos undrios.

E facil verificar que a relacao de equivaléncia definida pe-
la partigao proposicional P, sobre o conjunto N &€ una CONGAUECH -
cda com respeito a todas as operagoes em A (ver ([14]); de fato ,

ge ¥,y € N e definimos x mPky see X,y € Ci’ temos qgue

1) x, n X. yl'hpkyz'lmplica fi(xl,yl) mPk fi(xz,yz)
2) w. o X implica gj(xl) mPk gj(xz) ;

pela definicao de partigao proposicional.

Sseja N/”uP = {[x] : x € N} = P, © conjunto das classes de
k.
equivaléncia [x] pela relagao oo
k
Definimos a afgebra quociente A/mP como a algebra abstrata:
k

A/ = {({N/n_ , ¢ , T 11l <ics, 1< J<s'ty, D}
P P fi qj i k
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onde:

1) D €& o conjunto das classes distinguidas de N/mP

k
e
2) para cada fi’ gj em A,
¢f?'({X]! [Y]) = [fl(X;Y)]
i
r - {i{x1y) = (%
s ] [93( )]
£ claro gue a Agebra A/mP €& de mesma similaridade que a al-
k
gebra A.
Seja S uma linguagem proposicicnal fixada e A uma classe de
pré-modelos Ai = (Ai,Di) para S, onde A, sao algebras de mesma similarida

d&e; seja tanbém A a classe de 1ogicas proposicionais L£=<S,Ai)correspondente a A.

+

Se L=(S$,A)Y e L' ={§,A') sao 1ldgicas em }, respectivamente n-valente e m—

—valente, e N e M sac os respectivos conjuntos de valores-verdade,

dizemos que as partic¢des proposicicnais

p, = {C C, .1} de N

k 0;---;

P!, = {C}

It 0,...,C£, } de M (a menos de permutagao dos indices)

-1

sdo panticoes sdimilfares se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

P-1}) k = k! e

P-2) Para todo 0 < 1 < k.1, C; e Ci sac ambas classes dis-
tinguidas ou classes nao distinguidas. |

P-3) Se f,g sdc operacbes em A, existem f'g' em A' ‘tais que
f(Ci,Cj) C Cr see f‘(Ci,Cé) - Cé, @ g(Ci) - CS see
g'{cyy cclo.
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Temos, entdaoc, O seguinte:

3.1. TEOREMA. Seja AO a subclasse das algebras em » que admitem
particoes sdimilares; se A, A' estdc em A, com partigdes Py e Pf,

entdo A/n e A'/n ., sdo Asomonfds,
Px P

DEMONSTRACAO. Seja p P, — Py uma bijegdo entre P, e Py tal

ue c,}y =C ,., & 5 isti i ! 2.C. & : -
q p(_l} 0 (1) uma classe distinguida em PK‘secga_e u@a clas

se distinguida em Pk'

Sejam x,y € N, e f,g operagoes em A tais que [x] = C, .
[yl = Cj , [Elx,y)] = Cr’ [g{x)] = CS; sejam f',a' operagoes cor
respondentes em A'. ;

Vamos mostrar que p € um isomorfismo entre A/mP e A’/mp
k k

temos, por hipdtese, que

(1) p(lE(x,yv)1) = p(¢f([xl,[Y])), ou ainda

{2) p(Cr) = cp(r) = p(¢f(Ci,Cj))

Pela definigao de particoes similares,

= c . =
(3) ¢f(Ci,Cj) Cr see ¢f'(cp(i)’ p(J)) Cp(r) e desde
T I = " =
que, por hipotese, ¢f(Ci,vj) C,.r temos p(¢f(Ci,Cj}}
= ¢fu(9(Ci), D(Cj)), de (2) e (3) e p & um homormorfismo.

(a prova para fungCes undrias & analoga}. Como p & bije-

tora, p € um isomorfismo. w
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1

Seja ' a guncac phojecdo de A' cm A'/%P tal que @' (x) = [x],
k

e A uma algebra em r, fixada; & claroc que, para toda algebra AT

en lo’ existe um homerorfismo de A' em A/mp = By (este homomor —
k

fismo @ w, se A' = A , ou w = p -w' em caso contrario, COMO

ilustra o diagrama.

A 1
! \\\
"
\_.
“
oM
A' v s A
k
Pk
Se te oo rg sao operagdes em Ak’ dizemos que U
sao cenflgutacoes de corectivos, e que b o Fg hepresentam os
conectives ' , g' de uma algebra qualquer A' de A
bizemos que o par L, = (S,A ) & a logdica nepresentante das

logicas L € Ay
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III.2 -~ CARACTERIZACAC DAS LOGICAS PROPOSICIONAIS n-VALENTES

A motivagao para as definigoes precedentes & a seguinte: se
tomamos certas classes de 1l0gicas proposicionals e partimos os valo-
res-verdade dividindo os valores distinguidos em algumas classes
e os valores nao distinguidos em outras classes (mas sem misturar
valores), poderemos definir "matrizes logicas" «cujas "entradas"

serao as classes de eguivaléncia.

Essas "matrizes", como uma nova interpretacao de S, formarac
"o, s : - ltl - 4 N
um "calculo proposiciona que permite comparar, de certo modo, ©

poder de dedugﬁo das logicas dessa classe.

Un exemplo desse procedimento & o seguinte:

Sejam Ly © cilculo proposicional classicoe, com o conjunto
N, = {0,1} de valores-verdade, Dl=={0}, e L., 0>z 2 unma se-
gquéncia de calculos proposicionais n-valentes com D = {0,1,...,d},
d < n-1. Seja £, a matriz para a implicacao classica:
f 0 1 f 0 1 2 :
1 2 N = {0,1,2}
0 0 1 2 )
0 .
0 L D = {0,1}
1 0 0 1 1 0 2
2 1 1 0

e sejam £, funcoes tais que:

f (bDxD) € b, £ {(DxND) € Np, £ (NDxD) ¢ D, £ (NDxDND) C D.
n n n n

(ver exemplo acimal .

1

lo, teremos duas classes: TO e T, e podemos definir a fungao

Se definimos as partigoes C, =D, ¢, = ND para cada calcu-

projegao r tal que w(x} = TO sc x € D, e g{x) = Tl B0 X & ND.
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Neste caso, se definimos ¢ como a matriz

teremos ¢(ni{x), nw(y}) = w(fn(x,y}), para todo n. E dbvio que
neste caso_todos 0s teoremas classicos gque envolvam somente © co-
nectivo de implicagac continuarao a valer em todas as ldgicas Ln;
isto estd diretamente ligado ao fato de gue a configuragac de co-
nectivos ¢.é exatamente a implicacao classica. Os proximos resul-
tados formalizam este ponto de vista, e o resultado principal des
te capitulo mostra que a reciproca tambéem & verdadeira, isto &

em nenhum desses calculos havera novos teoremas.

Para facilitar as demonstrac¢oes, omitiremos o casc dos conec

tivos unarios nos teoremas seguintes.

3.2, TEOREMA (Caracterizacao de ldgicas proposicionais n-valentes).
Sejam L = (8,A) uma Logica tal que L € 2 e TF(X,¥) uma §ormula

de L; entav = F(X,Y) see b F(X,¥).
- k

DEMONSTRACAO. i) Suponhamos, em primeiro lugar, que X e Y sao for
mulas atdmicas, e seja v uma valorizacao proposicional para L. Se
v & tal que VvI(F(X,Y)} € D, entao, ﬂ(v(F(X,Y))sfﬁ_, Ti E'Dk , see
T(E(v(X), v(Y))) =T, see ¢f(w(v(x}), m(v(¥))) =T, pela defini

cao de fungao projegao.




Considerando-se a funcao # o v , & facil ver que =« o v é

uma valorizagao proposicional para L e temos quae vI(F{X,¥]) € D

kr"

see M o v(F(X,Y) & Dk'

Desde gue L e L, sao completas {pois Ly e uma légica proposi

k

cional cue satisfaz claramerite todas as condicoes das 18yicas proposicionais

consideradas nos capitulos I e II) resulta que FT F(X,Y) see
e
F'E Fly,yY).
k
11) Se o nao sao atomicas, basta raciocinar por inducao

no nivel das formulas. =

0 teorema precedente caracteriza conectivos da seguinte for-
ma: definimos a valencia de um conectivo F em uma ldgica n-valen-
te L como o menoi k tal gue existe uma configuragao wf em Lk que
representa F; desse modo um calculo & n-valfenfe eslradlfo quando kbem

pelo menos um conectivo com valéncia n .

3.3. TEOREMA. Um calcufo proposdicional ¢ n-valente estrdto see «a
anica pantigdo proposicional pare N ¢ a partigde trdvial P ={{0},

(ALY, .o in-111,

DEMONSTRACAO. Se L & um calculo n-valente estrito, entao existe
pelc menos um conectivo F em L tal gue F tem valéncia n, isto g,
o menor k tal que existe configuracgao ¢f em Lk € n; pela defini —
cao de L,/ entao, a Unica particao dos valores de N em n classes

& a particao trivial.
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Por outro lado, se a unica particac proposicional para N com
respeito a L € a particao trivial, existe algum conectivo F em L

tal que, se Pk e uma particac com alguma classe C, contendo dois
i

elementos pelo menos, f|Ci X Cj nao esta contido nos elementos

da particao Pk’ para algum J < k, se k < n.

Portanto, n & o menor valor k tal que existe ¢f am Lk e, on-

tao, por definigao de valéncia, F tem valéncia n, e L & n-valente

estrito. &

Por exemplo, o calculo 3-valente descrito em [6 ] & 3-valente

cstrito, pois os conectivos sao descritos pelas tabuas:

¢ |o 1 2 N |
| R N = {0,1,2]
2 )
6 10 1 2 0.2 D = {0,1}
1 f0 0 1 11
2 1o 0 0 2 | o
|

e as uUnicas partigoes possiveis de N tais gue C, ¢ D ou C, C ND

Sa0 P, = {{0,11,12}] e Py = {0}, {1},{21}}.
No primeiro caso, se C_ = {0,1} e C, = {2}, embora
C = , =] - - ~ ( . . - ,
Q(CO ,CD) CO . g(tl LO} co , C Cl Cf CO Como
cilc ;L) nio esta contido nem em C_ nem em C,, P, nao & uma
— D L o] 1 2
varticao proposicional para N nesse calculo, e portanto P, e a

fnica particao proposicicnal possivel.

Seque-se imediatamente do teorema 3.3 e da definigao de va-

léncia o seguinte corolario:
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3. . CORODLARIC. Se L ¢ wn cafeulo n-valente tal que fodos 04
seus conectivos tom valéncia 2, enitdo fodo teorema de L ¢ um Zeo-

rema do calculo proposicional classico, ¢ heciphocamendte

DEMONSTRACAO. - F see ¢ F, pelo teorema 3.3, e L, & o calculo
2

proposicional classico. =

Como ilustracao do método, temos, por exemplo, gue as duas
interpretacdes de um concctivo T com uma logica 4-valente,descri -

tas pelas matrizes:

£ 10 1 2 3 £.1 0 1 2 3 o T 7. T
1 D=1{0,1} -2 p=1{0,1} —p2—L 2
o |1 0 2 3 0 |0 0 2 3 T T T T
o O 1 Z
1 101 2 3 1 )0 0 2 3 T T T
1 o) 0 2
2 11 0 1 13 2 10 0 o
0 3 T, T T, T,

310 1 3 3 3010 0 3 3

sao equivalente, pois para fl e f2 podemos tomar P3={CO,C',C2}

onde C_ = {o,1} , c, = {2} e C, = {3} e ambas sao representa-

das pela configuracao ¢.
Se considerarmos interpretagﬁes gl e 9, de cohectivos una
rios descritos abaixo, essas interpretacoes também serao eguiva-

lentes, pois sdo descritas pela configuracao T.

Sl "2 | I
0 2 0 2 T i
: a] 1
!
2 T i
1 L | 2 ll ro
2 O N .
2 i 1 T2 TO




CAPITULO IV
LOGICAS POLIVALENTES DE PRIMEIRA ORDEM

v.l - DEFINIC@ES PRELIMINARES

Seja S uma linguagem para uma logica proposicional L n-valen

te com d valores distinguidos.

. . . 1 - .
Por uma {inguagem de paimeira ondem S para uma logica n-
o 1 . - o .
~valente de primelra ordem L (associada a linguagem proposicio

nal S) entendemos uma estrutura construida com os seguintes simbolos:

ALFABETO DE Sl

a) os simbolos de S gque nao sejam variavels proposicionais;

b} Um conjunto finito com pelo menos dois elémentos
QT = {Ql,Qz,...,Qq}; 0s membros de QT chamam-se quanidfi-

cadones:

c) Um conjunto VI enumerdvel e nao vazio de simbolos denomi-

nados variaveds Lmndividuals; VI = {vl,...,vn,...};

d) Um conjuntc CI enumeravel e nao vazio de simbolos, denomi
nados constantes individuais ou parametrosd;
CI = {c ,...,cn,..,}, tal que CI N VI = ¢;

e) Para cada m € W - 10}, um conjunto enumeravel PR de sim

bolos chamados predicados m-arlos.



L
~]

Usaremos como variaveis metalinguisticas: x,y,2 (com ou sen
indices) para denotar variavels; a,b,c (com ou sem indices}, para
denotar constantes; P,R,S (com ou sem indices), para denotar sim-
bolos de predicados; e Q, para denotar quantificadores. As varia-
veis nio-linguisticas usadas na parte proposicional continuvarao a
ser utilizadas.

Uma ({nguaguem de promediaa ordam Sl consthulda com o alfavete

I . , ) . .
de 57 & um conijunto construido da seguinte maneira:

- ) . 1 . . .
1) Uma feamufa afomdica cm §° ¢ uma nl-upla Pror, ... I . oD~

de P &€ PR @ r, €
n i

VI U CT;

- - 1 o - .
2) Uma joamufa © um elemento de §° definido da sequinte ma-

neira:
-l et oy i . 0

r-1) S, = {3 :% @& £ormula atomical;

F-2) Sl = Sl WoF(, v, X ) s X, € Sl e [ $4ao conec-—
n+l n 1 |8) i n

1
£

tivos proposicionais p—érios}kJﬂijJA PR E S

X E VI e Qj € QT

OBSERVACAO: De modo rigoroso, deveriamos escrever EXy e X emn
; . P

lugar de F(Xl,...,

inclue simbolos auxiliares, além do ¢ue a primeira forma & mais

XD}, desde que formalmente nossa linguagem nao
L

eficicente do ponto de vista sintatico para evidenciar a unicidade
da escrita de uma formula. No entanto, para facilidade da leltura,

vamos utilizar simbolos auxiliares como virgulas, parénteses,etc.
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0 simboloc de igualdade = & usado sempre em sentido metalinguisti-
COo.
Uma foamula pura & uma fOrmula que ndo ccntém constantes in-

dividuais.

Pelo nivel de uma formula de primeira ordem entendemos a quan
tidade de conectivos e guantificadores gue a formula contem; defi

nindo indutivamente:

nO) n(X} = 0, se X & formula atomica;
P
n.) n{F{X.,...;X )} = ¥ n{x}) + 1;
1 1 p .
i=1
nz)lﬂ(QXJA) = n{(A) + 1
Not (X} = see X E Sl - Sl
otamos que n = r g B -1

Definimos a nocgao de substifudigac por constantfes como se se-

gue: Se A & uma formula, x uma variadvel, e a uma constante, en-

tao:

$,) Se A € atomica, [A}Z & o resultadc da substituicac de

todo x gue ocorre em A por a&;
4 A = | %
pid

83) l(QX)A]a (Ox)

54) [(Qy)AJ? = {Qy}[Alz se v € diferente de x .

Uma formula A & uma joxamula gfechada ou uma sentenca guando
para toda variavel x e toda constante a, [A}z = A ; a formula
[A]: & chamada uma {nstancia de A. Denotamos por S ¢ conjunto

das sentencgas em 5
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b P ¥
Definimos indutivamente o simbolo [A]al ar Como
r - r
Xqsoees X g X 1 v
[ A A A Ja , onde Xy # X, # Xy Foue. F 2z
1 r-1 'r
Uma subformula de uma formula X é definida da seguinte ma-
neira:

SF.) Se X=F(Y,,...,Y ), entaoc Y ,,...,Y sac subformulas
1 1 It 1 m
{imediatas) de X;
SFZ) Se X = {(Qx)A, entao, para toda constante a, 1A]§ &
subformula (imediata) de X;
SF.) Subformulas de subformulas de X sao subfdrmulas de X.

Por uma aavore de subgormufas para uma fOrmula definimos uma

arvore AS tal que:

AS.) Todos os vértices finais de AS sac férmulas atomicas:

L

AS2) Se F(Xl,...,xm) & um vértice de AS, antao Xl""'Xm

s40 0S unicos sucessores imedilatos de F(Xl,...,xm);
A53J Se (OxX)A & um vértice de AS, entao se SRR &
uma enumeracac das constantes individuals, todas as for

mulas [AIZ ,...,{Alz...sﬁo sucessores imediatos de (OxJA.

1 r '
COMENTARIO 4.1. As aArvores de subformulas tem tcdos os ramos fi-
nitos, mas nao sao finitamente geradas (isto &, um vertice pode

ter infinito sucessores).
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Definimos uma arvore de subfoamulfas para o §ormula X, AS(X),

como a arvore de subformulld onde X @ o vértice de nivel zero.

4.1. TEOREMA. Se AS(X) ¢ a axvore de subformulas para X, entdo:

1) Y ¢ subfoamula de X see Y gcorhe em adgum vertice do AS(X);
1i) 0 nivel de X ¢ 0 comphaimente do ramo de comprimento maximo.

DEMONSTRACAQ. Por indugac sobre o nivel das fdrmulas. =

Por um univeass entendemos um conjunto nao vazio U; uma 55&—
mufa com constantes em U ou uma U-formula & uma fOormula construi-
da como anteriormente, mas trocando-se CI pelo conjunto U. Formal

mente,

U-1) Uma U-goamula atémica € uma (m+l)-upla

Pu,u, ... U , onde P & PR e u, € U Y VI;
172 m m i

U-2) Uma U-4ormufa & definida como anteriormente, a partir

das U~formulas atOmicas.

Definimos, de maneira andloga as nogoes de U-substituicao
U--subformula, etc. Para cada universo U, definimos Sl(U} COmMQ sen
do o conjunto das U~-formulas, e denotamos por X" uma £6rmula cor-
respondente, cm Sl(U}, a formula X em Sl. E claro, a partir des-

Coe = P ~ 1
tas definicoes, que as formulas puras sac as mesmas em 5~ e S (U).

Definimos a parte picposicional da Linguagem de pramedia on-

1 : - : .
dem &, denotada por S5', como o subconjunto de s formado
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pelas formulas sem quantificadores . B facil ver que $', assim co

mo S, & uma algebra livremente gerada, na classe das algebras de
e . - - . 1

mesma similaridade, a partir das formulas atomicas (SD) pelaos co-
. 1

conectivog de S5 .

E evidente que podemos tratar S' como linguagem proposicional;

usaremos esse ponto de vista para definir valorizagoes de primei-

ra ordem {ver Segao 4.2).

Definimos uma pre-substitulcao em paimedra ordem como uma

funcao
gt VI > VI U CT
Se X & uma formula atdmica de 8', X de forma Prlrz...rn ,
- 1
podemos estender s a uma fungao 8! :Sé — 8, tal que
1
1 = { - 2 = '

s (Prlrz---rn) P~S(rl))5(r2)...b(rn)), e  como 50 gera S', a
funcao s’ pode ser estendida a um (nico homomorfismo Sb : §' — 8!,

chamado substitudlgao em prdimeinra ondem, definido como:
SH(X) = g'(X), se X & atomica, o

Sh{(x) = F{Sb{¥X.), sb{xz)}, se X & da forma F(X],XZ).

1

A nogac de substitui¢ac por constantes, definida anteriormen
te, pode ser vista como caso particular de substituicac em primei

ra ordem.

IV.2 - SEMANTICA PARA LINGUAGENS n-VALENTES DE PRIMEIRA ORDEM

A nocao de valorizacgao proposicional foi introduzida na Se-

gac I.1 como um homomorfismo especial, estabelecendo a conexao
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entre o valor de verdade de uma fOormula € ¢ valor de verdade de
suas subformulas. Para gque uma conexao analoga se mantenha para
formulas de primeira ordem, necessitamos estabelecer a relagéo en
tre o valor de verdade de uma formula gquantificada e o valor de
verdade de suas subformulas. E claro que essa dependéncia nago po-
dera ser um homomorfismo usual, pois uma formula quantificada pos

sui infinitas subformulas (ver Secao IV.1).

Se dividirmos os valorcs de verdade das subformulas em um
certo nlmero finito de classes, poderemos ter uma solugac para o
problema das fOrmulas quantificadas se soubermos qual € a rela-
¢ao entre as classes e o valor da formula: definimos essa relagao

como sendo a {nteapretagae do gquantificador.

Introduzimos, entao, a fungac distiibuicac de uma fdrmula A,
relativamente a variédvel x e a valorizagao v, como a fungao que
distribue os valores de verdade das subformulas de uma formula
quantificada em n classes, cada uma correspondendo a um dos valo-
res-verdade, ¢ que informa se cada classe & vazia ou nao. A fuh-
¢ac {ntenprvtagav para o quantificador,desse modo, & uma fungao
cujo dominio é o conjunto das sequéncias de comprimento n forma-
das pelos simbolos “"vazio” {0} e "nao vazio" (1}, denotada por
Vo, @ cujo contradominic e o conjuntohde valores de verdace, & as
valorizac¢oOes de primeira ordem saoc definidas, para formulas quan-
tificadas, como composigoes algébricas de fungSes distribuicao e
fungoes interpretacao.

Estas nogoes, introduzidas como generalizacgao do gue oQcorre

no caso classico (ver discussac abaixo, a respeito dos quantificadoraes
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classicos) podem ser vistas, de certa forma, como casos particula
res da defini¢ao de guantificadores de Rescher - Mostowski (ver
[151, pp. 197-206); contudo, as motlvagoes para .as defipicoes,

neste caso, sao totalmente distintas.

. n . -~ .
Seja V2 0 conjunto de todas as sequencias de comprimento n,

formadas pelos simbolos 0 e 1, gue serac interpretados como vaz.io

e nac vazic respectivamente, com pelo menos um simbolo 1; sejam A

uma formula e x variavel livre de A, @ um quantificador;: defini-
mos uma vaforliza¢ao de primedlra ordem para as formulas fechadas
1 1 =

de S§7(U0), denotado por S {U), como sendo uma fungio

v e Sl(ﬁ) — N , tal que:

vyl e uma valorizacao proposicional para S'; e

V2) vigxya = Oq{D(A,X,v)),
onde 9, :Vg —=>n & a funcao {nleaprefacac do quantigicadon Q
e D{(A,x,v) & o valor da juncgav distrnibudigac de A rneldtiva a x
definida como D :SL(U} — Vp tal gue

X,V z
DX V(A) = D(A,x%,v) = (4(0},d(l),...,d{n~-1)) , onde d{i) =1

se existe k € U tal que v{{A]?}:Ti, e d{i}) =0, em caso contrario.

. o 1 ~
Assuminos gue todo quantificador ¢ de 57 possue uma fungao

interpretacao 00 correspondente a Q, e denpominamos © terno
1 )

L7 = (Sl,A,{GO: Q0 & um quantificador em Sl}> uma {fogica n-valente
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de padimedina ondew assocdada a €oglea proposicional L o= (S, A)

A titulo de ilustragac, vames considerar as fungoes interpre

tacao Ov e 05 no casc dc calculo classico; nesse caso, V2 e o

conjunto das cduplas {(0,1), (1,0) e (1,1)} e as fungoes interpre-
tagao, respectivamente para os quantificadores v e 3 , sao:
0 1 Oy 0 1 63
g {0 = verdadeiro)
(0,1) * @, 1 1 {1l = falso)
{(1,0) 0 (1,0) 0
{1,1) 1 (1,1) 0

Intuitivamente, os simbolos 0 e 1 devem ser interpretados

como auséncia e presenca de valorizacoes {(pare as instancias de
uma formula) com valor ¢ na primeira coluna e 1 na segunda. As-

sim, GV significa que {(¥x)A(x) tem valor 0 sce todas as instancig

coes recebem valor 0 por todas as valorizagoes.

COMENTARIO 4.2. Desde que, para cada n, |V2!::2n—l,a cardinalida-
n
de do conjunto de fungoes ¢ & exatamente n(2 _l); esta & a ra-

0

zao de termos congsiderando apenas um numerc finito de guantifica-
dores em nossas linguagens de primeira ordem. No caso classico as

fungoes Sq sa0 as seguintes:
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o 9] ] 5]

o
.
o]
o]

Ql QZ Q3 Q4 Q5 Q6 L =
{0,1)] 1 1 0 0 0 0 1 L
(1,0} 1 1 1 1 0 0 0 0
(L, 1} 1 4 1 0 1 0 1 0

e podemos interpreta-los da seguinte maneira:

(QIX)A = (Vx)A A (¥x)TIA
(QfdA = (F3x)a A 3x)7IA
(QBX)A = 3{(3x)Aa

(Q4X)A T I{¥x)A
(QSX)A 5 T(sz)A TOE3xX)A > (Wx)A

{Q6X)A = Q. x}A.

COMENTARIO 4.3. E claro que em alguns casos poderemos ter um Uni-
€O gquantificador primitivo {(como no caso classico) e os demails de
finidos a partir dele, ocu ainda um conjunto de gquantificadores pri

mitivos.

No Apéndice I introduzimos as nogoes de quantificador primi-
tive e de guantificador definido num calculo de predicados n-va-

lente e estudamos alguns casos mais gimples (n=2 e n=3).

Dizemos que um guantificador VW em uma 1dgica n-valente &
um quanidflcadern univensaf, gquando sua funcao interpretacac tem a

segulinte propriedade:
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= = 1 =
v ol e n—l) D see a, 0 para i € ND

. - . - . - X, o
{isto €, vi(W xJA) € D sce para todo k € U, v(]j’-\ik} e D).

Sinilarmente, H| & um guanfijficador existencial quando tem
a seguilnte propriedade:
.. }) ED see a, =1 ara algum 1 € D.

2y o n-1 i P g

Uma valorizacao atomica de primedina ordem para S (1
assignagao de valores-verdade as sentengas atdmicas de S (U); as
sim ¢ome no caso proposicional, vale o seguinte

4.2. TEQOREMA. Uma valoaizagao atomdica paia st (D) pode sen esten-

. - . - . . 1.=
dida «a uma anica valorizagac de paimedra orndem pana S (U).

DEMONSTRACAO. Por indugao sobre o nivel de construcao das £ormu-
lag, usando as definicoes V-1 e V-2 para valorizagoes de primeira
ordem e o fato de que cada quantificador possui uma fungao inter-

pretagao. m

. 1 , . . _
Seja S o conjunto das formulas (na¢ necessariamente focha-~
l ‘ Fa - -, : v ]- . . T i
das) de L7; uma {infeaprefacac semanticda de L7 em um universo U #¢
¢ uma funcao I tal que associa:
. e : 1 .
I-1) A cada constante individual de 5 um clemento de U;
I-2) A cada simbolo de predicado m-ario P uma partigao do pro
, _ m
dute cartesiamo U e n classes Pg,...,P*n correspon —

-1

dentes aos valores verdade chamada P-pari{iccce de U.



Chamamos ao par U = (U,I) uma estrutura de primeira ondem

para Ll.

DEFINICAO. Dizemos que uma lbgica n-valente de primeira ordem &
regular gquando entre seus quantificadores temos um quantificador

universal e um quantificador existencial.

Nossos proximos passos serao as definicoes de veadade 506 uma

interpretacao semantica, validade e satisfacdo numa estrutura. O
plano que pretendemos seguir &: 1) definir a nogao de verdade de
uma U-sentenca, numa interpretagao semantica I; 2} mostrar dque

equivalem as nocoes de estrutura e valorizagao de primeira ordem;
3) definir as nogoes de satisfacao e validade para sentencgas em
1 - -
57, com enfase nas sentengas puras; e 4} mostrar que numa logica
regular as definigoes de satisfacao e validade para sentengas em
geral se reduzem ao caso das sentengas puras. Estes resultados
permitem simplificar bastante os procedimentos do tipo tableauv pa

ra primeira ordem (gue definiremos adiante).

Dada a estrutura U = (U,I} , dizemos que uma U-senteng¢a atod
mica Puy -« Uy {isto &, uma senteng¢a atomica de Sl(U)) fem  va-
Lo 1 em U se a m-upla (ul,...,un} pertence a PI {onde
I{P) = (Pg,...,P*i,...,P;}. Se o valor i e um valor distinguido,
entdo dizemos gque Pul S & vendadeina em U , ou gue U & um
modelo para Pu, ... u_.

1 m
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4.3. TEOREMA. Uma esfaufura U ={U,I) define uma anica valoniza

cag atomica de primedinra cordem pand Sl(ﬁ) e hecdprocamente.

DEMONSTRACAO. Dada a estrutura U = {(U,I? , podemos construir ©

l(5) e pela definigdo preceden

conjunte das U-formulas fechadas S
| L 1 |

te temos uma valcrizagao atdomica para S5 (U}; por outro lado, dada

uma valoriza¢ao atdmica para Sl(ﬁ), construimos a interpretacao

I 1 . .
semantica I de L~ para U da seguinte maneira:

I-1l) Desde que o conjunto daé sentengas S~ & enumeravel, or-
denamos Sl(ﬁ} {eventualmente usando o axioma da escolhg,
pois U pode ser um conjunto qualquer) e para cada cons-
tante que ocorra numa formula em um dado nivel de cons-
trucdo escolhemos para imagem dessa constante o elemen-
to . de U gue ocorre na férmula correspondente; percorren
do todos os niveis, associamos a cada éonstante um ele-

mento de U;

I-2) Para cada simbolo de predicado m—ario P, construimos a

P-partigac I(P) do seguinte modo:

{u ...,um) € P; see V(Pul---u )= 1. =

l!
. , 1 .= . _
Dizemos que uma sentenga qualquer de S (U) (sao necessaria —
mente atdmica) tem valor 1 em U see assume valor i pela valoriza-
cao induzida pela valorizacao atdomica; a sentenga & verdadelra se

i € D.
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Seja SP o conjunto das sentencas putas de Sl; & claroc que 5P
esta contido em Sl(ﬁ), para todo universo U. Dizemos que uma scn-
tenga de SP & satisfativel se & verdadeira em alguma estrutura U
(equivalentemente, apds o teorema 4.2, se existe alguma valoriza-
cao de primeira ordem v tal que v(A) € D); dizemos que A & val.i-

da se & verdadeira em toda estrutura U.

De maneira geral, um subconjunto S de SP ¢ satisgatived se
existe uma estrutura tal que cada elemento de S @ satisfativel nes
sa estrutura. Dizemos gue uma sentenca A & jalisfaldvel num und-
verse U (respectivamente, valdida mum undverso U) se é satisfatl —
vel (valida) em toda estrutura que tem U como universo.

- =1 .
Se A(cl,..-,cr} e uma sentenga em S5~ -~ 5P contendo exata-

mente as constantes o ,Cc_, dizemos que A(cl,...,cr) & satds

14 -

!

jativel {valida) se existe uma estrutura U = (U,I) tal que a

sentengca B = A{I{c

1 : - - .
ST (V') {onde U*' = I(CI} C U) & verdadeira (respectivamente, se

l},...,I{cr)} correspondente a A(ci,...,cr)em

B & verdadeira para toda estrutura U).

O proximo teorema, cuja prova & omitida por ser rotineira
e totalmente andloga & do caso c¢lidssico, deixa registrade o fato
de que basta considerar sentengas em SP quando se trata de valida
de ¢ satisfacao para 1ldgicas requlares {e mostra que as defini -

¢oes dos quantificadores universal e existencial fazem scntido):

PR | o , .
4.4. TEOREMA. Se¢ja L7 wma {fogica n-valente xegulban; entao, se

SURRENE saoe vardaveds (ndividuais distintas que nde ocehrem gm
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A{cl,...,cr}, ¢ ose A(xl,...,er Lmndice a subailqfulcao de ¢, noh
Xpee s X pak X e temos ques

1) Afe,...c) ¢ saddisfalivel see a  sentenca de SP

{alxl) R {gfxr)(ﬂ(x],...,xr) e satisgativel; ¢

2} A(cl,*..,ch ¢ vatida sec  a sentenca de  SP

W x) o (WA e x ) e valeda, =

IV.3 - TABLEAUX QUANTIPICACICONAIS

oo=d . . 1 1*
Seja 5% o© conjunto das sentengas em L ; denotamcs por 5 O

conjunto das sentencas assignadas de S, isto e,

—1*

- Ce oo : 1 - ‘ -

Se O e um gquantificador de L e GQ sua funcao Iinterpretacao
dizemos que a mt+l-upla (i, jl,...,jm) de valores de W salisfaz a
condicde gquanti{gceacional para O {em simbolos, vale a condicao
Di{Q,jl,...,jm)) se a n—upla \d{O],...,d[jl),...,d(jm},.“,d(nﬂj 7,

e m < n, definida como d(t} =1 sgsee t = j_ e

onde n = |N

d(t) = 0 caso contrario, pertence a o (i) .

Em outras palavras, (i,jl,-.-,jmj satisfaz a condigaoc quanti
ficacional para ¢ se a n-upla gue consiste dasz coordenadas 1 nas

posigoes jr e 0 nas demais tem imagem 1 por Oy -

A definic¢ao de condigao quantificacional e fundamental para
a definigéo dos tableaux guantificacionals; vamos discutlr, <omo

motivagac, cstas nogoes no caso classico.
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Notamos, em primeiro lugar, que da definicgaoc das fungoes

oy € Oy da Secao V.2, temos:
al o7t (o) = (@0}
-1 B
b} Oy (1y = {(0,1),(1,1)}
-1 B
c) 63 (0y = {{(1,0),{(1,1)}
-1 B
d) Oy {1y = {(0,1)}

e, portanto, valem, respectivamente, as seguintes condig¢oes guan-
tificacionais:
Y;0
a) Db_(¥;0)
by D,(V¥;1) , DL{V,O,l) ,

O(Q;U,l) . DO{H,O) .

gue significam, do ponto de vista intuitivo, o seguinte:
a) ¥ & verdadeiro somente quandos todas as instancias o sao;

falso quande todas as instancias sao falsas ou guando

o
<L
0

tem instancias verdadeiras e falsas;

c) 3 & verdadeiro quando todas as instdncias sido verdadeiras

ou quando tem instancias verdadeiras e falsas;

d} 3 & falso guando todas suas instancias sac falsas.

Assim como no casc proposicional, vamos também nos restrin-

gir zos conectivos bindrios, embora a Gnica razao para esta
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restricao seja a facilidade de leitura e de escrita.

. 1 - : B} .
Seja L7 uma logica n-valente de primeira ordem fixada;defini

ros O tableau quaintd focactonal da formula assignada ai{X} CONo i

arvore cujo primeiro vértice e ai{X), construida como se segue:

T-1} Se X e da forna F(Xl’x )}, estendemos a arvore coms  no

2
caso proposicional, trocandc "variavel preoposicional”
por "formula atomica” (isto &, usamos as regras Hl/wz

com as modificacoes obvias);

T-2) Se X e da forma (0xX)A, estendemos & arvore de acordo

com a regra:

v {a, ([A] ; _
jl cl Jo ) I m

onde a) jl""'jm < n e vale a condigao guantificacional
Di(Q;le“"fjm) =

b} se m > 2 nenhuma das constantes ¢, ocarreu anteriormante.

(esta ultima condicao serd referida como subsfifuicac cuidadosa,

e sua razdo de ser & evitar confronto de instanciagoes; este cui-
. .. - , _ ) LM - x

dado se reduz, no caso n = 2, as derivacoes de [AJ? o ﬂJA]C a

partir de (Hx)A e v(¥x)A).

Os simbolos V ¢ A devem ser entendidos como no caso proposi-

sional;
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1~3) As regras 'nl/?"2 e Al/kz sao aplicadas de acordo com

o seguinte proceddimento sistematico:

T-3.1) Iniciamos a arvore cor ai{x); este & ¢ vértice 1.

T-3.2) Se temos o vértice n aplicamos T-1 ou T~2 {isto &, aplii
camos as regras ﬂl/ﬂz ou Al/EZ, de acordo com a for-

mula X}.

T-3.3) Desenvelvemos o tableau proposicional resultante, con

siderando as formulas do tipo a, ((Qx)Ax) como afimi-

cad cdo ponto de vista preposicional, e declaramos o

vértice n usado.

T-3.4) Caso a regra kl/kz tenha sido utilizada em T-3.2, adi
cionamos o vértice n ao Ultimo vértice de cada ramo

que passa por nj;
T-3.5) Suponhamos que o vértice n tenha sido usado; se todo
vertice onde ocorre uma formula nao atdmica ja foi
usado, © procedimento para. Caso contrario, tomamos

como vértice n+l o vértice nac usado de menor nivel e

mais a esquerda na arvore.

Dizemos gue um ramo dde um tableau guantificacional para ai(X}

& fechado se existe alguma subfdrmula ¥ de X tal que aj(Y} e
ak(Y} com j # k, ocorrem neste ramo ou T-1 ou “T-2 nao podeamn

ser aplicados. Um tableau quantificacicnal @ fechado gquando  cada

ramo for {echado.
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PDizemos que uma sentenca X de st g demons tadvel (ou & foone-
ma se para cada 1 € ND, o kableau guantificacional para a. (X} &
fechado; nesse caso, 0 conjunto dos tableaux fechados para ai{XL
i € ND, & chamado de demonstracav para X. Denotamos o fato de X

ser teorema em Ll por Fj_X.

A
b - —l . - g . - N . i
se BV {Xj € 57, defininmos as nogoes de consequencia sLnta-
tica e consequlnedla semdntica (para primeira ordem) da mesma ma-
neira gue as do caso proposicional, substituindo "tableau” pox
"tableau guantificacional” e "valorizagac" por "valorizagao de
primeira ordem", respectivamente, e definindo a nocao de Tableau
quantifiecacional para um conjurto 2y (B} de maneira similar a do
O
caso proposicional com as modificacoes Obvias. Se X e conscguen —

cia sintatica (semantica) de B, denotamos e¢ssa relacgao entre B e

X por Bl= X (Bl= X).
rt It

COMENTARIO 4.4, EXEMPLOS DE APLICACAO DOS TABLEAUX QUANIIFICACTONATS.

vamos considerar exemplos de aplicacgoes dos tableaux para a
logica classica de primeira ordem e para o cdlculo trivalente de
primeira ordem utilizado por D'Ottaviano em | 7 |; & dbvio que nao
& necessario utilizar as regras de derivacio de tableau para ra-
mos fechadosg, de acordo com a definigao de demonstracao.

Abreviamos, nos tableaux, as expressoes !A}i por Aa, para

facilidade de leitura.

EXEMPLO 1 - CASO CLASSICO. Sejam Q =¥, 9, =3 e 0 = verdadeiro;

vamos dar uma demonstrag¢ao para



(¥} (P{x) A Q(x) 2 {(IxIP(x)
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VvV 0({x)) (P,Q atomicas)

E facil ver, pelo item T-2 da definicdo de tableau quantifi-

cacional, que as regras Al/kz nesse Caso Sao:
a ({(¢x}Aa)
R-1) —2
aO(Ac)
a, ({¥x)A)
R-2) =
{al(Pc}} v {a {Aczj A al(ACB}}
al((ax)A)
R-3) st
al(Ac}
a {({Ix)Aa)
R=4)
{ao(Ac)J i tao(Acz) A al(AC3)j

onde nenhuma das constantes indexadas ocorreu anteriormente.

A demonstracao consiste em mostrar gue o tableau guantifica-

cional para a, (X) & fechado, onde X & a sentenca em questao:

1
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{1) al[(VX)(PX A Ox) 2 Ax)(Px v Ox)]

(2} aoi{VXJ(Px A (de {1), aplicando T-3.2)
{3) al[(JX).(Px VooOx)] (idem)
{4} a, [Pa A Qa] (de (2}, aplicando T-3.2)
(5} aO{P;] (de (4), aplicando T-3.3)
(6) aO{QJi (idem)
(7) [J] (de (2}, aplicando T-3.4)
(8) aliPJ Vo Qb {de (3}, aplicando T-3.2)
{9) al[Pg] (de (8), aplicando T-3.3)
{10} al{Qi1 {idem]
{il) aoipg A QOb] {de (7, aplicando T-3.2)
{12) aO[Pi] {de {11), aplicando T-3.3)
{13} aO[Qi] {idem) .

X

OBSERVACOES. & regra R-1 foi aplicada em (2} e {7y, gerando o©s
vertices (4) e (L1); a regra R-3 fol aplicada em {3}, qeo-
rando o vértice (8)

O tableau & fechado em virtude de (9) e (12) {e também de (10)e(13})}.



(1)

EXEMPLO 2. Vamos demonstrar ocutro tecorema,

(Vy) ((¥x)Px 2 Py)

no caso classico:

77

Nesse caso, o tableau terd ramificagoes por envolver as con-

dicoes quantificacionais Dl(v;l) ,

0 simbolo [i) indica repetigao do vértice em (i)

Dl(V;O,l).

a. {{(¥y) {(¥x)Px D Py})

1

#f”#f###ff’###hﬁﬁhﬁhhhﬁﬁh““mﬁh,

ao((Vx)Px D Pb)

alt(Vx}Px > Pa) {3)
(4)

a {({¥x)Px)
[

(lU)_ao((VXJPX)

.

aq

I

2,

{9} a

{11)

a
@)

1

((¥x)Px D Pc)

{(¥x)Px)

|

({vx)Px)

[
X
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DESCRICAQ DOS PASSCS DO TABLEAU:

a) Iniciamos ¢ tableau com o vértice (1) ;
b} Aplicamos R-2 a (1); obtemos {(2), (3} e {(4};

¢} A partir de (2), por T-1, obtemos (5) e (6); o veértice

(2} esta usado;
d) O vértice (7) vem de (1), por T-3.4;

e) Os veértices (8) e (9) vem de (3), que & o primeiro vérti

ce nao usado;
f) 0s vértices (10), (11}, (12) vém de (4), por T-1:
g} O vértice (13) vém de (1), por T-3.4;

h) Os vértices (14) e (L5} vem de (7) e (13), respectivamen-

te, por R-1.

EXEMPLO 3. Seja J, o calculo trivalente de primeira ordem estuda-
2

do em [7 ], cujos conectivoes e quantificadores sac descritos pe-

las seguintes fungoes:
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vyo 1 2 940 12 A0 12 v i N=(0.1,2)
oo L1 2 o012 2 2 0|0 0 O 040 04 2 b={1,2]
11 1 2 110 1 2 1(0 1 1 112 111

212 2 2 210 1 2 210 1 2 2] 2 210

g 1 2 3 Y

1 0 ¢ 0 0 isto &, 3 e V¥ sao interpretados pelas se-

0 1 0o 1 1 guintes fungoes, respectivamente:

Uq((d(O}, d(l), d(2)) ) =max{i:d(i} # 9}
1 1 © 1 0 B

ov((d(O), d(ly, d(2)) ) =min{i : d(i) # 0}

e as condig¢Oes gquantificacilonais sdo as seguintes (agrupadas para

referéncia nos tableaux):

350 D, (370)
3,0 Dy (3;1), b, (3:0,1)
1,3 D,(3:2), D,(3;0,2), D,(3;1,2), D,(3:0,1,2)
VO: DD(V;O), DO(V;O,l}, DO(V;O,Q), DO(V;O,1,2)
Vit Dy Vi), Dy (¥;1,2)
Vo D2(V;2).
e, portanto, as vegras A,/ para J sao as seguintes:

1" 2 3




g0

do(t3x}ﬂ}
J-1) RS
CO Ll
a. ((Ixra)

J-2} L
{al(Ac}} Y gao(ACl) A al(Acz)}

a2({3xm)

J-2)

o A ) I . % i ‘C S E o s .
{42ACJ Y {EOACL A azAczf W tdlAc3 A QZAL4} V {aOACS A alALG A JZAL?}
ao((vX)A)

J-4) ——
| = L k B -] = " hYC I
{aOACJ Vv 1a Ac it alACZ} v {aOZ\C:3 A 5122'&(,4; Y {aOACSI\ cllACG A a25\c,7;

a. ({(¥x)A)

J-5) - e
- - 1 '

{dl(Ac)J Y {1lu-\cl) A az(Acz}}
az{(VxJA)

J~6)

aZ{Ac)

onde nenhuma das constantes indexadas ocorrer anteriormente.
A5 regras ul/ﬂz sao claras a partir das tabuas.

vamos dar uma demonstracac para:

(Vx) Vi(Ax A Bx) C (Ix) (VAx A VBx), (A ¢ B atdomicas):



{1} aO(WX-)' V{Ax A Bx) 2 (3x) (VAx V VBx)
{2) al{(\ix} V{Ax A Bx) (3) az((\:’xJ Y{AX A Bx))
(4) a_ ({3x) (VAx V VBx}) {5) [4]
(6) al(\?(Aa A Ba) (7) a, mAb A Bby)
| ' [
X (8) a,(V(Ac A Be))
|
X i
(9) a’z(\?(}a A Bad)
,_,-F—"“_Jf - \
{10} al(Aa A Ba) {11) az(}\a A B
. |
(12) al[Aa) (13) al(fa) (14) az{Aa) (18) dO(Ta)
{15) al(Ba} o {16) az('Ba) {17} all(Ba) {19) az'(fBa)
|
{20) [ 3] [ 31 [ 3] [ 3]
| | | |
(24) aO(VAa ¥V VBa) [24] [24] [24]
| | | |
(28) aO(VAa) (28] [28] {28]
| | | |
(32) aO(VBa) [32] [32] [32)
| | | |
(36} ao(Aa) [36] [36] [36]
| | | |
{40) aO(Ba) [40] (4G} (40
| | l |
X X b X
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DESCRICAC DO 'TABLEAU

al

b)

c)

d)

It

Iniciamos o tableau com o vértice 1;

Os vértices (2), (3), (4) e (5) cc obtém de (1),por T-3.2;

Os vértices (6}, (7} (8) se obtem de (2), por 1T-3.2, apli

cando a regra J-5;

Os ramos que passam por (6) e (7) sao fechados porgué nao

existe condigao proposicional Hl(V;i};

O vértice (9) vem de (3), por T-3.2 e pela rogra J-06;

Os vértices (10) a (19) vém de (9), por T-3.3;
Os vértices (20)a (23) vem de (3}, por T-3.4;

0O vertice (24) vem de (5), por T-3.2 ¢ regra J-1;

Os demais vértices se obtem de (24}, por F.3.3;

Os vértices (15) e (40) fecham o ramo que passa por (40} ;
os demais ramos sao fechados por (16) e (41), (17) e (42)

e (18) & (43).

EXEMPLO 4. Vamos considerar, neste exerplo, um tableau gue nao fe

cha: se tentamos demonstrar, emn J3, (3} (Ax A VAX), temos o sze-—

guinte tableau:



23

(1) a_ ((3x) (Ax A VAX))

(2} a {Aa A Via)

: ———

__——F-"ﬁ T —
_F—P-"f T
— - __hh_h‘“‘ﬁ——h_‘______‘
(3} do;ﬁ‘\,a) (4) a (i"‘?‘n‘a)
() (1] (5} dO(Aa}
I
(7) [1i
a_ (Ab)
o)
11}

0 vértice (2) se obtém de (1), por T-3.2 e J-1; os vértices
(3) a {(5) vém de (2) por T-3.3. O vértice (6) e (7} vém de (1),por
T-3.4. Os dois ramos gue passam por (6) e (7) sac abertos . Fica claro gue

a repeticao de (1) permitira obter a_(Ac), para toda constante c.

o(

Esta & a razao da aplicacao de T-3.4: conforme veremos adian
te, a repeticao de vértices permite obter, no caso de tableaux
abertos, uma valorizacac de primeira ordem gue da o valor 0 a for

mula testada. Como 0 & um valor nao distinguido, a formula nao sc

ra teorema.




capITULO V
APLICACOES DOS TABLEAUX QUANTIFICACIONAIS

V.1 - TEOREMAS DE COMPLETUDE E COMPACIDADE.

Definimos conjunfte de Hintikha quantigicacional para um und-
verse U como sendo um conjunto H de U-sentengas assignadas (isto

- 1 ,— . . .~ o . .
e, HC 87 (Uj*), tals que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

Cl) Para toda formula atdmica X de Sl(U), e para todo k;j <1,

k # 1, se ay

(X} € H, entao aj(X) & H;
C.) Se Y = ai(F(Yl,YZ) C H, entao alguma consequéncia de

nl/wz(Y) estd contideo em II .

C,) Se ai(Qx)A € H, entac existem jl,...,jm < n tais que:

a) Vale a condicdo quantificacional D, Q37,030

b) Cada formula [A]i , ¢ € U, esta em H assignada por al

gum simbolo aj ;1 < r < m.
X

¢) Para cada jr’ L < r <m, existe c em U tal que
a. (lal™) € H.
I <
COMENTARIO 5.1. Para enfectizar a dependéncia do valor de n {con-
junto de valores-verdade) nesta definicao, poderiamos chamar O

conjunto H de conjunto de Hintikka quantificacional n-ddimensional;
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nesse caso, o leitor poderd se convencer de que esta definigac ge
neraliza propriamente o caso classico {2~dimensional) se conside-

rar as condicoes guantificacionais para Y e EIN

Se B @ um conjunto de U-fdbrmulas asssignadas, definimos O
tragco de B, T(B), coro o seguinte subconjunto de N ; T(BY={i £ N:

existe X tal gue ai{X} € BJ.

Se A @ um conjunto de formulas nac assignadas, dizemos que
um elemento X de A & i-valordizavel se existe uma valorizagao  de
primeira ordem v tal cue v({X) = i; dizemos que A & No-ua£WMZ&ueE

se existe uma valorizacdo tal gue cada X em B & i-valorizavel pa-

ra 1 € N C N.
O

Se A & um conjunto de formulas nac assignadas, denotamos por

Ay (A), N, CN, o conjunto de assignagoes de formulas de A tal

0

que:

1} T(aN (R)) = No ;e

0
2) Se al(X) e aj(x) S ay (&), i = 3
G
(dito de outra maneira, ay {A) e -a imagem de wuma fungao
O
1* .

F :NO X A —= § tal gue F{i,X) = ai(X)'

Se B & um conjunto de formulas assignadas chamamos de supoi-
te de B ao conjunto SP(B) = {X € 51: existe 1 < n tal que

ai(X) c B}.
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5.1. TEOREMA. Seiam H um corjfunto de U-senfencas assignadas com thacge
T (H), ¢ Ho o supoate de H; se H ¢ um confunto de Hintikka, exisite
uma valordizacao v tal que viX) = i se ai(X) € H (e consequentemen
te HO.E T(H) -valorizavel).

DEMONSTRAGCAO. Construimos uma valorizagao v por indugdo sobre o

nivel de construcac das formulas da seguinte maneira:

1) Se X & uma formula atomica de Sl(ﬁ) e se ai(XJ € H, entao

v{X)

2) Pelo teorema 4.2, esta valorizagao atomica pode ser esten
dida & uma Unica valorizagao (e, portanto, podemos deno-

tar a extensao pelo mesmo simboloc v}

3) Por inducdo no nivel de construgao, temos, para formulas

¥ em H_:
o]

3.1) Se X & de nivel 0 {(atdmica) €& claro que X & T (M)-valori

zavel, e que vVvI(X) = i se ai{X) € H.

3.2) Suponhamos que X tenha nivel positiveo e que toda formula

de HO de nivel menor & tal que v{Y} = 1 se aj(Y) = IH:

a) Se X e F{Ylng) e ai(X) € H, pela definigac de conjunto
de Rintikka gquantificacional existe alguma conclusao de

4 i H i 1; hipote-
ﬂl/hz (ai(X)} da forma A{atii contida em li; por hipote

se de indugao, V(Yi] = j, ¢ pela definicao da regra u,/n,

do tableau, e pela cliusula V-1 da definigao de valoriza-

cio de primeira ordem, V(F(Yl,Yz)) = 1.

i; se X € SpP{H) assignamos um valor arbitrario a v (¥);
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b) Se x & (Ox)A, e a, (X) € H, pela condicao C, vale a
condigao quantificacional Di(Q,jl,...,jm),para cada jr
existe uma formula aj ([A]é) em H (e, portanto, nor hi
pdtese de inducao, umarférmula tal que v([A]é} =31 e

. - X —
ainda todas as formulas aj ([A]C) estao em H (e, por-
r
tanto, por hipdtese de inducao todas as férmulas desse

tipo téem valores jr).

Pela clausula V, da definicao de valorizacdo de primeira or-

2

dem, entao, v{X) = i,

E claro que H & T(H)-valorizavel. 4

Vamos demonstrar, em segulda, o teorema de completude e con-
sisténcia para logicas n-valentes de primeira ordem; antes, DO~
rem, demonstraremos um resultado um pouco mais geral relacionando
existéncia de tableaux abertos e existéncia de valorizacdes de pri
meira ordem. O teorema de completude e consisténcia obtém-se como
caso particular, & semelhanca do que ocorre no ¢aso proposicional
(Capitulo II, Secao II.1).

5.2. TEOREMA. a) Se X 2 uma sentenca em Sl(ﬁ§, entao X ¢ i-valonrd
zavel see exdisfte um tableau gquaniificacicnal aberto para ai(XJ;

. . 1 =
b) Seja B um coenjunto de sentfencas em S (U} e

N SN e £ e i sac¢ 4funcoes tals gue

f(X)=a (X), onde X € B ¢ 1()& N

1 (¥} O

entae exdste uma valondizacdo de primeina ondem v fal gue v(X)=L{X),
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parz Lodo X em B see existe um Tableau quanidficacional aberto pa

¢ cortjunto {aiDQ(Xh X € B}.

DEMONSTRACAO. a) Suponhamos que exista uma valorizacdao de primei-
ra ordem tal que vI(X}) = i; se construirmos a arvore de subfdrmu-
las para X, AS(X) (nesse caso, tomando o cuidado de tomar as cons
tantes em U}, a existéncia da valorizacao nos permitira assignar
cada vértice com ay se o valor do vértice pela valorizagao & J ;
& claro que dessa forma cumprenmn~se as condicoes para aplicacao

das regras de derivacgao e %y@z e conseguinos um tableau  aberto

i 1/152
para ai(X) (que serd,deperdendo das reqras ﬂl/wz, uma subarvore de AS(X) ).
Por outro lado, se existe um tableau quantificacicnal aberto
para a. (X}, é facil ver que o conjunto dos vértices deste tableau
& um conjunto de Hintikka quantificacional, devidoe a clausula T-

3.4 da definigao de tableau quantificacional. Logo, pelo teorema

5.1, existe uma valorizacao de nrimeira ordem v tal que v{X) =1i.

b) Se existe uma valorizacaoc v nas condicdes acima,
antao pela parte (a) existe um tablecau aberto nmara cada formula
assignada a, (X}, X € B; suponhamos que o tableau rnara o conjunto
{ai(X): ¥ € B} seja fechado; nesse caso, existe uma formula de B
{ou subformula de formula de B) que ocorre no tablcau com assigna
coes distintas; desde que v & uma valorizacao, isto € impossivel,
logo o tableau & aberto.

Reciprocamente, se existe um tableau quantificacional aberto

para o conjunto {ai{X): X € B}, entao existe pelo menos um ramo

aberto gue contém como vértices todos cs elementos desse conjunto;



este ramo, claramente, & um conjunto de Hintikka quantificacional,
e pelo teorema 5.1 obtém-se uma valorizacao v tal que v i{¥X}= 1{X}

para todo X € B. m

5.3. 'COLORARIO. (Teorema da Consisténcia e Completude}. Seja

B U {X} wum conjunteo de sentencas puras; entdao B by X bee B kT OX.
L I-J

DEMONSTRAGAQ. Suponhamos que B 5 X; se D & o conjunto de wvalo-
L
res distinguidos de Ll, seja v uma valorizacao de primelra or-

dem tal que {v(Y) : ¥ € B] € D e v(X) = i & D,

Pelo tecrema 5.2, existe um tableau aberto para o conjunto

H e L cl . "
{av(Y)(Y) Y € B} {11(X)} e portanto B i? X,
Por cutro lado, se B bﬁ X, existe um tableau aberto para al
Iz
gum conjunto ay, Y {ai(x)} , onde i € ND e ap = {aj(Y) : ¥ € B
e Jj € D},
Pelo teorema 5.2, ha uma valorizacao v tal que v(B} C D e

vi(X) € D, logo B hﬁ X. u

T
COMENTARIO 5.2. Como consequéncia do teorema anterior, obtemos que
toda formula valida tem uma nrova finita; de fato, se X & valida,
para todo 1 € ND, o tableau para ai(X) & fechado, ou seja, tem
todos os ramos fechados, e, portanto, finitos. Pelo lema de Konig,

o tableau nao pode ser infinito, pols teria um ramo infinito.

Como aplicagoes do Teorema da Completude, nodemos mostrar que

o valor de verdade que uma sentenca assume numa ldgica n-valente
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de primeira ordem nao depende das marticulares varidveis que a

sentenca contenha:

5.4. COROLARIO. (Teorema da Variante). Seja s : VI —> VI uma phre
-substitudcdo que Leva varddveds em varlaveds, e SbS a substitud-
cae em primelna oadem nefaliva a s f{ver Segao IV.I) e sefam
A' = Sbh(A) e x' = s(x), onde x & uma varlavel ¢ A uma jormula

pura; entao

— (Dx)A  see = (Ox'")A'

—

DEMONSTRACﬁO. De acordo com o teorema de Completude, basta mos-
trar que, para toda valorizacao de primeira ordem v, v((Qx)A) €D
see v((Qx")A') € P; em primeiro lugar, & facil ver, por inducao

sobre a construcgac das foérmulas, que

para toda constante a num universo U. Desde que V“QXHQ:UO(DULX,VH,

onde D(A,x,v) = {(d4(0),d4(1),...,dn-1)? e d{i) =1 see existe
k € U tal que v([A]i) =i, e d(i} = 0 em caso contrario (con-
forme definicao de valorizacao de primeira ordem, Secao 4.2), pe-
la observacao anterior temos que D(h,x,v) = D{A',x',v') e, por-
tantec,

vi(Qx)ay=v{{Qx")A") ,

para toda valorizacao de primeira ordem v, e pelo teorema de com

pletude, a demonstracao estd completa. =
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V.2 - PRINCIPIO DA UNIFICACAO PARA LOGICAS DE PRIMEIRA ORDEM

No Capitule 11, Secao II.3, descrevemos o Principio da Uni-
ficacao para logicas proposicionais n-valentes, e mostramos como
os tepremas de completude ¢ compacidade, no caso pronosicional, po
dem se obter diretamente a partir deste Principio. Neste paragra-
fo vamos demonstrar uma versao do Principio de Unificacac  para
logicas de primeira ordem e derivar os teoremas de compacidade e
Lowenheim-Skolem para logicas regulares; de acordo com o teorema
4.4, Segao 4.2, & suficiente considerar sentencas puras(para ques
tdes que envolvam as nocoes de validade e satisfacgac) em logicas
requlares; por esta razao, as hipbteses dos teoremas a seguir re-
ferem-se somente a conjuntos de sentencas puras. Sugerimos aoc lei
tor gue neste ponto, compare as definicoes a seguir com as do ca-

so provosicional (Secdao II.3).

: . . L1 .
Seja T um conjunto de conjuntos de sentencas em 3 (UY, (isto
&, de sentecncas assignadas com parametros em um universo U) € su

ponhamos que T tem caradter finito. Se K € T, dizemos que K [fem a

propriedade T.

- . 1,.— .
Se B & um conjunto de sentencas em S (U) {(de sentencas sen

Inl

assignacao) dizemos que B & I-consistente se existe K € ' tal que

K ={a. (X} :X&€ B e i & D}.

Assim como no caso do Princinic da Unificagdao promosicional,
(Secdo II1.3), a expressao "B & I'-consistente” significa, do ponto

de vista intuitivo, que T garante que B & consistente, como
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demonstramos no teorema 5.6 a sequir. Assim, I' sera uma Proprieda=-
de de Consisténcia Analitica quando; 1) nao contém sentencas ato
micas com valores "contraditorios”, e 2} se uma sentenca A ocor
re em [ com um certo valor de verdade, suas subsentencas ocorrem

também em T com os valores tais que justificam o valor com que A

comparece em [,

bizemos que T & uma proupiicdade de ecoisistincda analitica
(abreviadamente, PCA) quando todo conjunto K que tem a nroprieda-

de ' satlsfaz as seguintes condicoes:

P} K nac contém a, (X} e aj{X}, se 1 # 3 e X & uma senten
~ 1 .=
ca atomica de S (U} ;
Pl) Se ai{F(Yl,Vz)) € K, existe alguma conseguencia C =
= wl/w2(aiF(Yl,Y2J) tal gue K VY C tem a propriedade [.

P2) Se ai(Qx)A € K, existem jl,...,jm <n tais que vale
a condicao quantificacional Di(Q; jl,,..,jm} e o)
. X ] .
conjunto 2 = {a, ([A1J) : c € U} (onde pwara cada J_,
'Jr
1l <r < m, existe peloc menos um c e U tal que

. Pt -
aj (lA]C} € Z) € tal que K U Z £ T,
r

5.5. TEOREMA (Principio da Unificacao nara Ldogicas n-valentes de

Primeira Ordem). Scja B wnm conjulte de sentengas puras,l uma PCA;
se B € T-consdstente, entde todos os elamentos de B sde satisfatl

VELA AUm unduliio enumohrauve f.
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DEMONSTRACAC. Suponhamos, em nrimeiro lugar, que B seja enumera —

vel (o caso finito €& trivial a partir do caso enumeréavel}.

Desde que B & T-consistente, existe um conjunto aD(B%:&a{X):

X < B

i € D} gue tem a propriedade T.

Como © conjunto aD(B) & enumeravel, seija Zl,Zz,...,Z caey

n}'

uma enumeragao para esse conjunto. O plano da demonstracac & cons

truir um conjunto de Hintikka quantificacional M, definindo a

sequéncia M, como segue:

1)

2)

Tomamos Ml = Zl; este & o primeiro passo na construgao de
Ml:

Se temos © termo Mo onde os termos da sequéncia ° formam
um conijunto finito que tem a promnriedade T, - suponhamos

que ¥ & 0 n-&simo termo:

a}) Se Y & da forma ai(F(Yl,Yz)), estendemos a sequencia

colocando ¥, ff{a. (Y, 7 se C = , ! 50
o} : 3 l}, ntl ﬂ{aji(Yi}; 2 ' una

consamﬁknia<k3wl/w2&H;%Y /Y,)) tal que P-1 & satisfeita:; a

1

sequencia resultante tem pelo menos n+l termos, e

tem a propriedade T, por Pl.

b} Se Y & da forma ai(Qx)A e se jl,...,jm sac tais que
vale a condigao P, da definicdo de PCA, estendemos  a

sequéncia anexando 0% seguintes termos: Y.ooay (haq ),
1
ajz(AaE)"'°’ajm{Aam)’Y’Zn+l’ onde ayr8pr-ne, sao

constantes tals que:

-

T
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b-1) Se m > 2, I R nao ocorreram anterior —

bl
i

mente na sequencia;

b-2) Se m =1, Aal nag ocorrel anteriormente na se-

quéncia.

0 conjunto M dos termos da sequéncia, Cbviamente, tem-a pro-
vriedade I', desde que cada My tem a vpropriedade T e T tem carater
finito,

£ facil ver, também, que M & um cenjunto de Hintikka quanti-
ficacional: de fato, desde que cada Mi tem a propriedade T , Mi
nac pode conter f£ormulas com assignacoes distintas, e M satisfaz
a condigao € da definigdo de conjunto de Hintikka quantificacio-
nal, para ¢ universo U das constantes envolvidasgs no nrocesso de

construgao de M,

As outras duas condigbes (C, e C,;} da definicdo de conjunto

de Hintikka quantificacional saoc claramente satisfeitas.

Pelo teorema 5.1 ({(Secado V.1), se M & o suporte de M, existe
uma valorizagao v para M,: € esta valorizacac, cbviamente, satis
faz tcdas as fOrmulas de B < Mo, {desde que as assiqnagées com
que B comparece no conjunto M sao distinguidas) no universo enume

ravel das constantes individuais. «

COMENTARIO 5.3. A construgao envolvida no Teorema 5.6 ¢ a constru
qéo do tableau quantificacional aberto, com nequenas modificagoes

(ver Secao IV.3).




A partir do Principio da Unificacao (Teorema 5.5), podemos

obhter outra prova para o Teorema da Completude:

5.6. COROLARIO. {(Completude). Seja B um conjunto de sentfencas pu-
nas; enido, B e satllsfativel see exdiste um tableau quantificacio-
nal aberzo para algum ag(B).

DEMONSTRACAO. Por um lado, se B & satisfativel, & facil ver que
existe um tableau quantificacional aberto para aD{B); basta to-
mar cada formula X de B assignada por a, onde 1 = v(X); pela

definig¢ao de valorizacao (de primeira ordem} e de tableau quanti~

ficacional, a construcdo é imediata,

. 1* . - i
Por outro lado, seja 57 (U} o conjunto das U-foOrmulas assig
*
nadas, e seja ' o sequinte conjunte: T = {K c Sl (U) : existe ta-
bleau quantificacional mara o conjunto XJ.
E claro que tem carater finito e que & uma PCA; se exis-

te um tableau aberto para aD(B}, B & T-consistente, e, pelo Prin

cipio da Unificag¢ao, B & satisfativel (num universo enumeravel). =

5.7. COROLARIO. (Teorema da Compacidade). Se B foi um conjunto de
sentencas puras, todo subconjunto findto B, de B ¢ satdsgativel see

B ¢ satisfatlivel num universce enumeravel.

DEMONSTRACAOQ. Suponhamos que todo subconjunto finito Bo de B seja
satisfativel; pelo Teorema da completude, existe um tableau aber-

to para algum conjunto aD(BO); utilizando o mesmo argumento do
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Lema 2.2 {Segao II.l), temos que existe um tableau aberto para
aD{B) see péra cada Bo finito contido em B existe um tableau abeg
to para aD(BO).

O resuitadd segue-se, entao, diretamente do teorema da Com-

pletude. =

COMENTARIO 5.4. Considerando a construg¢ac similar a do lema 2.2
referida na demonstracac do coroldrio anterior, e o Teorama da Com
pletude, & claro que valem, também, as sequintes formas do Teore-
ma da Compacidade (a prova € totalmente analoga a do caso proposi
cional): Se B e um conjunto de sentengas puras, e X & uma senten-

¢a pura, B Il—= X see existe B C B, B_ finito, tal que BD = X,

ﬂ‘ O O I}

(e B &= X see existe Bo C B, Bo finito, tal que BO

r

A partir do Corolario 5.8, deduz-se imediatamente o Teorema

de Lowenheim-Skolem:

5.8. COROLARIO. (Teorema de Lowenheim-Skolem). Seja B um conjunito
de sentengas puras: se B fon safisfativel, B & satisfativel — num

undiverso enumeraved.

DEMONSTRACAO. Se B for satisfativel, todo subconjunteo finito B’
de B & satisfativel; pelo Coroldrio 5.7, B & satisfativel num uni

verso enumeravel. =
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V.3 - COMPARACAO BNTRE LOGICAS n-VALENTES DE PRIMEIRA ORDEM

Seja n fixado e Sl uma linguagem n-valente de primeira ordem;
sejam L e L' dois calculos de predicados n-valentes de primeira
ordem determinados pela linguagen Sl e por interpretacgdes distin-
tas para algum {ou todos) de seus conectlvos e gquantificadores ;

isto &, (ver Secao 1IV.2):

L, = Sl,A, ({UQ : 0 & um quantificador em Sl})
e
1 "l ] i ot . . 1 l‘]
L' = {87 ,A", {UQ : 0 e um guantificador em 5 )
Nesta segao, xetomando, de certa forma, o tema do Capltulo

III, mostramcs que, se as interpretactes dos conectivos e quanti-
ficadores nas duas logicas guvardam certas relagoes a respeito dos

velores de verdade, as 10gicas podem ser comparadas no scguinte

sentido: se X € Sl, entao Fi X see — X.
L‘
Seja Py = {Co’cl""’ck—l} uma particao de N tal que Ci C D
ou Ci C Np; se Q,F,G sao, respectivamente, guantificadores, co-

nectivos binarios e conectivos unarios na linguagem, definimos os

onde a., =0 ou a. =1

vetores (ao,al,...,ak_l) , 3 i

l)<ab,a y={¢ay,d(r),...,din-1) > : para cada a, # O

17 g
existe 7 em Cy tal que d{j) # 0};

ind =nta oes 0.4 a ,a,,... y (C., (3 2
Definimos, entac, extensoes o a_say R £{C,,(3) e

g(Ci) das funcoes O f ¢ g como segue:
1
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"ak-l) 19q : O,al,..., k-1

il
—_
Q
n
w
m
al]

2) GQtaO,al,..

3y £(c,, Cj) = {f(x,y) :x € C, e y€C,};

4) g(Ci) = {g(x) :x € ci}.

Se R,SCN, escrevemos RN S para denotar que existe 1 tal que R C Ci e
SCI%: se R={i} e S§=1{3; abreviamos kNS por 1i<vj. Dizemos que

Py & uma panticdo guaniificacional para N com respeido a Loe L’

se:
1) prPara cada Q em Sl O {a ,85;«--,8 y o vgla ,a ...,a 3
S o e R TTk-1 Q0 o’ Y Tk-1
para toda sequéncia de simbolos O e I com comprimento kj;
2} Para cada ¥ em Sl, f(Ci,Cj} n f“(Ci,Cj} para todo i,
entre 0 e k-1, onde f€ A e f£' € A" ; e
3) bPara cada G em Sl ; g(CiJ nog'(C,), para todc i entre O
e k-1, onde g € A e g' € A
Se valem estas relacoes, escrevemos GQ = Gé , £ = f' . e
g = g', respectivamente, e dizemos gue estes conectivos e quanti-

ficadores sdao congruentes poit Py .

1

5.9. TEOREMA. Se X € § e se existe uma particac gquantdificacdtg

naf rara N com respedlto a L e L', entac b X 4e2e b X
r p L L L

DEMONSTRAGAO. Seja Py a particao quantificacional para N; vamos
mostrar primeiramente que, dada qualguer valorizagao de primeira

ordem v para L, existe uma valorizacao de primeira ordem V' para
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L' tal que v(X}) v v'(X).

De fato, dada a valorizagao v para L, relativa a um universo

U, seja v uma valorizagao atdmica para L' tal que v'(Y) = v(Y) pa
ra toda formula atdmica Y em Sl. Pelo Teorema 4.2 (Segac Iv.2) v
pode ser estendida a uma valorizagao de primeira cordem, e temos
gue:

1) Se X € atOmica, obviamente v(X)}) ™~ v'{X);

X0, VIF(X X, = E(viX },U(XZ)) ;

1 1772

por hipdtese de indugdc no nivel de construcac das férmu-

2) Se X @ da forma FI(X

2 1

las, temos

viX) v (Xy) e viX,) v viX,).
Portanto f(v(Xl}, V(Xz)} ~v £ (v (Xl), Y {Xz)) ; pois
£ = f£f' , por hipotesc, e dal V{F(XI'XZ}) % V'(F(Xl,XZ)).

3) Se ¥ & da forma G{X) a prova a analoga.

4) Se X & da forma (Qx)A, por hipdtese de inducgao, temos
v([A]E) v V'({A]i), para todo k € U. Cocmo O ™ ol, & fa-

cil ver que v((Qx)A) v v' ((Ox)A).

Portanto, pelo Teorema de completude, se Hﬁ X, ewiste v pa-
ra L tal gque wv(X) & ND, e entao, exlste v' para L' tal que
v'X} € ND, pela definicao de partigao quantificacional; resulta,

ugando novamente o teorema de completude gue hi,x.

X ; a reciproca

Demonstramos, entao, gque ly X implica k¢

e analoga. =
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Como exemplco, consideremos o© calculo trivalente de primeira
ordem J3 descrito em [ 7 |, cujos conectivos e quantificadores da-

dos pelas seguintes fungoes:

V012 v ] 0 1 2 %3 i % N o= (0.1,2)
0 0102 0 |0 |2 1 060 |0 0 b= [1.2)
L 112 1 2 a ¢a 1 0 1 1
2 2 2 2 2 2 0 0 ¢ 1 2 2

1 1 o 1 0

i 06 1 @ 2 0

011{2 1

11 | 21 0

N s .
Seja S a suklinguagem de J3 consistindo de tocdos os simbo-

exceto 7}, e sejam V', V', o , g'! novas

les da linguagem de J 3 v

3

1

interpretacces para os slmboles de Sl dados da seguinte maneira:

V' g 1 2 IV' o 1 2 oé GV
N - N = {0,1,2}
0 0 1 1 0 0 1 0 O 0 4]
D = {1,2}
1 11 1 1 1 0O 1 90 1 1
2 1 1 1 2 1 o 0 1 1 1
1 1 0O 1 0

>q L vtk



Se designamos por Jg e
das, e se X & uma formula de
tao — ¥ see -, X; pelo

59 5©

3 3
P, = {{0}, {1,2}} e mostrar

. . O
para N com respelito a J3 e

{(1,0,0)]

H

o0

r

(L,b} = 1(3,1,0} ,

(1,Ly = {(0,1,0) , (G,0,1) ,

(1,0,%)

]
J3

J. onde nao ocorre ¢ simbolo

3

as logilecas de primeira ordem

101

obti-

1, en-

Teorema 5.9, basta tomar a particao

que € uma particao

1
Jg ; de fato, temos que

(0,1,1)};

(1,1,1)1;

e a {(a,b) ~ g'{a,b}, o (a,b) v ¢'la,b) para todo
3 3 v ¥
(a,b) € i(L,3), (3,1 , (L, 1)),

VT {C,,CL)
1 3

para

para todo i,7 € {0,111 ;

todo i &€ {0,11

quantificacional

T



APENDICE 1
COMPLETUTE QUANTIFICACIONAL E GERACAOC DE QUANTIFICADORES.

AI-1) COMPLETUDE QUANTII ICACIONAL

No capitulo 1V, ao definirmos a ccntrapartida semdntica dos
gquantificadores de nossas linguagens n-valentes de primeira ordem
como as funcoces de distribudlgae, notamos que o fato de haver unm
gquantificador primitivce tal que os demais possam ser definidos a
partir dele constitul uma propriedade que pode se estender, ade-
mais do caso classico n = 2, para as 1ldgicas n-valentes de primei

ra ordem em geral.

r 1. - - 0 - .
Em termos formais, se L~ & uma logica n-valente de primeira
ordem fixada e Q & um quantificador em L, podemos identificar o
quantificador @ com sua func¢do distribuicao OQ; desse modo, se K

e um conjunto de quantificadores, dizemos que Q & gehado pefo con

junto K se existem fungOes undrias f : N » N e binarias
1

» N (i.e., conectivos unarics e binarios de L} tais

gi; N * N
que (Qx)A pode ser escrito de uma das seguintes maneiras, onde

A & uma formula e Q1 Q, pertencem a K:

ay (Ox)A f(le)A

b) (Qx)A g{{le)A,(O,x)A)

=2

c) (Qx)A = (le)(fﬂ).
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Para simplificar a notagéo, egcraveremos, respectivamente,

Se o conjunto K gera teodos os guantificadores de 'L dizemos
que K @ um conjunto completo de quanidficadones; se {Ql] €& um con
junto completo de quantificadores, dizemos que Qy e um gquanilifica
dor completo. L & quantificacionalmente complets quando possui um

gquantificador completo.

0 problema da completude gquantificacional consiste em deter-
minar quantos e quais sao 0s quantificadores completos; além de
ser um problema de interesse prOprio, a presenca de um guantifica
dor completo assegura quantificadores existenciais e universais nu
ma logica n-valente de primeira ordem, isto &, assegura que a 10-

gica seja iegular (ver definicao na Segao IV.2).

A caracterizagao dos quantificadores completos, contudo, pa-
rece ser um problema de dificuldade semelhante a dos conectivos
completos, resolvido para o caso das ldogicas trivalentes por N.M.
Martin_ (ver [12]e [13]). Para os demais casos, o problema da com
pletude funcicnal esta resolvido apenas parcialmente, envolvendo
técnicas de natureza algébrica e combinatdria bastante sofistica-
das; dois dos trabalhos que consideramos dentre os mais importan-—
tes nessa area, sao ([181 e 1211} , e que dao uma idéia clara das

dificuldades envolvidas.
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Desde gue ¢ numero de conectivos {unarios e binarios) numa
2 n
- . . n - D - {27 -1
logica n~valente & n e 0 numero de qguantificadores e n s

a dificuldade no caso dos quantificadores naoc & surpreendente, ja

gue este ultimo numero cresce mais rapidamente que o primeiro.

Neste paragrafo estudaremos os casos n = 2 e n = 3 (parcial-
mente) do problema de completude quantificacional; vamos demons —
trar, antes, um lema para o caso geral; lembramos que ¢ & uma fun
cao de Vg_ em N {(isto e, Q & uma fungao que associa a cada n—
-upla de 0's e 1's um valor entre 0 e n-1, exceto a n-upla
000...00, onde Q nao estad definido}; recordamos tamhém gque se v &

uma valorizagdo de primeira ordem, A uma férmula e x uma variavel,

' N
DX,V(A) = {4{0),3(1},...;d(n-1)> & Voo
onde d{i) = 1 se existe k tal que v({A]z) = i e
d(i} = 0 caso contrario;
e que v{{Qx)Aa} = Q{DX,V(A)}
De acordo com a definicao de IV.2, Capitulo IV, deveriamos
escrever ¢_(D ‘A)) ao inves de QI(D {A}}; estamos usando, po-
0 XK,V K,V
rém, o mezmo simbolo para Q e °, conforme observacao no ini-
cio da Secao ai-1.
.. . N
Definimos o compicmento de um vetor w em V, , 1(w}), como o
numero de coordenadas de w gue sao iguais a 1. Se v, € o conjun
. M
to de vetores de comprimento r , podemos escrever V2 como a
N
~ . N
uniac disjunta V2 s M Vr.

r=1
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O proximo lema diz respeito as propriedades do item {c) da
definicao de guantificadores gerados a partir de outros guantifi-

cadores:

1. LEMA. Seja Q um quantificador, £ um conecitdvo unario; entac:

a) Of ¢ um quantificaden dado poir

s LN . N N -
Qf = Q(AfJ. v, — N onde Af 2V, — V, ¢ tal que
Af<d(0), d{1},...,d{n-1})? = (bo"'f’bn~l> onde
bi =1 aee exdisfe J tal gque £(j) = 1i e 4d(j) = 1;

h) Se w € vg, R 1(kf(w)) < I{w), ¢ a Lgualdade vale para

todo w see £ ¢ uma permutacac dos valornes de N
c) Para cada Vr C Vg , QE(V_ ) © U (V).

DEMONSTRAGAO: a) Desde que, pela parte {(c) da definicao, temos que

(Qfx)A = (Ox)fA, se (d(0),d(1),...,d(n~-1})) ={b _,b,,...,b } ,
o1 n-1
entao bi =1 see existe k tal gue v(f[A}§)==i, see f(v{[A]i) = i,
see existe J tal gque £{(j}) = 1 e v([A]i} = 3, see d(j) = 1.
b} Seja w € Vr C V?; se d(il),...,d(ir) sac as coordenadas de
w iguais a 1, se todos os valcres f(il),f(iz),...,f(ir) forem
distintos, entao hf(w) terd r coordenadas iguais a 1, pela parte
a}, e l(lf(w)) = li{w): se ner tcdos esses valores forem distin-

tos, l(xf(w)) < 1(w).

E claroc que vale a igualdade para todo w see £ & uma permu-

tacgao.




106

c) Obvio, a partir de (b). =

Para exemplo de calculos de quantificadores utilizando o le-

ma 1, ver AT.Z.

2. TEOREMA. Seja n = 2,3 ou 4, Q um quaniificadorx em L, ¢ supenha

1 . . . ~ .
mes que LT oseja funcionalmente completo; entao, 40 exaste £ : N-—N

tal que pana tode w € vg s panes ondenados (Q(w)), Qf(w)) sdc

fodos distintos, Q ¢ um quantdlficaden completo.

DEMONSTRACAO. Sejam (a ., ,b.) = (0w}, Qf(w;)), para i=l,2,..., 2.,

onde n = 2,3 ou 4. Se Q- Vg — N €& um quantificador, c¢omo L

& funcionalmente completo existe uma funcao bindria g:NxUN — N

tal que gla,, b.) = é(wi} pois para n = 2, 3, e 4  temos que
2n-l < n2 ; portanto, glQ,Qf) = 5 e Q & um quantificador com-
pleto. =

Como exemplo, suponhamos que Ll seja uma l0gica trivalente

funcionalmente completa e Q & um guantificador dado por:

0 1 2 0
1 ¢ 1|— 0
e 1 0 !
Q 1 0 2
1 0
v, >
0 1 1
V3 i 1l 1 1 2
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Se f & o conectivo undrio em L' dado pela fungao

L
010
L2
211

temos, pelo lema 1, que o guantificador Qf €& descrito por:

1 0 0 EE+ 0 e os pares (Q(w), Qf{w}) sao (0,0)
0 1 0 2 (1,2}
g 0 1 1 (2,1}
1 1 ¢ 2 (0,2)
1 0 1 0 (2,0)
¢ 1 1 1 (L,1)
1 1 1 2 (2,2)

1.
Como I. e funcionalmente completa, podemocs escolher conecti —

vos binarios adequados para gerar, como lmagem destes pares, to-
das as fungaes de Vg em N, onde N = {0,1,2}.

Vamos introduzir uma notagao especial para n = 3, da seguin
te maneira: seia Vg =V, UV, UV, onde N = {0,1,2} e
vy ={100,010,001} v,=1(110,201,011)
V3 = {111} e Q :Vg ——> N um guantificador; nesse caso,as res
triges de Q a V,, V, e Vg, serao denotadas por, respectivamen-

te, Q‘Vl, Q'V2 @ Q'V3 , & diremos gue Q'Vj (i=1,2) tem fipo 1
se a ilmagem de Q'Vi apresenta apenas um valor; fipo 1I, se apre-

senta dois valores distintos; e fi(po 111, se apresenta trés valores
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distintos. Diremos que Q € de tipo I-1, I-II, I-III, II-I, II-II,
II-I1I, IIi-I, III-II, ou III-IILl conforme sejam os tipos de Q'Vl

)
e 0 Vz.
3. TEOREMA. Se Q ¢ wm quantdificadon de tipe IXI-III numa Logica

trnivalente funcionalmenie completfa, Q ¢ um quantificador completo.

DEMONSTRACAO. Se a,b,¢ indicam ¢s valores 0,1,2 numa permuta-
cao qualquer, entao os quantificadores podem ser classificados

dentro das seguintes possibilicades:

V2
1 0 1| b C b a a s
0 1 1| c¢ b a C b a
V3 1 1 1| d d d d ad d

A B C b E F

fl f2 f3 f4 fS f6 f? f8
0 0 1 1 2 2 1 0 HH*E“_
1 2 2 0 1 0 { 1 0
2 1 0 2z 0 1 0 0 ]
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Utilizando o Lema 1, se Q & um quantificador de uma das for-

mas A-F {(gue chamaremos de QA’QB""'QF)’ podemos escolher fi
adequados e calcular Qxfi’ onde X€{A,B,...,F} e i€ {1,2,...,8}
de maneira tal que para todo w € Vg, OS pares (QX(W}, Qxfi(wJ)
sejam distintos; pelo Teorema 2, cada QX sera um quantificador
completo,

Fesumimos, abaixo, a escolha dos fi e o calculo de cada QXfi
{subentendendo Vl, V2 e VB com Seus elementos na mesma ordem eI

que estao colocados no inicio da demonstracgao):

{para d =Dh) (para d = a)

QAfz(d gqualquer) QBfl(para d=c) QBf3 ng4
b a b c
c C a D
a b c a
C c a b
a a b C
¢ b C a
d > I a
Quf, (para d =aj 0.f, (Dar;_Ei:EG Q;EB (para & = c)
e a a
2 b a
1 1 I
C [ ct
C a c

ol

rl
%
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?QEL (para d =b) ggfg {para d =a) 9253 {para @& =c)
a C
C a b
b c a
a b C
ol c a
C a b
b a c

5 (para d gualqguer) (para d qualguer)

a2 s
b c
C a
a b
b a
c b
a C
d d

E facil ver que todas as condicoes do Teorema 2 sao satisfei

tas, e que, portanto, todos estes sao guantificadores completos.

0 teorema a seguir & uma espécie de reciproca do Tecgrema 2:

. o : I .,
4. TEOREMA. Se¢janm n=2,3 vu 4, Q :V2 — N um gquanfificador ¢ w,
w' veleses §ixes de Vo s para Tede conecotive EooeN e i G4

pates avdenades (QF; (W), ij(wJJ ¢ QL twh), ij(w')) S0 Lgunds,

Q nac ¢ owm guantifioadon completo,



L1l

DEMONSTRACAO. Basta notar que, se g & um conecltivo binario, tere-
mos g(lefz{w), fEQf4{w}) = g(lefz(w‘), fBQfd(w‘)L (onde fl'f2’

f3 e f4 sao conectiveos undrios arbitrarios) e que as clausulas

(a), (b) e (c) da definicao de guantificadores gerados podem ser

obtidas desta expressao tomando-se fis adequados.

Portanto, gualguer quantificador gerado tera valores iguais

em w e w' e obviamente Q nao & um gquantificador completo. s

5. COROLARIO. Sefja n=2,3 cuw 4 ¢ Vi - Vg ;ose Q 2oum quantlfiod-

30

don fal gue Q'V. 2 a constante, Q WAo ¢ completo,

1

DEMONSTRACAC. Pelo Lema 1, parte (c), temcs que Qf‘vl C Q‘Vl pa-

& constante, Qf‘Vl & cons-

tante e ha pelo mencs dois vetores w e w' tais gue as condigoes

ra ktodo conectivo unario f; como 'V

do toorema 4 sa0 satisfeitas; portanto Q nao & completo. a

6. COROLARIO. 08 undicos quanidflcadorcs cfassicos completos A0

v, 3,y ¢ i3,

DEMONSTRACAO. Por um lado, sabemos gue estes gquantificadores sao
completos, poils qualguer deles com a negacac gera todos os olito
gquantificadores classicos (ver Sagﬁo TV.2) . Por outro lado, desde
gque Vo= {1 0, 0 X} neste caso, & ficil ver gue todos os outros

quantificadores sac tais que Q‘Vl e constante; pelo Corelirio 5,

portanto, nenhum outro quantificader ¢ completo. w
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7. TEOREMA. Seja b una togica trivalente ¢ O um quantificador ;

se Q¢ de tipo I-I, T-TI, I-11¥, ou III-1, Q ndo 2 complolo. =

DEMONSTRACAO. (CASO 1). Q & de tipo I-I, I-II ou I-1I1; nesse caso,

Q'V, & constante, ¢ o resultado se segue diretamente do Corolario S.
Ao

{CASO 2). Q & de tipo II-I ou III-I; nesse caso Q'V2

& constante, e temos trés possibilidades para f: N — N:

2.1) f & constante; entao, Qf'V2 & constante também.

2.2) f & uma permutacao (i.e., £ & bijetora); pelo lema 1,

parte (b), Qf'V, tem os mesmos valores gque Q'V., ou se-

2 2
ja, Qf'v2 & constante.
2.3} A imagem de f tem exatamente dois valores; logoe [ tem

uma das seguintes formas:

A 5 e
E“““hé““" SM_ b - onde a,b & N = {C,1,2]
1 b a b
21 b b a

Se f & da forma fA’ entao pelo Lema 1, parte (a}, Qf leva

0s vetores de V 110 e 101 emvetores de V2 {analogamente,

2
gse f & da forma fB’ leva 1 I 0 e 01 1 em vetorcs de Vz, e se
f & da forma fc leva 1 01 e 011 en vetores de V?).
Portanto, de qualguer wedo Qf'v2 tera necessariamente dois

valores de Q'V2.

T
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Concluimos, pois, que em qualquer dos casos 2.1, 2.2, ou

2.3 havera dols vetores de V2, w e w',tals que para qualsquer fi’ fj’

(w), ij(w)) e (in(w‘), ij(w')} sao iguais; pelo Teorema 4,

{Qf

i
0 nao & completo. B

Para os demais casos (i.e., gquantificadores trivalentes de
tipos 1I~1I., IY-TIT e III-II}, nao disporice zinda de um resultado
geral;contudo, ha diversos casos particulares (gue nao trataremos
acqul para nao sobrecarregar o trabalho) que nos levam a conjectwrar
gque todos os quantificadores destes tipos sao completos em 1ogi-

cas funcionalmente completas.

AT.2 - EXEMPLO DE CALCULO DI GERACAO DE QUANTIFICADORES

Como ilustragac do Lema 1, poedemos tomar como exemplo o se-

guinte ¢uantificador 3 {descrito em |7 |):

.
1 0 0 0 Se V, 71 sao conectivos unarios dados pelas ta
0 1 ¢ 1 buas: (V71, 1V, e W sao computados, obvia-
0 ¢ 1 2 mente, a partir de V e 1)

110 1 ¥ B! V1 v TV

I 0 1 Z 0 0 2 2 2 0

g 1 1 2 1 2 1 2 0 0

I 1 1 2 2 2 0 0 0 2

entao, pelo Lema 1, parte (a), as fungbes i te

rao como imagem:
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vy f\vf"ﬁ) A (V) S o I S LY
100 —— 100 001 001 001 100
010 001 010 001 100 100
001 001 100 100 100 0001
110 101 011 001 101 100
101 101 101 101 101 101
011 001 1 10 1 01 1 00 101
111 101 111 101 101 101

Portanto, os quantificadores 3V, 37, 3vy71,371Y e 377771 sao

da seguinte forma

EL ElL E E 11V
100 0 2 2 2 0
010 2 1 2 0 0
001 2 0 0 0 2
110 2 2 2 2 0
101 2 2 2 2 2
011 2 1 2 0 2
111 2 2 2 2 2

A partir destes, utilizando as fungoes V, 3, VI 1Y e TV

podemns gerar 0s seguintes quantificadores:

e -
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Notagoes
1
T3V 13 13A ¥a VIt IV
2 0 2 2 2 2
0 1 2 2 { 0
0 2 1] 0 0 Q
0 0 2 "2 2 {
0 0 0 2 2 0
) 1 0 2 2 i 0 2 0
0 O 8] 2 2 Ir 2 0
%37 I* A6 OFIA 3 A | 34
0 0 2 2 0
0 K 2 0 0
2 2 0 0 2
0 0 2 2 ‘ 0
0 0 0 2 2
0 0 0 9] 2
O 0 G 2 2 2
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¢33 &30 03 % ©3A RE VE! %3 43 ©3
0 0 0 2 2 0 2 0 2
0 0 2 2 1 2 0 0 2
2 2 2 0 0 2 0 2 0
0 0 0 2 1 2 0 0 2
0 g 0 0 0 2 0 2 0
0 { 2 0 ¥ 2 0 2 0
) 0 0 G ¢ Z 0 2 0

Por simples inspegao na Tabela 1, fica

gualdades seqguintes:

{ 137

al

b}

c)

d}

e)

£)

ERY

3¢

ek

E i

N3y

30

Vi = VIV = A3V

V3T = V3o = A3Q
VI = A3 = A3TTH
YiA = AIA = A3

=T* 3y =03 % = T1*3

aERE

TG 3A

%37

= %3 % =03 %

T 34

claro gue valem as i-

coincide com a definicdo de v dada em [ 7 |}.

e e
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Portanto, para gualquer conectivo gi{x,y) tal gue g(x,x) dé

como resultado valores distinguidos, estas serao teoremas {(nota-

mos que em [ 7 ] os conectivos 2, —, = , = =%, Eé e

%
L' £

tém esta propriedade).

Observamos gue esses sao todos os guantificadores possiveis
de serem definidos a partir de 3 utilizande 7, ¥, 4, 71* e ¢ uma
vez que este conjunto de conectivos unérios & fechado por composi
gaoc, e que em [ 7] o qguantificador ¥ & considerado primitivo, as-
sim como algumas das equivaléncias acima sac consideradas como a-

xiomas.
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APENDICE II

UMA VERSAO COMPUTACICNAL DO ''ABLEAU SINTATICO

PARA O CALCULO TRIVALENTE pl.
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PROBLEMAS EM ABERTO.

Estudamos algumas propriedades bastante gerails das ldgicas
n-valentes cde primeira ordem, embora, como vimos, dois aspectos
tenham limitado essa generalidade: ¢ primeiro, a respelto dos duan
tificadores de distribuigac e o sequndo, a respeito da existéncia
de pelo menos um quantificador existencial e de um quantificador
universal. Mesmo com estas hipdteses, nao nos parece havér muita
possibilidade de sucessoc na tentativa de estudar a Teoria de Mode
los para logicas de primeira ordem em geral, desde gue muitos re-
sultados classicos da Teoria de Modelos estado estreitamente liga-
dos a conectivos particulares (como, por exemplo, © teorema da

consistencia conjunta)l.

Colocando condigoes nos conectivos e quantificadores, contu
do, & possivel obter algumas versoes polivalentes de teoremas clag

sicos da Tecria de Modelos (ver, por exemplo, [ 71, [13], {206]}.

Dentro desta perspectiva, poderiamos apresentar alguns pro-

blemas em aberto ligados aos resultados que obtivemos:

1) £ possivel obter uma versdo polivalente geral ainda  gue
restrita ao caso proposicional, do teorema da interpola-
cao de Craig? Em termos formais, se X ey sdo formulas de
uma ldgica proposiciocnal polivalente L e X ﬁ: Y, em que
condigOes existe uma f&rmula Z, cujas componentes atomi —

cas encontram-se entre as de X e de ¥, tal que X %f Z e

-
Z E: Y 7

2) Para quais quantificadores de distribuicac se podem obter
teoremas "prenex" (istc €, teoremas gue garantem equiva —
léncia, em algum sentidc, entre uma sentenga e alguma for
ma "prenexada", obtida coleccando-se todos os guantificado

rae dAnntae e no inTaio da sentencal 7 o

T
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4)

5)

6)
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Se permitissemos uma versav infinitiria de uma 16gica n-

-valente de primeira ordem (isto &, se permitissemos formulas

de comprimento enumeravel), seria possivel obter uma ver-
sgo'correspondente do Teorema de Lindstrom? De acordo com
as discussoes que mantivemos com o Professor Xavier Caice
do, parece possivel demonstrar, para algumas 16gicas n-va
lentes funcionalmente completas, certas generalizagoes do

Teorema c¢e Lindstrom.

Sob gue condigdes poderiam ser introduzidos os chamados
"0péradores que formam termos ligando variaveis de £ormu
las" em ldgica polivalente, de modo que os principails teo
remas classiccs referentes a esses operadores permaneces-
sem validos? Em particular, seria interessante se ‘dispu-
séssemos de uma teoria polivalente dos simbolos de Hilbert,

e e T, e do operador de descricao (cf.l 41).

Nosso tratamento dos quantificadores em ldgica polivalen-
te pode ser visto comc um caso particular dos guantifica-
dores de Rescher-Mostowski (ver [15]) como egclarecemos
na Introdugac e no Capitulc IV; que parte, entdo, da ex-
posigao precedente pode se estender aos quantificadores

de Rescher-Mostowski?

Como verificamos, em conjunto com o Professcor Newton C.
A. da Costa, boa porgdo de nossa exposicdo se estende &
16gica polivalente de ordem superior, caso utilizemos es-
truturas de ordem superior nao-standard, reformulando - se
em termos polivalentes a nogéb de estrutura .. de Henkin

{bivalente). 2 questao que se coloca &: gque parte dos
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7)

resultados relativos aos tableaux guantificacionais se

amplia para a logica polivalente de ordem superior?

Outro problema digno de mencac & o seguinte: englobar, num
tratamento unitario, os sistemas polivalentes tratados nes
se trabalho e os sistemas chamados "quasi-—thuth-function-
als" (ver 1[15], pp. 166 e segulntes); que parte de nossa

exposicao poderia ser vista dessa maneira?

Por ultimo, na Seg¢ac IV.3, exemplo 3, onde utilizawmos como e-
Yemplo de tableaux guantificacionals os tableaux para o]
calculo SPY nao & dificil perceber que as regras J-3 e J-4
poderiam, do ponto de vista intuitivo, ser substituidas

por, respectivamente,

azf(HX)A) a_ ((¥x}A)
J-3': e J-4": —©
a, (Ac) a_ (Ac)
onde ¢ nao ocorreu anteriormente no tableau; o problema

que se coloca & como definir tableaux guantificacionais pa
ra que uma tal simplificacao nas regras seja possivel, e
que para O caso classico, essa simplificagao leve a formu

lacoes dos tableaux em [24].
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