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INTRODUGAO

Temos como objetivo principa.l a Teoria da Integrac8o Fracionéria, dando destaque
especial as desigualdades em normas com peso.

Para atingirmos 0 nosso propoésito, dividimos este trabalho em quatro partes,

_ No capitulo I, estudamos as funcBes de peso que satisfazem a condicio Ap, dando
destaque ao fato de que se uma funcdo de peso u satisfaz a condigdo Ap entdo u satisfaz a cpndiq:é’o
Apr gom p’ < p. Para este capitulo citamos as referéncias [1] e [2].

No capitulo II com o auxilic do teorerna de interpolacio de Marcinkiewez [4],
provamos o teorema de Hardy-Litlewood [3] para a fungdc maximal T* definido em LP{R", u{x)dx),
gue nos da uma condicdo necessaria e suficiente para que * Sejé do tipo forte (p,p).

No capitulo ]II, provamos um teorema de iimitagdo para o operador maximal
(M, f{x} = 0 %‘%n lop/n-1 q Hy)ldy; isto é: provamos que se u é uma fungio de peso que pertence
a0 Ap:q com 1 <p<n/axe t/g=1/p-a/n entéo ll(M&,f)vIIq < Clfv ilp. Também estudamos o caso em
que p=,1ev pertence a A4 q Para .este capftulo podemos citar as referéncias [5] e [6].

E no capitulo IV que abordamos o tema central deste trabatho. Com auxilio de
resultados anteriores mostramos um teorema de limitag3o para o operador integracdo fraciondria; ou
seja, para 0 <a<n,1/g=1/p-a/n, 1 <p<a/nev pertencente ao Ap’q temos a seguinte desigualdade:
II(Ta,f)vIquc Iifvllp. Os casos p=1 e g=* também sdo vistos neste capfitulo. Podemos citar g

referéncia [6].



NOTACGES

R1 denota o espaco vetorial de dimensdo n 3> 1; se x ¢ R™ denctamaos a norma de % por
Ix|= (_‘_51 xi)%. _
| Se E é um subconjunto do R, IEf= m{E} denota a medida de Lebesgue de E.
C e ¢’ denotam constantes positivas, nem sempre as mesrnas:
Se 1 <p <= p’éoseuconjugado p’= p/{p-1}.
Neste trabalho, adotaremos as seguintes convengoes:
i} 0.==0;

il) parap=1, [fQ[v(x}}'mp'”dx]p‘T, represe'nta SUD.Es. {[v(x)]'1; X € O} )



CAPTTULD I

Meste capitulo estudaremos, principalmente, as fun-
cdes de peso {funcdes nAo negativas) gue satisfazem a candi

cao Ap' Veremos a definigac do espago LP(rR™, dp), cujas  fun-

¢oes sac ohjeto de nosso estudo, e, também outras definigoes

importantes pera nousso trabalho.

Definigac 1: Para 1 < p < o, LPR™, du) 8 o gspaco

das fungdes mensuraveis f, tais que:

f e P g <,
R" E

: [+ - -
Para p = «, L [Rn, dit) & o espago das fungoes limitadas, ou
das fungbes limitadas com excegao-de um conjuntoc de medida nu

la,

Definigao 2: Para 1 < p < «, definimos xnorma de uma

fungao f pertencente ao LP(r", dul por:

el = [feo0r® w17 s

S = r
g para p = © a noyma de uma funcao f pertencente aoc L (R ,dy)

g definida por:

el = inf{o :u {t: £(t) > a) = 0}



Podemos onbservar gue, com a norma assim definida, o

B5pago Lp{Rn, dygl) com 1 < p < @ € um espago vetorial normado.

4 desigualdade de Holder: se p & q sao dois nUmeros
nac negativos tais gue: 1/p + 1/9 = 1, se T ¢ Lp[Rn, du) e

g € Lq[Rn, dul entao:

[Lalto0 g0l s < el Tl

A desigualdade de Minkowski: se f (n = 1,2,...) sa0

fungoes pertencentes ao LD[Rn, dy) temos:

8

oo
< f
1T el T,

DEFINICAO 3: Seja g uma fungao definida no R, o um
nimero gualquer. Consideremos o conjunto E = {x: lglxd] > al}.
A fungadoc A: R, ~ R_, definida por Ala) =.m(EaJ € a fungao dis
tribuigao de |g].

Uma aplicagao importante da fungcao distribuigao Afa)
&€ gue gualgusr quantidade gue trabalhe somente com o tamanha

de g, pode ser expressa em termos de A. Por exemplo: Se

g E LD[RH, dx), com 1 < p < =

(1.1) j‘nig(y]1pdy = Q{ ap_qm{x:|g(x]| > o}da ,
R o

©. N
e se g € L (R, dx):



(1.2) [ell, = inf {o:Ala) = 0} .

A igueldade (1.2) decorre imediatamente da defini-
gao deHg[|w. Para mostrarmos (1.1) necessitamos do seguinte
resultado:

LEMA 1: Seja Y: R_ > R_ tal que possamos definir

X
P{x) =}f P'{alda. Seje g: L R, entao:
0

oo
f- plglx))dx =‘[ Y ladmix:g(x) > o} da .
Ti
R 0o -
DEMONSTRACAC: Definimaos
0 se o > é{x]
hix,a) =

1 se a < g(x)

Cbservemos que: {x) = hilx,a); entao

X{x:pg(x)>a}

| jnw[g[x}}dx
R

gl %}
fn_[ P’ la)da dx
R-0
ID/’ hix,aly'lg)da dx
RJ O
Ilj[mx | [x}' (o) dadx
RY 0 {x:g{x)>x}

=f p'cal J’nx (x)dxda
0 R {x:g{x)>al}

il



=:[ w'(ajm{x:g[x]>a} d o
D

(A mudanga na ordem de integregao € permitida pelo teorema de
Tonelli).

Agora, para mestrarmos (1.1), basta definirmos
p: R, + R por ¢ix]) = xP & eplicarmos o lema 1.

DEFINIQAC 4: Para 1 < p < «, dizemos gue uma fun-

cado de peso v satisfaz a condigado Ap com constante K se:

{1.3) DQ}vquv[dex]{|Gl_ﬂjr[v[x]]_ﬂ/[p_1}dx]p_1 <k ,
Q N

para todo cubo Q contide em rR".

Para p = 1, esta condigdo se torna:
- .
(1.4 |9} jﬁv{xJ dx < k . inf.es. {viyl: y e Q} .
. R :

Para mostrarmos propriedades importantes das fun-
goes gue satisfazem s condigao Ap, necessitamos do seguinte

lema de Calderon—-Zygmund.

IEMA 2: (ver [1]). Seja G um cubo do R, w uma fun-
gao nao negativa, integravel em Q; e, XA ume constante positi-
va tal gque: A > mQ[W)’ onde muiw] = ]Q|_1 J(w(xldx. Entao exis

N

te uma sucessao de cubos Qig; ] com interlores disjuntos tais

que:



{1.5) wlx) < A para guase todo X gue nao pertence a U Qi’
i
(1.6) existem constantes ¢ e C gue dependem de n tais que:

ch < [ail“"j wixldx = mg (w) < CA
9

i
Observagac: Este lems € valido para qualquer medida u tal que:

p2Qi/ul@l < €, para todo cube Q.

LEMA 3: (ver [2]). Se w & uma fungho nao negativa que satisfaz

a condigao Ap com constante K, entaon:

(1.7) {x € §: wix) > B mQ(wJ} >a |9 ,

para constantes o e B com o < o, B < 1 independentes de Q.

DEMONSTRACAO: Consideremos o conjunto E'={xeQ:w(x)<

Bm_(w)}, observemos que:

§

M th[!Ea!“'f Bm tw]]"”('g'”dx]p“'i
Q . E' Q
: -1
-1 ~1/¢p-13 _|°
mw[w)[:m‘ L’[w(x]] P dx]

m (w][|[§]|_1 f ]'_'w(x]:l_i!/[pu'i]dx]!:!—‘l < k
u 9 -

I

g~ | 1e7] Pl
o]

| A

| A

(esta Gltima desipualdade & dada pela condigao Ap]. Logo



RUCEREY 17(p-1)

!E'| < D| g8 , tomando B arbitrariamente peque-

no teremas |E'| tende & zero; e, portanto existe 0 < a < 1 tal

que [1.7) & valida.

LEMA 4: Seja w uma fungado nac negativa, integravel
em um cubo § CR” tal que, para todo cubo Q C ( a desigualda-
de (1.7) e valida. Entao exlstemy > 0 e C’ que dependem uni-

camente de o, B e n tais que para todo A > m_(w)

N

(1.8) j’ wix)dx < C'A [{xeQiw(x) > yA} .
{xeQ:w(x)>A}

DEMONSTRACAO: Fixamos um cubo Q; seja A tal que

A > m {w}. Pelo lema de Calderon-Zygmund, existe uma sucessao

Q
de cubos mi_g Q de interiores disjuntos tais gque (1.5 e (1.6)
sao validas. Por (1.5), {x & §: w(x) > A} =y 9,3 pela hipdte
' i
se g {1.6) temos:

|Qi| < a_1 [{x € Qi: wilx} >'B in[w)}l

‘i a_1 l{g e @: wix) > B c A}| ,

usando estas duas conclusoes aobtemos:

j’ wix)dx = J( wlx) dx
{xe@: wix) > X} ug

i
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tomando C' = C . & e vy = cB obtemos (1.8).

LEMA 5: Seja w uma fungao nao negativas; se existem a
2 B com 0 < o, B < 1 tais que para todo cubo R, {(1.7) e

valida entao existem § > 0 e C tais que, para todo cubo § €

valida

. N LVISRT .,
(1.9) 0] 4[ Twix)] "“ax| < c|o| w(x)dx
9 _ B Q

DEMONSTRA(CAZO: Usando o lema 4 e a fungdo distribui-

cao (ver def. 3) de w em § temos:

(1.10) f }\5_1f wlx) dx di
mg {xeQ:wlx)}>x} :

< cC* Aa 'I

{x g §: wix) > Y}\}l d A

I A

cr/’ A8 I{x £ Q: wix) > yl}l d
0

c’ Y_[1+GJ[ u(s]{x € B: w(x) » a}l do
D .

c’ Y-(1+6}E1+6]_1 Jf [w(x]]1+5dx ;
' §



por outro 1lado,

[’I.M]f )\6_1 r _ wix} dx di
m J {x & Q: wix) > A}

>J( 16_1#[ wlx) dx dix -
-7 {x € Q: w(x) > A}

m
Jr 9 kﬁ_ﬂjr wilx) dx di
0 Q

mas ,

(1.12) f AG_"‘[ . wix) dx dA

0 {x e Q: wix) > A} :

f _j wix) ¥ (x) dx dx

o {x g B wilx) » 2}
&8-1
_f. w[x]Jﬁ A X LAY di dx
{a:h < wix)} '

w( x) _ :

f wtxjj 38771 ax ax
6—1-[ [w(x]]1+5_dx
@

m .
V8- -1 !
(1.13) A wix) dx dx = & |@] [m w]
0 Q v

Agora, usando (4.12), (1.13) em {1.11), e aplicando (1.10)

it

§t

obtemos:

i sl el ]

i A



~ B ~ 1148
g7 {|Q] 1J( w(x) dx]
g

Asgim (71.9) se deduz da desigualdade anterior se tomarmos §
- _ y c' -1
suficientemente pequeno tal gque |— -~ ——f————] > 1 e C = § .
1+6 —
¢ Y (1+6)

LEMA 6: A desigualdade anti—-Holder, (ver [2]]‘ Se w
€ uma fungao nac negativa que satisfaz a condigao Ap com cons
tante K, entac existem & » U0 e C que dependem unicamente de K

e de p, tais que:

i 1/(1+8) i
(1.14) [|Q[ 1¥[h[w(xﬂ1+5dx] < clo| Tjr w(x)dx
Q . ‘ 8

DEMONSTRACEO: Bagta gplicarmos os lemas 3, 4 e 5 pa

ra obtermos o resultado acima.

LEMA 7: Se 4 < p < ®, w satisfaz a condigdo Hp com
constante K; entadao existem constantes r e L gue dependem de
p e K tais que 1 < r < p e w satisfaz a condigao Ar com cons-

tante L.

DEMONSTRACAO: Como W satisfaz AD com constante k, 8

trivial gue w_1/(p'1] satisfaz Ap, cam constante K* -

=KD
onde p' = p/(p-1). Portanto, pelo lema B, existem & > 0 e C
gue dependem unicamente de K' & p' (portanto de K e p) tais

gue:
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. _ _ 1/u
[1.15) [ 1o | qj [wixy] v/ (1) de
q

onde u = 1 + &,

Seja r = 1 + (p-1)/u, substituindo em (1.15],

- _ _ _ r~1
(1.16) [Im 1] wixy] M/t ox |
0 o
-1

] i i o p .
<ct 1 [|Q[ 1[ (wix)] 1/tp-1) dx} i
Q .

logo

-1 — =1/(r-13 r-1
|o -f wix) dx] |:|[;J| j [w(x)__] : dx
(] Q
=1/(p-1)

-cr"' [|fa|"[f[j W x) dx] [lml'j‘f@ :[w(x)]

I A

| A
O
s~
(]
—

(a 0ltima desigualdade & dada psla condigao Ap].

p-1
dx

LEMA 8: Seja 1 < p < «, w satisfaz Ap com caonstante

K; entao existem constantes s e M gue dependem de p e K tais

gque s > 1 B ws satisfaz Ap com constante M,

DEMONSTRAGAO: 1° caso, p > %: Aplicando o lema 6,



existem u > 1 e C gue dependem de K e p, tais que (1.14) e

valida., Se ¥y < u, pela desigualdade de HOldeT temas:

1/v v/u (u-yYl/vu

[I@l”[ﬁ[w(m]“” dx]”Yg [u]ﬁq/Y{fw[mxﬂ]Ude} lq |
={m|'1fa M[xﬂL'd41/u

logo {1.14) & valida para todo ¥ < u. Aplicando o lema § para

W-1/[p—1] existem £t > 4 e ' tais gue:

- -t/ {p-1} 1/t
[[D] f [w(x]:[ dxl
o _
-1/(p-1)

i C’.|Q!_{[‘ [w(x)] ﬁx : ;
N

& facil ver gue esta desigualdade & vadlida para todo B < t.

Assim, tomamos s = min {u,tl} e,

[|Q[_1Jrg (w(x)]® dx] DD[“1~[; [W(XJJ‘S/(p—1] d413i1
=2 c.c*[]Dl”jEj w[x]dx}[[9|'djpg [w[x}]_q,(p_q}dx]p_q

K.C.C! s

A

I A

se M = (K.C.C')%, obtemos- que w” satisfaz Ap com constante M,



2° caso: p = 1:

Se w satisfaz A,, w satisfsz A, pois pela definigao de A

{IQJ“’]Q w[xmeim]"qu [wixy] ™! dx]

< Koinf.es. {wlyl: vy € Q}.sup.es.{[w(y]]_1:y e Q) = K.

/lj

Portanto, podemos aplicar o lema B, isto &, existem u > 1 e C

tais gue (1.14) € valida. Logo se 1 < s < y temos

|Q]_1f B:[x]]sdxi['is[ml_lljw[x]dx}SiCSKsinf.es.‘[w(y]s:ysﬁl} \
0 Q o

logo w® satisfaz fﬂ\,I com constante M = c°.k%,



CAPITULD II

Neste capitule, consideraremos o problema de deter-

minar as fungoes nac negativas u, para as guais existe uma

canstante C tal qgue:

(2.1 ijn[f*(x]]D ulxldx <C Rn[FExJ]Du[Xde ,

onde C € independente de f, 1 < p < @ e f% & g fungac maximal

de Hardy, ou seja:

F*(x) = sup. IQ|"1Jf ffrt)] dt .
Qcr™ 9

-

DEFINICAO 1; DBizemos gue um operador T:LD[Rn.du]

LYUR",du'), & um operador do tipo Ffraco {(p,q) se existe uma

constante C independente de o e f tal gue:
_ B q
w {x: Tg(x) > al < € {a “g”p}

DEFINICAO 2: Dizemos que um operador T: LP(R", du)=
LY(R", du') & um operador do tipo forte (p,qlse existe uma

constante C independente de f tal que: -

I7ell, < © fell,

Para a demonstrag@o do teorema 1, necessitamos do



seguinte lema:

LEMA 1: (ver [1]). Seja E um subconjunto mensuravel
do R", com uma cobertura de bolas {Bj} de diametro limitado.
Entao, dessa familia podemos selecionar uma seguencia (finita

*

*
ou nac) de bolas Bi disjuntas tais que EC U Bi’ onde Bi tem
i :

U mesmo centro gue Bi’ mas o diametro cinco vezes maior.

TEOREMA 1: (ver [3]). Seja 1 < p <, 0 < g < o,
ue v fungdes nao negativas. Dada uma fungao f definida no
R", seja E0 = {x: f*(x) > a}:; entao existe uma constante B

independente de f e ¢ tal gue:

(2.2) Jr ulxldx < B.a‘iJ' | f(x) P vix) dx ,
E RD _

34

se e somente se, existe uma constante K tal gue:

' _s iy -1/(p-1) p-1
(2.3) []QI J( u[x]d%][|a1d[ {y[x]] _ dx <K .

_ N Q- _
para todo cubp @ ‘do R"., (se u = v, (2.3) se torna a condigao

A ).
p

DEMONSTHAGZO: Suponhamos {2,3) verdadeira.
19 caso: f nao & integravel.

Usando & desigualdade de Hglder temos:



o

X

o =Jf [?[x)[dx i[‘ If[x]![V[xqu/n[v(xl]_ﬁ/p
R" R" _

r 11/p ¢ } 1p/(p-1)
< fﬂlﬂxwp vix)dx j Vol e,
R n |
i LU,
- 117/p ¢ i 1o |
< 1030 [P wix) ox j I RAGREEL I ,
i - L/ |

como ¥ & LP(R", vixldx], temos_[ n|+‘[><]|pv[x]dx<°°; logo

-1/(p=1), Ip-1 R |
n[v[x)] dx = ®  mas por (2.3) isto implica que

R .
ulx) = 0 para guase todo x; sendoc assim (2.2) & valida para

qualquer 8 > 0,

2° caso: f & integravel:

n

Seja £ - {x e R : #*%(x) > a}; para cada x de E, existe Q_ tal

gue:

(2.4) jﬁ |£(t) |dt > o o
E]x

A familia {Gx} € uma cobertura de Ed; pele lema 1, existem

Qi(i=1,2....} com interiores disjuntos teis que Eafi U Q;. lo
i

go

(2.5) neE) < u(ga;] < g oy .

usando plx) = ulx)dx, (2.4), a desigualdade de Holder.,e (2.3)

nbtemos



16 -

. _1. ’ P
f u[dexiZ[j u[x]de[[|Qifa] j IﬂtzldtJ
JE HlJ g 9

a ;
1

= g []Qiilc;]_p UJ | £t) IPV.[t}dt]Iij{J. [V(X]Iwm—ndx}p-qu[;
< .Zilﬁli[cv,l‘p{[]Ht}[pv[tldt][j[v[x]]1/Ep1]dx}p"1{ fu[xldx][m;lr

i _ Q. (N4

- 5”‘:’0&._9:%{%3

K.5"Pg P _Zf [FOe) P vit)dt
1J 0,

ok

[Se)

£

x.
'_I

- - N p-
[ﬂt)[%[t]dt”lm;] ! Q*[vixJ] /1p ﬂdx} Qvlrvf@*mx}dx
1 L i o i

PA

| A

K.5”pa":’f ey [P oviedat ,
R _

cbtemos {Z2.2} com B = SHDK.

N

Suponhamos, agora, que (2.2) & verdadeira, entao:

(2.8)[ O ulxddx < ea'pj |£0x) [P vix)dx ,
{s:F*(x) >0} R \

dado § em Rn, seja A :_[. [V[x]]-1/[p-1]dx ,
0 )

i) Se A = 0 entado (2.3) € verdadeira para todo K.

ii} Se 0 < A < o definimos

b(x]]hq/(p_11 se x £ @

flx)

o zg x ¢ Q



- 17 -

Notemos que se x € @, f*¥(x) > A/[Ql. Seje « = A/|Q], assim

{x:¥*(x) > o} = Q, logo (2.6) se torna

[2.7}j u[xm}ga[;al"'f[v[x]]"'/[p"”ux}'pU[ﬂx)]pvtxmx] ,
0 0 R

n
multiplicando os dols lados de {2.7) por Ap_q e considerando a defi

nigao de f:

[[Qutx}dx]{/Q[wx)}"”[p'”dx]p'“ < .
BU [V(x;]””p*”de D“*{mrﬂf [Vfx)]'“fp*1dx]'pUm[v[x)]‘“fp‘”dx]

N U

logo obtemos (2.3) com K < B.

) - '
1ii) Se A = » temos que v 1/p nao pertence ao tP (g, dx); assim
por uma consequegncia imediata do teorema de Banach-Steinhaus

(ver [4]), existe g € LP(Q, dx) tal que: -

(2.8) Jﬁ gix) [V[x)]u1/p dx =« e
m .
P -1/pp
(2.9 j— lg(x} " dx={ |glx}v(x) [Pvix)dx < «
. . , .
- -1/p
definimos flx] = g(x][v[x]l se x €

0 sge x &€



com esta definigao, f*{x} = ® para todo x € R", ou sgja a = o,

Asgim por {2.8) podemos conzluir que ulx) 0 para quase todo

x € R e (2.3) & vélida para todo K.

Terminames assim, a demeonstracaoc do teorema 1.

TEOREMA 2: Teorvema de interpolagao de Marcinkiewes,

(ver [4]1: Seja T uma transformagao sub-aditiva definida em

p p

L D[Rn,du} + L 1[Rn,du). Suponhamos que T e simultaneamente
dos tipos fracos [pD,qOJ e [pq.qql. Se 0 < 8 < 1 e 1/p =
(1-8)/p0 + G/qu 1/g = E1-6]/qb + (ﬂ/q,1 entaoc T € do tipo

forts {p,ql,

TEQRE MA 3: (ver [3]). Seja u uma fung&o ndo negati-
va definida no Rn: 1 < p < 9o; f definida no Rn. Entao existe
uma constante C independente de ¥ tal gque (2.1) & valida, se
e somente se, existe uma constante K independente de § tal gue

ulx) satisfiaz a condigao Ap com constante K.

DEMONSTRAQAO: Suponhamos que (2.1) & valida entao
(2.2) tambem vale com B = C e, pelo tecrema 1, ul{x] satisfaz

a condigao ﬂp com constante K.

Suponhamos, agora, que u[x) satisfaz a condigao Ap

com constante K, Aplicando o lema 7 existem 1 < r < p e L tal
gue ulx) satisfaz a candigao A com constante L, logo pelo

teorema 1, f*(x) é do tipo fraco (r,r).Por outro lado,usando &
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condigao Ap g a desigualdade de Hblder, vemos gue ul{x) satis-

faz 8 condigac A7D com constante K, assim, também pelo teore-

ma 1 F*{x) € do tipo fraco {2p., 2Z2pl. Usando o teorema 2 con-

cluimos que F#(x)} & dc tipu forte (p,pl; isto e, existe uma

constante T independente de f tal gque (2.1) & verdadeira.



CAPITULO III

Mopseos interesses, neste cepitulo, resumem-se ng ope

rador maximal definido por:

~1{1- '
(M £)(x) = sup. [0] (1= o/n) f £y |dy ,
Netilh Q
onde (1 ic1< n; B & um cubo n-dimensional centrado em X.

0 problema & determinar condigoes para fungodoes nao

negativas v para gue tenhamos:

) 1/q p 1/p
(3.1][ d[' I[ﬂlf]{x}v(x]|q dx| £C [FOAvixd| dx .
n

R r"

onde C € uma constante independente de f e 1< p < n/a, 1/9 = 1/p-o/n.
Notemos que se o = 0, teremos p = g e o problema acl
ma se& reduz no teorema de Hardy—Litlewood,'jé estudado no ca-

pitulo II, agora com ulx) = [v[x)]q.

Também vemos o caso em que p = 1 e 1/q = 1-a/n.

DEFINIGACQ 1: Para 1 < p < o, dizemos gue uma fun-

¢ao nao negativa v definida no R" pertence ao Ap q se:
. o

[3I.23 [ |u]”“fm[v(xl}q dx]1/q[|g1*" fa[vtx]]-p' dx]”p' <k <

UNicCAMP
BIBLIOTECA CENTRAL

s



onde p' = p/{p-1) & Q0 & um cubo n-dimensional no R" com lados

paralelos ao sistema padrac de eixos, e centrado em X.

a

Para p = 1, esta condigao se torna:
T . 1/q
(3.3) | o} J [u[x]}_ dx < k inf.es.{viy) vy ¢ Q}
Q

Para g = « temos:

. 1/p' _
(3.4) £|Q1_1_[-[v(x]]_p dx} < K im“.ea.{[\;’[y]]_’i :y € Q)
| Q '

¥

LEMA 1: Se v € Ap , existem P, e 4, tais que

1 < P, < P, 1/q1 = ‘1/;1,| - o/n e v e Ap .’
1771

DEMONSTRACAO: Vejamos primeiro que v € AD o implica

’

VP satisfaz @ condicao Ap'

[|D!'1fg[v[xl] Ddxm Q|_1jg[v[)<]]_p'd% Wz[lwl'qjg)[vfx)]q dx}p/q

o s 1/p!
[[91-1f Tvixa]™P dx} o< kP ' .
N : -

v—p/[p-1]

mas vP satisfaz Ap se e somente se satisfaz HD,;as~

sim aplicamos o lema 6 (cap. I) =m V"P/(p-1]‘ ou seja, existe

e >0 e L tais que:

_ B _ 1/(1+€) _ _ _
(5.5) [IQI 1I[VM] p(1+€)/(p 1]Xm < clal 1] [v0] P/ g,
0 0 |



seja a, < a, pela desipualdade de HZlder:

1/9 174

(3.8) [1u|"1ja[v(x1]q“dx] 1_ [qujg["[”]qu} | ;

dB‘Fiﬂil’leS D1 por p[1+€1/[p—1] = p’l/[pl}-’l], entao Dl <& p:l’ ou

M

seja p > p,. e seja q, definido por ’i/q,l = *I/p,l - a/n. Usando

gestas definigoes, (3.3) & (3.4) obtemos:

' i 1/p;
o q 1/q . p 1 .
[IQI 1j [vix)] 1d><] 1[|@| ”I [vix)] 1dx] < kP e
_ 8 :

Q

logo v £ A .
D1.q1

. : 2 <
LEMA 2: Se v £ AD , existem P, B d, tais gue p P

Ll

1/ = 1/p., - a/n e v g A .
92 2 P59,

DEMONSTRA(ZO: Provemos primeiro que v9 satisfaz Aq

Como p < g entac p' > q' e usando a desigualdacde de HBlder:

[lml'1 j;[v{x]]qu] [m‘* j[\,(x]]-p’ L a

N ] =

Assim, aplicamos o lema B (ecap. I), existem § > 0 ¢ C tais que:

]1/[1+5]

(3.7] [lQl-Ur [V{x]]q(1+6]dx < C|G|_1g[-[V[x]]q dx '
q Q



definimos gql(1+8) = 95, logo q < g,; e p, por 1/p, = 1/q2+u/n,

logo p' > pé.

Usande estas definigoes, (3.7} e a desigualdade de Holder:

{Iiﬂ1j’Q[v[x]qudx]qmz{]Q[_qjﬁ[vfx]]_pzdx] <%k

logo v £ A .
Pprds

LEMA Z: Se v e AD 9 o operador Tg definido em

LpERn,v[x]qu] por Tglx]) = [Ma[g Vaq/n)][

x) € do tipo fraco

(p,gql, (def. 1, cap. II1}.

DEMONSTRACAO: Seja E, = {x : Tglx) > a}. Para cada

-

X E Ea gxiste Qx tal gque

=1
(3.8) |0_| f lety)] [viy11%9/" ay > o .
Dx'
{ ] 3 1 .
A familia {Qx}era € uma cobertura de E_; pelo. lema (cap

IT), existem Qi (i=1.2,3...) dessa familia, com interiores
disjuntos tais gue Ea Cu Q;, loge u[Ea].i z u[@i]. Usando
i

i
du = [v[x]]qu, p/qg < 1 e (3.8) obtemos:

[jE [v[xl]qu}p/q < [g(ég[v[xqu;x]]p/q <

o



_24_.

5[{[ [v[x}]qu]D/q{ulaifwdn}_p[f Ig(y)l[v[y}]m/ndyr
' Q

i % 5
q P/a 1-a/n] P ag/n -1 1P
=2U[vtxﬂ ax{  Jolo, | Ulgfm[ w1l v vyl ] o
Tt 2,
T-o/n p-1 D p[’imq/n]
< Z[JIQ' :! [j [vix] de [[ :I [I lely) | [viy)] dy]
i
Q i 1 :
: -D {(p~11+p/g
1-a/n _ Y,
= psq
$ 2 g[a][ﬂii ] 0¥ ] [9F] [vix)]9gx
Q*
1
w1 -1
{’Q I f [vex)] 7P ] [f lety) [P [viy) ]S dy]
Q .
%
P B g
<qg 5 kP Z Jr [g(y]] [v(y)] dy
= ! .
0}
P P q
<qg 5" Kpj lgty) | [veyl] ay
- n
R
q -q p g 9P
loguf [vix] ax < o c{j lety] [viy)] oy e temos provado gue Tg
]
E ’ R
[+

e do tipo fraco (p,ql.
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TEROEENMA 1: (ver [B}. Assuma que 0 < ¢ < n, 1 <p < n/o, 1/g=
1/p - a/mneve A . Entao existe uma constante C independente de f tal

*

gue a desigualdade {(3.1) & valida.

DEMONSTRACZO: Vimus nos lemas 1 e 2 que se v € Ap o

entao existem p; © a; (i=1,2) tais gue v € Hp q ; logo pelo
i1
lema 3 Tg € do tipo fraco [pi,qi} e pelo teorema de interpola

gao de Marcinkiewcz Tg & do tipo forte (p,ql), isto é:

1/q : 1/p
(3.9) [ J[ [Tg[x]v(x3|qu} <C [-[ lg 03 |7 [vi0]%ax
n n
R : .

N

-og/ ' ,
Seja glx) = f[x][v{x]] “q/N; usando a definigaoc de Tg e de g,

a integral a esquerda em (3.89) se torna:

(3.10) j |[Mamtxl|q[v[x1]q dx ;
n
R R

g a integral a direita:

(3.11) j Le0xd [PIvix)]P ax .
Rn

Assim (3.10) e (3.11) nos dao (3.1).

TEOREMA 2: (ver [6} , Assuma que p = 1, 1/q = 1-a/n,

v E A1 q° f tem suporte nume bola B; e gue

j'|-F[x]|log+ !F[x][u[x3]1_q |vix) dx < = .
B



Entao:

1/9
(3.12) [j|[ﬂa-}’1{x]v{xl|qu><] A c[w[gpﬁftxnlog*mx) [vtx]]"'qlu{xme ,
B B

onde w(R)] = J’[v[x]]qu
B

DEMONSTRACAO: Meostremos inicialmente que existem pd
e a, tais gue P, > 1, ’I/qD = 1/@0 - a/n e v e A q Se
o’ o

v E A, q entdo v satisfaz 2 condigdo A,s logo pelo lema 6

[cap. I} existem & > 0 g8 £ tais que:

(3.43) [Ialbqf [v[x]]q[1+€)dx}1/[1+gj < cl@l_qj [vixa]® ax .
A - ]

definimos a,. © ql1+el e 1/pD=1/qD + a/n, temos assim 1<pD<n/a;

usande (3.13) e a condigao Ay q°

179

[ q 0 . -p' q1/p!
|QI ! J—[v[x]] Ddx] DQ| 1j’[v{x]] Ddx] o
i Q ' 9
[ . 1/qg , _
< g ! Jr [fo]]qu] SUp &S, {[v(y)] 1:y e Q} <K s
! Q
logo v € A .
} o'qu o/
Definimos: g{x) = F(x)[vix)] "

k+1

{x ¢ B: Zk < |g[x]| < 2 } ;

m
r
—~
»
—
[}

glx) xo (x) 5 1/p, = tk + (1 -t 1/p ;
k

m
-~
b3
s
T



"l/Clk = 'I/LJR - a/n tk = (k + 1}/(k + 2) .
Pelo que temcs provado no lema 3 deste capftulo, Tg € do tipo
fraco (1,g) e tipe fraco [pDJ qD], logo pelo teorema de inter
polacao de Marcinkiewecz, Tg € do tipo forte EDK’ qkl, asgim
podemog usar a desigualdade [(3.89],
o

PO . = + + i

Pela definigdo de g  temos: g = g_, g }; g - assim

o
(3. 14> el < Hlme g o+ Irelly + 12 gl ,
. 1

onde g_, 6,.a restrigado de g em {x: 0 < |gfx}]< 1}: e g, ) a

restrigdo de g em {x: 1 < lg(xy] < 2},

1){Tg_, 00 | = sep|of ™t J( ety | vy 199 ey
n .

R oo

< sup |Q|-(1—a/n)j- [V[y]]aq/n oy
QCRn Rp's)

sup 1!3]'_1/qj [v[y]]q_/l dy
AR oM

5 Up IQ|-1/qSLp.ES.{[V[y}]_qzyEQ}J[ [v[y}]q dy
GCR" e

| A



L e o % [i@ !‘1f[vty1Jq. dy}-‘l/q U [viy1 ] dy]

QCR Q LB
1-1/0
<K [j[v[y]]q Dy} ;
[5)
logo:
1/q
(3.15) [[|Tg_q[x] vix) |" dx] < K w(B)

B

ii} Fazendo de modo analogo com Tgo, obtemos:

: 1749
(3.16) [IITgO (x) v(x)|% dx:I < 2K w(B)

. B ’
iii) Usando & desigualdade de Minkowski, a desigualdade de
Hdalder e (3.39) temos:

o . o

< =
(3.173 1|§ Telly < 1Z”TEK”q
174

= Z{Jf|Tgk[x} v(x]|q dx]
’I/qk 1-1/p

i:f[jaﬂgkfxuclk [v{x)]qﬁx] | []E [V[.“]q dx]

1—1/;:k ‘l/pk

' p
[o (B)] C, [f|gktx3| K vex]® dx]
Kk
B

K

<

s §



' 1/p
© -1/p p k
=0 w(B) ) wB) " (k2 [ Jr [g(x) | k [v(x}]q de

1 E
o 1/ o [ WED e

<D wlB) ) wb (k+2) 2 _ .

wiB}

1

| €7 P

Seja K = {k g N: [ } <3 .
w(B)

e K' o complementar de K em N; € natural gque mEEh]/m(B] < 1
uma veZz gue EKEQ B logo existe uma constante M tal gue:
[pk-ﬁl

wlB) _ < M. Temos também gue k + 2. < 3k para k = 1,2,...
w[EkJ — -

Usando estes fatos em (3.17) temos:

O k4 (k+1)
||§ Tgk]E~5 Dw(B)+ J (k+2)(2/3) + oM ] (k+2)2 w(E, ]

kek kek’

< D' w(B) +60M Y k2" w(E,)

k

j‘M'[u[BJ + ) 2 log o wEEkJ]

< M»[m(ﬁ} + z|gfx]| log+]g(xJTw[EkJ}

= M'PUEB] +Jr g (x| lug+[gix]|[v[x]]q dx}
_ B

Logo, usando [3.15), (3.16} & esta (ltima desigualdads em

(3.14) cobtemos:



T 1 < C{u[B} + (. 10g+[g{x]|[v[x]Jq ax
g g JB

vaq/n ]-aq/n

Sabendc gue Tgix) = [Mu[g J10x)l e g(x]=¥[x][v[x]

obtemos [(3.12).



CAPITULD IV

E exatamente neste caepitulo que veremos o objetivo

principal deste trabalho.

DEFINIGAO 1: Seja f uma fungdo pertencente ao
LP(R",dx), 0 < o < n; definimos o operador integragao fracio-
naria de ordem ¢ de f por:

T 0 = Cla) j( Fly) [x-y] dx .
N

R

U0 operador integrégéo fracionaria esta definido ape

nas para 0 < g < n e 1 <p < n/g: provemos ‘isso:

a-n

T,Flx) = cla) J( fly) |x-y]| dy
1
R
a-n
= cla) J[ Flx-yl |y] dy
er .
~ a-n a-n
= c{ou[j flx-y1 |y dy*[ Flx-yl]y| CW}
ly <1 | ly|>1

= clo) [1,0x) + 1,0x)]

Para 0 < oo < n temcs I1[x] < w, Em 12 aplicamos a desigualda-



de H8lder; para isto sejam p e g teis que 1 = 1/p + 1/q:

p e {ornlg /4
Iz[x] < {j Iﬂx—y]| dy] [j |y| .ij
v 1> Iy |>1
0 1/p (o-nlg 1/q
< [I Fix-y]| dy} [f |V dy}
R ME
1/4

™
iz :

logo para que IZ(x] < w dgvemos ter (n-glg > n ou seja g > n/l{n-g), como
/9 = 1 - 1/p., p deve ser tal gue 1< p <« n/g. Assim para que Taf seja

finita € necessédrio que 0 < g < n e 1 <cp ¢ n/gy-

E facil ver gue T & uma transformacio sub-aditiva.
. l ’

TEOREMA 1: {ver [B]]. Assumlmos que'U < o < N,

rl

1< p < n/ag, 179 = 1/p - o/n e v ¢ Ap q° Entao existe ume cons

tante c©c, independente de f tal que:

1/ 1/
/q 5 P

q
(4.1 [I |TaF(x] v[x]| de _{_C{j |'F[X]U[X]I dx
n .

rR" R

DEMONSTRAGAOC: Selja & > 0:

a~n o~ N
Taf{x]=f Fly) |xv] dy + f Cfly) | x-v | dy
| | x-y| < | -y |>6



1 Z
~i-1 -1
Sejam Ri = {y: 2 ('ji Ix—y] < 2 &}; e Bi={y:Ix—y| < 2
com 1 £ ¥
’ a-n
(4.2) |I,1f>(]| = [j Fly) |x-y| dy
UR
1
o n
ST iyl e
i 7R,
1
-i- a-n _
PR j’ ,f(y]ldy
i R.' -
1
2n-d[2?i6]o n2~i€68
L) f | FCy) | dy
i ,71E g€ B

i Z 2I‘t‘f‘0‘,2‘iE‘,6E SUD[B[-(,I_[OL-E]/H}] Iﬂyl|dy
o BcR" B,
. a
N-Q,E y ig
<127 %t f1x)1/2)
i
< 8% A M F1ix) .
—— a-c

Procedendo de modo analogo com Iz(x) cbtemos:

>
(4.3) |12§x1| <67 A M, FIIX)

+

-i

$}



] 1 " € - ‘[/2.
Agora, escolhemos & tal que & [ty e 0xdstn £ 0a] e
assim por (4.2) e (4.3):
: 1/2
(4.4) ITQ{(xll < A [Nu+€f}[x]fﬂa_efl(x]} .

Sejam 1/qE = 1/p - (a+el/n e 1/Ez = 1/p - {a+e)/n.

Mostremos gue v £ A implica que v € A -—
P,Q : D:QE-

gualdade de Hélder ftemos

Usando a desi -

-4 - 1/':1 ' .’l/p'
{lﬁll j[v[xl]qe dX] {th"ij [vix)]™P dx:l <
0 -
L
1/0 1/p
[IQI'“f [vix)]® cs-x] [|Q[_1f [vix)] 7P dx] <Kk .
Q Q
Mas trenos, témbém, gue v € A implice J € A : como vEA
P.d P.Q_ P:G

v? satisfaz Aq, assim pelo lema B (cap. T) existe § > 0 tal

gue:
. q(158) 1701483 _ q
1q] j [vix)] dx} : < cla f[v[x)] dx .
n] ' i
definimos d. = 9 g6, assim 1/q€= 1/q - &/n e,
q 1/q : ' 1/p!' o

[|m|_1j [vix)] Idx:{ Q[IG|—1I[V(><]]—D dx] <

Q 9



/g 1/p"

c Da|_1-[ [vix)]® dx} |Q}u1[Jgfv[x)]_p' de <

Deste modo pademos aplicar o teorema 1 (capftulo III) aos ope

. e . j = 2 = a_ ' &
radores Ma+€ Ma_g Sejam Pq qe/q e Ps P qe/q, gntao

8 desigualdade de Holder e o teorema citado nos dao:

j’ |7 F0x) vix) ]9 dx<C j’ [EM FI10x) (M ?)(X]vfx]}qu<
o -1 ate a- € =
Ini

Rr" R
qp1/2 ‘1/p1 p2/2 1/p2

cq[-[ [(Ma+€FJ(x]vfx]] J {j’ [[M F1(x)vx))] dx}
rR" - ﬁ

/e, _ q 1/p

: : £ 2
<c {J[ [, P (xvia] dx] [Jf L FIOAv] dx}
R .
_ ‘ qe/pp1 -‘qa/pr
< c1c2[J[ |f(x]v(x)|pdx} {.[‘|?{x]vix}]pdx]
R!‘l . Rl‘!
q/p
='C[Jf |f[x)v[x)|pdx]
.Rn
TEOREMA 2: (ver [6]). Sejap =1, 0 < o < n, 1/q =
1 - a/n e ve A . Entéa existe uma caonstante C independente

1,0
de f tal gue:



1/¢ 1-q
)

f'C{m[BJif‘EF[XJ]ng+1f[xJEv[x] fvix)dx|,
B

’ g
[4.4]{ Jrl_rdF[X] u[x]| Gx}

B

onde

g
w(B) = jﬁ [v(x)] dx
' B

DEMONSTEACZG: Sem perda de generalizaecdo provaremos
{4.4) para uma fungao limitada; pois se f & ilimitada nos defi

nimos: ?N(x] = Jf(x)} se [f(x}} < N temos que:TaF[x}=lim T fN(x}=
(x)| o N; oo ©
se lf X | o> Ns

| 0
1-q
+
C{w[B] + Jf[¥[x]| lag  |F(x) [vx)]. | v(x] dx@
B

- 1__,q
= lim E{w[B) * j’ |¥N(x][10g+|€N{x][v[x]] hvix) dx]
N -»c0 B

Consideremos ¥ tal gue |f[x]| < M, para todo x e'Rn. De mado

analogno ao teorema anterior:

X . q q
(4.5} J( ]Taf(x] vix) | dx < 81‘[.[EF&_Ef}{xJ[Mh+€f3Ex]v(g]] dx
B B

onde £ € convenientemente escolhido. Definimos ’l/qe = 1-(g+el)/n e 1/5; =

4-la-gl) /n.
1] Se v e A entdo v e A , onde 1/p_ = 4 - g/n e -
1.C! DOJQD ]
a, = dg-

Se v e A, entao v7 satisfaz A, (pela propria definigao de



;'—\,| C] loga pelo lema 6 (cap. I} existe 6 > 0 tal gue:
+ G

1/01+8)

4 q{1+8) _4
o | Jﬁ{v[x]] dx < clo] ‘]‘[U[xj]q dx
Q

0

n . o= - 1 = =
definimes q_ al1+8). = g + €' e Py tal gue ’I/pO 1/q0 +oa/n
= 1-¢/n; usando estas definigoes na desigualdade acima & a con

digeo A1,q temos:

. a, 1/qD . | _pD, 1/p0
[|Q!Hq-f’ [v[x]] dx] [IQ]"ﬁ—/’ [le]] dx} <
| Q ] 9
-1 q 4 /@ | EE
c, DQ! j’[v[xJ] d{l sup.es. {[viy)] :y €0Q}
: . Q - .
< C2 K< o :
portanto v € A Q’qg e tambem v € ﬂpo,q0+n’ onde ‘I./[qD +n) =
‘I/pD - (a * €}/n.
ii) E imediato ver gue se v g A1 q entao v g Aq T (basta apli
. ) Ll a E
car a desigualdade de Hilder).
P - _ '
111) [FOxvi] @ < M v [vi0] 75 < movix) dne.[vixd]TE"
iv) Para qualguer v, log }f{x)[v(x)] _ |i CY{If[x)V(xJ wl:
- 1-q ' (1-g_Jvy
sendo assim |[F{x)| log" | fx) [vix)] Ei < M1QYCY[V[X]] £

escolhemos Y tal gue (1-E€JY < 0,

Agora, 1) nos permite usar (3.1) em Ma ; 11) nos permite usar

+E



(3.12) em M@;—g’ iii) & iv) nos permitem usar o teorema de con-
vergencia de leshegue (ver [7]1. Definimos P, = 2 qe/q = -
p, = 2 H;/q, e de (4.5) obtemos:

B

q 179
ITOLHXJ vix) | dx] <

s; ’l/p,] q ’VDZ

. £ _ €
[] [, P Txdvix) ] de [j[tma_gﬂtxmx}] dx}
B s _

qE/pq[q€+n} ﬂ/[q8+ﬂ3

1
de IB |

de/P 4P, Ti/qgm_

P
iE,ICZ[jHEva[x]l Ddx} I8 |

1-q
£
1:\«:(8) +j 1F(x) llog+ [Fx] [v[x]] ]v[x]dx]
B

tomando o limite quando ¢ tende 2 zero:

11/q +
f4.6}i:j|Ta+‘[x]v[x] {Tax jcqcz{é‘ﬂx]v[x] |dx][w[B}i[ letx) 110" 1700
B ] z

. - )
[vix)]  |vix) dx ;

1-q 1-g
mas se E = {x g B: [F(x)[v(x)] |>e}eE'={xeB:|fx)vix1] |<e} -



q
{x & B: |Fflx) vix)}] < e[v[x]] ,
-[-|F[x]v[xl[dx = /ﬂ ]?[x)v[xﬂdx + [£0x] v(x] |dx
8 “BnE BAE?
+ 1~q
ijf|f[x]\log I?[x][v(x]} dyx + w(B) ;
B

usando esta desigualdade em (4.8) obtemos (4.4).

TEOREMA 3: (ver {B]}. Seja f uma fungao com suporte
numa bola B de raio R. Sejs O o menor cuboe coentendo B. Consi-

deramos q = ®; n = pg, 1 <p <@g v e A Entao para g > 0,

.
o

>

1 <g <oegm=inf.es, {vix): x € Q}, existe uma constante -

C = Cfe,gl) tal que:

m]TJWx]‘_ o} q ] d
{4.7) Jr e><1:i.[n/~.xrn_,| HF v” [v[x]]:dx fHC R m ,
B P
onde w4 & a area da superficie da bola unitaria em rRMT,
DEMONSTRACZO: Mostremos que se v ¢ Ap - entao -
vlg A ,q com p < 4 < ot da condlpao Ap,m temos:
1/ 1/p!
|2 | Jf[v(x]] dx Q] -[ [v(x]] J dx <
Q &
“1

K sup.es.{vix): x e'Q}.inF.es.{[vEy]] vy e Q) = K ]



Para q dado, definimos o por 1/9 = 1/p - (a - ¢gl/n. Seja § > O
e assumimns gue va”m < m. Comp na demonsiracan anterior -

Taﬂxl_z L(x) + T,0x), e [I,(x)] < A st Ffllx). Para -

1 2 Qo
¥ € B temos:
o n -1
[ I,(x)] = Fly) |x=y | wvily) [viyl]  dy

| x=y|>6

<

| x-y | >8

| /(p=-13 a4 (p-1)/
1-F{y]v[y][pdyr/ [j (Ix—yl vyl }p ’ dy} e

| x-y]>8

' - | (p~1)/
< IRl swpes {viyy | 1:ye@}{[ ey |COTMIR/ R 1) } p
|x-y [>8

usando uma mudanga de variavel e logo em seguida uma mudanga -

para coordenadas puolares obtemos:

1/p’ :
|I2Ex]| f_{wn_1 lugEZR/G]] .

-1
Seja § tal que 6% = min {S[AU[NG_OF]{XIJ , RV} entdo:



1/p’
T ) i " '
|.aF[x)[ < Aoﬁ [Ma_of]{x] Pn—ﬂ log (2R/8)
. “4/g 1/ 1/p!
< oe +qw ,log (2R/8)¢€ HU(MG_U¥](X}] ,
ou seja,
q
_e P! * n.-g
|]Ta-F[><3| el < wo_,/n log (2R)7e I:AU(MOL“GHEXJ} .
P’ q L9 g q
(4.9) j exp|nm || T Fx)i-€] Vo] ax<izrye ch,|[mu_0f][x]v[xl] dx
B : B
n
< C R ,
<o R [l

(na Gltima desigualdade usamos (3,1)).

Para obtermos (4.7) usamos (4.9) com a fungao glx) = f(x]mHFv”;q.
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