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INTRODUÇAO 

Temos como objetivo principal a Teoria da Integração Fracionária, dando destaque 

espec'la! às desigualdades em normas com peso. 

Para atingirmos o nosso propósito, dividimos este trabalho em quatro partes. 

No capitulo I, estudamos as funções de peso que satisfazem a condição Ap, dando 

destaque ao fato de que se uma função de peso u satisfaz a condição Ap então u satisfaz a condição 

Ap' com p' < p. Para este capítulo citamos as referências [1] e [2]. 

No capitulo II com o auxílio do teorema de interpolação de Marcinkiewcz [4], 

provamos o teorema de Hardy-Litlewood [3] para a função maximal f* definido em LP(Rn, u(x)dx), 

que nos dá uma condição necessária e suficiente para que f* seja do tipo forte (p,p). 

No capitulo IH, provamos um teorema de !.imitação para o operador maximal 

(Mci)(x} = suR Jarfn-1[0 lf(y} k:ly; isto é: provamos que seu é uma função de peso que pertence 
QC Rn 

ao Ap,q com 1 < p < n/a. e 1/q = 1/p- a.ln então II(M0/}vllq < Cllfvllp. Também estudamos o caso em 

que p =, 1 e v pertence a Al,q· Para este capítulo podemos citar as referências [5] e [6]. 

E no capítulo IV que abordamos o tema central deste trabalho. Com auxílio de 

resultados ariteriores mostramos um teorema de limitação para o operador integração fracionária; ou 

seja, para O <a.< n, 1/q = 1 /p - a./n, 1 < p <afn e v perte.ncente ao Ap,q temos a seguinte desigualdade: 

II(T a: f) v llq ~ C llfv llp. Os casos p = 1 e q = oo também são vistos neste capítulo. Podemos citar a 

referência [6]. 



NOTAÇÕES 

r~n denota o espaço vetorial de dimensão n ~ 1; se x E Rn denotamos a norma de x por 

n % 
lxl~ I L x·l . 

i:::: 1 I 

Se E é um subconjunto do Rn, lEI= m{E) denota a medida de Lebesgue de E. 

C e C' denotam constantes positivas, nem sempre as mesmas. 

Se 1 < p <"" p' é o seu conjugado p' = p/{p-1 ). 

Neste trabalho, adotaremos as seguintes convenções: 

i) o--~ o; 

iil para p~ 1, [JQivlx)]·1/lp-lldx)P·1, representa sup.es. {[vlxlr1;xeo}. 



CAP!TULO I 

:'!este c<:.pftulo estudaremos, principalmente, as fun-

çoes de peso (funções nao negativas) que satisfazem a condi 

Veremos a definição do espaço Lp(Rn, d~l. cujas fun-

ções são objeto de noSso estudo, e, também outras definiçÕes 

importantes para nosso trabalho. 

Definição 1: Para 1 _:: p < oo, Lp(Rn, df-J) e o espaço 

das funções mensuráveis f, tais que: 

Para p "'""'• L
00

(Rn, dp) e o espaço das funções limitadas, ou 

das funções limitadas com exceção de um conjunto de medida nu 

1 a, 

Definição 2: Para 1 _:: p < co, definimos norma de uma 

função f pertencente ao Lp(Rn, dp) por: 

e para p = oo a norma de uma função 
ro ri 

f rertencent8 ao L (R ,d].J] 

e definida por: 

li f li== inf {a:~ {t: f(t) >a}= o} 
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PodGmos observar que, com a norma assim definida, o 

espaço Lp(Rn, clp) com 1 < p <co e um espaço vetorial normado. 

A desigualdade de H5lder: se p e q sao dois numeras 

-n ao negativos tais que: 1/p + 1/q 8 

A desigualdade de Minkouski: se fn(n "'1~2 •... ) sao 

- P n funçoes pertencentes ao L (R , djJ) temos; 

00 00 

DEFINIÇÃO 3: Seja g uma função de.finida no Rn, a um 

numero qualquer. Consideremos o conjunto E "' {x: a I g ( X) I > a}. 

A função À: R+-+ R+, definida por À(a) ~ m(Ea) é a função dis 

tribuição de I g I . 
Uma aplicação importa·nte da função distribuição À(a) 

e que qualquer quantidade que trabalhe somente com o tamanho 

de g, pode ser expressa em termos de À. Por exemplo: Se 

( 1 . 1 ) > a}da 

oo n 
e se g E L [R , dx): 
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I 1. 2 l 11 gll~ in f {a ' Àia l O} 

A igualdade (1.2) decorre imediatamente da defini-

çã.o del[g lloo· Parf.l mostriJrmos (1.1) necessitamos do seguinte 

resultado: 

LEMA 1: Seja qJ: R+-+ R+ tal que possamos definir 

lJ;(x) "'Jx 1/J'(a)do:. Seja g: Rn-+ R+' então: 
o 

f ~lglxlldx ~J~~'(alm{"glxl >a) da 
Rn O 

DEMONSTRAÇÃO: Definimos 

-
O se a>g(xJ 

h ( x. a l 

1 se a < g(x) 

Observemos que: X{x:g(xl>a} (x) h(x,al: então 

( ~lglxlldx 
JRn f 

g(x) 

f ~'laldadx 
Rn O 

~ L/"'x lxl~' laldadx 
R~ O {x:g(xl>cd 

·f~ ~·(a) ( nX lxldxda 
O JR (x,glxl>a} 
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d a 

(A mudança na orderr1 de integraç~o e permitida pelo teorema de 

Tonel li). 

Agora, para mostrarmos (1.1), basta definirmos 

xp e ap li c armas o lema 1, 

DEFINIÇÃO 4: Para 1 < p < oo dizemos que uma fun-

ção de peso v satisfaz à condição Ap com constan-te k se: 

( 1 . 3) 

para todo cubo Q contido em Rn. 

Para p = 1, esta c-ondição _se torna: 

( 1 • 4) IQI- 1 f v(x) dx < k 
. Q 

inf,es. {v(y) y E Q} 

Para mostrarmos propriedades importantes das fun-

ç_oes que satisfazem a condição A , necessitamos do 
p 

seguinte 

lema de Calderon-Zygmund. 

LEMA 2: (ver [1Jl. Seja O um cubo 
n 

do R , w uma fun-

çao nao negativa, integrável em Q; 

va tal que: À> m
0

twl, onde m
0

twl 

e, À uma constante positi­

jOI-1 1 w{xldx. Então exi~ 
Q 

te uma sucessao de cubos 0
1 

C Q com interiores disjuntos tais 

que: 
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( 1. 6) 

- 5 -

w(x) < À para quase todo x que -nao pertence a u oi. 
i 

existem constantes c e C que dependem de n tais que: 

cÀ < [o.[- 1 r w(x)dx" 
l Jo. 

1 

m
0

. (w) 
1 

< o 

Observação: Este lemG é válido para qualquer medida f.! tal que: 

]J(2Q)/]J(Q) < C, para todo cubo Q. 

-LEMA 3: (ver [2]). Se w é uma função n ao negativa que satisfaz 

a condição Ap com constante k., então: 

( 1 • 7) 

para constantes a e S com o < a, B < 1 independentes de Q. 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos o conjunto E':o{xEQ:w(x).s_ 

s - 1 [~Jp-1 " m
0

Cwl I[Q[- 1 h. [}lmQCwlr1/(p-1ldx]p-1 

< mQCwl[lol-1 f r 1 
E, [w ( x l]- 11 ( p- 1 ) dx 

< m0 Cwl [lol-
1 ~[wCxlr1/Cp-1ldx]P-1 2 

(esta Última desigualdade e dada pela condição A l. p 

' 

k 

Logo 
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IE'I < k 
1
/(p-

1
) ror s1

/(p-
1
). tomando B arbitrariamente peque-

no terefl'os IE 'I tende à zero, e, portanto existe O < a< 1 tal 

que (1,7) 8 vélidu. 

LEMA 4: Seja w uma função nao negativa, integrável 

CUbO ° C Rn t 1 t d b Q C 0 em um "' e q u e , p a r a o o cu o _ "' a desigual da-

de (1.7) é vãlida. Então existem y >O e C' que dependem uni-

camente de a, Sentais que para todo À> m
0

Cwl 

I 1. e l f w(x)dx < C'J... l{xEQ:w(x) > y!..}) 
{xoQ,w[x)>À} 

DEMONSTRAÇÃO: Fixamos um cubo Q; seja À tal que 

À> m
0

(w). Pelo lema de Calderon-Zygmund, existe uma sucessao 

de cubos Q. C Q de interiores disjuntos tais que (1.5) e (1.6) ,_ 
são válidas. Por (1.5), {x E Q: w(x) >À} "'U QiJ pela hipót~ 

i 
se e (1'.6) temos: 

- 1 
< a 

usando estas duas conclusões obtBmos: 

w(x)dx 
À} 

• J wlxl 
UQi 

dx 
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< zf w(x)dx 

i Qi 

<IIQ.Ic.\< 
1 

i 
C.a-

1 L /{x.:: Q' w[x) > B c .\}/ 
i 

tomando C' "' C • 
- 1 

a ey=cj3obtemos[1.8). 

LEMA 5: Seja w uma função nao negativa, se existem ex 

'8 B com O< a, B < 1 tais que para todo cubo Q, (1.7) e 

válida então existem ó >O e C tais que, para todo cubo Q e 

vá li da 

[ 1 . 9 I 
1•8 ]1/[1•81 

[wrxiJ dx 

DEMONSTRAÇÃO: Usando o lema 4 e a função distribui-

çao (ver def. 3) de w em Q temos: 

[1.10) Joo ). 8- 1f w[x) dx d). 
mo {x.::Q,w[x)>).} 

<C' Joo ÀÔ l{x E Q: w(x) > yÀ}r d À 

mo 

<C' r: .\8 l{x E Q' w[x) > y).} I d). 

~ oQ,w[x)>al -- c• Y-[1•8lfooo ~o Jix c J da 
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por outro ludo, 

(1.111 

mas, 

C 1 • 1 2 I 

I: À ô-, r W ( X) 

J {x E Q: v.,r ( X) > \} 
Q 

~J: À Ó- 1 f W ( X) 

{x E Q: W ( X) > A} 

J:Q ÀÓ-1JQ w ( xl dx dÀ 

w ( xl 
w(xl > À} 

Àó-_1! w(xJ X 
O ,{xeQ:w(x) 

ó- 1 
À 

f f w ( xl 
== w C xl 

Q o 

= ó- 1 j
0 

[wCx1] 1 +ó dx 

(1.131 Jm0
A0 'f w(xJ dx dA= ó-

1 1ol 
o Q 

dx dÀ 

dx dÀ -

dx dÀ 

(x) dx dÀ 

> A} 

di\ dx 

Agora, usando C1.12l. (1.13) em C1.11). e aplicando (1.10) 

obtemos: 

[ ; -
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Assim (1.9) se deduz da desj gualdade anterior se tomarmos 

suficiente11:ente pequeno tal que[~- c' ] 
1 +ó _: 1 e C "' 

y ( 1 •o I 

LEMA 6: A desigualdade an ti-HOZder~ (v e r [2] J. Se. t,o.J 

e uma função não negativa que satisfaz a condição A com cons 
p 

tante K, Bíltão existem O >O e C que dependem unicamente de K 

e de p, tais que: 

(1.14) < clol- 1j w(xldx 
. Q 

DEMONSTRAÇÃO: Basta aplicarmos os lemas 3. 4 e 5 p~ 

ra obtermos o resultado acima. 

L'f)MA 7: Se 1 < p < oo, w satisfaz a condição A 
p 

com 

constante KJ então existem constantes r e L q·ue dependem de 

p_e K tais que 1 <r< p e w satisfaz a condição Ar com cons-

tante L. 

DEMONSTRAÇÃO: Como w satisfaz Ap com constante K. e 

trivial 
-1/(p-1) . 

que w sat1sfaz A • 
p 

com constante K' 
p '- 1 

K 

onde p' = p/(p-1). Portanto, pelo lema 6, existem ê >O e C 

que dependem unicamente de K' e p' (portanto de K e p) tais 

que: 



- 1 o 

I 1 . 1 5 I [ lol- 1 j
0 

[w I xl]- u/(p- 1 1 
dx r/u 

< c. I" 1- 1 ~ 
onde u " 1 • ó. 

Seja r 1 • lp-11/u, 

I 1 • 1 6 I 

1 ogo 

< cr-1 

<cr- 1 .K L 

(a Última desigualdade 

[wlxlr1/lp-11 dx 

substituindo em 11.151, 

e dada pela condição A ), 
p 

LEMA 8: Seja 1 ~ p < ~. w satisfaz AP com constante 

KJ então existem constantes s e M que dependem de p e K tais 

que s > 1 e w5 
satisfaz Ap com constante M. 

DEMONSTRAÇÃO: 19 caso, p > 1: Aplicando o lema 6, 
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existem u > 1 e C que depgndem de K e p, tais que (1,14) 8 

válida. Se y < u, pela desigualdade de HDlder temos: 

_::C lol- 1] w(xJ dx 
Q 

1 /y y/u (u-y)/yu 

lo I 

logo (1.14) e válida para todo Y < u. Aplicando o l8ma 6 para 

-1/(p-1) 
w existem t > 1 e C' tais que: 

[ 
-1! -t/(p-1) ] 1/t 

lol · [wtxJ] dx 
Q 

. f -1/(p-1) 
_::C', lol- 1 

Q [wtxJ] dx , 

e fácil ver que esta desigualdade e válida para todo S < t. 

Assim, tomamos s = min {u,t} e, 

[1ol- 1j
0 

[wtxl] 5 dx] [1ol- 1j
0 

[wtxl]- 5 /(p- 1) dx]p-
1 

_:: c,c'[lol- 1j
0 

w(xJdxJ[Iol-
1j

0 
[wtxJ]-1/(p-1Jdx]p- 1 

< K. C. C' 

seM~ (K.C.C'J 5 , obtemos que w8 satisfaz A com constante M. 
p 
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29 caso; p 1: 

Se w satisfaz A
1

, \'i satisfaz A
2 

pois pela definição de A
1

, 

Portanto, podemos aplicar o lema 6, isto é, existem u > 1 e C 

tais que (1.14) é válida, Logo.se 1 < s < u temos 

logo 
5 

w t . f A t t M • C5 .K 5
, sa lS az 

1 
com cons an e 



CAPÍTULO II 

Neste cupítulo, consideraremos o problema de deter-

minar as funções não negativas u, para as quais existe uma 

constante C tal que: 

(2.1) f [t*(xl]P u(xldx::_c( [t(xl]Pu(x)dx 
Rn J Rn 

onde C é independente de f. 1 < p < oo e_ f* e a função maximal 

de Hardy, ou seja: 

f* (X) sup. loi- 1 JQ [t[tl[ dt 
QCRn 

Ã . p n DEFINIÇ O 1: Dizemos que um operador T:L (R ,d]J) -+ 

Lq(Rn,r!Jl'), é um operador do tipo fraco (p.,q) se exis':e uma 

constante C independente de a e f tal que: 

DEFINIÇÃO 2: Dizemos que um operador T: Lp(Rn, d]J)+ 

Lq(Rn,dJ..l') é um operador do tipo forte (p,q)se existe uma 

constante C independente de f tal que: 

Para a demonstração do teorema 1, necessitamos do 
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seguinte lerT1a: 

LEl,'A 1: (ver [1]), Seja E um subconjunto mensurável 

do Rn, com uma cobertura de bolas {B,} de diâmetro limitado. 
J 

Então, dessa família podemos selecionar uma sequência (finita 

ou não) 

o mesmo 

* de bolas B
1 

disjuntas tais que EC ~ B
1

, onde * B. 
' 

centro que mas o di~metro cinco vezes maior. 

TEOREMA 1: (ver (3]1. Seja 1 < p < oo, O< a< oo 

tam 

u e v funções na o negativas, Dada uma função f definida no 

seja E " {x: a 
f* ( x) > a }J 

independente de f e a tal que: 

( 2. 2 I f u(x)dx 

então existe uma constante 

V ( X) dx 

se e somente se, existe uma constante K tal que: 

( 2. 3 I < K 

B 

para todo cubo Q 
. n 
do R , (se u = v, (2.3) se torna a condição 

A ). 
p 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos (2,3) verdadeira. 

1'i' caso: f não é integrãvel. 

Usando a desigualdade de Hêilder temos: 



00 "f lflxlldx 
Rn 

< [~nlflxl 1° 

< 

[hn 

I f I xl I p 

- 1 5 -

"f lflxll[vlxl]
11

P[vlxlr
11

P dx 
Rn 

v(x)dx 

v ( x l dx 

] 1/p 
[~n [vlxlr

111
P-

11 J p/lp-1) 
dx 

r/p [f [ J -1 I I p- 1 l ] P-
1 

v( x) dx 

Rn 

temos J I f( xl I Pvc xl dx<oo; logo 
Rn 

como f E Lp[Rn, v(xldxl, 

[JRn[vlxlr1/(p-1ldx]p-1 

u(x) = O para quase todo 

"' 00 , mas por (2.3) isto implica que 

X; sendo assim (2.2) ÊÍ Válida para 

qualquer 8 >o. 

29 caso: f é integrável: 

Seja E
0 

"' {x E: Rn: f*(x) > cd; para cada x de Ea existe Qx tal 

que: 

I 2. 4 l f 0 x I f I t l I dt > a 

A família {Q } é uma cobertura de E ; pelo lema 1~ existem 
x a 

go 

I 2. 5 l 

com interiores disjuntos tais que E
0 

C U Of. 
i 

~I E l a 
< ]J(UQ~) 

i 

lo 

usando vCxl = u(xldx, (2,4), a desigualdade de HOlder,e (2.3) 

obtemos: 
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_: :cjoijoJ-p[/ifltJjPvctJct] [ L[vlxJr
11

lP- 11 dx]P-
1
[ LulxldxJ[::~:r 

l l l 

obtemos (2,2) com B = 5npK. 

S·uponhamos, agora, que (2,2) e verdadeira, então: 

[2.6] f u(x]dx _: Ba-pf jf(xl jP v[x]dx 
{X:f*(xl>a} R 

- n 

dado q em Rn seja A= JQ [vCxl]-i/(p-ildx, 

i) Se A= O então (2,3) é verdadeira para todo K. 

ii) Se o < A< co definimos 

r. 1-1/lp-11 
~(x) se x € Q 

f (X I = 

o se x i Q 
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Notemos que se x E Q, f*(xl > A/[0[. Seja a"' A/[0[. assim 

{x:f'~(x) >a} "'Q, logo (2.6) se torna 

p- 1 
multiplicando os dois ledos de (2,7) por A e considerando a defi 

nição de f: 

[1 ulx)dx][ 1 [vlxl]-
1
/lp-

11
dx]p-

1 
_:: 

. Q Q 

s[j [vlxlr
1
/lp-

11
dx] p-

1[1oi- 1J [vlxlf
111

p-
11

dxJ-P[J[vlxlr 111 P- 11 dx J 
Q Q Q 

logo obtemos (2.3) com K < B. 

i i i) 
-1/p 

Se A "'oo temos que v -na o ' pertence ao Lp (Q,dx)~ assim 

por uma consequência imediata do teorema de Banach-Steinhaus 

(ver [4]), existe g E Lp(Q, dx) tal que: · 

I 2 • 8 I 

I 2 • 8 I 

[ 
- 1/p 

glxl vlxl] dx e 

lglxllp dx=J lglxlvlxJ- 11PIPvlxldx 

Q 

definimos f(xl x e Q 

X é Q 

< ro 
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com esta definição, f*(x) "'co para todo x E: Rn, ou seja a =co, 

Assim por (2.6) podemos concluir que u(xl =O para quase todo 

n 
x E R e (2,3) é válida para todo K. 

Terminamos assim, a demonstração do teorema 1. 

TEOREMA 2: Teorema de interpolação de Marcinkieucz~ 

( v e r [ 4 J J 
p 

Seja T uma transformação sub-aditiva definida em 

L 0 (Rn,d).tl 
p1 n 

+ L (R , dlll, Suponhamos que T é simultaneamente 

dos tipos fracos ( p • q ) 
o o 

8 

(1-6J/p
0 

+ 6/p
1

• 1/q = (1-6)/00 + 6/01 

forte (p,qJ. 

1/p 

então T é do tipo 

TEOREMA 3: (ver [3]). Seja u uma função nao nega ti-

v a 1<p<oo; f definida no Rn. Então existe 

uma constante C independente de f tal que (2.1) e válida, se 

e somente se, existe uma constante K independente de Q tal que 

u(x) satisiaz a condição A com constante K. 
p 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que (2.1) e válida então 

(2.2) também vale com 8 ==C e, pelo teorema 1, u(x) satisfaz 

a condição A com constante K. 
p 

Suponhamos, agora, que u(x) satisfaz a condição 

com constante K. Aplicando o lema 7 existem 1 < r< p e L 

que u ( x) satisfaz a condição A com constante L. 
r 

1 ago 

A 
p 

tal 

pelo 

teorema 1. f*(xJ é do tipo fraco (r,r).Por outro lado, usando a 
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condição A e a desigualdade de Htilder, vemos que u(x) satis­
p 

faz a condiçâc /\
2 

com constante K, assim, também pelo teore-
-P 

ma 1 f"k(xl e dn tipo fraco (2p. 2p) Usando o teorema 2 con-

cluirros que f*(x) é de tipo forte (p,p); isto e, existe uma 

constante C independe[lte de f tal que (2.1) é verdadeira. 



CAPfTULO III 

['lossos i;,tElresses, neste capítulo, resumem-se no op..:_ 

radar maxj_rnal definido por: 

s up. 

QCRn 

lol-1[1- alnl f ltlyl idy 

Q 

onde O< a< n: Q e um cubo n-dimensional centrado em x. 

O problema e determinar condiçÕes para -funçÕes 

negativas v para que tenhamos: 

f ]1/q [f p ]1/p 
ICMaf)[x)v[xllq dx " :C C ltlx)v[xll dx 

Rn Rn 

-n ao 

onde C e uma constante independente de f e 1 < p < n/o:, 1/q = '1/p-a/n. 

Notemos que se a = O, teremos p = q e o problema aci 

ma se reduz no teorema de Hardy-Litlewood, já estudado no ca-

pítulo II. ago-ra com u(x) = [vCxJ]q. 

Também vemos o caso em que p 1 e 1 /q 1-a./n. 

DEFINIÇÃO 1: Para 1 < p < ""• dizemos que uma 

çao nao 
n 

negativa v definida no R pertence ao A p,q 

U N I C i>.l\11 P 

BIBliOTECA WHilAl 

se: 

fun-
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onde p' "' p/(p-1) e Q é um cubo n-dimensional no Rn com lados 

paralalos ao sistema padr~o de eixos, e centrado em x. 

Para p "' í, esta condição se torna: 

[ 
-1 ( ]1/q 

(3.31 lO I j 
0

[v(xi] 0 dx .':. k inf.es.{v(y) y o Q} 

Para q co temos: 

1/p. 

dx].:. K inf,es.{[v(yl]-
1 

y c Q} . 

LEMA 1: Se v E A , existem p
1 

e q
1 

tais que 
p,q 

p, 1/q
1 

= 1/p
1 

- a/n e v E A 
p 1 • q 1 

DEMONSTRAÇÃO: Vejamos primeiro que v €: A 
p,q 

implica 

vp satisfaz à condição Ap. 

mas 

J 
p /q 

dx 

p -p/(p-11 
v satisfaz A se e somente se v satisfaz A ,; as-

P p 

sim aplicamos o lema 6 (cap. Il 
-p/(p-1) . . . 

gm v , ou seJa, ex~ste 

8 > O e C tais que: 

C3.sJ [iol- 1 J [vcxJrp(,,oJ/Cp- 11 dxr;c,,sJ.:. clol- 1j [vcxJrp/Cp- 11 dx; 

Q Q 
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seja q
1 

< q, pela desigualdad8 de Hi:ilder: 

I 3. 6 l 

definimos p
1 

por p(1+s)/(p-1) "p
1

/Cp
1
-1L então p' < P1• ou 

seja p > p
1

• e seja q
1 

definido por 1/q
1 

" 1/p
1 

- a/n. Usando 

estas definições, (3.3) e (3.4) obtemos: 

logo v E 

LEMA 2: Se v E Ap,q' existem p
2 

e q
2 

tais que p < p
2

, 

1/p
2 

- a/n e v E: 

DEMONSTRAÇÃO: Provemos primeiro que vq satisfaz 

Como p < q então p' > q' e usando a desigualdade de HOlder: 

l q- 1 
dx < 

] 

q /p. 
dx 

Assim, ap li camas o lema 6 ( cap, I l, e xis tem õ > O e C tais que: 

A . 
q 
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definitT,DS q( 1+6) 1/q
2

+a/n, 

logo p' > P2· 
Usando estas cJefiniçÕss, (3.7) e a desigualdade de Hi::ilder: 

logo v E: 

LEMA 3: Se v E A 
p,q 

(p,ql, (def. 1, cap. IIJ. 

o opE<rador Tg definido em 

DEMONSTRAÇÃO: Seja E • { x 
a 

Tg(x) >o;}. Para cada 

x E Ea existe Qx tal que 

I 3 • 8 l I Q x 1- 1 f I g ( Y l I [v ( y l] aq /n dy > a 

Qx 

A família {Q } E é uma cobertura de E ; pelo lema 1 (cap. 
X XE a 

a 
II), existem Q. (1=1,2,3 ..• ) dessa família, com interiores , 
disjuntos tais que E

0 
C U Qt, logo 11 (E a) 

i 
dlJ"' [vCxl]qdx, p/q < 1 e (3.8) obtemos: 

[Icj [vlxl]qdxl]p/q 

i Q* 
i 

<I ~co.J. 
i , 

Usando 

< 
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[f 
q lp/q[ 1-a/n]-p[f aq/n ]p 

:ó I [vlxl] cxJ alo, I lglyll[vlyl] dy 

1 O* Q .. 
i l 

[f 
q ]p/q[ 1-a/n]-p[J aq/n -1 ]P "t 

0
~[vlxl]dx olo1 1 Q.lglyll[vlyl] v(Yl[vlyl] dy 

l l 

1 I -p (p- 1 )+p/q 

· < I[alo.l -a n] lo~l 
~ i 1 l 

p /q 

-p f p q 
<a sn K0 I lglyl I [vlyl] dy 

l Q 
i 

-p f p q 
<a sn K0 lglyl I [vlyl] dy 

Rn 

q -q 

logo f [v( xl J dX :'ó a 
E a 

[ 

p q lq/p 
C ~nlglyl I [vlyl] dy e temos provado que Tg 

é do tipo fraco (p,q). 
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TEORL'l.;A 1: (ver [s]. Assuma que O < a< n, 1 < p < n/a, 1/q= 

1/p - a/n e v E: A . Então existe uma constante C independente de f tal p,q 

que a desigualdade (3.1) é válida. 

DEMONSTRAÇÃO: Vimos nos lemas 1 e 2 que se v e: A p,q 

então existem p. e q. (ioo1,2) tais que v 
' ' 

E- A logo pelo 
pi 'qi 

lema 3 Tg é do tipo fraco (p_ ,q, l e pelo 
l l 

teorema de interpol~ 

ção de Marcinkiewcz Tg é do tipo forte (p,qJ, isto 5: 

I 3.9 J 

J-aq /n 
Seja g(x) o flxJ [vlxl ; usando a definição de Tg e de g, 

a integral à esquerda em (3.9) se torna: 

(3.10) ; 

. 
e a integral a direita: 

(3.11) f lfix) IP[vlxJ]P dx 
Rn 

Assim (3.10) e (3.11) nos dão (3.1). 

TEOREMA 2: (ver [s] , Assuma que p "' 1, 1/q = 1-a/n, 

V E A 1 • • q 
f tem suporte numa bola B; e que 

f lfixlllog+ lfixJ[vlxJ]
1
-q lvixJ dx < w 

B 
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Então: 

13.121 [~IIMafllxlvlxl l0 ux] 
11

q 2 c[wiBI'~IHxl llog+IHxl [vlx1]
1
-qlvixldx] 

onda wiEI o 1 [vi xl]qdx 
B 

DEMONSTRAÇÃO; Mostremos inicialmente que existem p
0 

8 qo tais q ua po > 1 ' 1/q 1/p - a/n 8 v E A Se 
o o po,qo 

v E A 
1 'q 

então vq satisfaz -a condição A 1 ' logo pelo lema 6 

( cap. I I existem E > o 8 c tais que: 

definimos q "'q( 1+E:) e 1/p =1/q + a/n, temos assim 1<p <n/a, o. . o o o 

usando (3,13) e a condição A 1,q 

logo v E A 
Po' q o 

O I I f( XI [vlxll
-aq/n, 

efinimas: g x "' 

k {x E g, 2 < lglxll 

o g 1 x 1 X e 1 x 1 
k 

k+1} < 2 
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tk :e (k + 1)/(k + 2) 

Pelo que temos provado no lema 3 dEJste capítulo, Tg é do tipo 

fraco (1,q) e tipo fraco (p, q ), logo pelo teorema de inter 
o o -

polação de Marcinkiewcz, Tg e do tipo forte (pk' qkl' assim 

podemos usar a desigualdade (3.9), 

Pela definiç~o de gk temos: g " g - 1 

C 3. 1 4 I 

+ g + 
o 

00 

00 

assim 

onde g_
1 

e a 
' 

restrição de g em {x: O < lg.(x) I< 1}; e g
0 

e 

restrição de g em {x: 1 < lg(x) I < 2}, 

I I I ,-(1-o/nl f I [ ]aq/n i) Tg_
1

Cxl "sup Qj lg[y) v(y) dy 

Q(Rn Qna 

2 sup lol-(1-o/nl f [vlyl]oq/n cly 

QCRn c:na 

"" sup 

Q(Rn 

lol- 11q J [vlyl]q- 1 dy 

Ql13 

2 sup lol-
11

qsup.es.{[vlyir\y<Q} f [vCyl]q dy 

oc~ ~ 

' 

a 



< cup lo 1- 1/qK 

QCRn 

logo: 

(3.15) 

·]1-'1/q 
cy 

"'· 

i i) Fazendo de modo análogo com Tg , obtemos: 
o 

( 3. 16 ) 

1 /q 

[~I Tg
0 

(x) v( x) lq dx] < 2K W(B) 

iii) Usando a desigualdade de Minkowski, a desigualdade de 

HÜlder e (3,9) temos: 

( 3. 17J 
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00 -1/p 

[f p r/p, 
O w(B) I w(Bl k(k+2) I gl xl I ' [vlxl]q dx 

1 Ek 

00 
-1/p 

[ w(Ek l r/pk k 
< O w[ O J L w( E-3 J ( k +2 J l+1 

1 
wiBl 

1/p 
[wiEkll k -(k•1l Seja K {k E N• < 3 

wiBJ -

e K' o complementar de K em N; é natural que w(Ekl/w(Bl < 1 

logo existe uma constante M tal que: 

Temos tar.,bérn que k + 2. < 3k para k " 

Usando estes fatos em (3.17) temos: 

00 

11 L Tgkl6 :é DwiBl• L (k•2l l2/3lk•i 
1 kE:K 

• OM I lk•2)2lk• 1l wiEk) 

kEK' 

< M'[w(Bl • I lglxl I log'l glxl lwiEk)] 

1 • ?. ••••• 

Logo, usando (3,15). (3.16) e esta Última desigualdade em 

( 3.14) obtemos: 
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IIT 11 < Cr,0(llj 
g q- L 

Sabendc·_ que Tg[x) aq/n [ J-aq/n (M (g v )J(xl e g(xl"'f(x) v(x) 
a. 

obtemos [3.12]. 



CAPÍTULO IV 

E exatamente neste capítulo que veremos o objetivo 

principal deste trabalho. 

DEFINIÇÃO 1: Seja f umêl funçã·a pertencente ao 

Lp(Rn,dx), O< o:< n; definimos o operador integração fracio-

n~ria de ordem a de f por: 

C(a) f f(yl 

Rn 
I x- Y I 

a-n 
dx 

O operador integração fracionária está definido ap~ 

nas para.O < rx < n e 1 < p < n/a~ provemos .isso: 

fRn 
a- n: 

T f ( xJ " cCal f ( y) I x-y I dy 
a 

fRn 
a- n 

" c Cal f ( x- y J I Y I dy 

f ( x- y l 

Para O <a< n temos I
1

(x) < 00 • Em 1
2 

aplicamos a desigualda-
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de HÜldBr; para isto sejam p e q tais que 1 = 1/p + 1/q: 

dy] 1/q 

]

1
/p [f Ca-nlq 

dy IY I 
IYI.?_1 

logo para que r
2

Cx) < oo devemos ter (n-çt")q > n ou seja q > n/(n-al, corno 

1/q = 1 1/p, p deve ser tal QLI8 1 < p < n/a. Assim pera qll8 T f seja 
a 

finita e necessário que O < a < n e 1 < p < n/a· 

E" fácil ver que T e uma transf-ormação sub-aditiva. 
a 

TEOREMA 1: (ver [BJ). Assumimos que O < a < n, 

1 < p < n/a, 1/q = 1/p - a./n e v E A . Então existe uma cons 
p,q 

tante c, independente de f tal que: 

( 4 • 1 J [f IT f(x) 
n a 

R 

q 
v ( xl I 

DEMONSTRAÇÃO: Seja ó > O; 

Taf(x)=f f[yJ 

I x-yl <ó 

dy 
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-i -i 
f 2-i-1 
LY: 6 < I x-y I < 2 a J, e 8. = {y' I x- y I < 2 o} 

1 -

corn i c z. 

lr 1 Cxli=[{R f(yJ 
i 

a- n l lx-yl dy 

< I 1 
i R 

i 

IHylllx-yl 
a- n 

dy 

< I 
i 

2n-a(2-iala-n,-i•a• f 
2-ir:: ÓE 

i 

< ÓE A<C' (M f)(x) 
r:. a- E 

I f c y J I dy 

Procedendo de modo análogo com r
2

Cx) obtemos: 
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Agora, escolhemos O tcl que Of: = (CMa+E:f)(x)/(Ma_Ef)(xJ] 112
j 

assif:"! por (4.2) e (4,3): 

( 4, 4 I 

Sejam 1/qE "' 1/p - (a+E)/n e 1/~"' 1/p - (a+E)/n. 

Mostremos que v E A implica que v E A Usando a desi -
p,q p,qE, 

gualdade de HOlder temos 

Mostremos, tambérn, que v E A implica 
p,q 

vq satisfaz Aq' assim pelo lema 6 (cap. 

que: 

[ 

1 q(1+Ó) ]1/(1+61 

IQI- f [vlxl] dx 

Q 

dx]
1
/p'< 

v E A : como 
p,qE 

Il existe ó > O 

dx 

definimos qE q + q o. assim 1/q "' 1/q - Eln e, 
€ 

v< A 
p,q 

tal 
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1 /q 

dx] 
1 /p' 

dx] < 

C K 

Oeste modo podemos aplicar o teorema 1 (capítulo IIIl aos op~ 

radares Mo:+t: P- Ma-s· Sejam p 1 "' 2 qE/q e p 2 "' 2 qE/q, 

a desigualdade de H.Ôlder e o teorema citado nos dão: 

então 

Jn ITaflxJ vlxllq dxc:_c 1f [[Ma•efJixJIMa_efJIXJv[xJ)qdxc:_ 

R _Rn 

q /p 

c[J ltlxJvlxJipdx] 
. n 
R 

TEOREMA 2: (ver [e]l. Seja p = 1, O < a < n, 1/q "' 

1 - o./n e v E: A
1 

. Então existe uma constante C independente 
' q 

de f ta 1 que : 
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v( xl 

onCe 

q 
wlBl [vlxl] dx . 

DEMONSTHAÇÂO: Sem perda de generalização provaremos 

(4.4) para umu função limitada; pois se f é ilimitada nós defi 

li m 

- {flxl 'e 

o '8 

· j 1 fl xl 1 

B 

\f(xll <r~ temos que:T f(x)"'lim 
a ~J -+e<> 

log' lflxl [vlxl} lvlxl dxl 
1- q ] 

c[w[B)- •jlfN[x) [log'[fN[xl [vlxl] 
1
-q 

B 

[v [ xl 

Consideremos f tal que I f [X) I n < M, para todo x E R • De modo 

análogo ao teorema anterior: 

[ 4. 5) 
q 

v( x) I dx < c
1
J [lM f)[x)[M f)[x)v[xl]q dx 

a-c: a+E . 
8 

onde E é convenientemente e5lcolhido. Definimos 1/q e 

1- (a-c l /n. 

i) Se v E onde 1/p 
o 

1-Úx+d/n e 1/q = 
e 

1 - c/n e 

Se v E A então vq satisfaz A
1 

(pela prÓpria definição 
1. q 

de 
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A
1 

l lq:o peJo lema 6 (cap. I) e:xiste 8 >O tal que: 
'q 

<C lo l- 1 f [v[xJ]q dx 

Q 

definirnos q
0 

"q(1+Ó) = q + E' e p
0 

tal que 1/p
0 

== 1/q
0 

+ o:/n = 

= 1-E/n: usando estas definições na desigualdade acima e a con 

diçE:o A
1 

ternos: 
'q 

1/q 1/p ' 
o o qo -p ' 

[lo l-
1j dx] [1ol-

1 j [vrxl] 
o 

dxJ [v [ X I J < 

Q . Q 

1/q 

sup-.es. 

portanto v s A 
pa.qo 

1/p - Ca + sl/n. 
o 

ii) ~ imediato ver que se v E A 1 

cara desigualdadE;< de Hi:ilderl. 

'q 

- 1 

{[v[yl] 'Y E Q} 

onde 1/Cq +nl 
o 

então v t: A- -; 
1 'qE 

(basta apl.!_ 

iiil lf[x)v[xJIP 0 < M v[xl[v[xl]-E/n < M v[x) inf.[v[xl]-E/n 

1-Q 1-Q 
ivl Para qualquer y, log+lf[x) [v[xl] E I< C [lf[x)v[x) _'j, 

1-q - y [1-q ly 
sendo assim lf[xJI log+ lf[xJ[v[xJ] El < M

1 +Ycy[v[xJ] E 

escolhemos y tal que (1-(iEJy <o. 

Agora, i) nos permite usar (3.1) em Mct+E; ii) nos permite usar 
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(3.12) em f1 1 iii) e iv) nos permitem usar o teorema de can-
a:- E 

verg9ncia (it:e Ulst>Ggue (vP-r [7]1. Definimos p
1 

= 2 QE/q e 

Pz"'?. Q~!c:, e de (4,5) obtemos: 

[ w(BJ 

la I 
n/ c q +n J 

E 

+ 1-qE l +f lfCxlllog lflxl[vlxl] lvCx)dx 

B . 

tomando o limite quando E tendo a zero! 

[v[xJ] lvCxJ dx 1-q l 
mas se E 

1-q 1-q 
{x E B: lfCxJ [vCxJ] I> s} e E'~{x<B: lf(x) [vCxJ] I< sl" 
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q 

{x o"' ]flxl v(xl] < 8 [vlxl J 

f ]flx)v(x) ]dx 

B 

o r ]f( xl v( xl/dx ' 

-'qnc 
J ]fl xl v( xl ]dx 

BnE' 

f 
1-q 

~ ]flxl]loz']tlxl[vlxl] 

B 

dx + w(B) 

usando esta desigualdade em (4.6) obtemos (4.4). 

TEOREMA 3: (ver [s]J. Seja f uma função com suporte 

numa bola B de raio R. Seja Q o menor cubo contendo B. Consi-

de ramos q n "' pa, 1 <p <ooe v s A • Então p a r a E > O , 
p,oo 

1 < q < 00 e m = inf.es. {v(x): X E Q}. existe uma constante -

C"' C(E,ql tal que: 

( 4. 71 

m]Taf[xl] 

]]f v]] p 

p' 
-c 

q 
[v[ xl] dx 

onde w 
1 

8 a n-
-are a da superfície da bola unitária em Rn-

1
. 

DEMONSTRAÇÃO: Mostremos que ss v E A 
p, 00 

então 

v s A com p < q < oo: da condição A 
p,q p,oo 

temos: 

1/p I 

< 

- 1 
K sup.8s.{v[x), x o Q),inf.8s.{[vlyl} Y E Q} K 
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Para q dudo, Lkfininos a por 1/q = 1/p - (a- al/n, Seja ó >O 

e assumir~I·='O· que iJtvJI < m. Como na demonstração anterior o -
Taf(xl = I

1
(x) + I

2
(x), e jr

1
fxlj _::.A óa(M fl(x). Para 

a, a -a 

xt:Btemos: 

f f ( y) 

lx-yl_;:o 

a-n 
lx-y I v(y) 

- 1 
[v ( y) J dy 

[1 ]1/p[f ( 1)p/(p-1) ](p-1)/p 
< IHyJvlyJI 0 dy lx-yl

0
-n[vlylr dy 

lx-yl>o lx-yl>o - -

11 ·'1 -1 [i ( ) /( 1) l(p-1)/p < f" 
0 

sup .ss{ I v(y) I ,yoQ} lx-y 1 a-n P p- dy 

· I x-y 1_;:6 

usando uma mudança de variável e logo em seguida uma mudança -

para coordenadas polares obtemos: 

o Seja O tal que ó = min 

1/p' 

log(2R/6J J 

-1 
lo[A (M fJ(xJ] a a.- a 
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1 /p' 

IT f(x) I <A 8°i~i f)[x) [w log (2R/o)] a a a-a n-1 

< { 
. -1/0[ l 

E + w 
1
1og+(2R/8)E: A (M f)(x) 

n-- o a-o 

1 /o} 1 /p • 

ou seja, 

q 

IIT flxJI-ciP' < w 
1

1n log'I2R)
0 c-q[A [M fJixJ] 

a - n- o a.-o 

(na última desigualdade usamos (3.1)). 

Para obtermos (4.7) usamos (.4.8) com a função g(x) 
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