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Resumo

Neste trabalho estudamos o escoamento de fluidos viscosos ndo Newtoni-
anos, modelados pelo sistema estaciondrio incompressivel de Navier-Stokes obe-
decendo a uma Lei de Poténcia, em dominios com canais infinitos.

Tratamos basicamente de dois tipos de dominios: dominios com canais cuja
secdo transversal € limitada e dominios com canais possuindo se¢do transversal
ilimitada.

Tanto para dominios com se¢ao transversal limitada quanto para dominios com
secdo transversal ilimitada, estudamos o problema proposto por Ladyzhenskaya e
Solonnikov [Zap. Nauchn. Sem. Leningrad Otdel. Mat. Inst. Steklov (LOMI),
96(1980)117-160 (English Transl.: J. Soviet Math., 21, 1983, 728-761)].

Findamos nosso trabalho fazendo um estudo sobre estimativas em espagos de
Sobolev com peso para solugdes do sistema de Stokes com Lei de Poténcia.

Palavras-chave: Escoamento estaciondrio, equacdes de Navier-Stokes com Leis
de Poténcia, problema de Ladyzhenskaya e Solonnikov, espacos de Sobolev com
peso, fluidos ndo Newtonianos.
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Abstract

In this work we study the flow of the viscous non-Newtonian fluids, mode-
led by the steady incompressible Navier-Stokes system obeying a power-law, in
domains with infinite channels.

We deal basically two types of domains: domains with channels whose cross
section is limited and domains with channels having unlimited cross section. For
both domains with limited cross section and for domains with unbounded cross
section, we study the problem proposed by Ladyzhenskaya and Solonnikov [Zap.
Nauchno. Sem Leningrad Otdel. Mat. Inst. Steklov (Lomi), 96 (1980) 117-160
(Portugués Transl.: J. Soviet Math., 21, 1983, 728-761)].

We finished our work making a study of estimates in Sobolev weight spaces
for solutions of the Stokes power-law system.

Keywords: steady flow, Navier-Stokes power-law equations, Ladyzhenskaya and
Solonnikov problem, Sobolev weight spaces, non Newtonianos fluids.
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INTRODUCAO

Um Pouco Sobre Fluidos Nao Newtonianos

O modelo tradicional para a expressao do tensor stress de um fluido viscoso
incompressivel é
T =2vD(V) - pl, (1)

onde V € a velocidade, p a pressdo, v > 0 é a viscosidade, I a matriz identidade,

DWw) = 3 (Vw_/’ + VWT), ¢ a matriz, denominada gradiente simétrico, que tem

5 1 ﬁwj an'
entradas D;;(w) = > (6_x, a_x, .

Sobre a exprssao (1), Marusic-Paloka, em [29], comenta que foi deduzida
por Navier em 1822 e por Poisson em 1829 e mais tarde por Saint-Venant em
1843 e por Stokes em 1845, entretanto (1) € muitas vezes chamada Lei de Stokes.
Também Newton propos uma versao simplificada de (1) e por isto alguns autores
(veja por exemplo [36]) se referem a tal expressao como Lei de Newton.

Na equacdo (1) a viscosidade do fluido, expressando sua resisténcia para es-
coar, é constante, o que significa que a viscosidade ndo depende do escoamento.
Os fluidos com tal comportamento sdo conhecidos por fluidos Newtonianos e tem
como exemplos a dgua e o 6leo. Este modelo, para muitos fluidos, ndo € uma
aproximagao razodavel para as situagdes fisicas reais, pois em muitos fluidos a re-
sisténcia do escoamento muda com a intensidade do shear rate |D(V)| (veja [36]).
Essa mudancga de viscosidade pode ser significativa em tais fluidos e por isso nao
pode ser ignorada. A forma mais simples para modelar tais comportamentos € in-
troduzir uma dependéncia do shear rate para a viscosidade v em (1). Tais classes
de fluidos nao Newtonianos sdo, geralmente, chamadas quase-Newtonianos.

Em geral podemos dividir tais fluidos quase-Newtonianos em dois grupos:
shear-thinning (ou plésticos e pseudo-plésticos), que sdo os fluidos com viscosi-
dade decrescente com o shear rate; e shear thickening (ou dilatante), que sdo



aqueles com viscosidade crescente com o shear rate. Como exemplo de comporta-
mento dilatante temos o barro e o cimento, j4 o comportamento de pseudo-pléstico
¢ tipico de muitos polimeros e solucdes.

Sobre Fluidos com Lei de Poténcia

O mais simples e popular modelo para fluidos ndo Newtonianos que descreve
a dependéncia da viscosidade v em relacdo a |D(v)| € o modelo de Lei de Poténcia
(power-law ou Ostwald-Dewaele law)

v(D()) = D@2 )

os parametros u e p sdo chamados indices de consisténcia e escoamento, res-
pectivamente. Para p > 2 temos os fluidos shear thickening; enquanto para
1 < p < 2 temos os fluidos shear-thinning, sendo o escoamento pseudo-plastico
para 1 < p < 2 e puramente plastico para p = 1. O caso p = 2 corresponde ao
comportamento Newtoniano.

O sistema de equacdes que modela o escoamento estaciondrio de um flu-
ido viscoso incompressivel com Lei de Poténcia, em um subdominio Q c IR”,
chamado Sistema de Navier-Stokes com Lei de Poténcia, é dado abaixo:

—divT+v-VV = Ff em Q
V.-V = 0 em Q 3)
Vv = 0 em 0Q,

com T dado por (1), para v como em (2). As notacdes acima estdo no Capitulo
1 de preliminares. Descartando o termo convectivo V - VV, em (3;), obtemos o
Sistema de Stokes com Lei de Poténcia, como abaixo:

—-divT = f em €
V-V = 0 em Q 4)
Vv = 0 em 0Q.

Observamos que para fluidos paralelos, podemos identificar V com uma funcéo
escalar v e as primeiras equacdes dos sistemas (3) e (4), reduzem-se a famosa
equagdo do p-Laplaciano

—div {|VV|p_2VV} =c,



para alguma constante ¢ (relacionada a pressao p).
A existéncia de solucdo fraca para os sistemas (3) e (4), Em dominios limi-
tados, tem sido estudada por diversos autores: Lions [28] e Ladyzhenskaya [24],

[25] e [26], para p > ,137" Frehse, Malek e Steinhauer em [18] e Ruzicka em

2’
2n . ‘ : 2n
[37], para p > =% e Frehse, Malek e Ste‘lnhal‘ler em [19] pjdra p > =5. Em
dominios limitados sdo poucas as referéncias, citamos Marusic-Paloka em [29]
para dominios com canais cilindricos infinitos e em [30] para dominios exteriores

(o complementar em R"” de um dominio Lipschitz limitado).

Sobre Navier-Stokes em Dominios com Canais Infini-
tos
Tomando p = 2 em (2), temos que o sistema (3) fica da seguinte forma
—VAV+7V-V¥-Vp = f em Q

V. 0 em Q (5)
= 0 em 0Q,

<4<
Il

conhecido como sistema de Navier-Stokes estaciondrio incompressivel. Se negli-
genciarmos, em (5), o termo convectivo o sistema € dito sistema de Stokes esta-
ciondrio incompressivel.

O sistema de Navier-Stokes estacionario incompressivel de um fluido escoando
por um dominio com canais cilindricos ilimitados, com velocidade convergindo
para a velocidade de um escoamento paralelo (escoamento de Poiseuille) e com
forca externa f = 0, foi resolvido por Amick em [2]. Esse problema € conhecido
como Problema de Leray, pois foi propposto por J. Leray para O. Ladyzhenskaya
([2], p- 476). Amick obteve solucio para o problema de Leray com a condigdo
do fluxo que passa pelas se¢des transversais ser suficientemente pequeno. O prob-
lema de Leray para um fluxo arbitrdrio ainda € um problema em aberto. Ladyzhen-
skaya e Solonnikov em [27], propds um problema alternativo: considerando um
fluxo arbitrario, resolver o problema sem pedir que a solucao convirja para a ve-
locidade de Poiseuille correspondente ao fluxo, porém exigindo que a integral de
Dirichlet cres¢a com velocidade no maximo linear (Problema de Ladyzhenskaya
e Solonnikov).

Ladyzhenskaya e Solonnikov propoem, ainda em [27], o sistema (5), com
f = 0, em canais cOnicos infinitos, para um fluxo qualquer. Porém, como no
caso do problema de Ladyzhenskaya e Solonnikov acima, pede que aintegral



de Dirichlet, agora com peso, cresca limitada por uma func¢do que depende do
crescimento das segOes transversais (neste caso as se¢des transversais crescem
indefinidamente). Veja o Teorema 4.1, p. 749 de [27].

G. Galdi em [20] capitulo V1.3 estuda, para canais cOnicos, o sistema de
Stokes com f = 0, para um fluxo arbitario. A solucdo para tal problema per-
tence ao espago ZA)é’Z(Q). K. Pileckas em [34], estuda o0 mesmo problema para

a forca externa f pertencente a um espaco de distribui¢cde apropriado, obtendo
solucdes num espago de Sobolev com peso.

Alguns Pontos Relevantes da Tese

A resolucido de (3) e da equacdo p-Laplaciano tem alguns pontos em comum,
por exemplo o uso das inequacdes (1.4) e (1.5). Dessas inequacdes, conclui-
se que o termo nao linear div {|V\7|p‘2V\7} (presente em (3)) define um operador
mondtono, € por este motivo empregamos 0 método de monotonicidade de Brow-
der-Minty para tratar este termo. Diferentemente, da resolu¢do do sistema de
Navier-Stokes para fluidos Newtonianos, visto que neste caso nao precisamos li-
dar com um operador mondétono (ndo linear), pois o termo correspondente, quando
p = 2, € linear. Assim, resolvemos (3) combinando técnicas usadas para tratar o
termo nao linear convectivo e o0 método de monotonicidade, citado acima, para o
termo nao linear com lei de poténcia. A grande dificuldade de aplicar esta técnica
reside no seguinte: em parte, como em [39] e [33], queremos aplicar a técnica
desenvolvida em [27] para obten¢do de existéncia de uma solucdo, que em parti-
cular, consiste em primeiro resolver o problema em um dominio truncado limitado
e entdo tomar o limite quando o parametro de truncamento tende ao infinito, a fim
de obter a solu¢do em todo o dominio. Para tomar esse limite precisamos de es-
timativas uniformes, com relagdo ao parametro de truncamento, para as solugoes
nos dominios truncados, e isto é obtido via integracdo por partes, em um sub-
domino, das equacgdes para uma solucao em algum dominio limitado fixo. Assim,
precisamos da regularidade da solu¢do em dominios limitados (fato este bastante
conhecido para o caso Newtoniano, Capitulo VIIL.5 de [20]), mais precisamente,
que as solu¢des tenham campo velocidade, pelo menos, no espaco de Sobolev W2/
e a pressdo em W', para algum nimero positivo /, devido aos termos de fronteira
oriundos da integracdo por partes. Entretando, tamanha regularidade nao € espe-
rada para as solugdes fracas de (3). Contornamos este problema modificando o
termo |[D(V)|P~2 para (& + |D(V)|)” _2, onde £ € uma constante positiva dependendo
do pardmetro de truncamento. E interessante observar que resultados de regula-
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ridade para a equagdo com esta alteragdo foram obtidos em papers recentes pelos
autores Beirdo da Veiga [4] e Beirdo da Veiga, Kaplicky e Ruzicka [5] e [6], para
dimensdes n > 2. Para dimensao dois, o resultado foi obtido primeiramente em
[22].

Como em [27] e [40], e em vdrios papers subsequentes, o campo velocidade V
¢ olhado na forma V = #i+d, onde i € a nova varidvel desconhecida com fluxo zero,
enquanto d é um campo vetorial construido carregando o fluxo dado nos canais
(isto é, se o fluxo dado em um canal com sec¢ao transversal X é @, entdo fz an=o

-

e fz i - =0, onde 77 € o vetor unitario normal a ¥ apontando sempre na direcéo
infinita dos canais). Esse campo vetorial d depende da geometria do dominio e foi
desenvolvido em muitos papers, sua construcao € bastante engenhosa e faz uso da
funcao cut-oftf de Hopf (veja [27] e [40]). No caso de fluidos com lei de poténcia
(3), com p > 2, a construcdo de @ pode ser simplificada. De fato, um ponto chave
em sua construcéo, em qualquer caso, é obter um campo d que controle o termo
quadrdtico nao linear i - Vii - d, que aparece ap0s a substituicdo de V = i + d em
(3) e multiplicagdo por . Isto é, para obter estimativas a priori, multiplicamos a
primeira equagdo em (3) por i e tentamos limitar todos os termos resultantes pelo
termo dominante |D(i)|”. Em [27] é mostrado que dado um nimero positivo §
existe um campo vetorial @ que, em particular, satisfaz a estimativa

f aRlar < co f VP, ©)
Q Q

para alguma constante ¢ independente de 6, ii e ,, onde Q, é qualquer subdominio
truncado do dominio, com um comprimento de ordem ¢. Olhando sua construcao
e usando a desigualdade de Korn é possivel mostrar que

r'lp
@7 alr < cov 102/ ( f |D(»7)|”) : @)
Q, Q

onde p’ é o expoente conjugado de p, isto €, p’ = p/(p — 1). Quando p = 2, essa
estimativa junto com a desigualdade de Holder, produz

1/2 172
f i-Vi-d s( f |Vﬁ|2) ( i) |3|2) <ch f |Vidl?.
Q; Q, Q, Q

Assim controlamos o termo ndo linear i - Vil - d tomando, necessariamente, §
suficientemente pequeno. Quando p > 2, procedendo similarmente e usando a




desigualdade de Korn, obtemos

2/p
f ii-Vii-a Scét(”_z)/”( f |D(L7)|p) :
Q, Q

Entdo, pela Desigualdade de Young com &, temos

fﬁ-w-a
Q

para alguma nova constante C.. Devido a esta estimativa podemos controlar o
termo ndo linear i - Vil - d tomando & suficientemente pequeno e, portanto, nao
precisamos (necessariamente) construir o campo vetorial & satisfazendo a estima-
tiva (7) para algum ¢ suficientemente pequeno (os detalhes desta construgdao do
campo d estdo no Capitulo 2).

No caso de se¢des cOnicas, as segOes transversais sdo caracterizadas por uma
fungdo Lipschitz g, e a necessidade da construg¢do do campo d com a propriedade
(6), fica condicionada a convergéncia da integral

<e f D))" + C.t,
Q

f ) g P (pdt . (8)
0

Note que o caso de se¢des transversais limitadas, pode ser considerado como um
caso particular para (8) divergente.

Para (8) convergente, no caso p=2 (Navier-Stokes), [40] obtem solu¢do para ¢
suficientemente pequeno em (6), ademais, devido a convergéncia de (8), o campo
velocidade pertence ao espaco f)é’z(Q); no nosso caso, para p > 2, como ja co-
mentado acima ndo precisamos da condi¢do ¢ suficientemente pequeno em (6)
e, devido a convergéncia de (8), ndo aparece o termo ¢ em (7), € assim 0 campo
velocidade pertence a ZA)(I)”’ (), como veremos no Capitulo 3.2.

Para o caso de secOes transversais, onde a integral de (8) diverge, teremos uma
dificuldade a mais na aplicacdo da técnica descrita acima, devido ao fato de que
antes nos beneficiamos da propriedade de troncos de comprimento 1 terem vo-
lumes limitados em qualquer parte do canal, o que ndo ocorre nos canais conicos,
visto que neste caso tais troncos t€ém volumes crescendo indefinidamente quando
caminhamos na direcao infinita. Este problema € contornado tomando uma funcao
truncamento em funcdo da posicdo no canal. Essa funcdo possibilita fazer uma
mudanca de varidveis que leva os troncos em novos troncos limitados, indepen-
dentes de sua posicao no canal. Assim, como € de se esperar para canais cOnicos,



nao conseguimos solu¢do com integral de Dirichlet crescendo linearmente, mas
sim com integral de Dirichlet ponderada pela fun¢do truncamento crescendo do-
minada pelo crescimento da integral de (8).

Ainda para canais cOnicos, nos papers [34] e [35], Pileckas obtém solu¢do e
estimativas em espacos de Sobolev com peso, para os sistemas de Stokes e Navier-
Stokes, com fluxos arbitrarios dados e forca externa em espacos de distribuicdes
apropriados. Um estudo semelhante para os sistema de Stokes e Navier-Stokes
com Lei de Poténcia, é gravimente prejudicado pela nao linearidade do termo
div {IVVI”‘QVV}. A técnica usada em [34] tem como um dos passos cruciais, o
estudo do caso para fluxo zero e, devido a linearidade do sistema, estende para
o caso de fluxo ndo zero (veja equagdo (6.6), p. 131 de [34]), o que ainda ndo é
possivel para o nosso caso. Desta forma desenvolvemos um resultado semelhante
para fluxo zero, onde a principal diferenca do paper [34], consiste na necessi-
dade de usar compacidade fraca na tomada do limite (veja (4.172)) enquanto 14 a
convergéncia € imediata da linearidade (p. 125 de [34]).

Organizacao da Tese

De uma forma geral a Tese combina as secdes dois e trés acima, ou seja, ela
trata de fluidos com Lei de Poténcia em canais ilimitados, dando um enfoque
especial a condicao das secoes transversais dos canais: quando estas sdo limitadas
e quando estas sdo ilimitadas.

Naturalmente, em se tratando de canais ilimitados, a primeira pergunta se-
ria sobre o problema de Leray para Navier-Stokes com Lei de Poténcia. Este
problema foi estudado por Marusic-Paloka em [29], que como no caso de Navier-
Stokes, obtém soluc¢do para fluxos suficientemente pequenos, mas apenas para
p > 2;paral < p <2 o problema esta em aberto.

Assim, concentramos nosso trabalho no estudo do problema de Ladyzhen-
skaya e Solonnikov para Navier-Stokes com poténcia, bem como o estudo destes
fluidos em canais cOnicos ilimitados.

No Capitulo 1 introduzimos as notagdes gerais (que serao usadas em toda a
Tese) e os resultados preliminares, necessarios para o desenvolvimento do tra-
balho. As notacdes exclusivas de um certo capitulo serdo introduzidas no préprio
capitulo.

Os Capitulos 2 e 3, denominamos Secdo Transversal Limitada e Se¢do Trans-
versal Ilimitada, respectivamente. Sendo que no Capitulo 2 tratamos do problema
de Ladyzhenskaya e Solonnikov, visto que neste problema a secao transversal é



limitada. Ja no Capitulo 3 tratamos de canais cOnicas, onde as se¢Oes transversais
sdo ilimitadas.
Por fim, no Capitulo 4, tratamos do estudo de estimativas em espacos de

Sobolev com peso para o sistema de Stokes com Lei de Poténcia em canais
conicos.



Capitulo 1
PRELIMINARES

Neste Capitulo introduziremos algumas notacdes e resultados que serdo usa-
dos no decorrer deste trabalho. As notagdes e resultados peculiares a cada capitulo
serdo definidas e apresentadas nos mesmos.

1.1 Notacoes

Introduziremos, nesta secdo, as notagdes comuns a todos os capitulos.
Denotaremos por Q um dominio (aberto e conexo) do R",n = 2,3, de classe
C*, do tipo

m
Q=1 ]9, (1.1)
i=0
onde ), é um subconjunto limitado do IR", enquanto Q;, i = 1,...,m, sdo
“canais”que serdo definidos em cada problema, conforme a natureza do dominio
em questdao. X denotard uma secdo transversal qualquer de €2, isto €, uma interse-
¢do limitada qualquer de 2 com um plano (n — 1) - dimensional, que em €2;, para

possiveis diferentes sistemas de coordenadas cartesianas, reduz-se a
i) = {(x e Q; X =1},

Para tornar a leitura mais agraddvel omitiremos o indice i na notacao das co-
ordenadas locais.



Adotaremos ainda, para s > r > 0, as seguintes notacoes:
Q,={xe Q,-_; |x,| < r}
Qir,s = Qi \ Q,
Q= (xeQ; bl >r)

Q=%0Qr
i=1

Q,=0,\Q,
Q(r), Q(r,s) serao definidos no capitulo 3
Qi) , ) serdo definidos no capitulos 4.

Segue abaixo duas figuras ilustrativas do dominio €2, em uma € possui secoes
transversais X limitadas e na outra as secoes transversais sao ilimitadas.

Figura 1.1: secdo transversal limitada  Figura 1.2: secdo transversal ilimitada

Adotaremos as seguintes notagdes para operadores de diferenciagao:

{23

ox;” 7 Ox,
n

> o, . BW,'
VW € a matriz n X n com entradas —
an

D(W) = 3 (VW + [VM_/’]T) ¢ a matriz n X n com entradas D, (W) = 3 (a—;vj + a—xj)

10



Consideraremos agora notacdes para espacos de funcdes. Observamos que
neste trabalho ndo distinguiremos, na notagdo, espacos de funcgdes a valores reais
de vetoriais, uma vez que acreditamos ndo existir confusdo na leitura do texto. U
denotara um subdominio de R":

e C;(U) sdo fungoes infitamente diferenciaveis com suporte em U.

o L9(U), paral < g < oo, denotard os espacos de Lebesgue munido com as

normas
1/q
W0 = (f |V\7|q) , 1<g<o
U

Wl = sup ess;, bl .

o 1

loc

(U) ={% € LYU"), YU’ C U, com U’ limitado}, 1 < g < oo, onde
U=UuUJdl.

o /1

loc

(U)={we L1(U"), YU c U, com U’ limitado}, 1 < g < oo.

e WH(U)e Wé’q(U), para 1 < g < oo, sdo espacos de Sobolev canonicos. Um
detalhamento sobre tais espagos pode ser encontrado em [1]. A norma do
espaco de Sobolev serd denotada por

1/q
| W llqu= (f WI“IVWI‘]) .
U

° D(l)’q(U ) denotara o fecho de C’(U) na norma

1/q
Bl = ( f er) |
U

e DU)={geCyU); V-g=0}.

° Z)é’q(U ) denotaré o fecho de H(U) na norma | - |1, y.

o DyUU) =W e Dy'(U): V- =0},

e D(U) é o espaco dual de D(l)’q(U), onde ¢’ € o conjugado de g, isto é, g e

q’ satisfazem

1
—+—,:1.
q 4
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e V(U;T) é o espaco das fungdes de V(U) que se anulam em I' € 9, com
'l > 0.

Outras notacgdes:

n
(ﬁaﬁ)U:quin
i=1 YU
n

A:B= Z A;;B;j, para A eB matrizesnXxn.
i,j=1

a < 1: apositivo e suficientemente pequeno.

a > 1: asuficientemente grande.

Nas notacdes, sempre que nao houver dividas sobre o dominio, ele poderd ser
omitido a fim de simplificar a escrita das sentencas matematicas.

1.2 Resultados Auxiliares

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados que serdo usados nos demais
capitulos.

Lemal . Sejamz, ¢ : R — IR funcdes suaves, ndo negativas, ndo decrescentes
e ndo identicamente nulas satisfazendo, no intervalo [0, T], as inequagdes:

(1) <YW (1) + (1 = 61)e(),
e(t) 2 6@ (1)),

para algum §; € (0,1), onde ¥ : R — R é uma fungio suave e estritamente
crescente, tal que ¥(0) = 0 e W(1) — oo, quando 7 — oo.

1. Se z(T) < ¢(T) temos
z2(t) < (1), Yt e[0,T].

2. As fungdes z(f), ndo identicamente nulas, satisfazendo a desigualdade
()<Y (E@®) Ye=0,

crescem indefinidamente com ¢, isto €, lim z(f) = oco. Se 51‘1‘1’(7) < c7m,
t—o00

comm > 1e7 > 1 (para algum 7; > 0), entdo

liminf 7 #1z(t) > 0

t—00

12



se, contudo, 61_1‘1’(7') <ct,parat > 71, entdo

liminfe™z(t) > 0.

—0o0
Para a prova deste lema, ver [27], Lema 2.3, p. 736, ou [39], Teorema 1, p. 708.

Lema 2 . Valem as seguintes desigualdades:

(a1+...+ak)qskq_l(a‘f+...+a2), (1.2)
ondea; >0,i=1,...,keqg > 1.
(Desigualdade de Young com &) ab < ga? + C(e)b?
(1.3)
-q'/ n—1 1 1 N
onde a,b,& > 0, com C(e) = (ep)?'%(q")" e — + — = 1. Agora, para x,y € R
q9 4
eq>?2
(Xl 72x = 72y, x = ) 2 cglx =yl (1.4)
(X472 = Y17y, x = y) 2 eqlx =y (11972 + y177). (1.5)

Aqui (x, y) est4 denotando o produto interno de R".

Para a prova de (1.2) ver [21], Teorema 16, p. 26; de (1.3) ver Apéncice B.2 de
[16]; de (1.4) e (1.5) ver [13] ou [3] Lema 2.1, p. 526.

Lema3 .
(Desigualdade de Holder) Sejam 1 < gy,...,q; < o0, com
1 1

— + .-+ — =1, e suponhamos que w; € LP(U), parai = 1,...,k. Entdo
q1 gk
k
flwl coeuy] dx < n Wil ricy - (1.6)

v i=1
(Desigualdade de Holder para a Soma) Sejam 1 < gy,...,q; < o, com
1 1 .
— +---+ — =1, e suponhamos que a > 0, parai = 1,..., k. Entdo
q1 qk

L

i ai .. .aI; < [i(ai)ql)ql .. .(i(alsc)qk)qk ) (1.7)
s=1 s=1

s=1
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Para prova de (1.6), ver Apéncice B.2 de [16]; e para prova de (1.7), ver
paragrafo 5.4 de [21].

O proximo lema trata de uma desigualdade do tipo Korn.

Lema 4 . Sejam U um dominio lipschitz limitado de R",n = 2,3 e w € W'4(U),
I <g<oo,talquew=0emI c AU, com [I'] > 0. Entdo

c1lWhgu <1 DOP) llgu< calWligu - (1.8)

Prova: Paran = 3 ver [31], Teorema 4.10. Ja para n = 2, tomamos
Us =Ux(0,1) cIR?,

dai temos que U; e I'; = I" X (0, 1) satisfazem as hipdteses do teorema para n = 3.
Assim, tomando
W(x,y,2) = (W(x,),0),

segue IWqu,U3 = Whguv e ||D(VT/)||q,U3 = |IDW)|ly,y. Portanto, como W satisfaz
(1.8) (para n = 3), temos que w satisfaz (1.8) (para n = 2).

O

O préximo lema € sobre desigualdade do tipo Poincaré.

Lema 5 . Sejam |U| < oo, w € W(U), 1 < g < 00, e’ c U com [[] > 0.
Entao
1% llgw< c3 (Wlgw+ 19 llir) . ¥ € WH(U). (1.9)

Consideremos agora w € W(;’q(U ), 1 £ g < 0. Entdo
1% llp.u< cal UMW g0 - (1.10)

Para a prova de (1.9) e (1.10) ver [20], Exercicio I1.4.4, p. 51 e Exercicio 11.4.10,
p. 56.

Lema 6 . Seja F : RV — RR" continua, tal que para algum p > 0
F&)-£20,Y£eRY com |¢] =p.
Entio existe & € RY, com |&| < p, tal que F(&) = 0.

Para prova ver [20], Lema VII1.3.1, p. 15; ou [16], Lema, p. 493.
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Lema 7 . Seja U um dominio de RY, N > 2, limitado e localmente lipschitziana.
Dado f € L1(U), 1 < g < oo, satisfazendo fo =0, existe w € Wé’q(U) tal que

Vw=f
W e W, (U)
W lhgv< el fllgu,

onde ¢ = c¢(n,q, U).
Para prova ver [20]. Teorema II1.3.2, p. 135.

Lema 8 . Seja V um dominio de R" e seja d(x) = dist(x, V). Entdo existe uma
funcdo p € C*(V), tal que para todo x € V

d(x) < p(x);

|D*p(x)| < k|a\+1(d(x))1‘|“|, la| >0, (L.11)

onde ky, ., depende s6é de @ e N.
Para prova ver [20], Lema I11.6.1, p. 172.

O préximo lema serd importante para a aplicagdo do método de Galerkin, em
espacgos que nao sao de Hilbert.

Lema 9 . Seja U um dominio arbitrario de IR",n > 2. Entdo existe um conjunto
enumeravel {G;} ¢ D(U) total em Z)(l)’q(U )(1 < g < ), isto é, o conjunto das
combinagdes lineares finitas de {@;} é denso em Z)(l)’q(U ). Ademais este conjunto
é ortogonal em L*(U).

Prova: Sabemos que D(l)’q(U ) € um espaco separdavel. Dai, como subconjunto de
Z)(l)’q(U ), temos que D(U) é separavel (com efeito, Proposicao I11.22 de [9]),entdo
existe {Jk} C D), de modo que D(U) € o limite, na norma | - |;,, de sub-
sequéncias do referido conjunto. Agora, como Z)(l)”’ (U) € o fecho de D(U), segue
que {J;} € D(U) é denso em Z)(])’p(U).

Agora, seja L({Jk}) o conjunto das combinagdes lineares finitas de {eﬁk}. Por
Gram-Schmidt (Proposicao 21.6, p.122 de [32]), existe um conjunto enumeravel
{Bx} € D(U) ortogonal em L2(U), tal que os subespacos gerados por um niimero
finito de elementos de {Jk} e {@x} sdo iguais, ou seja, L({Jk}) = L({@;}). Portanto
L({@i}) é denso em Z)(l)’q(U ). Assim provamos o lema.
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Capitulo 2

SECAO TRANSVERSAL
LIMITADA

2.1 Formulacao do Problema

Neste Capitulo assumiremos Q como em (1.1), com m = 2 (isto para simpli-
ficar a redacdo, visto que para m > 2 qualquer em IN, os resultados seguem sem
alteracdes), e denotaremos os “canais’de €2, em possiveis diferentes sistemas de
coordenadas cartesianas, por

Q ={xeR" x! <0, X = (x%,...,x,lq_l) ezl(x,lz)
Q ={xeR" x*>0, x’z(x%,...,xz )EZz(xi) ,

n—1

com X2;,i = 1,2, dominios de classe C* simplesmente conexo do R, tais que
para algumas constantes /; e [, independentes de x;, satisfazem

sup diam Z;(x;) = [ < o0

inf diam Z;(x') = [, > 0,

e contém os cilindros

l

Clll: xeR" xl <0elx|<
Cl ={xeR" x;>0e|¥| <

CQl

L CQQ.

A=

Denotaremos por 7 um vetor unitdrio ortogonal a X, orientado de Q; para Q,.

17



Propomos a resolu¢do de um problema correlato ao Problema 2.1 de [27],
que serd chamado Problema de Ladyzhenskaya e Solonnikov para o Sistema de
Navier-Stokes com Lei de Poténcia: Dado ® € R, obter um campo velocidade V e
uma pressao p tal que

div {|D(\7)|p_2 D(\?)} = V-VW+Vp emQ
V-v = 0 emQ
Vv = 0 emdQ

S

(2.1)
\fv- _ 0
z
supt‘lf [VV]P < o0.
>0 Q,

Buscaremos uma soluc¢io da forma vV = & + &, onde a € uma funcio que carrega
o fluxo, construida no lema seguinte (veja [27], p. 744; veja também [20], Lema
X1.7.1, p. 272 e [33], p. 46):

Lema 10 . Dado p > 2, existe um campo suave @ = a(p) : Q — R” satis-
fazendo:

(a)) a€ Wlla’f (5);

(@) V-@a=0emQea=0emdQ;

(az) a-n=0,V¥s>0,i=1,2;
Zi(s)

(ay) Existe uma constante ¢ independente de ¢ > 0, tal que

f [Val” < c|®P, Vt>0,i=1,2;
Qi1

(as) Dado (3 € D(Q), tem-se

AN A /_2 _1—)/ 3
QﬁWWPsd@VN’WPHw@@,Vr>Q
1

(ag) Existe uma constante ¢, independente de ¢ > 1, tal que

f Val” <cy(t+1), Vi>1.

18



Prova: Sejam o,y : R — IR fung¢des suaves ndo decrescentes tais que
l [
4 o<

o) =14 4 _114
t, t>—

0, 1<0
‘/’(t):{l 1

Dado € € (0, 1), definamos

am:w@mgwwy

p(x)

com p introduzido no Lema 8.
Devido as propriedades de ¢, temos

[0 oD <p00)
“”‘{l,aWMzmwé“

que, em particular, implica
supp(V4) C {x € Q:p(x) < o((x']) < plx)e'’?}.

Verificaremos agora algumas propriedades relevantes da fungdo ¢:

1. £(x) = 0, para todo x € Cil, i=1,2.
De fato, seja x € Cil, entao d(x) > %‘. Assim, decorre de (1.11) que

[ .
p(x)>Zl, VxeCy .

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Ainda, se x € C! , entdo o(|x]) = %, desde que |x'| < L' Disto e de (2.5)

I 4

temos, p(x) > o(|x’|), para todo x € Cil, que por (2.3) nos leva a {(x) = 0, como

queriamos.

2. {(x) = 1, paratodo x € V,, onde V, € a seguinte vizinhanc¢a de 02

116_1/8
= Q < .
V. {xe ;d(x) < 4k }

1
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De fato, como o é ndo decrescente,

l
o(x]) > Zl’ (2.6)

ne-ts

e por (1.11), kid(x) > p(x). Dai, para x € V,, temos “=— > p(x), que devido a
(2.6) implica o (|x’|) > p(x)e'/? e, de (2.3) obtemos £(x) = 1, como queriamos.
3. Pela definicdo de £, a partir de célculos diretos, obtemos para todo x € Q,

IVZ(0)l < ge1d™ (%)

ID*¢(0)] < e2d (). 2.7)

Vamos agora construir os campos @, para n = 2, 3, separadamente.

n=2:

Podemos considerar, neste momento apenas, ) = {x e R?; filx) <x; < fz(xz)}
com fj, j = 1,2, fungdes suaves. Para Q, como em (1.1), fazemos uma colagem
usando as construgdes em cada canal, como feito no capitulo VI de [20].

Definimos
0, s<0
wn—{l Y (2.8)

Note que devido ao ponto 1 acima, temos Z =lp=0,emCy,,¢e assimz € C*(Q).
Por fim, definimos

8= OV ({()p(x1)) = D (=0,,(Lp), 05, (L)) .
Agora verificaremos que @ satisfaz as propriedades requeridas:

(a1): E satisfeita pois @ € C* (ﬁ)

(a2): Por construgdo V-a@=0,ed =0, devido ao ponto 2.

0Q

(az): Devido ao ponto 2, temos

0
f 5.)1_1) = f azdxl = (Df —({go)dxl
Z(x2) T(x2) (x2) 0x;

2(x2)
DL(s, x2)p(s) . = O [p(f2(x2)) = @(fi(x2))] = .
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(as): De (2.7) obtemos

< cd7N(x)

0 0
‘—[f(xl,xzxo(xl)] - ‘—gso(xl)

‘—(@,o)

logo, devido a (1.11),

—90'+|§90|<01d () + cd™'(x) < d7' ()

3| D
|a(x)| < (2.9)
p(x)
Procedendo analogamente, obtemos
IVA(x)| < c2d* (X, < cali” = cs|®|. (2.10)
Dai, parat > 1, segue de (2.10)
!
f |ValP < f f IVal” < c|Z(s)||D)P < c|DJP.
Q1 -1 J(s)
(as): Pelo ponto 2, @ = 0em V,, e para x € Q \ V,, temos
l
p(x) 2 d(x) =2 ——— = c(&, lh). (2.11)

= dkje
Assim, dado ¢ € D(Q),

>\D
flilp'lqgl”'dx < |<I>|”'f (@) dx<C|®|”'f 61" dx
Qt QT\V [\V
< CICDI”ff i dxldXz<CICDI”ff V. @ dxidxs
Z(x2) 2(x2)
< o VI dxidx, < cl@f {7 2/e- gl
Z(x2)

onde na primeira desigualdade usamos (2.9), na segunda (2.11), na quarta a De-
sigualdade de Poincaré e na tltima a Desigualdade de Holder com g = p/p’.

(ae): E uma consequéncia imediata de (a4). De fato, indicando por [¢] o maior
inteiro menor ou igual a ¢, temos

[ war [ I ! wauw1 f [(war

[t]+1

Zf IVAl? < 2¢,([f] + 1) < et + 1),

IA
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para todo 7 > 1, onde usamos (a4) na penultima desigualdade.
n=3:

Definamos o campo & como

i= 29y (Zb), (2.12)
2

onde B(x):(_—x2 il 0).

P

Devido a identidade V X ({5) =V x b+ LV X becomoVxb =0, temos

) S
da=—VIxb. (2.13)
2

Agora verificaremos que & satisfaz as propriedades requeridas:

(ay): Devido ao ponto 1 temos @ € C® (ﬁ) daid e Wllo’f (ﬁ)

(a2): Por construgao V-d@=0,ea|] =0, devido ao ponto 2 e (2.13);

0Q

(az): Primeiro observemos que
f bx V-8 =-2rx, (2.14)
9%;(s)

onde v é a normal exterior a 9Z;(s).
De fato, seja w = (by, —b;,0) e B;, = {|x’| < [1/2} € Z.(s), dai

V, - w=Vxb-8&=0em %\ B, = U.

Assim, pelo teorema da divergéncia

Oszx,-sz W-V—f w - €r, (2.15)
U a5 o8y,

onde & = chc_l Para qualquer vetor y = (y1, ¥2,0) temos w-y = —bx ¥ - &;. Assim,
de (2.15), usando coordenadas cilindricas, temos

2 2 27
S S sen “6 + cos” 0
fbx?-é}:f bxér-€3:f —rd@zf do=-2m,
a%; By, OBy, r 0
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como queriamos.
Agora,

> =
f a-n
Zi(s)

. _Q 0 _ 9
fz h=g m[al(;bz) ({bl)]

(0)] () N

= —f V- ({by,—{by) = — &by, =Lby) - v
%{)T %(5) 2n il

= — (bz‘Vl—bl Vz)_—— B)Xf/)'é)?,:q),
2n %i(s) 2n 0Z;(s)

onde na segunda igualdade usamos (2.12), na quarta o teorema da divergéncia, na

quinta o ponto 2 e na ultima (2.14).

(ay), (as) e (ae) sao verificadas como no caso n = 2.

O

Portanto, devido as propriedades de &, para resolver o problema (2.1) devemos

buscar i solugdo do seguinte problema

div {|D(ﬁ) + D(§)|” [D(id) + D(é’)]}

i-Vii+ii-Vi+3- Vi

+d-Va+Vp emQ

Vi = 0 emQ
# = 0 emdQ
fﬁ-ﬁ =0

supt‘lfIVﬁlp <00,
>0 Q

Multiplicando (2.16,) por ¢ € D(Q) e observando que

ZDI,U) ZDZ,@DU(@ Vg e W(Q)

i,j=1 i,j=1

e f Vp-¢g=- f pV - ¢ = 0, apds integrar por partes obtemos
Q Q

fg @) + D@|" [D(@) + D@) : D) =

— (il - Vii,§) - (i - Va, §) - (@- Vi, §) - (- Vd. §) .
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Definicao 1 . Uma solugdo fraca para o problema (2.16) € uma func¢ao
il : Q — R" que satisfaz as seguintes propriedades:

(@) it € W, (Q);

(ii) # satisfaz (2.18) paratodo @€ D(Q);

(iii) o satisfaz (2.16,) — (2.165).

Observacao 1 . O uso de funcdes testes com divergente zero elimina a pressao p,
a qual é posteriormente recuperada devido a um lema de De Rham (ver e.g. [20],
Corolério I1.5.2, p. 171).

2.2 O Problema Aproximado em Dominio Limitado

Nesta secao denotaremos por U um subdominio limitado de €, e considera-
remos a seguinte varia¢do do problema (2.16): obter i e p solugdo fraca de

Vi

oy

u-Vii+iu-Va+

div {(% + |Da@) + D(5)|"‘2) [D(id) + D(aY)]}

+2-Va+Vp emU

V-t = 0 emU
i = 0 emdoU
i = 0.

)
fu.
z

Com a seguinte defini¢do de solugao fraca

(2.19)

Definicao 2 . Uma solugdo fraca para o problema (2.19) é uma funcio
il : U — R" que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) @€ W,"(U);

(ii) # satisfaz para todo ¢ € D(U)

1 -
= f [D@) + D@)] : D(@) + f D@ + D@|" [D@ + D@) : D@) =
U

U
— (it Vit,@) - (it- V&, @) — (- Vil,@) - (- V&, @) ;
(2.20)
(iii) @ satisfaz (2.19,) — (2.19,).
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Obviamente, a pressdo p relacionada a solugdo i, para o problema (2.19), é
obtida conforme a Observacao 1.

Para resolver o problema (2.19), aplicaremos o método de Galerkin junto com
o método de monotonicidade de Browder-Minty (veja [16], Remark, p. 497). O
uso do método de Browder-Minty faz-se necessério devido ao termo nao linear do
lado esquerdo de (2.19,).

Seja {@/} ¢ D(U) total em Z)(l)’p(U), tal que (¢, @) = &;;, conforme o Lema 9.
Escreveremos paracadam = 1,2,...

= Z Cim@ (2.21)
j=1
tal que, para j=1,...,m,

7 [ b+ @i @)+ [ e+ p@f 10 + b @)
w(@ - vin, @)+ (- VA @) + (- Var, @) + (3-V2,) = 0.

(2.22)
Lema 11 . Para cada m € IN o problema (2.21), (2.22) admite uma solugao fraca
.

Prova: Para & = (&4,...,&,), definimos @™ = Z.fjtﬁj e

Fio = 7 [ b+ @l 0@
U|D<ﬁ"")+D@|” [D@") + D@)] : D@
+ (i - Vi, @) + (@ - V&, @) + (8- Vir, @) + (@ V&, &)

Pelo Lema 6, basta mostrar que para algum p > 0 tem-se F (&) - € > 0, para todo
|é] = p. Ora, facilmente vemos que (" - Vi™, @) = (2 - V", @™) = 0. Dai

- 1
Fo-¢ = 7 [ 1o+ p@]:par)
f D"y + D@|" [D@") + D(@) : D)

@ -vaary + (3 va,ir).

(2.23)
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Agora, usando a Desigualdade de Holder, (as) e a Desigualdade de Young com ¢,

obtemos
. 1/p
—m p | 2m
T, (fy || ) (2.24)

2
< cla”f,, <eldl], +cen.

@ - va, )|

@@ - var, 3)| <

Analogamente, obtém-se

(@ V&, i@")| < ealit"lf | + c(ea) . (2.25)
2
Quanto ao primeiro termo de (2.23), aplicando a desigualdade (x,y) < > + >
para todo x,y € ]R”z, obtemos
. | a2 1 2
[D@@@") + D@)] : D@" > = | |p@"[ - | |p@) . (2.26)
U 2 U 2 U

Para o termo que resta de (2.23), usamos (1.4) e (1.8) para obter
fU (|D(ﬁ’") + D@\ [Dam) + D@)] - [p@|" D(a)) : D(@" > c, fU Ipam)|”.
Dai

fU DGy + D@ (DG + D@) : D@ = o, |

- f Ip@|" D@ : D@,
Y (2.27)
mas

IA

[ Ip@f p@:pam| < [ |p@l jpa
U U

(p-D/p 1/p
([t (o] e
U U

&3 |I/_t)m|1:p + c(&3).

IA

IA
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Assim, para g;, i = 1,2, 3 suficientemente pequenos tais que ¢, — (&) +&,+&3) > 0,
e observando que |ﬁ’"|?q > &l%cm, g =2, p, de (2.23) — (2.28) obtemos

F& -ézcléf - 20

(&)
1, —

para |£]> > max{ } Como queriamos.

C1

O

Observacao 2 . Nao € necessario usar (as) para obtencao de (2.24), pois apli-
cando a Desigualdade de Holder com p, p, LZ’ podemos usar Imersdo de
Sobolev, desde que P <p'= P S p2>

p—2 n—p n+1

3n
para p > n nao hd o que fazer). Para2 < p < n
n

(isto para p < n, pois

T aplicamos a Desigualdade de

Holder com p, p_,, f P - ¢ temos Imersao de Sobolev, pois
p p—-p
p< p'p <p o 3n <p< 3n '
pr=p n+?2 n+1

Lema 12 . [ii"|, , < ¢, com ¢ independente de m.

Prova: Multiplicando (2.22) por &; e somando em j de 1 a m, obtemos como em
(2.23)

1 =M 2 I =M -2 =M =M
- f (Ip@f + pam : p@) + f D@y + D@ [D@") + D(@)] : D"
U U
+ (@ - va,a") + (@-Va,am) = 0.
Agora, procedendo como na obtencdo de (2.24) e (2.28), obtemos
""" <ec.

Lp

Observacio 3 . (as) vale para w € Z)(l)”’ (©) no lugar de @ € D(Q).
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Teorema 1 . O problema (2.19) admite uma solugao fraca ii € Wé P(U).

Prova: Devido ao Lema 12, obtemos uma subsequéncia {i"*} e uma funcéo
ic Z)(l)’p(U), tal que

@ — i@ em Dy'(U)

W™ — i@ em LP(U).

Agora pretendemos passar o limite em (2.22) e tomar ¢ qualquer em D(U),
para isto precisamos proceder com cuidado devido ao termo nao linear. Comecare-
mos introduzindo algumas notagdes para facilitar a redacdo. Para w € Z)(l)”’ ),
denotamos:

(2.29)

AV = —div {|D(W) + D@|" [DO?) + D(zY)]}
BW)=-(W-Vw+w-Va+a-Vw+4a-Va)
1
FWw) = —Tdiv {D(W) + D@)} .
Neste momento, procederemos com a demonstracao pontualmente.
I. Usando (1.2), obtemos A : Dy*(U) — [Dy”(U)] e, devido ao Lema 12
temos Ai™* limitado em [Z)(l)”’ (U )],, isto implica que existe y € [Z)(l)’p U )]’ tal que
(Ad™, Wy — (W), Ywe D). (2.30)
2. Para toda @ € D(U) temos

fB(ﬁ’"k) 3 — fB(ﬁ)~¢,B. (2.31)
U U
De fato, para g € D(U),
f BGI™)- @ = — [(@™ - V™, @) + (@™ -VA.§) + G- Vi™,3) + @- VA.&).
U

Agora,

@i, @) - @ Vi, g| < |@"-Vea" )| + | ~ i) Ve, i)

clla™ Il @™ = @ll, +c N @l @™ —ill,

IANIAIA

c(@Nal,)am—al,—s o,

onde na segunda desigualdade usamos a Desigualdade de Holder e na dltima
(2.29,). Aplicando ainda a Desigualdade de Holder, obtemos também

|(L7’"k -Va, @) — (i - Va, (,3)| <c(p) |aY|l’17 |L7’”" - ﬁ”p — 0

@ Vi, @)~ @- Vi, )| < c(@) |||, [la™ — |, — o.
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Assim, temos provado (2.31).

3. Devido a (2.29), temos para todo w € Z)(l)’z(U )

F@™), W) — (F@), w). (2.32)

4. Agora, de (2.22) temos

).+ i) = [ B¢
que, devido a (2.30) — (2.32), fica
(B, &)+ . @) = fU B(i) - @', (2.33)
5. Mostraremos agora que
.+ o) = [ B¢, Vg D) @34)
Vejamos. Seja ¢ go € D(U), podemos, sem perda de generalidade, considerar que

existe {931‘}5 c {¢’} tal que * — Fem Z) ’(U), mas como |U| < oo temos
@ — @em Wé P(U) (ver [20], Remark IL1.5.1, p. 58). Agora

<mw@+m@—ﬁmm¢

(i), & - ¢)] + |[(x € — )]
| e+ e - [ s
B . _).]r

. (i) (w )

J1+J2+J3+J4.

Mas,
Jl — 0, quando s — oo, pois i}'(ﬁ)EW 2.

= [0 @ = @) < Iilli oy |6~ €], — 0. quando s — co.
J3 = 0 por (2.33).

fUB(ﬁ) @-e"
+ \(z- V(@ - ngs),ﬁ)' +
L+ L+ 16+ 1,

211,

Js

(- V@~ ").3)
(2.35)

<|(@ veg-g.a) +
3-V@-¢.3)
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Analisaremos entdo /;, i = 1,2,3,4.

I

'(ﬁ Vg-¢") ’7)' <lg-¢" (f |b7|(2m/<p—1>)(p_1)/”
o \Ju (2.36)

-1 2Js - 2Js
< cld, lg-¢",, <clé-&",, — o,

onde na segunda desigualdade usamos imersdao de Sobolev, uma vez que para

. n 3n : (
n>p, <p'= & p > —— ,eisto, paran = 3, € sempre verdade
p-1 n—p n+?2
pois p > 2 > g = % para n = 2 aimersao € trivial. Procedendo similarmente, s6

que em vez de imersao de Sobolev, usamos a Observagdo 3, obtemos

, ) 1/p
12 = '(I/_t) V(SZ_ sz)jx)» é-))’ < |¢)_ (ﬁjx|1,p (L |L_l)|p |é)|p) (237)
- C|l/_t)|1,p |¢)_¢)jx|1,p = C(ﬁ) |¢)_(’Zj$|1,p - O
Analogamente a (2.37) e (2.36),
L= ‘(5 V(gZ—gBjS),ﬁ)| 50 (2.38)
I = ‘(5 V(@ - ng»v),a)‘ 0. (2.39)

Assim, de (2.35) — (2.39), vem
J4 — 0.

E assim, temos a validade de (2.34). Como queriamos.

6. Note que para concluir a demonstragdo desta proposi¢do basta mostrar que
x = Ail.

6.1. Para este fim, comegaremos mostrando que

Provaremos (2.40) em cinco passos:
6.1.1.

f|3(ﬁmk)|” <cllil,. (2.41)
U
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De fato,

I
U

IA

o[l vy [t fo-vinl
Q
f |- va” )<c (1" 1™ M+l 1™ 11y

"1 118y 1 12 1)
< c || illip,

onde na primeira desigualdade usamos (1.2), na segunda a Observagdo 2 para
2 < p <3n/(n+ 1) e amesma observacio s6 que com a Desigualdade de Holder
comq = p/p’ para p > 3n/(n+ 1) e na dltima a Afirmacao 2.

6.1.2. De (2.31) e (2.41) obtemos

f B@™) - it —> f B(@i) - . (2.42)
U U

6.1.3. Enquanto, de (2.22), (2.29), (2.41) e (2.42),
(F@"), d"™y + (A@"™), d"™y — f B(i) - . (2.43)
U

6.1.4. Sem muita dificuldade, mostra-se que (2.34) vale para i no lugar de @, isto
€,
(@), i) + x, i) = f B(i) - il. (2.44)
U
6.1.5. Por fim, (2.43) e (2.44) nos da (2.40). Como queriamos.

6.2. De (1.4) e da linearidade de ¥, facilmente obtemos que ¥ + A € mondtona,
1sto é,
(& + AP = (F + A)(8), B — W) > 0, Y 1,18, € D7 (U). (2.45)
Agora, tomando w; = ™ e w, = w € Z)(l)’p (U) em (2.45), obtemos
(& +A)@™), 0™y = ((F + A)@™), W) — (& + A)OW), &™) + (T + A)(W), W) > 0.
(2.46)
Tomando o limite em (2.46), devido a (2.29;), (2.30) e (2.40),

(F@) +x — FOB) — AW, i — W) > 0,¥w € D" (U), (2.47)
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e assim, fazendo em (2.47), w = il — AW, com W, € Z)(l)’p(U), e A >0, temos
(v — AZFOW)) — A — Aw)), W) > 0.

Dai, fazendo 4 — 0 obtemos

(x — Aii, W) 2 0 (2.48)
e tomando —w no lugar de w; em (2.48), temos

(¢ — Ail, W) < 0. (2.49)
Ora, (2.48) e (2.49) implicam

(x — Ail, W) =0

que, pela arbitrariedade de w; € Z)(l)’p (U), nos conduz a y = Ail. Assim con-
cluimos o ponto 6.

Os 6 pontos mostrados acima, garantem que tomando o limite em (2.22) e
tomando @ qualquer em D(U) obtemos

(3@,@>+<Aﬁ,¢>=f3(ﬁ)-<ﬁ, V@ e D).
U

Isto conclui a prova do teorema.

O

O proximo resultado € sobre a regularidade da solucao i do problema (2.19).

Teorema 2 . Sejam n = 3, ii solugdo de (2.19), para 2 < p < 3, e p a pressdo
associada a i. Entdo ii € W>/(U) e p € W' (U), com
12-3p 24 — 6p
[ = e r= .
S-p 8—p

Para prova deste teorema, veja os Teoremas 2.3, 2.4 e a observacdo 3.2 de [4].
Observacio 4 . Para o cason = 2, temos para p > 2, it € W»’(U) e p € WHP(U)

(veja Teorema 6.1 de [22]), no entanto, este resultado é para i = 0 em 0U. Néo
temos certeza sobre a validade deste resultado para i = ily em 0U.
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2.3 Existéncia e Unicidade

Nesta secdo apresentaremos resultados de existéncia e unicidade para o pro-
blema (2.1). Para esse fim consideremos o seguinte problema modificado:

Il
<y
<
<y
+
J
<
)
+
&y
<
L

div{ + D@ + D@|" [DG@) + D(ﬁ’)]}

Il
o
o
=
©)
ﬂ
—
S
W
(=)
N

V-

)
fu’
z

Pelo Teorema 1, temos que existe uma solucgdo fraca, il € Wé”’ (Q7), para
o problema acima. No lema abaixo apresentamos algumas identidades integrais
para a solucdo do problema (2.50), com p’ € LP(Q7) sendo a pressdo associada a
solugdo i’ .

Sy
Il
(@)
o
=i
D
)
ﬂ

S
Il
(e}

Lema 13 . Parar+ 1 < T vale:

o [ vt = [ T ).
a0, 2 ’

Q

(ii) ﬁT-V§~ﬁT:—fﬁT~VﬁT~§+f (a" - &) (a" - i)
Q, 0y

Q
i [ wpra = [ (i i)

Q 0,
(iv) - f div{(l+|D(ﬁT)+D(5)|p_2) [D(ﬁT)+D(g’)]}.L7T

o, T
. f |D@™) + D@)| : D@E")+ f Ip@") + D@\ [D@") + D@ : D
T Jo o
—f i {|pa" + p@|"” [pa" + D@} - i
oYy

- %fm i -|D@") + D@ - i

Prova: Calculos diretos.
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Segundo o Teorema 2, temos regularidade suficiente para multiplicar (2.50,)
por il e integrar por partes em €, parat+ 1 < T. Assim, pelo Lema 13 obtemos

%L |D(1/7T)|2 +L |D(I,_t)T) + D(5>)|p—2 [D(I/_t)T) " D(E_l))] : D(ZZT) —

—fD(eY):D(ﬁT)+f(ﬁT~VﬁT~5—5-VuT-ﬁT—5-V§-ﬁT)
Q, Q

f (i [p@" + D@] -+ i - {|pa" + p@|"* @) + @]} - 7)
o |L—t)T|2
[ ) o)
2.51)

Estimaremos primeiro as integrais de (2.51) em €,. Usando a Desigualdade
de Young com &, vem

&1 2
- f D@) : D(i") < — f D@D + c(e). (2.52)
Q T Jg
1 t
Agora, usando a Observacdo 3 e a Desigualdade de Young com &, novamente,
temos
, , 1/p’
i - vi -d < i ™ |a"|"
Q Lrsa\ Jo
t 2t _
(p=-2/p |j7T i
< ct |u |1,p,Qr <& |u 190, + c(e))t.
Assim,
f @ - vi' & < el +cer. (2.53)
Q, R
Analogamente se obtém
f g-vi' @' < el + e (2.54)
Q, e

Procedendo como em (2.53) e, além disso, usando (ag), temos

fa-va-zzT
T

| f Ip@|" D@ : D@
Q

p

T
S84|I/t e

+ c(eg)t (2.55)

-

TP
<& |u |1p9,

+ c(&s)t . (2.56)
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Ainda, procedendo como em (2.28) resulta

f D@ + D@ [D@" + D@ : D) >

. (2.57)
e} g f D@ D@) : DG
s s=et Qt
Assim, de (2.51) — (2.57) parag; < 1, j=1,2,3,4¢5, obtemos
>T ST P
(1) = |u |129 + i |l,p’9t <cit+1, (2.58)

I = faﬂ [%ﬁT-[D(ﬁT)+D(5)]-ﬁ+ﬁT-{|D( ™)+ D@|" [ D( )+D(5)]}
G A ) el )]
(2.59)

Observacao 5 . Aqui € necessario (as), pois se aplicarmos a Desigualdade de
Holder como na Observagdo 2 obteremos, por exemplo, para o caso n = 3, ?T <
p<3

S|P p(2p+3)
| + ct3rp-2) y

‘( v a)‘ < 8|u

2p+3
masM 1 & p>9,quendo é o caso.

3p(p=2)
A fim de estimarmos o termo de fronteira /, integramos (2.58) em relacdo a ¢

den—1lan,paral <np<T,eobtemos
U
Z(T]) = f y(t)dt§2C177+Il +L+L+1+ 15, (260)
n—1

onde

I, % fa . il [D(ﬁT) + D(zT)] it

L = i A(|p@@) + p@|" D) + D@)|) - i
Q-1

I —f |MT|2 (—)T —))

P Q1 2

o= - | (a"-&) (a7

—_ 2T =2
s = fg p(u n)
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Paran > 1 temos

ainda

yn—1<z(n) <y, (2.61)

' "iaa,, T
() == |u 129717 1LpQy1y

Agora estimaremos os termos /;, i = 1,2,3,4 e 5. Usando (1.9) e (a4), obte-

mos, para i = 1,

VA
<
<
<

onde
Assim,
Agora,

|| + |14

2 com g = 2, p, respectivamente,

«wL IDG") + D@ ||

7-1.n
esio [ panf |+ [ o)
Q-1 Q-1

A o, I
cs(q) (| +|a
g(Q)( 1qu]l qu]l] 1‘]911] qQII]

x@@mmm 7],y ) = e (20D + @),

1

— , g=2
s@=3T 9

1 , g=p.

L <c(Zm+E @)Y, i=1,2,q=2p. (2.62)

[EL [ i
Qi1 2 Q-1 .
2/p* o\ 5
e, ([ ) ([
poIII Q Qﬂln

111
"I

IA

IA

IA

c||i@

(|, +
( Lp.Qy 1,

() ey, + T e, ) = e (@7 + @),

i@, Ll
po,Il,, Lp.Qy-1, Lp.Qy-1,
",

IA

a
Lp.Qy 1y Lp.Qy 1y

IA

onde, além de usarmos (1.9) e (a4), usamos também Imersao de Sobolev, pois

3n

< & >3 & p> .
p—2p P pn+3
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Assim,

3] + L] < ¢ (@) + @ @)*'7). (2.63)
Para estimar o termo /s, observamos que o problema
V-w=id" -8 emQ,,

W e W, (Q, 1) (2.64)

- ST
Wy, <l
|| Lp.Qy-1y P19

admite solucdo, segundo o Lema 7, visto que a condi¢cdo de compatibilidade
f i’ -/ = 0 é satisfeita.
Qrﬁl,r]
Usando (2.50,) e (2.64), escrevemos

f (% +|D@") + D@ ) )+D(2Y) D(w)
Q-1

+j\ WVVW-W+f‘ i v
Q1 Q

n-1.n

+j‘ QVWVW+1‘ 3-vd-
Q- Q,

n-1.n n-1.n

1]

9%

w (2.65)

Agora estimamos os termos de (2.65) procedendo como na obtengdo de (2.62) —
(2.63) e usando (2.64) e a Observagao 2, donde vem

15 < ¢ (@) + @) + @) + @ y*”). (2.66)
Por fim, de (2.60), (2.62) — (2.63) e (2.66), segue

2 < 2em+er (F) + (2] + @) + @+ [ZopP?) . 1<n<T.
2.67)
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Lema 14 . Existem constantes cs € cg, independentes de ¢ e T, tais que

|I/l 1,p,Qy—y <C5t+C6, Vt€[17T] (268)

Prova: Mostraremos primeiro que existe uma constante c3 > 2¢; (onde ¢; € a
constante de (2.67)), independente de 7', tal que

WT) < esT . (2.69)

Para isto, multiplicamos (2.50,) por i’ e integramos em Q7, para obtermos

f|D(”T)| f|D( ")+ D@|"” DGy + D@ : D) =

(2.70)
i) : D@) - (i -va-a') - (a-va-a").

Qr

Usando (1.4), vem
fg D@ + p@|" D) + D@ : D) =, fQ |D"|”
- f Ip@|"” D@ : D"
Qr
que de (2.70) e de (1.8) nos leva a
wWT) < c{lf D" : D@)
T Qr
- f D@ D@ : D"
Qr

+|(@ - va- @)+ |z va- @)

} (2.71)

Agora, estimando os temos do lado direito de (2.71) como em (2.52) — (2.56)
(Obviamente para T > 1), temos (2.69). Como queriamos.
Agora, de (2 69), devido a (2.61), obtemos z(T) < c¢3T. Tomando agora

w(n) = C37] 5 , 01 € (0,1) temos z(T) < ¢o(T) e 2cin < (1 — 61)p(n). Assim, de
1
(2.67)

) < (L =600 +¥(@'0) 1<n<T
«(T) < (1),
onde Y(7) := co(t + 72 + 7P 4+ 72/P 1 3/P) 7> 0 (¢, é a constante de (2.67)).
Para obtermos todas as hipoteses do Lema 1, precisamos tomar as constantes
c3 € ¢4 tais que
() 2 6, () . Y e[LT]. (2.72)
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Ora, isto € simples visto que ¢’ € constante e ¢ € crescente, logo basta escolhermos
c3, ¢4 de modo que (2.72) valha paran = 1.

Assim z, ¥ e ¢ verificam as hipéteses do Lema 1. Portanto, pela parte 1 do
mesmo lema, concluimos que

2 <o, VYnell,T],

0 que por sua vez, segundo (2.61), implica (2.68).

Agora provaremos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3 . Paran =3¢
2<p<3, (2.73)

o problema (2.1) possui uma solugéo fraca vV = ii + d.

Prova: Consideremos a sequéncia crescente de dominios, ) C --- C Q; C ---,
tal que
Q=[]

Seja it* solugdo fraca em €, conforme o Teorema 1. Assim, de (2.68), temos
f Vi’ <esr+cs, VYreN,r+1<k, (2.74)
Q,

onde c¢s € ¢ independem de r e k. Portanto, para cada r fixado existe uma sub-
sequéncia {i?*} de {it*} e it, € W'P(Q,), tais que

W — ii, em WY(Q,)

i — i, em LP(Q,).

(2.75)
Tomando subsequéncia de subsequéncia e observando que i, = i,, em Q,,, para
r, > ry, definindo i = i, em Q,, temos que existe uma subsequéncia final con-
. - l,p 72}
vergindo fraco para i em W, ().
Resta agora, mostrar que i € solugdo fraca de (2.16). Facilmente vemos que
il satisfaz (2.16,) — (2.16,4), enquanto (2.165) é garantido pela Proposi¢ao II1.5(iii)
de [9] e (2.74). Ja a prova de que i satisfaz (2.18), serd mais trabalhosa e contara,

novamente, com o método de Browder-Minty.
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Dado ¢ € D(Q), existe ky € IN tal que supp ¢ C {,_; e, para todo
ke N, k> ko, ii* satisfaz (2.20) com @, isto é,

I

1 ]
S(P) = (% + |D(®) + D@)|" 2) [DO?) + D@)].

S) : D@) = f B - &, (2.76)
QkO

ko

onde

Denotaremos ainda
S(¥) = [DOW) + D(a)|"‘2 [DOP) + D@)].

Consideremos agora a fungdo suave ¢ : Q — R, talque { = 1 em suppg e
{=0emQ\ Q. Denotemos

Vo = W(Q,, 002 N 0Qy,) = (W € WP ()11 = 0 em 0Q N 0L, |,
e definamos os operadores
Ag, A{,k . V() — VS,

por

(Ag Wi, Wh) = f S«(W1) : D(W))¢
Q

ko

ety = [ s : DGR
Q,
Facilmente verificamos que A; estd bem definido e, como ¢ > 0 temos, dev-
ido a (1.4), A;x monétono. Agora, aplicamos a Desigualdade de Holder e (2.74),

para obtermos {Amfi"} limitado em V (uniformemente em relagdo a k). Dati, ex-
iste y, € V; tal que, a menos de subsequéncia,

Agilt = x; em V¢, (2.77)
Devido a monotonicidade de A;, temos para todo w € V
(Agpil', @) — (Ap il Wy — (Ag B, iy + (Ag 0%, W) > 0 (2.78)
De (2.77), (2.74) e (2.75;), temos

(Al W) — (e W)

(A, iy — (AW, ). (2.79)
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Mostraremos agora que
(Al By — (. il). (2.80)

Primeiramente, com i* é solugdo fraca de (2.50), multiplicamos (2.50;) por (it
(aqui estamos usando o Teorema 2, donde advém a hipdtese (2.73) sobre p) e

integramos em €, dai
1
Aty = [ say-ao- [ pave-s [ asa)ve
Qg Qg 2 Qg

—1[f ﬁ-D(ﬁ")-V§+f
k (o7 Q

onde p* é a pressdo referente a solucdo i*. Ora, de (2.165), (1.9) e (ag) vem

1 Lok c(ko)
%(Lkou-D(u)-V§+f k

Q
E, de (2.74) e (a¢), temos

(2.81)
it - D(@) - V(),

ko

i-D@) - Vg) < — 0. (2.82)

ko

f Is@)|” <.
Q

ko

Dal, existe y,» € L (), tal que
S@*) — x, em LF(,).
O que implica

ﬁ-S(ﬁk)-V§—>f i x, VL. (2.83)
0 Qg

A
Também, de (2.77)
(Agdl ity — (g i) . (2.84)

Falta verificarmos ainda, a convergéncia de dois termos de (2.81). Para o primeiro
termo, do lado direito, temos

fg B@) - (i) —> f B@) - (i), (2.85)

Qi

De fato, vamos verificar a convergéncia para um dos termos de f BGl") - (i),

(TN

pois os demais seguem analogamente. Mostremos entao que

(I’_t)k : Vﬁk, gl’—[)QkO B (l’—t) ' Vl’_t)’ {I/—[)Qko' (286)
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Ora

| - Vi, fid,, - (- Vid, fiDq, | <

f @ — i) - Vii* - il
Q,

0

(2.87)
+

f it - (Vi* - Vi) - il
Q

0

Verificaremos primeiro a convergéncia do tltimo termo de (2.87). para isto, defi-
namos
Tz : LP(Cy,) — R,

Tﬁwzf it V¥ - il
Q

ko

por

Devemos mostrar que T € L” (€),). Para isto consideremos dois casos:
p = 3: Este é o caso mais simples, pois podemos aplicar a Desigualdade de
Holder, apropriadamente, e obter

Q, || Q
W|| .
l,p, ko Pk

Taw

<clla

2 < p < 3: Pelo Teorema de Imersao de Sobolev

| - *
< |l :
||u r’Q/‘O s cju l,p,QkO » T € [l’p ]

Como 2p’ < p* © p > 9/5, dai temos ii € LZP'(QkO) e assim, aplicando a
Desigualdade de Holder vem

Taw

2 - 12 -
<cllal, o 70,0, = cll@ll, o I¥,q, -
2p Qy P, Lp.Qy, P,

Assim, concluimos a prova de que 7; € L”'(Qko) e, portanto, devido a (2.75),
temos que o ultimo termo de (2.87) converge para zero. agora checaremos a con-
vergéncia do primeiro termo de (2.87). Como antes, consideraremos 0s casos
p =3e?2 < p <3, separadamente.

p = 3: Este € o caso mais simples, pois aplicamos a Desigualdade de Holder e
usamos (2.75) para obter a convergéncia para zero.

2 < p < 3: Como antes, devido a (2.74), pelo Teorema de Compacidade de
Rellich-Kondrachov (ver [16]), temos que, a menos de subsequéncia,

it — i emL'(,), rell,pd. (2.88)
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Agora, aplicando a Desigualdade de Holder

@ - i) - vit* - zi
Qi

—k 2k o =
<cl@], g 7 =, q, I 2.89
- 1L,p.Qy, P1:Q%, P2 Q% ° ( )

onde 1 < p; <p“el < p, < p*, devido ao Teorema de Imersao de Soboleyv, isto
€ possivel, pois
1 1 1 . 3p . 3p
—t ===, p<p=3—, 2SpP =57 & p=
P p2 P 3-p 3-p
Assim, devido a (2.74) e (2.88), temos que (2.89) converge para zero. Assim,
concluimos que o primeiro termo de (2.87) converge para zero e, por conseguinte,
concluimos a prova de (2.86), como desejavamos para a obten¢do de (2.85).
Falta apenas verificar a convergéncia

| \o

f it - V¢ — pil- V¢, (2.90)
@, Q,
onde p € a pressdo associada a . Para este intdito basta mostrar que existe p €
LP (€, tal que

p' — p em L”(Qy). (2.91)

Primeiro comecemos observando que p* é tinica a menos de constante. De fato,
: k = : =k z 7 00
seja p| outra pressdo associada a #*. Dai para toda € C’(€;), temos

o -pHV ¢ =0,
Qi

o que implica pt = p* + ¢;. Portanto, sem perda de generalidade, podemos con-
siderar p* satisfazendo

f ptdx = 0. (2.92)
Q,

ko
Agora, seja

8= |Pk|p,_2 p* =1, L |pk|p,_2 phdx.
ki

0

Sem dificuldades verificamos quef(v2 gdx=0,g€ LP({y,)e ||g||p7gko <c ||pk||i‘gk0.
Dai, pelo Lema 7, existe v e Wé’p (Q:,) solucdo do problema
v V=g n (2.93)
W1, 0, = <Pl s, -
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Portanto, de (2.92) e (2.93), vem

f |pk|17’ f (|pk|p’2pk)pk:f ng+|Qko|_l[f |pk|p/2kaf p*
oM (oM Q Qg Q,

0 0 0 0

fgka-zZ: Sk<ﬁk>:D(J>+f B(il*) - .

ko Qy, Q

ko

(2.94)
Agora, fazendo uso, novamente, de (2.93), e procedendo como na obten¢do de
(2.85), temos

fg Sui) : DW) + f B 7 < e ([t + 0, ) I, - 299
)

Qg

Assim, de (2.94) e (2.95)

c|l|lu + (| <c
||p Py Lp.Cy, LpQy ] — 77

e isto implica (2.91). Como desejavamos.
Portanto, de (2.81) — (2.85) e (2.90), obtemos

1
et = [ B@-@- [ pavi-s [ dxpeve @99
o, o N

Agora, se em (2.81) trocarmos i por i*, obtemos

At ity = f B(ﬁ")-(iﬁ")—f p"ﬁ"-vg—%f i S - Ve
Q Q.

ko Qg 0

_l(f ﬁ.D(ﬁk).vg+f ﬁ-D(eT)-V{).
k Q, Q
(2.97)

Passando o limite no lado direito de (2.97) obtemos o lado direito de (2.96) (o
procedimento segue os passos do procedimento para (2.81), as diferencas que
surgem sdo facilmente contornaveis), ou seja,

ko

(Al ity — (yg, i) (2.98)
Portanto, de (2.78), (2.79) e (2.98), temos
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e procedendo como no final da Teorema 1, segue

Por fim, como ¢ = 1 no suporte de @, de (2.77) e (2.99) temos

fg S:) : D(@) = (s, ) — (Acih, @) = f S : D@).

Q
I}
passando o limite em (2.76), obtemos

I

ou seja, i satisfaz (2.18), como queriamos demonstrar.

ko
E como

B(ﬁk>~¢—>f B@)- &,
ko Qi

S(ﬁ):D(gB):f B - &,

ko Q

O

Observagdo 6 . Se descartarmos o termo convectivo V - VV em (2.1;), obtemos
0 Problema de Ladyzhenskaya e Solonnikov para o sistema de Stokes com Lei
de Poténcia, cuja solucdo € obtida repetindo os argumentos usados no problema,
correlato, para Navier-Stokes (problema (2.1)), s6 que com menos célculos, obvi-
amente.

As solucdes do problema (2.1), obtidas pelo Teorema 3, possuem dissipacao
de energia distribuida uniformemente (veja Teorema 3.2, p. 745 de [27]), mais
precisamente:

Proposi¢do 1 . Seja V uma solug¢do do Problema 2.1, obtida pelo Teorema 3.
Entdo existe uma constante ¢ independente de ¢, tal que

t+1
f flV\?lpSC, Vt>0,i=1,2, (2.100)
t A

com p satisfazendo (2.73).

Prova: Denotemos il = V — & e, para T > 2, definamos

QI'T(I) =Qir i, TL.
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=2 z

Como a solugdo V é obtida pelo Teorema 3, temos que i é limite fraco, em
Wllg’f (ﬁ), de uma sequéncia de solugdes ii* do Problema aproximado (2.50). As-
sim, pelo Teorema 2, temos regularidade suficiente para multiplicarmos (2.50,)
por ii* e integrarmos por partes em Q[ (1), e depois proceder como nos caculos

feitos anteriormente ao Teorema 3, para obtermos

z(m <e(m, Ynell,1],

' 1,2
onde z(1) = f ye(t)dt, com yo(t) = ¢ [, oo + 0]}, 0y € 00D = €21+ 3.
et 2.0 Xe)
Como 7 > 2, temos

3/2 3/2
ye(1/2) = f3 ye(1/2)dt < f y(t)di = 2:3/2) < ¢(3/2) = c.

/2-1 3/2-1

T+1/2
f f V" < y.(1/2) < c.
T—-1/2 %

i

Dai,

Assim, pela Proposi¢ao II1.5(iii) de [9], temos

T+1/2
f v’ <.
12 Jx;

Portanto, obtivemos (2.100) com i no lugar de vV e para todo ¢ = 7—1/2. Como
i€ Wllo’f (Q,), temos que i satisfaz (2.100) para todo ¢ > 0. Por fim, de (a4) segue
o resultado.

O

Em [29], p. 1437, Marusic-Paloka comenta a dificuldade de obten¢do de re-
sultados de unicidade para problemas de valores de fronteira para o sistema de
Navier-Stokes com Lei de Poténcia para p > 2, inclusive esta é uma questao em
aberto para dominios limitados. Em face de todas estas dificuldades, estabelece-
remos apenas um resultado de unicidade sob hipdteses adicionais. Comec¢aremos
com o seguinte lema.
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Lema 15 . Seja V solugéo de (2.1) satisfazendo

an

> c|x|/=D, (2.101)

Xj
emQ;,i= 1,2, paraalgum j = 1,...,n. Entdo para todo w € Z)llo’f(Qi) vale

(r-2)/2

(3 - V9, ), < cl@| |[D@)|""” D6w)

Vi>0. (2.102)

2
2
2,9

Prova: Denotemos Q = ;. Usando a Desigualdade de Holder e (a4), obtemos

(% - V¥, vv)gtu’ <l ]}, - (2.103)

Usando Imersao de Sobolev e (1.9), temos

(2.104)

17,0, < e
2" Q1 T L1 ’

n Agora, usando (1.8), a Desigualdade de

paratodo 1 < r < 2, tal que 2p’ <
n—r

Holder e (2.101), obtemos

S| S| -2)r S| 1
|w L, th“ |Vw| < thlt|D(\7)|(p 2)r/2 |D(w) W
’ ’ 2 . @-r/2
< D@|"” |D#) 2) U ]
[ f Il per) | [ P
Y/ —r
< c|lo@|”" b ( f 2 s"-Z-%ds) .
ssar—1.t 0
Dai, para r < 2= Dip - 1), temos
np—m+1)
o, el ol e
E assim, de (2.104) e (2.105),
1], < ¢l Do)
D' d-14 2.0 1,
e de (2.103) vem,
- - - (p-2)/2 - 2
W, | = . .
‘(W-VV Wa,, <c|(I)|H|D(\7)| D(w)”2Q (2.106)
wer—1,t
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Por fim, somando (2.106) obtemos (2.102).

O

Observacao 7 . Um exemplo de solugdo satisfazendo (2.101) € a solucdo de
Poiseuille para €Q; apropriado, ver [29] p. 1429.

Teorema 4 . Seja @ suficientemente pequeno e / algum nimero positivo, entao
existe nao mais que uma solucao fraca de (2.1) em leof (Q), satisfazendo (2.100)
e a propriedade (2.102) em todo €, isto &,

- - -2)/2
(% - V¥, 8)0 =2

< clol||p)| D(W)H;[ , Ve D@ et>0.

Prova: Denotemos w = V| — V,, onde V| e V, sdo solucdes de (2.1) satisfazendo as
hipétese acima. Dai

~div{|P@) 7 DA} + ¥ V94V, = 0,
Introduzindo W e usando o fato de V, também ser solugédo , vem
. - - (P2 - - -\ |P2 -
~div{|p6i) + D[ (D67 + D)) - [P D)
+W-VW+w- V¥, + ¥, - VW + V(p, — p,) = 0.

Agora, multiplicamos por W, integramos em €, e procedemos como na obtengao
de (2.51) para obtermos

f {Ip6» + D@ [D6Y + D] - [P D} = DG

= (- V0, W) — 1,

Usando as desigualdades (1.8), (1.4), (1.5) e (2.102), obtemos
= = -2 |2 = -2 |2
¢ f |V +c, f ID@)|"|DOR)|” < ;10 f |D@)|" | DR[| +1. (2.107)
Q Q Q
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Assim, para |D| < c¢;/c; e, definindo y(f) = |W|117pQ , de (2.107) temos
y() <cl.

Por fim, integrando em relacdio atde n — 1 an, paran > 1, obtemos

7
Z(]])Ef y(t)dtS11+Iz+I3+I4
n—1

onde
- - 5 \|P2 - - - \|P2 - =)
1= w- w Vo w Vo)l — Vo \'%) n
n= [ [ {loe+ ol 106 + D) - ) D)
Q-1 2
I = f .
Q'nfl,r] 22
13:f ﬂ\_f)zl’_l)
Q:]—],r] 2
= =i
Q-1
Note que
y(t—1) < z(2) < y(@)
’ _ =l
<o) =il g, -

Agora, procedemos como na obtencao de (2.67), s6 que usando (2.100) em
vez de (ay4), para obtermos

z2(p) < P (Z (1),

onde V(1) = 7+ 7'/7 + 72/ + 73/P, Assim, Supondo z ndio identicamente nula, pelo
Lema 1 temos
lim z(7) = 0.

t—00

Ainda, como para 7 > 7, (para algum 7, > 0)

T, p=3
p
pelo mesmo lema, temos
liminfe 'z(r) > 0 , p=3
—o0

liminf >/ Pz(r)>0 , p<3.

t—00
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O que € um absurdo, segundo (2.15).

Portanto z = 0, o que implica w = 0, que por sua vez implica w = 0, isto é,
- -

Vi = Vou

O

Observacao 8 . Para exemplo de um dominio satisfazendo a propriedade (2.102)
em todo Q, ver [29] p. 1437.

Observacao 9 . Quanto ao problema de Ladyzhenskaya e Solonnikov para o
sistema de Stokes com Lei de Poténcia, tem-se a demonstracao de unicidade direta

(sem o uso do Lema 15) para um fluxo qualquer, como ocorre no caso p = 2 (ver
Corolario 2.1, p. 739 de [27]).

50



Capitulo 3

SECAO TRANSVERSAL
ILIMITADA

Introducao
Consideraremos um dominio Q como em (1.1), com
Q, = {x(i); XV < gi(x®y, x> 0},
onde as funcdes g;(7) satisfazem as condi¢cdes

gi(H)>2g0>0
3.1
211 — gt < Milty — 1ol G-1)

para todo t,1,,¢ > 0.

Para tornar a leitura mais agraddvel omitiremos o indice i na notag¢io das co-
ordenadas locais. Assumiremos ainda que g; € de classe C* e X = X;(x,) a secdo
transversal de €); perpendicular ao eixo x" = 0 e passando pelo ponto (0, x,,). De-
notaremos por 7 um vetor unitario de ;. Segue imediatamente de (3.1) que

gl <M, ¥Yt>0

gi(t) <2Mt, Nt>ty= M 'gi0). (3.2)
Parai=1,...,m, definimos
[i(e0) = f g?(t) ) (3.3)
0
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A podendo assumir as formas 1 —2p, 2 —3p ou 2 — LZ Temos as seguintes
p p—

possibilidades
l[(0) =00, parai=1,...,my,

I[(0) <00, parai=my+1,...,m. 34

No caso [;(0) = oo diremos que a segdo transversal diverge, enquanto no caso
[;(c0) < oo diremos que a se¢do transversal converge.
Consideremos o problema: Dados ®@; € R quaisquer, satisfazendo a condi¢ao

D, =0, (3.5)

m
i—1

1

obter um par V, p, tal que

6(V-VV)+Vp emQ

div{[D@]" D&}
V.-V
v

IR
fV.
%

onde 6 = 1 ou0. Seod = 1, (3.6) € dito sistema de Navier-Stokes com Lei de
Poténcia; se 6 = 0, (3.6) € dito sistema de Stokes com Lei de Poténcia.

= 0 emQ
= 0 emoQ (3.6)
ﬁ) - (Di ’

Neste capitulo estudaremos o problema acima sob as seguintes condi¢des so-
bre (3.4): m; = 0, isto é, todas as secdes transversais divergem; m; = m, ou seja,
todas as secoOes transversais convergem; e 0 < m; < m, que significa que € possui
secOes transversais que convergem e sec¢oes transversais que divergem.

Observacao 10 . Sempre que a integral
f gV @) dr (3.7)
0

converge, temos (Teorema I11.4.3 de [28]) que existe um campo, &; € @(1),,; Q),
com j;,- a;-i = @;. Assim sendo, se (3.7) converge paratodoi = 1,...,m, podemos
buscar solugdes da forma V = i + @ com @ € f)é”’(Q), fzi d-n=0;eil e Wllo’f(Q)
com fluxo zero, isto €, le_ i -1 =0.Se (3.7) converge apenas para um “canal”, ou
se (3.7) sempre diverge, temos f)é’p Q) = Z)(l)’p (Q),daiad ¢ f)é’p (Q), caso contrario
le_ a-71 = 0 (Teorema IIL.5.1 de [28]). Também se m=1, pelo Teorema 1 de [40],
temos D7 (Q) = D, (Q).
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3.1 Problema de Stokes com Lei de Poténcia para
Secoes Convergentes

Nesta secdo assumiremos
A=-n(p-1)-1, (3.8)

e consideraremos o seguinte problema: Dados ®@; € IR quaisquer, satisfazendo a
condi¢do (3.5), obter um par V, p, tal que

div{[p@" D@} = Vp emQ
V-V = 0 emQ
Vv = 0 emoQ (3.9)
f\_f)ﬁ = q)i
%
lim Vix) =0 emQ;, i=1,...,m,

|x|—00

com () agora nao mais caracterizado por (3.4), mas sim satisfazendo para todo
i=1,....,m

I;(c0) = foo glt)dt < oo. (3.10)
0

Um exemplo de dominio satisfazendo a condi¢do (3.10), ¢ o dominio onde
os canais sdao dados pelas fungdes gi(t) =t +1ty,i=1,...,m, e tp > 0. Mais
geralmente, os dominios cujos canais sio definidos pelas fun¢des gi(f) = (z+1)°,

para 6 > i=1,...,m;satisfazem (3.10).

np-1)+1°
A formulacao fraca para (3.9,), é obtida multiplicando-a por § € D(Q) e
integrando por partes, donde vem

f D@PDE) : D@) = 0. 3.11)
Q

Definicao 3 : Uma solucdo fraca para o problema (3.5), (3.9) com Q caracte-
rizado por (3.10), é uma fungdo Vv : Q — IR”" satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

(i) Ve D" (Q);
(ii) V satisfaz (3.11) paratodo @€ D(Q);
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(iii) V satisfaz (3.9,) — (3.9,).
Observamos que a pressao p € obtida conforme a Observagao 1.

Observacao 11 . A condicdo (i) na defini¢ao acima implica

1
DEN =
De fato, sejai = 1,...,m. De (1.10) temos, para w € D'"P(Q;; 0Q N 0Q;),

f V[P — 0, quando |x] > o0, emQ;, i=1,...,m. (3.12)
z"i(xn)

f W(x', s)[Pdx" < CIZ,-(s)lnplf IVewlPdx’ < cgl(s) [Vw|Pdx". (3.13)
Zi(s)

Zi(s) 2i(s)

. <4 —
Consideremos agora f;(x,) = g, P(x,)é,. Do Teorema de Green vem, para t; > t,

f V- (fr) = f g (X, )P dx’ - f g O DlPdx . (3.14)
Qi Zi(t) ()]

-

Agora, integramos a identidade V - (flv'v’l") = W’V - f+ f Viwl, em Q;,,, para

obter
2 WP~ alw g (x|l
f V'(fi|W|p) :Pf 7 -p - (3.15)
Qit,ll Qi/*[l gl (xn) axn Ql'/,l‘l gl ('xl’l)

Assim, de (3.14) e (3.15), obtemos

1 L, 1 . 87 (xa) " P~ ol
YN w” = — wl” + p o, P 7 J
8 () (D) 8; (t1) Zi(ty) Qiyy & (xn) Qiryy 8i (Xn) ax”

que devido a (3.2,), fica

1 ﬁ 1 " it?
70 Je™ = 7w Jei M S,
i Zi(n) i\ f Zi(tll) Pon & (3.16)
+p f . ( f Wll"llvmdz) ds.
r & () \Usis
Agora usando (3.13), obtemos
il
f Il <c f |Vwl?
p+1
Qi & (Xn) o (3.17)

11 1
f p ( f |W|P—‘|W|dz) ds<c f V.
t 8 () \Usis) Q!
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Assim, de (3.16) e (3.17), temos

1 1
—— WP < — WP + c2f [Vwl?. (3.18)
g () Js g (1) Jsian Q

Por fim, como w € D'(Q;; 0Q N 69Q;), devido a (3.13), temos, pelo menos ao
longo de uma subsequéncia de valores para t,,

f WP — 0, quando #; — co.
i)
Dai, fazendo #; — oo em (3.18), vem

1
— IvT/)I”SchW/I”. (3.19)
gf(t) 2i(0) ? o

i

E, desde que gf(t) = IZl-(t)I%, fazendo r — o em (3.19), obtemos (3.12). Como
queriamos demonstrar.

Observacao 12 . Note que (3.12) é uma formulagao fraca para (3.95).

Como procedemos anteriormente, buscaremos uma solugdo fraca para o pro-
blema (3.5), (3.9), da forma V = i + &, onde & € obtido segundo o Lema I11.4.3 de
[20], e satisfaz as seguintes propriedades:

(a1) @€ C();
(ay) 4 se anula préximo da fronteira 0Q;

(a3) ID°A(x) < cg;""' T M(x), VxeQ;, lal>0;

(as) fﬁ)-ﬁzd),-.
%

Enquanto i € Z)(l)”’ (Q) satisfaz para toda g € D(Q)

f |DGt) + D@ [DGD) + D@ : D@) = 0. (3.20)
Q
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A seguir, provaremos um resultado fundamental para esta secao.

Teorema 5 . Existe i € Z)(l)’p () satisfazendo (3.20).

Prova: Seja {@’} ¢ D(Q) denso em Z)(l)’p (Q) e tal que (gb” Il ) = 0;; (ver Lema 4).
Como em teoremas anteriores, temos que para cada N € IN existe

N
v = Z e, (3.21)
j=1
talquepara j=1,...,N
f D@y + D@|" [D@) + D@] : D@) =0 (3.22)
Q
€
|, <e. (3.23)

onde ¢ € independente de N. Agora, pela compacidade fraca de Z)(])’p (Q2), devido a
(3.23), podemos obter uma subsequéncia {ii"} de {i"} e uma fungio il € Z)(])’p (Q)

tal que
i — i, em D"(Q). (3.24)

Pretendemos agora passar o limite em (3.22) e tomar ¢ qualquer em D(Q).
Para tal, como temos procedido anteriormente, comecaremos definindo para
W e D7 (Q)

AW = —div {|D(W) + D@ [DOw) + D(Z)]} .

Assim,
A: DPQ) — (Dy"(@) =D7(Q) (3.25)
”AﬁNk”D*l,p’(Q) sc, .
com ¢ independete de k. Dai, existe y € D™'""'(Q), tal que
(A W)y — (W), Ywe Z)(l)”’(Q). (3.26)
Facilmente, vemos também que A € um operador mondtono, isto €,
(AW — AW, W1 —wh) >0, YW, W, € Z)(l)”’(Q). (3.27)
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Agora, tomando em (3.27), W, = il

ew, =wE€ Z)(l)’p (Q), obtemos
(A", @) — (AR, Wy — (AW, @) + (AW, W) > 0. (3.28)
Mas, obviamente, (A", i) = 0 e de (3.24) e (3.25), segue
(AW, ™)y — (AW, ii).
Disto, de (3.26) e (3.28), temos
—~(p, W) — (AW, i — W) 20, VWeD(Q). (3.29)
Agora, facilmente vemos que (y, iy = 0. Dai reescrevemos (3.29) como
(x — AW, il — W) 20, Ve D (Q).
Assim, procedendo como no Capitulo 2, mostra-se que
x =Ail.
Portanto, (3.26) fica
(Ad™, W) — (Ad, W)y, VWeD(Q),

que garante passar o limite em (3.22) e tomar ¢ qualquer em D(Q). Como
queriamos.

Agora provaremos o principal teorema desta secao.

Teorema 6 . Existe uma tinica solucdo fraca v para o problema (3.5), (3.9), e tal
solucdo satisfaz
Vi, <c®, (3.30)

onde ® = max{|®|,..., |DP,l}.

Prova: A existéncia é obtida pelo teorema anterior, onde V = & + 4. Note que
(3.9,3) sdo imediatas, enquanto (3.94) segue de il € Z)(l)”’ (Q) e de (ay).

Quanto a unicidade, comegamos observando que (3.11) é satisfeita com w €
Z)(l)”’ (Q) no lugar de @ € D(Q). Agora consideremos V; outra solu¢do do problema

. N1,
e denotemos w = V — V. Assim temos w € D;"(Q) com fluxo zero. Portanto,
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pelo Teorema 5.1 do capitulo IIT de [20], W € Z)(l)’p (). Dai, usamos w em (3.11),
como comentado, para obter

f ID(P) + DEI)IP*[D(W) + D(V1)] : D(?) = 0,
Q
e dai aplicando (1.4)

W, < e f {(IDG#) + DE@DP2DR) + D@D = IDE)IP2DED} - DOF)

o
—Cf IDEDIP D) : D(W) = 0.
o

Logo [Wl;, = 0. O que implica w = 0, ou seja, V; = V. Assim temos a unicidade.
Falta apenas demonstrar (3.30). Para isto, tomamos i no lugar de g em (3.20),
e obtemos

f {|D<ﬁ> + D@ (D) + D@ - |D@|p2p@} : D(@)
Q
= — [, ID@I"2D(@) : D(id).

Dai, usando (1.4) e a Desigualdade de Young com &, vem

-1
7, < f D@ ID@) < el + clal; .
Q

Tomando £ <« 1 temos
il , < claly, <cD.

Como V = ii+4, da desigualdade acima obtemos facilmente a desigualdade (3.30),
€ assim, provamos o teorema.
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3.2 Problema de Navier-Stokes com Lei de Poténcia
para Secoes Convergentes

Nesta sec@o assumiremos n = 3 e

2-3p , 2

P
p=2 "

7
A= 3 (3.31)

<p<
2 - >z
3

4

e, similarmente a secdo anterior, consideraremos o problema: Dados ®; € R
quaisquer, satisfazendo a condi¢éo (3.5), obter um par V, p, tal que

V-VV+Vp emQ

div{[D@]" D&}

V-V = 0 emQ
f\_/)ﬁ = (D,‘,
%
|llim\7(x):0 emQ;,i=1,...,m,
com Qtal que parai=1,...,m,
Ii(c0) < 0. (3.33)

Multiplicando (3.32,) por g € D(Q) e integrando por partes, obtemos, como
em (2.18),

fg D@D : D@) = (7 V9, 3). (3.34)

Definicao 4 : Uma solucdo fraca para o problema (3.32) € uma funcao
V: Q — IR" satisfazendo as seguintes propriedades:

@) Ve D" (Q);
(ii) V satisfaz (3.34) paratodo @€ D(Q);

(iii) V satisfaz (3.32,) — (3.32,).
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Lembramos, como de praxe, que a pressdo p, associada a velocidade V, é
obtida conforme a Observacgao 1, e satisfaz

f D[ D) : D@ = 7 V7,9) - f pdivg, V@eCr@). (3.39)
Q Q

Buscaremos uma solugio fraca para o problema (3.32) da forma V = & + &,
onde @ é obtido como na se¢do anterior, enquanto i € solugdo fraca do seguinte
problema auxiliar

div{| DGy + D@|"” 1DG) + D@

I
Sy
<
S
+
<
<
&y
+
&
<
S

Vi = 0 emQ (3.36)
i = 0 emoaQ
fﬁ’-ﬁ’ = 0,
%

cuja formulagdo fraca é dada por

[ 1@+ p@f 1pa + D@1 D) - a3
\ .

— (- Vi, §) - (i-Va,§) - (@- Vi, ) - (d-Va, §),
para toda ¢ € D(Q).

Observacao 13 . Na construcdo de @ em [40], destaca-se a seguinte, fundamental,
propriedade

f PP < ce f VP, Vit e DY(Q),
Q Q

com € < 1. Porém, aqui, devido a p > 2, tal condicao ndo sera necessaria.

Para obter i solugdo fraca de (3.36), primeiro obteremos uma solugdo fraca
i’ para o problema (3.36) truncado, e depois obteremos i como o limite de i’

quando T — oo.
Consideremos, entdo, o problema (3.36) truncado, isto &,

Vit +ii- V& +4- Vil

iP-
+3-Va+Vp em Qp

div{[DG) + D@|" D@ + D@}

V-i = 0 emQy (3.38)
i = 0 emdQp
i = 0.

5
fu.
%
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Defini¢ao 5 : Uma fungdo il € uma solugdo fraca para o problema (3.38) se,
(@) i € W,"(Qr);
(ii) # satisfaz (3.37) com Q7 no lungar de Q;

(iii) u satisfaz (3.38,) — (3.38,).

Proposicdo 2 . Existe i’ solucdo fraca do problema (3.38).

Prova: 1déntica a prova da Teorema 1.

Lema 16 . A solucdo &’ satisfaz para &, €,,&3 > O:
¢ p

fﬁT-ng-a
Qr

g-vil -2
Qr

f D@PD@ : D)
Qr

p

T
< |*
S&E U 1Lp.Qr

+ Cy;

-

T |P .
<e|d]] o +e (3.39)

-

T |P
< & ||
& U 1,p,QT+C3’

onde cj = Cj(Qo,p,Sj), ] = 1,2,3.

Prova: Comecaremos provando (3.39;). Aplicando a Desigualdade de Holder
obtemos de imediato

1/p
f i vt & < i, (f |L7T|P’|§|P’) : (3.40)
Qr P \Jar

Agora usando a Desigualdade de Holder e (1.10) obtemos

p-2

2’ ’ T 2—-4E* = ;%T
NG ”IﬁTI"Sc( [ “(s)ds) ( [ WV’) .
S!ir 0 52iT

Dai, usando as propriedades de & junto com (1.9) e (1.2) temos
m
f @l @ v+ f "V ja
Qr Qo =1 Qi
L
p- , ,
c ( f |VL7T|") > f g "y
Qo i=1 Y Qir

p—

mo~T I
=) ST
c Zf g (s)ds |u LG
i=1 Y0
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Disto, de (3.40) e de (3.33), aplicando a Desigualdade de Young, vem

f i - v -
Qr

Com um raciocinio semelhante, mostra-se (3.39,) e (3.39;).

<81 |M + C;. (341)

1,p.Qr

O

Observacao 14 . Este lema €é o motivo de n = 3 nesta secao, pois no caso n = 2
teriamos expoente em g; tal que a convergéncia da integral ndo seria garantida.

Agora provaremos o principal teorema desta secao.
Teorema 7 . Existe uma solucdo fraca, V para o problema (3.6).

Prova: Diante do exposto acima € suficiente mostrar que existe uma solucao fraca
ic Z)(l)’p (Q), para o problema (3.36).

Seja i’ uma solugdo fraca, conforme a Proposi¢do 2. Como i’ € Wé’p (Qr)
temos que (3.37) vale para i’ no lugar de iZ e de @, isto é,

f Ip@") + D@\ (D@") + D@)] : D"y = - (i - va @)
( VA, il) - (- va,i") - (- Va,i).

(3.42)

Como ja vimos no Capitulo 2

(a” - i ,a") = (& va i) =0,
(a" - vaa") = - (a" - vi'.&) e (

Assim, de (3.42) e (1.4), obtemos

cld|) , <(@-vi' d)+(a v, &)+

f ID@)P>D@) : D@")|, (3.43)
Qr

que pelo Lema 16 nos leva a

f \Val|P = f IVi'|P <c. (3.44)
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[

(o8]
Portanto, existe uma subsequéncia de {L?T}T_l, que ainda denotaremos por {L?T}

b

T=1
e uma funcgéo il € Z)(l)”’ (Q), tal que

i — @ em D;(Q)
i’ — i@ em L) (Q). (3.45)

Resta agora mostrar que i € solugdo fraca do problema (3.36). Ora, dado
@ € D(Q), existe Ty > 0 tal que supp g C Qr, para todo T > T,. Dai, il’ satisfaz
(3.37), e assim, passando o limite em 7, como no Capitulo 2, obtemos que i
satisfaz (3.37). Facilmente vemos que i satisfaz (3.36,) — (3.36,). Portanto i é
solucdo, como queriamos.

3.3 Problema de Navier-Stokes com Lei de Poténcia
para Secoes Divergentes

Nesta se¢do, como na anterior, consideraremos n = 3 e A dada por (3.31,
porém, aqui estudaremos o problema composto por (3.5) e pelo sistema (3.6) para
6 =1, ou seja,

div {|D(\7)|p_2 D(V)} = V-VW+Vp emQ
V-V = 0 emQ
V = 0 emoQ (3.46)
f \_/) . ﬁ = (D,' .
%
sob a condi¢ao
[(c0) = 0. (3.47)

Procedendo como na secdo anterior, buscaremos uma solucao fraca da forma
V = il + d, com d definido na se¢do 3.1. Entretanto, devido a (3.47), ndo podemos
proceder como na se¢do 2, visto que neste caso a constante de (3.44) dependeria
de T. Sendo assim, aplicaremos a técnica do Capitulo 2.
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Comecamos definindo, para cada i = 1,...,m, a fun¢do h;(f) como a inversa
da funcao

1
h;l(t):fgf(s)ds, 120, (3.48)
0
isto €,
hi (1)
z:f g)ds, 120, (3.49)
0

onde 8 > A, serd determinado posteriormente. Obviamente, h; e hl.‘1 sdo cres-
centes, com /;(0) = 1;'(0)=0e

hi(t), h;i'(t) — oo, quando t — oo.

Tomamos o seguinte truncamento de

Q(T) = Q U [O Qih,»(T)] .
i=1

Como no Capitulo 2, consideramos o problema modificado (2.50) (obvia-
mente, com Q(7T) no lugar de Q) que possui uma solucdo il € Wé’p (Q(T)),
com p’ € LP(Q(T)) sendo a pressdo associada a tal solugdo.

A seguir, apresentaremos um lema técnico.

Lema 17 . Para M = max M,, temos

1<i<m
1 2 1
Egi(t) < gi(s) < ggi(f) s Vselr—-C2M) g0, 1, Vi =1. (3.50)

Prova: s € [t — (2M)™'g,(t), t] implica a existéncia de & € [0, 1], tal que
s =t—(2M) ' gi(t)é. Dai, usando (3.1), temos

o) — gi(s) < Mt - 5) = g0

gi(s) — &) < M(t—s) = Egi(t)~

Comol—-=> e 1+

YN
YN

3
< oh temos (3.50).

| —
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Agora, introduzimos a fun¢do “truncamento”, como em [27], dependendo do
parametro ¢

hi(t) — Xn
sty T
[on={ @M xeQ g [U Qih(r)} (3.51)
0 , XE€ U [\ Qinn ]
i=1

onde, parai=1,...,m,

wiEl‘) = {x € Q;; hi(1) < x, < hi(1)}
hi(t) = hi(t) — 2M) ™' gi(hi(?)).

Segundo o Teorema 2, temos regularidade suficiente para multiplicarmos (2.50,)
por i’ e integrarmos sobre o cojunto

Q1) = Q U [U Qihi(t)] , 0W<t<T,
i=1

para obtermos

f {1[D(ﬁT>+D@]+S<ﬁT>}:D(gﬁT>:— f B i)+ f ol v,
an (T Q) Q)

(3.52)
Agora, como

[D@") + D@)] : D) = (D@ )+D(5)] D@

1 il4 ou? 30? dal ||
+ u;,
4(9x,, = (9x,, Ox; ox, Ox; ||’
usando (1.4) e (3.52), obtemos

1 _
= f ¢lp@n)’ + f (o < —c f ¢|p@|"” p@) : DG
Q1) Q1) Q)

1 (D@ : D@ +J
T Q1)

- f B@@") - ") + f p'a Ve,
Q1) Q)
(3.53)
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L[ & o s\ o [(0u  oul) (945 oal)|
J=—- D D s
4 f(,) 0x, ( - | @)+ (2_0| )Z [(fm - Ox; - 0x, - 0x; “j

J=1

Na proposicdo seguinte, apresentaremos estimativas para os termos do lado
direito de (3.53).

Proposicao 3 . As seguintes estimativas valem para g; > 0, j = 1,2,3 e c
constante independente de #:

f AD@)2D(@) : D) < —- f Vi + —— f avar  (3.54)
Qo T2 Jo T2 Jo

—)T q q
T52q Z Lawin T 130 q,wi(t)) (3.55)

L( ) { Z [&i(hi (t)) lpa)l(t) (3.56)

i=1

m hi(t)  p-s
il -VE-idT < (& + &3) §|VﬁT|P+cZ f g/ (s)ds
0

Q) (f) i=1
L] T R i + 181 T 1T )

(3.57)
fg 045-## cZ[gxhu))] TR (3.58)
f (2-va-i < cZ[g,(h 71 1 p) (3.59)
Q)

i=

S w
fg ()pTﬁT‘Vg“ < cZ{[g,m N7V 1o + [ R] 7 @R
t

i=1
+Hgi (i OPIE" L 00 + 1 1)
(3.60)
ondeg=2oug=pe

(«%)
L
|
——
O =
QR
I
NN

66



Prova:

(3.54) segue de calculos imediatos. (3.55) segue da aplicagdo de (1.10) e do Lema
17.

(3.56) serd mais trabalhosa. Primeiro observamos que

n T
rOu, 1
G Gt

[010)) Xs

il v it

Q@) r,s=1

= —f |L7T|2L7T-V§—f it - vl il
Q@) Q1)

que devido a (3.51), nos d4

— — — 1 C = -
cit v - ql = 3 Z f i@ Pug; (hi(D). (3.61)
QW) =1 Ywi)

Agora, introduzimos a seguinte mudanca de coordenadas,

’r_ ~lop ’
{ Y =2Mg; (hi(t))x (3.62)

Vi = 2Mg; (hi(e)[hit) = x, ]
Facilmente, com o uso do Lema 17, obtemos

0<y <1
| <3M.

Seja
Gulyn) = 2Mg; (hi0)gi (hi(t) — @MY i (hi(D))y,)

Segue, imediatamente do Lema 17, que
M < Gy(y,) <3M.
Assim, temos que a mudanca de coordenadas (3.62) leva w;(¥) em w;(f), onde

i) ={y e R"; Y| < Gy(yn), 0 <y, <1}

|i(1)] < 9nM* .

67



Agora, vamos estimar os termos do lado direito de (3.61) via mudanca de coorde-
nadas (3.62):

A

f " Pung; (1)) dx < g7 (hi(D)) f " Pdx = 2Mg;™ (hi(1)) i Pdy
wi(1) wj(1)

5 (1)
cg™ () ( f |VﬁT|de)
wi(t)

»2 13
clgi(hi(O)] 7 1d" Iy, s

IA

(3.63)
onde na tltima desigualdade usamos o Teorema de Imersao de Sobolev junto com
(1.9). Com isto, de (3.61) e (3.63), obtemos (3.56). Como desejavamos.

Provaremos agora (3.57). Para isto, comecamos observando que

0
f i V- = — gﬁT-VﬁT-aY—f g it 2 (3.64)
Q1) Q1) Q1) Ox,

Denotando U(¢) = Q(7) \ U w;(1), temos

i=1

p-1

1 m

P ’ ’ ’ ’ r
f (ﬁT-VﬁT-as( f gwﬁTV’) [c f @rar > [ i |z|"] .
Q1) Q) U i=1 Ywi®)

(3.65)
Usando (a3), (1.9), (1.10) e (1.2), obtemos

[N

3

L
-1

, , m 7 (1) p—4 p-1 »
| S[Z . g;z(s)ds) ([ avarr) (3.6
0] -1 YO Q1)

e, como £ < (2M)~!, usando (a3), (1.10) e o Lema 17, estimamos também

Q" Y < clgihen] v |a" | (3.67)

1,p,wi(t)*
wid) Pt

Assim, de (3.65) — (3.67), vem

m (1) p-a
it vt -3 < (e + 83)f Vil + ch g/ (s)ds
. 00 =1 0 (3.68)

w6
e D g TIE -

i=1

Q)
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Procedendo de forma similar com o ultimo termo de (3.64), sem dificuldades,
chegamos a

ox,

Por fim, de (3.64), (3.68) e (3.69) temos (3.57), como queriamos.
A prova de (3.58) € imediata. Vejamos,
1

0
&V A = ——f 7 Pa, 25
Q1) 2 Q) ox,

m w6 s
S (I G)) R T
i=1

f N A T 10 L P (3.69)
Qo i=1

A

onde, a desigualdade € do tipo (3.69).

A prova de (3.59) também segue facilmente.

Agora provaremos a ultima estimativa desta proposi¢ao, isto €, (3.60). Para
comegar, observamos que

f Ve = g ey [ Tl (3.70)
Q@ i=1

wi(1)
f u,{ =0,
wi(t)

pelo Lema 7, temos que existe uma solug@o para o problema abaixo

Agora, desde que

Vg =ul em wr)

¥ € Wy (wi(0) (3.71)

5
|w|1,p,w,-(t) < c”u,{”p,wi(t) .

O ponto importante aqui € que a constante em (3.713) ndo depende de ¢, isto
pode ser verificado simplesmente observando que a mudanca de coordenadas
(3.62) leva o problema (3.71) em um problema equivalente, s6 que no dominio
w;(t) que nao depende de ¢. Temos também que (3.713) implica

W1 g ey < L) PE" g » (3.72)
onde
Sp—6 _5
B2 = 2p 1
1,qg=p.



Assim, de (3.35) e (3.71), paracadai = 1,...,m, vem

1 -,
f pul = f (T+|D( )+D(5>|p) i) + D@) : DW)
wi(t) i

w;(t
+f gT.VgT.JJ,f ﬁT.Vg.JJrf a-vi -y (3.73)
wi(t) wi(t) wi(t)

+ g-Vi-y.

wi(t)

Agora, fazendo uso de (a3), (3.72), (1.10), Lema 17 e Imersao de Sobolev, temos

1 _
f (? +|pa" + @[ 2) [D@) + D@1 : DY) < C{gt(h (’))'ﬁT'lwm
w;(?)

) |M I Do w,(t)}

1 11p-18
+=I gi(h-(t))]zf’IﬁTlf,,,,w,.(tﬁ( L] 5 + [gi(hi(0)]

f cg?(hi(f))WTh,p,w,-(r)
wi(1)
S clgi(h; (f))] G | |1,p,wi(l)
z(l)

f Vi g < g N TR0

i()
>

= 17
a-va-y < clgi(hi(n)] "|UT|1,p,wi(t) .
wi(?)

(3.74)
Portanto, de (3.70), (3.73) e (3.74), obtemos (3.60). Como queriamos demonstrar.
Assim concluimos a prova desta proposi¢ao.

O
Da proposicao anterior e de (3.53), chegamos a
m . e
0 = | avar ey (Ao + gt T
Q1) i=
1 (3.75)

+[gl(h (t))] p | |1pw,(t) + gl(h (t))] |_)T ?pa),-(t)
Hg O T H T o

onde
hi() 12

g's)ds , 2<p< =

CHOER Sy AR 12
P2
f g (s)ds , —<p<3.
0 5
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Lema 18 . Para y(¢) definido em (3.75), temos

’ 1 N —p—17
Y1) 2 5 Y Ish P (3.76)
i=1
oy(t
Prova: Comecamos calculando g(t ). Ora,
, . 1 >T 6{ ST
y.(1) = lim — L(x,t+ h)|Vi' (x)|Pdx + = |Vii' (x)|Pdx
h—0* hl QU+)\Q(1) 0 53
y.(f) = lim —— L(x, t+ W)|Vil (x)|Pdx + f £|VJT(x)|de.
h=0" 1 Jounau+h) o Ot

Porém, ambos os limites acima s3o zero. De fato, mostraremos apenas o primeiro,
uma vez que o segundo segue andlogo. Temos,

1
lim — L(x, t+ )|Vl (x)|Pdx
h=0* 1 Jou+mnaa)

1 my hi(t+h)
= lim — Z f L(x, t+ h)|Vid (x)|PdZ ds.

=0t b=t ey Jxis

Sejam
E(hi(1)) = [h(0), it + D] C R, r>0
H(s,h) = [ i+ WV (x)Pd.

Obviamente H € L} (R?). Ainda,

loc
Hi(s) = g7 (hi(s)).

Assim, do Teorema do Valor Médio e do Lema 17, vem

hit + 1) = hi(t) < 28 (hi(D)r,

com isto os subconjuntos de R?, E,(hi(t)) X [-r, r], sdo “shrink nicely”’(ver [17]),
e assim podemos aplicar o Teorema 3.21 de [17], para obter

.1 . c(t)
lim - H(s,h)ds = lim H(s,h)dsdx
120" T J oy m=0" |ER(hi() X [=1 71l Sy oyt i
= H(h(),0) = L(x, DV (xn))Pdz = 0,

Zi(hi(1))
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uma vez que (-, ) = 0 em X;(h;(¢)). Assim temos,

-0 h

Como queramos demonstrar.

Portanto or
Y1) = f 2|V (x)lPdx.
(0 O

Agora, em w;(t), temos

i hi(Dgi(hi()) — (hi(1) = x,) g;(hi(D)h; (1)

ot 8 (hi(1))
hi(1) [1 (a0 = xa) g7 (hi(0))
gi(hi(n) 8i(hi(1))
hi(1) [1 M) gi(hi())g; (hi(1))
gi(hi(n) gi(hi(1))

lim — f L(x,t + h)|Vil (x)]Pdx = 0.
QU+M\Q(7)

} S Lsithi 1))

(3.77)

onde na ultima desigualdade usamos (3.2). Disto e de (3.77) obtemos (3.76).

O

Agora, de (3.76), podemos deduzir estimativas relacionando IﬁTle,wi(,) com a

derivada de y, como segue:

o |L7T|1,p,w,-(z) < o@) 1
[gl(h(t))]Tlu |1pw[(t) < clym]r
(men] 1" Lo < cly ]
[ ™7 1@, < YOI
L] @1 < YOI

(3.78)

No lema a seguir obteremos restri¢cdes para 8 de forma que os coeficientes dos

termos do tipo |i! |7 Lpan(t)?
respectivos, em (3.78).
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Lema 19 . Seja

_ 3 =19
B=1 149 4 . (3.79)

Entao

[eilh: (t))]”i
[gihi(e)] 5
[gi(hi(fz))]3

[gih(e)] *T

IA

[8i(hi (l))]
[gz
[gi(hi (t))] &

IA

IA

IA

Prova: Segue de célculos diretos.

O
Lema 20 . As funcdes h;, i = 1,...,m, estdo bem definidas para
37 -1
2<p<po= \/_2 . (3.81)

Prova: Para que as funcdes h; estejam bem definidas € suficiente termos 8 > 4, o
que so6 € possivel para p satisfazendo (3.81).

Do lema acima, de (3.75) e (3.78), vem

(1) < i) + e [y ) + YO + YO + YOI + Y017}, (3.82)

onde (1) = " ¢} (0).
i=1
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Proposicao 4 . Para todo ¢ € [ty, T] temos

Y1) < (1), (3.83)

onde
C1

1 -0

@(n) = @1(1) + ¢3,
para algum ¢6; € (0, 1).

Prova: Aplicaremos o Lema 1. Para isto verificaremos se as hipoteses de tal lema
sdo satisfeitas. Consideramos para algum ¢, € (0, 1)

1
1) =
@(1) o,

- s
‘I’(T)=02(7+7'P +Tr +7TP +Tl"1).

ei1(t) + 3

Temos y, ¢ fungdes suaves, ndo negativas e ndo decrescentes e satisfazem

y@) <YO'@)+ A =0De) , Vte[,T].

C1Co

Facilmente vemos que ¢'(7) < ] . Ainda, como 2 < p < py < 3, temos

B!

3
» >
vy < el 12l (3.84)
Scotr , t<1.
Dai, como W € estritamenente crescente, temos
W' (1)) < W[ ). (3.85)
1-46

Agora, tomaremos 9; € c3, tais que

C1Co 1
1-6;
1 ¢1Co % (3.86)
fh) > —5
o(ty) > 5, C2(1—61)

E assim, devido a (3.84) — (3.86), temos (uma vez que ¢ € crescente)
|
@(1) = 5—‘1’(90 (1)
1
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Por fim, para aplicarmos o Lema 1 resta apenas mostrar que

WT) < o(T). (3.87)

Comegamos multiplicando (2.50,) por i’ e integrando sobre Q(T), para obter

=T \P
|ud 1,p,Q

IA

m hi(t) » W
0 [ | ) (i) + (g ds
i=1 YO

c(1 =61

(6]

IA

o(T),

(3.88)

como feito anteriormente.
Mc, c(1 —06y)
os ———=

E assim, tomando §; > 1 — , tem < 2M, o que nos leva a
C C1
i@l o < 2Me(T). (3.89)

Por fim, como {(x, ) < (2M)~! para todo ¢, de (3.89) vem

W) = f L(x, DVl |Pdx < QM) f Vil |Pdx < o(T).
Q Q

Portanto, obtivemos (3.87), como desejdvamos.
Agora, aplicando o Lema 1, obtemos (3.83).

A seguir apresentaremos mais um lema técnico.

Lema 21 . Seja hi(t) = hi(t) — QM) gi(h;(?)), introduzida em (3.51). Temos que
h; é crescente e satisfaz

hi(t) > %h,-(t) , Vi kL), (3.90)

onde t, = 2M~'g,(0).

Prova: Facilmente se verifica que h; é crescente. Mostremos entdo (3.90). Para
isto € suficiente mostrarmos que

1
t— QM) gi(t) > ik Vixt,. (3.91)

75



Ora

gi() = g/0) < Mt = 1-(2M) 'gi(1) > é - 2M)"'gi(0) =

B~

poist > t, = 2M'g;(0) & - > (2M) 'g;(0). Assim temos (3.91), como de-

sejavamos.

B~

Agora apresentaremos o principal teorema desta secao.

Teorema 8 . Sejam 2 < p < ppe ®; € R, i = 1,...,m, quaisquer. Existe uma
solugdo fraca V do problema (3.5), (3.46) satisfazendo

VP < cp(t) .
0

Prova: Denotemos
U = Q@ = Q| [U Q,-d‘z,-(r»] :
i=1

Devido ao lema anterior, temos a sequéncia crescente de dominios
Ul)cUQR)c---cU(k) c---, satisfazendo

Q:UU(k).

kelN

Seja it* solucdo fraca em Q(k), conforme Proposicdo 4. Paraty < r+ 1 < k, de
(3.83), temos

my

() = f aviy =emyt | var+ Y | avitr < e,
Q(r)

U(r) i=1 Ywi(r)
Dai,
f IVi“)? < 2Mo(r), Yitg<r+1<k.
U(r)
Portanto, para cada r fixado existe uma subsequéncia {i*/} de {ii*} e uma fun¢io
it, € WP(U(r)), tais que

@ = @, em W'P(U(r))

i — i, em L"(U(r)). (5:592)
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Tomando subsequéncia de subsequéncia e observando que i,, = i,, em U(ry),
para r, > ry, definindo & = i, em U(r), temos que existe uma subsequéncia final
convergindo fraco para ii € Wllo’f (ﬁ) E, analogamente ao Capitulo 2, mostra-se
que i € solugdo fraca de (3.36).

Agora mostraremos que

f SIVilP < cp(r). (3.93)
Q(r)

Comecamos definindo o espago de Sobolev Homogéneo com Peso
VP (Q(r) = {w e DP(Q(r)): Wlly < o0 e w = 0 em 6Q N ag(r)},

onde 1

IWilly = (f §IVW|”) :
)

Agora, usando (3.83) temos

1@y = VAP <ce(r), Yig<r+1<k. (3.94)
Q(r)

Como ¢ e L, (€(r)), temos que V'"(Q(r)) é reflexivo (Teorema 1.3 de [15]),
e assim (3.94) implica que, a menos de subsequéncia,

i — W, em V'P(Q(r)). (3.95)
Afirmamos que
w, =u em Q(r).

De fato, como ¢ € constante em U(r), temos
VIP(Q(r)) c VIP(U(r)) = DY (U(r), 0Q U dU(r)) .

Assim, de (3.92) e (3.95), tém-se que w, = i em U(r). Ora, para r’ > r temos
W, = w, em Q(r). Dai, tomamos r > r tal que Q(r) c U(r’) (isto € possivel
devido a (3.90)), temos w,» = i em U(’), o que implica w, = il em Q(r), como
afirmamos.

Portanto, pela Proposi¢ao II1.5(iii) de [9], temos (3.93). Assim, concluimos a
prova do teorema.

O
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3.4 Problema de Stokes com Lei de Poténcia para
Secoes Divergentes

Nesta sec¢ao estamos nas mesmas condicdes da sec¢ao anterior, diferindo ape-
nas na defini¢do de A, que aqui € dada por (3.8), para n = 3, ou seja,

1=2-3p; (3.96)

e no valor de ¢, que aqui vale 0, ou seja, 0 nosso sistema de equacdes agora é

div{[p@" D@} = Vp emQ
V-v = 0 emQ
Vv = 0 emoQ (3.97)
f\_f)fl) = (Dl‘.
%

E natural que sigamos os passos da seciio anterior, inclusive esperando menos
célculos. A importancia desta secdo estd na “melhora”do intervalo de aceitacdo
de p para o teorema de existéncia, que antes era (2, po], enquanto aqui serd (2, 3],
COmo veremos a Seguir.

Teorema 9 . Dados ®; € R, i = 1,...,m, quaisquer satisfazendo (3.5). Entdo
existe V solugdo fraca de (3.97), com p € (2, 3]. Ademais, V satisfaz

m hi (1)
LIVVIP < ¢ f gl(s)ds.

Q(r)

Prova: Procederemos como na segio anterior, s6 que usando (7)™ ao invés de
T7!, com W(T) = max h(T). Assim, o sistema truncado fica,
1<i<m

div{(h(T)‘3+|D(ﬁ)+D(zY)|p_2)[D(ﬁ)+D(§)]} = Vp em QT)
V- = 0 emQT)
i =0 emor G99
fﬁ-ﬁ = 0.
b
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Contas similares a se¢c@o anterior nos levam a

W = LV < h(T)‘3(
Q1)

m
2 2
{val +Z|ﬁ|l,z,wi(,)]+ gvay
T) i=1 Q)

1)2

=3(p— T
P ) |L7 |1,p,w[(t)

+H(TY (L8O + [ 5 ) 11 i+ IﬁTl’f,p,w,m} '
(3.99)
Os termos de (3.99), que ndo sdo coeficientes de i’ {,p’wi(t), r = 1,2, p, sdo ma-
jorados como anteriormente, salvo os termos multiplicados por 4(7T)~3. Para estes
termos, como h(T) > cg;(h;(s)), fazendo a mudanca de variavel r = hi‘l(s) esti-
mamos

# 2l + (AT LN T + [0
i=1

hi (1)
hT)™ JIVaP < Cf [gi(hi(s)]™*ds
0

T) e
h(T) a5, < € f [gi(hi(s)]*ds.
0

Assim, os termos de (3.99) que ndo sdo coeficientes de IﬁTli, vy T =1,2,p, 530
majorados por

hi (1)
cgl(n) = ¢ f [8:(hi(s)Ids
0

Majorando os termos de (3.99) que sdo coeficientes de |L7T|§ paiy T = 1,2, p,
obtemos por fim

m
=3(p-1)*

ORI PO RY FA () R LA TP

i=1
3(p-6)

T (2 T
HBOT T IR i 11

Agora, tomamos 8 = A e a restricao para p fica p € (2, 3]. O restante da prova
¢ andlogo a secdo anterior.

O

Observacdo 15 . Tomando /(7)™ no lugar de T~!' na secdo anterior, embora
tenhamos contas diferentes, a restricdo para p continua a mesma (2 < p < py),

isto deve-se ao fato de py < o
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3.5 Problema de Stokes com Lei de Poténcia para
Dominios com Secoes Convergentes e Divergentes

Nesta secdo estamos nas mesmas condi¢des da anterior, apenas diferindo na
condi¢ao sobre [;(c0), que aqui satisfaz (3.4), com 0 < m; < m.

Teorema 10 . Sejam Q caracterizado pela condi¢do (3.4), com 0 < m; < me
®;, € R,i=1,...,m, quaisquer satisfazendo (3.5). Entdo existe V solugdo fraca
de (3.97), com p € (2, 3]. Ademais, V satisfaz

m hi(1)
f QP <c ) f gl (s)ds.
Q(1) i=1 0

Prova: Consideremos o seguinte truncamento de ), paraty <t < T

m

Qt,T) = Q U [U Qih,m} U
i=1

m

L) @

i=my+1

B

onde

hi(t) = t, i=m+1,....m
7] comoem (3.48), (3.49), i=1,...,m.

Seja i’ € Wé”’ (Q(T, T)), a solucdo do sistema (3.98), para esta secio (existe
conforme Capitulo 2), com p’ € LP(C(T,T)) sendo a pressdo associada 2 tal
solucdo. Agora, como antes, introduzimos a fun¢do “truncamento”:

hi(1) = X,

m xewi(t)y, i=1,...,m
frp=] @D . xe QOU[U Qﬂ’wm]U[ J o (3.100)
i=1 i=mi+1
o, xe[[nljﬂi\ﬂimm}U[O 0\ Qir .
i=1 i=m+1

Multiplicamos (3.98;) por ii’, conforme o Teorema 2, e integramos sobre o
cojunto Q(t,T), para ty <t < T, a fim de obtermos

f {2 D@") + D@)] + S @M} : DEiE") = f ol Ve,
Qt.T)

Q,T)
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que, como em (3.99), fornece

mi
yt) = VI PP < (1) (f J\VaP + Z |d)|%,2,w,-(t)) + f Z\vayr
QT.T) P Q(.T)

Q.T)
p=6 =3(p-1?2
P P )lﬁT|l,p,wi(Z)

# 21l + (AT L8 ONT + L)
i=1

- 3p-2) w2\ _;
T ([ + 1O )R i + 11}
(3.101)
Agora, desde que os canais i = m; + 1,...,m, convergem, temos
m hi(t)
W)™ J\Vap < C(Z f g (s)ds + 1]
Qt,T) i=1 0
m hi(t)
f avap <c| ' f g (s)ds+1].
QT.T) =' Jo

Os demais termos de (3.101), que ndo sdo coeficientes de |iZ” i,p,wf(t)’ r=1,2,p,

sd0 majorados como na sec¢ao anterior, e assim, podemos majorar todos estes ter-

mos por
m_ i)
o1(f) = C(Zf &7 (s)ds + 1] .
i=1 Y0

Os termos restantes de (3.101) sd3o majorados também como na secdo anterior.
Por fim, tomando 8 = A, o restante da prova segue exatamente como na dltima
secao.
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3.6 Problema de Navier-Stokes com Lei de Poténcia
para Dominios com Secoes Convergentes e Di-
vergentes

Nesta secdo, como na anterior, temos [;(c0) =00, i=1,...,m; e
[i(0) < oo, i=m+1,...,m,com A definido por (3.31).

Obviamente, combinando as técnicas das secoes 3 e 5 obtemos o seguinte
teorema.

Teorema 11 . Sejam Q caracterizado por (3.4), com 0 < m; < me ®; € R,

i =1,...,m, quaisquer satisfazendo (3.5). Entdo existe V solucéo fraca de (3.32),
com p € (2, po]. Ademais, V satisfaz

nmp h; (1)
JVVIP < ¢ f gl(s)ds.
2.)

Q) i=1
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Capitulo 4

ESTIMATIVAS EM ESPACOS DE
SOBOLEV COM PESO

4.1 Introducao e Notacoes

Neste capitulo estudaremos o problema de Stokes com Lei de Poténcia sujeito
a uma forca externa, num dominio 2 como em (1.1), com

Q; = {x; x| < gi(xa), x, > O}, (4.1)
onde as funcdes g;(7) satisfazem as seguintes condicoes, para todo ¢, 1,,¢ > 0,

gi(t) 2 g0>0
4.2
lgi(t1) — gi(t2)| < Milt) — 1. (4.2)

Assumiremos ainda que as fungdes g; satisfazem
lim gi(1) =0, |gOI<M;, i=1,...,m. 4.3)
[— 00

Denotaremos

Ro=0, Ry =Ri+QCM) gy, gu=gRy), i=1,...,m,

m
Qi = {x € Q5 x, <Ry}, wix = Qigerny \ Qi » Qi = Qo U Qi) 5
i=1
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Ni(x,) = 88 i=1,...,m,

Ni(x,)" X:Qi\g(k), i=1,...,m,
Y — 0
N(X) B { 1 , XE Q(ko),

y = (71’---’7m),
!
a(t) = f g ldr, ap=aiRy), i=1,...,m.
0

Agora introduziremos os espagos de fun¢des com peso. Para
q=1(0:91,---+qm), B=PB1,....w) €Y =(¥1,...,Ym), denotamos por
q
Lo g€

o espaco de fungdes com a seguinte norma finita

1/
|+ @] = [ fg e dx] '

m 1/gi
i Z (f N gaiBici(xn) Vi dx) _
1
i=1 \WQi\Q(ko)

l.q
Vs

Denotamos por

o fecho de C°(€2) na norma

|7 vis @l = |08 @| + |75 18 @)
e por
Vou @
o espaco das distribuicdes f, que podem ser representadas na forma
£= 0+ (div/®, ... div™), (4.4)
com [ € L, 11 VLG, @) J= 1 e

' b

onde (p—-D)(y+D)=(p-Dyi+D,...,(p— D(ynu +1). Sempre que tivermos
qo = q1 = -+ = gnm, €screveremos simplesmente ¢ ao invés de q.

Os espacos de fungdes com peso em subdominios ' de €2, sdo definidos da
mesma forma, com uma Unica diferenca, as integrais sdo tomadas sobre " em
vez de Q.

n
7 -Lap _ |l R0. 7a H ). 74
Hf Vs (Q)H = Hf ’L«p—l)(yﬂ),(p—1>ﬁ>(Q)H + }: Vet SrP A )
=1
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4.2 Resultados Auxiliares

Nesta se¢do, apresentaremos alguns resultados que serdo necessarios no decor-
rer deste capitulo.

Lema 22 . Sejami=1,...,mel, k € IN. Entdo valem as seguintes relacdes:
1 3
58k <gin < > 8ik> t € [Rit, Rigs11; 4.5)
f gi(1)"'dr = oo; (4.6)
0
Hll =k < lay — apl < pfll =K, 4.7)

onde u, e y* sdo constantes independentes de k e [.
Para prova ver [34], p. 102.

Sempre que uma funcdo f satisfizer uma condicao do tipo (4.5), isto €, exis-
tirem constantes positivas, ¢ € ¢;, tais que

af@ <fO<scaf@, Vielapl (4.8)

denotaremos (4.8) por

f@) ~ f(B) em [a,B].

Como uma consequéncia imediata de (4.7) temos entao

P L i em .y, YOeER. (4.9)

Lema 23 . Seja i € C;’(€2). Entdo temos

f gi(o) Vi < ¢ f g™ D@|", i=1,....m, (4.10)

Wik Wik

com ¢ independente de i ¢ k.
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Prova: Devido a (1.10) e (1.8) temos,

IR
Zi(xn)

IA

C|Zi(xn)|qi/("_])f |Vx/ﬁ|q’ dx < Cgi(xn)%'f |D/(L—t>)|%' dx’
Zi(xn)

Zi(xn)

IA

cgi(x,)" |DG)|" dx',
Zi(xn)

1 {Ou, Ouy L
onde D'(ii(x', x,)) = 3 (Bilc + 6Z ), s,r=1,...,n—1. Agora, multiplicando por

gi(x,)%~V e integrando sobre x, de Ry a Ry, obtemos (4.10).

Proposicdio 5 . Seja il € V,#(Q). Entiio

=2 .79
| L8, < ¢

2 Lfyﬁ)(Q)H , @.11)

onde ¢ = c(ko, ps, 1°).

Prova: Seja ¢, € C3’(Q) tal que

Usando (1.9), (4.9), (4.10) e (1.8), obtemos

1/q m 1/q
| L o) Bl e e
Qe +1) i=1 Q\ Q)
1/q m 1/q
AL ] X[, e
Qug+1) i=1 \YQi\ Q)

||V L, @)

L@

IA

]

onde ¢ = c(ky, ., 1*). Fazendon — oo, obtemos (4.11).
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Lema 24 . Sejaii € Z)(l)’q(Q) e seja & uma funcdo suave “cut-oft’tal que

_ 1, XE.Q.(k)
fk(x)_{()’ XEQ\Q(k+1) ’ 0S6k31a
c
V&l <cgy's x€wp, i=1,...,m. (4.12)

Entdo existe um vetor Wk € Wé’q(Q), satisfazendo a equagdo
divW, = —div (&N?7) , (4.13)
W, pode ser representado como uma soma
W = W4 W,

onde supp W,ED C Qs \ﬁ(k) , supp W,EZ) C Q(k+1)\§(k0), e as seguintes estimativas
valem:

~(g-1)y "(UH < .
”N VWk aQu)\ Qe ¢ ||N7D(ﬁ)”q’g“‘”)\9<"> ’ (+19)
[v-arrewe)| < ce(ko) |[N"D@)| (4.15)

4k 1)\ Qukg) 4.Q0+1)\ Qi)

com &(ky) — 0, quando ko — oo, € a constante ¢ independe de k e ii.

Prova: Tomamos a fun¢do “cut-off” &, dependendo s6 de XD quando x € €,

i =1,...,m, sempre podemos fazer esta escolha. Como div i = 0, representamos
o lado direito de (4.13) na forma:

—div (é;quyﬁ = —quVé‘k Ui - kaqu ‘= Six) +Spkx).

Agora construiremos Wk = W,El) + W,?), com W,Ej) Jj = 1,2, sendo solucdo da
equagdo _
div WY = S4;. (4.16)

j=1: Como ii € D (Q),

Rik+1
f Srdx = gi_kz)/i £.8i(x,)T" (f i- ﬁdx/) dx, = 0.
Wik Rix Zi(xn)

Dai, devido ao Lema 7, existe Wfkl), tal que

div Wl(kl) = Skl €m wijx
W’ =0 em dwy (4.17)
(1
[V < etsal
q,Wik

q,wik *

87



O ponto importante aqui é que podemos tomar a constate ¢; em (4.17;) indepen-
dente de k. De fato, a mudanca de coordenadas

Y =2Migy'x' . yu = 2Migy (X, — Ry,
leva o dominio w;, no dominio
@i =y Yl < Ga(yn)» 0 <y, < 1},
onde G (y,) = gi (Rie + QM) gayn) 2Migy! e, devido a (4.5), G satisfaz
M; < Gy(1) <3M;, |Gp(t) — Gu()|l < Milty — 1o, £, 11,10 > 0.

0 0
Assim, uma vez que — = 2Mig;€1 —, temos
dx; 9yj

. —)(1) 14 j(l)
div, W, '(x) = 2M;g; divy,W . (y)
S (x) = 2M;g3' S (%)

=21
V.W,

q q

_ -1

' =2M;g;.

Disto, vemos que a mudanca de coordenadas leva o problema (4.17) num pro-

blema andlogo em @y, com a mesma constante ¢;, € como @; nao depende de k
temos que ¢; também nado depende de k.

Agora vamos estimar a norma ||.S ||

()
v ~

4.4k

q,Wik

. Devido a (4.12), (4.5) e (4.10), temos

q,Wik
1/q 5 ) l/q
IS killywy, = ( f |NWka-ﬁ|q) Sc( f gl (g gy ﬁ|")
Wik I/Z)ik
< Cg;(ZYi (f g?(qyi_l)(xn)|ﬁ|q) (418)
Wik

IA

1/q
o [ e p@l) =clnroal,,,
Wik
Assim, de (4.17;3) e (4.18), segue
[yl <clvepay,,,, - (4.19)
Wik ot

Agora, segundo (4.5), gi(x,) ~ g 1sto implica que podemos multiplicar
(4.19) por N; "V para obter

HN"_((]_I)WVW"(]‘UH%M/{ =¢ ||N2/iD(b7)”q,wik ) (4.20)
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b — .
Por fim, estendemos os vetores W bor zero em Q \ @y, e definimos
ik ik

W,ﬁl)(x) = Z Wl.(kl)(x).

i=1
Obviamente div W( ) = S, supp W( C Queny \ Q(k) e

HN—@—WVW,E”H < c||N"D@)|

@.Qu+1)\ Q) 4:Q0:+1)\ Qe

e assim temos (4.14).

j=2:Como, parai=1,...,m,

f Siadx = qyigy gi(x) ™" & (xn)Ex(xn) udx' =0,
Zi(xn)

Zi(xn)
temos
fSkz(X)dXZO, izl,...,m,l:ko,k0+l,...,k.
Wil

Assim, pelo Lema 7, para cada w; podemos obter um vetor Wi(lz), tal que

div W(z) =S em w;
22
W =0 em dwy 4.21)
77(2)
”VW,-I Hq,wil < ¢illSwllyw, -
com ¢; independente de k e [ (como no caso j = 1).

Agora estimaremos ||S rl|,.,,- Devido a (4.10), temos

i (xn)

q i—1 i
s g )

1/q
(xn)|) (fw” gi(x,) 1@ |ﬁ|q) 422)

1/q
ce? (ko) f ( qy’(xn)glk )|D(ﬁ)|q)
ce (ko) | N;I%D(m“q,wlz ’

IS i2llgewy < C(

Wiy

IA

—qYi
8iro sup (

IA

onde ¢ independe de [ e, devido a (4.3),

g9ko) = sup |gi(x,)] — 0, quandoky — co, i=1,...,m.
xeQ;
xp = ko
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Procedendo como antes, de (4.213) e (4.22), obtemos
INrew| < e NP D@, -
q-wil Kl

Como
k

m
Qesny \ Qi) = U U wi |,
=1

I=kg
podemos definir
k
7(2) 77(2)
DI

1=k

m
i—1

1

<

Assumindo que Wi(lz) € estendido por zero em Q \ w;;, obviamente temos
. 202 = (2 -
div W](C ) = Sk2 , Supp W]E ) C Q(k+1) \ Q(ko) (&)

[v-arrew)| < catko) | N7 DGb)|

re) ’
Q0+ 1)\ k) 4:L0k+1)\ k)

onde &(kg) = ‘nllax £9(ky) e a constante ¢ é independente de k. Portanto, temos
i=1,..., m
(4.15).
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4.3 Solucoes Fracas para o Problema de Stokes com
Lei de Poténcia e Fluxo Zero

Consideremos o problema: Obter V e p satisfazendo

_div {|D(\7)|p_2D(\7)}+Vp = Fem Q

V-v = 0 em Q
vV = 0 em 0Q (4.23)
fv-ﬁ 0.
s

Multiplicando (4.23,) por ¢ € D(Q) e integrando por partes, obtemos como
em (2.18),

fg D@ D) : D@) = (f. @ (4.24)

Definicao 6 : Uma solucdo fraca para o problema (4.23) ¢ uma funcao
V : Q — IR" satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Ve Dy7(Q);
(ii) V satisfaz (4.24), paratodo @€ D(Q);
(iii) V satisfaz (4.23;) — (4.23,).
A seguir temos um teorema de existéncia e unicidade para o problema (4.23).

Teorema 12 . Se f € D' (Q), entdo existe uma tnica solucio fraca V para o
problema (4.23) e, esta solucdo satisfaz

o < 1/(p=1) 475
|V|1,p - CHJFHD-LP’(Q)' (4.25)

A prova deste teorema € feita aplicando o método de Galerkin junto com o
método de monotonicidade de Browder-Minty, como na prova da Proposicdo 11.

Agora deduziremos algumas estimativas com peso para as integrais de Dirich-
let das solugdes do problema (4.23), sobre os dominios wy. Iniciaremos provando
uma estimativa em €.
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Teorema 13 . Seja V uma solucéo fraca do problema (4.23), satisfazendo (4.24)

com f € v, fl’;’)’,’p @QND Y (Qege Wllg’f (Q) N D(Q). Entdo existem nimeros

Bo > 0eyy >0, tais que para |B;| < Bo e lyil <vo, i=1,...,m, V satisfaz

_). —l,p',p ]7/
Fvasr@ (4.26)

f N D@ dx < c0x |
Quy

com
mo : 1 Bi=0
B Z 0 @ — »
Q=1+ — Qp » onde Q' = { e o pi<0

e a constante ¢ independe de k.
Prova: Tomamos a funcao
() = ENP (V) + Wa),

onde div W, = —div (&NPYV), sendo & e W, dados pelo Lema 24. Facilmente
temos 1 € D(l)’p (©). Obviamente (4.24) vale para ¢ € Z)(l)’p (©Q). Assim, substi-
tuindo 77 em (4.24), obtemos

f Fit= f D@ D) : DENT) + f D@ D) : DWWy (4.27)
Q Q Q

Como
110 )
DLGNT) = END )+ [ By, 4 %oy,
r Xs
+1 ¢ ONPY +6N1’7
2 ¢ 6xr s 8x5 vrlls
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de (4.27),

% = f N7 D) < f _ &N D@
Q(k)

Qe+ 1)\ Q)

- f _ |p@|"” b : DOV
Qe+ 1)\ Qqky

+ _ p@[ D) : DWP)
Qe 1)\ Qi)

+c‘ f NP |D(\7)|p_2V§k-D(\7)-\7"
Qe+ 1)\Qqky

_ 4.28
e &|D@)|" 7 VNP D) - ¥ (429
Q<k+1)\ﬁ(k0>
+‘ [ ewm )
Qe+1) "
+‘ f DAV (ENT Y+ W)
Quey 521
7
= ZIS.
s=1
Agora vamos estimar cada um dos termos Iy, de (4.28).
I < f N7 |D(\7)|p = Zkel — Tk - 4.29)
Qe+ 1)\ Qqk)
Aplicando a Desigualdade de Holder e (4.14), temos
-1 >
L < f @) |
Qe+ 1)\ Q)
% > p 1/p
< ( f NPY |D(v3|p) ( f N ot )
Qe )\ Q) 3 Qe )\ Q) (4.30)

IA

= l/p
C(f B NPY |D(\—,»)|P) (f - NPY |D(\7)|p)
Qs 1)\ Qi) Q1) \ k)

P
NP |D(\7)| = c(Zke1 — ) -
Qe+ 1)\ Q)
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Aplicando a Desigualdade de Holder e (4.15), vem

p—1

I3

IA

IA

Q1) \ k)

r - p 1/p
(Lot ([ e
Q) \Qakg) Qurn)\Quiy 4.31)

cetko) | _ NP |D@)|" < calko)a + clzuen) = 20)

Agora, aplicamos a Desigualdade de Holder, (4.5), (4.12) e (4.10), para obtermos

Lo< e f NIVl D®| Y]
n?u(n)\ﬁac)
< ch Nip%g,'_l(xn)gikog;cl |D(\7)|p_] |‘7|

e [ (o)

Wik

IA

IA

p-1

IA

p
= Cf B NW|D(V)| = c(Zre1 — %) -
e 1) \Q(k)

Usando a Desigualdade de Holder, (4.3) e (4.10), temos

Is < ¢ f VN D@
Q(k+l)\Q(k0)

< g e D@ 9
1 1 ko V@il
: ce<ko>zzgz;”f o) (@' )
lllko

p-1

IA

tllko

IA

i=1 I=ko

= cslko) _ N7|D@| = calko)a + ezt — 2) -

Qe 1)\ kg
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el 1/p
ey ([ weer)” ([ v
Wik Wik
7 I/p
z%(wmmﬂ(fwww)
Wik Wik

= 1/p

ce(ko) Z Z 8! ( f 7 D@ ) ( f gl |v|P)
= ' 1/p

ce(ky) Z Z S (f o |D(\7)| ) (f o |D(‘7)| )

(4.32)

(4.33)



Aplicando a Desigualdade de Young obtemos,

(o wmbetm [ bl
Quer1 Qe 1)\ k)

c(5) NPV ’ 7Ol " 45 f NPV g (4.34)

Q1) Q1)

Is Wi

IA

IA

> |P

+0 NPEE=Dy=D iy,

Q(k+1)\§(k0)

Precisamos estimar as duas ultimas integrais em (4.34), para isto usamos (4.10),
(4.14) e (4.15) donde vem

m k
f NPV < [ f D@+ > > g f & [P
Qe+ 1) Q(ko) i=1 I=ko wit
P
< cg | N7IDO| = cgpzin
Qer1)
(4.35)
c
P Z k p
—(p—1)y— 7 —1)y; —p(p—1)y; -
f NPy 1)'Wk‘ < szgi(op )y+pf gip(p )Y 'D(Wk)|
Qui+1)\Qukg) i=1 I=kg Wit
p
< celko)gy, f _ N |D@)|
Qe 1)\ Qi)

ce(ko)gj, zi + €8y (zs1 — 20).-

(4.36)

Assim, de (4.34) — (4.36), segue

Is < c(0)Trs1 + 02k + c(Zps1 — %) » (4.37)
onde

, P § N4
R f NPYHP ‘fTO)‘ _,_Zf NPY |ij)‘ )

Q+1) =1 Y+
Procedendo com célculos como na obtengao de (4.37), obtemos

I; < c(O)Fks1 + 02k + c(Zhke1 — 21) - (4.38)

Portanto, de (4.28) — (4.33) e (4.37) — (4.38), temos

% < (T — ) + C28k+1
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ou equivalentemente,

1
% < by Ziw1 + C38ks1s (4.39)
c
onde b,' = <1
1+c¢
Agora vamos estimar &, pela norma H f, v, 1'81;; P (Q)H.

B >0, ipell,...,m)

, n

iotP P i

AR T Y f NP0
0 [}

Qi1 j=1 ¥ Qigh+1

v i1 o ,
< C(ko)f ‘f"(o)‘ i f Nl_17(70+ )epﬁ,oa,o(x,,)|f‘(0)|p +
Qigkg Qig \Qqig)

n ’
P i 0
S| P L aemens
Q Qi) \Qqky)

J=1

’ n /’
F0). 17’ P ZH Aj. v H”
C(kO)Hf ’L((p—l)(7+l),(p—1)ﬂ)(Q)H + T Lty p-1p) (D)
=1

‘pl

f‘tj)

f-m"”] (4.40)

ioko

IA

IA

TR S

c(ko) ‘ h)

B <0, ipell,...,m):

, n

PYig+p’ P PYi
f N FOP S f Ny
Qi1

fm"”'

J=1 ¥ Qigks1
’ n ’
0 0
Qi()k+1 j=1 Qi()k+1
—PPiy @i £ oy-Lrp P
< ce Mokt || £ V(yﬁ) (Q)H ’
(4.41)
Seja
o_f 1 - Bi=0 (4.42)
k7 e PP Bi<O0. :
Note que os nimeros ,(f) satisfazem as condicdes:
() @ (i) (OFN) P
w1 20, 0, <0b, i=1,....m. (4.43)

De fato, a primeira condi¢@o € 6bvia, uma vez que a4, > @ji+1. J& a segunda, no
caso B; > 0, segue imediatamente para b; = 1 + &, € > 0, ja para §; < 0, usando
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(4.5), temos

! Rik+j+l
i ] -1 ) _— ,'M._ll
0 = 0%exp [—pﬁiz f g dt]s QU e PP,
j=1 Y Riksj
(OFN)
= le bi7

onde b; = e PPM; '. Tomando b = 1m_ax b;, temos a segunda condicdo de (4.43),
<i<m

como desejdvamos.

Seja agora O = 1 + Z 0. De (4.40) — (4.42), temos
i=1

Bt < 0| AV @) (4.44)

onde os numeros O satisfazem (4.43). Assim, de (4.39) e (4.44), obtemos

Fvgar@|”. (4.45)

-1
Zk S bo Zk+1 + CQk‘ (%ﬁ)

Como em (4.45), podemos escrever

-1 7 -y, P
el < by ke + €Okt || V(y,ﬁl)y p(Q)H
-1 -1 _). -1, ,s p 9. -1, /’ P
< by (bo 23 + Qa2 ||F3 V() p(Q)H )+ O |13V 5 p(Q)“

A S

) —1
by "zps3 + ¢ (Qk+1 + Ors2by )‘ 67:)

Dai reescrevemos (4.45) como

TSI

-3 -1 -2
% < by’ +c (Qk + by Ok+1 + by Qk+2) ’ 62

Assim, sucessivamente, obtemos

7L, Pr s
LVey p(Q)H + b0(+ )Zk+1+1 .

-1 -1
Zk < C(Qk + bo Oke1 +...+ bo Qk+l) ‘ .8

Agora, usamos (4.43), para obtermos

a<e(t+bn +. o+ 0hY) o[ F Vo @ + 5" Var . (446)

Tomamos
1<b<by, (4.47)
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do que segue
1+bby" +...+ (bby") < by(by — b)™",

e dai, (4.46) fica

(625)]

> 1 p’ _
a <O F V@ + by (4.48)
Analisaremos agora, quais as condicdes sobre 3;, a fim de que possamos ter
(4.47):

1 <b= max b;:

i=1,...m
Ora, se B; > 0, ndo ha o que fazer, pois neste caso b; = 1 + €,& > 0. J4 para
B <0, b; =elPl/M > 1 Portanto, sempre b > 1.

b<b()l

SeBi >0, bj=1+&<by,parae < 1. SeB; <0, b =elblMi < p; desde que
M[hlb()
1Bil < .
P

Portanto, para que possamos ter (4.47), basta

Milnb()

1Bil < = Bo.

Agora passaremos o limite / — oo em (4.48). De (4.5), temos para
t € [Rit, Rigs1],

3 3 3\2 et 1—ko
g < S8k = Egi(Rik) < (5) 8i(Rj-1) <-+- < (5) 8i(Rix,) -
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Dai, para’y = max [y,
i=1,...m

il = f NP |D@)|
Qk++1) m
f p@|" + f _ Np@)|
Quy) i=1 ¥ Qikr1+1\Qkg)
m
[oweedy [ wme
Q(ko) i=1 Qiksl4+1 \Q(ko)
m
Jowteed [ e
Qi) i=1 Qi1 \ Q)
f |V\—,>|P+C(§)m(k+l)f |V\—;|1’
Q) 2 Q\Qqry)
0 0
3 pY
o|(3

IA

IA

IA

IA

Assim,
(é)m'o l ,
—(I+1) 2 ! =
b, ki < (k) 0 ] Hf“—l X0 — 0
desde que
= < 11’1 b() _
4 pIn(3/2) 7

Portanto, fazendo [ — oo em (4.48), de (4.49), temos
N ) 24
f N7 D@ < e u|fi v @l
Qe

onde ¢ independe de k.
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O proximo resultado € a estimativa com peso para as integrais de Dirichlet da
solucdo em w;, como haviamos prometido.

Teorema 14 . Consideremos as condi¢des do Teorema 13 satisfeitas. Entao exis-
te um ndmero B, > 0, tal que para |B;| < B., a solugdo fraca v, do problema (4.23),
satisfaz a estimativa

Pyi P O || 2 -1 pr
N D@ dx < v || Vg P Q| (4.50)
Wik
com v,((i) =ePhaw j=1,....,m, k> ko, eaconstante ¢ independe de k e f

-t .
Prova: Para b; = /6™ i =1,... m, temos

() (Dg,s (@) (D ps
Vi, Sveb vl <v'b;. (4.51)

De fato, para a primeira inequagao,

Rik+s
-1
Qik+s = Ajg + f g (ndt,
R

ik

mas de (4.5)

s—1 s—1 Rir. : s—1

2 B ik+j+1 B B

3 Z(Rik+j+l - Rik+j)g,-kij < Zf g '(ndt < ZZ(Rik+j+l - Rik+j)gik£rj ,
Jj=0 j=0 VR

ik+j j=0

que pela defini¢ao de R;,, nos da

1 Rife+s
(M) 's < f g ' @)dt < (M) 's.
3 Rir
Dai
@) _ - PBiik+s (@) —pLB,-IMIT‘s _ Dys
Vi, =€ e <y e =v'b;.
Assim temos a primeira inequacao de (4.51). A verificacdo da segunda é andloga.
Agora,parai=1,...,mel+ 1 <k, sejam

I+1 k

0’k = ) A, e Q)=

s=—I-1 s=kg
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Para k > max{/+ 2,/ + j + 1}, temos

D=0k e 0 (k) =<cQ b (4.52)
De fato, a primeira segue direto da defini¢do, quanto a segunda,
-1 I+j+1
00 (k) = QPhy+ . v+ > A

s=—1-j-1 s=1+2
j+l j+l

D (@) ()

< Q)+ Z Vicis T Z Vitl+s
s=0 s=2
j+l j+l

< Q) +v2, D b+, > b
s=0 s=2
< (@) + vl + v pl) < c 0P (b

onde, na segunda desigualdade usamos (4.51) e na terceira a desigualdade basica
l+a+---+a <cd,comcindependente de re a > 1.
Similarmente, para [ < k — ko — 1, mostra-se que

OV N 0 N OPN]
0] e 0, <cob. (4.53)

Assumiremos, neste momento, / < k — ky — 1 e, denotaremos por

12’531 € Wé"’ (Q,-k+l+1 \ﬁik—l)a a solugdo do sistema
div L—Zﬁ)rl = —div (N IP yi‘_’)) em Qiarer \ Qi
ﬁg; = 0 em 0 (Qik+z+1 \-Qik—l) :

Como no Lema 24, tal solu¢do existe e satisfaz

||Ni—(17—1)7ivb—t>(i) < CG(k()) ||N1%D(\—;)||

k+l | |P,Q[k+1+1 \Qigs

, (4.54)

P Qi1 \Qiky

com c independente de k e [. Seja & a mesma fung¢do “cut-off’do Lema 24. Defi-
nimos

Nl.p}/igk_',l_'.l\_; + Wk+l+1 » X € Wik+1+1

NP&E LV + Wiy X € wpp

i (i) e}
i(x) = NPV + @), x € Qierer \ Qi

I+1
O ,XEQ\(U wik+s],

s=—I-1

onde 0s vetores WJ- foram construidos no Lema 24. Obviamente, divi; = 0 e
supp 7 C Qigsrsn \ Qik—i-1.
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Agora, substituimos 77 na integral (4.24) e procedemos como na prova do Teo-
rema 13, para obtermos

k k k k
D<o (@ -2) + e, (4.55)
onde
(k) — PYi P
= Npo)
Qi 141\ Qi1
(&
k — 13 0 1
%E ) = f B Np7+p ‘]E( )‘ pr 'f‘(j)‘
Qier 112\ Q-1 = 1

Como no Teorema 13, devemos estimar %gk).

Np%+p ‘ f‘(O) Zn: Z f pr’ ftz)'

21+1

F9 = Zf

t=—1 v Wik—I+t j=1 t=—1 Wik—[+t
2U+1 »
—PBiQik—1+1+1 PYi+p’ \pBiei | £0)
< Ze N77T e f ‘
t=—1 Wik—[+t
n 20+1 v
+Z Z ePPittic-1+1 f NPViePBidi f(}’)‘
1
j=1 t=—1 Wik—[+t
20+1 »
—DPBiik-1 pYi+p' .pBie; | £10)
¢ Semn( [ aprnn o
t=—1 Wik—1+1
n p,
+Z Nl{f’%epﬁfm f‘(})'
j:l Wik—1+t
2041 2+1 »
—PBiik—1+t pi+D)  pBia; | £10)
< (Seme B[ morrremals
t=—1 t=—1 Wik—1+1
n p/
+ Z NPYiepBiai f(j)‘
L
j=1 Wik—I+t
I+1 »
~PBiik+s p(yi+ 1) pBia; | 710)
5 (Z e )( [ e
s=—I—-1 Qi 142\ Qi1
n '
+ Z f NPYighbBiei f‘tj)‘
— 1
=1 Y Q2 \ Qi
' I+1 o
-Lp'.p (@) —Lp'.p N
< —
= 8 (Q)H Vk+ =c 8 (Q)H 9, (k).
P
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Assim temos,

8;1() < C‘ (71,81; p(Q)Hp/ Qgi)(k)'

Dai, reescrevemos (4.55) como,

40 < b1+ e

el @w. s

+

onde b, =

C1
1 < b; < b,, obtemos

> 1. Agora, aplicando (4.56) repetidas vezes e usando

, k=212
ng) < b—k+2l+1 Z,(f)l L+ C‘ (ylﬂg p(Q)H b JQEir)J(k)
J_ k=21-2
< phea Z]((k)l + c‘ (ylﬂ? p(Q)H le)(k) Z ( )
< C‘ (y%a p(Q)H QE’)(k) 4 poke2i ]((k)l L
isto € )
(k) < c' (ylﬁg p(Q)H” Q‘Ei)(k) n b;k+2l+lzl(c]i)l—1' (4.57)

Agora, fazendo [ = ky em (4.57), temos

, ko+l
. _ p
f NPID@L" < ) <[V p(Q)H Z (R A
Wik :—ko—l
() -Lp'.p s k+2ko+1 (k)
< AR |Aver@| Zb F et

ou seja,

-1 4 —k+2ko+1 _(K)
e ”(Q)H p e O (4.58)

f N D@ < ko || £

Neste ponto, precisamos estimar z( )

a seguinte afirmagao:

_;» para isto comegamos demonstrando

Afirmacao: Parak > ky + 1, |B;] < B. e |y < yo, temos

f N D@ < e QP | £ v ”(Q)“p/ . (4.59)
Wikg+1 U-.. U wik-1

(62¢))
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De fato, tomamos uma fung¢do “cut-off” &P do tipo &, sO que §,(j) ¢ igual a 1 em

k
Wike+1 U - .. wik—1 € se anula em Q \ U wjs, € procedemos como na prova do
s=kg
Teorema 13. Assim sendo, tomamos 7j(x) = ,(:)Nf’ YiV(x) + Wk(x), substituimos em

(4.24) e, como em (4.28), obtemos

5

ne [ NP p@f s [ NTD@L Y L @60)
Wiky+1 U U wik=1 wiky U wi 1

ik 5=

depois procedemos como em (4.31) — (4.38), para obtermos as estimativas

I

2 >
[ @l b b
Qi1 \ Q)

IA

D@ [ < catho) f N D@ @6l

Qik+l \ﬁ(k ) Qik+l \ﬁ(ko)

= ce(ko) N |D@)|" + ce(ko)hy

wiky U wik

on
1l

f NP D@ Vé - D) - ¥
Wiky Vit (4.62)

IA

NP D@ [ve?| W] < ¢ N D@
i k i

Wik, VWik Wik U Wik

o
1

f D@ VN D) - ¥
Qi 1 \ Qi)

[N b M (4.63)
Qi 1\ Qi)

ce(ko) NP D@ + ceko)hy

wiky U wik

IA

IA
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14

IA

IA

IA

IA

IA

Iy

0 i i 1,
f B f_( ). (é;]((l)le’V{,)+ Wk)'
Qi1 \ Q)

i| A0 | (OIRRYY
Lol [ i)
Qik+1\Qky) Qi+ 1\ k)

L 2 o
0(5) B NED%*'P f(O)) +0 B NED(% 1) |\—,>|17
Qi1 \Qkg) Qi 1\Qqky)
—(p=1)vi— > |P S 24
+6 B NZP( (p=l)yi=1) ‘Wk‘ < C(6) B Nlpyﬁp f_'(())‘
Qi1 \ Q) Qi1 \Qkg)

+cogy NP |D(\7)|p+ca(k0)g,fo N D@

Qi1 \ Qe Qi1 \ Q)

o [ W s [ N D@ ol oh
ik+1\Qk) wiky U wik
(4.64)

f f"(J) V(f(l) przvj " ij)
k+l\9(k0) = 1

ol N [y v [
Qi1 \Qukg) Qi1 \ Q)

=1

; f NP 0o | + f 179/ [ow, ]
rk+1\§(k ) ,k+1\Q(1< )

[c(a) f N | s f N D@ + 5hk).
= 1 Qi 1\ Qi) wiky U wik
(4.65)
Assim, de (4.60) — (4.65), temos paraky > leod < 1
< C[f Nlp(yﬁl) ‘f(O)‘p/ + Zf Nipyi 'f‘(j)'p,]
Qi1 \Qky) =1 Y Qi1 \Qag) (4.66)

+e f N |D@)|" .
wiky J wik
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Agora, como
poi+D) | 7o) |7
[ e
Qi1 \Qkg)

e igualmente,

[t
Qiks1 \ﬁ(ko) l

temos

IA

CQ,({’)‘f;

C@f)'f;

Dai, para by = (¢ + 1)/cy, segue

hk < C@(i) “ﬁ

IA

IA

1 P , _
V(v% ’p(Q)H + f N |D(‘7)|p + by e
Wity

.k
0). 7P ! Z <
C”f ’L((p—1><y+1>,<p—1>ﬁ>(Q)H Vs

s=ko
R0). 70’ P =i
“f ’L((p—l)(7+1),(p—l)ﬁ)(Q)” k>

). 1P P =)
Hf ’L((p—l)(y+1>,<p—1>ﬁ)(Q)H ko

1 24 .
gl e [ ool
wiky U wik

V(‘yf,;f""(Q)Hp +c f NID@ + 1t — ) -
Wiky

(4.67)

Aplicando (4.67) recursivamente e usando (4.53), obtemos para 1 < b; < by e

r>1,
o= el Y e
s=0
+e [Z bgs)f N |D@)|" + by By
s=0 Wiky
| 2y -1, N “1Ns
SRl AR DYCT .
+cy [Z b(;s) f N |D@)|" + by By
s=0 Wikg
< ebolbo - b 07 || Ve @)
teibolbo —b)™ | NP D@ + by i
Wik
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Agora, como em (4.49), para

In b()

7= o mGR)

Yis

temos
b(_)lhk+r — 0, quandor — .

Portanto, fazendo r — o0 em (4.68), obtemos
ol 2« o1y P :
he<c0) | PV @) +e f NP D@
Wiky
Por fim, aplicamos (4.26) ao dltimo termo da inequagdo acima, para obtermos

Fvra|

Iy < Q) ' @)

desde que |B;] < B. e |yil < yo, onde

. {Milnb() M,lnb*}
B. = min , .
P P

Assim provamos a Afirmagao.

Agora, usamos (4.59), (4.53) e o fato que /\(2’,1 < cbfv,(f), para obtermos

2 ~Lp'p 4
Fvorr@|

. ; p )
Zl(c_)ko—l - f Ny |D (‘7)| < Qg
Wikg+1 U U Wik -1

kb |7 Ve @

(4.69)

IA

Por fim, de (4.58) e (4.69), vem

k
. i > 14 r’ bi i 2 1y, )24
W@l < el |7V o (] 7V @
Wik *
i 2 1., 24
< A |Aver@|
O
Agora, para fungdes FO /9 5 = 1,... .0, de suporte compacto em wj,

provaremos um resultado semelhante ao Teorema 3.4 de [34].
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Teorema 15 . Suponhamos que as fungf)es f(O), f(”, s =1,...,n, tenham suporte

. =4 ~ ~ -
compacto contido em wy € f € V(ylﬁf 7(Q). Entdo a solugdo fraca v de (4.23)
satisfaz as seguintes estimativas

f N:’Yiepﬁiaf |D(\7)|P < ce~Peocolk=ll ”f V(yl,Bs P(Q)Hp, Li=1,....m (4.70)
Wiy

Frggral

f N;”.iepﬁja/‘ | D(\—,’)r’ < cePeoai

Wi

4.71)
J#I, i,jzl,...,m,

onde & > 0, |8;| < B, e as constantes sdo independentes de k ¢ /.
Prova: Sejam f;, B; € (—B.,[3.). Devido a (4.9) temos

f Nipyiepﬁiai |D(\_/’)|p < Cep(ﬁi—,éi)ailf Nl{’%epf?’iail |D(\7)|p (472)
wi]

Wil
Aplicaremos (4.50), ao lado direito de (4.72), com
ﬁ = (ﬁb e 9ﬁi—l9ﬁi’ﬁi+l’ e ’ﬁn)’

f NiPViePBidil |D(\7’)|p
wil

IA

el7ve el

— [ f NP%*'Pepﬁﬂ, f_(O)‘

+Zf prlepﬂtaz
Wik

s=1

CeP(ﬂz —Biaik [f prl+pepﬁlaz

n
Wik l

s=1 i
_ 24
Fvaar@|

o

IA

o

s

— Cep(ﬁi_ﬁi)a/ik

Disto e de (4.72), temos

CeP(ﬁi —Bau+pBi-Biaic

IA

Fvirr|

[ e ool
wi 4.73)
_ CeP(ﬁi—ﬁi)((liz—mk)

—1[7 P P’
L@

108



Tomando em (4.73) ﬁi =B —¢esek<le B,- =B +esek > 1, e usando (4.7),
obtemos

(v:h)

PYi npBici P —peolaw—ail || £ y/~L.p'-P v
j1Nie D@ < ce 'fJ%@ an”
Wil ,
< cepeomslkl H 7 V—l,p',p(Q)H”

< : .

Assim provamos (4.70).
Agora, para provarmos (4.71), tomamos

1
ﬁ( ) = (ﬁ] + €05 .- 7ﬁi—1 + 807Biaﬁi+1 +807 .. "ﬁm + 80)

comegy>0e|B;+&gl <Bi, s=1,...,i—1,i+1,...,m. Devido a estimativa
(4.50), temos

o T I 474
f? (7,,3(1)) ( ) ’ .] ¢ L. ( . )

[ 7 o s oo
wiji

Como supp fc Wik e,Bl(.l) = [3;, segue que

E assim, de (4.74), temos

PYj  pBa; p
f Ne"% D))
wiji

Fviro|” = vl

(r.BD)

IA

pBa; PYj p
e Jﬂf NJJ|D(\7)|
wiji

v — (B M2 =10 I

fval

IA

ce Pea;i
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4.4 Estimativa Local em Espacos L7 com Peso

4.4.1 Introducao e Notacoes

Agora analisaremos estimativas locais, das solu¢des, em espacos L? com peso.
Consideraremos o problema (4.23) no dominio w}, = Q.o \ Qj_y:

—div {|D(V)|”‘2 D(V)} +Vp = f em )

V-V = 0 em o (4.75)
V = 0 em QN ow;.
Afirmacao 1: Fazendo a mudanca de coordenadas
Y =2Migy'x . Y= (% = Ric)2Mig' (4.76)

temos que w; € w;, sdo levados, respectivamente, em

Oa = {1 < Galn) . vy <y < 149 47
& = {1 < Ga(va) . 0 <y < 1+ +97).
onde
Giulyn) = 85'2Migi (Ricr + M) giry, )
M _ o -1 @ _ 1
7,‘1 = &il-1 g[[ ’ 7,'1 = &il+1 g,‘[ .
De fato,

Xx€wy © Ry<x, <Ry © (Ry—Ri1)2Mig;' <yn < (Ris1 — Ri-1)2Mig;",

mas
(Ra— Ru_1)2M,g;" = 7?11) e (Ryr1 — Ri1)2Migy' = 1+ 7511)-
Dai
XEw; © 71('1]) <y, <1+ 7511)'
Ainda,

I¥'| < gi(x) © IV <2Mig;'gi(x,) = Gu(y) .

Assim, (4.76) leva w; em &;. Analogamente, mostra-se também que (4.76) leva
w};, em @;. Portanto, concluimos a verifica¢do da Afirmacéo 1.
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Afirmacao 2: Os dominios @; e @, independem de /, mais precisamente,
2aypea . Lol

1 3 2 2 (4.78)

EMI' < Guly,) <OM; ,  |Gu(t)) — Gu()| < Milty — 1.

De fato, usando (4.5), obtemos

_ _ 2 _ 2
7511) = gu-187 = 818 (Ri) = Zgi1870, = 3

E analogamente,

1 3
M 2
Yy <2 e ES’}/I.[ SE'

Assim verificamos a primeira linha de (4.78). Quanto ao primeiro termo da se-

gunda linha de (4.78) analisaremos em trés casos:
Caso1: 0 <y, < ygll)

Xy = Ric1 + M)~ giyn = Ria

X < Rioy + M) gy = Rusy + QM) 'gay = Ry

Dai, x, € w;_; e, de (4.5), vem

1 B _ 3 _
Egil—lgillei < g7 2M,gi(x,) < Egilflgillei,

donde, usando agora (4.78;), temos
2
§Mz‘ < 7’,(-,1)Mi < Ga(yn) < 37?[1)Mi < 6M;,

ou seja,
2

Caso2: ¥ <y, < 1+v)

Xp = Ry + (2Mi)_1gi17§ll) = Riy-1 + QM) g1 = Ry

Xo < Raoy + QM) ga(1 +9)) = Raoy + @MY gay)) + M) gy
= Ry + (2M;)"' g4 = Ri1.

Assim, x, € w; e, de (4.5), temos

1 3
M; = Egilgﬁl2Mi < Giy(yn) < Egilgﬁlei <3M;,
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ou seja,
M; < Gy(y,) < 3M,. (4.80)

Caso3: 1+9) <y, <1+ +97
Xo 2 Rioy + M) ga(1 +9y)) = R
Xy < Ryoy + QM) 'ga(1 + 7511) + 7?12)) = Rjy1 + (2Mi)“gi17§,2)
= Ris1 + M) ' git1 = Riraa.
Portanto, x,, € w;, €, de (4.5),

1

_ 3
Egingi[lei < Gi(yn) = EgillgilHZMi ,

ou seja,
VO M; < Galy) < 3Miyy)

e, usando novamente (4.78;), vem
1 9
=M; < Gy(yn) < 5 M. (4.81)
2 2
Assim, de (4.79) — (4.81), temos
1
EM,‘ < Glg(y,,) < 6Ml . Vy c (i)l*l .
E para concluir a prova de (4.78,), aplicamos (4.2), e obtemos

1Gu(t)) — Gy(t)l g, 2M; |gl- (Rl-,_1 + (ZMi)_lgizh) —g (Ril—l + (2Mi)_1g,-lt2)'
2gi_llMi2 |(2Mi)_]gil(tl - t2)| = Mi|t1 — l2|.

Assim, concluimos a prova da Afirmacao 2.

IA

Afirmacao 3: A mudancga de coordenadas (4.76), leva o sistema (4.75) no seguinte
sistema:

—~div {|D(v?/)|p_2D(W)}+Vf) = g em O
V-# = 0 em & (4.82)
w 0 em S},

onde
W) = Fx()):
p(O) = M) Dgh ™ p(x(y));
g0 = §00) + (divgP ), ..., div g7 ) ;
gO0) = M) gh fO(x(y)); (4.83)
g = @My " Dgh! FD(x(y));

A E(’)d);\{y;yn =0ouy,=1 +y§ll)+yflz)}.
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De fato, devido a (4.76),
ox,

= (2M; - il0rss
dy, M)~ g

e assim obtemos,
D(¥) = 2M;g;' D(W),

que nos leva a
div {[D@]" D} = @Myrgrdiv {[paw 7 pan). @8
Obtemos, ainda,
Vp =2Mig;'Vp e div fP = 2M,g;'div gV, (4.85)
Assim, de (4.75), (4.84) e (4.85), temos

—div {|D(W)|p_2 D(v?/)} +V ((2M,.)—<p—1> gﬁ—lp) -
@My gl f1O + (div [2M) Vgl AD] L div][@Myy gl f]).

E temos (4.82;), conforme (4.83). Assim findamos a prova da Afirmagao 3.

Consideremos o sistema (4.82) num dominio Uy ao invés de @}, isto €,

~div {|D(vv)|”‘2 D(v?z)} +Vp = g em Ug
V-w = 0 em U,‘R (486)
w =0 em S iR »

onde
Uir = {y: Iyl < Gu(yn), 0 <y, <R}
Sig =0Upr\{y;y, =0o0uy, =R}.

Definiciio 7 . Seja g € LP(U;z). Uma funcio w € W'P(Ujz) € uma solugdo fraca
local de (4.86) se, para toda @ € W, ”(U),

o\ |P2 - —> - X j ~ 3: 2
f |DOH|"" D) : D(@) = f g’(o)wp—E f g9 Vo, + f pdiv@. (4.87)
Uir Uir Uir Ui

j:l iR
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Observacgao 16 . A formula (4.24) vale para g € Z)(l)’p (Q), assim, temos que V é
uma solucdo fraca local de (4.86), para todo R > 0.

Agora, como V = 0 em S ;z, denotamos
U = {00 <y, <R)

e estendemos V por zero em U}, \ Ui e continuamos ainda denotando tal ex-
~ -2 % Z p=d ~ *

tensdo por v € Wy ,(U},). Também estendemos g e p por zero em U, \ Ujg € per-

manecemos com a mesma notagdo. Para facilitar os calculos fazemos a translacao

x =y —(0,R/2) e continuamos ainda denotando V(y(x)) = V(x) € 0 mesmo para g

e P, e escrevemos

~, R R
Uy = {y;—z <|yal < 5} .

4.4.2 Estimativa Local para o Gradiente

Agora, usaremos as idéias de [12] e [14] para obtermos estimativa local para
o gradiente da solugdo fraca V. Comecaremos listando uma série de lemas auxi-
liares.

Lema 25 . (ver [11]) Suponha que g é uma fun¢do mensurdvel ndo negativa em
U c R" (limitado). Sejam 6 > 0 e a > 1 duas constantes. Entdo, para 0 < g < oo,
temos

QL) = S=Y d|xeUsgw) > bl <o

i>1

1
oo s gl < CqUI+S) ,
onde C > 0 é uma constante que depende apenas de 6, a ¢ q.

Lema 26 . (ver [17]) Se g € L} (R"), entdo

loc

lim li@(y)ldy = g(x), qtpem R,

=0 JB,(x)

fjfdx:ﬁj;fdx.

114

onde



1
loc

Definicao 8 . Sejaiic L
como

(R"), a fun¢do maximal de Hardy-Littlewood é definida

Mii(x) = supf li(y)|dy .
>0 JB,(x)
Se # ndo esta definida fora de U, entdo difinimos

Myii(x) = M (yyid) (x).

A func¢do maximal satisfaz a estimativa L7 forte e L' fraca, como vemos no
lema abaixo.

Lema 27 . (ver [41])

(i) Se it € L1(R"), para g > 1, entdo Mii € L1(R") com a estimativa

]| o < cfi], g
(ii) Se ii € L'(IR"), entdo

[tx € R a0 > )| < 1], e

Usaremos agora uma versao modificada do Lema de Vitale.

Lema 28 . (ver [10] e [42]) Sejam C e D conjuntos mensuraveis, C C D C B e
e > 0, tais que
IC| < &lBil,

e para todo x € By, r € (0, 1) com |C N B,(x)| > €|B,|,
B (x)NB,CD.

Entao temos
|C| < 10"¢|D).

115



Lema 29 . Se para w € W!(By), il é uma solugdo fraca local de

div {|p@|"* D@} = 0 em By
V-iu = 0 em Bpg
i = w em OBg.

Entao

f D" < f |DOw)|".
Br Br

Prova: Tomamos @ = ii—w € Wé”’ (Bgr) na defini¢do de solugao fraca local. Assim,

0= f |[p@)|" DGy - [D@ - D) = f D@ - f D@ D@ : D).
Br Br Br

Agora, aplicamos a Desigualdade de Holder, para obtermos

p—1

[ @l < [ |paf” |D(W)|s( | |D(ﬁ’)|p)p ( | ID@)I")')-
Bg Bg Bg Br

Portanto, temos
f |D@@)|" < f D" .
Bgr Bgr

Lema 30 . Se i é uma solugao fraca local de div {|D(ﬂ’)|p_2 D(ﬁ)} =0em U:

iR’

O

entao 1
(@] 00, 000 00|
Br

para todo 7 € (0, 1), onde Bg(xg) C U;.

Para prova deste lema seguir as id€ias de [7], Proposi¢ao 1.1, p. 49.
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Lema 31 . Seja B uma bola com B, C B C U 1»- Existe uma constante N, tal que,

para todo & > 0, existe § = 6(g) > 0 e, se V é uma solugdo fraca local de

~div {|peo| DoDf + V5 = & em U
V-w = 0 em U
|1,}m w = 0,

com
{smB[ |g’<f'>|”) < 5!’} n {0 (D)) < 1} 0B %0,
j=0
entao,
{0t (D@)]") > N7} By < elBil.

Prova: De (4.89), existe xy € B; tal que

%[ZIg’ml”)(xo)sap e M (|D@)|")(xo) < 1.

j=1
Agora, como B, C Be B, C Bg(xp), (4.91) nos da
| Bs(xo)| " .
f D) < Betol D@ < 205 (D) (x0) < 27,
By |B4| Bg(xo)NB

e, similarmente,

f sz

By j:1

Seja ii solugao fraca local de

div {|D(L7)|p_2 D(ﬁ)} = 0 em By
Vi = 0 em By
i = w em OB,.

Do Lema 29 e (4.92), temos

JC |D@)| sf D@ <2,
By By

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)



que pelo Lema 30 segue

D@, < con( f 1G]] < Moo,
By

isto é,
D@, ,. < Ny (4.95)

Agora vamos estimar f |D(\7 - L7)|p. Para isto tomamos ¢ = V—ii na defini¢do
By

de solugdo fraca local de (4.88), pois V—ii € Wol’p (B4) devido (4.9453), e dai usando

a Desigualdade de Holder, a Desigualdade de Young, (1.2), (1.4), (1.8) e (4.93),

obtemos

f|D(v-m|" < ¢ f§<°>-(V—L7)—Zf§<f)-V(w—uj>)
By By o1 VB
< C{(f |§(0)|p)1’(f |‘_/,_+|p)p
By By
n o) veo— il
(L) () -] |
Y ) DV — r)’
< 2[R (]l
<

C =(j)|P 6fD—»_ r
c;ﬁjg "+ [ Iow-a)

< o8 +6 f D@ -,
By
que para 0; < 1 nos fornece

f D& - )" < co”. (4.96)
By
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(R"), para obtermos

loc

Usamos (4.96) e o Lema 27 (ii) para |D(\7 - ﬁ)|p el!
Afx e Bi;ws, (D@ - D)) (0 > A)| < c||pT - D)), < "
Agora, tomamos na inequacdo acima, 1 = N, assim

Alfx e Bis i, (1D - ') (x) > M| < co” < &lBil,

desde que tomemos d(g) < 1.
Devido a dltima inequagao, para provar (4.90) basta obter Ny > 1 tal que

A = {x e B W ([D@)|") (x) > N} < {x € Bi; Mg, (|DEF - d|") (x) > N} } = D,
e para isto € suficiente tomar x; € D e mostrar que x; ¢ A. Seja entao
xi € {x € By My, (|DE - i)|") (x) < Ny} = D" (4.97)

Caso I: 0 <r<2.
Neste caso temos B,(x;) C B3, e assim paray € B,(x;), devido a (1.2) e (4.95)

D) <277 (|pE - B o) + |[D@|” 0)) <277 [DE - D () + 277Ny
Dai,

1 f P 2r! S p -1
DI ndy < f D - )" () dy +2°"'N?

Bl Juopen PO OV = B oy 0

277"y, (|DE = )|) (x1) + 277" N}

IA

e, de (4.97), vem
1

D)’ (y)dy < 2PN, (4.98)
|B,(x1)] B,<(x|)r\B| | 0)dy 0
Caso 2: r > 2.
Como xg, x; € B;, temos B,(x;) C B,,.(xg) e dai usando (4.91),
1 )4 | B2 (x0)| 1 P
D) (ndy < DM)|" () dy
|B,(x1)l B,(xl)ﬁB| | |B,(x1)| |B2r(x0) Bor(x0)NB | |
< 2y (|DO)") (x0) < 2",
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E' '(1 f

Portanto, de (4.98) e (4.99), obtemos

My (|D)) (x1) < NY,

onde Nf = max {2", 2”N5’ } > 1. Portanto x; ¢ A, como queriamos demonstrar.

O

Lema 32 . Seja B uma bola com By, (xg) C B C U;‘R. Se Vv é uma solug¢éo fraca
local de (4.88), satisfazendo a condi¢ao

]{imB (Ip@|") > Nt} n Br(xo)‘ > &|B,(xo)l, (4.100)

entao

Br(-xO) -

{smB [Z |g’<f>|”] > 5P} U {0 (|D@)") > 1}] : (4.101)

=1

Prova: Aplicaremos a contra-positiva do Lema 31, para isto fazemos a mudanga
de variaveis
T:yv+— x=ry+xy ,y € By.

Assim, temos que T leva By em B,(xp). Agora escrevemos
- 1 - 7 2 A 1 =
u(y) = ;V(x), h(y) = g(x) e p(y) = ;p(X),
e temos que —div {ll)(\7)|p_2 D(V)} =g—Vp é€equivalente a

—div {|D(ﬁ)|”‘2 D(ﬁ)} —h-Vp.

Temos ainda,
Wy (D) @) = M- (D) ).
Assim, (4.100) fica

‘{imT_lB (p@|") > N7} n Bl' > ¢|By .
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Dai, a contra-positiva do Lema 31 nos da

{sm (Z ;zw;”] . 5,,} o e (0]) > 1]
=1

E voltando a variavel x, temos (4.101).

B, C

O

Lema 33 . Suponhamos que Bs C U;"R. Se V é uma solugdo fraca local de (4.83),
com
({0, (D) > NP} By < el (4.102)

Entdo, para g; = 10"g, temos

k n .
BN {SIRBS (lp@|") > }‘ < Y & Bin {SIRBS > |§<j>|1’] > 6" (Nf)k_,}‘
i=1 j=0
+el B 0 {0, (ID@]) > 1)].
(4.103)
Prova:
Passo 1: Sejam
C = B n (Wi, (JD®)|") > N}
D = (B, n (Mg, (ID@)") > 1}) U (By 0 (g, (27, [87]) > 67)) -
De (4.102) temos,
|C| < &|By]. (4.104)
Dali, se
|C N B, (x1)| = &|B,(x1)], (4.105)
para cada x; € By e r arbitrario em (0, 1), entao
BN B,(xl) cD. (4106)
De fato, (4.105) implica
(s, (D) > N7)| 2 &lB. o). (4.107)
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Agora, como By, (x;) C Bs, de (4.107) e Lema 32, temos

o |

=1

B,(x)) C

e portanto, temos (4.106), como queriamos.
Obviamente C C D. Disto e de (4.104) — (4.107), pelo Lema 28, temos

IC| < &|DI,
e isto implica (4.103) para k = 1, isto &,

B0 {0, (D) > M| < e

BN {EUEBS [Z |§<j>|P) > 5,,}

. (4.108)
p
+&1 ‘Bl N {EIRBS (|D(\7)| ) > 1}' .
Passo 2: Sejam A > 1 uma constante arbitraria; w = A7 ﬁ = 1P hg e
p = A7?"Dp. Desta forma, W satisfaz d1V{|D(w)|p 2D(w)} — Vp. Assim,

aplicando o resultado do Passo 1 a w, obtemos

B0 {0, (|D6H]") > NP)| < e

B n {iUEB

'h(j)‘ ) > (51)}
=0

+e [By 0 g, (IDD)]") > 1)

ou, equivalentemente,

1B 0 {00, (D)) > N7)| < e

Bi N {EIJEBS [Z |§<./>|P] > /lp(;p}

=0
+& 'Bl N {ED?BS (|D(\7)|”) > /lp}‘.
(4.109)

Agora, fazemos iteragdes com A = N { ,i=1,..., k-1, em (4.109):

i=1:
BN {smB (Z |§f>|p] > 6PN”}

=0
e B 0 f, (ID@)) > N

< Zsl ‘Bl N {migs [Z| 1)|P] > §P Np z}l

+&7 B 0 (W, (D)) > 1),

Bi 0 { M, (ID@') > (Nf)2}| < &
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onde na ultima desigualdade usamos (4.108).

i=2:
B, m{EIRBS (p@") > (N{’)3}‘ < & |B ﬂ{imBs (Z |§(”|p] > (N} )2}‘
=0
+&1 |B1 N {‘JJEBS (|D(‘7)|p) > (Nf)z}‘

IA

3 n .
S pun o St - 00
i=1 7=0

+e] B 0 {0, (D@]") > 1)

b

onde na tultima desigualdade usamos a iteracdo i = 1. Prosseguindo com este
argumento, de sempre usar a iteragdo anterior, obtemos a desigualdade (4.103) na
iteracdo i = k — 1.

O
Lema 34 . Seja V uma solugio fraca local de (4.88). Entédo
||D(‘7)||I;’BTR| (x0) < cn, p, Ry) ZO ||§(j)||i’,3m (x0) + ”p”g,BRI(XO) + ||\_;||Z»BR1 (x0) ° (4.110)
=

onde Bg, (xo) C Us.

Prova: Sem perda de generalidade podemos considerar x, = 0 em (4.110).
Tomemos como fungdo teste, na definicdo de solugdo fraca local de (4.88), a
fungio @ = 1PV, onde n € C(U%,) satisfaz

7751, BTR] c
A 0<np<l1, |Vp£—.
{nEO, U5\ B, n=b Wils g

Dai temos,

-2 - P ~ qe
f D" D) : DY) = f gO-rn-), f gl )+ f pdiv (17°9).
Ui Ui j=1 Uk Uk
(4.111)
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Agora, como

lm%wmmz

srl

div (7"V) = V(") - V,

1%

pn” ! (on . on
ox, = Ox, '

segue de (4.111)

ufMWmV
Bg,

IA

pf, @l R+ [l
Br

+ZfLWWmM beMM @11y
4

= DI

s=1

Estimaremos, separadamente, cada um dos termos /;:
Aplicando a Desigualdade de Holder, a Desigualdade de Young e (1.8), obtemos

Iy —pf D@ vl |v|<c1f 9" +51f 7 |D@)|
Bg,
:f wkqf|wrﬂl[pr
1/p 1/p
= Zf 82] |Varrv))| < (f |§(1)|P) (f |V(np\7)|l7)
j=1 Bg, j:1 Bg, Bg,
n f —)(j)l")]/p,(f le/p
D P
S ) ([ ool
N N T
j=1 vV Br, Bg, B,
L= [ lewiise [ B ve [T
Br, Bg, Bg,

IA

IA

124



Dai, para 6,0, < 1 e como i = 1 em Bg,, temos

| b < C[Z I |p|f”],
Br, Jj=0 Bg, Br, Br,
isto é, (4.110) para xo = 0, como queriamos.

O

Teorema 16 . Sejam Bs € U}, e g € LY(Uz,), j=0,1,...,n,com g > p. Se V
€ uma solucdo fraca local de (4.88) em U ip» €NLAO

n . -1 .
I, 5, < ctn.p.0) [Z ||g*”||q,36) [, 5 0 |- @113)
=0
Prova: O caso g = p segue imediatamente de (4.110), com xy = 0, R; = 6,

T = 1/6 e aplicacdo da Desigualdade de Holder. Vamos provar entdo o caso
q > p. Ainda, em (4.110) tomando xo = 0, Ry = 6 e 7 = 5/6, obtemos

1
n -1
||D(\7)||p’BS <c {E:”gm”m) + ||v||p’36 +||p||f36 ) (4.114)
Jj=0

Agora, sejam
- 7 —1 A -1~
V=¥, B =787 b=,
onde j=0,1,...,ne

A
n =)
. 1
(2 ||§<f>||q,35] Bl o],
=0

e A € uma constante suficientemente pequena que serd determinada mais adiante.
E f4cil ver que

=

-1
< AP
p'sBs —

p.Bs — p

n
[P <0 D[, <2 e
j:() quS
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Ainda, V(¥ satisfaz
—div {|D(v<1>)|”‘2 D(vﬂ))} =i — Vp.
Agora, do Lema 27 (ii), existe 1o = Ao(p, g, €) tal que

‘{ﬂm& ([pE™|") > Nt} n Bl‘ < cNy? f IDED)” < eNyPA” < elBy], (4.115)
Bs

para todo A < A,. Note que para provar (4.113) € suficiente mostrar que

|[DED)| , <e. (4.116)

q.B1 —

onde ¢ depende sé de p e g. De fato, (4.116) implica

IA

1
1 . ot e
I@l,, < 3 > O‘||§”)||C,,Bs] +||ﬁ||,’;,'35+||D<V)||,,,BS}
- J:

c (& , = N
2 (Z; & ”||q,BﬁJ o (T
U=

onde na Ultima desigualdade usamos (4.114) e a Desigualdade de Holder. Provare-
mos entdo (4.116). Do Lema 27 (i) temos i, (7{(/)'1)) e LYP(Bs). Agora apli-

IA

b

camos 0 Lema 25 com 6 = 67, a = N} e g = My,

z”: 'i_z)(-’)'p], donde obtemos

que existe ¢ = ¢(6, g, N), tal que j=0
izv;‘q BN {EUEBS (Z 'ﬁ(j)'l’] § 5P(N;’)f} ED?BS[ L ,,)
i=1 = Z

S| =B, e

/ = 4.B1

j=0
tomando A < A apropriado.

q/p
<c

q/p.Bi

<c

q/p.B1

4.117)
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Agora, usando (4.115), Lema 33 e (4.117), obtemos

8

§ = Z zq'Blm smBS |D(\7<”| )>(N”)”

S S S0}

+ZN"’ |81 0 {r, (IDEO)) > 1]

- Sy (ST )0

k>1 l>k

+ Z NYe [Br o {w, (IDED)) > 1))

i=1
Z ngl)k Z Nii_k)q B, N {gﬁ& [Zn: ';‘l’(j)r] S P (Nf)i—k}
k>1
(s, (IDEO") > 1}‘

i(zv a)

i=1

SZ ZNal <c ZNqEI)SC,
i=1 i=1

k=1

IA

Bl N {Ent35

B n {EUEB

(4.118)

IA

desde que £, = 10"¢ seja tal que Ne; < 1. Aplicamos novamente o Lema 25, s6
DF)|") € L7(Bs) e, devido a (4.118), chegamos a

que para g = Nip, (
025, (|D(V(D)|p)nq/,,,gl <c(Bil+S)<c.
Mas, pelo Lema 26, segue

M, ([DE)") (x)

sup D) P
r>0 |Br(x)| B,(x)ﬂB5| |

1
> lim f DM = [ DED (x).
r=0 |B.(xX)| Jg,xnss | | | |
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Dai

D@, < s, (|D(V“’)|”)Hq/p£l <c.

Como queriamos demonstrar.

O

Teorema 17 . Suponhamos que g € LY (U;}e), para algum ¢ > p. Se w é uma
solucdo fraca local de (4.88), entdo

1
n ' -1 e
Il 000 (S s |

j=0
(4.119)
onde B,(xp) C 0;‘R.

Prova: Fazendo a mudanca de coordenadas
6
T:yv+— x=T@y)= ;(y—xo),

temos que Bz (xo) ¢ levado em By, enquanto B,(x) é levado em Bg. Assim, fazendo

6 N .y 6. 6
i(x) = ;W(y(X)), hOx) = g0((x), h(x) = ;ﬁ(”(y(X)), e p(x) = —p(y(x).

j=1,...,n, temos

~div{|p@|"” D} = i - vp,
e asim, aplicando o Teorema 16, obtemos
1

1
n ) 2l R
(S
J=0

Por fim, voltando as coordenadas iniciais temos (4.119).

D@, ,, < cr.p.q)
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4.4.3 Resultado Principal

Agora provaremos o resultado principal desta secio, ou seja, provaremos que
a solug@o Vv, do problema (4.23), satisfaz uma estimativa local num espago L7 com
peso.

Teorema 18 . Suponhamos que a fun¢do f tenha a representacdo (4.4) e f(j) €

L?;C(Qi), j=0,1,....,n, ¢ > p, i =0,1,...,m. Entdo a solu¢do fraca v, do
problema (4.23), satisfaz a estimativa local
— Lgr. = 2. .
HVV;L?W»(“”")” < C{Hf Vs @i T ‘VV’ Lf%-w}l)ﬁf)(w”) } » (4.120)
) _
ondey =y + n(p—) y = M e a constante ¢ € independente de /.

q(p-1) rq

Prova: O problema (4.75) € equivalente ao problema (4.82) via mudanga de coor-
denadas (4.76). Assim, trabalhando nas novas coordenadas temos, para w solugio
fraca local de (4.82),

n (p-1)
(95, ., < conman || S, | bl IR a2
=
De fato, existem ry,...,ry € R" e x1,...,xy € ®y, com N = N(M;) € IN, tais que

w; C Uf’lers/ﬁ(xs). Assim, de (4.119) temos

N
o, < 3l
S=
L
P
[Z 11, ] e I
1
=
< o™ [zn*ﬂn ] ol + I

Assim provamos (4.121).
Agora vamos estimar o dltimo termo do lado direito de (4.121). Para isto
lembramos que P, na definicdo de solugdo fraca local, € “a menos de constante”,

IA

IA
S
QMZ

pl

dai podemos tomar p tal que p=0.

Wy
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Sejah = [p|” " p - |o;

- f |15|p,_2 p. Dai h € LP(®}) com f h=0e
y by

f P < c f IB|”" 4.122)
o o

Pelo Lema 7 e (4.122), existe i solugdo de
V-ii=h
-2 1, Ak
it € Wy (& (4.123)

1
- ~||7=T
I/t|| * S C|| ||p o*
|| Lp.@} p p’,wil’

Ak
Wy

com c independente de [. Assim, (4.123) e (4.87) nos leva a
hp = f pv i

[ = {[Iﬁl” p-lei [ oI 15) b+l [ [ Bl 15) 15]
w. w. wil wil
il il

il il
o |P2 - - C j
{f |DG#)|” D(w):D(ﬁ)—fg’(o).u—Zf§(J)-Vuj}
oy @y by

J=1

T A\
AL woor) X ( [ 1)
o =0 W&y o

pT?l n / # i
AL ook} = 2 (L wer ) el
@i =0 \Waj i

Portanto, estimamos o dltimo termo do lado direito de (4.121) da seguinte forma

1 n %
Iell7.2, < C{(f |D(W)|p]p + Z(f |§<f>|"') } . (4.124)
i Jj=0 oy

Agora, substituindo (4.124) em (4.121), obtemos

n =
||wuq,,a,l,sC{(zougwnq,,@;] +||wnp,@,,}- @125
J=

IA

IA
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Agora, voltando as coordenadas de origem, segundo (4.76), temos:

v, ., = (2M. ‘1) " IVVII
qi, wzl qi,Wil
0) _ -1 R0)
181, = (20 &) )
qi>W;;
n—| (1’ 1)‘1[ _(
) — -1 )
18], = ( ) |l
qi},
n-p
IIVWII = (2mig;') 7 V9., -
Py Pwy
Assim, (4.125) é equivalente a
gi+p-n-1 1 np-2 M 1 n(p=q;)
||V\7|| <clg @ Hf(@)” -1 q,(p D ZH]RJ)HH 4 g ||V\7||
gi-wii il o 4w}, i Py

Agora, multiplicamos a inequagdo acima por gil"eﬂ"(’” e usamos (4.5) e (4.7), para
obtermos

1

p-1

qi _(0) qi *
HVV L(yﬁ)(“’ﬂ)H s C(“f s L1 1.1 (Wi

. 1 . H
+Z Hf ((p Di(p- l)ﬁl)(w (l)ﬁi)(wil) )

”VV

(yity

ou seja, (4.120). Assim concluimos a demonstracao do teorema.
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4.5 Estimativas em Espacos de Sobolev com Peso

Iniciaremos provando um resultado para o problema de Stokes com Lei de
Poténcia equivalente ao resultado do Teorema 5.1 de [34] para o Problema de
Stokes com Fluxo Zero.

Teorema 19 . Suponhamos que a for¢a externa f tenha representacao (4.4), com
supp ij) Cwy € f(j) € L% (wy ) para algum g; > p. Entdo o problema (4.23) possui
uma unica solugéo fraca v € Z)(l)’p Q)N V(ly’})(Q), onde q = (9o,q15--->9m)s
q; > p, |Bjl < B. (B. definido no Teorema 14) e y € arbitrario. Além disso, vale a

estimativa 1

Foviar ey (4.126)

Fi:Bi)

7 yld
%V @) <cf

Prova: Como supp f¥ c w},, facilmente verificamos que f e D' (Q) e dai,

pelo Teorema 12, temos que existe uma dnica solugio V € Z)(l)’p (€2). Assim sendo,
basta verificarmos a validade de (4.126). Pelo Teorema 18, temos que V satisfaz
(4.120). Usando (4.75), temos

_L
p—1

N * —gocolk—1| || £ y~L.p'sp *
' Vv; L(7i+7(-1)7ﬁi)(a)il)' < ce G0 'f’ V(yi+y(.l),ﬁi)(wik) 4.127)
Ora,
= o /
_)_ —l,p’,p % P P(%‘"’)’,- +1) pBii _(O)p
LV 0 (wy) < c f N; e f
ity By W, !
1 (4.128)

n ) ) p/ r
+Z f NPOHY pppiai fm|
: .
=1 YWy

Agora, usando a mudanga de coordenadas (4.76) e aplicando a Desigualdade de
Holder estimamos cada um dos termos de (4.128), como abaixo:

(D
[ g =begme
i
w’,‘k

g ) (.l) . . p/ . . *
f N;’(%ﬂ’, )epﬁ,m f_(J)‘ <c Hf_tj)' LY )(U)ik)
Wik

> T((p-D¥i(p-D)Bi
E assim, de (4.128) vem

’ P
20)|” F0). 74 [T
f ‘ SCHf s LG 1.p-1p) (@i)

P
p-1

1

=g 1.0 ﬁ
V PP (,L)*

E <y,»+y$”,ﬂ,->( i)

1
FV @)™ (4.129)

Fi:Bi)

Sc’
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Por fim, de (4.120), (4.127) e (4.129) temos

1 1
L —eocolk—1 || £y Laip e, || P7T
te f V(i’iﬁi) (wik) )

- i 9' _], is *
922, 0] < {17 Vi
(4.130)
Agora, se j # i, entdo f = 0 em wj.l e assim, de (4.120), (4.71) e (4.129), em vez
de (4.130), obtemos

1
g4 ooy || 2 1t g || PT
‘V\?, L&./,ﬁ»(“’ﬂ)H < ce 3 Vi m@id||” - (4.131)
Por fim, como Hfi V(;],gf)(wfk) =0, paral < k—2el > k+2, e como E e < o,

I=1
podemos somar as inequagodes (4.130) e (4.131) em [. Dai obtemos

1
-, 2y p-1
[79; L @\ Q) . (4.132)

< 9. V_]’qi *
< |15 Vg @id)

Quanto ao termo ||V\7|| , como no Teorema 18, temos a estimativa local

40-Q(ky+1)

n
9,0, = {[Z |7
j=0

E de (4.26) e (4.129), temos

1
p—1

qo,gz(kw)] + ||W||,,,Q(k0+2)} : (4.133)

1
" (4.134)

||V\—;||P,Q(k0+2) < C(kO) Hf_)’ V(;ﬁl,g‘l)p(w;kk)

Portanto, de (4.132) — (4.134) vem

vV LY ﬂ)(Q)H

m
||V\_;||t10,9(1<0+|) + Z ”V\_])’ L?;i’ﬂi)(gi \ Q(ko))
i=1

1
Zoy-Lanp, #\|[PT
f’ V(i’i,ﬁi) (wik) :

IA

(ko) |
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. =4 —_ .
Consideraremos agora, f € V(y;‘;’p (Q), onde g > p, e seja {@ry» Pifiey j—y, UMA

% |/M,00

parti¢do da unidade subordinada & cobertura {Q+2), Wi fiZ| -y, » 1510 €,

Q = Q(k0+2) U [U [U w;‘kJ]
i=1 \k=ko
e Supp @i, C Quiy+2)> SUPP i C Wy P> Pik € Ci(IR) com
Z Z @i(X) + g (x) =1 em Q.
i=1 k=ko
Denotamos por
f;g) = Sokof{j)’ ]E,-Ecj) = %kftj) , j=0,1,...,n
g — £ o AD )
fﬁo _f"g +(le f oo div f )
fio= 2+ (div £20, . div f)
N
]EifN] = Zfik

k=ko
fTN] :]CZO-"Z-fiTN]'
izl
Lema 35 . Existe uma tnica solugio fraca, V" € D,”(Q), para o problema
(4.23) com f™ no lugar de f.

Prova: Basta verificar que f[N I'e D77 (Q), e o resultado segue do Teorema 12.
Verificaremos, entdo, que fIM € D~/ (Q). Seja ¢ € Z)(l)’p (Q), dai

m N
[0 < [ 00| + <Z Zf?k,ﬁ>. (4.135)
i=1 k=ko
Agora, usando a Desigualdade de Holder, (1.2) e (1.9), obtemos
oo 9] < e, k0 || 5 Vi )| 41, - (4.136)
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N
e usando (1.9) e Z wi(x) < 1, para todo x € Q, temos

k=ko
m N N m N n .
(5232t < 3233 [+ 3, [ ]9
i=1 k=ko i=1 k=ko \V j:i/q Q

m
SZ (f - lez(p—l)(?i+l)eq(p—1)ﬁi ‘f(())‘q] )
; Q\Qky-1)
N q 1/q
~¢ (p-DIH) g (p-1); 717
f N/PD0 o4 (P=DB Z%k |w|
Q\Qky-1) k=ko
1/q
q)
Z‘Pik

n
q(p—D¥i —-1)B; 1
( f N £1(P=1B ’ 7
Q\Qky-1)
q/ l/q
19
&
k=kg

=1
-q' (p=1)7¥i —q'(p-1)B;
f Ni e 9w B,
Q\Qky-1)
m
A0). 14 e
¢ Z {(Hf ’L((p—l>@,-+1>,<p—1>/3,-)(Qi \ Q<’€o—1))H
—
nl
. 74 O
+ Hf S Lip-vgip-1p €2\ Qaie-1)

—+

~.

N

IA

=1
N q/ l/q’
-4 (p-DFi g (p-1)8; 19 19
I AR Z‘Pik (|l/’| +|V‘/’| )
Q\Qky-1) k=ko
- _1, 5 E=d
< e | £ Vg @[],

Disto e de (4.135) e (4.136), vem

(.9 < e

Fvamr@|1l,, -

Portanto, fV € D=1 (Q), como desejdvamos.
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Agora, para provarmos o principal resultado deste capitulo, provaremos alguns
lemas auxiliares.

Lema 36 . Parag > pef >0, temos V _ Lary c v (Q), com

(625)) (y+y1,0)
v @] < ez vamr@| . v zeviir@. (4.137)

Prova: Basta mostrar (4.137). Come¢amos relembrando que

[

Analisaremos os termos de (4.138). Para j = 1,...,n, temos

1 1
p I
7. 1P _ j )P p(%+7 ) 1 a0) P
gL, (,)O(Q)H_[f ] +§:(f | |
((p=D(y+y1),0) Qugst QO

(4.139)
Agora, usando (4.9) e procedendo como na obtencdo de (4.129), obtemos, para
cadai=1,...,m,

i > |
(7+7“)0)(Q)H H ((P 1)()’+7(”+1)0)( )H ((p— 1)(7+7’“))0)( )

(4.138)

L

1
v © )7
(f Np(%w )|—>(J)|P] c Ze PBicix (f Nq(p D3 pa(p=1)Biai |§(j)| )
Qi\ﬁ(ko)

IA

f=ko
q(pfl)
< f NP gat=Dis | 0| .
= ko
1N\ ¥
) 717
[Z e—l’r'ﬁiaik)
k=ko
1
<

q
C( f - lez(ﬁ—l)%eq(p—l)ﬁiai |§(J)|q) ’
Q\Qk)
(4.140)

onde na segunda desigualdade usamos a Desigualdade de Holder para soma com
= g(p — 1)/p e na tltima a convergéncia da série, visto que 8 > 0. Ainda,
aplicando a Desigualdade de Holder, segue

[f |§U>”'} Sc(f |g<f)|q) . (4.141)
Qg +1) Qqeg+1)
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Agora de (4.139) — (4.141), temos

g9 L 3. [
H L U 1><7+7“>>0>(Q)H H L (p=D(p~ 1)/3>(Q)“' (4.142)
Analogamente, obtemos
g0 L 70). 1
H L 1><y+y<1>+1>0>( )H < c” s L1y 1, 1)/;)(Q)H (4.143)
E assim, de (4.138), (4.142) e (4.143) segue (4.137).
U

Lema 37 . Parag > pefB > 0, temos fiMe fe(V ( o 0)(9)) paratodo N € N, e
satisfazem

8 Vsp 7,0

KZ, )| < c' Lg (Q)H , (4.144)

onde 2¢é fiM ou £,

=4 . ’ ’ . ~
Prova: Basta fazermos a prova para f, pois para f[N 1 ¢ andloga. Seja entdo W €

(70)(9) dai
|<f_ﬁvv>lsf‘ﬁ0> |W|+Zf‘ﬂ”'|Vﬁ|. (4.145)
o = Ja

Vejamos o primeiro termo de (4.145)

[ [P S L el

Ora, aplicando a Desigualdade de Holder obtemos

g 1/q 1/q
f 'ff°>'|vv| < c(f |ﬁ0>' ] (f |vv|") . (4.147)
Qg+ Quy+1) Qi+

Enquanto, para cada i
f ' W S(f - le/(p—l)(wl)e(p—l)ﬁ,m
Qi\ Q) Q\ Q)
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onde
I = f NGO gy
_ i :
Q\Qky)

Mostraremos agora que a integral /; converge. Comegaremos denotando
0, = ﬁ[—(l’ -D@i+D-yi+1], 6= ﬁ(!’ — 1)B;. Dai

I <c f e ™t , (4.149)

ko

s

onde z = n+ 1 — 6,. E suficiente mostrar que a integral em (4.149) € finita para
z > 0 limitado. Ora, como lim g;(¢) = 0, temos que para ¢y = cy(z,6,) > 0, existe
—o00
11 = ti(co(z, 62)) tal que
gt <cy, Vext.
Dai
M;t
gi(t) < 2cot , Yt>1 = max {tl, —1}
Co

Portanto,

00 To'e) P
f g e " Vdt < c(ko, z,62) + ¢(z,65) f F%dl < oo,
ko 15}

desde que z— 29_50 < —1, mas para isto basta tomarmos ¢, = 3(‘]1(55(1;’_3 iz). Assim temos

mostrado que a integral em (4.149) é finita, ou seja, /; converge e portanto, usando
a Desigualdade de Holder para a soma, de (4.146) — (4.148) vem

R0)| |, R0). 74 >, 74
17 < |05y @| 28 @] 10

Analogamente, se mostra que paracada j=1,...,m,
fg R Vi R (o)) | o AR (o)) (4.151)

Portanto, de (4.145), (4.150) e (4.151) temos (4.144) para f como queriamos
demonstrar.
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Teorema 20 . Dado f e V."P(Q), com q = p, B> 0e7ycomonos teoremas an-

@8
teriores. Existe uma udnica solugio fraca v € Z)(l)’p «@n V(ly’qo)(Q), para o problema
(4.23) e, esta solucgdo, satisfaz as seguintes estimativas:
1
)| 7 v—-La.p p-1
9], < ||Fi Vi@ (4.152)
1
2. 171.q 7 v-Lap T
[¥: vin@| < e| Fiviir @)™ (4.153)

Prova: Seja V"1 € D)7(Q) a solugdo do problema (4.23) com ™ 1o lugar de f,
conforme o Lema 35. Estimaremos agora

1/q l/q
‘ v, L?%O)(Q)H - (L(kon) |V\_;[N]|q) i Zl (Li\ﬂ@()) N;m |V\_;[N]|q] B

Cada um dos termos de (4.154) seréd estimado separadamente. Para o primeiro
termo, como em (4.133), temos

1
=

1/q m ko+3 I
- >
TS TS 4 TS Y031 T O B L
Qug+1) q:Q(ky+2) pargre 4k +2) P23 +2)
(4.155)
Agora, usando o Lema 36 e (4.26), vem
SIN] ANl y~La.p
1999, < 7™ Vi) (4.156)
Como, obviamente
m ko+3
g bd _1’ 5
Vil o+ 22 2N <™ visr@] @asn
q: Qi +2) prg q:Q(ky+2)

de (4.155) - (4.157), temos a seguinte estimativa para o primeiro termo de (4.154)

1/q
2[N1[4 AN1. y-La.p
(f |vv |) < | ;i@
Qqeg+1)

Agora vamos estimar o segundo termo de (4.154). Usando (4.120), temos para
cadai=1,...,mek=kyky+1,...,

1
m (4.158)

_L
p—1
+

(4.159)

N1. N1. yy—1.q, *
HV\_;[ ], Lgy;,O)(wik)H <c {H‘f[ ]a V(i,i,g)p(wik)

2AN]. P *
w ’L(7i+7(-1),0)(wik)
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Agora, usando (4.50) obtemos

vV [ * < ce B [|| FONL.
’ (+y§”,0>(w”‘) = ce f ’ <<p Diy+yO+1),(p— 1)’3( )
l
ADINT. [ P
f T (- D+ O)(p-D)

(4.160)
Analisaremos agora, os termos de (4.160). Paracada j = 1,...,n, temos

APV, | . _ ‘ 1;)[1\/]'
‘f L <<p D(y+yD).(p- M( ) Qg+ 1) /

+z[f p(y,+y ) 4
Q; \Q(ko)

Agora, procedendo como em (4.140), obtemos

1

7’

)

(4.161)

1

4
T I Y R J
Q\Qky) k=ko
< C{ f - Niq(p_l)yie(I(P_l)ﬁiai f_(])[N]'
Q\Qk)
(4.162)

e, como em (4.141),

i 1

>

[ f | < c( f 'ﬁf)mr)q. (4.163)
Qg +1) Qg +1)

Assim, de (4.161) — (4.163), obtemo

|72]

i, L@ <c | fowps o 1)ﬁ)(Q)H. (4.164)

b

((p Diy+yD),(p-1D%)

Analogamente, temos

RO)N FO)NT.
Hf ’ ((p D(y+yD+1),(p- 1)/*( )‘ = C'f L((p DF+D.(p- l)ﬁ)(Q)H' (4.165)
Dai, substituindo (4.164) e (4.165) em (4.160), vem
_1
‘v kL @i < ce™ b || fINI L (@) (4.166)
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Agora, facilmente vemos que

-1 _2B.u:
H]HN]; V@.’g)’”(w?k)‘ < ce” aPi%k

v (4.167)

E assim, de (4.159), (4.166) e (4.167), obtemos

1
HW[NI; L?%O)(wik)H < ce~ b || /N1, v(;;‘)l’P(Q)H’ . (4.168)
Ainda, como S > 0, de (4.168) segue
1/q BN
[ f N |W[N]|") < ||/ v @) (4.169)
_ i ¥.6)
Q\Qky)
E assim, de (4.154), (4.158) e (4.169), temos
1
SIN1. ra AN, yy—La.p =

[v91; 28 o @) < |71 Vi@ (4.170)

Pela tomada de ﬁN 1, sem dificuldades, vemos que

|7 v ] < |7 visire]

Dai, de (4.170), segue

1
N1, 74 £y~ Lar =
|79 2, 0 @) < |7 Vi@
que pela Proposi¢cao 5 nos da
1
[ v = e | vige] @17

Agora, como 0s espacos V(ly”qo)(Q) sdo reflexivos para 1 < g < oo (ver [15],
Teorema 1.3) de (4.171) temos que existe uma subsequéncia, que denotaremos

ainda por V1™, que converge fraco em V(ly’z))(ﬂ), isto €, existe V € V(ly’i))(ﬂ) tal que
(M. @) — (9.8, Vge (V4 @) . (4.172)

Precisamos mostrar entdo, que V € solugdo fraca do nosso problema, isto €,
satisfaz (4.24). Para tal € necessario passar o limite em

f |D(\7[N])|p_2D(\7[N]):D(@’)z(fm,gb’) , V@ e D). (4.173)
Q
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Procedendo como na demonstracdo dos Lemas 35 e 37, obtemos

feD'7(@Q), (4.174)
satisfazendo
(ol <c||f v @l 1], (4.175)
Também € facil ver que
M — F em (V9 (@) eem D7 (Q). (4.176)

Agora, como (4.173) vale para ¢ = VIV, de (4.172) e (4.176) temos, para
AV = —div {|D(ﬁ)|“"2 D(W)},

cp [MM], < fg |IDEMH|” = APV, 9y = (AN 9Ny — (F9),  (4.177)

onde a desigualdade € devido a (1.8) e a convergéncia devido ao resultado cldssico
de [9] (Proposi¢ao II1.5(iv)). Como Z)(l)’p (Q) é reflexivo (ver [20], Exercicio I1.5.1),
devido a (4.177) podemos obter uma subsequéncia (que ainda denotaremos por
VI¥) que converge fraco em Z)(])’p (Q), isto é, existe il € Z)é’p (Q) tal que

VB — @ w)y, Ywe D (Q). (4.178)

Porém, devido ao Lema 37, (4.172), (4.174) e (4.178) temos i = V. Agora
aplicando o Método de Monotonicidade, como no Capitulo 2, concluimos que V
satisfaz (4.24), como queriamos.

Resta ainda provar as estimativas (4.152) e (4.153). Vejamos entdo: (4.152)
segue de (4.175) e (1.8), enquanto (4.153) segue do uso do resultado classico de
[9] (Proposi¢ao II1.5(iii)), devido a (4.172), junto com a estimativa (4.171).
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TRABALHOS FUTUROS

Uma tese de doutoramento € um trabalho inicial de formag¢do do pesquisador.
Nas muitas vezes o trabalho apresenta resultados parciais e levanta muitas questdes
e problemas para trabalhos futuros. Assim, nas linhas abaixo, citaremos algumas
propostas de trabalhos futuros.

Obviamente, este nosso trabalho, nos depara com uma gama de problemas
“duais”, isto é, uma vez que a tese se propos a estudar fluidos shear thickening
(fluidos obedecendo a Lei de Poténcia para p > 2), podemos propor os mesmos
problemas para fluidos shear thinning (1 < p < 2). Um ponto favordvel é a
existéncia de uma literatura para fluidos shear thinning, praticamente em mesmo
volume da literatura para fluidos shear thickening.

Um ponto crucial desta tese foi a questao de regularidade em dominios limita-
dos. Ainda, o que nos deixou mais motivados foi o fato dos resultados, tanto para
fluidos shear thickening quanto para fluidos shear thinning, estarem sendo desen-
volvidos nos dois ultimos anos (pelo menos para n = 3) pelos autores Beirdo da
Veiga, Kaplicky e Ruzicka. Sendo assim, uma possivel proposta de estudo seria
regularida para fluidos com poténcia.

No Capitulo 4, ndo atingimos o objetivo que era obter as estimativas para os
sistemas de Stokes e Navier-Stokes com fluxo prescrito qualquer. Como comenta-
mos na Introducdo, a ndo linearidade do termo com poténcia aniquilou as nossas
tentativas, até entdo. Isto ndo significa a irresubilidade de tal problema.

Por fim, ao iniciar os trabalhos desta Tese, tivemos que decidir entre estudar
o problema de Ladyzhenskaya e Solonnikov para fluidos shear thickening ou o
problema de Leray para fluidos shear thinning. Portanto um problema interessante
€ contribuir com o trabalho do Marusic-Paloka, resolvendo o problema de Leray
para fluidos shear thinning.
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