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Uma vez, um sabio antigo disse:

...Tente imaginar uma &rvore que a partir de uma semente, germina e se torna
forte. Ela prové a sombra para viajantes descansarem e contribui seus
frutos para homens comerem; ao final, descansados os viajantes continuam
suas caminhadas, satisfeitos os homens ddo as costas indo a se preocupar com
a préopria tarefa. Quem faz a companhia para ela? Quem se lembra dela? O
inico ganho dela é exatamente o seu préprio crescimento. 0s grossos e
fortes galhos e tronco sdo a melhor comprovagdo para ela prépria, e a

verdadeira experiéncia é o louvor mais elevado que ela fez para o mundo...
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Resumo

Este trabalho esta dedicado ao estudo dos operadores de Nicodemi, introduzidos em
[7] a partir de uma idéia em [12]. Os operadores de Nicodemi levam aplica¢oes multilineares
(resp. polindomios homogéneos) de um espago de Banach E em aplicagoes multilineares (resp.
polinémios homogéneos) em um espago de Banach F.

O nosso primeiro objetivo é encontrar condigoes para que os operadores de Nicodemi
preservem certos tipos de aplicagoes multilineares (resp. polindmios homogéneos). Em
particular estudamos a preservacao de aplicacoes multilineares simétricas, de tipo finito,
nucleares, compactas ou fracamente compactas.

O segundo objetivo é encontrar condi¢oes para que, se os espacos duais E’ e F” sao
isomorfos, os espagos de aplicagoes multilineares (resp. polinomios homogéneos) em E e I
sejam isomorfos também. Estudamos também o problema correspondente para os espagos
de aplica¢oes multilineares (resp. polinémios homogéneos) de um determinado tipo, como

por exemplo, de tipo finito, nuclear, compacto ou fracamente compacto.
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Abstract

This work is devoted to studying the Nicodemi operators, introduced in [7], follow-
ing an idea in [12]. The Nicodemi operators map multilinear mappings (resp. homogeneous
polynomials) on a Banach spaces E into multilinear mappings (resp. homogeneous polyno-
mials) on a Banach spaces F'.

Our first objective is to find conditions under which the Nicodemi operators preserve
certain types of multilinear mappings (resp. homogeneous polynomials). In particular we
examine the preservation of the multilinear mappings that are symmetric, of finite type,
nuclear, compact or weakly compact.

Our second objective is to find conditions under which, whenever the dual spaces E’
and F” are isomorphic, the spaces of multilinear mappings (resp. homogeneous polynomials)
on E and F are isomorphic as well. We also examine the corresponding problem for the spaces
of multilinear mappings (resp. homogeneous polynomials) of a certain type, for instance of

finite, nuclear, compact or weakly compact type.
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Notacoes

Neste trabalho, utilizamos as seguintes notagoes:
N o conjunto dos nimeros inteiros estritamente positivos
R o corpo dos numeros reais
C o corpo dos nimeros complexos
K RouC
D,E,F,G espacos de Banach sobre K
E™  oproduto £ x --- x E

m—Uvezes

m

x a m-upla (z, ..., )
N——

m—uvezes

Bgm  a bola fechada unitaria de E™

B(z,r) a bola aberta com centro em z e raio r

L,(™E;G) o espago das aplicagoes m— lineares de E™ em G

L(™FE;G) o espago das aplicagoes m— lineares e continuas de E™ em G
Ly(E;G) = L,('E;G)

L(E;G) = L('E;Q)

E* = L,(E;K)

FE' = L(F;K)

L:(™E;G) o espago das aplicagoes m— lineares simétricas de E™ em G
L*("E;G) o espago das aplicagbes m— lineares continuas e simétricas de E™ em G
P.("E;G) o espago dos polinomios m- homogéneos de E em G
P(ME;G) o espago dos polinémios m- homogéneos continuos de F em G
Li(™E;G) o espaco dos elementos de L(™E; G) que sao de tipo finito
L;(™E) = L{("E;K)

Ln(ME;G) o espago dos elementos de L(™E; G) que sao nucleares
Ly("E) = Ln("E;K)



Notacoes

P:(™E;G) o espaco dos elementos de P(™E; G) que sdo de tipo finito
Pi(ME) = Py("E;K)
Pn("E;G) o espago dos elementos de P(™E; G) que sao nucleares
mE) = Py(ME;K)
) o espago dos elementos de L(™F; G) que sdo compactos
"E:G) = L*(ME;G)N Lg(ME;G)
) o espaco dos elementos de P("E; G) que sdo compactos
Lwk(™E;G) o espago dos elementos de L("™E; G) que sao fracamente compactos
Ly (ME;G) = L*("E;G) N Lyg("E;G)

Pwir("E;G) o espago dos elementos de P("™E; G) que sao fracamente compactos



Introducao

O problema de estender funcoes holomorfas de um espago de Banach E a um espago
de Banach F' D E foi estudado pela primeira vez por Aron e Berner [1]. Eles provaram
que cada funcao holomorfa de tipo limitado em E se estende a uma fungao holomorfa de
tipo limitado no bidual E” de E. Para atingir seu objetivo eles construiram operadores
de extensao para os espacos de aplicagoes multilineares e usaram as séries de Taylor para

estender fungoes holomorfas.

Seguindo uma idéia de Nicodemi [12], P. Galindo, D. Garcia, M. Maestre e J. Mujica
[7] definiram uma seqiiéncia de operadores R, : L(™FE) — L(™F) a partir de um operador
arbitrario Ry : £/ — F'. Por esse motivo os operadores R,, sao chamados de operadores de
Nicodemi. Quando Ry : E' — E"” é o mergulho candnico, os operadores R,, : L("E) —
L(™E") coincidem com os operadores de Aron-Berner.

Se G é um espago de Banach, entao cada R, : L(™E) — L(™F) induz de manecira
natural um R, : L(ME;G") — L("F;G"). Se Ry : E' — E" é o mergulho canonico, entao os
operadores ]f%jn também coincidem com os operadores de Aron-Berner no caso de aplicagoes

multilineares com valores vetoriais.

Os operadores R,, : L(™E) — L(™F) induzem de maneira natural operadores R, :
P("E) — P(™F). De maneira andloga os operadores R : L(™E;G") — L(™F;G") induzem
operadores Ry, : P("E;G') — P("F;G').

Um dos objetivos deste trabalho é estudar a hereditariedade dos operadores de
Nicodemi, ou seja, estudar as propriedades das aplicacoes multilineares e polinomios ho-
mogéneos que sao preservadas pelos operadores de Nicodemi. Por exemplo, se A é uma
aplicacao multilinear simétrica, de tipo finito, nuclear, compacta ou fracamente compacta,
entao R,,A ou I/%;A tem a mesma propriedade? E se P é um polinéinio homogéneo de
tipo finito, nuclear, compacto ou fracamente compacto, entao EmP ou EmP tem a mesma

propriedade?
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Além disso, observamos que se ¢ : E — F é um isomorfismo, entao
Co:QeP("F)—QopeP("E)

¢ um isomorfismo, ou seja, cada isomorfismo entre £ e F' induz um isomorfismo entre P("E)
e P(™F) para todo m € N, onde C, é conhecido como operador de composi¢ao. Seria
importante saber se cada isomorfismo entre os duais E' e F’ induz um isomorfismo entre
P(™E) e P(™F) para cada m € N. J. C. Diaz e S. Dineen foram os primeiros pesquisadores
que estudaram esse problema. Em [6], eles mostraram que se E’ e F’ sdo isomorfos, e E’
possui a propriedade de Schur e a propriedade de aproximagao, entdao P("E) e P(™F') sao
isomorfos para todo m € N. Este resultado foi desenvolvido e melhorado em artigos mais
recentes. S. Lassalle e I. Zalduendo mostraram em [10] que se E’ e F” sdo isomorfos, e E e
F sao simetricamente Arens-regular, entao P("™FE) e P(™F) sao isomorfos para todo m € N.
Na tese, conseguimos demonstrar com uma outra técnica este mesmo resultado de S. Lassalle
e 1. Zalduendo em [10]. Além disso, provamos que se E’ e F” sao isomorfos, entao os espagos
de polinémios homogéneos de tipo finito (respectivamente nuclear) definidos em E e F' com
valores escalares ou com valores vetoriais sao isomorfos; e se ' e F’ sao isomorfos, e E e
F sao simetricamente Arens-regular, entao os espagos de polinomios homogéneos compacto
(respectivamente fracamente compacto) com valores vetoriais sao isomorfos. Por processo
l6gico, comecamos sempre a pesquisa a partir de aplicacoes multilineares. Com mais detalhes,
apresentamos a seguir o contetido de cada capitulo deste texto:

Na primeira se¢ao do Capitulo 1, apresentamos a definicao da seqiiéncia de Nicodemi
e os dois Teoremas 1.1.3 e 1.1.6 muito importantes para nosso trabalho. O Teorema 1.1.3
mostra a relacao entre uma seqiiéncia de Nicodemi arbitraria de aplicacoes com valores es-
calares e a seqiiéncia de Nicodemi comecando com o mergulho canénico E' — E". Este teo-
rema sera muito Gtil na secao 1.3, na demonstracao do Teorema 1.3.4. O Teorema 1.1.6 sera
fundamental para o Capitulo 4. Sob certas condigoes os operadores R, e R\,; da seqiiéncia de
Nicodemi preservam aplicagoes multilineares simétricas definidas em espago de Banach com
valores escalares ou vetoriais respectivamente. Na tultima secao do Capitulo 1, mostramos
que se E’' e F’ sao isomorfos entdo L(™F) e L(™F) sao isomorfos. A seguir estendemos este
resultado ao caso de aplicagoes multilineares com valores vetoriais. Mais especificamente,
se E' e F' sao isomorfos entao L(™E;G’) e L("F;G") sao isomorfos. Para obter resultados
semelhantes no caso dos espagos de aplicagoes multilineares simétricas, precisamos adicionar

uma hipétese de regularidade nos espacos de Banach. Mais especificamente, se E' e F' sao
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isomorfos, e F e F' sado simetricamente Arens-regular, entao L*(™FE) e L*("™F') sao isomorfos
e L*("E;G") e L*(™F;G") sao isomorfos para todo m € N. Finalmente, obtemos que se E’
e I’ sao isomorfos, e E e F sao simetricamente Arens-regular, entdao P(™E) e P(™F) sao
isomorfos e P("E; G') e P(™F; G') sao isomorfos para todo m € N. Estes iltimos resultados
ja sao conhecidos ( ver [4], [5] e [10]), mas nossas demonstragoes sao diferentes.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo de aplicacoes multilineares ou polinémios ho-
mogéneos de tipo finito. Na primeira secao do Capitulo 2, mostramos que os operadores R,,
e fi\:n da seqiiéncia de Nicodemi preservam aplicacoes multilineares de tipo finito definidas
em espacos de Banagh com valores escalares e vetoriais respectivamente. Depois vemos que
os operadores ]?Zm e Em da seqiiéncia de Nicodemi preservam polinomios homogéneos de tipo
finito definidos em espagos de Banach com valores escalares e vetoriais respectivamente. Na
secao 2.2, estudamos os teoremas de isomorfismos entre espacos de aplicagoes multilineares
ou polinomios homogéneos de tipo finito em espacos de Banach. Mais especificamente, se
E’" e F' sdo isomorfos, entao Lf(™FE) e L;(™F) sao isomorfos e Ly("E;G') e Ly("F; G') sao
isomorfos para todo m € N. No caso de polinomios homogéneos de tipo finito, temos teore-
mas semelhantes, ou seja, se £’ e F' s@o isomorfos, entao P;(™E) e Py(™F) sdo isomorfos e
Pi("E;G') e Ps(™F;G") sao isomorfos para todo m € N.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo de aplicacoes multilineares ou polinémios ho-
mogéneos nucleares. Os resultados estudados neste Capitulo sao semelhantes aos do Capitulo
2.

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo de aplicagoes multilineares ou polinomios ho-
mogeneos compactos ou fracamente compactos. Na primeira se¢ao do Capitulo 4, mostramos
que os operadores }f%; da seqiiéncia de Nicodemi preservam aplicagoes multilineares com-
pactas (resp. fracamente Compactzis) definidas em espacos de Banach com valores vetoriais.
Depois vemos que os operadores ém da seqiiéncia de Nicodemi preservam polinémios ho-
mogeéneos compactos (resp. fracamente compactos) definidos em espacos de Banach com
valores vetoriais. Na secao 4.2, estudamos os teoremas de isomorfismos entre espacos de
aplicagdes multilineares ou polinomios homogéneos compactos (resp. fracamente compactos)
em espacos de Banach. Mais especificamente, se E' e F’ sao isomorfos, e E e I’ sdo simet-
ricamente Arens-regular, entdao L3 ("E;G’) e L3 (™F;G') sao isomorfos e Pr("E;G') e

Pr(™F;G") sao isomorfos para todo m € N.



Capitulo 1

Operadores de extensao de aplicacoes
multilineares ou polinomios

homogéneos

Na primeira secao deste Capitulo, estudaremos a seqiiéncia de Nicodemi (R,,), e
depois veremos que sob certas condigoes os operadores R,, da seqiiéncia de Nicodemi preser-
vam aplicagoes multilineares simétricas. Finalmente obteremos teoremas de isomorfismos
entre espacos de aplicagoes multilineares ou polinomios homogéneos em espacos de Banach.

Neste trabalho, as letras D, E, F' e G representam sempre espacos de Banach sobre
o mesmo corpo K, onde K = R ou C. N denota o conjunto de todos os nimeros inteiros
estritamente positivos. Denotaremos por L,(™E; G) o espago vetorial de todas as aplicagoes
m— lineares de E™ em G, e por L(™E;G) o subespaco de todos membros continuos de
L,("E;G). L(™E; G) é um espago de Banach sob a norma natural. Se G = K, escreveremos
L,("E)emvez de L,("E;K), e L("E) em vez de L("E;K). Se m = 1, escrevemos L, (F; G)
em vez de L,(*E; G), e L(E; G) em vez de L(*E;G). Sem =1 e G =K, denotaremos L,(E)
por E*, o dual algébrico de E, e denotaremos L(F) por E’, o dual topolégico de E. O
isomorfismo

L, : La(””"E; G) — L,("E; L,("E;G))

definido por I, A(x)(y) = A(z,y) para todo A € L,(™™"E;G),x € E™,y € E", induz uma
isometria entre L("™"E;G) e L(™E; L("E; G)). O isomorfismo

T': A€ Ly("E; Ly("F;G)) — A" € L,("F; L,("E; G))

6
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definido por A'(y)(z) = A(x)(y) para todo A € L,("E; L,("F;G)),x € E™ y € F", induz
uma isometria entre L(™E; L("F;G)) e L("F; L(™FE;G)). Nés consultamos [11] para as

propriedades de aplicagoes multilineares.

1.1 Sequéncias de Nicodemi

No nosso trabalho, utilizaremos a seqiiéncia de Nicodemi definida em [7] para

demonstrar todos os teoremas. Entao vamos lembrar a definicao da seqiiéncia de Nicodemi.

Definig¢ao 1.1.1. ([7]) Dado um operador linear e continuo Ry : L(F; G) — L(F;G), seja
R, : L("E;G) — L(™F; Q) definido indutivamente por Ry, 1A = I }[Ry 0 (Ryo L, (A))]
para todo A € L(™E;G) e m € N,

A seqiiéncia de operadores R, é precisamente a seqiiéncia de operadores construida

por Nicodemi em [12]. Portanto a seqiiéncia é dita a seqiiéncia de Nicodemi comegando com

R;.

Exemplo 1.1.2. ([7, Example 1.2]) Seja Ty : E' — E" o mergulho candnico e seja T,, :

L(M™E) — L(™E") a seqiiéncia de operadores de Nicodemi come¢ando com T .

A seqiiéncia do Exemplo 1.1.2 coincide com a seqiiéncia de operadores construida
por Aron e Berner em [1, Proposition 2.1].

O proximo teorema mostra a relacao entre uma seqiiéncia de Nicodemi arbitraria
de aplicagoes com valores escalares e a seqiiéncia de Nicodemi comegando com o mergulho

canonico B’ — E". Este teorema serd muito 1til na secao 1.3, na demonstragao do Teorema
1.3.4.

Teorema 1.1.3. Sejam R, : L("E) — L(™F) uma seqiéncia de Nicodemi e T, :
L(ME) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi comegando com o mergulho candnico Ty =

Jg B — E" e seja Jp : F — F" o mergulho canénico. Entao

R A1, - Ym) = T AR (Jpyn), - R (JPYm))

para todo A € L("E), e y1,....,ym € F, onde R} é o transposto de Ry .
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Demonstragao. Provaremos por indugao sobre m. Se A € L(E) = E', temos que

RiAly) = (Jry, R14)
= (Ri(Jry), A)
= (LA Ri(Jry))
= TAR(Jry))

para todo y € F. Suponhamos que a igualdade do Teorema 1.1.3 seja verdadeira para formas

m— lineares. Seja A € L(™"'E). Provaremos inicialmente que
T 1A(215 oo 2, Ry (TpYy)) = T [(Ry 0 L, A (9)](21, -, 2m) (1.1)
para todo z1, ..., 2z, € E” e y € F. Pela construcao da seqiiéncia de Nicodemi, temos que
T 1A(21, ooy 2y, R (Tpy)) = T [(Th 0 L, AV(R (Tey)] (21, oy Zim).- (1.2)
Por isso, para obter (1.1) comparando com (1.2), basta provar que
(By 0 LAY (y) = (Ts o I, AY (R, (Jry)).

De fato,

(Ty o L, ARy (Jpy)) (21, oy ) = Ti[LnA(zy, ..., 20) (R (TFY))
= (R\(Jry), [nA(x1, oy Tm))
= (Jpy, B[l ATy, s T)])
= (Ry[InA(zy, ..., x0)], )
= Ry A(z1, .., z0)| ()
= (Ryo I, A y) (1, ..., 2m)

para todo xy, ..., z,, € E. Assim, pela hipétese de inducao e (1.1), temos que

Rm+1A(yl7 vy ym-i—l) = Rm[(Rl o [mA)t(ym-i-l)](yla ceey ym)
= Tul(Ry o InA) (Yms1)|(RL(Tpin), -y RY(Tpym))
= T AR (Jryr); s Ry (TFYm), By (TFYmen))-

para todo y1, ..., Yms1 € F. O
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Agora, lembramos uma Proposigao em [7]. Esta Proposigao nos oferece uma maneira
natural de associar a cada seqiiéncia de Nicodemi de aplicacoes com valores escalares uma

seqiiéncia de Nicodemi de aplicagoes com valores vetoriais.

Proposicao 1.1.4. ([7, Prop. 4.1]) Dado Ry € L(E'; F'), seja R, € L(L(E;G"), L(F;G"))
definido por EA(y)(z) = Ry(0, 0 A)(y) para todo A € L(E;G') e y€ FezeG, onded, :
G' — K ¢ definido por 6,(2') = #/(2) para todo 2 € G'. Se (Ry,) € (Ry) sdo as seqiiéncias
de Nicodemi comecando com Ry e Ry respectivamente, entdo }f%;A(y)(z) = R,,(0, 0 A)(y)
para todo A € L("E;G'), y € F™ e z € G.

Exemplo 1.1.5. Seja T,,, : L(™E) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi comegando com
o mergulho canénico Ty : E' — E", e seja T, : L(ME;G") — L(™E";G") a seqiiéncia de

Nicodemi correspondente a (T,,).

Observamos que como G’ é um C;— espago (veja [1, Example 1]), a seqiiéncia T :
L("E;G") — L(ME";G") C L(™E";G") do Exemplo 1.1.5 coincide com a seqiiéncia de
operadores construida por Aron e Berner em [1, Proposition 2.1].

A seguir, estenderemos o Teorema 1.1.3 ao caso de seqiiéncias de Nicodemi de

aplicacoes com valores vetoriais. O Teorema 1.1.6 serd muito importante para o Capitulo 4.

Teorema 1.1.6. Sejam R, : L(™E) — L(™F) uma seqiiéncia de Nicodemi e T,, :
L(ME) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi comegando com o mergulho canénico Ty =

Jg BN — E" e seja Jp : F'— F" o mergulho canonico. Sejam

R, : L("E;G") — L("F:G)
T, : L("E;G') — L(™E";G")

as seqiiéncias de Nicodemi correspondentes a (R,,) e (T,,). Entao

para todo A € L("E;G'), e y1,...,ym € F, onde R} € o transposto de R;.
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Demonstragao. Provaremos por indugao sobre m. Se A € L(E;G'), temos que
RAW)(z) = Ri(0:0A)(y)
= (Jry, Ri(0, 0 A))
= (Ri(Jry), (0.0 A))
= (T1(0. 0 A), By (Jry))
= AR (Try)(2)
para todo y € F' e z € G. Suponhamos que a identidade seja verdadeira para formas m—

lineares. Seja A € L(™™FE;G"). Provaremos inicialmente que
Tt A(z1, ooy 2, By(Jry)) = Trl(Ry 0 Ly A)' ()] (21, ey 21m) (1.3)

para todo 21, ..., 2z, € E” e y € F. Pela construcao da seqiiéncia de Nicodemi, temos que

—_—~—

Tos1A21, oory 2, By (Jry)) = Tl(T1 © L A (B (Jr9))) (21, oo 2m). (1.4)
Por isso, para obter (1.3) comparando com (1.4), basta provar que
(R1 0 1, A)'(y) = (Th © LnA)' (B (Jry)).

De fato,

(Ty © I A (RY(Jpy)) (@1, ooy 2n)(2) = TalImA(z1, ooy 2) (R (Jry)) (2)
= Ti[0, 0 L, A(z1, ..., xm)]| (R (JFY))
= (Ry(Jry),0, 0 [, A(x1, ..., )
= (Jpy, R1[0, 0 [, A(xy, ..., Tpm)])
= (Ri[0, 0 [, A(x1, ..., xm)], y)
= Ri[d, 0 I, A(x1, ..., xm)](y)
= (Ry 0 LA (y) (21, ... ) (2)

para todo xy, ..., 2z, € F e z € G. Assim, pela hip6tese de inducao e (1.3), temos que

—_~—

Rm+1A(y17 ceey merl) = R\’;’LKE o [mA)t<ym+1)](y17 L) ym)
= Tul(Ry 0 LnA) (Yms) | (R (TE1), -y Ry ()
= Tt ARY(Tpn), oy R (Tpm) . By (Jrymsn))-

para todo yi, ..., Yms1 € F. 0
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1.2 Preservacao de aplicacoes multilineares simétricas

Nesta segao, veremos que sob certas condicoes os operadores R,, da seqiiéncia
de Nicodemi preservam aplicagoes multilineares simétricas. Inicialmente lembramos alguns

resultados em [7], que serao utilizados na demonstracao do Teorema 1.2.6.

Proposicao 1.2.1. ([7, Proposition 2.1]) Seja R, : L(™E; G) — L(™F;G) uma seqiiéncia
de Nicodemi. Se eziste J € L(E;F) tal que RiA(Jx) = A(x) para todo A € L(E;G) e
xr € E, entao a seqiéncia (R,,) € dita a seqiiéncia de Nicodemi de operadores de extensao
para J, e R, A(Jxq, ..., Jxy,) = A(z1, ..., ) para todo A € L(™E;G) e x1,...,x,, € E.

Observamos que a seqiiéncia de Nicodemi (7;,,) do Exemplo 1.1.2 ([7, Example 1.2]) é
a seqiiéncia de Nicodemi de operadores de extensao para o mergulho canonico Jg : E — E”.
De fato, seja T} : E' — E” o mergulho canonico, entao (T12', Jpx) = (2/,x) para todo

el exeFE.

Lema 1.2.2. ([7, Lemma 3.4]) Seja R,, : L("E;G) — L(™F;G) uma seqiéncia de
Nicodemi de operadores de extensao para algum J € L(E; F). Entdo

(RnA) (u) = RpA° (u)

para todo A € L("E;G), toda transposi¢ao de forma o = (j,j + 1) e todo u € F™ tal que
'LL]' c J(E)

Proposicao 1.2.3. ([7, Proposition 5.1]) Seja T,, : L(™E) — L(™E") a seqiiéncia de
Nicodemi come¢ando com o mergulho candnico Ty = Jg : E' — E". Se A € L(™E), entdo
o funcional linear

i € B — T, A(Jpzy, .., Jprj 1,25, 2%, xy) €K
¢ o(E", E") -continua para r1,...,v;1 € E exf,,,...,x; € E" firados.

Denotaremos por L:(™E;G) o espago vetorial de todas as aplicagbes m— lineares
simétricas de E™ em G, e por L*(™F;G) o subespaco de todos os elementos continuos de
L:(™E;G). Lembramos que um espaco de Banach E é dito Arens - regular se todos os
operadores lineares £ — E’ sao fracamente compactos e é dito simetricamente Arens -
regular se a referida propriedade é assumida somente por operadores lineares simétricos.
Um operador T': E — E’ é dito simétrico se Tz(y) = Ty(z) para todo z,y € E.(veja [3] e

[8]) Lembramos também que se F é simetricamente Arens - regular, entao T,,A € L*(™E")
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para cada A € L*(™FE), onde (T},,) é a seqiiéncia de Nicodemi comegando com o mergulho
canodnico T = Jg : E' — E" (veja [2, Theorem 8.3]).
Agora, estamos prontos para estudar os Teoremas de preservacao de aplicacbes mul-

tilineares simétricas.

Teorema 1.2.4. Sejam R, : L(™E) — L(™F) uma seqiiéncia de Nicodemi e T,, :
L(ME) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi comegando com o mergulho canénico T} =
Jg o B — E", e seja Jp : F — F" o merqulho candnico. FEntao, se T,,A é simétrica,
R, A € simétrica também. Em particular, se E € simetricamente Arens - reqular, entao
R,A € L*("F) para cada A € L*(™E).

Demonstragao. Pelo Teorema 1.1.3 temos que

Rn A1, - Ym) = T AR (Jryn), s By (JEYm)),

logo se T,,, A é simétrica, entao R,,A é simétrica também. Agora, se E' é simetricamente Arens
- regular, temos que a extensao de Aron - Berner T,,,A é simétrica para todo A € L*("E).
Concluimos que R,,A € L*("F') para cada A € L*("™E).

O

Teorema 1.2.5. Seja R, : L(™E) — L(™F) uma seqiiéncia de Nicodemi e seja R,
L(ME;G") — L("F;G") a seqiéncia de Nicodemi correspondente a (R,,). Se E é simetri-
camente Arens - reqular, entdo R,A€ L*(™F;G'") para cada A € L*(ME; G").

Demonstragao. Pela Proposigao 1.1.4 ([7, Proposition 4.1]), temos que
Ry A(y)(2) = Rin(0. 0 A)(y) (1.5)

para todo A € L(™E,G"), y € F™ e z € G. A identidade (1.5) implica que se A é simétrica,
entao ]%;,JA é simétrica também. De fato, se A é simétrica, entao 9, o A é também simétrica.
Por conseguinte como FE é simetricamente Arens - regular, vimos pelo Teorema 1.2.4 que
R, (6, 0 A) é simétrica, logo E;LA é simétrica, pois dada o uma permutagao de {1,...,m},
temos que

RmA(ya(l)a ey ya(m))('z) = Rm(éz © A) (y0(1)7 ceey ya(m))
= Rn(6.0A) Y1y YUm)

para todo z € G. Assim concluimos que ﬁ:nA e L*("F;G). O
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No Teorema 1.2.6, denotaremos Jr(y) por y, para todo y € F', e Jg(z) por x, para

todo x € E, e seguiremos as mesmas notagoes do Teorema 1.1.3 acima.

Teorema 1.2.6. Sejam R,,, : L("E) — L(™F) uma seqiiéncia de Nicodemi, T,,, : L(™E) —
L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi comeg¢ando com o merqulho canénico Ty = Jg : B — E",
e seja Qn : L(MF) — L(™F") a seqiéncia de Nicodemi comecando com o merqulho

canonico Q1 = Jp : F' — F". Se T,,A € simétrica, entdo
Qm o RpAlwy, ..., wy,) = Ty A(Rywy, ..., Riwy,)

para todo A € L(™E), w; € F” em € N.

Demonstragao. Provaremos, por inducao sobre k € N, que

Qm o RmA(wla cony Wiy Yket15 -1y ym) = TmA(Rll(wl)v sy Rll(wk)a Rll(yk’-l-l)’ sy Rll(ym))

para todo y; € F e w; € F”. Lembramos que (i) @, B e T,,A sao fracamente estrela
continuas na sua primeira variavel para todo B € L(™F) e A € L(™FE) pela Proposicao
1.2.3 ([7, Proposition 5.1]); (ii) os elementos de F” e os de Jp(F') podem ser permutados em
variaveis de @Q,,, B pelo Lema 1.2.2 ([7, Lemma 3.4]); (iii) R} é o(F", F')—o(E", E') continua.
Se k = 1, pelo Teorema de Goldstine, seja (y,) uma rede em F' tal que y, — w; na topologia
o(F",F"); (iv) pela Proposigao 1.2.1, temos que T,,A(x1,...,xy) = A(xy, ..., z,,) para todo
A€ L(ME) e x1,....xm € E; e QuB(y1,...,ym) = B(y1, ..., ym) para todo B € L(™F) e
Ui, -, Ym € F. Entao, sendo Ry, A(Ya,Y2e o, Ym) = T A(R Yo, RiY2, ., RiYym) pelo Teorema
1.1.3

Qm 0 RnA(wi, Yooy Ym) = Qu(RinA) (w1, Yo.e, Ym)
= 1im Qu(RinA) (Yo Yo Yim)
= Um(RinA) (Y, Y2 Ym)
= lim T A(R Yo, Riyo, . RiYm)
= T,A(R\wy, Riya, ..., Riym).

Agora, supondo que a identidade vale para k, provaremos que a identidade vale para k + 1.
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Pela hipétese da inducao e sendo T,, A simétrica, temos que

Qm © R AW, ooy Wi 1, Y2y oy Ym) = QR A) (W1, ooy Wi 1, Ykt 2y vy Yim)
= 1im Qu(RmA) (Yo, Wa, -+ Wes1, k42, -+ Ym)
= ligan(RmA)(wQ, ey Wt s Your Ykt2y - Ym)
= lim T A(Rjwa, ..., Riwgy1, Yo, RiYki2s -y RYm)
= lingmA( W Rywa, .o, Riwgs 1, RiYktay oy RYm)
= TnA(Rwr, ..., Riwgs1, RiYkio, oy RYm)-

Portanto, temos que

Qm o RpA(wy, ..., wn) = T, A(Rjwy, ..., Riw,y,).

O Teorema 1.2.6 sera muito importante para a proxima segao.

1.3 Isomorfismos entre espacos de aplicacoes multi-

lineares ou polinémios homogéneos

Denotaremos por P,(™F;G) o espago vetorial de todos os polinomios m— ho-
mogéneos de F em G, e por P("E; G) o subespago de todos membros continuos de P,("E; G).
Se G = K, escrevemos P,("E) e P(™E) ao invés de P,("E; K) e P("™E; K) respectivamente.
Dada uma aplicagdo A € L,(™E;G), podemos associar de maneira natural um polindémio
m- homogéneo A € P,(™E; @) dado por :

X(:p) = Az™
para todo x € E. A aplicacao
Ae L’("E;G) — Ae P("E;G)

¢ um isomorfismo. Veja [11] para maiores detalhes.
Nesta secao veremos que cada isomorfismo entre £’ e F’ induz um isomorfismo entre

L("E;G") e L(™F;G") para cada m € N. Se E e F sado simetricamente Arens-regular, entao
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cada isomorfismo entre E’ e F” induz também um isomorfismo entre P("E;G") e P("F;G’)
para cada m € N.

Dado um operador linear e continuo
R, : L("E;G) — L(MF;G),
definimos
Un: A€ L("D;L("E;G)) — Ry,oAc L("D; L("F;G)).
Observamos que se R, é um isomorfismo entao U,, também o é, cuja inversa

U, L("D; L("F;G)) — L("D; L("E; G))

m

é definida por U,,}(B) = R;,! o B para todo B € L("D; L(™F;G)) onde R, é a inversa de
R,,. Além disso, gostariamos de lembrar o leitor que o dominio e o contradominio de cada
I,,, Tt e U,, podem ser diferentes. Assim, com as notacoes anteriores, é possivel reescrever

a definicao dos operadores de Nicodemi da maneira seguinte:
Lema 1.3.1. Dado o operador

R, :L("E;G) — L("F;Q),
o operador

Rypyi1: L("ME;G) — L™ F; Q)
¢ dado por
Rp1(A) = I Rpo (RioLy(A)) ) =1 oT o U, 0o T o Uy o I,,,(A)

para cada A € L(™ME;G).

Teorema 1.3.2. Se E' e I’ sao isomorfos, entao L(™E) e L(™F') sdo isomorfos para todo

m € N.

Demonstracao. Como E’ e F’ sdo isomorfos, existe um isomorfismo Ry : B/ — F’.
Seja R, : L(™E) — L(™F) a seqiiéncia de Nicodemi comecando com R;. Provaremos
por indugao sobre m que R, é um isomorfismo de L(™FE) sobre L("™F') para todo m € N.
Por hipétese Ry : £/ — F’ é um isomorfismo. Supondo que R; e R,, sao isomorfismos,

provaremos que R, 1 é também um isomorfismo. De fato, podemos reescrever

Rm+1:];10TtoUmoTtoUloIm.
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Como R; e R, sao isomorfismos, temos que U; e U, sao também isomorfismos. Por con-
seguinte R,,41 é um isomorfismo de L(™™'E) sobre L(™"'F) sendo uma composta de iso-

morfismos. Portanto L(™FE) e L("™F) sao isomorfos para todo m € N. O

Teorema 1.3.3. Se E' e I’ sao isomorfos, entao L("™E;G') e L("™F; G") sao isomorfos para

todo m € N e todo G.

Demonstracao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : B/ — F’. Seja
R,, : L(™E) — L(™F) a seqiiéncia de Nicodemi comecando com R;. Seja
R, : L("E,G') — L("F,G")
a seqiiéncia de Nicodemi correspondente a (R,,). Observamos que
(0. 0 RpA) = Ry (8, 0 A) (1.6)
para todo z € G e A € L(™E;G"). De fato, pela Proposigao 1.1.4 ([7, Proposition 4.1}),
(02 0 B A)(y) = R A(y)(2) = R (3- 0 A)(y)

para todo y € F™. Vimos na demonstracao do Teorema 1.3.2 que R,, é também um
isomorfismo para todo m € N. Denotaremos por S,, : L(™F) — L(™FE) a inversa de R,,

para todo m € N. Definimos
St L("F;G') — L("E; )
por SpB(z)(2) = Sp(d, o B)(x) para todo B € L(™F;G'), x € E™,z € G e m € N. Temos
que 3; é linear e continua. De modo similar, pela Proposi¢ao 1.1.4 temos
(3. 0 SpB) = (6, 0 B) (1.7)

para todo z € G e B € L("F;G"). Provaremos que R,, é um isomorfismo de L(™E;G") sobre
L(™F;G") para todo m € N. De fato, temos que por (1.6)

—~ ~ —~

Smo RnA(@)(2) = Su(RnA)(@)(2)
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para todo A € L("E,G"),x € E™ e z € G, ou seja (gl o R;)A = A, para todo A €
L(ME,G'),z € E™ e z € G. Ou seja (S,, o Ry)A = A para todo A € L(™E;G’). De modo
andalogo e (1.7), podemos provar que (}f%\;n o g;L)B = B para todo B € L(™F;G"). Logo S 6
a inversa de R,,, e portanto R,, 6 um isomorfismo de L(ME;G") sobre L(™F;G"). Portanto

L(M™E;G") e L(™F;G") sao isomorfos para todo m € N. d

No Teorema 1.3.4, denotaremos Jg(z) por z, para todo z € E. Seguindo esta
notacao, lembramos que pela Proposicao 1.2.1 T,,A(xy, ..., 2,) = A(zq,...,2,) para todo
Ae L(ME)ex,..,xm € E.

Teorema 1.3.4. Se E e F sdo simetricamente Arens - reqular, e E' e F' sdo isomorfos,
entao L*("E) e L*("™F) sao isomorfos para todo m € N.

Demonstracao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : B/ — F’. Seja
Ry, o L(ME) — L(™F) a seqiiéncia de Nicodemi comecando com R;. Seja S; = Ry ' : F/ —
E’ a inversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™E) a seqiiéncia de Nicodemi comecando com

Sp. Como F é simetricamente Arens - regular, temos que pelo Teorema 1.2.4
Sm(L*(MF)) C L*("E). (1.8)
Pelo Teorema 1.1.3 temos que
S B(Z1, .y ) = QmuB(S121, ..., S1ZT1m)

para todo B € L(™F), e z1,...,x,,, € E, onde S] é o transposto de S;. Em particular, temos

que
SR A) (21, ooy T) = Quu (R A)(S121, ooy S1T0m) (1.9)

para todo A € L("™FE). Por outro lado, como E é simetricamente Arens - regular, temos que

pelo Teorema 1.2.4
R, (L*(ME)) C L*("F). (1.10)
Além disso, pelo Teorema 1.2.6 temos que

Qm(R,A)(ST1, ..., S1w) = T, A(R(S11), .., R (S1T0)). (1.11)
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para todo A € L*("™FE). Portanto concluimos por (1.9) e (1.11)

SR A) (21, s t) = Qum(RynA)(SiT1, ey S1T0m)
= T,A(R|(S1x1), ..., R{(S1Zm))

= ThA(xy,....,xp)
= A(xy,....xm),
para todo A € L*(™FE), ou seja
(SmoR,)A=A (1.12)

para todo A € L*(™FE). De modo andlogo, podemos provar que
(Ry0oSn,)B=RB (1.13)

para todo B € L*("™F'). Assim obtemos que por (1.8),(1.10),(1.12) e (1.13) L*(™FE) e L*("™F)

sao isomorfos. U
Em [7], dada uma seqiiéncia de Nicodemi R, : L(™E;G) — L(™F; G), foi definido
R, : P("E;G) — P("F;G)

por }A%mg = m para cada A € L*("E;G).
O seguinte teorema foi provado por Lassalle - Zalduendo em [10] e por F. Cabello

Sénchez, J. Castillo e R. Garcia em [5], por outros métodos.

Teorema 1.3.5. Se E e F sao simetricamente Arens - reqular, e E' e F' sao isomorfos,
entio P(™E) e P(™F) sao isomorfos para todo m € N.

Demonstracao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : E' — F’. Seja
R, : L(™E) — L(™F) aseqiiéncia de Nicodemi comegando com R;. Seja S} = Ry : F' —
E’ ainversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™E) a seqiiéncia de Nicodemi comeg¢ando com

S1. Seja
R, : P("E) — P("F) (1.14)
definido por émg = m para cada Ae P(ME), e seja

Sy i P(™F) — P(™E) (1.15)
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definido por :S’\m}l\ = S/mz\4 para cada Be P("F). Como F é simetricamente Arens - regular,

por (1.12) da demonstracio do Teorema 1.3.4 temos que, para cada A € P(™E)

(S o Rp)(A) = Spn(RnA)
= S,(RnA)
= Su(RnA)
= A
Ou seja
(SpoRn)A=A (1.16)

para todo A € P(™E). Como F é simetricamente Arens - regular, de maneira analoga

podemos provar que
(Ry o Sn)B =B (1.17)
para todo B € P(™F). Assim obtemos que por (1.14),(1.15),(1.16) ¢ (1.17) P("E) ¢ P("F)

sao isomorfos para todo m € N. [l

Teorema 1.3.6. Se E e F sao simetricamente Arens - reqular, e E' e F' sao isomorfos,

entio L*("E;G') e L*(™F;G'") sao isomorfos para todo m € N.

Demonstracao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : E' — F’. Seja
R, : L(™E) — L(™F) aseqiiéncia de Nicodemi comecando com R;. Seja S; = Ry : F' —
E’ ainversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™E) a seqiiéncia de Nicodemi comec¢ando com
Sy. Sejam Ry, : L(™E;G') — L(™F; G') e S : L("™F;G") — L(™FE;G") as seqiiéncias de
Nicodemi correspondentes a (R,,) e (S,,) respectivamente. Pelo Teorema 1.2.5 temos que

R(L*(ME;G")) C LY (™F; G). (1.18)

Sm(L*("F; Q")) C L*(ME; Q). (1.19)
Como, pela demonstracao do Teorema 1.3.3 temos que ]/%\,; ¢ um isomorfismo de L(™E;G’)
sobre L("F'; G') tal que in’\;;l = S, segue de (1.18) e (1.19) que R,,
fismo entre L*("E;G") e L*(™F;G"). O

Ls(mE;qr) € um isomor-
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O seguinte teorema foi provado por Carando - Lassalle em [4] por outros métodos

Teorema 1.3.7. Se E e F sao simetricamente Arens - reqular, e E' e F' sao isomorfos,
entao P("E;G") e P("F;G") sao isomorfos para todo m € N.

Demonstracao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : E' — F’. Seja
R, : L(™E) — L(™F) aseqiiéncia de Nicodemi comegando com R;. Seja S} = Ry : F' —
E’ ainversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™E) a seqiiéncia de Nicodemi comec¢ando com
Sy. Sejam Ry, : L(™E;G') — L(™F; G') e S : L("™F;G") — L(™FE;G") as seqiiéncias de
Nicodemi correspondentes a (R,,) e (S,,) respectivamente. Seja

R : P("E: ) — P("F: Q) (1.20)

—_—

definido por R, A=R,A para cada A € L*("E;G"), e seja

Spm i P("F;G') — P("E; Q) (1.21)
definido por SnA = S, A para cada B € P(MF;G"). Por (1.21) temos que para cada
AecP(mE;G)

(8o Ru)(A) = Su(Rud)
= Sp(RpnA)
= S (RnA)
= A
Ou seja,
(S o Rn)A=A (1.22)
para todo Ae P(™E;G"). De maneira andloga podemos provar que
(R o Sm)B =B (1.23)

para todo B € P(™F;G'). Assim obtemos que por (1.22),(1.23),(1.24) e (1.25) P(™E; &) e
P(™F;G") sao isomorfos para todo m € N. O



Capitulo 2

Operadores de extensao de aplicacoes
multilineares ou polinomios

homogéneos de tipo finito

Neste capitulo, obteremos inicialmente teoremas de preservacao de aplicacoes mul-
tilineares ou polinomios homogéneos de tipo finito, e depois obteremos teoremas de isomor-
fismos entre espacos de aplicagoes multilineares ou polinomios homogéneos de tipo finito em

espacos de Banach.

2.1 Preservacao de aplicacoes multilineares ou poli-

nomios homogéneos de tipo finito

Inicialmente vejamos a definicao de aplicacoes multilineares de tipo finito.

Defini¢ao 2.1.1. Uma aplicagio A € L(ME;G) € de tipo finito se existem ci,...,c, € G,
O1is - omi € B’ 1 <0 <n tais que A pode ser escrita na forma:

n

A(Zy, ooy ) = ngli(:ﬁl) o omi(Tm)

=1

para todo (xy,...,T,) € E™.

Denotaremos por L;(™E; G) o espago de todas as aplicacoes m- lineares de E™ em G

que sao de tipo finito. Quando G = K, escrevemos L;(™FE) ao invés de L("™E, K). Usaremos

21
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a seguinte notacao:
(1 ® 2 ® ) (21, 22) = p1(21)p2(22)C
para todo 1,09 € E',c € F e x1,15 € E.

O préximo lema se deve essencialmente a Aron e Berner [1].

Lema 2.1.2. ([1, Proposition 2.2]) Seja T,, : L("E) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi
comegando com o mergulho candnico Ty = Jg : E' — E". Seja A € Ly("E), e sejam

Cly s Cn €K, 014,00y o € E')1 <0 <m0 tais que
Ay, ) = Y @ni(@) -+ - PmilTm)ci
i=1

para todo (xy,...,T,) € E™, entao

n

To(A) (@], ) = D (Tipn) (@) - - (Tipma) (a7,

i=1

para todo (zf,...,xl) € (E")™. Em particular T,,(A) € Ly(™E").

A seguir veremos que os operadores R,, da seqiiéncia de Nicodemi preservam aplica-
¢oes multilineares de tipo finito. Comecgaremos com o caso de aplicagoes multilineares com

valores escalares.

Teorema 2.1.3. Seja R, : L(™E) — L(™F) uma seqiéncia de Nicodemi. Entao R, A €
Li(™F) para cada A € L;(™E).

Demonstracao. Dado A € L¢(™E), ou seja, existem ¢y, ...,¢, € K, ¢14, ..., 0 € E',1 <

1 < n tais que A pode ser escrita da forma:

ATy, ey ) = Z @1:(T1) * + Pmi(Tm)Cs
i=1

para todo (zy,...,z,) € E™. Seja T, : L("E) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi
comecando com o mergulho canénico T} = Jg : E' — E". Pelo Teorema 1.1.3 temos

que

Ry Aty oo Ym) = Tin AR (JFy1)s ooy By (TEYm)) (2.1)

para todo A € L("E), e y1,...,ym € F, onde R} é o transposto de R; e pelo Lema 2.1.2

temos que

n

T(A) (@], o a) = D (Tipn)(@1) - - (Tipma) (a,)es (2.2)

=1
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para todo (x7,...,2") € (E”)™. Portanto por (2.1) e (2.2), temos que

B A(yss oo ym) = TnA(R (Jry), o By (Jpym))

n

= N (M) (RyTrey) -+ (Tipmi) (R Ty )i

i=1
= ZRlSOM‘(Z/l) T Rl@mi(ym)ci
i=1
para todo yi, ...,y € F, pois
< T, R\(Jry) >=< Jpp, R(Jry) >=< R\(Jry), p >=< Jpy, Rip >=< Rip,y >.

Portanto

RmA = Z R1901i R R RlSOmi ® ¢ (23)

i=1

e entdo R, A € Ly("F). O

O préximo teorema trata do caso de aplicacoes multilineares com valores vetoriais.

Teorema 2.1.4. Seja R, : L("E) — L(™F) uma seqiéncia de Nicodemi e seja R, :
L(ME;G") — L("F;G") a seqiiéncia de Nicodemi correspondente a (R,,). Entdo R,A €
Li(™F;G") para cada A € Ly("E;G").

Demonstracao. Dada A € L;(™E;G’), existem ¢q,...,¢, € G, 014, i € E',1 <0<

tais que A pode ser escrita da forma:
i=1

Logo

6ZoA=ZSO1i®"'®SOmi®Ci(Z)
=1

para cada z € G, e é claro §, 0 A € Ly(™FE). Temos que por (2.3)

R, (6,0 A) = 2319011' R ® Ripmi @ ci(2)
=1
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para cada z € G. Logo temos que

R A1, o ym)(2) = Ry, 0 A) Y1y o YUm)

= Z Rip1i(y1) - - Ripmi(ym)ci(2)

para todo z € G e vy, ..., Y, € F. Concluimos que
N n
R, A= Z Rip1i @ @ Rimi ® ¢ (2.4)
i=1

e entio Ry, A € Li(™F;G"). O
Agora vejamos a definicao de polinomios de tipo finito.

Defini¢ao 2.1.5. Um polinomio P € P("E;G) € de tipo finito se ezistem ci,...,¢, € G,

01, ...y o € E' tais que P pode ser escrito da forma:
P) =Y wila)"e
i=1

para todo x € E.

Denotaremos por P¢("™E; G) o espaco de todos os polinomios de £ em G que sao de
tipo finito. Quando G = K, escrevemos Py("FE) ao invés de Pr("E,K). A seguir veremos
que os operadores ﬁm da seqiiéncia de Nicodemi preservam polinomios homogéneos de tipo

finito. Comecaremos com o caso de polindmios homogéneos com valores escalares.

Teorema 2.1.6. Seja R, : L(™E) — L(™F) uma segiiéncia de Nicodemi, e seja Ry, :
P(ME) — P(™F) definido por Rn,A = RnA para cada A € L*(ME). Entio R,P €

P¢(™F) para cada P € Py(™E).
Demonstracao. Por Gupta, [9, p.4] temos que
P e Pi(ME) <= existe A€ Ly(™FE) tal que P = A

Dado P € Ps(™E), por Gupta [9], temos que existe A € L¢("E) tal que P = A. Pelo
Teorema 2.1.3 temos que R, A € L;(™F). Logo por Gupta [9] RnA € Ps(™F), ou seja
R, P € P;(™F).

U



Operadores de extensao de aplicagoes multilineares ou polinémios homogéneos de tipo finito 25

O préximo teorema trata do caso de polindmios homogéneos com valores vetoriais.

Teorema 2.1.7. Sejam R, : L(™E) — L(™F) uma seqiéncia de Nicodemi e Ry
L(ME;@') — L(™F;G') a segiiéncia de Nicodemi correspondente a (Rn) e seja Ry,

P(ME:G) — P("F;G") definido por RypyA = Ry, A para cada A € L*(™E;G'). Entio

~

R,P € Pi("F;G') para cada P € Ps("E;G').
Demonstragao. Por Gupta [9], temos que
P e P("E;G") <= existe A€ L;("E;G") tal que P = A

Dado P € P¢("E;G’"), por Gupta [9], temos que existe A € L;(™E;G’) tal que P = A. Pelo
Teorema 2.1.4 temos que R,,A € L¢("F;G). Logo por Gupta [9] RoA € Pi("F;G"), ou
seja Ry P € Py(MF; ).

0]

2.2 Isomorfismos entre espacos de aplicacoes multi-

lineares ou polindomios homogéneos de tipo finito

Nesta secao veremos que cada isomorfismo entre £’ e F’ induz um isomorfismo
entre Ly(ME;G") e Ly(™F;G') para cada m € N, e induz também um isomorfismo entre
Pi(ME;G") e Pr(™F; G') para cada m € N.

Teorema 2.2.1. Se E' e F' sao isomorfos, entao Ly(™E) e L¢("™F') sdo isomorfos para todo

m € N.

Demonstragcao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : E' — F’. Seja
R, : L(™E) — L(™F) aseqiiéncia de Nicodemi comegando com R;. Seja S} = Ry : F' —
E’ ainversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™E) a seqiiéncia de Nicodemi comeg¢ando com

S1. Pelo Teorema 2.1.3 temos que
Ry (Ly("E)) C L("F).

De modo similar a como obtivemos a equagao (2.3), podemos obter

Sm(RmA) = S1(Ri1i) ® - -+ @ S1(Rigpmi) © ¢
=1
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Como S; o Ry é a identidade, temos que

n

Sm(RmA):Z%i@'--@@mi@q:A

i=1
para todo A € L¢("™E). Por outro lado, de modo anélogo, podemos obter que
Sm(Lg("F)) C Ly("E)

e R,,(S,B) = B para todo B € L;(™F). Concluimos que L¢(™FE) e L¢("™F) sao isomorfos
para todo m € N.
U

Teorema 2.2.2. Se E' e F' sao isomorfos, entdo L;(™E;G") e L¢("™F;G") sao isomorfos
para todo m € N.

Demonstragao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R, : B/ — F’. Seja
R, : L(™E) — L(™F) a seqiiéncia de Nicodemi comegando com R;. Seja

—~

R, :L("E,G") — L("F,G")

a seqliéncia de Nicodemi correspondente a (R,,). Seja S; = R{': F' — E' ainversa de R,

e seja Sy, : L(MF) — L(™E) a seqiiéncia de Nicodemi comegando com Sj. Seja
Sp : L("F,G') — L(™E,G")

a seqiiéncia de Nicodemi correspondente a (.S,,). Temos que pelo Teorema 2.1.4

—~

Rm(Lf(mE, G,)) C Lf(mF; GI>

—~

Sm(Lf(mF, G/)) C Lf(mE, G/)

De modo similar a como obtivemos a equagao (2.4), podemos obter
E:n(}é:nA) = Z Sl(RlSolz‘) K- ® S1(R190mi) X ¢;.
i=1

Como S; o Ry é a identidade, temos que
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para todo A € L;(™E;G"). Por outro lado, de modo andlogo, podemos obter que ];{Tn(%B) =
B para todo B € L¢("F;G"). Concluimos que L;(™E;G") e Ly("F;G’) sao isomorfos para
todo m € N.

[

Para provar os teoremas 2.2.6 e 2.2.7 precisamos dos lemas seguintes:

Lema 2.2.3. ([1, Proposition 2.2]) Seja T,, : L("E) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi
comegando com o mergulho canonico Ty = Jg : E' — E". Seja P € P(™FE), e sejam

ClyenCn €K, 01, ..., 0 € B tais que

P=) ¢rec
i=1

entao
n

T\m<P) = Z(Tl%;)m ® ¢;.

i=1
Lema 2.2.4. Seja R,, : L(™E) — L(™F) uma segiéncia de Nicodemi, e seja Ry :
P(ME) — P(™F) definido por R, A = RnA para cada A € L*(™E). Seja P € Pr(™E), e
sejam cy, ...,c, € K, o1, ..., o € E' tais que

PZZWT@)Q
=1

entao
n

Ru(P) =Y (Rag)" @

=1

Demonstracao. Seja T, : L("E) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi comegando com

o mergulho canonico 77 = Jg : E' — E". Pelo Teorema 1.1.3 temos que

R A1y ooy Ym) = T AR (JFy1), s RY(TFYm))

para todo A € L("E), e y1,...,ym € F, onde R} é o transposto de R; e pelo Lema 2.2.3
temos que T,,(P) tem a seguinte forma:

n

T(P)") = 3 (Tip) ("),

i=1

para todo z” € E”. Portanto, sendo A a aplicacdo m-linear simétrica associada a P
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m—uvezes

g
m—uvezes

= T.P(Ry(Jry))

= Z(T1<Pz‘)(R/1(JFy))mCz‘

= D (Rigiy))"e

i=1

para todo y € F', pois
< Tvp, R\(Jpy) >=< Jep, R|(Jpy) >=< R\ (Jry),p >=< Jpy, Rip >=< Rip,y > .

Portanto
i=1
O

Lema 2.2.5. Sejam Ry, : L(™E) — L(™F) uma segiiéncia de Nicodemi e Ry, : L("E;G') —
L("F;G") a seqiiéncia de Nicodemi correspondente a (Rn) e seja Ry : P(ME;G) —

P(MF;G") definido por RnA = RnA para cada A € L*(™E;G'). Seja P € Pi(ME;G), e
sejam ¢y, ...,cn € G', ©1,..., 0m € E' tais que

P=> ¢rec
=1

entao
n

;A%m(P) = (Rip)" @ ci.

i=1

Demonstragio. Existe A € L*(™E;G') tal que A = P. Logo

A(z) = > i)



Operadores de extensao de aplicagoes multilineares ou polinémios homogéneos de tipo finito 29

para todo x € E. Observamos que se B =", ©;® -+ ® ¢; ®¢;, entdo B € Ly(™E;G') N
—————

m—vezes

L*(ME:G") e B = A. Logo A = B pela injetividade do isomorfismo canénico L*(™E; G') —
P("E;G"). Assim, obtemos que A € L{("E;G’) e por (2.4)

R\r/nA = Zﬁ1¢i® - ® R ®c;.

i=1

m—uvezes

—

—

Assim, sendo Emg = R,,A, temos que
RnP =) (Rip)" @ci. (2.6)
i=1
O

Observamos que em particular os lemas 2.2.4 e 2.2.5 afirmam que os operadores }/%m

~

e R,, preservam polinomios homogéneos de tipo finito.

Teorema 2.2.6. Se E' e F' sao isomorfos, entao Pi(™E) e Pp(™F) sdo isomorfos para

todo m € N.

Demonstracao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : E' — F’. Seja
R, : L(™E) — L(™F) aseqiiéncia de Nicodemi comegando com R;. Seja S} = Ry : F' —
E’ ainversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™FE) a seqiiéncia de Nicodemi comec¢ando com
S:. Sejam R,, : P(™E) — P(™F) definido por Rn.A=R,A para cada A € L*(™FE) e seja
S 2 P(™F) — P(™E) definido por S,,B = S, D para cada B € L*("™F). Temos que pelo
Teorema 2.1.6

~

B (P(ME)) C Py("F)

Sm(Py("F)) C Py ("E).
De modo similar a como obtivemos (2.5), podemos obter

n

§m(§mP) = Z(Sl(Rl%))m & Ci.

=1

Como S; o Ry é a identidade, temos que
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para todo P € Py("™FE). Por outro lado, de modo anélogo, podemos provar que Em(ng) =
@ para todo @ € Py("F). Concluimos que P;(™E) e Pr(™F) sao isomorfos para todo
m € N. 0

Teorema 2.2.7. Se E' e F' sao isomorfos, entao Pr("E;G") e Pe(™EF;G") sdo isomorfos
para todo m € N.

Demonstragao. Como E’ e F’ sdo isomorfos, existe um isomorfismo R; : B/ — F’. Seja
Ry, : L(ME) — L(™F) aseqiiéncia de Nicodemi comegando com R;. Seja S} = Ry : F' —
E’ ainversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™FE) a seqiiéncia de Nicodemi comeg¢ando com
Sy. Sejam R, : L(ME;G") — L(MF;G") e Sp L(™F;G") — L(™FE;G") as seqiiéncias de

Nicodemi correspondentes a (R,,) e (S,,) respectivamente. Seja

~

R, : P("E;G') — P("F;G")

—_—

definido por RnA=R,A para cada A € L*("E;G’), e seja

~

Sm:P(M"F;G" — P("E;G")

definido por S A=5,A para cada B € L*(™F;G"). Pelo Teorema 2.1.7 temos que

~

B (Ps("E; G')) C Pe("F; G)

~

Sm(Pe(MF;G")) C Pr(ME; G').

De modo similar a como obtivemos (2.6), podemos obter

n

~ o~

Sn(BinP) =Y (Si(Rag:))™ @ ci.

i=1
Como S; o Ry é a identidade, temos que

o~

SulfnP) = Y (" o= P

i=1
para todo P € P;(™E;G’). Por outro lado, de modo andlogo, podemos provar que }N%m(ng)
= @ paratodo Q € Ps(™F;G’). Concluimos que Ps(™E; G') e Py (™F; G') sao isomorfos para
todo m € N. O

Notemos que nos Teoremas 2.2.6 e 2.2.7 nao precisamos da hipotese de regularidade

de Arens.



Capitulo 3

Operadores de extensao de aplicacoes
multilineares ou polinomios

homogéneos nucleares

Neste capitulo, obteremos inicialmente teoremas de preservacao de aplicacoes mul-
tilineares ou polinomios homogéneos nucleares, e depois obteremos teoremas de isomorfismos
entre espacgos de aplicacoes multilineares ou polinomios homogéneos nucleares em espagos de

Banach.

3.1 Preservacao de aplicagoes multilineares ou polino-
mios homogéneos nucleares

Primeiramente, vejamos a definicao de aplicacoes multilineares nucleares.

Definicao 3.1.1. Uma aplicagio A € L(™E;G) ¢é dita nuclear, se existem seqiiéncias

(pji)ien em E'. 1 < j<m, e (¢)ien em G, com

oo
D Mol llemalllled < oo
i=1

tais que

A(Zy, oy ) = 23011'(%1) e Pmi(Tm)Ci
i=1

para todo (xy,...,T,) € E™.

31
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Denotaremos por Ly (™FE;G) o espago de todas as aplica¢oes m- lineares de E™ em

G que sao nucleares, munido da norma nuclear
e.@)
1ALy = inf >~ llprall - - lspmilllleill

onde o infimo ¢ tomado sob todas as seqiiéncias (¢;i)ien € (¢;)ien que satisfazem a definicao.
Quando G = K, escrevemos Ly(™FE) ao invés de Ly ("E,K).

Lema 3.1.2. Seja T, : L("E) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi comecando com o
mergulho candnico Ty = Jg : E' — E". Seja A € Ly(™E)e sejam (@ji)ien em E', 1 < j <

m, e (¢;)ien em K, com
[ee]
> leill - - lemillllell < oo
i=1

tais que

Az, ..yx Zsoh 1) Pmi(T ) Ci

para todo (xy,...,x,) € E™. Entdo Tm(A) tem a sequinte forma:

To(A) (2], ... ) Z Typri) (@) - - - (Thpmi) (T3,)ci
i=1
para todo (xf,....;x0 ) € (E")™. Em particular T,,(A) € Ln(™E").

Demonstracao. Seja
A= 01 ® @ i @ ¢
i=1

para todo n € N. Entao A, € L;(™FE) e A, — A uniformemente em relacao & norma nuclear,

ou seja
|A, — Ally — 0. (3.1)

Pelo Lema 2.1.2 T,,A,, tem a forma seguinte:

A, = ZT1%01i®“‘®T1<sz’®C¢

para todo n € N. Segue que

T,A, — ZTlSOM Q- Q@ T1Pm:i @ ¢

=1
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uniformemente em relagdo a norma nuclear. Logo
TnA, — ZTISOM Q- @Tipmi @ ¢ (3.2)
i=1

pontualmente. Por outro lado, temos que
ToA, — T,A (3.3)
pontualmente, pois temos que por (3.1)

T Ay, .. 2l) — T A (2, 2|
(T A = T An) (@7, .., )|

1T (A = Ap) (@Y, .., 2|

ITnllllA = Anllll(2Y, .., 27,)

< NTullllA = Aulln (27, s 2) | — 0

o bmy

IN

para todo 7, ...,z € E”. Por (3.2) e (3.3), temos que

o0

Ton(A) (@], ) =D (Tupn) (@) - - - (Tipmi) () )

i=1
para todo z7, ...,z € E" e por conseguinte T,,,(A) € Ly(™E").
U

A seguir veremos que os operadores R, da seqiiéncia de Nicodemi preservam aplica-
¢oes multilineares nucleares. Comecaremos com o caso de aplicagoes multilineares com val-

ores escalares.

Teorema 3.1.3. Seja R, : L("™E) — L(™F) uma seqiiéncia de Nicodemi. Entio R, A €
Ln(™F) para cada A € Ly(ME).

Demonstracao. Dado A € Ly(™FE), pela definicao, existem seqiiéncias (¢j;)ien em E',

1 < .] < m, ¢ (Ci>i€N em Ka com

o
D sl -+ - lomilllleill < oo
i=1

tais que

Ay, ooy @) = > @1i(21) -+ P (T )
=1
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para todo (z1,...,z,) € E™. Seja T,, : L(™E) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi

comegando com o mergulho canonico T} = Jg : E' — E". Pelo Teorema 1.1.3 temos que
R A(yy, - ym) = Tn AR (Jppn), -, Ry (Jrym))
para todo A € L("E), e y1,...,ym € F, onde R} é o transposto de R; e pelo Lema 3.1.2

temos que
oo

T(A)(a], ) = D (Tipn) (@) - - (Tipma) (a7,

=1

para todo (x7,...,20) € (E")™. Portanto

Ry AWty o Ym) = T AR (JFY1),s oy Ry (TFYm))

o0

= Z(Tﬁpli)(RIlJFyl) o (T1omi) (R Trym) ¢

i=1
= Y Ripui(n) -+ Bipmi(ym)ci
i=1
para todo vy, ..., ym € F', pois
<Tip, R\(Jry) >=< Jpp, Ry (Jry) >=< Ry (Jry), p >=<Jpy, Rip >=< Rip,y > .
Portanto

R, A= Z Rip1i @ - Q@ Rimi @ ¢ (3.4)
i1

e entdao R, A € Ly("F). O
O proéximo teorema trata do caso de aplicacoes multilineares com valores vetoriais.

Teorema 3.1.4. Seja R, : L("E) — L(™F) uma seqiiéncia de Nicodemi e seja R,
L(ME;G") — L(MF;G") a seqiiéncia de Nicodemi correspondente a (R,,). Entdo R,A €
Lyn(MF;G') para cada A € Ly(™E; G').

Demonstracao. Dada A € Ly(™E;G’), por definigdo existem seqiiéncias (p;;)ieny em E',

1 S .] S m, e (Ci>i€N em G/7 com

o0
D llewll - lpmillllell < oo
i=1
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tais que
A=Y 0u® e
i=1
Logo

520A=§:¢1i®"‘®@mi®0i(2)
para cada z € G, e é claro §, 0 A € Lz:(lmE). Temos que por (3.4)
R, (6,0A) = i Rip1; @ -+ @ Ripm; ® ¢i(2)
i=1
para cada z € G. Temos que

R\;A(yl,...,ym)(z) = Rn(0,0A) (Y1, e, Ym)

= Z Rip1i(y1) - - - Riomi(ym)ci(2)
i=1
para todo z € G e vy, ..., ym € F. Concluimos que

[Ei\,;A = Z R1901i - RlSOmi X ¢ (35)

i=1
e entdo R, A € Ly(MF;G). O
Vejamos a seguir a definicao de polinomios nucleares.

Definicao 3.1.5. Um polinomio P € P(™E;G) € dito nuclear, se existem seqiiéncias (¢;)ien

em E', e (¢;)ien em G com
D leill™leill < oo
i=1
tais que
P(z) = @i(x)™e
i=1
para todo v € E.

Denotaremos por Py(™E;G) o espago de todos os polinomios de E em G que sao

nucleares, munidos da norma nuclear
o
1P|y = inf Y [l@ill™ e
i=1

onde o infimo é tomado sob todas as seqiiéncias (¢;)ien € (¢;)ien que satisfazem a definicao.
Quando G = K, escrevemos Py("E) ao invés de Py (" E, K).
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Lema 3.1.6. Seja T, : L("™E) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi comegando com o mer-
gulho canénico Ty = Jg : E' — E". Seja P € Py(™E) e sejam ¢y, ...,c, €K, @1, ..., 0 € E'

tais que
o0
P = Z ;" ® .
i=1

Entao

[e.e]

T\m<P) = Z(Tl%')m ® ¢;.

i=1

Em particular T,,(P) € Py(™E").

Demonstragao. Similar a demonstracao do Lema 3.1.2.
O

A seguir veremos que os operadores ﬁm da seqiiéncia de Nicodemi preservam
polindmios homogéneos nucleares. Comecaremos com o caso de polindomios homogéneos
com valores escalares.

Teorema 3.1.7. Seja R, : L(ME) — L(™F) uma seqiiéncia de Nicodemi, e seja Ry
P(ME) — P(™F) definido por Rn,A = RnA para cada A € L*(ME). Entio R,P €
Px(™F) para cada P € Py(™E).

Demonstracao. Dado P € Py("™E), por defini¢do existem ¢y, ...,c, € K, ¢1,...,0, € F'

tais que P pode ser escrito na forma:
P(z) =) wila)"e
i=1

para todo x € E. Seja T, : L(™E) — L(™E") a seqiiéncia de Nicodemi comegando com o

mergulho canénico T = Jg : B/ — E". Pelo Teorema 1.1.3 temos que

B A1, oo Ym) = Tn AR (JFy), oo By (Jrym))

para todo A € L(™E), e y1,...,ym € F, onde R} é o transposto de R; e pelo Lema 3.1.6
temos que T, (P) tem a seguinte forma:

[e.o]

Tu(P) (") =Y (Tig:) (@) e

1=1

para todo z” € E”. Portanto, sendo A a aplicacdo m-linear simétrica associada a P
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RnP(y) = RnA(y,..y)

= TnAR(JIFY), .., Ri(Jry))

= T.P(R(Jry))

= > (Tipi) (R (Jry)) ™
=1

= > (Ripiy))"e:

=1

para todo y € F', pois

< T, R (Jpy) >=< Jpp, R|(Jpy) >=< R (Jry), p >=< Jpy, Rip >=< Rip,y > .

Portanto
RnP =Y (Rig)" ®c; (3.6)
i=1
e entdao R, P € Py(™F). O

O préximo teorema trata do caso de polindmios homogéneos com valores vetoriais.

Teorema 3.1.8. Sejam R,, : L(™E) — L(™F) uma segiiéncia de Nicodemi ¢ R, :
L(ME;&') — L(™F;G') a segiéncia de Nicodemi correspondente a (Rn) e seja Ry,

P(ME;G") — P(™F;G") definido por Ry,A = R, A para cada A € L*(™E:;G"). Entao

~

R P € Py(™F: @) para cada P € Py(™E; ).

Demonstracao. Dado Ae Pn("E; G'), existem seqiiéncias (¢;)ieny em E'; e (¢;)ien em G’

com
(0.9}
> lleall™lleill < oo
i=1

tais que

A= Z i)™
i=1
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para todo x € E, onde A € L*(™E;G"). Observamos que se B = Y 2, 0; ® -+ ® ¢; ®c;,
—————

m—uvezes

entdo B € Ly("E;G)NL(ME;G') e B = A. Logo A = B pela injetividade do isomorfismo
canonico L*(ME;G") — P(™E;G"). Assim, obtemos que A € Ly(™FE;G") e por (3.5)

Er/nA = Zfiupi@ s ®Rl¢3®0i-

i=1 m—uvezes

—

Por conseguinte sendo Em;{\ = R\;ZA, temos que

RnP =) (Rig)" ®c (3.7)

i=1
e entdao R, P € Py(™F; Q). O
Se E' é um subespago fechado de F', Aron e Berner [1, Theorem 2.1] provaram que

a aplicacao de restricao

Pn("F;G) — Py(ME; Q)

é sobrejetiva para cada m € N, mas mesmo no caso do mergulho canénico Jg : £ — E”,

eles nao estudaram o problema de existéncia de um operador linear de extensao
Tm . PN(mE) —_— PN(mE”)

para cada m € N.

3.2 Isomorfismos entre espacos de aplicacoes multi-

lineares ou polinémios homogéneos nucleares

Nesta secao veremos que cada isomorfismo entre E’ e F’ induz um isomorfismo
entre Ly(™FE;G") e Ly(™F;G’) para cada m € N, e induz também um isomorfismo entre

Pn(™E;G') e Py(™F;G") para cada m € N.

Teorema 3.2.1. Se E' ¢ F' sao isomorfos, entao Ly(™E) e Ly(™F) sao isomorfos para

todo m € N.
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Demonstracao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : E' — F’. Seja
Ry, @ L(ME) — L(™F) a seqiiéncia de Nicodemi comecando com R;. Seja S; = Ry' : F/ —
E’ a inversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™E) a seqiiéncia de Nicodemi comecando com

S1. Pelo Teorema 3.1.3 temos que
R, (Ly(™MFE)) C Ly(™F).

De modo similar a como obtivemos a equagao (3.4), podemos obter
Sim(RmA) = f: S1(R1p1:) @ -+ - @ S1(Rimi) @ ;.
i=1
Como S; o Ry é a identidade, temos que
S(RmA) = i@lz’@---@@mi@ci =A
i=1

para todo A € Ly (™FE). Por outro lado, de modo anédlogo, podemos obter que
Su(L("F)) C Ly("E)

e R,,,(S,,B) = B para todo B € Ly(™F). Concluimos que Ly (™E) e Ly(™F') sao isomorfos
para todo m € N.
O

Teorema 3.2.2. Se E' e I sao isomorfos, entio Ly("™E;G") e Ly(MF;G') sao isomorfos

para todo m € N.

Demonstracao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : B/ — F’. Seja

R,, : L(™E) — L(™F) a seqiiéncia de Nicodemi comecando com R;. Seja
R, : L("E,G') — L(™F,G")

a seqiiéncia de Nicodemi correspondente a (R,,). Seja S; = R;' : F — E’ a inversa de Ry,
e seja Sy, : L(MF) — L(™FE) a seqiiéncia de Nicodemi comegando com S;. Seja

Sm: L(MF,G") — L(ME,G")

a seqiiéncia de Nicodemi correspondente a (.S,,). Temos que pelo Teorema 3.1.4

Rm(LN(mE, G/)) C LN(mF; G/>
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—~

Sp(Ly("F;G')) C Ly("E: G').

De modo similar a como obtivemos a equagao (3.5), podemos obter
S(RmA) =Y S1(Ripr) @+ @ Si(Rypmi) @ ci.
i=1
Como 57 o Ry é a identidade, temos que

gn(RTnA)Izgoli(g"'@(pmi@Ci:A
i—1

paratodo A € Ly(™FE;G"). Por outro lado, de modo analogo, podemos obter que I/%\;n(g,;B) =
B para todo B € Ly(™F;G’"). Concluimos que Ly(™FE;G") e Ly(™F;G’) s@o isomorfos para
todo m € N.

O

Teorema 3.2.3. Se E' ¢ F' sdo isomorfos, entao Py(™E) e Pn(™F) sdo isomorfos para

todo m € N.

Demonstragao. Como E’ e F’ sdo isomorfos, existe um isomorfismo R; : B/ — F’. Seja
Ry, : L(™E) — L(™F) aseqiiéncia de Nicodemi comegando com R;. Seja S} = Ry : F' —
E’ a inversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™FE) a seqiiéncia de Nicodemi comec¢ando com
Sy. Sejam R, : P(™E) — P(™F) definido por R, A = R A para cada A € L*("E) e seja
S i P(™F) — P(™E) definido por S,,B = S, para cada B € L*("™F). Temos que pelo
Teorema 3.1.7

Em(PN(mE)) C Pn(™F)

~

Sm(Pn("F)) C Pn("E).

De modo similar a como obtivemos (3.6), podemos obter

o0

§m(§mP) = Z(SI(RISOi))m & Cj.
i=1
Como S; o Ry é a identidade, temos que

o0

S (R P) = d ()" ®e=P

=1
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para todo P € Py(™FE). Por outro lado, de modo analogo, podemos provar que Em(ng) =
() para todo Q € Py(™F). Concluimos que Py(™E) e Pn(™F') sdo isomorfos para todo
m € N. 0

Teorema 3.2.4. Se E' e I’ sao isomorfos, entao Py("E;G") e Pn("F;G') sao isomorfos

para todo m € N.

Demonstragao. Como E’ e F’ sdo isomorfos, existe um isomorfismo R; : B/ — F’. Seja
Ry, : L(™E) — L(™F) aseqiiéncia de Nicodemi comegando com R;. Seja S} = R : F' —
E’ ainversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™FE) a seqiiéncia de Nicodemi comec¢ando com
Sy. Sejam R, : L(ME;G") — L(MF;G") e Sp L(™F;G") — L(™E;G") as seqiiéncias de

Nicodemi correspondentes a (R,,) e (S,,) respectivamente. Seja

~

R, :P("E;G") — P("F;G")

—_—

definido por RnA=R,A para cada A € L*("E;G"), e seja

~

Sm:P(M"F;G" — P("E;G")

definido por S, A=5,A para cada B € L*(™F;G"). Pelo Teorema 3.1.8 temos que

~

R, (Pn("E;G")) C Pn("F;G)

~

Sm(Pn("F;G")) C Pn("E; G).

De modo similar a como obtivemos (3.7), podemos obter

o)

~ o~

Sn(BnP) =Y (S1(Rag:))™ @ ci.

i=1
Como S; o Ry é a identidade, temos que

o~

o0

Sn(BnP) =S ()" @ ¢, = P

=1

para todo P € Py(™E;G’). Por outro lado, de modo anélogo, podemos provar que ]:?m(ng)
= @ para todo Q € Py("F;G"). Concluimos que Py("™E;G’) e Py(™F;G’) sao isomorfos
para todo m € N. O

Notemos que nos Teoremas 3.2.3 e 3.2.4 nao precisamos da hipotese de regularidade

de Arens.



Capitulo 4

Operadores de extensao de aplicacoes
multilineares ou polinomios
homogéneos compactos ou fracamente

compactos

Neste capitulo, obteremos inicialmente teoremas de preservacao de aplicacoes mul-
tilineares ou polinémios homogéneos compactos ou fracamente compactos, e depois obtere-
mos teoremas de isomorfismos entre espacos de aplicacoes multilineares ou polinomios ho-

mogéneos compactos ou fracamente compactos em espagos de Banach.

4.1 Preservacao de aplicacoes multilineares ou poli-
nomios homogéneos compactos ou fracamente com-

pactos

Lembramos que A € L(™FE;G) é uma aplicagdo compacta (resp. fracamente com-
pacta) se A(Bgm) é relativamente compacto em G (resp. com relacao a topologia fraca),
onde Bpm denota a bola fechada unitaria de E™. Denotaremos por Lg(™F;G) ( resp.
Lwk(™E;G) ) o espago de todas as aplicagbes m-lineares compactas (resp. fracamente com-
pacta) de E™ em (. Lembramos também que P € P(™F;G) é um polindmio homogéneo

compacto (resp. fracamente compacto) se P(Bg) é relativamente compacto em G (resp. com

42
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relagao a topologia fraca), onde Bg denota a bola fechada unitaria de E. Denotaremos por
Pr(ME;G) (resp. Pwi(™E;G)) o espaco de todos polindmios m-homogéneos compactos
(resp. fracamente compactos) de E em G. Observamos que no caso de que G = K, todos os
polinomios homogéneos sdo compactos (resp. fracamente compactos).

O proximo teorema mostra que os operadores ]/%;L da sequiéncia de Nicodemi preser-

vam as aplica¢oes multilineares compactas (resp. fracamente compactas).

Teorema 4.1.1. Seja R, : L(™E) — L(™F) uma seqiiéncia de Nicodemi e seja Ry, :
L(ME;G") — L("F;G") a seqiiéncia de Nicodemi correspondente a (R,,). Entdo R,A €
Lo(™F;G") para cada A € Lo("E;G'), onde © = K ou WK.

Demonstragdo. Seja T, : L(ME;G") — L(™E";G") a seqiiéncia de Nicodemi corres-
pondente a seqiiéncia de Nicodemi (7,,,) comegando com o mergulho canénico Ty : E' — E".
Esta seqiiéncia coincide com a seqiiéncia de operadores construida por Aron-Berner em |1,
Proposition 2.1]. Portanto, por Proposition 2.1 de [1], obtemos que T A € Lo(™E";G")
para cada A € Lg("E;G’), onde © = K ou WK. Pelo Teorema 1.1.6, temos que

—~

para todo A € L("™E;G’'), e y1,...,ym € F, onde R} é o transposto de R, o que implica
que se T, A € Lo(™E";G"), entao R,A € Lo(™F;G'), onde © = K ou WK. Portanto
conclufmos que R, A € Lo(™F;G") para cada A € Lo("E;G’),onde © = K ou WK. O

O préximo teorema mostra que os operadores R, da seqiiéncia de Nicodemi preser-

vam os polinémios homogéneos compactos (resp. fracamente compactos).

Teorema 4.1.2. Sejam R, : L(™E) — L(™F) uma seqiéncia de Nicodemi e Ry
L(ME;&') — L("F;G') a segiéncia de Nicodemi correspondente a (Rn) e seja Ry,

P(ME;G") — P("F;G') definido por RnA = RnA para cada A € L*(™E;G'). Entio

~

R.,.P € Po("F;G") para cada P € Po(™E;G'), onde © = K ou WK.

Demonstragio. Seja T, : L(ME;G") — L(™E";G") a seqiiéncia de Nicodemi corre-
spondente a seqiiéncia de Nicodemi (7},,) comegando com o mergulho candénico T : E' —
E". Esta seqiiéncia coincide com a seqijéncAia de operadores construida por Aron-Berner
em [1, Proposition 2.1]. Logo a seqiiéncia Ty, : P("E;G') — P(™E";G') definida por

T mﬁ = TmA para cada A € L*(™FE;G") coincide com a seqiiéncia de operadores construida
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por Aron - Berner em [1, Corollary 2.2]. Por conseguinte TP € Po(™E"; G") para cada
P e Po("E;G"), onde © = K ou WK. Pelo Teorema 1.1.6, temos que

-~ ~

R, P(y) = TmP(R,l(JFy))

para todo P € P(™E;G"), ey € F, onde R| é o transposto de Ry, o que implica que
R, P € Po(™F;G') para cada T,,P € Po(™E":G'), onde © = K ou WK. Concluimos que
R, P € Po(™F; @) para cada P € Po(™E;G’), onde © = K ou WK.

U

4.2 Isomorfismos entre espacos de aplicacoes multi-
lineares ou polindomios homogéneos compactos ou

fracamente compactos

Nesta segao, denotaremos por Lg(™E;G) a intersec¢ao dos espagos L*("E;G) N
Lo(™E;G), onde © = K ou WK. Veremos que se E e F' sao simetricamente Arens-regular,
entao cada isomorfismo entre E’ e F’ induz um isomorfismo entre Pg(™E;G') e Po(™F;G")
para cada m € N, onde © = K ou WK.

Teorema 4.2.1. Se E e F sdo simetricamente Arens - reqular, e E' e F' sdo isomorfos,
entio LE("™E;G') e LE(MF; G') sao isomorfos para todo m € N, onde © = K ou WK.

Demonstragao. Como E’ e F’ sdo isomorfos, existe um isomorfismo R; : B/ — F’. Seja
R, : L(™E) — L(™F) a seqiiéncia de Nicodemi comecando com R;. Seja S; = Ry' : F/ —
E’ ainversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™FE) a seqiiéncia de Nicodemi comeg¢ando com
Sy. Sejam Ry, : L(™E;G') — L(™F;G') e Sy, : L("F;G') — L(™E; @) as seqiiéncias
de Nicodemi correspondentes a (R,,) e (S,,) respectivamente. Pelos Teoremas 1.2.5 e 4.1.1

temos que, para © = K ou WK

B (Lo ("E; @) C Lo ("F; G).

Su(Lo("F; @) € Ly("E; @),
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Vimos por (1.12) da demonstracao do Teorema 1.3.4 que S,, © Ry|rs(mp) € a aplicacao

identidade. Usando (1.6), temos que

S © RnA@)(2) = Su(Rmd)(2)(2)
— (8. 0 RpyA)()
= Sm(Bn(d. 0 A))(z)
= [Sm o Rp(d; 0 A))(x)
— (0.0 A)(x)
= A(z)(2)

para todo A € L5, ("E;G'),x € E™ e z € G, ou seja
(Spo Ry)A=A

para todo A € L§(™E;G’). De modo andlogo, podemos provar que

para todo B € L§(™F;G'). Portanto, obtemos que L (™ E;G') e LE(™F; G') sao isomorfos,
onde © = K ou WK. 0

Teorema 4.2.2. Se E e F sao simetricamente Arens - reqular, e E' e F' sao isomorfos,

entao Po(™E;G") e Po(™F;G") sao isomorfos para todo m € N, onde © = K ou WK.

Demonstracao. Como E’ e F’ sao isomorfos, existe um isomorfismo R; : E' — F’. Seja
R, : L(™E) — L(™F) aseqiiéncia de Nicodemi comegando com R;. Seja S} = Ry : F' —
E’ ainversa de Ry, e seja Sy, : L(™F) — L(™E) a seqiiéncia de Nicodemi comec¢ando com
Sy. Sejam Ry, : L(ME;G") — L(MF;G") e Sp L(MF;G") — L(™E;G") as seqiiéncias de
Nicodemi correspondentes a (R,,) e (S,,) respectivamente. Seja

Ry :P("E;G) — P("F; Q)
definido por ém;{ = R, A para cada Ac P(ME;G"). Seja
Sp:P("F; &) — P("E; @)

definido por SpA = S,A para cada Be P(MF;G"). Pelo Teorema 4.1.2 temos que, para
©=KouWK.
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~

Ron(Po(™E;G")) C Po(™F; ).

~

Sm(Pe("F;G")) C Po("E;G').

Por (1.20) temos que para cada Ac Po("E;G")

)

3
=0
3

LYy »Y
)

3.
=
g

=

(I

) /Si_lb\e
N
3
=

Ou seja,
(SmoRp)A=A
para todo Ae Po(™FE;G"). De maneira andloga podemos provar que

~ ~

(R 0 Sm)§ =B

para todo B € Po(™F;G’). Assim concluimos que Po(™E:G') e Po(™F:G') sio isomorfos
para todo m € N, , onde © = K ou WK. O
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