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Resumo

Este texto tem como objetivo o estudo de um tipo de codigo que pos-
sui relagdoes com as teorias de curvas algébricas e de formas quadraticas.
Comecaremos introduzindo as definicoes e resultados sobre as trés teorias que
serao necessarias a este estudo. Depois apresentaremos os cédigos a serem
estudados bem como as relagoes entre seus sub-cédigos e curvas algébricas
e entre suas palavras e formas quadraticas. Observando que sub-cédigos de
peso mais baixo correspondem a curvas com mais pontos, nos dedicaremos a
obter um processo para a descoberta de sub-codigos de peso minimo dentro
deste tipo de codigo. Tal processo sera possivel através de investigacoes sobre
as formas quadraticas associadas a palavras. Finalizaremos com exemplos de
aplicagoes do processo em alguns codigos, o que permite também calcular
seus pesos de Hamming generalizados de ordem mais baixa.
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Abstract

This text’s objective is the study of a kind of code wich has relations with
the theories of algebraic curves and quadratic forms. We start by introducing
definitions and results about the three theories we will need in such study.
Later, we present the codes wich will be studied along with relations between
its subcodes and algebraic curves and between its words and quadratic forms.
Noting that lower weight subcodes correspond to curves with more points,
we research a process to find minimum weight subcodes in this kind of code.
This process will be possible through investigations on the quadratic forms
related to words. Finally we set examples of applications of the process on
some codes, and that gives us their lower order generalized Hamming weights.
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Introducao

Curvas algébricas e cddigos lineares sao dois objetos matematicos tradicional-
mente interligados. Neste trabalho veremos que também é possivel utilizar
a teoria de formas quadraticas para se obter informacoes adicionais sobre os
dois temas. O entrelacamento entre as trés teorias abordadas neste texto
serd feito através de um tipo de cédigo bindrio peculiar, o qual serd um sub-
cédigo de um cédigo de Reed-Muller perfurado. Os pesos das palavras deste
cédigo estarao relacionadas ao nimero de pontos de curvas planas de Artin-
Schreier. Com base nesta relagao, estabeleceremos uma nova entre pesos de
sub-codigos e nimero de pontos de curvas, que desta vez nao serao mais pla-
nas. Observando que sub-codigos de peso mais baixo serao ligados a curvas
com mais pontos, torna-se interessante calcular os pesos de Hamming gene-
ralizados deste cédigo. Esta tarefa sera facilitada pela criagao de sub-codigos
de peso minimo, o que sera feito através da criacao de formas quadraticas
que induzem palavras de peso minimo dentro do nosso codigo.

No primeiro capitulo definiremos e apresentaremos a teoria que se fara
necessaria sobre os trés conceitos a serem trabalhados: curvas algébricas,
cédigos lineares e formas quadraticas sobre um corpo de caracteristica 2. E
como tudo seré feito sobre corpos finitos, explicitaremos também alguma teo-
ria a respeito. A maioria dos resultados serao apenas citados, com excecao
das segoes referentes a cddigos e formas quadraticas. Sobre a teoria de codigos
serao elaborados resultados visando facilitar o calculo dos pesos de Hamming
generalizados. J& no caso da teoria de formas quadraticas, como a carac-
teristica 2 nao é tao facilmente abordada bibliograficamente, teremos sobre
ela algumas demonstracoes.

J& no segundo capitulo, apresentaremos o codigo que é o tema central
deste texto, o qual sera determinado por dois niimeros naturais m e h, com
h < m/2. Uma vez escolhidos estes dois nimeros, toma-se o conjunto dos
polinoémios linearizados, com coeficientes no corpo com 2™ elementos, cujos



graus sao limitados por 2" e o cédigo estd completamente determinado por
este conjunto. Este capitulo também incluird as relacoes das palavras deste
cédigo com as curvas de Artin-Schreier e com fungoes quadraticas, bem como
a construcao de curvas ligadas a sub-codigos, junto com a férmula que liga o
peso destes ao nimero de pontos daquelas.

Concluiremos com o terceiro capitulo onde sera elaborado um método
para se obter sub-codigos de peso minimo no nosso codigo. Este método
consiste em construir um conjunto de fungoes quadraticas que induzem pa-
lavras de peso minimo e avaliar a dimensao do cédigo constituido por estas
palavras. Serao necessarias abordagens ligeiramente diferentes quanto a es-
colha de m, nos casos deste nimero ser par ou impar. Também ilustraremos
a aplicagao do método com alguns exemplos para certas escolhas de h, in-
cluindo exemplos mais especificos ainda onde escolhe-se h e m.

O texto aqui escrito foi baseado no artigo [G-V 3], de Gerald van der
Geer e Marcel van der Vlugt. Também foram utilizados contetidos dos artigos
[G-V 1] e [G-V 2] dos mesmos autores, ji que muito do primeiro artigo citado
se baseia neles.



Capitulo 1

Nocoes basicas

Faremos neste capitulo a introducao dos conceitos basicos que serao explora-
dos e interligados neste trabalho: as curvas algébricas, os codigos lineares e
as formas quadraticas. Antes de tudo, porém, precisaremos introduzir alguns
conceitos sobre corpos finitos.

1.1 Corpos finitos

Como este trabalho sera todo desenvolvido sobre corpos finitos, varios re-
sultados sobre o assunto serao necesséarios, os quais serao apresentados aqui
junto com a notagao que adotaremos para os objetos relacionados ao tema.
A referéncia bésica para o assunto é [L-NJ.

Todo corpo finito é uma extensao algébrica finita do corpo Z, das classes
de congruéncia médulo p, onde p é um primo. Sendo extensao algébrica, ele é
também um espaco vetorial sobre Z,, tendo, portanto, p™ elementos, onde m
¢ a sua dimensao. Denotaremos por F, o corpo com ¢ elementos, onde g = p™
para algum primo p e um nimero natural m. Desta forma escreveremos
F, no lugar de Z,. Podemos utilizar esta notacao sem problemas pois o
corpo com ¢ elementos é tinico a menos de isomorfismo. Outra caracteristica
importante de F, como extensao algébrica de F, ¢ que este ¢ o corpo de
rafzes do polinémio X9 — X € F,[X].

Dado um corpo finito F, qualquer extensao finita deste ¢ um corpo Fg»
com n natural, ou seja, um corpo com p™" elementos. Por outro lado temos
também que qualquer sub-corpo de F, é um corpo F,» onde n divide m.



Dado Fj» extensao de F,, o grupo dos F-automorfismos de F ;. é ciclico de
ordem n, gerado pelo automorfismo o : Fyn — F» definido por o(z) = a9.
Um parametro importante relacionando Fj» a F, é a chamada funcao traco,
definida por:

TWTbn/Fq: Pgn — PE

n—1 n—1 _
T Zaj(x) = quj.
=0 =0

Esta funcao exercerd um papel central neste texto, e algumas das carac-
teristicas dela que serao 1teis se encontram na proposicao abaixo, que é
fruto dos Teoremas 2.23, 2.25 e 2.26 de [L-NJ.

Proposigao 1.1.1: Dado Fyn extensao de ¥y, a fungao Try /v, satisfaz:

1. Trg ./w, € uma transformagao linear sobrejetiva quando consideramos
os dois corpos como F g -espagos vetoriais.

2. Trg . v, (a) =0 se, e somente se, a = 39+ 3 para algum 3 € Fyn.
3. Tr . v, (x) =Trp,/w, [T’I“Fqn/pq(l’)] para cada © € Fn.

Como a funcao que mais utilizaremos serd T'rg,/r,, esta serd tratada
apenas por T'r.

1.2 Curvas algébricas

Apresentaremos brevemente aqui o conceito de curvas algébricas, que serao
apresentadas como um caso particular de conjuntos algébricos. Também sera
enunciado um critério para o isomorfismo entre variedades algébricas.

Dado um corpo K denotaremos por A"(K) o conjunto das n-uplas de
elementos de K. A™(K) (ou A" quando estiver claro qual é o corpo em
questao) sera chamado o n-espago afim sobre K. Em particular nos referimos
a A% por plano afim. Chamamos conjunto algébrico afim sobre K a um
conjunto do tipo

V(I)=A{(a1,...,a,) € A"(K); f(ar,...,a,) =0Vf eI}



onde I é um ideal de B = K[X},...,X,]. Dado um conjunto algébrico afim
V', definimos o ideal Z(V') em B por

IV) = {f(X1,....X,) €B; flar,...,a) =0Ya,....an) € V}.

Temos que V(Z(V)) = V. Mais ainda, Z(V') é o maior ideal I que cumpre
V(I) = V. Quando Z(V) é um ideal primo, chamamos V de variedade
algébrica afim ou, mais sucintamente, apenas variedade. Dadas duas varie-
dades Ve W em A™ e A", respectivamente, uma funcao f : V — W é dita
uma func¢do polinomial se existem polindémios py,...,p, € K[Xy,..., X,,]
tais que

flag,...;am) = (p1(a1, ... am), - pular, ... an))

para cada (ai,...,a,) € V. Dizemos que V e W sao isomorfas quando
existem fungoes polinomiais f: V - W eg: W — V taisque fogego f
sao as identidades em V' e W, respectivamente. A cada conjunto algébrico
afim V' esta associado o anel K[V] = B/Z(V), que recebe o nome de anel de
coordenadas de V. Assim, quando V' é uma variedade, K[V'] é um dominio de
integridade. Abaixo enunciamos o resultado, de uso comum, que caracteriza
o fato de duas variedades algébricas serem isomorfas.

Proposicao 1.2.1: Duas variedades algébricas afins sao isomorfas se, € so-
mente se, seus anéis de coordenadas sao K-isomorfos.

A dimensdo de um conjunto algébrico V' é definida como a dimensao de
Krull de K[V]. Um conjunto algébrico de dimensao 1 é chamado de curva
algébrica, ou apenas curva. Quando tal curva estda definida no plano afim,
a chamamos de curva algébrica plana. No caso em que V é uma variedade
algébrica, o Teorema da normalizacao de Noether diz que a dimensao de
V é dada pelo grau de transcendéncia, sobre K, do corpo de fragoes de
K[V]. Além disso, a uma variedade algébrica de dimensdo 1 chamamos
curva algébrica vrredutivel.

Toda curva plana C' = V(1) pode ser definida a partir de uma equacao

f(X’ Y) = 07
onde f é um polinémio tal que I = (f), ou seja,

C={(x,y) € K f(z,y) =0}.



Evidentemente a curva C' serad irredutivel quando f for irredutivel. Mais
geralmente, todo conjunto algébrico V- = V(I) C A™ pode ser definido a
partir de um sistema

filXy,..., X)) =0

fk(Xh .. ,Xn) — 0

com fi,..., fr polinomios tais que I = (fi,..., fr). Uma boa referéncia para
o que acabamos de descrever ¢ o livro [F].

1.3 Cadigos

O objeto principal deste texto é um cdédigo linear, um conceito que sera
apresentado nesta secao. Estamos principalmente interessados nos pesos de
Hamming generalizados, que como o préprio nome ja diz, sao a generalizacao
do peso minimo, um importante invariante de um codigo.

Dados n € N e um conjunto finito A, que chamaremos de alfabeto, uma
palavra de tamanho n é um elemento de A™. Um cddigo de tamanho n sobre
A é um subconjunto nao vazio de A". Vejamos agora duas defini¢des centrais
na teoria de codigos.

Definicao 1.3.1: Em um cédigo C' C A™:

1. A distancia de Hamming é a funcao

d:CxC—{0,...,n}
(x,y) = #{i e {1,...,n}; & # vy}

2. A distancia minima de um codigo é o minimo que a distancia de
Hamming assume entre duas palavras distintas deste cédigo.

Como a funcao acima é uma métrica em A", um cédigo forma um espaco
métrico quando considerada sobre ele a distancia de Hamming. Em um
c6digo corretor de erros, sua distancia minima d é um parametro importante
pois nele é possivel corrigir até [d — 1/2] erros de uma palavra recebida.

Quando o alfabeto é um corpo finito F, e o cédigo é um sub-espago
vetorial de (F,)", dizemos que este ¢ um cédigo linear de tamanho n. A um



sub-espaco vetorial de um cddigo linear chamamos sub-cddigo. Seja € um
c6digo linear de tamanho n sobre F,. Chamamos w(c) = d(c,0) o peso da
palavra ¢ de &, e o peso minimo de € o minimo que a funcao peso admite
nas palavras nao nulas. Temos entao que em % o seu peso minimo € igual a
sua distancia minima. Também podemos definir o peso de um sub-cédigo ¥
de € da seguinte forma:

w(P)=#{ie{l,...,n}; I ce P tal que ¢; # 0}.
Finalmente, definimos o r-ésimo peso de Hamming generalizado de € por
d.(¢) = min{w(2); 2 sub-espago r-dimensional de €'}.

A seguir teremos o primeiro dos dois unicos resultados apresentados nesta
secao, os quais nos darao uma vantagem computacional.

Proposigao 1.3.2: Para cada 2 sub-codigo de € wvale

1
w(2) = Y > wlo),

onde d = dim(9).

Demonstragao: Seja m; : (F,)" — F, para cada i € {1,...,n} a projecao
na i-ésima coordenada e p : F, — Z>( definido por p(z) = 1, se z # 0, e
p(0) = 0. Deste modo, para cada ¢ € (F,)",

n

w(e) =3 pomle).

i=1
Agora tomando Z = {i € {1,...,n}; m(c) =0 Ve € P} temos que i &€ Z
implica dim(ker(m;) N 9) = d — 1, ou seja, #ker(m;) N 2 = ¢?71, e assim

> pomle)=q'—q¢""

ceED



Com 1isso

S =YY pom(e)

cED ce? i=1
-3 Y penio
i=1 ce9
S pemlo
€7 ceED
=> (¢*—q¢"
gz
=w(?2) (¢’ — ). O

Quando num sub-cédigo toda palavra nao nula tiver o peso minimo do
cbédigo, o chamaremos de um sub-cddigo de peso minimo. E facil ver que
sub-codigos de um sub-cédigo de peso minimo também sao de peso minimo.
Ainda a respeito desta definicao temos o corolario abaixo.

Corolario 1.3.3: Se em € existe um sub-codigo & de peso minimo e di-
mensao r, entdo vale a sequinte formula:

¢ —1
d.(¢) = Wdl((g)'

Demonstragao: Basta observar que se ¢ € €\ {0} tem o peso minimo, entao

di1(€) =w(F, - c) =w(c)

0,(%) = w(?) = ——— 3 w(d) = L u(e) 0

_ =1 - _ =1
q —q" de9 q —q"

Os cédigos que exploraremos neste trabalho sao todos pertencentes a
familia dos codigos de Reed-Muller, que serao apresentados agora. Tomando
a funcao de avaliacao

m

B:F,[X1,..., Xn] = (F,)
f = (f(0))ve@)m,

e o conjunto
P ={f e FyXy,..., Xn]; grau(f) <r},

8



definimos o cddigo de Reed-Muller de r-ésima ordem sobre F, de compri-
mento ¢™ por

H(r,m) = B(Fr).

Este conjunto ¢ de fato um cédigo linear pois a aplicacao avaliagao é F -
linear. Fazendo uma ligeira alteracao nesta aplicacao de modo a obter

B5(f) = (f(v))ve@,m {0}

podemos definir o cédigo de comprimento ¢™ — 1
KX (r,m) = *(P,),

que chamaremos de cddigo de Reed-Muller perfurado.

1.4 Formas quadraticas sobre um corpo de
caracteristica 2

Existe uma vasta bibliografia abordando a teoria de formas quadraticas.
Porém, como o caso de interesse é sobre um corpo de caracteristica 2, que
nem todos os livros escolhem contemplar, aqui serao desenvolvidos alguns
resultados sobre o assunto.

Uma n-forma quadrdtica sobre um corpo K é um polinomio homogéneo
de grau 2 em até n variaveis com coeficientes neste corpo ou o polinomio
nulo, ou seja, um polinémio da forma

n
E Clinin,
i=1

J=i

onde os coeficientes a;; € K estao unicamente determinados. Deste modo,
uma n-forma quadratica pode ser vista como k-forma quadratica para cada

k > n, o que faz sentido ja que sempre podemos incluir K[X7, ..., X, ] em
K[Xy, ..., Xp]

Mais abrangente que o conceito de forma quadratica é o de funcao quadratica,

o qual sera mais utilizado neste texto do que o anterior. Dados V um K-
espaco vetorial e p : V — K uma funcgao, dizemos que ¢ é uma fung¢ao
quadrdtica se ela satisfaz as condigoes:

9



(i) Y(a,z) e K x V, p(ax) = a*p(z);

(ii) By(z,y) = ¢(z+vy) —¢(x) — p(y) define uma forma bilinear simétrica
de V xV em K.

Neste caso nos referimos ao par (V, ¢) por espaco quadrdtico. E facil ver que
se tivermos « e [ funcionais lineares de V em K e definirmos, para cada
z eV, p(x) =a(zx)- p(x), entdo (V,p) forma um espaco quadratico. Dada
uma n-forma quadratica () tem-se que

Q: K" — K
(X1, ..y ) = Qa1 ..., Ty),

¢ uma funcao quadratica, a qual serd frequentemente tratada como a propria
forma, uma vez que duas formas quadraticas sao iguais se, e somente se, elas
coincidem como funcoes. Também é verdade que cada funcao quadratica
cujo dominio é K" determina uma unica n-forma quadratica, um fato que
serd verificado mais a frente no caso de corpos de caracteristica 2.

Chamamos dois espagos quadraticos (V, ) e (W,v) de isométricos, de-
notado por (V,¢) ~ (W, 1), quando existe um isomorfismo 7" : V' — W tal
que ¢ = ¥ oT. Além disso, duas n-formas quadraticas () e R serao ditas
equivalentes, ou () ~ R, quando tivermos (K", Q) ~ (K", R). Em outras
palavras, duas formas quadraticas sao equivalentes se existe uma mudanca
linear nao singular de variaveis que transforma uma na outra. Chamamos de
posto da forma quadratica () o inteiro nao negativo

min{n € Zsq; existe R n-forma quadratica tal que @ ~ R}.

Além disso, uma n-forma quadratica é dita degenerada se seu posto é menor
que n. Extenderemos este conceito para espacos quadraticos dizendo que uma
funcao quadratica ¢ : V — K é degenerada quando existe um isomorfismo
T:K"—=V,n=dmV, tal que p oT nao depende de z,.

Dadas (V, ) e (W, 1)) espagos quadréticos sobre K podemos definir

pdby:VaeW =K
v+ w = p) +Y(w)

e assim temos o espago quadratico (V & W, ¢ @ ).
Consideremos de agora em diante K um corpo com caracteristica 2. Co-
mecemos verificando um resultado ja prometido anteriormente.

10



Proposicao 1.4.1: Dada ¢ : K" — K func¢ao quadrdtica existe uma inica
n-forma quadrdtica Q, tal que

o(z1, ... xn) = Qu(z, ..., xn) Y(21,...,2,) € K"

Demonstracao: Considere ey, ..., e, a base canonica de K" e B, a forma
bilinear simétrica associada a ¢. Agora tome para cada (i,j) € {1,...,n}?
com j > 1

%:{M@»m:j

By(ei,e;), se j > 1

Tomando
n

le(Xh N an) = ZainZ-Xj

i=1
j2i

temos que para cada (z1,...,z,) € K"

O(x1, ..., Tp) = <Z xiei>
i=1
= p(r161) + 9 (Z :ciei) + B (xlel, in@-)

=2 =2
n n
2
= 41173 + (2 E x;e; | + E A1;T1T 5
=2 Jj=2

e prosseguindo com o mesmo raciocinio chegamos a

n n—1 n
2
o(T1,. .., Tp) = g a;T; + E g ;T

i=1 i=1 j=i+1
n n
= E E aiinﬂfj
=1 j>1i
= Qu(1,...,2,). O

Chamamos B, definida em (ii), de forma bilinear associada a (V).
Para cada S sub-espago vetorial de V', definimos o sub-espago ortogonal a S
por

St ={x€eV; By(r,y) =0Vy € S}.

Chamamos o radical de ¢, ou rad ¢, o conjunto V.

11



Teorema 1.4.2: Dado (V, ) espaco quadrdtico sobre K e U C V sub-espacgo
tal que V. =U ® rad ¢. Entdo tem-se:

1. rad (plv) = {0}
2. rad ¢ é soma ortogonal de sub-espacos unidimensionais;
3. U € soma ortogonal de sub-espacos bidimensionais.

Demonstracao: Para se provar 1 basta observar que rad |y = (rad ¢) N U.
O item 2 é consequéncia imediata do fato de qualquer base de rad ¢ ser
ortogonal.

A prova de 3. serd feita por indugao sobre a dimensao de U. Se dim(U) =0
nao ha nada a fazer. Supondo dim(U) > 0 e tomando v; € U \ {0}, como
v € rad ¢y, existe v, € U tal que B, (v, v2) # 0. Além disso,

B, (v1,v1) = p(v1 +v1) + (1) + p(v1) =0,

logo vy e vy sao linearmente independentes, por onde segue que o sub-espago
Uy =F, vy +F; vy tem dimensao 2. Tomando U, = Uyt NU temos
U = U; @ U,. Dai segue que rad ¢|y, = 0 e aplicando a hipdtese de indugao
em U; temos o resultado. O

Esta descricao de V' em sub-espacos ortogonais é 1til pois para cada
x eV, sey € rad @, entao

(T +y) = (@) + ¢y) + By(z,y) = o(x) + (y),

donde temos que ¢ = ¢|y ® ¢Y|rea » para cada U tal que V =rad ¢ & U. Tal
observacao sera util na demonstracao da préxima proposicao.

Proposicao 1.4.3: Uma funcao quadrdtica ¢ : V — K € degenerada se, e
somente se, existe z € rad ¢ \ {0} tal que p(z) = 0.

Demonstracao: Suponha que existe T': K™ — V isomorfismo linear tal que
1 = p ol independe de x,,. Como

V(xy, . Tp1, ) = Y(T1, ..., Ty, 0)

para todo (x1,...,2,_1,7,) € K",

¥(0,...,0,1) = 4(0,...,0,0) = 0.



Entao tomando z = 7'(0,...,0, 1), temos que ¢(z) =0 ¢

By(z,2) = 90(93+2)+90() (2)
(T(T(2) + T7(2))) + ()
(T () +(0,...,0,1)) + (x)
(T () + ( )
(
(

I
€ € € € €6

T(T™(x))) + ()
z) + p(z) =0,

para cada x € K", ou seja, z € rad ¢. Agora para a volta, tome U C V tal
que V=rad U, T) : K™ — U e Ty : K'"™™ — rad ¢ isomorfismos. Segue
que

T: K" -V
(1, ..y ) = Tz, 2m) + To(Tg1y -5 T0)

é isomorfismo e po T = w o T} + ¢ o T,. Portanto, podemos nos restringir
ao caso em que rad ¢ = V. Neste caso, tomando vy,...,v, base de V e
d; = p(v;), temos para cada (z1,...,2,) € K"

%) (i a:ivi> = i dle
i=1 i=1

Com isso, se p(z) = 0 com z # 0, e aqui podemos supor z = » | z;v; com

Zn # 0,
i=1
Considerando
T - K" —V

1
(X1, ..y Tp) E xi+z—xn Vi + TpUn

i=1 n
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temos para cada (x1,...,x,) € K"
n—1 . 2
o(T(x1,...,x,)) = ; d; (xz + ixn> + dp2?

n 12 n—1

2 n 2
- zZ,
i=1 i=1

n -

— 2 n 2
= E dix; + —dnz,
- zZ
i=1 n

n—1
=1

Os resultados apresentados até aqui foram baseados na segao 1.4 de [P].
Também utilizaremos, para cada n-forma quadratica @), a notacao N(Q)
para a cardinalidade do conjunto solu¢ao da equagao Q(Xi,...,X,) =0. A
proposic¢ao enunciada abaixo ¢ derivada dos Teoremas 6.30 e 6.32 de [L-N] e
nao sera demonstrada neste texto.

Teorema 1.4.4: Seja () uma n-forma quadrdtica nao degenerada sobre F,.
Se n € impar,

Q~X1Xo+ X3 Xy +...+ X, 20X, + X2
e N(Q) =q"'. Sen € par, entao
O~ X1 Xo+ XsXo+ o 4+ X1 Xon,
e N(Q) =¢" "+ (¢ —1)g" " ou
Q~X1Xo+ X3 Xy + ..+ X1 Xy, + X2+ aX?,
e N(Q) =q" "t — (¢ —1)¢™ /2, onde a € F, satisfaz Tr(a) = 1.

Como nao trataremos apenas de formas quadraticas nao degeneradas,
precisaremos da proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1.4.5: Sejam ) uma n-forma quadrdtica sobre F, de posto k e
R uma k-forma tal que Q ~ R. Entdo N(Q) = ¢" *N(R).

14



Demonstragao: Tomando T automorfismo linear de (F,)™ tal que R = QoT,
como a funcao quadratica induzida por R nao depende das n — k ultimas
coordenadas, o conjunto solu¢ao de @ o T'(Xj,...,X,) = 0 é dado por

{(x1,...,2n) € (F)"; R(z1,...,25) =0}
e este conjunto estd em bijecao com N(Q). O

Podemos adotar, para uma funcao quadratica ¢ : V — K,

N(p) = #{z € V; o(z) =0}

Para generalizar os dois resultados acima para funcoes quadraticas basta
tomar um isomorfismo 7" : K® — V' e considerar a funcao quadratica p o T,
que tera uma forma quadratica associada, pela Proposicao 1.4.1, equivalente
a . As solugoes desta forma quadratica serao trazidas a funcao quadratica
original por intermédio de T'.
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Capitulo 2

O cdédigo %,

Este capitulo se dedicara a construcao de um tipo particular de cédigo e
ao estudo de suas relagoes com as teorias de curvas algébricas e formas
quadraticas. Tais relacoes permitem um intercambio de informacoes entre
sub-codigos deste codigo e algumas curvas algébricas. Fazemos aqui a breve
apresentacao deste codigo para tratar das relagoes com as outras teorias nas
segoes que seguirao. Seja ¢ = 2™ com 1 < m € N. Para algum 0 < h < [m/2]

considere \
Rh = {ZalXT, a; € Fq} .

i=0
Este conjunto, por ser um espaco vetorial sobre Fy, também o é sobre Fs.
Os polinomios que o constituem sao ditos linearizados pois f € R, implica

flx+y) = f(z)+ fly) Vz,y € Fy.

Temos entao o cédigo binario de tamanho ¢ — 1
©h ={Cr = (Tr[zR(x)])zers; R € Ry}

sobre o qual trabalharemos de aqui em diante até o final do capitulo.

2.1 Cbdigos e curvas

Palavras de %), se identificam com curvas planas assim como sub-cédigos de
dimensdo d com curvas em A%!. Estas identificacoes ligam sub-cédigos de

16



peso menor a curvas com mais pontos.

A cada palavra Cg deste codigo associamos a curva de Artin-Schreier C'g
em A%(F,) definida pela equagao

Y2 +Y = XR(X).

Verificamos a irredutibilidade do polinémio Y2+Y + X R(X) observando que
para termos um polinoémio do tipo Y2 +Y + f(X) redutivel sobre (F,[X])[Y]
deve existir g(X) € F,[X] tal que g(X)? + g(X) = f(X), implicando num
f(X) de grau par. A associagao feita entre Cg e C se justifica em virtude
da proposicao abaixo.

Proposicao 2.1.1:

w(Cr) = q — 5

Demonstracao: Sabemos que

#Cp =Y #{y € Py zR(x) =y’ +y}.

zcFy

Porém, observe que o polinémio Y2+Y tem 2 raizes, 0 e 1. Além disso, para
cadat € F,, se y? +y =t, entdo (y + 1)+ (y+ 1) = t. Ou seja, o polinémio
Y2 +Y +1t, quando tem rafzes em F,, tem exatamente 2. Segue pelo item 2
do Teorema 1.1.1 que

2, seTr[zR(x)] =0,

#{y € Fy; wR(z) =y +y} = {0 se TrzR(x)] # 0.

Tem-se entao que

#Cpr = 2(#{x € Fy; Tr[zR(x)] =0})
=21+ #{z € F,; TrjzR(x)] = 0}).

E como
w(Cr) = g~ 1~ #{z € By TrleR(x)] =0},

conseguimos

#CR = 2(q - w(CR)) ]
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Também para um sub-cédigo Z de %), associamos uma curva. Tomando
Cry;---,Cr, base de 9, definimos a curva afim C?) c A™(F,) dada pelo
sistema

Y24V = XRi(X)
YZ2+Y = XR(X).

Porém, esta definicao depende da escolha de uma base. E necesséario saber
até onde a curva estd determinada por esta escolha.

Lema 2.1.2: A curva C“), a menos de isomorfismo, independente da base

de 9.
Demonstracao: Sejam Cg,,...,Cg, € Cg,,...,Cs, bases de . Devemos ter
Ry, ..., R, linearmente independentes, ja que a fungao R — (Tr[zR(z)])ser;
é Fa-linear. O mesmo ocorre para St,...,.S;, portanto, temos
Rl Sl
| =al
Ry St

para algum A € GL(t,Fy) C GL(t,F,). Com isso, consideremos o homo-
morfismo induzido da F ,-transformacao linear

0 F X, Yi,....Y)] = F X, Yi,....Y]
definida por ¢ |g,x)= Id e
p(Y1) Vi
: =A]
p(Y1) Y,

Este serda automorfismo, ja que o seu inverso pode ser obtido de maneira
semelhante utilizando A~ no lugar de A. Agora tome, em F,[X,Y7,..., Y],
I o ideal gerado pelos polinomios Y +Y; + XR;(X), e J o gerado pelos

18



polinémios Y;? +Y; + X S;(X). Como

p(Y? + Y1+ XRi(X)) Y+ 1 Ry (X)
: =A : + X :
(Y2 +Y, + XR(X)) Y2+Y, Ry(X)
Y2+ Vi + XS (X)
= A :
Y? +Y;, + XS (X)

e Ae GL(t,F,),

v (ZFq-[KQ+K+XRi(X)]> =Y F, V2 + Y+ XSi(X)],

donde, por ¢ ser automorfismo, segue que ¢(I) = J. Temos entdo o iso-
morfismo entre F [X,Y),....Y{]/I e F [X,Y1,...,Y]/J, que sdo os anéis
de coordenadas de C?) com as bases Cg,, ...,Cg, ¢ Cs,,...,Cs,, respectiva-
mente. [

Desta vez, relacionamos a curva determinada por Z e seu peso.

Proposicao 2.1.3: Dado 9 sub-cddigo de dimensdo t de 6y, a cardinalidade
da curva C'?) definida por este cddigo e seu peso satisfazem a equac@o

#C7)
-

Demonstragdo: Sejam Z = {x € F}; 7,(C) =0VC € 9} e z = #7. Assim,
w(Z)=q—1— 2z Tem-se

w(7) =q

re€Z e TrjzR(x)]=0VReFy- Ry +...+Fy- Ry
& #{(y,- ) € (F))'s 2Rile) = 7 +ys Vi€ (L. 1}} £0
And #{(y17"'7yt) < (FQ)t; le(x) = yz2 +y; Vi€ {17at}} =2".
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Com 1isso

#CD =" (. m) € (F))'s aRi(z) =y} +yi, 1<i <t}

z€F,

=2+ 3 #{(yr . oy) € (F)s aRi(a) = g2 +ysy 1<i < 1)

z€Fy

=2'+) 2
T€Z

= 24(1 + 2) 0

Conclui-se entao que quanto mais baixo for o peso de um sub-cédigo mais
pontos a curva relacionada a este tera.

2.2 (Cddigos e formas quadraticas

Aqui serao ligadas palavras a fungoes quadraticas de maneira bem direta,
relacionando os pesos daquelas ao niimero de solugoes destas.

A uma palavra nao nula Cg € %, também podemos associar a fungao
quadratica sobre Fy, com dominio em F,, definida por

Qr(z) = TrlzR(r)],

ulmna vez que
Br(x,y) =TrlzR(y) + yR(x)]

¢ bilinear simétrica. Portanto, se fixarmos um isomorfismo de (F3)™ em
F,, temos pela Proposigao 1.4.1 que cada Qg pode ser representado por um
polinémio homogéneo de grau 2 em Fo[ X7, ..., X,,]. Assim podemos ver que
% 6 sub-cédigo do cédigo bindrio Z2*(2",m).

Temos de imediato que

w(Cr) = q— N(Qr)
que combinando com a Proposicao 2.1.1 leva a

#Cr = 2N(Qg).

Agora vamos investigar o radical das fungoes quadraticas obtidas desta ma-
neira.
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Proposicao 2.2.1: rad Qg tem dimensdo w com (m — w) par.
Demonstracao: Segue do item 3 do Teorema 1.4.2. [
Proposicao 2.2.2: Se R = Z?:O a; X2 € Ry, entio

rad Qr = {z € F,; E(z) =0},
onde BE(X) = (R(X))* + 1 (a,;X)*" .

Demonstracao: Para cada i,

Tr [aixyﬂ =Tr [(aixyzi)mei] =Tr [(aix)QMﬂ.y} ,
portanto,

h h

TrlzR(y)] = ZTT [aixyy] = ZTT [(am:)Qm*iy] =Tr

=0 i=0

donde segue que

TrizR(y) + yR(x)] = Tr

y {Z(w)yﬁ + R(iﬁ')}

=0

Dai temos que x € rad QQr se, e somente se,

h
Z(aix)Qm_l + R(z) =0,
=0
que equivale a
h
Z(aix)wl + (R(m))Qh =0 O
i=0

Corolério 2.2.3: Para cada R € Ry, \ {0}, dim(rad Qgr) < d+ h onde 2¢ ¢
o grau de R.

Demonstragdo: O polinomio E(X) tem grau 247" daf #rad Qr < 24" ou
seja, dim(rad Qgr) < d+ h. ]
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O espaco vetorial rad (Qr contém o sub-espaco

Qp = {x € rad Qr; Qr(z) =0},

que nao ¢é necessariamente nulo pois estamos trabalhando sobre um corpo de
caracteristica 2. Sobre a dimensao de €2 temos:

Proposicao 2.2.4: Sejam w = dim(rad Q) e w = dim(Q2). Temos:
1. w=wouw=w-—1.
2. Se R € R, \ {0}, entdo o posto de Qg é dado por m — w.

Demonstragao: 1. Segue do fato de de Qrlred @ ser um funcional linear.
2. Decorre da Proposicao 1.4.3. O

Agora uma consequéncia das generalizacOes para funcoes quadraticas do
Teorema 1.4.4 e da Proposicao 1.4.5 :

Teorema 2.2.5: Sejaw = dim(rad Qr). Se Qg tem posto m—w+1 (impar),
Qr~ X1 Xo+ o+ X1 X + X201
e N(Qr) =2v"1.2m% = ¢/2. E se Qg tem posto m — w (par),
Qr~X1Xo+ ...+ Xow1Xmw
¢ N(Qr) =20 - (2m071 4 20-0-212) — (g 4+ \/gB¥) /2, ou
Qr~X1Xo+ ...+ Xpew1Xm—w + X1 + Xo

e N(Qr) =27 (2771 — 2w =2/2) = (¢ — /gam) /2.
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Capitulo 3

Construcao de sub-cdédigos de
peso minimo

Neste capitulo investigaremos o codigo %3 para encontrar nele sub-codigos
de peso baixo. Para a construcao deste cédigo bindrio devemos escolher o
subconjunto Ry, dentro de F,[X]| com ¢ = 2™ e s@o necessarias abordagens
diferentes para quando este m é par ou impar.

3.1 O caso m impar

Esta secao trara uma série de resultados que culminarao num processo para
a construgao de sub-cédigos de peso minimo dentro de %), através de formas
quadraticas que se identificarao com palavras neste cédigo.

Para esta secao consideraremos m ifmpar com m > 3. Encontramos sub-
c6digos de peso minimo em 6, com 0 < h < (m—1)/2 através da observacao
que segue.

Proposigao 3.1.1: Dados 0 < w < 2h — 1 com (m — w) par e um conjunto
{ai,bi;i € {1,...,(m —w)/2}} C F, linearmente independente sobre Fy, a

eTpressao
(m—w)/2

> Tr(az)Tr(bx), (3.1.1)

i=1
¢ uma funcao quadrdtica, a qual é equivalente a forma X1 Xo+. . .+ X_w_1Xm—w
e tem (¢ + /q2%)/2 zeros em F.
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Demonstracao: Comegamos tomando para cada i € {1,...,(m —w)/2}

©; - Fq — F2 ¢z Fq — F2
r = Tr(ax) ¢ x +— Tr(bx)

Como cada uma destas fungoes é Fao-linear, ¢, - 1; é fungao quadratica para
cada i, donde segue que (3.1.1) também o é. Agora observando que para
qualquer {oy, 5i; i € {1,...,w}} C Fy

(m—w)/2
Z ;i + B = 0
=1

(m—w)/2

= Z Tr [(aiai + 511),)37] =0Vrx e Fq
=1

(m—w)/2

Ang Z (cvia; + Bib;) = 0
=1
@alzﬁleVZE{l,,(m—W)/Q},

segue que A = {p;,¢;; 1 € {1,...,(m—w)/2}} é um conjunto Fy-linearmente
independente de funcionais lineares. Tomando 7; : F, — F5 funcional linear
para cada i € {1,...,w} de tal forma que AU {r; i € {1,...,w}} forme
uma base do espago dual de F,, temos que a transformacao linear

T:F, — (F)"
z = (p1(2),1(2), - Pam—w)2(2), Ym—w)/2(2), T1(2), -, Tw ()

é injetiva, jd que se todas as coordenadas se anulassem para algum x € Fy,
terfamos 7(z) = 0 para todo 7 no dual de F, que seria um absurdo. Portanto
T é o isomorfismo que nos da a equivaléncia desejada. O numero de zeros
segue do Teorema 2.2.5. O]

De agora em diante chamaremos Q (a1, ..., G(m—w)/2: b1, - ., Dan—w)/2), Ou
mais simplesmente Q)(a,b), a fungao quadratica definida em (3.1.1). Ao ser
avaliada em F7, esta funcao quadratica define uma palavra em (Fy)i71, a
qual frequentemente serd tratada como a prépria funcao. Assim, quando o
conjunto {ai, ..., Gum—w)/2;b1; - - - ban—w)/2}, que serd denotado por {a,b}, é
linearmente independente, temos pela proposicao anterior que:

w(Q(a,b)) = (¢ — V/42°) /2. (3.1.2)
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Podemos encontrar palavras de %), escolhendo o conjunto {a,b} de acordo
com o resultado abaixo.
Proposigao 3.1.2: Se o conjunto {a;, b;; i € {1,...,(m —w)/2}} C F,

satisfaz o sistema
(m—w)/2

Z ((Iz’2jbi + aibin) =0 (313)
=1

para cada j € {h+1,...,(m —1)/2}, entao Q(a,b) € €.

Demonstragao: Comegamos observando que para cada a, b,z € F,

m—1
Tr(azx)Tr(bx) = Tr(Tr(ax)br) = Tr (Z a? bx27+1) .
j=0
E como, para cada 7,
Tr(azjbac2j+1) = Tr[(anbmyﬂ)Zm*j]

= Tr(ab2m77x2mﬂ+1),

obtemos
m—1 m—1
J J m—j m—j
Tr E a? b =Tr g ab®?" 2
j:m;»l ]:m;»l

m—1
2 . .
J J
=Tr E ab? 2%,
j=1

por onde chegamos a
m—1
Tr(ax)Tr(bx) =Tr Z a® bx?

J=0

3

2
i, o
=Tr a® bax¥ 1

m—1

+Tr Z a? b? 1

.

o —
(S
|
3
Sk

m—1 m—1
2 . . 2 . .
J J J J
=Tr E a? v + T E ab? %'+
=0 =1
m—1
2 . . .
J J J
=Tr | abz® + E (a® b+ ab® )x?+!
j=1
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Dai concluimos que

(m—w)/2
Z Tr(a;x)Tr(bx)
i=1

(m—w)/2 (m—w)/2

m—1
= T’I“ Z aibi {E2 =+ 22: Z ai2jbz’ + aibfj 1’2j+1
7j=1

i=1 =1

e, como o polinomio entre colchetes pertence a Ry, se, e somente se, satisfaz
(3.1.3), temos o resultado. O

Corolério 3.1.3: Para um conjunto {ay, ..., a@m-w)/2} € Fq fivo, as palavras
Q(a,b) induzidas pelas solugoes (by, ..., bum—w)2) de (5.1.3) formam um sub-
codigo de 6.

Demonstragao: Para a fixo, as equagoes de (3.1.3) sdo polinomios lineariza-
dos nas varidveis b;. Dai, se (a,b) e (a,c) sao solugdes, (a,b+ ¢) também é.
Agora basta observar que

Qa,b+c)(z) = Q(a,b)(z) + Q(a,c)(x) Vx € F,. O

Consideremos, de agora em diante, w = 2h—1, ja que assim, se conseguir-
mos satisfazer as hipdteses da Proposigao 3.1.1, obtemos, por (3.1.2), Q(a, b)
com o menor peso possivel. Agora seja

M=(m-w)/2=(m—2h+1)/2.

Neste caso (3.1.3) nos dd 5 — h = M — 1 equagbes em M incognitas b;.
Fixaremos agora um conjunto {as,...,ay} linearmente independente sobre
F, e assumiremos que o sistema de equagbes (3.1.3) nao é vazio, ou seja,

h < (m-—1)/2.

Proposicao 3.1.4: O sistema (3.1.3) tem pelo menos q solugoes (by, ..., bar)
em (F,)M.

Demonstragao: Como o sistema (3.1.3) é homogéneo, podemos supor a; = 1.
Agora para cada j € {1,...,m} ficamos com a equagao

M
blj -+ bl = Z aibiZJ -+ CLZ‘QJ bl
=2
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e, se aplicarmos a substituicao by = b} + Zf\iz ¥/a;b;, obtemos

M 2 M M _ _
<b’1 +) 2{/a_b> HU Y R = aib” +a;”'b;
1=2 1=2 =2

M M
B+ b + Rabi =Y ab® + b,
=2 =2

M

B2 4 = > (a?j + 2€/a_) b;.

1=2

1

Se a?j + ¥/a; # 0 para algum i, esta equagdo tem g™~ solucoes, ja que a

aplicagao linear Ny
(bay- o bar) > Y (afj + \/a_) b
=2

é sobrejetiva, tendo portanto ¢ 2 elementos em seu ntcleo, donde segue
que, para cada b, € F,, exatamente ¢ 2 elementos de (F,)M~! tém b* + b/
como imagem. Agora se a?j + %/a; = 0 para todo 4, o nimero de solucoes
da equacao é s¢™~! onde s é o nimero de rafzes de X? + X. Observe que
s > 2, pois 0 e 1 sao raizes deste polinomio. Sendo assim, para cada j, temos
um conjunto solucao com ¢™~! ou mais elementos. Como cada um destes
conjuntos ¢ um Fy-espaco vetorial, cada um deles tem ao menos dimensao
m(M — 1) sobre Fy. Segue que o espago solucao do sistema tem dimensao
superior al

(M —1m — (M —2)Mm = (M?* —2M +1— M* +2M)m =m. [

O peso de uma palavra Cr de %), é q/2 se Qg tem posto impar. Agora
se Qg tem posto par, dado por m — v com v = dim(rad Qr), entdo Cr tem
peso (¢++/q2%)/2 ou (¢ —+/q2¥)/2. Como devemos ter v impar com v < 2h,
o peso minimo de € tem a cota inferior (¢ — 1/¢22"~1)/2, que é atingida se
encontrarmos uma palavra Q(a,b) com {a,b} tendo posto 2M sobre Fy e
satisfazendo (3.1.3). Esta cota inferior serd 1til na proposigao que segue.

!Estamos usando aqui que se (Vi)f:l sao sub-espacos de W, entao

dim(Nf_,Vi) > S dim(Vi) — (k — Ddim(W).

=
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Proposigao 3.1.5: Dado k < M, sejam {c1,...,cx} C Fy um conjunto Fs-
linearmente independente e {dy,...,dy} C F, tal que a fungdo quadrdtica

definida pela expressao
k

Z Tr(c;x)Tr(d;x)

=1

induz uma palavra pertencente a 6y,. Se {c;,d;; i € {1,...,k}} for linear-
mente dependente, o que € necessariamente verdade para k < M, entao, para
cada j € {1,...,k}, dj € combinagdo linear dos ¢;’s.

Demonstracao: Ter k < M implica em elementos ¢;, d; linearmente depen-
dentes pois, caso contrario, teriamos, pela Proposicao 3.1.1 e pela igualdade
2k =m — 2[h + (M — k)] + 1, uma palavra de peso (q — /2¢2h+tM—k)=1) /2
menor que a cota inferior encontrada. Agora para o resultado principal, po-
demos supor sem perda de generalidade j = 1, j4 que estamos livres para
fazer uma reordenagao de indices. Sejam, para cada i € {1,...,k}, ¢; e ¥,
os funcionais de F, em Fy definidos por p(z) = Tr(c;x) e ¢i(x) = Tr(d;x).
Desta forma temos

Z Tr(cx)Tr(dx) = Z o(z);(x).

=1 i=1

Tomemos {v1,...,V,01,-.-,0k_1} C Fo tais que

k—1
d = Z(%‘Cz‘ +0idi)  + YrCr,
i=1
para obtermos
k—1
Y=Y _(vipi + 6ithi)  + Wor-
i=1

Assim temos que

k K1 k-1
o= et + g (Z Yipi + 0 + %%)
i=1

i=1 i=1
k—1 k

-1 k—1
= Z ety + Z VigiPr + Z 5ok + VuPi-
1 i=1

=1 =
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E como

k-1 k-1 k-1
Z ity + Z ViPiPk = Z ei(vi + vitor)
i=1 =1 i=1

k—1 k—1 k—1
Z dithipr, = Z Oipr (Vi +vior)  + Z 7010,
i=1 i=1 i=1

k-1 k—1 k—1

k
Z P = Z ei(Vi +vier) + Z (Vi + vigr)  + Z %i0ior +Wbi
i1

i=1 =1 i=1

k—1 k—1
= Z(Sﬁz + dip) (Vi + vipr)  + <’Yk + Z%&) o
=1 i=1

Porém, observe que
[ow(@))? = [Tr(ep))* = Trl(epw)?] = Tr(xcia),

para cada z € F, portanto, »? induz uma palavra de 6j,. Por isso, também
pertence a este coédigo a palavra induzida por

o

-1

(@) + biipn (@) () + pu(a)] = Z rr (") 7r (7).

i=1

onde ¢V = ci + 0 e dgl) = d; + i, para cada i € {1,...,k — 1}. Uti-

lizandc; o que ja foi discutido no comeco desta demonstragao vemos que o
conjunto A; = {cl(-l), dl(l);i e{l,....k— 1}} ¢ linearmente dependente. As-
sim, podemos repetir o mesmo procedimento, passando sempre por conjun-
tos linearmente dependentes, até chegar ao conjunto A;_; = {cgkfl), dgkil)}.
Mas observe que MY = o Li(co, ..., cx) € dgkil) = dy + La(cay ..., ck),
onde L; e Ly sdo transformagoes Fy-lineares de (F,)*~! em F,. Se dgkil) =0
ja temos o resultado. Agora para dgk_l) # 0, a dependéncia linear de Ay 4
implica
Cgk—l) +d§k—1) ~0.

ou seja,

di =c1+ Li(co, ..., cx) + La(ca, ..., cp). ]
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Corolario 3.1.6: Seja (by,...,by) solugao de (3.1.3). Se {ay,...,apn, b1} €
linearmente independente, entdo {a,b} também o é.

Agora sejam S o Fo-espago vetorial de solugdes (by, . .., byr) de (3.1.3) para
o conjunto {ay,...,ap} Fo-linearmente independente fixado anteriormente
e V sua imagem sobre F; pela projecao na primeira coordenada.

Teorema 3.1.7: Se r = dimg,(V) — M > 0 entdo eziste em €}, um sub-
codigo de peso minimo de dimensdo r.

Demonstracao: Como r = dimg,(V)—M > 0 existem b(ll), e bg’“) em V tais

que o conjunto {ay,...,ay, b§”, e bg”)} ¢ linearmente independente. Pelo

Corolario 3.1.6 cada b(lj ) induz uma palavra
Ci=Qar,...,an, b9, ... b))

de peso minimo em %j,. Verifiquemos agora que o espaco gerado por estas
palavras tem dimensao r. Sejam [, ..., 3, € Fy tais que

> Bic;=0.
j=1

Escrevendod; =377, /ij(] paracadai € {1,..., M} temos que (di,...,dy) €S

| ()-

Z Tr(a;x)Tr(dx) =0

CL?I)

r M
Z B; Z Tr(ai:v)Tr(bgj)x)
j=1 =1

para todo x € F,. Dai temos pela Proposigao 3.1.1 que {a1, ..., an, dy, ..., du}
é linearmente dependente sobre F5, donde segue pelo Corolario 3.1.6 que
{ai,...,apr,di} também o é. Entdo existem aq,...,ap,d € Fy nao todos
nulos tais que

M
Z o;a;  + (5d1 =0.

=1
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Observe que devemos ter § # 0, ja que os a;’s ja sao linearmente indepen-
dentes. Mas dai temos

M r

Z o;a; + Z (Sﬁjbgj) =0

i=1 j=1
implicando «; = 63; = 0 para todo ¢ e j. Conclui-se entao que §; = 0 para
todo j. O

A Proposicao 3.1.4 nos da dimg, S > m. A proposigao seguinte nos dara
uma cota inferior para dimg, V.

Proposicao 3.1.8: Seja (by,...,by) € S. Entao (by,Va,...,0y) €S se, e
somente se, existe uma matriz simétrica A, (M —1) x (M —1), com entradas
em Fy tal que (Vo, ..., 0 n) = (bo, ..., ba) + (ag,...,an)A.

Demonstragao: Suponhamos primeiro (by, by, ..., 0 ) € S. Com isso, como
(0,bg + Vo, ..., by +b'3y) € S, temos que

M

Z Tr(a;x)Tr(b; +0';x)

1=2

representa uma palavra em %;,. Portanto, pela Proposicao 3.1.5, para cada
i€42,..., M} existem o;; € Fy tais que

M
bi + bli = Z Q.
j=2

Entao temos que

M
ZT’/’ (a;x)Tr(b; + Vx ZTram r(Zaijajx)
=2 o
:ZZ r(a;x)T'r(ogja,x)

M
+ Z [Tr(a;x)Tr(agja;x) + Tr(a;z)Tr(ojam)) .
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Mas para cada (i, j)

Tr(ax)Tr(ajax) + Tr(a;x)Tr(oga0) = (ou; + o) Tr(ax)Tr(ajx)
= Tr(a;x)Tr(os; + oji)a;x]

e como, para cada i, Tr(a;r)? representa uma palavra em %, 0 mesmo ocorre

para
M-1 M M-1 M
Z Z Tr(ax)Tr(Bia;x) = Z Tr(a;x)Tr ( Z 5@]) x] :
i=2 j=it+1 =2 j=it1

onde f;; = oy +aj; para cada (i, 7). Segue mais uma vez da Proposicao 3.1.5
que para cada k € {2,..., M —1} o conjunto {aQ, e, AM-1, Zjﬂikﬂ @jaj} é
linearmente dependente. Fixemos entao um k < M —1 e tomemos s, ..., Vs
nao todos nulos em Fy tais que

M—1 M
Z Yiai  +Ym ( Z 5@'%) = 0.
=2

j=k+1

Dai segue que

k M-1
Z’Yi@i + Z (viai + YmBri)ai  +YuBeman =0
i=2 i=k+1

e como nao podemos ter vy = 0, Sy = 0. Observe que para k = M — 1
chegamos a igualdade acima sem o somatorio do meio, que leva a mesma
conclusdo. Portanto temos Sy = 0 para cada k € {2,...,M — 1}. Assim
temos em %), a palavra induzida por

i Tr(a;x)Tr < 2 @jaja:) :

i=2 j=i+1

Explorando esta expressao da mesma maneira que fizemos anteriormente,
chegamos a i(y—1) = 0 para todo k. Fazendo este processo sucessivamente
chegamos finalmente até fPo3 = 0, mostrando que a matriz A é simétrica.
Agora para a volta seja A = (c;;)}i_, matriz simétrica. Assim

M M
(o, .o bar) + (az, ... ap)A = (bz+Zakck2,---,bM+ZakaM> -
=2

k=2
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Substituindo diretamente em (3.1.3) obtemos para cada j € {h+1,..., M}
M M M z
arb? +a¥'by + Z a? <bi + Z ach) + a; (bi + Z akcki)
=2 k=1 k=1
M M M 2
= alb%j + a%j by + Z a?j b; + afj (Z akcki> + aib?j + a; <Z akcki>

i=2 k=2 k=2
M M M
27 27 J 27
= g (aZ b; + a;b; > + g g (ai axCr; + a;ay, cki) ,
i=1 i=2 k=2

onde o somatério a esquerda ja é nulo por hipdtese. S6 resta observar que

M M
27 27
E E Cki <ai ar + a;a; )

=2 k=2

M
27 27
= E Cii (ai a; + a;a; )
i=1
M-1 M

+ Z Z [cki <a3jak + a,af) + cik (azjai + aka?jﬂ =0 [

=2 k=i+1
Como podemos escolher as M (M —1) entradas para esta matriz A, temos:

Coroléario 3.1.9: dimg,(V) = dimg,(S) — w >m— —M“‘g_l)

3.2 Aplicando o processo para m impar

Agora utilizaremos os resultados obtidos na secao anterior para determinar
sub-cédigos de peso minimo dentro de 6, e, a partir destes, obter curvas cujo
nimero de pontos sera conhecido.

Seja ¢ = 2™ com m > 3 impar. Para varios valores de 0 < h < (m—1)/2,
tomaremos
w=2h—1 e M=(m-2h+1)/2.

Além disso chamaremos de S o conjunto das solugoes (by, . .., by) do sistema
(3.1.3) com o w ja determinado, e também de V' a projegao de S na primeira
coordenada.
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O caso h=(m—1)/2

Neste caso M = 1. Como o sistema (3.1.3) é vazio, pela Proposi¢ao 3.1.1,
temos que para cada b € F, \ Fy a palavra de tamanho ¢ — 1 induzida
pela funcao quadrética Tr(z)Tr(bx) de F, em Fy estd em %), e tem peso
(g — V/q2")/2 = 2™72 que é o peso minimo deste cédigo. Entao tomando
(b1, ... bm=DY} C F,\F; linearmente independente sobre Fy e chamando C;
a palavra induzida por Tr(z)Tr (b ), temos que o sub-cédigo Z,,_1, gerado
por estas palavras, é de peso minimo e tem dimensao m — 1. Tomando para
cadar € {1,...,m — 2} um sub-cédigo %, C Z,,_1 de dimensao r, podemos
formular a proposicao que segue.

Proposicao 3.2.1: Os pesos de Hamming generalizados do codigo bindrio
C2m—1)/2 de comprimento 2™ — 1 satisfazem

dr(cg(m_l)/z) — (27’ _ 1) . 2m—r—1
para cada r € {1,...,m —1}.

Demonstracao: Como ja temos para cada r um sub-coédigo de peso minimo
com esta dimensao, do Coroléario 1.3.3 segue que

& (Cim-1)/2) = (2" = Ddi(Glm-1)2) /(27 = 277).
Como di(€m—1)/2) = 2™ 2 e 2" — 2"t = 2"~ temos o resultado. O
Como para cada r € {1,...,m — 1} temos
dy(Glm-1)2) = w(Zr),
a Proposicao 2.1.3 nos da
#C7) =r2m — (2" —1)-2m " = 2m (2" 1),

O caso h=(m—3)/2

Para este caso consideraremos m > 5. Temos entao M = 2 e tomando {1, ay}
com ay € F, \ Fy o sistema (3.1.3) consiste apenas na equagao

2(m—1)/2 2(m—1)/2 2(m—1)/2
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Dai, fazendo a substituicao by = b + aémﬂ)/ ’by, ela se transforma em

W+ b/12(m—1>/2 _ (angrl)/Z 4 aémq)/z) by.

Como (aémﬂw +al™ V) = o243 + 1) # 0, observa-se diretamente
que o conjunto S das solugoes (by,by) do sistema possui ¢ solugoes , ou seja,
dimg,(S) = m. Combinando esta informagao com o Corolario 3.1.9 obtemos
dimg,(V) = m — 1. Nos valendo desta informacao, podemos formular a
proposicao abaixo.

Proposicao 3.2.2: Os pesos de Hamming generalizados do cddigo bindrio
C(m—3))2 de comprimento 2™ — 1 satisfazem

d(Cim-gyj2) = (27 —1)-3- 2"
para cada r € {1,...,m — 3}.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.1.7, para cada r € {1,...,m — 3}, existe um
sub-cédigo de peso minimo e dimensao r em %(;,—3)/2. Como o peso minimo
deste c6digo é (q—+/q2m4) = 3-2™72 basta aplicar a Proposi¢ao 2.1.3. [J

Assim como no caso anterior, determinamos os sub-cédigos de peso minimo
P, para cada r € {1,...,m — 3} e obtemos

#HC) = or[2m — (2" —1)-3-2m7" 2 = 2m72(2" 4 3),

O caso h=(m —5)/2

Tomaremos agora m > 7. Temos agora M = 3. Fixando {1, a;,as} linear-
mente independente sobre Fy, o sistema (3.1.3) é formado pelas equagdes:

(m—3)/2 2(m—3)/2 (m—3)/2

a;

-

by —i—b%

=2

w |l

m—1)/2 Q(mfl)/2

a;

by + b b + ab2"

[\V]

1=

Basta aplicar o Corolario 3.1.9 para verificarmos que dimg,(V) > m — 3,
seguindo pelo Teorema 3.1.7 que existe um sub-cédigo de peso minimo e
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dimensao r para cada r € {1,...,m — 6}. Porém, pode-se escolher os ele-
mentos ay e az de forma a obter uma solugao de (3.1.3) com cardinalidade
superior a ¢ garantida pela Proposicao 3.1.4, o que assegura a existéncia de
sub-cédigos de peso minimo de dimensoes superiores. Ilustraremos este fato
com um exemplo.

3.2.3 Exemplo: Para m = 9 e h = 2 temos o sistema:

by + b = alby + asb3 + ajbs + asby
bl + 616 = aéﬁbg + QQbéﬁ + aéﬁbg + a3b§6.
E se escolhermos {1, as, az} uma base de Fg sobre Fy, (3.2.1) pode ser rees-

crita como
by + b5 = agby + a3b5 + azbs + a3bs,

ou seja,
by + asbs + asbs + (by + azby + a353)8 = 0.

Dai temos {(b1,ba,b3) € (F512)% b1 + asby + azbs € Fg} como conjunto
solugao de (3.2.1). Com isto em mente, para auxiliar a contagem de solugoes

do sistema, vamos tomar pu € Fg e fazer a substituicao by = u + asbs + asbs
em (3.2.2), obtendo

(az + a3)(b2 + b°) + (as + a3)(bs + b3°) + p + pi*> = 0.
Utilizando que (ag + a3) # 0, j4 que ay € Fg \ Fy, tomamos
c=(az+ay) (e +a3) e d=(a+a3) (u+p?)
para ficar com a equagao equivalente
by + by’ + c(bs + b3%) +d = 0.
Podemos reduzir o grau em bs fazendo a substituicao by = b, + c32b3, que nos

da

/ s 16 32

b2+b2 ‘|‘(C+C )bg—i—d:()
Mas como ¢ € Fg, ¢32 = ¢, daf devemos ter o coeficiente de bs nao nulo, ja
que o contrdrio implicaria em ¢ = 1, ou seja ay + a3 = az + a3, que por sua
vez implicaria as + a3z € F5, contrariando a independéncia linear entre 1, as
e as. Portanto cada escolha de by em Fj15 determina unicamente o elemento
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by satisfazendo a equacao acima, ou seja, ela possui exatamente 512 solucgoes.
Como temos uma equacao como esta determinada para cada p € Fg, e a
escolha de p determina unicamente by, concluimos que o sistema em questao
possui 8 - 512 solugoes (by, b, bs), ou seja, dimy,(S) = 12. Dai o Corolario
3.1.9 e o Teorema 3.1.7 atestam a existéncia do sub-cédigo de peso minimo
s de dimensao 6. Como o peso minimo do sub-cédigo 6 de tamanho 511
¢ 2° .7, verificamos, como nos casos anteriores, as igualdades

d.(6y) = (2" —1)257". 7

para cada r € {1,...,6}. Escolhendo mais uma vez %, o sub-cédigo de peso
minimo e dimensao r, obtemos também

#C7r) =26 (2" 7).

3.3 O caso m par

De maneira analoga ao que foi feito na Secao 3.1, serao desenvolvidos agora
resultados que servirao de instrumentos para a construgao de sub-codigos de
peso baixo em %, desta vez para m par. Porém, surgirao algumas com-
plicacoes que exigirao certas adaptagoes.

Nesta secao tomaremos um inteiro m > 4 par e consideraremos o codigo
%, com 1 < h <m/2. Nao h4 dificuldade em trazer a Proposigao 3.1.1 para
este caso e juntando-a com os comentarios que a seguem temos:

Proposicao 3.3.1: Dados 0 < w < 2h com (m — w) par e um conjunto
{ai,b; € Fy; i€ {1,...,(m —w)/2}} linearmente independente sobre Fo, a

ETPTESSA0
(m—w)/2

Z Tr(a;x)Tr(bx)

=1

define uma palavra em (F3)?~t de peso (q —/q2")/2.

Ja o critério para que a palavra induzida pertenca a %), apesar de conti-
nuar essencialmente o mesmo, exige um pouco de cuidado em sua demons-
tracao, como veremos a seguir.
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Proposigao 3.3.2: Se os elementos a;,b; € F,, comi € {1,...,(m—w)/2}
satisfazem o sistema

(m—w)/2

Z (@b +aid?) =0 (3.3.1)

i=1
paraj € {h+1,...,m/2} entdo a palavra induzida por ZEZ{w)/Z Tr(a;x)Tr(bx)
esta em 6y,.

Demonstracao: Tomando a,b, x € F, e utilizando as igualdades
Tr(ax)Tr(bx) <Z a2jbx2j+1>

Tr <a2j bx2j+1> =Tr <ab2m7jx2m7j+1>
retiradas da Proposicao 3.1.2 chegamos, através de manipulacoes semelhantes
as desta proposicao, a
m/2—1 v . '
Tr(azx)Tr(bx) = Tr |abx® + a4 Z <a2]b + abW) ¥
j=1
Segue dai, para cada x € F,, a igualdade

(m—w)/2

Z Tr(a;x)Tr(bx)

m’w m_ 1] m_-w

—Tr Zasz +Z 2y, 2m/2+1+2§:§:<a”b +ab2]> Y41

Jj=1 =1

Aplicando a condigao (3.3.1) nos j € {h+1,...,m/2 — 1} obtemos

(m—w)/2

Z Tr(a;x)Tr(bx) =Tr (zR(z) + S(x)),

i=1
onde

(m—w)/2 h (m—w)/2

RX)= Y abX+ Z Z <a?jbi + aib?j> X? ¢ R,

i=1
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(m—w)/2
S(X)= Y @ xT
i=1
Aparentemente nao temos tudo do que precisavamos para garantir o resul-
tado, porém (3.3.1) para j = m/2 significa que

m/2
(m—w)/2 2

m/2 m/2 m/2
S(z)*"" = E a?" b
i=1

(m—w)/2

m/2 m/2
= E aib? 2

=1
(m—w)/2

m/2 m/2
= g a?" b = S(x)

=1

e utilizamos isto para verificar que
Tre, . 1S(a)] = S(z) + S@)N = S(z) + S@?"" =0.

Conclui-se pelo item 3 da Proposicao 1.1.1 que

Tr(S(x)) = Tre,/m, {Trpq /o [S(x)]} —0,

e como consequencia temos

(m—w)/2
Z Tr(a;x)Tr(bx) = Tr(zR(x)]. O

=1

Como uma palavra Cr € %), tem peso ¢/2, se Qg tem posto fmpar,
(g — v/4q2%)/2 ou (q + /q27)/2, se Qg tem posto par dado por m — v, onde
v = dim(rad Qg), e v < 2h, chegamos a cota inferior (¢ — 1/¢2%") para o
peso minimo do coédigo em questao. Entao vamos fixar desta vez w = 2h
e M = (m — 2h)/2 para podermos atingir este peso minimo com pala-
vras criadas através da Proposicao 3.3.1, tomando um conjunto linearmente
independente {ay,...,ay}, sempre podendo escolher a; = 1, e obtendo o
conjunto {by, ..., by} resolvendo (3.3.1) nas varidveis b;’s. Porém, desta vez
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este sistema tem M equagoes e M incdgnitas, o que impossibilita um re-
sultado andlogo a Proposicao 3.1.4. O conjunto S formado pelas solugoes
(by,...,bar) de (3.3.1) também sdo um sub-espaco vetorial de (F,)™, entre-
tanto, nao temos uma cota inferior para a sua dimensao, como temos no caso
impar.

Seguindo com o trabalho de adaptar os resultados da Secao 3.1, temos
abaixo um enunciado idéntico ao da Proposi¢ao 3.1.5 e cuja demonstracao
sera praticamente a mesma.

Proposigao 3.3.3: Dado k < M, sejam {cy,...,cx} C F, um conjunto Fsy-
linearmente independente e {dy,...,dr} C F, tal que a fun¢do quadrdtica
definida pela expressao

Z Tr(c;x)Tr(d;x)

=1

induz uma palavra pertencente a 6y,. Se {c;,d;; i € {1,...,k}} for linear-
mente dependente, o que € necessariamente verdade para k < M, entao, para
cada j € {1,...,k}, dj € combinagdo linear dos ¢;’s.

Demonstracao: Idem a da Proposicao 3.1.5, com excecao de que agora temos
2k = m—2[h+ (M — k)], portanto um conjunto {¢;,d;; ¢ € {1,...,k}} linear-

mente dependente d4 origem a uma palavra de peso (q — \/q22lh+(M=k)) /2,
mantendo a contradi¢ao com a cota inferior de %,. O

Corolario 3.3.4: Seja (by,...,by) solugao de (3.1.3). Se {ay,...,apn, b1} €
linearmente independente, entdo {a,b} também o é.

Definindo também para este caso V a projecao de S na primeira coor-
denada, podemos enunciar, também com o enunciado igual ao do Teorema
3.1.7, o principal resultado da secao.

Teorema 3.3.5: Se r = dimg,(V) — M > 0 entdo existe em 6, um sub-
codigo de peso minimo de dimensao r.

Demonstra¢ao: Como o Teorema 3.1.7 utiliza apenas a Proposicao 3.1.5 e o
Corolario 3.1.6, basta substituir estes pela Proposicao 3.3.3 e pelo Corolario
3.3.4, respectivamente. ]

Nada impede uma adaptacao sem alteragoes da Proposicao 3.1.8, porém
a falta de uma cota inferior para S enfraquece o que corresponde ao Corolario
3.1.9 neste caso.
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Proposicao 3.3.6: Seja (by,...,by) € S. Entdo (by,bo,...;0 ) € 5 se, e
somente se, existe uma matriz simétrica A, (M —1) x (M —1), com entradas
em Fo tal que (V'o, ... .0 n) = (bay ... bpr) + (ag, ... ap)A.

Demonstracao: Idéntica a demonstracao com a Proposicao 3.3.3, a Pro-
posi¢ao 3.3.4 e o sistema (3.3.1) nos lugares da Proposigao 3.1.5, da Pro-
posicao 3.1.6 e (3.1.3), respectivamente. ]

Corolario 3.3.7: dimg,(V) = dimy,(S) — w

3.4 Aplicando o processo para m par

Assim como foi feito para o caso onde m era impar, trabalharemos nesta
secao exemplos de utilizacao dos resultados obtidos na que precede.

Tomemos um inteiro par m > 4 e ¢ = 2. Para os valores de 0 < h < m/2
que serao tomados, diremos que

w=2h e M= (m-—2h)/2.

Também chamaremos de S o espago vetorial das solugdes (by,...,by) de
(3.3.1) para o w definido acima e V' a projegao de S na primeira coordenada.

O caso h = (m —2)/2
Neste caso w = m—2e M = 1. O sistema (3.3.1) consiste apenas na equagao
b+ 07 =0,

para a qual as solugdes sdo os elementos de F 5, ou seja, dim(S) = m/2.
Dai, para cada b € F s, a palavra induzida por Tr(x)Tr(bz) tem peso q/4,
que é o minimo para este cédigo. Como consequéncia do Teorema 3.3.5, ja
que neste caso S = V, existe um sub-codigo, de peso minimo e dimensao
(m—2)/2, Dim—2y/2 C €. Tomando sub-cédigos Z, C D(m-2)/2 de dimensao
r para cada r € {1,...,(m — 4)/2}, como fizemos em casos em que m era
impar, chegamos ao resultado abaixo.

Proposigao 3.4.1: Para cadar € {1,...,(m—2)/2}, os pesos de Hamming
generalizados do codigo bindrio €(;m—2)/2 de tamanho m — 1 satisfazem

dr(cg(mfg)/g) = (QT — 1) Lgmor=1
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Segue entao que para cada r
#C«(@r) _ 2m71(2r + 1)
O caso h=(m—4)/2
Suponhamos agora m > 6. Temos w =m — 4, M = 2 e o sistema (3.3.1) é

b by = anby P 4 0y
B2 by = anb]? + am/Qb .

Fazendo a transformagao b; = b} + a2 by obtemos

m/2-1 m— m/2— m m
b2 F V= (as + a2 0P (@ 4 Al by (3.4.1)
m/2
B2 8 = (ag + a2 1 (1 m/Q)b —0.  (34.2)

A equagao (3.4.2) implica b} € F 5. Podemos simplificar (3.4.1) se escolher-
mos ag € Fy \ Fa. Neste caso, como X* + X = (X2 4+ X)(X? + X + 1), ay
deve ser raiz de X? + X + 1, ou seja, a3 + ay = 1. Agora observe que, para

cada k € N,
2k k 2k+1 2
a; =ay; =ay e a3 = (a3)" =aj.
Segue dai que CL%"H = a2, donde temos que o coeficiente de bm/2 "em (3.4.1)
¢igual a 1. O mesmo ocorre para o de by, ja que (m/2—1) e m/2 SA0 nUmeros
consecutivos. Com isto verifica-se que a equagao (3.4.1) é da forma

b/12m/2 1 n b, _ b2m/2 1 b2‘

Fazendo a substituigao ¢ = b} + by ficamos com a equagao

A p =0

a ser resolvida em F,. Portanto devemos ter c raiz de algum polinomio
p(X) € Fy[X] irredutivel e divisor de X2 ™ 4+ X Como p(X) ters também
que dividir X94 X, seu grau ¢ limitado superiormente por d, o maximo divisor
comum entre m e (m — 2)/2. Como m —2[(m —2)/2] =2,d < 2. Sed =1,
ou seja, m = 4k com k € N, as tinicas solugoes para ¢ sao 1 e 0, donde segue
que by = 0] + Fy. Esed = 2, ou seja, m = 4k + 2 com k € N, como o
tnico polinémio irredutivel de grau 2 em Fy[X] é o que tem como raizes os
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elementos de Fy \ Fs, verifica-se que by = b; + F4. Conclui-se entdao que o
sistema (3.3.1) tem 2,/q = 2(m+2)/2 solucodes, quando m é divisivel por 4, ou
4,/q = 2mt9/2 solugdes, caso contrério.

O peso minimo de %), é 2™3 - 3 e com as informacoes acima obtemos S
com dimensao (m+2)/2 ou (m+4)/2, donde segue, pelo Coroldrio 3.3.7, que
os possiveis valores para a dimensao de V' sa@o m/2 ou (m+2)/2. Tomando os
sub-cddigos Z,. C %, como no exemplo anterior, desta vez com 1 < r < m/2
para m divisivel por 4, ou 1 < r < (m + 2)/2, caso contrario, formulamos o
resultado seguinte:

Proposicao 3.4.2: Os pesos de Hamming generalizados do cddigo bindrio
C(m—-1)/2 de tamanho 2™ — 1 satisfazem

dr(Cm—ay2) = (27— 1)277772. 3

para cadar € {1,...,m/2}. Além disso, se m nao for divisivel por 4, também
vale a mesma equagdao para r = (m +2)/2.

Aplicando aqui a Proposigao 2.1.3 temos para cada 1 < r < m/2, e
também para r = (m + 2)/2 no caso m nao for divisivel por 4,

#C(@r) — 2m72(2r + 3)
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Notacao

Aqui

se encontra a notacao que nao foi definida no decorrer do texto:

N = {1,2,3,} (S ZZO = {0,1,2,3,...}.
Dado um conjunto finito A, # A sera a cardinalidade deste conjunto.

Para cada x nimero real, [z] representa o maior inteiro menor ou igual
az.

Dado um corpo K, K* denota o conjunto K\ {0}, enquanto K[X7, ..., X,)]
é o anel de polinomios nas variaveis Xy, ..., X,.

Dado V' espago vetorial sobre um corpo K, para quaisquer U e W
sub-espacos vetoriais de V, U + W denotard o também sub-espaco
{u+w; w e Uew € W}. Além disso, para cada v € V, K- v
representara o sub-espago gerado por v, ou seja, o conjunto {k-v; k €

K}
Dado um anel R e rq,...,7, € R, (r1,...,7,) é o ideal gerado pelos
elementos 7, ou seja, o conjunto {sy 71 +...+ S, 7y; S1,...,5, € R}.
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