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Resumo

Nesta tese expomos uma investigacao qualitativa e quantitativa sobre a propa-
gacao de ondas com simetria radial em materiais elasticos pré-esticados, isotropi-
cos € homogéneos. Esse tipo de modelo se aproxima a uma explosao em um
solido como, por exemplo, uma fonte em sismica. Além disso, o comportamento
qualitativo da dinamica radial ajuda o melhor entendimento do caso tridimen-
sional. O trabalho tem um enfoque mais especifico na modelagem, condicoes de
choques, a dinamica proximo do centro do corpo e analise da solucao analitica
do material linearizado.

Palavras-chave: Elasticidade Nao Linear, Propagacao de Ondas, Simetria Ra-
dial, Choques.

Abstract

This thesis is an exploration into the qualitative and quantitative behaviour
of wave propagation with radial symmetry in materials which are prestressed
elastic, isotropic and homogeneous. This type of model approximates an explo-
sion in a solid, such as a seismic source. Also, an understanding of the radial
dynamics can bring insight and contribute to our comprehension of the general
3D case. This thesis focuses on modelling, shock conditions, the dynamics close
to the centre of the body and examining the analytical solution of an linearised
material.

Keywords: Nonlinear Elasticity, Wave Propagation, Radial Symmetry, Shocks.
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Capitulo 1

Introducao

Teorias de ondas em solidos elasticos nao-lineares tém alcancado resulta-
dos importantes em varios campos cientificos e na engenharia. Por exemplo,
scanners ultra-rapidos sao uma ferramenta poderosa para detectar ondas de
cisalhamento em tecidos biologicos ditos “soft”, e em experimentos de “phantom
gels in transient elastography”, como os conduzidos pelo “Laboratoire Ondes et
Acoustique” em Paris [6]; esta oportunidade abre portas para novos horizontes
em imageamento nao-invasivo de massas tumorais. O grupo de geofisica do “Los
Alamos National Laboratory” [8] observou o que eles denominaram de “elastidade
nao-linear dinamica” em materiais da Terra, provavelmente devido a presenca
de regides “soft”. Essa observacao abre novas perspectivas em geofisica experi-
mental, numeérica e teérica e em espectroscopia nao-linear de materiais.

Esta dissertacao possui o intuito de estudar o caso mais simples de elasti-
cidade nao-linear do tipo Cauchy-Green, ou seja, um material isotropico e ho-
mogéneo submetido a uma deformacao com simetria radial. Mesmo simples, um
modelo deste tipo € util no estudo de explosoes. Analisar e simular a propagacao
nao-linear em 3D pode ser uma tarefa realmente desafiadora; reduzindo o prob-
lema para uma equacao radial 1D, fazemos com que a investigacao seja mais
tratavel matematicamente e as simulacoes numeéricas mais precisas. Além disso,
o comportamento qualitativo da dinamica radial ajuda o melhor entendimento do
caso tridimensional. O relatorio [9] aborda a propagacao de ondas com simetria
radial em um material moderadamente nao-linear; porém, o autor parte de uma
aproximacao que nao capta nenhum fendmeno “near-field”. O artigo [10] apre-
senta simulacoes para o mesmo tipo de material. Apesar de que o algoritmo nao
aparente gerar oscilacdoes nao fisicas, proximo a choques, ndo ha garantia de
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que choques sejam propagados corretamente. De fato, as condicoes de descon-
tinuidade nao foram abordadas. Além disso, nao ha um enfoque a respeito da
dinamica no centro do corpo. A contribuicao principal desta tese € uma analise
da dinamica proxima ao centro do corpo.

Este trabalho parte de principios fisicos basicos usadas na mecanica do meio
continuo, como pressupor que podemos aproximar o meio estudado por um
continuo e aplicar as leis de conservacao. Optamos desenvolver a teoria elastica
apartir de um tratamento axiomatico, como pode ser encontrado [12]. Para
encontrar as condi¢coes de choques bastante geometry diferencial € usado nos
Apéndices. Essa embasamento teorico, junto com a notacao utilizada, pode ser
encontrado no livro do Marsden e Hughes [7]. No Capitulo 2.1, deduzimos e apre-
sentamos uma estrutura para o modelo, junto com uma investigacao qualitativa
de deformacao confinada pela simetria radial. Depois seguem as condicdes de
descontinuidade provenientes da formulacao integral das leis fisicas utilizadas,
que constituem a diferenca crucial entre o modelo localizado e o modelo inte-
gral. O capitulo encerra sugerindo uma aproximac¢ao para um material pré-
esticado. O Capitulo 3 estuda a forma localizada do modelo geral e discute seu
dominio de dependéncia. Segue uma especializacao para materiais linearizados,
suas solucoes analiticas e uma analise destas. Essas solucoes ajuda a entender
que tipo de choque pode aparecer e ser mantido. O Capitulo 4 apresenta uma
familia de condicées iniciais e solu¢oes do material linearizado sao exibidas para
duas condicoes iniciais que representam bem o comportamento geral. Também,
exibimos a solucao de uma condicao inicial com uma prega espacial (uma de-
scontinuidade na derivada espacial). O capitulo 5 toma como inspiracao as
curvas caracteristicas do modelo localizado para introduzir um sistema de co-
ordenadas que segue a frente de onda; em outras palavras, coordenadas que
cubram o dominio de dependéncia. Um esquema numeérico € desenvolvido nesta
base e resultados sao apresentados para o material linearizado. Comparamos
tais simulacoes com a solucao analitica. Finalmente, no Capitulo 6 apresenta-
mos alguns comentarios finais bem como uma proposta de possiveis trabalhos
futuros.



Capitulo 2

Modelando com Simetria Radial

A estrutura teorica e anotacao que utilizamos provém da referéncia [7]. Primei-
ramente mostraremos como definimos e descrevemos um corpo, seu estado de
equilibrio e seu estado atual. Para cada instante de tempo ¢, um corpo € um con-
junto de pontos S C R3. Para cada ponto z € S denotamos sua posicao inicial, no
instante ¢ = 0, como X. O conjunto formado por todas essas posicoes iniciais €
denotado por 5. Denominamos B a configuracao de referéncia, em nosso caso B
sera tambem a configuracao de equilibrio, ou seja, se em um determinado mo-
mento todo z € § se encontra na sua posicao inicial X, com velocidade nula, o
corpo permanecera imovel até perturbado por uma forca externa. Chamamos S
de configuracao atual. Podemos relacionar esses dois conjuntos por meio de um
mapa ¢ : B x R — § que leva cada particula X a sua posicao atual x no instante
de tempo ¢, ou seja, ¢(X,t) = x. Assumimos que ¢(-,t) preserva orientacao e é
inversivel. Na mecanica dos solidos € conveniente utilizar a posicao de equilibrio
X como parametro para as variaveis de estado, em vez de x. Por exemplo, o
valor p(z,t) € a densidade do material no ponto x do corpo no instante de tempo
t. Agora é possivel usar a inversa de ¢(-,t) para localizar a posicao de equilibrio
X = ¢ '(z,t), e assim definimos a funcdo px.; tal que para cada conjunto aberto
UcCR?

/ pres (X)dV (X) = / ol t)du(z),
u

dUL)
onde dV e dv sao as formas diferenciais do elemento de volume da configuracao
de referéncia e da configuracao atual. Fazendo uma mudanca de variavel na
integracdo ¢(X,t) = x, podemos concluir que pg.;(X) = p(¢(X,t),t) det(Ox (X, 1)).
Dizemos que pg.; € a densidade descrita no sistema da referéncia, utilizando

3
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pontos X € B, enquanto que p € a densidade descrita no sistema atual, utilizando
pontos z € S.

O foco da nossa atencdao é um mapa ¢" : R?> — R, de tal forma que se R
€ a posicao de equilibrio radial de uma particula, entao ¢"(R,t) € a posicao da
particula no instante ¢t. Usando condicoes iniciais com simetria radial em um
material homogéneo e isotropico implica que cada particula permance presa na
linha que une-a a origem » = 0. Em outras palavras, seja (R,0,¢) a posicao
de equilibrio descrita em coordenadas esféricas, dessa forma a posicao atual da
particula no tempo t €

¢(R707 4107 t) = (T’0’¢)7 (2'1)

onde (r,0, ) é a posicao atual no tempo ¢ da particula com posicao de equilibrio
(R,0,¢), ou seja, 0 e ¢ sao constantes.

Apos deduzir o modelo que descreve a evolucao de r(R,t), que denominamos
de PIE (Partial Integral Equation - Equacao Parcial Integral), veja a equacao (2.15),
investigamos qualitativamente como as forcas atuam neste modelo.

O proximo passo natural € definir uma classe de materiais. O comportamento
de um material é caracterizado pela funcao da energia interna livre por unidade
de massa ¥ : R* — R. Para um material elastico de Cauchy-Green e homogéneo,
a energia-livre ¥ depende somente do tensor de deformacao Cauchy-Green
C = Do(-,t)I'Dg(-,t) e a temperatura O, no qual D¢(-,t) e D(-,t) € o Jacobiano
de ¢(-,t), que € demonstrado na Teorema 2.10 do [7]. O tensor C é estudado na
Secao 1.3 do [7]. Resumidamente, podemos identificar o estiramento local no
ponto X com temperatura © no instante ¢ a partir do tensor C(X,0,t¢). Usando
simetria radial a dependéncia da energia interna ¥ em C, se da através de (9xr)?
e r?/R?, isso € estabelecido no apéndice A. Observe que se ocorrerem grandes
deslocamentos nao poderiamos aproximar r/R = 1; portanto, foi necessario usar
o sistema de coordenadas da referéncia, ou seja, as coordenadas (R, t).

E importante notar que os autovalores do tensor C sio independentes do
sistema de coordenadas escolhido. Dessa forma, podemos usar dados exper-
imentais provenientes de qualquer sistema de coordenadas para determinar a
funcao de energia interna livre V. Em coordenadas euclideanas seja (X,Y,7) a
posicao inicial do particula no corpo da referéncia e (¢*, ¢¥, ¢*) a posicao atual
no tempo ¢, entao se alinhamos uma base Euclidiana com a base das coorde-
nadas esféricas, os autovalores do tensor de Cauchy-Green serao (9x¢”)?, (Jy ¢¥)?
e (0297)%, que é um ponto de vista util para interpretar o tipo de alongamento e
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contracao que o corpo esta sofrendo em qualquer sistema de coordenadas.

Nao iremos abordar a teoria matematica da elasticidade, porém iremos enfa-
tizar uma compreensao qualitativa do comportamento elastico do modelo. Para
uma exposicao mais completa da teoria de elasticidade nao linear, veja [7], [12]
ou [4].

2.1 Deformacao Radial

Devido a simetria radial da deformacao, podemos reduzir o problema a uma
dimensao se usamos coordenadas esféricas para o sistema espacial

(z,y,2) = r(cosfsen p,sen d sen @, cos p). (2.2)

Os vetores ey, e, € e, sdo os vetores de base do sistema de coordenadas. Para o
sistema de referéncia empregamos as coordenadas abaixo,

(X,Y,Z) = R(cosfsen g, senf sen p, cos ). (2.3)

Com base na simetria do problema, que inclui condi¢coes iniciais com simetria
radial e um material isotropico, sabemos que o movimento ¢ exibe simetria ra-
dial,

P(X,t) = (¢"(R,1),¢°(0), () = (1,0, ), (2.4)

onde ¢", ¢’ e ¢¥ sdo as coordenadas r, § € ¢ do mapa ¢. Uma compreensio
qualitativa da dinamica do sistema em coordenadas esféricas sera valiosa. Um
bom ponto de partida é examinar como a deformacao de um elemento de vol-
ume finito, em coordenadas esféricas, altera a funcao de energia interna livre.
Relembremos que tal funcao tem como parametros (9zr)?, r*/R? e a temperatura
©. Para simplificar a questdo, consideramos a deformacao nas direcoes e, € e;
o deslocamento na direcao ey aumenta a energia interna livre qualitativamente
analoga a direcao e,.

Primeiro variamos )\, = r?/R? enquanto mantemos \; = (9xr)? fixo. Note
que qualquer elemento de volume originalmente entre os angulos ¢; € ¢,, per-
manecera preso entre os trilhos definidos por ¢ = ¢ € ¢ = ¢, (veja a Figura 2.1).
Agora suponha que algum tempo passou e o elemento de volume inicialmente em
R, foi deslocado para r(R;,t) acima da posicao original (veja a Figura 2.1a). Para
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isso, o volume foi esticado na direcao e, € ey, 0 que levou ao aumento da energia
interna livre. Agora mantemos )\, = r?/R? fixos e variamos )\, = (9zr)?. Isto € ex-
emplificado pela Figura 2.1, onde pontos inicialmente proximos a R;, apos um
tempo ¢, se distanciam de R;. Dessa forma, Ar/AR ~ 0r/0R > 1 e r(Ry,t) = Ry,
que permaneceu parado!, o que implica mais uma vez que a energia interna au-
mentou. Qualquer combinacao desses deslocamentos podem ocorrer, tais como
na Figura 2.1¢, onde o elemento de volume foi comprimido em ambas as direcoes

e, €e,.

P2 ¥1 P2 P1 ©2 ¥1

(a) (b) (¢)

Figura 2.1: Representacao de um elemento de volume que inicialmente se en-
contra em sua posicao de equilibrio (borda tracejada) e que depois sofre trés
deformacoes distintas.

A partir dessa investigacao basica ja podemos prever o comportamento quali-
tativo do sistema. Um elemento de volume atingira o equilibrio na direcao radial
e, € na direcao angular e, provavelmente em instantes diferentes. Enquanto dgr
oscila em torno do seu valor de equilibrio dzr = 1, o valor r/R oscila em torno de
1, onde ambos os ciclos se manifestem como uma resposta a tensao interna na
direcao radial. Esta mudanca na tensao vai determinar o movimento. Para ilus-

'Na Figura 2.1b o elemento de volume aparenta ter sido esticado na dire¢do e, em pontos
acima de R;, e comprimido em pontos abaixo de R;. Isso ocorre porque estamos lidando com um
volume finito, em vez de um elemento de volume no limite AR — 0.
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trar, € como se existissem dois modos de oscilacao sobrepostos uns aos outros,
no entanto eles nao podem ser separados porque um afeta o outro de uma forma
nao linear. Por exemplo: uma compressao na direcao e, iria mudar a dificuldade
de comprimir o material na direcao e,.

Saber qualitativamente o que esperar do modelo € vital quando formos sugerir
aproximacoes numeéricas € usarmos esta compreensao para eliminar, ou evitar,
solucoes fisicamente inviaveis, tais como oscilacoes falsas.

A seguir apresentamos a relacao entre o tensor de tensao de Cauchy o € a
funcao de energia interna livre ¥. Com esta expressao para o podemos deduzir
o modelo geral.

O Tensor de Cauchy

A energia interna livre ¥ continuara a ser uma incognita nesta secao, porque
explicitar ¥ em termos dos seus parametros € equivalente a escolher um material
em especifico. [remos apresentar uma classe de materiais apos deduzir o modelo
geral. Quanto ao tensao interna, excercida na superficie com normal unitario
n, pode ser representado por o : n = e,0%n g, onde g, =< e;, e, > € definimos
< -,- > como sendo o produto interno. A razao pelo qual podemos representar a
tensao interna dessa forma é devido o Teorema de Cauchy (veja o Teorema 2.2
p-134 de [7]). Podemos relacionar o com ¥V, veja o Teorema A.1, usando hipotese
constitutiva elastica para materiais hiperelasticos e isotropicos, leis de equilibrio
e outros hipoteses fundamentais de mecanica do continuo, encontradas no [7].
Dessas suposicoes concluimos que, para coordenadas esféricas, o € um tensor
diagonal com coeficientes descritos pelas equacoes (A.7) que sao

. o or R?
7 R N BR

ov /for\ ' 1
0ﬁ9:2pRef ( )

o\, \OR r2sin? ¢’
ov /or\ 1
o¥¥ = 2pR€fa—)\2 <ﬁ) 7“_2 (2.5)

Note que apenas ¢” depende de um dos angulos. Isso € de se esperar, porque,
embora o movimento seja simétrico na direcao ey, a norma do vetor de base
ey € rsinyp. O artigo [5] de E. Kanso et al. demonstra que o tensor de tensao
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de Cauchy pode ser considerado como uma “differential two-form”. As leis de
conservacao e outras leis fundamentais da mecanica do meio continuo podem
ser reescritas em termos desse tensao geométrica .

2.2 O Modelo

Derivando no tempo a equacao do movimento (2.4) concluimos as coorde-
nadas angulares do vetor velocidade v = ¢, sdo v’ = v¥ = 0. Para permitir a
possibilidade de descontinuidades na velocidade v e na derivada espacial 0gr, 0o
que chamaremos de “pregas”, impomos a formulacao integral de conservacao de
momento. A formulacao integral classica de conservacao de momento so6 é valido
numa direcao fixa [7]. A direcao constante que escolhemos € e,, = e,(6,, p,), onde
0, e v, sao constantes. Definimos < -,- > como o produto interno, e;, e; € e; sao
os vetores de base das coordenadas esféricas em S e o : n = 0® < e,n > e..
Entao, para qualquer conjunto aberto com fronteira suave por partes i, C S, a

conservacao de momento implica que,

d
— [ p<v,e, >dv= <o:n,e., >da =

dt Jy, a,
d
— | pv" <e.e., >dv= / o? < ep,n >< e, e, > da, (2.6)
dt Jy, a,

onde dv e da sao, respectivamente, os elementos de volume e de area, n € o
vetor normal unitario que aponta para fora do conjunto U;. Essas equacoes
declaram que a mudanca do momento radial no tempo da massa que se encontra
no conjunto Y, € devido as forcas exercidas pelo material exterior a /; atuando na
fronteira dli,, onde p < v,e,, > €& a densidade do momento radial e < o : n,e,, >
é densidade da forca na direcao radial exercida pelo material externo a U; na
fronteira oU,.

Vamos usar U, como um setor de uma esfera. Logo, no lado direito da equacao
ha seis integrais com seis dominios que sao as superficies do elemento de volume
esférico. Estes dominios sao definidos pelas superficies

0 =0,+060,0 =0, — 00,0 = o+ 0, 0 = o — Op, 7 = T9,7 =11,
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onde os vetores normais unitarios sao, respectivamente,
é97 _é97 écpv _égaa €r, — €,

os vetores €; se referem ao vetor unitario na direcao e;. Os vetores ey, e, € e,
sao encontrados por derivar a equacao (2.2) respectivamente em 6, ¢ e r, 0 que
implica que

eg =r(—sinfsen p, cos f sen @, 0), (2.7)
e, =r(cos cos ¢, sen § cos p, —sin ), (2.8)
eg =(cosfsen ¢, sen f sen p, cos ). (2.9)

Usamos as equacoes acima, junto com as equacoes (2.5), para fatorar as inte-
grais no lado direita da equacao (2.6) em duas partes, uma que depende de 0 e
¢ e outra que depende de r. As equacoes (2.7), (2.8),(2.9) e (2.5) nos informa a
dependéncia que os vetores de base e o tem nas coordenadas angulares 6 e .
Em seguida, integramos em 6 e/ou ¢, e depois expandimos em uma série de /6 e
dp. Primeiro somamos as integrais de superficie definidas por § =6, + 60 = 0, e

0 =40, — 00 = 6, encontradas no lado direito da equacao (2.6), resultando em

61 01

/<0':é9,ero>da

= / < o :éy,e,, > rdpdr

92 92

01
= / Y sin(p) < eg,e,, > ridodr
02

Yot+d¢o
= /069 SinQ(gp)r?’dT/ < &p,e,, > dy
®

076900

01

02

Po +5‘Po 91

= / 29 sin?(g,)r d’r/ < &y,e,, >dp

0_6500

02

= —40psin(06) sin3(g00)/age7’3dr, (2.10)

onde ¢% é avaliado em 0 = 0, e ¢ = ¢, € trocamos o sin?() por ¢% sin*(yp,) porque
esse termo nao depende de f ou y. Somando as integrais de superficie definidas



10 Capitulo 2. Modelando com Simetria Radial

POT © = p, + 0 = Y2 € p = @, — dp = 1, Tesulta em

®1 1

%)

/ <o:eye, >da = /Jf“" < ey, e, > sin(p)rdfdr
2 ®
= /Jf‘Pr?’dr/ < &,, e, >sin(p)dd

= sin(20p)((—d6 — sin(06)) sin(p,) + (sin(60) — 60) sin(3¢,)) /Jf“’r?’dr

2
®1

®2

= —4600p sin(p,) /af¢r3dr + O(56d¢). (2.11)

onde ¢¥¥ € avaliado em 0 =6, € p = ¢, € trocamos ¢¥¥ por ¢¥¥ porque esse termo
nao depende de 6 ou ¢. Por ultimo somamos as integrais de superficie definidas
por r =ry € r =1, que resulta em

T1

T1
/ <o:e.,e., >da| = /0”7’2 < e, e, > sin(p)dfdp
72 T2

r

= 4000y sin(p,) o’ r?

1 O(8660). 2.12)

A integral a esquerda da equacao pode ser reformulado da seguinte forma,
d " r d " .2 o3 : d " r,.2
pr 8 " < e e, >dv= E/m pv e sin(p)drdfdy = 4sm(g0)(5«9(5<,0£/r pv"redr.
(2.13)
A conservacao de momento é valida para todo volume finito ;, dessa forma a
conservacao de momento € também valida para qualquer 46 e dp. Logo, podemos

substituir as equacoes (2.10), (2.11), (2.12) e (2.13) na equacao (2.6) e igualar os
termos da mesma ordem em 46 e jp e reduzir a conservacao de momento para,

d [m
dt J,,

v / (0% sin? ¢ 4 o¥?)rdr. (2.14)

T1

pv"ridr = o' r?

r

Se assumimos que p,v",r sao diferenciaveis por partes, e r € regular por partes,
podemos usar a hipotese constitutiva e substituir o tensor de Cauchy usando as
equacoes (2.5). Quando pregas aparecem na solucao para r(R,t) € esperado que
sejam discretas na coordenada R, portanto, podemos usar a teoria constitutiva
para substituir o tensor de Cauchy e os valores das integrais acima nao serao
alterados. Também levando em conta que r(-,¢) € monétona e diferenciavel em
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R, podemos fazer uma mudanca de variavel e integrar em R,

r2 Rz or fi2
/ pUTT2d7’ — / pvrr2_dR = / ,ORerTdeR7
T1 Ry aR R

onde
or r?

OR R
Substituindo as equacoes (2.5) para o tensor de Cauchy na equacao (2.14), con-

VI (Rt) = 0"(r,t) € pres(R) = p(r,t)

cluimos que

R 2 O
—4 | ZrdR| 2.1
oL iR (2.15)

d (f2or ov or
— —R*R =2———R?
dt Jr, (’%R R o\ GRR

Iremos denominar equacoes integrais de PIE (Partial Integral Equation - Equacao
Parcial Integral). A forma localizada deste modelo chega na mesma EDP encon-
trada na literatura (ver [7] p.208). Agora vamos investigar qualitativamente a
origem desses termos. Para facilitar a compreensao, vamos exemplificar o tensao
exercido na superficie de um setor de uma esfera, delimitada pelas superficies
definidas por R = R, R = Ry, ¢ = 1,0 = 9,0 = 0, € § = 0, . Para simplificar a
analise, restringimos a nossa atencao somente nas coordenadas ¢ € r.

Note que a integral abaixo representa o momento total do material entre os
pontos r(Ry,t) e r(Ra,t)
B2 o

— R%R,
R Ot

dai a equacao (2.15) afirma que a taxa de variacao do momento no tempo, dessa
parte do material, € devido a dois fenomenos. O primeiro € devido a diferenca da
forca radial aplicada as superficies definidas por R = R; e R = R,, e é represen-

tado pelos termos

oV Or _, |52
- ) 2.1
8)\1 8RR Ry ( 6)

Lembrando que
ov Or ov

— = —— e\ = (0gr)?
o\ OR a)\%/Z 1= (Orr)",

o termo 0V/ 8)\1/ ? esta relacionado com quanta energia é necessaria para esticar

o material na direcao radial. O termo R? é um fator geométrico proveniente do

fato que a expressao acima representa a forca total aplicada a superficie de uma

esfera. Veja a Figura 2.2a.
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P2 ¥1 ©2 ¥1
Fr (B t) F (R, t)
Fo(p2,t) Fo(p1,t)
Fr (B, 1) Fo(Ry, 1)
r r
2 2

(a) (b)

Figura 2.2: a) Diferenca entre as forcas aplicadas as superfices R = R; € R = R»,
expressadas pelo termos (2.16). b) Possivel estado de equilibrio do elemento de
volume.

O segundo fendomeno que contribui a mudanca de momento radial € devido
ao tensao interna nas direcoes ey € e, representado por

R2 RQ
—4/ a—\pr dR = —2/ a—lq;QRdR,
R OA Ri O\

e o termo 2RdR € um fator geométrico. Veja o estado de equilibrio deste elemento
de volume representado na Figura 2.2h, onde a soma do tensao na superficie
toda se cancela. A integral no lado direito do nosso sistema (2.14) representa a
projecao radial da tensao na direcao e,, que € representado por F,,(¢1,t)+F,(p2,t)
na Figura 2.2b. Observe que esta forca sempre age para puxar o elemento de
volume para a origem, enquanto a forca exercido nas superficies R = R; e R =
R, tende a afastar o elemento de volume da origem, que € representado por
F.(Rs,t) + F,.(Ry,t) na Figura 2.2a.

A seguir uma representacao que pode ajudar a entender o comportamento
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qualitativo da dinamica do modelo &

R 9w oV Ry
2/ —5(RAORAR = —— 5 (R, t) 7|
Rl aAZ a)\2 Rl

para algum R,, € [R;, Rs] € que ao substituir na PIE (2.15) resulta em

d [T or ) ov OV )

R>

Ri

Todavia, uma visao mais clara do fenomeno so6 € possivel apos determinar a
funcao de energia interna, o que, para o caso isotérmico, especifica a dinanmica
do modelo. Mais a frente no Capitulo 3, mostramos que podemos expressar a
forma local do modelo (2.15) como um sistema de equacoes parciais hiperbdlicas.
Deste fato estabelecemos que uma solucao classica, ou seja, continuamente
diferenciavel, nao deve existir para todo tempo, mesmo se as condicoes iniciais
sdo continuamente diferenciaves, veja Teorema 7.8.1 em [4]. A dinamica do sis-
tema indica que tipo de descontinuidades podem aparecer, logo, definir o tipo de
material determina os tipos de descontinuidades que podem se formar. Porém,
calcular todas as possiveis condicoes de descontinuidades s0 € necessario a
forma integral das leis de conservacao empregados, e estas condicoes sao validas
para qualquer funcao de energia interna. Por isso, apresentamos as condicoes
de descontinuidade primeiramente.

2.3 Condicoes de Descontinuidade

Supondo a existénica de uma superficie moével r(3(t),t) C S, onde X(t) C B,
sobre a qual as variaveis de estado sao descontinuas, mas sao pelo menos
continuas fora de r(3(t),t). Usaremos S como sendo a coordenada radial da
velocidade de ¥(¢) no corpo referencial. As condi¢des de salto apropriadas sao
uma consequéncia dos Teoremas B.3 e B.4 encontrados no Apéndice B ou em [4]
p.15. No apéndice, o component normal da velocidade da onda de choque € W,
aqui denominamos de S = W¥. Vamos supor que o material nao fratura, ou
seja, que nao surge nenhum rasgo. Portanto, r(-,¢) € pelo menos continuo em R.
Nesse contexto, cada lei de equilibrio requer, ou impoe, uma condicao de salto
descontinuo diferente, apresentadas a seguir.
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Conservacao de massa: usando a equacao (B.25),

lpRes]S =0, 2.17)

onde p: S x R — R € a densidade do material € pr.; : B xR — R € a densidade
do material na configuracao da referéncia. A equacao acima é satisfeita, a priori,
devido a continuidade de 7(-,t) € pges(-).

Equilibrio de momento: usando qualquer uma das equacoes (B.27) con-
cluimos que

[0r] S = [P™] . (2.18)

onde Pfr = 20,9 (0gr,r/R)0rr, 0 que € o unico coeficiente ndo-nulo do primeiro
tensor de tensao de Piola-Kirchhoff P. Veja o Apéndice A para uma definicao do
tensor P.

Conservacao de Energia: usando qualquer uma das equacoes (B.30),
HE - % (8t?")2ﬂ S = [Pron], (2.19)

onde a funcao e : S x R — R é a energia interna por unidade de massa, o que
assumimos que satisfaca a seguinte equacao:

e=n0+,

onde a funcao ¢ : SxR — R € a energia interna livre, 8 : SxR — R € a temperatura
en:S xR — R aentropia por unidade de massa.

Se assumirmos que a temperatura 6 € constante e que 0V/00 = 0, entdo a
entropia n sera constante em todo o material, e combinando as condicoes de
descontinuidade das equacoes (2.18) e (2.19), podemos eliminar o salto de ve-
locidade e concluir que
[(0™)?] ou $2[¥] =

(p~w; P[] = [Nk (2.20)

DN | —
N | —
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Para aplicar diretamente os resultados em [4] p.15, seja

q _PRT(Ela 62)
G=| V(e e)+¢*/2 —PB(er,e0)q |, (2.21)
PRef 0

e div = [0, , Og] € um operador que atua em linhas. As variaveis de estado sao
U = (q,€1,€2) = (Oyr,Orr,7/R). Dessa forma divG = 0 e [GN] = 0 onde, em nosso
contexto, N = (S,1)” (o sobrescrito T no vetor significa o transposto do vetor).

Desigualdade da producéo de entropia: Se N e Q' sdo respectivamente a en-
tropia e fluxo de calor por unidade de massa no sistema de referéncia na direcao
radial, e ® a temperatura, entao usando a desigualdade (B.32) concluimos que,

'] < ﬂ%ﬂ — [SN] < ﬂ%ﬂ .

Se considerarmos que a temperatura nao muda, entao essa equacao torna-se
+
n=n,

que afirma que a entropia do lado onde a superficie ja passou € maior que a
entropia do lado em que ela ainda nao passou.

Choques Fracos

Um choque fraco para nosso contexto seria assumir que r(R,t) aléem de ser
continuo é C', mas que as segundas derivadas de r(R, t) admitem descontinuida-
des. Para considerar a possibilidade de choques fracos permite-se que sua se-
gunda derivada espaciais € descontinua ao longo de uma superficie >(¢). Seja
G definida pela equacao (2.21) e N = (S,1)7, entdo aplicando os resultados da
teorema (B.4) com X" = R concluimos que

ﬂ%(GN)ﬂ = (DyGN) - ﬂg—gﬂ =0, (2.22)
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ou de uma forma mais explicita para nosso contexto,

s o, pfr 9, PR -
Sq— P SPR_ 0, PRty SO, — 8, P | ﬂ@ﬂ —0. (223
0 0 0

A ultima coordenada de [0rU] € zero porque estamos assumindo que Jgr €
continuo. Portanto, S pode ser determinado impondo que o determinante da
seguinte matrix 2x2 abaixo € zero

_ Rr
S O P , (2.24)
Sq— P SPRr_ 9, Plrg

resultando em
S? = o, P (2.25)

Todos as condicoes de saltos apresentadas acima nao sao suficientes para definir
a velocidade do choque (no nosso caso uma prega), ou choque fraco, e a evolucao
de Jgr' e Ogr~ no espacgo-tempo. Seriam necessarias mais hipéteses para definir
unicamente o choque em movimento.

Note que para choques fracos podemos determinar a velocidade do choque,
o Capitulo 3 mostra que a equacao (2.25) implica que choques fracos andam ao
longos das caracteristicas. Mas o mesmo nao € necessariamente verdadeiro para
ondas de choques normais logo, € vital que estabelecemos que tipos de choque
podem aparecer e se manter para o modelo que empregamos. Podemos fazer
isso analisando a forma local do modelo (o EDP), todavia, para determinar o
EDP precisamos determinar o tipo de material.

2.4 Material Pré-Estressado

O livro [13] é uma referéncia mais completo e auto-contido sobre determi-
nar o tipo de uma material elastico baseado em uma combinacao argumentos
fenomenologicos e argumentos fiscos. O que segue € uma aproximacao simples
que segue em parte o livro [13]. Para especificar o material precisamos especificar
como a energia interna depende explicitamente de \; = (9zr)? € A3 = Ay = (r/R).
Esses valores para os autovalores do tensor de Cauchy-Green ()\;), resultam da
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simetria assumida e do uso de coordenadas esféricas (veja a equacao (A.6)).

Para o nosso proposito, queremos um modelo para ¥ que € o mais simples
possivel, porém ainda capta fendmenos essencialmente nao-lineares. Um mode-
lo para ¥ muito convincente seria utilizar uma interpolacao tipo Spline, porém
os dados sao, muitas vezes, escassos demais para isso. Um modelo mais sim-
ples possibilita usar os dados experimentais disponiveis para melhor escolher os
parametros do modelo.

Uma escolha que satisfaz os requisitos acima seria aproximar ¥ perto do
ponto de equilibrio pré-esticado, ou “prestressed”, (A, A2, A\2) = (A, A\, A), que para
Nnosso uso A > 2, como,

(A1, A )\)—&Hr@()\-—)\wrl A i =N =N+ >0 = N)?
1,72y N\3) — a)\g 7 28/\@@/\] % 7 ' % 9

onde U= U(A, A A). O valor de (A A \) € arbitrario, uma vez que apenas a
taxa de variacao de ¥V em relacao aos autovalores ); influencia a dinamica, por
isso adotamos U= 0. Além disso, a isotropia do material garante a simetria
U (A1, A2, A3) = W(Ag, A, Ag) = W(A3, A1, A2) para todo A, Ao, A3 > 0. Com isso, pode-
mos reduzir a nossa expressao acima para ¥V e adotaremos

(A, Ao, As) =D 6N = A) + v = A+ D¢ = M)y = ), (2.26)

i=1 i#£]

onde renomeamos as constantes envolvidas. Para interpretar essa aproximacao,
recordamos que em coordenadas euclidianas: \; = (9x¢")?, Ay = (Oy¢¥)* € \3 =
(0z¢7)?. Portanto, apenas o termo multiplicando ( captura a néao-linearidade
da resposta do material quando deformado simultaneamente em duas direcoes,
como por exemplo, e, € e,.

A escolha das constantes k,v e ( € geralmente restrita por pressupostos
fisicos. Quando \; > 1, uma restricao comum é que diminuir \; causa a diminuicao
da energia interna, o que também implica que aumentar \; aumentara a energia
interna. A versao local desta declaracao € a seguinte: para cada a,«a,b, 5,¢c,v > 0

DU(1+a,14+3,1+7)-(a,b,c)" >0.
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Para b = ¢ = 0 esta desigualdade implica que,
K+2v(1—A4+a)+C2-22+8+7) >0,

assumindo que «, 5 € v nao tém limite superior, podemos concluir que v > 0 e
¢ > 0. Agora, a condicao mais restritiva para « € quando a« = § = v = 0, o que leva
a desigualdade

k>2v+)A—1). (2.27)

Outro requisito tipico € que a funcao da energia interna ¥ seja convexa. Para
satisfazer esta condicao exigimos que o hessiano de ¥ seja definido positivo, que
resulta em v > (. Ha outras restricoes relacionados as configuracoées nas quais
os \; oscilam em torno de 1 (veja [13]). Iremos restringir a nossa atencao para
configuracdes onde \; > 1 e )\; oscilam em torno de A > 1, por isso nao iremos
considerar essas restricoes.

Respeitando as desigualdades estabelecidas acima, podemos escolher x,v e
¢ de acordo com dados experimentais disponiveis. Usando o tipo de material
definido pela equacao (2.26), e simetria radial que garante que \, = )3, temos
que

8)\1\I/:I€+2V(>\1—)\)+2C(>\2—)\), €
DU =k +20(Xa = A) + (A2 = A) + (A1 = N)). (2.28)

Substituindo \; = 1, para i = 1,2 e 3 e usando a desigualdade (2.27), podemos
concluir que 0,,¥ > 0 e 9,,¥ > 0.

Posteriormente mostraremos que se 2v/A19; ¥+, ¥ > 0, o modelo acima sera
uma EDP hiperbodlica e, portanto, gera ondas. Esse critério € garantido pela
convexidade de ¥ na direcao \; e por d,,¥ > 0. Usando simetria radial, a funcao
¥ torna-se

\If(/\l, /\2, /\2) = ()\1 — )\)[H + V(/\l — /\) + 2((/\2 - /\)]
4 o — N2k + 200 — A) + O — )], 2.29)
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Substituindo as equacoes (2.28) em nosso modelo (2.15), concluimos que

d Re or 9 r? or 2 or 9 Ry
Rz or\ > or\? r?
—4/}%1 l€+2V (ﬁ) - A +C (@) - A +(ﬁ_>\> TdR
(2.30)

Esperamos que, dado o comportamento elastico do sistema, ambos os valores
de 0,,V¥ e 0,,V irao oscilar em torno do equilibrio pré-esticado 9,,V = 9,,¥ = k. Se
ambos 0,, ¥ e 0,,¥ fossem constantes, estariamos lidando com um modelo de um
material linearizado, ou seja, uma relacao linear entre o estiramento e a tensao,
isso €, especificamente para o tensor de tensao “First Piola-Kirchhoff”. O modelo
resultante seria uma EDP linear hiperbolica. A solucao deste modelo linear €
extremamente util por uma série de razoes:

i) O modelo linear representa um material fisicamente viavel, dai a solucao
deste modelo exibir “reflexdao” da origem R = 0. O que isso significa exata-
mente sera esclarecido na proxima secao.

ii) Uma vez que os valores de 0,V e 0,,¥ oscilarao em torno de x, esperamos
que a solucao da EDP nao-linear, em certo sentido, ira oscilar em torno da
solucao do modelo linear.

iii) Dadas as caracteristicas acima, assumimos que as imposicoes fisicas necessarias
sobre as condicoes iniciais para o modelo linear serao imposicoes necessarias
para a solucao do modelo nao-linear, tais como critérios de suavidade.



Capitulo 3

O Modelo Localizado

Primeiro vamos escrever a forma localizada de PIE (2.15) na Pagina 11 em
forma de conservacao

——R?—2— | ——R*’)4+4—7r=0. (3.1)

0%r o [0V Or oV
ot? OR \ O\ OR Oy

Esta EDP é equivalente a PIE (2.15) no sentido das distribuicdes. Para transfor-
mar esse modelo em um sistema hiperboélico, sejam ¢ = O;r, €1 = Ogr, €2 = r/R €
usando o material definido pelas equacoes (2.28), temos que

qR? = Or (f(e1,€2)R?) — 2g(e1,2) R = 0,041 = Opq , Oie2 = q/ R, (3.2)

onde! f(e1,e9) = 2610, ¥ = 0.,V € g(e1,e2) = 26204,V = 9., V. Lembrando que para os
simbolos usados em capitulos anteriores P™ = f, \; = ¢7 e A\, = 3. Este conjunto
de equacoes ja nao € equivalente a PIE (2.15) no sentido de distribuicoes, porque
se supomos que o sistema acima resulta de um conjunto de leis de conservacao
e aplicamos as condicoes salto (B.10), obtemos uma nova condicao de salto,

[0rT]S = [0r],

mesmo nao sendo equivalente no sentido de distribuicoes, o sistema (3.2) €
equivalente a PIE (2.15) para solucoes suaves, (2, dessa forma o sistema (3.2)
pode ajudar a entender como choques formam, e como solugoes suaves propaguem.

lAtencdo para nao usar a equacao (2.29) para obter as expressdes acima, para que nao se
inclua falsamente a contribuicdo de A3;. Para evitar isso use as equacoes (2.28) para calcular as
derivadas de V.

20
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3.1 Caracteristicas

O conjunto de equacoes (3.2) pode ser expresso como o seguinte sistema,

q 0 0O f(e1,82) Oe,f(e1,82) q 2(f(e1,82) — g(er,€2)) /R
Ole| =11 0 0 ‘O | el | + 0
£ 0 0 0 £ q/R
(3.3)

ou simplesmente,

Q= F(Q)OrQ + H(Q)/R. (3.4)

Se para cada () na parte fisicamente relevante do espaco de estados a matriz
F(Q) é diagonalizavel com autovalores reais, entdo o modelo representado pelas
equacoes (3.2) é chamado de a lei de conservacao (fortemente) hiperbolica [4]
com uma fonte, ou simplesmente uma lei de equilibrio [7] ( “Balance Law” ou
“Balance Principal” ). A matriz F((Q)) tem os seguintes autovalores e autovetores,

A =+/0.,f, Ay = —+/0:, f, As =0,

a€1f - 8Elf 0
Y= 1 . Yo = 1 v Yz = | =0 f
0 0 aslf

Sejam as coordenadas de cada autovetor acima uma das colunas que definem
amatriz Y = (y1]y2|ys), € decomponha F' = Y DY !, onde D é uma matriz diagonal.
Em seguida, multiplique o sistema (3.4) a esquerda com a matriz Y !, resultando
em,

Y 10,Q = DY '0rQ + Y 'H/R. (3.5)

Seja (); o i-éssimo elemento de @), entao cada linha deste sistema pode ser ree-
scrita no seguinte formato,

: dQs
>, Mi(Q)—~(Li(t), ) = Gi(Q)/R, (3.6)
k=1
para algum M,;,G; € C' e onde
ar;

7t + (@) = 0.
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As curvas I';(t) para ¢ = 1,2, 3 definidas pela equacéao diferencial ordinaria acima
sao chamadas das curvas caracteristicas do sistema (3.5) associado a um solucao
classica ). Veja Capitulo VII do [4] para uma referéncia mais aprofundada so-
bre caracteristicas e hiperbolicidade. Supondo causalidade, assumimos que o
dominio de dependéncia € dado pelo cone de espaco-tempo cuja fronteira é de-
limitada pelas caracteristicas mais rapidas voltando no tempo. Posteriormente,
para elaborar uma esquema numeérica veja Capotulo 5, iremos supor que essa
propriedade € verdadeira para o modelo nao linear geral (3.1), porém, para o
material linearizado abaixo iremos mostrar que essa dominio de depéndencia é
correto.

Linearizar o material em torno de qualquer estado, resulta na seguinte funcao
de energia-tensao

V2 WZ

T(Ai, Ag, A3) = 7(A1 — M)+ T(AQ — ), (3.7)

que pode ser considerado como uma aproximacao de primeira ordem da funcao
de energia-tensdo proxima ao estado (\;, Ay) = (A1, \2), onde

_,0v

P ov
) VR P VP W

,eW? = .
O 1A 1=21,00=2s

V2
Essa renomeacao serve para sugerir que V e W representam velocidades, em
algum sentido, lembrando que ¥ € a energia livre por unidade de massa, logo V
e W tem unidade de comprimento por unidade de tempo. Os casos em que V # W
resultam de uma linearizacdao em torno de um estado fora de equilibrio. Usando
esses modelos para o material, F(@)) do sistema (3.4) € constante e, portanto,
podemos expressar o sistema (3.6) como

2V2e1 (T (t),t) + 2W?2eo (T4 (1), t)

% {q(T1(t), 1) = Ver(T1(t), 1)} =

Ty (%) !
%{q@z(t%t) Ve = 2 gl(Fg(t),t)F;tQ)W 2 (2(t).8)
%{52(130775)} = q(f;(;, t)’ (3.8)

renomeando

k(X t) = q(X,t) = Ve (X, t), ko( X, t) = q( X, t) + Ve (X, t)
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e integrando em ¢ o sistema (3.9), concluimos que

"VIko(Ty(7), 7) — ki (T1(7), 7)] + 2W2ey(Ty (1), 7)

BT 0, 0) = B(Talto).t0) + [ e ir
fa(Talt). ) = ha(Talta). t) + [+ 2D =R D) 2B
ea(Ro,t) = e2(Ro, to) + /t kl(RO’T)Z_};OkQ(RO’ T)dT, (3.9)

As curvas I'; e I'; sdo retas com tangente igual a V' e —V. Nesta forma, qualquer
discretizacao numeérica para o sistema acima, que obedece causalidade, teria
um dominio de dependéncia delimitado pelas caracteristicas (I'1(t),t) e (I's(t),?).
A Figura 3.1 abaixo, mostra um conjunto de caracteristicas, voltando no tempo
a partir do ponto (R;, ;) para algum campo de velocidade nao-linear, que contor-
nam o dominio de depéndencia.

0.9
0.8
0.7r

0.6

0.5

0.3

0.1

2.8

Figura 3.1: Mostra um conjunto de caracteristicas, voltando no tempo a partir
do ponto (R,T) para algum campo de velocidade nao-linear, que contornam o
dominio de depéndencia.
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Como esse conjunto de materiais linearizados se aproxima de qualquer estado
do material nao-linear, e devido as razoes dadas no final do capitulo anterior,
iremos investigar o comportamento desses modelos lineares.

3.2 Solucoes Analiticas do Material Linear

Agora, estabelecido o domino de dependéncia para resolver o modelo linearizado,
voltamos a (3.1) com linearizacao (3.7),

52 9 B
a—;RQ -5 (V26—;R2) oW = 0. (3.10)

Expandindo essa equacao e reorganizando-a

0%r , O%r  2VZ Or r O0*(Rr) 0*(Rr) Rr
a2 VeamT Ror Ve T e Ve W
temos finalmente, ) ,
0*u , 0% 5 U
S V| 11
ot? v OR2 w R?’ (8.11)

onde v = Rr. Primeiro encontramos condicoes para V e W, tal que a solucao
estacionaria € um estado uniformemente esticado, onde u(R,t) = \'/2R?:

272

VZ

Pu  2W?

1/2 2 2
3 = VT M2 — W2 =V2 (3.12)

— 222 =

Disso, concluimos que se V' # W, entao estamos lidando com uma linearizacao
na vizinhanca de um estado fora do equilibrio uniformemente esticado. Esse
resultado € consistente com o modelo material apresentado na secao (2.4), que
tem as derivadas 0,,¥ e 0,,¥, dadas por (2.28), iguais no equilibrio A\, = )\ e
A2 = A. Logo, somente o modelo linear com V = W oscila em torno do equilibrio
do modelo nao-linear pré-esticado. Isso, em parte, € a razao pela qual somente
esse modelo linear exibe “reflexao” na origem.
Uma familia de solucoes de equilibrio para W # V' € a seguinte

U(R, t) _ )\1/2R(1j:\/1+8V[/2/V2)/27 (313)

que pode ser util ao examinar as diferentes solucoes da equacao (3.11).
Para resolver a EDP (3.11) convertemos em uma EDO aplicando a transfor-
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mada de Fourier no tempo em ambos os lados da equacao, resultando em
2V20%0 + (w? — 4W?/ R?)i = —iwu(R, 0) — dyu(R,0), (3.14)

dessa forma, agora procuramos uma solucao para

1 o ,
u(R,w) = E/o u(R,t)e ™"dt,

supondo conhecido u(R,0) e d;u(R,0). Em seguida substituimos a série de poténcia

i(R,w) =Y bp(w)R"™
n=0

em (3.14) e igualando os termos com a mesma poténcia de R, concluimos que

by =0, a=1/2+(148VZ/W*HY2/2,

2 2
oo = _b"2w_V2((n +1D)(n+1+£p)"" ,paraf=1/1+ 8‘%,

resolve o ODE (3.14). Fomos capazes de simplificar essa série em termos de
funcodes elementares, dadas por sin(Rw/V') vezes poténcias de Rw/V somada com

cos(Rw/V') vezes poténcias de Rw/V, somente para os valores
g:%,paranzo,l,l.... (3.15)
Com a solucao fundamental para os casos em que (3.15), podemos resolver a
EDO (3.14) supondo as condi¢des iniciais @(Ry,w) € drt(Ry,w) sdo conhecidas
para algum R, e para todo w real. Para realizar a inversa da Transformada de
Fourier, e defini-lo de forma tnica, € necessario usar causalidade e o Teorema de
Cauchy-Goursat. Depois de muitas simplificacoes, o resultado sera uma solucao
em termos dos quarto condi¢des iniciais du(R,0), u(R,0), u(Ro,t) € Oru(Ry,t).
Apesar que ao longo do trajeto de encontrar essa solucao asssumimos que os
quatros funcoées iniciais sdao conhecidas, nao temos a liberdade para escolher
quarto funcodes quaisqueres, somente temos a liberdade de escolher duas dessas
funcdes. Para retirar as duas condicoes iniciais u(R,0) e du(R,0) e encontrar
uma forma mais simples da solucao, impomos as condi¢oes iniciais que nao sao
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satisfeitas de imediato. O resultado desse processo paraocasoV =W e Ry =0 ¢€

0 seguinte,
1 1 R+Vt —Vt
t) == -Vt — t ——u(P,0)dP
u(R, 1) =gu(|R— V1,0 + Zu(R+V ’0)+/|R_w| o Lu(P.0)
R+Vt (P2 + R2 - V2t2)
Oyu(P,0) dP. 3.16
; /Rw| e BP0 3.16)

Outra forma ttil para a solucao u(R,t) € expressa-la em termos das condicoes
iniciais u(Ry, 7) € Oru(Ry,7) parat € [t —T,t+T|,onde T = (R — R,)/V. Note que T
pode ser menor que zero, porém nessa forma a solucao é mais facil de verificar e
adaptar. Isso resulta na solucao

MR — Ry — VAt — 1)

1 1
u(R,t) zﬁu(Ro,t -7)+ Eu(Ro,t +T) + / 1R u(Ro, T)Vdr
=T 0
HT p2 . P2 _ 2 2
R*+ R§—V?(t—1)° 0u
— (R, 7)Vdr. 3.17
" /t_T 1RoR or o DVdT 517

A solucdo para o caso W/V = /3 e R, = 0, que ndo apresenta reflexdo da
origem espacial?, é

1 1
ug(R,t) :§u(|R — Vit],0) + §u(R +Vt,0)
R+Vt Vit 2t2 _ P2 _ R2
+/ BVHV PR i ))u(P,O)dP
|R—Vt|
R4Vt 2 2 242 2 2422
3P? 4+ 2(R* —3V=t?) 3(R*—V=t*)*\ Ou(P,0)
dP. 3.18
+/|R—Vt| ( 16V R? * 16V P2R? ot ( )
A solucao para o caso limite W/V =0e Ry =0 ¢
1 1 1 [V 9u(P,0)

A forma obtida para as solucoes do material linearizado para os casos

2S6 pode haver reflexdo se o material ondula em torno do estado de repouso V = W, logo, a
reflexdo nao ocorre para o modelo linearizado em torno de um estado que nao esta em equilibrio.
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W/V =+/3, W/V =1e W/V =0 tém o seguinte formato:

1 1 R+Vt
u(R,t) ziu(yR —Vt|,0) + 5u(R +Vt,0) + / OZ(R, P,t,V?/W?u(P,0)dP
|R—Vt|
R+Vt
+ / Z(R, P,t,V*/W?)0u(P,0)dP, (3.19)
|[R—Vt|

para alguma funcao Z. Acreditamos que todas as solucoes para o material lin-
earizado possuem o formato acima, porém, nao cabe a este trabalho compro-
var esta afirmacao, todas as solucoes apresentadas podem ser verificados por
substitui-los no EDP (3.11). Todavia, o dominio de integracao € correto, como
foi mostrado ao expressar esse sistema através de suas caracteristicas (3.9), os
termos advectivos obedecem as condicoes de descontinuidade e a linearidade
da EDP prediz o tipo de dependéncia em u(-,0) e d;u(-,0), ou seja, integrados no
dominio de dependéncia. A estrutura dessas solucoes poderia ser usada para
sugerir uma base de funcoes capazes de aproximar a solucao linear geral.

Resolvendo a Equacao Integral

Uma questao importante é se, além de satisfazer a EDP localizada (3.11), ess-
as solucoes satisfazem a equacao integral parcial (2.15)? Em uma regidao onde r
é continuamente diferenciavel em ambos R e ¢, uma solucao para a versao local-
izada € claramente uma solucao para a equacao integral. Se assumirmos que a
formacao de descontinuidades em Jgr € 0,r, ou pregas, s6O podem se propagar ao
longo de uma superficie movel o(t) C R?, entdo a solucao (3.16) deve satisfazer as
condicoes de salto descontinuo para que também seja uma solucao da PIE (2.15).
Essas condicoes envolvem a velocidade da onda de choque, por isso vamos supor
que ha uma descontinuidade nos dados iniciais de modo que podemos extrair a
velocidade de propagacao do choque, como previsto pela solucao acima.

Para simplificar os seguintes calculos, restringimos R > Vt. Sempre pode-
mos dar um passo no tempo pequeno o suficiente para que isso seja verdade
para R # 0. Procuramos uma prega espacial, ou seja, uma descontinuidade em
Oru. Derivando a solucao (3.16) em R e depois descartando os termos que sao
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continuos, devido a natureza de suavizar da integracao, sobra

at (%(R FVLO) V(R 4V 0)> - (%(R V0 < VISRV, 0)) |
Para seguir a dobra nos dados iniciais localizado em (R;,0), podemos fixar R +
Vt = R, e, dessa forma, definir a curva (—V, 1)t + (R1,0) no plano (R,t); ou pode-
mos fixar R — Vt = Ry, que define a curva (V,1)t + (R;,0). A expressao acima €
descontinua ao longo de ambas essas caracteristicas, e delas estabelecemos que
a velocidade de propagacao da prega através do material € +V. Analogamente, o
mesmo resultado aplica para todas as solucoes da EDP (3.11) linearizada, como
a solucao (3.18). As condi¢coes de salto descontinuo para um material geral nao
determinam a velocidade de uma onda de choque. No entanto, para a funcao-
tensao de energia especial d,,V = V? constante, as condi¢oes de saltos resultam
na equacao (2.20), o que nos diz a velocidade que uma onda de choque propaga.
Considere a forma um pouco mais geral ¥ = V?)\,/2 + g()\;), entao

[v] = V; I’(g—;)zm : (3.20)

Equacao (2.20) afirma que para essa funcao de energia-tensao acima

srm=2(350) -+ (35m) -7 ||

portanto, substituindo (3.20) na equacao acima, resulta que
S==xV. (3.21)

Dessa mesma forma, a velocidade de propagacdao de um choque fraco, dada
pela equacao (2.25), € a mesma que a velocidade de choque fraco previsto pelas
solucoes analiticas das EDPs lineares (3.11). Sem suposicoes adicionais, tais
como consideracoes relacionadas a entropia, as condicoes de salto nao determi-
nam mais sobre o choque. Todavia, conseguimos concluir que a solucao dada
pela equacao (3.16), junto com todas as solucdes analiticas encontradas, sao
também solucoes para a equacao integral parcial (2.15). Mesmo nao sendo as
unicas solucdes, assumimos que sao fisicamente relevantes e continuamos a
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analisar da solucao (3.16).

Propriedades Fisicas

A primeira propriedade que investigamos € se a origem do mapa espacial
permanece parada, ou seja, r(0,¢) = 0. Sabemos que isso deveria ser ver-
dadeiro através de simetria, isso é, forcas esfericamente simétricas nao causam
translacao. Vamos agora verificar essa propriedade. Para o teorema abaixo e
0 que se segue, utilizamos a solucao u(R,t), em vez de r(R,t), pois € um pouco
mais simples.

Teorema 3.1. Assuma que as condicbes iniciais u(-,0) e du(-,0) sao respectiva-
mente C* e C°, onde u(R,t) é dada pela equagao (3.16). Entdao, para cadat > 0,

. u(R,t)
lim ——— 2
m =

= 0 ou, equivalentemente lim r(R,t) = 0.
R—0 R—0

Prova: Para qualquer ¢ dado, escolha ¢ > 0 suficientemente pequeno para que
|R| <6 = |R—-Vt| = Vt—R.
Iremos analisar cada termo da equacao (3.16). Primeiro, analisando

_Vt R4Vt 1 —Vt R+Vt 1
—_— —u(P,0)dP = —— —u(P,0)dP.
2R Jipvy P (50) 2R Jyip P (50)

Usando o teorema de Taylor, podemos substituir
u(P,0) = u(Vt,0) + Oru(Vt,0)(P — Vi) + Orru(£(VE, P),0)(P — Vt)?/2,

para algum ¢(Vt, P) € [Vit, P], e podemos escolher {(Vt,-) de forma que seja
continuo. Em seguida, expandimos um série em R,

_Vt R4Vt 1

2R )y, P
- w(VE,0)  Opu(VE0)  Ompu(€(VEVE),0)
= —ulVe, 0+ ( 32172 36V 6

= —u(Vt,0)+ O(R?).

) R? + O(R?)

Ao realizar o limite § — 0, o que implica que R — 0, o termo acima cancelara os
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termos . )
§u(Vt —R,0)+ éu(R + Vt,0) =u(Vt,0)+ O(R),

pelo menos até uma ordem em R. O termo remanescente é de ordem O(R?). Para
provar isso, sabemos que existe um R, € [R — Vt, R+ V1] tal que

/R+Vt (P2 + R? — V2¢2) Qu(P,0) ip
v AVRP ot
~ 9u(Ry,0) / R V2t2)dP
T ot - AVRP
R 1
_3“(22’ 0) iR (2VtR — (R* — V?¢%) [log(Vt — R) — log(V't + R)])
Ou(Ry,0) 1 2 9,0y | —2R 3
5 4WR< VER — (R = V%) | =+ O(R’)
R2 8U(TZ2, O) )
“svi o T O(R?),
portanto limg_,ou(r,t)/R = limg_,or(R,t) = 0. .

Note que a exigéncia de que u(-,t) € C' € vital. Por exemplo, se dru(R,0) fosse
descontinua para R = V't entao

1 1
5u(Vt —R,0)+ 5u(R + Vit,0) =u(Vt,0) + Ra+ O(R),

onde
. u(Vt+R,0) —u(Vt— R,0)
a = lim .
R—0 2R

Com isso, podiamos mostrar que o teorema acima nao € veridico. Em suma, isso

implica que pregas espaciais (descontinuidades nas derivadas espaciais) nao po-
dem se propagar em direcao a origem R = 0, pois se existissem, a restricao
fisica essencial que r(R,t) — 0 quando R — 0 nao seria verdade. Dada a im-
portancia desse fato, apresentamos algumas simulac¢oes no final deste capitulo
que utilizam condicoes iniciais com um descontinuidade na derivada espacial.
No entanto, note que para o modelo nao-linear esse fato apenas impede que
pregas espaciais proximas a origem propaguem em direcao a origem. Todas as
simulacoes numeéricas para a solucao nao-linear, que nao foram suficientemente
suaves perto da origem, tornaram-se completamente instaveis. O teorema acima
nos da um forte motivo para impor que Jrr seja suave perto da origem.
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Outra restricao fisica fundamental € que a solucdao seja monotona. Para a
funcao r(-,t), monotonicidade implica que Jgr(R,t) > 0, paracada R € Bet > 0.
Considerando que r € diferenciavel, se tivesse um ponto tal que Jzr < 0, entao
teria dois pontos originalmente separados no material, que seriam mapeados
para o mesmo lugar: uma impossibilidade fisico. Quando escolhemos a funcao
de energia-tensao (2.29), assumimos que Jgr(R,t) > 1, ou seja, que o material
esta sempre extendido. No entanto, que garantia temos de que isso permanecera
valido mesmo que a condicao inicial satisfaz a restricao?

Para materiais mais realisticos, esperamos monotonicidade global porque ha
um limite para o quanto o material pode ser comprimido, ou um limite de quao
pequeno Jgr € /R podem atingir. Ao aproximarmos a esses limites, esperamos
que a energia interna aumente drasticamente o que por sua vez causa uma
forca expansiva que aumenta drasticamente. Essa impossibilidade de contin-
uar a comprimir o material pode ser modelada pela adicao de uma barreira de
energia infinita. E evidente que a nossas aproximacio para funcio de energia-
tensao (2.29) nao aumenta drasticamente quando )\, tende a zero. Lembrando
que, se pudéssemos alinhar a base de um sistema de coordenadas euclidianas
com autovetores ortogonais do tensor de Cauchy-Green, C (veja a equacao (A.5)),
teriamos \; = (0x,¢x)?. Para o model material (2.29), a intuicao fisica nos leva
a acreditar que para cada escolha dos parametros k,v,(, deveria existir uma
limitacao na amplitude da condicao inicial de forma que Jgr(R,t) > 0 continua
a ser valida. A questao € quanto temos que limitar a amplitude; simulacdes na
Secao (4) mostra alguns casos.



Capitulo 4

Fenonemos Analiticos e Condicoes
Iniciais

Neste capitulo apresentamos as condic¢oes iniciais que ultizamos para o mod-
elo (2.30) e algumas solucoes do EDP linearizado ao redor do equilibrio pre-
estressadp r = A'/2R. Ou seja, as solucoes (3.16) onde u = r/R. Essas integrais
sao calculadas por aproximar os integrandos por trapézios. Primeiro apresen-
tamos um exemplo que ilustra quando as condi¢coes iniciais nao satisfazem as
hipotese do Teorema (3.1). Depois mostramos como propaga dois condicoes ini-
ciais.

Uma Onda Prega Viajando para o Centro

Apresentamos um exemplo de uma prega espacial viajando em direcao a
origem para o modelo de um material linearizado e, em seguida, de acordo com
o capitulo anterior, o ponto r(0,¢) ndo permanece parado e, portanto, € fisica-
mente impossivel. Aproximamos numericamente a solucao analitica dada pela
equacao (3.16) na Pagina 26, com as seguintes condi¢oes iniciais,

r(R,0)=2R[H(a—R)+ (R—a+1).H(R—a).H(b—R)+ (b—a+1).H(R —b)],
or(R,0)=0,coma=0.6eb=0.38,
onde H(z) =1sex > 0e H(z) = 0sex < 0. Essa condicao inicial é representada na

Figura 4.1, a evolucao espacial da onda prega no tempo € mostrada na Figura 4.2
abaixo.
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Figura 4.1: Grafico de r(R,t)/R com as condicdes iniciais definidas por A = 0.6,
D =0.1e A =4. A ordem temporal € da esquerda para a direita, onde o tempo
das imagens sao respectivamente ¢t = 0s, t =0.1s e t = 0.4s.

Propagacao de Condicoes Iniciais

Claramente, as condicoes iniciais devem ser monétonas e devem satisfazer as
restricoes fisicas discutidas na secao sobre o modelo material (veja a Secao 2.4).
Também apreciariamos alguma flexibilidade na escolha da amplitude, localizacao
e forma da onda. Abaixo apresentamos uma classe de condicodes iniciais, que tém
uma variedade de amplitudes e que podem ser colocadas tao proximo da origem
quanto desejado. Também, como demonstrado no Teorema 3.1, a condicao ini-
cial r(R,0) deve ser 2-vezes continuamente diferenciavel pelo menos perto da
origem R = 0. Além disso, pode ser util fazer r(R,0) anti-simétrica em torno da
origem de R = 0. Por exemplo, se quisesse usar um esquema numerico com um
“stencil” grande, pontos com R < 0 poderiam ser necessarios. Um exemplo de
uma familia de condic¢oes iniciais que satisfacam aos requerimentos acima € o

seguinte

A _pURI=D)
1&26 o (4.1)

A amplitude da crista pode ser alterada variando A, e D pode ser usado para

r(R,0) = VAR +

controlar a distancia entre a crista da onda e a origem. Um possivel conjunto
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de parametros que satisfaz aos critérios necessarios acima sio v\ > 2 e n €
{1,2,3,4,5} juntamente com qualquer escolha para A e D.

Para ilustrar, mostramos dois conjuntos de condicoes iniciais, depois apre-
sentaremos a evolucao no tempo de r/R para essas configuracoes. A evolucao de
r(R,t) € muito bem comportada em relacao a evolucao de r(R,t)/R. Note que nao
precisa especificar o pré-estiramento VA, porque a adicao de um pré-estiramento
a condicao inicial nao altera a dinamica, como é mostrado abaixo usando a fa-
miliar EDP (3.11) para u(R,t) =r(R,t)R

»? 0 1 ik g 1
- 2 2 — - 2 2 —
(at2 Vioms VRz)(qu\/_R) 0 — (&2 Vioms Tt VR2>u 0.

Também nao é necessario especificar a velocidade, porque uma mudanca na
velocidade V iria apenas reescalonar o tempo, isto €,

o2 o° 21 W
ovi: or  Cm)

Portanto, as simulacoes apresentadas a seguir representam uma classe de ma-

teriais com pré-estiramento diferentes e por isso, representam uma resposta
muito geral do modelo. As duas condicoes iniciais que usamos para ilustrar a
familia (4.1) sao Figura 4.3a e 4.3b. Devemos tomar cuidado pois nosso modelo
material (veja a Secao 2.4) exigia fisicamente que /R > 1 e dgr > 1. Simulacao
demonstram que ambas as condicoes sao consistentemente satisfeitas distante
da origem, se as condicoes iniciais satisfazerem essa restricao. No entanto,
proximo a origem, onde /R — Ogr, estas variaveis oscilam drasticamente e, fre-
quentemente, condicoes iniciais que apresentam pequenas oscilacoes em torno
de um estado pré-esticado maior que um, podem quebrar as imposicoes fisicas
r/R>1e dpr > 1 proxima a origem (veja as Figuras 4.4 € 4.5)1.

Note que a condicao inicial representada na Figura 4.3b comeca com uma am-
plitude menor que 0.5 para dgr, no entanto, mais tarde Jgr triplica sua amplitude
para 1.5 na origem, como mostrado na sexta imagem da Figura 4.5.

As simulacoes apresentadas nas Figuras 4.4 e 4.5 enfatizam a importancia de
captar a evolucao de Jgr. Para aproximar numericamente a dinamica perto de
R =0, onde r(0,t) permanece parado, devemos garantir que estamos capturando
a caracteristica mais fundamental da dinamica: a evolucao de /R ou de forma

'Para obter uma visdo mais claro da evolugio temporal dessas ondas, veja a Figura 5.1
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similar drr. O valor de r/R muda rapidamente perto de R = 0, se essas mudancas
nao sao capturadas com precisao os erros cometidos serao propagados para
fora e diminuirao a qualidade da simulacao. Para remediar isso, projetamos de
fato esquemas numéricos para a variavel /R, ao invés de aproximar r, e depois
quando R e r ambas tendem a zero, tentar numericamente extrair dgzr. Isso
funcionaria mal porque, por menor que seja o erro cometido ao aproximar r,
esse erro afetaria severamente o valor calculado para dzr perto da origem.

No capitulo seguinte, vamos descrever o modelo (3.11) em um sistema de
coordenadas que segue a frente de onda. Dentro desse sistema de coorde-
nadas vamos projetar esquemas numericos para u(R,t) = r(R,t)/R que impdem
as condicoes fisicas necessarias para a solucao linear, e também obedecem as
condicoes de salto descontinuo.
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Figura 4.2: Graficos de r(R,t), onde r(R,0) € uma condicao inicial com uma
prega. As figuras evoluem no tempo da esquerda para a direita e de cima para

baixo.
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Figura 4.3: Condicoes Iniciais (4.1) paran=5: (@) A=06e D =0.1,(b) A=0.1e
D =1.0.
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(3]
(R,0/R
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Figura 4.4: Grafico de r(R,t)/R com as condicées iniciais definidas por A = 0.6,

D =0.1e A =4. A ordem temporal € da esquerda para a direita, onde o tempo
das imagens sao respectivamente ¢t = 0s, t = 0.1s e t = 0.4s.
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Figura 4.5: Graficos de r(R,t) com as condic¢des iniciais definidas por A = 0.1,
D =1.0e XA =9. A ordem temporal € da esquerda para a direita e de cima para
baixo, as imagens foram tomados em intervalos de tempo approximadamente
iguais a 0.2s.



Capitulo 5

Coordenadas da Frente de Onda

Tomando como inspiracao a Secao 3.1, definimos um sistema de coordenadas
que segue as curvas caracteristicas que cobrem o dominio de dependéncia. Tais
curvas sao definidas pelas equacoes (3.6). Definimos o que chamamos de sistema
de coordenadas da frente de onda pelo seguinte sistema,

OR(Em) =V(Emot e O0,R(E,n) =—V(§n)oyt, (5.1)
ou equivalentemente,

atg = V(S? 77)81%5 € at77 - _V(§> 77)81%777 (52)

V— 82_\11 e —ﬁ
~\ o2 LT AR

Esse sistema de coordenadas esta bem definido quando V' (¢,7n) > 0, que é garan-
tido diretamente pela condicao (2.27) para ¥ definida pelas equacoes (2.28).
Usando a regra da cadeia, junto com as equacoes (5.1), temos que

onde

Op = 83585 + 8377(97, e O = V@Rfﬁg - V@Rn@?,

que implicam em,

1 1 1 1
aﬁ:@,aﬂ?:— Op€ = —— € Opn=

(5.3)
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Utilizamos o sistema de coordenadas determinado pelas equacoes (5.1) para
descrever a dinamica da EDP (3.1), a qual apos substituir \; = 2 € \y = &2 €
reescrita por

R2(02 — V20%)r = 2R0., U + R2(0.,.,V0res) — 20.,VR. (5.4)

Devemos ser cautelosos e usar as equacoes (2.28) para calcular 0.,.,V e 0.,V,
onde a equacao para 0,V deve ser usada para calcular a 0.,.,V. As equacoes
abaixo serao utilizadas para realizar a mudanca de coordenadas e sao calculadas
pelo uso da regra de cadeia junto com as equacoes (5.1),

Oyr = V(0er Op€ — Op1 Orn) , Opr = Ocr OrE + Oy Ogn,
Ofr = V20ir Ore® + Oer (2V OV ORE? + V2ORE) — 2V 20y Op€0rn
+ Oyr (2V0,VOrn® + V2orn) + vzagr Orn?,
812%7" = 8527“ ORE? + O¢r 812%5 + 20g, 7 OrEORN + 827“ Orn? + Oyr 8]2%77. (5.5)

Ao substituir as equacoes acima na EDP (5.4), obtemos

0., 0:, ¥
Oer (2V OV ORE?) — AV20e,r Op€Orn + Opr (2V O,V Orn?) = 2 }1% + 0eye, VOgey — 2 R
que, apos substituir as equacoes (5.5) e (5.3), e alguma manipulacao algébrica,
resulta em
0,¥ 0.,V O InV Oeye, ¥
Ognea = 2( v T Ve )O¢ lnRﬁnlnR+GnlnRagsg(%)&lnR -1- YE )
Oy InV O:re, ¥
0 lnRa"EZ(Qan mE LT v )
onde
OcR o, R 0V o,V

8{1HR: ?, &,th: %, 851nV: 7 e@,,an: ?77

para que nao haja confusao sobre o significado de um logaritimo de um quantia
nao adimensional, por exemplo, In(5metros). Integrando ambos os lados em ¢ e 7



41

chegamos em

¢ 0,V 0.,V OeInV ey, ¥
= [ 1201 ] 2 ] § _1_Tae®
e /[ O¢ In RO, nR( V2 2 >+877 n R Ocey (28§lnR e )

)

InV e, U
+8§1nR8n€2(a77 - 1—81—)

20,lnR = 2V2 dedn. (5.6)

Observe que em nenhum lugar dentro da integral acima aparece uma derivada de
¢ de ordem maior que um. As derivadas de ¥ sao deduzidas a partir do modelo
de material apresentado na Secao 2.4, equacoes (2.28), e por conveniéncia sao
dadas a seguir,

V2 =0.,,V = 2(k + 2v(3e? — \) 4+ 2((e3 — \)),
0o, =2¢(k + 2v(e] — \) +2¢(e5 — \)),
0.,V =2e5(k + 2v(e5 — A) + C((e5 — \) + (] = \))),
Oz, ¥ =8(e169. (5.7)

Para acompanhar a evolucao de R e t, integramos as equacoes (5.1)

E+AE
R+ A, n+ An) =R(§,n + An) +/5 V(¢ m+on)te(C,n+dn)d¢, e
n+An
R(&+ A&, n+ An) =R(E+ A, ) — / V(€ + AL a)t, (€ + A, a)da. (5.8)
n

Supondo que conhecemos V' e as coordenadas (R, t) nos pontos (§,7), (£+A¢&,n) e
(&,n+An), entao podemos interpolar as func¢des envolvidas, integrar e em seguida
resolver este sistema discreto para ¢({ + A&, n + An) e R(§ + A&, n + An). Para o
modelo nao linear os valores 5 (§+A&, n+Af) e R(E+AE, n+AE), ou eg(E+AE, n+AE)
e t(& + A&, n+ A¢) serao definidos implicitamente.

Para determinar completamente a mudanca de coordenadas, condicoes inici-
ais precisam ser especificadas para R e t em termos de ¢ e . Vamos trabalhar
com as condicdes iniciais (-, 0) e die5(+, 0), por isso, € ttil especificar as condicoes
iniciais £(R,0) e n(R,0), em vez de especificar condi¢des iniciais para R e t. Duas
opcoes interessantes sao (£(R,0),n(R,0)) = (R, —R), uma escolha simples, e

¢(R,0) = /OR V(P,0)dP = —n(R,0)
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o qual € util porque o menor o V(R,0) o mais esparso a malha ¢ e n fica no
plano R x t, veja as equacoes (5.8). Entre as muitas possiveis escolhas para
¢(R,0) e n(R,0), argumentamos que uma boa restricao € {(R,0) = —n(R,0). Assim,
a posicao de R = 0 no sistema de coordenadas ¢ e 1 sera definido por £ = 7.
Isso é, uma vez definida a relacao entre ¢,7 e R,t, podemos determinar onde
conjuntos em R X t estao localizados em ¢ x n. De fato, assuma que conhece-
mos campo de velocidade V. Vamos examinar como ¢ e 7 alteram ao longo de
R = 0. Para tanto, note que ao longo da curva definida por X = V(X(t),t), € &
constante, assim, a partir de qualquer ponto (0,t;) podemos tracar uma curva
até atinjir a linha ¢t = 0, por exemplo no ponto (R;,0), onde £(R;,0) = £(0,t)
e, portanto, £(0,t1) = &(R;,0) = —n(R;,0). Repetindo esse procedimento para
n seguimos apartir do ponto (0,t;) a curva definida por X = —V(X(t),t), ao
longo da qual n € constante, até atingir a linha ¢ = 0. Através da simetria,
sabemos que para todo (—R,t) ao longo dessa curva ey(—R,t) = e3(R,t), logo
V(ei(=R,t),e0(—R,t)) = V(e1(R,1),e2(R,t)), disso concluimos que a curva ira ac-
ertar o ponto (—R;,0) onde n(—R1,0) = —n(Ry,0) = £(Ry,0), ou seja, n = ¢ na linha
R=0.

Uma questao importante €: como o sistema (5.6) propaga choques? Como
¢o € pelo menos continua, para responder essa pergunta devemos derivar a
equacao (5.6) em ¢ ou 7. SO as primeiras derivadas de ¢, aparecerao no inte-
grando resultante, de onde concluimos que choques fracos somente serao propa-
gadas ao longo das caracteristicas, com velocidade V. Foi demonstrado que
essa € a velocidade de propagacao correta para choques fracos (equacao (2.25),
p. 16), e para materiais linearizados (equacao (3.21), p. 28). Todas as condicoes
de choques sao satisfeitas, porém, lembre-se que essas condi¢coes nao estab-
elecem uma forma tunica de propagar choques e, portanto, alguma espécie de
arbitrariedade foi incluida.

5.1 Material Linear

O esquema numeérico para o material linear € importante por varios motivos.
O mais importante deles € baseado no fato que a solucao do material linear oscila
freneticamente proximo a origem R = 0, € esperamos o mesmo da solucao do
modelo nao-linear. Para capturar esse comportamento corretamente, podemos
usar um esquema numerico da solucao linear como uma estimativa inicial para o
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esquema nao-linear. Para validar a esquema linear comparamos o com a solucao
analitica. Usando uma linearizacao geral para o modelo material, definida pela
equacao (3.7) na Pagina 22, obtemos

UMY

0,V 0,V
. :/ [285 In RO, lnR( T ) — OyIn R Jgey — O lnR&,eg} dgdn.

€2

70

Usando (5.1) e (5.3), podemos substituir ¢; = Orr = e2+R(0¢e2/(20: R)+0,e2/(20,R)),
e usando o model material linear (3.7) temos que 9.,V = e,W? € 9.,V = ¢,V?, us-
ando essas substituicoes a equacao acima € reduzida a

n 1§

2
: = / |:28§ In R@, 1HR€2 (K — 1) — 2877 thagéTQ — 285 lnR@,Eg} dgdn

€9 V2

70

Note que, se utilizamos a solucao do material linearizado para ajudar a alcancar
uma solucao para o sistema nao-linear, devemos esperar que para cada passo,
pelo menos localmente a solucao nao-linear, em certo sentido, seja uma perturbacao
do caso linear.

5.2 Esquema Numeérico

Para acompanhar a evolugéo de R e ¢, considere R({+ A&, n+An) = R, R(E+
A&, n) = R, R(&,m+ An) = R, e R(&,n) = R?. Discretizando as equagoes (5.8)
obtemos

R?jll =R, + (Verl/Q + ‘/;11/2)(75;3:_11 - t?+1)a
R = Ry — (VIR 2+ VI 2) (65 — 471,
Resolvendo para R"! e t"!! resulta em

1+1 i+1

—2RY + 2R A Vi A VT 4 (8 + DV

t'(L—&-l — , 5.9
" Vit + V2Vt >
et 2RIV VIR 2R (VT 4 VAT — (- (VT 4 VAT (Vi + VD)
i+1 T :

2V, + Vi 4 2vidh)
(5.10)
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Para o modelo linearizado V é constante, logo essas esquemas para R} e /]
seriam explicitos. No caso néo-linear V/'1' dependera de R[] e e,/

Para propagar numericamente ¢, de forma que imite a suavizacao da integracao,
e assim assegurar que choques se propaguem ao longo das caracteristicas, equa-
cionamos a integral na equacao (5.9) a sua média discreta. Além disso, sabemos
da Secao (4) que o model linearizado apresenta uma oscilacao brusca proximo
a origram, para captar essa oscilacdao projetamos a esquema para ¢, de forma
que seja uma esquema explicito para o modelo linearizado e implicita quando o
material for nao-linear.

Existem no entanto alguns fatores que devemos levar em consideracao, todos
os termos dentro da integral, na equacao (5.6), que tem 1/R precisam ser ajusta-
dos quando R — 0, caso contrario, uma grande instabilidade numeérica aparece
perto da origem. Para ajustar esses termos, vamos multiplica-los por R/(R+JR),
onde 0R € comparativamente muito pequeno em relacao a escala que queremos
investigar. Se expandirmos os termos J:In R e J,In R, e depois multiplicamos
por R/(R + dR), isso equivale a substituir todo 1/R por 1/(R + ¢R). Para tanto,
substituimos no integrando da equacao (5.6)

OcR « (R{T} — RY,)/2+ (R — RY) /2 = A¢R,
Oy R < (R} — Ri™) /2 + (R}, — R})/2 = AR,
Oeea < (2a1 ] — 214y) /2 + (62, 7" — 297) /2 = A,

Onea <= (e21 17 — 2, 7) /24 (&2 — €27)/2 = Ayea,

OV (Vi = Vi) /2 + (Vi = V") 2 = AV,

O,V (V" =V 24+ (Vi = Vi 2= AV,

< (Vi + VL + VI VN A=V,

aelxp — (28011700 U T + 267,00 UL + 261 700N, W 4+ 264705, UT) /4,

0o, W 4 (28011000, U1 + 269705, Ul + 260,05, Ui + 26570,,U7) /4,
Oeyey U 4= (g, W17 + Oy Wiy 4 02y 0 4 02,0, 97) /4,

1/R + 4/(R"" + R}, + R™™ + R' + 6R) = 1/R.

Para o modelo linearizado 0y, ¥, 0,,V e 0.,.,V sao constantes (veja a equacao (3.7)),
assim, ap0s substituir as equacoes no integrando de (5.6), a equacao resultante

sera linear em sﬁjf. Logo, podemos resolver essa equacao discreta para ¢, €
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obter um esquema explicito para o model linearizado,

21l = el + (&2l — €2f) + (27" — &27) (5.11)
( [~A,R2ARDy + R(RLe — V) — ARR(R L, — V)] &5
+ [-A,R2ARDy + R(RL: — V) + AcRR(R Ly, — V)] &2},

+ [-A,R(2A¢RDy — R(RL¢ — V)) = A¢RR(R L, — V)] 52;?“)/

[AR(2A¢RDy — R(RLe — V) + R(—A¢R(RL, — V) +2RV?)],

onde

Oz, ¥

g
AV? = (VAT =V )2+ (VT = vE))2,
AVE= (VAL -V 24 (VAL - VD /2,

B A5V2 Anv2

T 8AR’ 8AR

Dy =0y, ¥ — 0,V , V=20,V +V*+

L,= :

Para o model nao-linear esse esquema € implicito. Para o sistema nao-linear
utilizamos a solucao linear como uma estimativa inicial. Isso ajuda a captar a
oscilacao frenética que a solucao linear e nao linear sofrem perto da origem.

Para um material linearizado em torno do estado de equilibrio, onde v = ( =0
nas equacoes (5.7) ou, equivalentemente W = V na equacao (3.7), temos que
Dy = Le = L, = 0 eV = 2V2 A seguir, apresentamos alguns resultados de
simulacoes para este material com as condicoes iniciais que foram apresentadas
na secao sobre fenomenos analiticos e condic¢des iniciais.

Simulacao Linear Longe da Origem

As condicoes iniciais utilizadas saon =5, A =01, D =1, A=9eV =1,
lembrando que nem A ou V sao aspectos importantes da dinamica linear. As
condicoes iniciais para o sistema de coordenadas sao £(R,0) = R e n(R,0) = —R.
Uma malha uniforme foi utilizada com A¢ = An = 0,002 e 1400 x 1400 pontos. O
resultado pode ser visto na Figura 5.1 do espaco x tempo abaixo, que usa cores
para indicar o deslocamento. A medida que a frente de onda se move em direcio
a origem, a energia se concentra, consequéntemente aumentando a amplitude
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da onda. No entanto, pouco antes de chegar a R = 0, a solucao r rapidamente
tende a zero, por que o centro do corpo nao se desloca. Todavia, note a rapida
oscilacao proxima a origem. Veja a Figura 5.2 da evolucao de e,.

0.06
0.04

0.02

- 1-0.02
- 1-0.04

r 1-0.06

-0.08

-0.1

-0.12

1
R

Figura 5.1: Representa o deslocamento r(R,t) — \Y?R. As cores com menor
frequéncia, ou seja, mais proximo do vermelho, respresentam um deslocamento
positivo e as cores com maior frequéncia, um deslocamento negativo.

Para validar esse esquema numeérico, comparamos com um calculo numérico
da solucao analitica (3.16), veja a Figura 5.3, onde a maxima diferenca em
modulo entre essas duas solucoes foi aproximadamente 0.004 ou cerca de 6%
de sua amplitude. O erro da onda resultante que sai da origem foi 0,002 ou 3%
de sua amplitude. Para ver quanto tempo dura cada fenémeno, veja a Figura 5.1
do espaco x tempo.
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35

0.5 1 1.5 2

Figura 5.2: Um grafico de r(R,t)/R. As cores com menor frequéncia, ou seja, mais
proximo do vermelho, representam valores superiores a A\'/? = 3 enquanto as
cores com maior freqéncia representam valores menores que \'/2. Na Secao 2.1
vimos que o valor /R corresponde a estiramento local na direcao radial.

Simulacao Linear Proxima da Origem

As condicoes iniciais utilizadas saon =5, A =06, D=1, A=9eV =1. As
condicoes iniciais para o sistema de coordenadas sao ¢(R,0) = R e n(R,0) = —R.
Uma malha uniforme foi utilizada com A¢ = An = 0,002 e 1000 x 1000 pontos. O re-
sultado pode ser visto na Figura 5.4 abaixo que representa a evolucao de ¢, onde
as linhas pretas indicam as curvas caracteristicas. Para validar esse esquema
numeérico comparamos com um calculo numeérico da solucao analitica (3.16),
veja a Figura 5.5, onde a maxima diferenca em modulo entre essas duas solucoes
foi aproximadamente 0.004 ou cerca de 12% de sua amplitude. O erro da onda re-
sultante que sai da origem foi 0,002 ou 6% de sua amplitude. Para ver por quanto
tempo dura cada fenémeno, veja a Figura 5.4.
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Figura 5.3: Grafico de r(R,t) — A>'R. A linha vermelha é a solucao analitica,
enquanto a linha azul € a solucao calculada pelo sistema numeérico. A ordem
temporal dos graficos € da esquerda para a direita e depois de cima para baixo.
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Figura 5.4: Representa o deslocamento r(R,t) — A/2R. As cores com menor
frequéncia, ou seja, mais proximo do vermelho, possuem um deslocamento pos-
itivo e as cores com maior frequéncia, um deslocamento negativo.
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Figura 5.5: Grafico de r(R,t) — A>'R. A linha vermelha é a solucao analitica,
enquanto a linha azul € a solucao calculada pelo sistema numérico. A ordem
temporal dos graficos € da esquerda para a direita e depois de cima para baixo.



Capitulo 6

Conclusao

As principais constribuicoes deste trabalho foram:

e Apresentamos uma deducao sucinta da equacao integral valida para ondas
em materiais termoelasticos;

e Resumimos as condicoes de descontinuidade para este contexto e para o
caso geral descrito no Apéndice B.

e Encontramos, para um material linearizado, uma familia de solucoes e
mostramos que essas solucoes propagam choques corretamente de acordo
com as condicoes de descontinuidade.

e Para a solucao advinda da linearizacao ao redor do estado de equilibrio (fisi-
camente mais interessante) demonstramos que pregas espaciais nao podem
propagar para a origem. Este € um um resultado crucial se quisermos sim-
ular a dinamica do modelo proxima ao centro do corpo.

e Propomos um esquema numeérico que foi arquitetado para capturar e imitar
todas as propriedades fisicas e matematicas discutidas durante o trabalho.
Para o caso particular da linearizacao ao redor do estado de equilibrio, o
esquema apresentou resultados promissores.

Uma proposta para trabalhos futuros seria finalizar a implementacao do es-
quema numeérico nao-linear, uma vez que testes preliminares demonstraram que
os resultados parecem ser fisicamente viaveis. Um aspecto importante que nao
foi concluido neste trabalho, € a obtencdao de um conjunto de condicdes sufi-
cientes para garantir a unicidade da solucao na presenca de descontinuidades
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das derivadas. Isso seria uma peca importante do quebra-cabeca e pode ser
feita analisando as solug¢des com “vanishing viscosity” levando em consideracao
condicoes de entropia, como pode ser encontrado em [4].



Apéndice A
Pressupostos da Elasticidade

Este apéndice resume brevemente os pressupostos que sao especificos para
a teoria elastica. A partir dai, esperamos que o leitor possa perceber qual tipo
de aproximacao idealizada é descrita pela teoria da elasticidade. Este appéndice
€ um mere esboco de teoria constitutiva elastica, com o objetivo principal de
concluir as equacoes A.7. Um tratamento mais completo do assunto, que use a
mesma anotacao empregado abaixo, pode ser encontrada no Capitulo 3, Consti-
tutive Theory, do [7]. Um tratamento extensivo do assunto se encontra em [12].

O objetivo deste apéndice € determinar a energia livre ¥, o tensor de tensao
interna o e o vetor fluxo de calor q, em termos do movimento ¢ e a temperatura
©. Para definir esses tensores precismos do seguinte: seja G e g as métricas
Riemannianas respectivamente para o corpo da referéncia B e no corpo atual S,
que sao definidos por

Jab =< €q,€, >, Gap =< E4,Ep >,

onde os vetores e,, E4 formam a base do sistema de coordenadas do corpo atual e
do corpo de referéncia. Assim podemos definir: » = — < q,n > como a densidade
do fluxo de calor através do superficie com normal unitario n € o : n = e,0%ng,.
como a tensao interna excercida no superficie com normal unitario n. A razao
pelo qual podemos representar h por — < gq,n > e a forca interna por o : n
para qualquer superficie e vetor normal n € devido o Teorema de Cauchy (veja
o Teorema 2.2 p.134 de [7]). Para continuar precisamos de funcoes constitu-
tivas, como a funcao constitutiva 0 que recebe um movimento ¢ € um campo
de temperatura © e retorna uma funcao para a energia interna livre V. Abaixo
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definiremos informalmente tal funcao constitutiva.

Definicao A.1. Umna funcao constitutiva para termoelasticidade
U:(4,0) T

é chamado de local e independe da histéria se, para qualquer conjunto aberto
U C B e quaisquer dois movimentos ¢, e ¢, e campos de temperatura 0, e O,
tais que ¢ (X, t) = ¢2(X,t) e ©1(X,t) = O,(X, t) para todo X € U, entdo V(¢,,0,) e
U (¢y, ©,) concordam emU.

Todas as funcao constitutivas sao definidas analogamente, ou seja para uma
funcao qualquer f, f : (¢,0) — f. Alidéia de usar a localidade como um postulado
basico € devido a Noll [2]. No entanto, € conveniente salientar que isso nao nos
impede de impor restricoes nao-locais, tais como a incompressibilidade.

Exemplo 1. Operador nao-local:
£1C%0,1] = €0, 1] onde f(6)(x) / 6(s)ds.
0

As fungées ¢, e ¢, podem concordar em uma bola na vizinhang de x, porém f(¢;)(x)
ndo é igual a f(¢2)(x) nesta mesma bola.

Suposicoes

Axioma A.1 (Axioma da Localidade). Fungées constitutivas para termoelastici-
dade sdo consideradas locais.

Axioma A.2 (Axioma da Independéncia da Historia). Fungées constitutivas para
termoelasticidade nao dependem de todas as histérias do passado, mas apenas
do mapa atual ¢(-,t) e da distribuicdo de temperatura ©(-,t), ambos parat fixo.

Essas suposicoes captam a esséncia da termoelasticidade, por exemplo, uma
consequéncia! do axioma A.2 € que a energia interna-livre ¥ depende de quanto
o material € esticado e nao quao rapido esse material esta sendo esticado. In-
dependentemente do que aconteceu com o material, ao retornar a sua posicao

juntamente com muitos outros axiomas tipicos da mecanica do continuo e leis de equilibrio
fisico.
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inicial a energia interna livre sera a mesma para cada ponto, o que exclui plasti-
cidade.

Usando esses axiomas, podemos relacionar de forma tinica a energia interna-
livre com o tensao interna ao assumir que a desigualdade de producao de en-
tropia é valida para todos os possiveis movimentos regulares e configuracoes de
temperatura, que € a conclusao da Teorema A.1l. Para tanto, precisamos definir
o tensor de tensao de Piola-Kirchhoff do primeiro tipo P e o fluxo de calor no
corpo de referéncia Q da seguinte maneira

PaA _ J(D¢_1)?O'ab , QA _ J(qu_l)fqa,

onde

(%, 9", ¢%) +/det gap()
XY, Z) \/det Gap(X)

Dizemos que P € o resultado de aplicar a transformacao de Piola no primeiro

J(X,1) =

indice de o e Q é o resultado de aplicar a transformacao de Piola em q. Um
detalhamento maior sobre esta transformacao e a relacao entre P e o pode ser
encontrado na Secao 1.7 do [7].

Axioma A.3 (Axioma da Producao de Entropia). Seja as variedades B o corpo de
referéncia e S o corpo atual, entdo para qualquer movimento regular ¢ de B em
S, configuracao de temperatura ©, entropia N, fluxo de calor Q, densidade pp.y
no corpo B e o tensor de tensado interna do Piola-Kirchhoff do primeiro tipo P, as
Jungées constitutivas termoelasticas sdo assumidas a satisfazer a desigualdade
da producado de entropia:

- 0O o . OF 1 .
N— e__P:_ -~ 9 @ <7
PrefN g T PRef 5, 5 Te <QVe>=<0

onde < -,- > é o produto interno, ¥ = D¢(-,t), ou seja, o gradiente de ¢ tomado
para t fixo, f se refere a funcdao constitutiva do f, para qualquer fungcéao f. A
desigualdade acima é vdlida para qualquer configuracéo ¢, campo de temperatura
®, ponto X € B e instante de tempo t.

Teorema A.1 (Noll & Coleman [3]). Suponha os axiomas da localidade e da
producao de entropia. Entdo U depende apenas das varidveis X, F e ©. Além
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disso, temos

v
= PRef@,

. . oV -
N=———eP=ppsg'—=, istoé P}

00 OF (A1)

onde as derivadas sao tomadas no sentido de Fréchet, e a desigualdade da
producado de entropia se reduz a

<Q, VO ><0.

Prova: [veja o original Gurtin & Nemat-Nasser [11]] [
Pode ser mostrado? que uma func¢ido da energia interna isotropica ¥ depende
somente dos autovalores de C = FTF e Temperatura ©.
Agora, usando o teorema acima, e sabendo que V¥ depende de C apenas
através dos seus autovalores )\; para ¢ = 1,2 e 3, podemos relacionar o tensor
de tensao de Cauchy o com o mapa ¢(-,t) e ¥,

O_ab — PaA a¢b Jfl ab ai’ a¢b -1 ab@ a)\J 8¢b

axa’ T Presd Gra gyl = Prerd Gy e XA

J (A.2)

Abaixo usaremos esta equacao para o caso especifico de coordenadas esféricas.

Equacao Constitutiva em Coordenadas Esféricas

Vamos desenvolver a equacao constitutiva para o tensor de tensao de Cauchy
o em coordenadas esféricas, para o corpo de referéncia e o corpo atual, nos mes-
mos sistemas de coordenadas usados na secao Modelagem com simetria radial
p-5. No entanto, para maior clareza, as coordenadas (R,©,®) serdao utilizadas
para parametrizar o corpo de referéncia B, ou seja,

¢(R7 @7 (I)v t) = (T(Rv t)v ‘97 90)7

onde © = 6§ e & = 9. Usando a formula acima para o Jacobiano .J, concluimos
que
(¢, ¢%,¢%) \/det gup(z) _orr?

O(R,0,®) \/detGap(X) ORRY

J(X, 1) =

2p.217 de [7].
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A densidade pg.s(X) € uma funcao constante conhecida. As métricas para as
coordenadas esféricas sdao determinadas por

Grr = 1, Goo = (T sin 90)2 s Jop = T2 (AS)
e de forma semelhante para o sistema de coordenadas do corpo de referéncia,
Grr =1, Goo = (Rsin®)? , Gpg = R*. (A.4)

Precisamos também do tensor de Cauchy-Green C. Em coordenadas, ele é
definido por
Cup = g FEFBRGAC, (A.5)

onde F = D¢(-,t) o tensor GAB & o inverso do G 5 , em outras palavras, G¢pG©P =
68, que é 1 caso C = B e 0 caso contrario. Com esses tensores podemos obter o
tensor de Cauchy-Green C, o que € representado através da seguinte matriz,

(Fg)? 0 0
C=| 0 (F)2(%) 0 . (A.6)
0 0 (F£)? (%)

Apesar de F§ e I} serem a funcédo identidade em nosso contexto, elas foram
escritas explicitamente pois a equacao constitutiva - a qual relaciona as forcas
internas o com a energia interna livre ¥ - usa a dependéncia geral que ¥ pos-
sui dos autovalores de C neste sistema de coordenadas. Substituindo os au-
tovalores \;’s, o Jacobiano J, a métrica g € o gradiente do mapa ¢ o tensor
F na equacao (A.2), depois derivadando no sentido de Fréchet, avaliada na
configuracao deste sistema resulta em,

. oV Or R*
7 RGN OR

ov [ or\ " 1
9% —9ppr— | — -
“ PRef OXy \OR sin? or?’

ov [or\ "1
0P — 2pRef8_)\3 (a—;ﬂ%) 3 (A.7)



Apéndice B

Leis de Equilibrio

Esta secao apresenta as equacoes basicas da dinamica da mecanica do continuo
na forma de Leis de Equilibrio (“Balance Principals”). Todas essas leis sdo prove-
nientes de uma equacio integral postulada no corpo atual® e sdo traduzidas
para o sistema do corpo de referéncia. Essas leis sao usadas para dar uma
forma funcional para os tensores de tensao e para adquirir as condicoes de salto
descontinuo. Condicoes de salto para ondas de choques sao apresentados em [4]
p-15, as provas aqui encontradas sao parecidos com as demonstracoes feitas no
Box 1.1 The Transport Theorem and Discontinous Surfaces em [7]. As leis de
conservacao aqui encontradas seguem o estilo de apresentacao, e com notacao
semelhante, do Capitulo 2 em [7].

B.1 Teorema do Fluxo

Todas as leis de equilibrio classico envolvem equacionar uma quantidade ex-
tensiva? em qualquer dominio com um fluxo através da fronteira. Para tanto,
precisaremos dos seguintes teoremas.

Teorema B.1 (Teorema do Fluxo). Seja f(z,t) uma dada funcdo C' escalar do
tempo t e posicao x € W(t) C S, onde W(t) é um conjunto aberto em movimento.
Suponha que OW(t) esta se movendo com velocidade w(x,t) no ponto x € OW(t).

Isto €, usar z € S e t € R como os parametros das variaveis de estado.
2Uma quantidade proporcional ao tamanho do sistema ou a4 quantidade de material no sis-
tema.

58



B.1 Teorema do Fluxo Appendix B Leis de Equilibrio

Entao,

d / of
— fdv :/ —dv+/ fw"da |, (B.1)
dt Sy w) Ot oW(t)

onde w™ é a componente normal do campo de velocidade w em 0VW que aponta
para fora de W(t).

Prova: extenda w para um campo de vetores a partir da qual podemos definir
o fluxo®: um mapa ¢/ : S x R — S tal que w(-,t) = 1) o "!(-,¢), onde o indica a
composicao de fungées: ¢ o~ !(x,t) = Y(¢v~Y(z,t),t) para todo z € S. Se assum-
imos que ¢ € um mapa C' regular que preserva a orientacdao, entio podemos
aplicar o Teorema C.2. Para ver como isso € feito classicamente veja a ultima
secao da apéndice C. O

Teorema B.2 (Teorema do Fluxo com Descontinuidade). Sejam B e S variedades,
o(-,t) : B - S e f(,t) : B — R. Suponha que f(-,t) e ¢(-,t) tenham um salto
descontinuo atravessando uma superficie ¥.(t) C B, mas ambos sdo C* e ¢(-,t) é
regular em qualquer outro lugar, e que 0f/0x*, 0f /0t e Ov/Jx* s@o integraveis em
¢(U,t), onde v = d,¢. Entao, para um conjunto aberto U C B qualquer* com uma
fronteira C* por partes, temos que

d
— fdv = / gdv + / fu"da — / [f@" +w")]da|  (B.2)
dt J o) o) Ot a6(Ut) SUHNG(S(0) 1)

Os colchetes [*] denotam o valor do salto descontinuo em cima da superficie (t).
Se um dos lados de X(t) é o limite do material (tal fronteira pode aparecer apés

um rasgo) o valor de f sera considerada zero neste lado. O vetor normal n aponta
para fora de ¢(U,t) em 0p(U,t), porém em ¢(%(t),t) a normal n aponta na direcdo
do movimento de ¢(3(t),t). Entao, v" e w" sGo os componentes normais de v e w, 0
qual é definido para cada Y € %(t) através de
a¢(y7 t) A
t) = ———— Y, t
w( ) = 2 ZEWAY, ),

onde W (Y,t) é a velocidade material (no corpo de referéncia) de X(t) no ponto
Y € X(t).

SPara definir o fluxo unicamente, basta que w(z,t) seja Lipschitz em W(t).
4Onde X(t) divide U/ em duas partes.
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Prova: divida ¢(U,t) = U;" U o(t) UU,, onde U;” é aberto em S e na frente
de o(t), em outras palavras, no lado pelo qual ¢(¢) ainda nao passou, entao
ou,” = (U, N u- ) Uo(t), e analogamente para dl, . Para usar o Teorema B.1
precisamos da velocidade da fronteira o(¢). Para esse fim, seja Y € X(¢) uma
particula que acompanha esta superficie em movimento, entao

do(Y.t) _ 90(Y.t) | 9(Y.)

A
Y.t)= = W.
pn T 5 A WAYt)=v+w=w

Adotamos —n como o vetor normal que aponta para o exterior com base local-
izada em 0U,", essa escolha € para que n aponte na dire¢do na qual a superficie
esta se movendo. Entao o Teorema de Fluxo (Teorema B.1) afirma que
d 0
— fdv = —fdv + / ~ fo"da — / fT" 4+ w")da, (B.3)
dt u;t ut ot AU B(S(t),t)
onde f* € o valor limite de f definido em U;" aproximando a ¢(%(t),t), analoga-
mente para v"" e w"". Repetindo este argumento para U, obtemos

d fdv:/ a—fdv—ir/ fU”da—l—/ fm(" +w")da,
dt Jy- u- Ot o, A(S(1),8)

onde encima de ol e ¢(X%(t),t) o vetor normal n aponta para fora de ¢/, . Somando
essas duas equacoes podemos concluir o Teorema B.2. |

Corolario B.1. No sistema do corpo referencial temos

d OF
— FJdV:/—JdV+/ FJdeA—/ [FJ(VN +WN)]dal, (B.4)
dt Jy u Ot au UNs,

onde F = fo¢(-,t), W=do'w, V=do v e J, o Jacobiano, é o determinante da
transformacdéo linear D¢,

I 4 (..., ") det gap
D¢ = e X4, eJ= N .
0= axal® eI = 5ra X\ det Gag

Prova: essa afirmacao € estabelecida através de uma “pullback” do Teorema

do Fluxo com Descontinuidade®. O “pullback” e “pushforward” sao ferramen-

5Uma prova possivelmente mais evidente seria a utilizacdo de uma versao material do Teorema
do Fluxo B.1 e, em seguida, repetir um argumento analogo ao do teorema do Fluxo Descontinuo
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tas comuns em geometria differencial, referéncias sobre o assunto estdo no
Apéndice C. Utilizando os resultados e a anotacao do Apéndice C concluimos
que

d d

T fdv = FJdV /—JdV+/ F ¢;(iydv) — / [F¢; (iydv + i,dv)]
U,t) au UNS(t)

_ / OF | s / FIVNdy — / [FI(VY + WN)dA,
Uunx(t)

onde usamos que ¢(-, t) é regular®, o que implica que dp(U,t) = ¢(dU,t) e assume
que X(t) C U, levando-nos a concluir que ¢(U,t) N ¢(3(t),t) = ¢(U N X(t),1). |

B.2 Leis de Equilibrio

Todas as leis de equilibrio podem ser escritas na forma da lei de equilibrio
mestre.

Definicao B.1. Sejam f(z,t) e h(z,t) funcdes escalares definidas para x € ¢(B,t)
para cada t em algum intervalo aberto, e u(zx,t) um determinado campo vetorial
em ¢(B,t). Dizemos que f, h e u satisfazem a lei de equilibrio mestre se para todo
conjunto aberto B C U com fronteira C' por partes, a seguinte equacao integral é
satisfeita

d
— fdv :/ hdv —I—/ (u,n) da. (B.5)
dt Sz SUb) 06 (U )

onde n é o vetor normal unitario que aponta para fora de 0¢(U,t). Se a igualdade
acima é substituida pela desigualdade

d
£ fmz/ hm+/ (u,n) da, (B.6)
dt J g (U a6(Ut)

dizemos que f, h e u satisfazem a lei de desigualdade mestre.

Essas leis descritas no corpo de referéncia chamam-se lei de equilibrio (de-

no sistema do corpo de referéncia.

6A regularidade de ¢(-,t) implica que dois pontos no dominio nao podem ser mapeados para
o mesmo ponto na imagem, pois se fosse verdade, entdo haveria um ponto com uma derivada
direcional zero.
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sigualdade) mestre material, e tornam-se,

i/FJdV:/HJdV+/ (U,N),.dA, (B.7)
dt Jy u ou
e
i/FJdvz/HJdVJr/ (U, N dA, (B.8)
dt Jy u au

onde < -,- > € o produto interno com a métrica do sistema de coordenadas do
corpo de referéncia G. O vetor N € a normal unitario que aponta para fora de o
no sistema do material e, novamente o mapa ¢(-,t), para t fixo, deve ser regular,
de modo que 0¢(U,t) = ¢(0U,t); e também para que as func¢oes no material sejam
bem definidas da seguinte forma

FJdV =¢;(fdv) = f o ¢JdV,
HJAV =¢!(hdv) = h o ¢JdV,
iydV =¢;(iudv) = ig;udydv = ig;uJAV = ijgudV

-1
— U= (a¢t u“) o ¢, (B.9)
Ox

onde ¢; ' e ¢! €&, respectivamente, inversa e “pull-back” da funcao ¢(-,¢). Mais
detalhes sobre a notacao pode ser encontrados no Apéndice C.

Esperamos que uma lei fisica seja valida em qualquer regido do espaco, da
mesma maneira, esperamos que as funcoes f, h € u satisfazem a lei de equilibrio
para todo conjunto aberto I/ C B com fronteira C! por partes. Usando isso vamos
simplificar as condicoes de descontinuidade.

Teorema B.3 (Lei de Equilibrio Descontinuo). Seja f, h, u_funcées que satisfazem
a lei de equilibrio mestre. Vamos pressupor a existéncia de uma superficie o(t) =
»(X(t),t) em que f, h, u e ¢ sdo descontinuas, mas em qualquer outro conjunto no
dominio f € C*, h,u € C° e ¢(-,t) é regular. Entao, para X € %(t) é vdlido

[fw"] = [(u,n)], ou [FIJWN = [(U,N),]. (B.10)

Prova: Divida o dominio da mesma forma como no Teorema do Fluxo De-
scontinuo, ou seja, ¢(Uy,t) = U = U, Uo, UU,", onde ambos U, e U, sao abertos
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em S, entdao o Teorema B.2 afirma que

d 0

— [ fdv= —fdv + fu"da — / If(v" 4+ w™)]da,

dt Uy Uy 8t OU; Z/{tﬂO'(t)
onde v" € a componente normal do vetor v = 0;¢ que aponta para o exterior em ol;
e na direcao do movimento de o(t). O campo vetorial w(y,t) € a velocidade relativa
entre um ponto que segue a superficie y € ¢(¢) e uma particula do material que

se encontra em y, ou simplesmente

_ 09
- 9XA

w(y, ) (Y, )WA(Y 1),

onde y = ¢(Y,t) e W & a velocidade de >(¢) descrita no sistema do corpo re-
feréncial, tal como foi definido no Teorema B.2. Substituindo a equacao acima
na lei de equilibrio mestre (B.5), obtemos

/ ﬁdv + fu"da — / [f(" +w")]da = / hdv + / (u,n) da. (B.11)
Uy at OUy Z/ltﬁa(t) Uy OUs

As funcoes f, h, u satisfazem a lei de equilibrio mestre em quaisquer dois con-
juntos abertos W+ C U," e W~ C U, separadamente’, i.e. ,

4 fdv = gdv + fo'da = / hdv + / (u,n) da, (B.12)
dt Jyw+ we+ Ot oW+ W oW+

€,
d af
— fdv = —dv + fo'da = hdv + (u,n) da. (B.13)
dt Jyy- w- Ot ow- - oW~

Subtraindo as equacoes (B.12) e (B.13) da equacao (B.11) e, depois tomando o
limite W' para U,” e W~ para U, . Tendo cuidado que v" em OW* tende para —uv"
em o(t), pois a normal em o(¢) aponta para o interior do conjunto W', como no
Teorema do Fluxo Descontinuo. O resultado sera,

_ /M b= / [(u, n)]da. (B.14)

UiNao(t)

"note que a lei de equilibrio ndo é necessariamente satisfeita em U, o que resultaria em uma
equacao semelhante a equacao (B.3 ), porque 7" é fechado. Para o equilibrio do momento, isso
seria como exigir que duas placas em contato devem exercer nenhuma for¢a sobre a outra para
equilibrar a forca total.
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Deve ser enfatizado que o vetor normal n aponta na direcio do movimento da
superficie o(t). Essa afirmacao € valida para todo U e [fw"], [(u,n)] que sao, pelo
menos, continuas ao longo de o(t), portanto concluimos o teorema. Pode-se obter
a versao material do teorema simplesmente substituindo as equacoes (B.9), ou
aplicando o mesmo argumento acima para a versao material da lei de equilibrio
mestre. |

Se a funcao F'J for continua e diferenciavel em X € B, podemos extrair
condicoes de descontinuidade para as derivadas espaciais. Esse tipo de descon-
tinuidade € chamado de um choque fraco.

Teorema B.4 (Equilibrio Normal Descontinuo). Sejam F, H, U fun¢ées que sat-
isfazem a lei de equilibrio mestre, pressupoée-se a existéncia de uma superficie
Y(t) c Bemque VF, VH, VU e V¢ sao descontinuas, porém em qualquer outro
ponto essas fungées sdo continuas e ¢(-,t) é regular. Entdo, para X € 3(t)

ﬂafgii)ﬂ - HaXiN <U’N>Gﬂ ) (B.15)

onde X é uma coordenada que define curvas que perfuram %(t) ortogonalmente

e N é o vetor normal unitario que aponta na direcao de propagacao da superficie
X(1).

Prova: Primeiro vamos alterar a forma da lei de equilibrio (B.8) usando as
novas hipoteses e em seguida aplicar o teorema (B.2). Seja ¢/ C B um conjunto
aberto com fronteira C! por partes, que € cortado em duas partes pela superficie
Y(t). Agora seja (Y',Y? Y?3) um sistema de coordenadas tal que para cada ¢ > 0
temos que em X(¢): as coordenadas Y? e Y? parametrizam a superficie X(¢), o
vetor de base Ey: = N o vetor normal unitario de ¥(¢), que aponta na direcao
do movimento X(¢). Observe que esse sistema de coordenadas esta bem definido
para ¢ em algum intervalo aberto em volta do tempo inicial. Entao, a Lei de
Equilibrio (B.8) torna-se,

d

—/FJleAdA:/HdelAdA+/ (U,N) dA. (B.16)

dt Jy u au
Denota a fronteira o/ acima de ¥(¢) como U™ e analogamente para dl{/~. Por
acima de X(¢) entendemos a regido que >(t) esta entrando, ou movendo em
direcao. Podemos localizar cada ponto Xz € dU no nosso recém-definido sis-
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tema de coordenadas Xp(Y3, Y3, Y3). Se variamos Y3 estaremos movendo OU.
Primeiro vamos permitir que oU/{™ varia com Y} enquanto mantemos dlU/~ fixo, e,
neste contexto derivamos a equacao integral (B.16) em Y3, resultando em

4 FJdA = HJdA+/ 0

N) . dA. B.17
dt Jou+ ou+ our OV WU N d ( )

Agora mantenha a superficie OU* fixa e permita que dU~ varie com Y3, e neste
contexto deriva a equacao integral (B.16) em Y3, resultando em

d FJdA = HJdA 0 (U,N),dA (B.18)

dt Jou- o ou- QYT TG '
Ambos os lados da equacao acima sao negativos devido a orientacao que escol-
hemos para a coordenada Y. Subtraindo (B.18) de (B.17), temos como resultado
a seguinte equacao integral

d

0
— FJdA = HJdA + U,N) . dA. (B.19)
dt Jou ou oy OY'L < Ja

Para aplicar o Teorema de Stokes na equacao acima, falta estabelecer que

0 0

1
d(FJdA) = B —(FJ)dY" AdA = B —(FJ)dV,
Assim, (B.19) resulta em,
d 0 —(FJ)dV = 0 —(HJ)dV + — (U,N) dA.

Agora podemos usar o Teorema da Lei de Equilibrio Descontinuo B.3 para obter,

Ha)a(N(FJ)H wh = Ha)(?w (U,N) ﬂ

onde usamos o fato da coordenada Y' definir uma curva que atravessa X(t) or-
togonalmente. Note que (U,N), = U”, a coordenada do vetor normal unitario N
de U. Dessa forma, a igualdade acima torna-se,

o] - 5]
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Isto deixa claro que a coordenada X" pode ser redimensionada de modo que Ey
nao seja necessariamente o vetor unitario. |

Teorema B.5 (Teoria Localizada). Se f, ¢(-,t), u € C!, ¢(-,t) é regular, h € C° e
v = 0,0, entao eles satisfazem a lei de equilibrio mestre se e somente se

ﬁ:ﬁ+<M)“:h+(%)“, (B.20)

dt ot dx®

Essas mesmas varidaveis respeitam a lei de desigualdade mestre se e somente se

dfof [d(fv)\" du \°

A prova desse teorema € uma aplicacao direta do Teorema do Fluxo (B.1). A
seguir, as leis de equilibrio mestre no sistema do corpo referencial localizadas

AFT) dU \*  9(FJ) du \*
u _HJ+<dX—A) e MUN) i (A2 (B.22)

sao:

Conservaciao de Massa

Esta lei afirma que a massa total do conjunto ¢(i/,t) ndo muda no tempo.

Definicdao B.2 ( Conservacdao de Massa). Dado um mapa regular ¢(-,t), p(z) a
densidade, dizemos que a massa é conservado se para todo conjunto abertoUd C B

com fronteira C*! por partes,
d

— pdv = 0. (B.23)
dt J o)

Para encontrar as condicoes de descontinuidade substituimos f = p, u=0e
F =po¢,U=0nas equacoe (B.10), resultando em

prwl =p w,, ou [Jpo W™ = 0.
Mudando para as variaveis do sistema do corpo referencial, concluimos que

Pref(X) = p(z,1)J (X, 1), (B.24)
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onde
I(¢', ¢, ¢°)  \/det gup()

8(X17X27X3) \/detGAB(X).

Logo, combinando as equacoes (B.24) e (B.2), estabelecemos que

J(X, 1) =

[P JWYN =0, (B.25)

ou seja, o choque nao se move através do material de referéncia: W = 0, como
uma falha no material, ou pg.;(X) € pelo menos continuo.

Equilibrio de Momento

A forma integral da conservacao de momento classica esta sujeita a uma
critica importante: ela nao € invariante sob mudanca de coordenadas gerais,
embora as equacoes dinamicas proprias o sejam, para maiores detalhes veja
Box 4.2, pagina 169 do [7]. Uma maneira de contornar esse problema no R? é
o seguinte: dado um vetor constante w € R?, a conservacdo de momento sera
valida na direcao fixa w.

Definicao B.3 ( Conservacdao de Momento). Dado um mapa regular ¢(-,t) com
velocidade v = 0¢/0t, p(x) a densidade, t(z,t,n) o tensao interna e uma forca
externa b(z,t), dizemos que o momento é conservado se, para cada w € R? fixo e
para todo conjunto abertoU C B com fronteira C' por partes, temos que

p<v,w>dv:/

p<b,w>dv +/ <t,w > da, (B.26)
dUt)

dt Jyw,p) (U 1)

onde t é avaliado com a normal n que aponta para fora de 0¢(U,t).

Usando o Teorema de Cauchy sobre tensao interna (veja o Teorema 2.2 p.134
de [7]), podemos substituir o tensao interna com o tensor de tensao de Cauchy,
que depende linearmente do vetor normal da fronteira 0¢(U,t) e &€ definido por:
t =< o,n >. Para adquirir as condic¢oes de salto descontinuo usamos as equacoes (B.10)
com:

f=p<v,w>e<un>=<o:nw>,o0u

FJ =ppes <V,w> e<UN>=<P:N,w>,
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onde o : n = 0®g,.ne,, P : N = PABGpoNCE,, e, € E, sao respectivamente os
vetores de base dos sistemas de coordenadas de S e B, e g,, € G4p sao respec-
tivamente as meétricas Riemannianas utilizadas para S e 5. Esta substituicao
resulta nas condicoes,

[p<v,w>uw"]=[<o:nw>]ouprs < V,w>][W" =[<P:Nw>],

onde P € o primeiro tensor de tensao de Piola-Kirchhoff. Observando que as
equacoes acima sao validos para todo w fixo e, juntamente com as condi¢oes de
descontinuidade para a conservacao da massa (B.25), obtemos

pw, [v] = [o :n] ou [V]presW" = [P : NJ. (B.27)

Uma possivel interpretacdo para essas equacoes € que o fluxo de massa vezes
a diferenca de velocidade compensa a diferenca das forcas internas na descon-
tinuidade.

Conservacao de Energia

Uma referéncia adequado é Sec¢o 2.3 do [7]. Seja B C R? um conjunto aberto
com fronteira C'! por partes e S = R?, » um mapa diferenciavel e regular de B em
S com v = 0¢/0t, h(z,t,n) o fluxo de calor através de uma superficie com vetor
normal n e e(z,t) a funcao de energia interna por unidade de massa.

Definicao B.4 (Conservacao de Energia). Dado um mapa regular ¢(-, t) e as_funcoes
p(x),t(x,t,n), e(x,t), b(x,t) e h(x,t,n), dizemos que a conservagdo da energia é sat-
isfeita se para cada abertoUd C B com fronteira C' por partes, for verdade que,

d

1
— p(e+—<v,v>)dv:/
dt Joue 2

p<b,v>dv—/ (<q,n>—<o:nv>)da,
dU,t)

(U t)
(B.28)
onde usamos o Teorema de Cauchy, [7] p.127, para substituirt =< o,n > e
h(z,t,n) = — < q(x,t),n >.
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Para obter as condicoes de salto descontinuo, usamos a equacao (B.10) com:

1
f:p(e+§<v7v>), e<un>=-—<<o,n>v><q,n>,ou

1
FJ :pRef(E+§ <V, V>) e<UN>=—-<<P,N>;V><QN >,
resultando nas condicoes

1
[p(e + g <VV >)w"] = [<< o,n >, v >] ou, (B.29)

1
[E + 5 < V.,V >]ppesWY = [<< P,N >4,V >], (B.30)
onde V=vo¢(-t)e

Pt = J(Dg™ Yo", Q1 = J(De™)iq"

Desigualdade da Producao de Entropia

A segunda lei da termodinamica é frequentemente descrita num jargao miste-
rioso da fisica. Neste trabalho os resultados necessarios serao tratados matem-
aticamente de uma forma muito concisa. Essa "lei"’é essencial para a elastici-
dade, pois com ela podemos definir unicamente o tensao interna em termos da
taxa de variacao da energia interna livre ¢, onde e = ¢ + 07, 7(,tz) € a entropia
especifica por unidade de massa® e 6(z,t) > 0 € a temperatura absoluta.

Definicao B.5 (A inequacao de Clausius-Duhen). Dado um mapa regular ¢(-,t) e
as funcées p(x), b(z,t), h(x,t,n), 8(z,t) en(x,t) dizemos que obedecem a desigual-
dade da producao de entropia ou a inequacao Clausius-Duhen se, para todo
U C B, com o normal unitario de 0¢(U,t) sendo n, temos que

d < t >
d mmz—/ <g@t)n>, (B.31)
dt Sy 90(U) 0

onde usamos o Teorema de Cauchy para substituir h(z,t,n) = — < q(z,t),n >.

Usando o exato analogia das equacoes (B.10), porém com uma desigualdade

8Para um tratamento matematico mais avancado do assunto, em que a entropia é considerada
como uma medida de desordem e tem suas origens na mecanica estatistica através da equacéao
de Boltzmann, veja Ruelle[14]
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ao em vez do igualdade, podemos estabeler as condicoes de salto descontinuos

para que a producao de entropia continua valido. Usando

f=p <un>=

< q(z,t),n >

e uma desigualdade ao em vez de igualdade nas equacoes (B.10), obtemos a

desigualdade de salto

qn
[pnwn] < [[g]]-

(B.32)



Apéndice C

Resultados da Geometria
Diferencial

Queremos uma estrutura teorica que independe do sistema de coordenadas
usado, assim podemos posteriormente escolher qualquer sistema de coorde-
nadas e focamos em buscar verdades que independe das coordenadas. Alem
disso, pode ser conceitualmente mais claro pensar geometricamente e represen-
tar corpos como variedades. Para tanto usaremos nocoes da geometria difer-
encial, se o leitor ndo quiser investir o tempo necessario para aprender esses
conceitos, sugerimos que use diretamente os resultados do Apéndice B. Uma
referéncia muito resumido, porém suficiente, e que usa a mesma notacao seria
os Capitulos 1 e 2 do [7]. Uma referéncia mais completo e mesmo assim exuto
é [1].

Pullback e Pushforward

Sejam B e S variedades suaves e ¢ : B — S um mapa C' regular cujo imagem
cobre S. O pushforward e pullback sdo operacdes que recebem um vetor, 1-
forma ou ponto em B e retorna uma forma natural de representa-lo em S por
meio do mapa ¢, € vice-versa para um vetor, 1-forma ou ponto originalmente
em S. Denominamos as operacoes ¢* como pullback e ¢, como pushforward, as
acados destes sao definidos abaixo!.

Definicoes:

A funcédo inversa ¢! sera usada da seguinte forma ¢~ !(x,t) = X onde x = ¢(X, t).

71
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e Seja f: B — R, entao ¢.f = fo¢ !(-,t), ou seja, ¢.f(x) = f(X) se z = ¢(X, ).
e Seja g: S — R, entdo ¢*g = go ¢(-,t), ou seja, ¢.g(X) = g(z) se z = ¢(X, ).

e Seja W um vetor no espaco tangente de X € B, entao ¢.W = D¢(X,{)W que
€ um vetor no espaco tangente de ¢(X,t) € S.

e Seja w um vetor no espaco tangente de x € S, entdo ¢*w = D¢~ '(z,t)w que é
um vetor no espaco tangente de ¢~ (X,t) € B.

e Seja W um campo vetorial em B, ou seja, W(X) € um vetor no espaco
tangente a X. Dessa forma ¢,W = D¢(-,t)W o ¢~ (-, t).

e Seja w um campo vetorial em S, ou seja, w(x) € um vetor no espaco tangente
a x. Dessa forma ¢, w = Do~ (-, t)w o ¢(-, 1).

e Seja a um k-forma em S e w;,ws,..., w;, vetores do espaco tangente a S,

entao ¢*a € definido de tal forma que ¢*[a(wy, wa, .. W)] = ¢ a(P*W1, o W, ...0"Wy)

€ um scalar que independe do sistema de coordenadas.

Derivadas de Lie

Primeiro mostraremos como a derivada de Lie aparece em nossa aplicacao.
Seja S e B variedades suaves € ¢(-,t) : S — B € uma funcao C' e regular. Em
todas as leis de conservacao, integrais da seguinte forma aparecem,

d

dt Jep t)

onde o € uma k-forma em S. Abaixo adotaremos ¢, = ¢(-,t) quando nos referir-

mos apenas ao parametro espacial + mantendo ¢ fixo. Nas regidoes em que as-
sumimos « diferenciavel, podemos reformular esta integral de outra forma,

at P o = 7 /79 ¢y ¢ = / (¢ @) /¢>t(73) Dt dt (07 @)
= /t( (¢s* dt (th )>S_t = /qst ) (dt (¢ts ))

= / L,a (C.1)
=t Jop)
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onde ¢; € ¢;, sdo respectivamente, um “push-forward” e um “pull-back” por meio
do mapa ¢, ¢ s(x) = ¢(¢ ' (z,s),t) e v = J,¢. A ultima igualdade resultou da
utilizacao da definicao da derivada de Lie.

Definicdao C.1. Seja v um campo vetorial C' em S que depende do tempo t, onde
¢ denota o seu fluxo, ou seja, ¢, = v. Se T é um campo tensorial C' em S,
entao a derivada de Lie de T em relacdo a v é definida por

d
LT=|—¢;,T
(dt¢t’s >

Exemplo 2. Seja f : S xR — R uma fungao escalar C* dependente do tempo, entdo
d 0o; (@) .
= (Ef(@s(x), t) D dx

onde o sobrescrito k do ¢, ¢*, se refere ao k-esimo coordenada do ¢, e dois in-

(C.2)

s=t

s=

Lulfde) = (o pdet)

dicie iguais no mesmo termo significa um somatério neste indice. Nesta ultima
expressdo, todo r encontra-se na imagem de ¢, a qual nao muda com o tempo.
Portanto

of 0¢i(x) — Of 09 (x) - ovf :
L, o= | 2 m 112 a L) da :
) <at wr T agmt % g Tiggofs |dv| (€3
of  n  Of i gk 81/f j
T dz” + D vi dx +f8xj dx?, (C.4)
onde usamos que (¢ s)s—t = iq, 0 mapa identidade.

Para facilitar a compreensao da derivada de Lie e seu uso, a separamos da
seguinte forma: mantenha ¢ fixo em T para obter a derivada de Lie autéonoma,
que ¢é definido por:

d
T=|—-9¢;.,T
EV (dt¢t7s 8)

Dai L, T = £,T+0,T. Na equacao integral (C.1), se a = fdv, onde dv é a forma de

s=t

volume?, entdo a derivada de Lie auténoma pode ser interpretada como quanto
a integral (C.1) muda devido ao movimento da fronteira 0¢(P,t). Isso nos motiva
a buscar um integral de superficie do fluxo que ¢é igual a integral de volume da

2Iremos utilizar dv e da em negrito para enfatizar que sao formas diferenciais.
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derivada de Lie autonoma. A intuicao sugere que

/ Lo(fdv) = / frda,
o(P,t) Op(P,t)

onde " € o componente de v na direcao do vetor normal unitario que aponta
para fora. Em coordenadas onde 2? e z® parametrizam a fronteira d¢(P,t) € e, €
a normal unitario da fronteira d¢(P,t), temos que

dv = /det gabdx1 Adz? Adx?, e da = +/det gabdx2 A dz?,

onde g € a métrica Riemanniana em S, o simbolo A se refere ao “wedge product”
e da é a forma de area (ou “area form”). A definicao do “wedge product” e de
derivada exterior podem ser encontradas no Capitulo 1 do [7]. Assim, precisamos
mostrar que a derivada exterior d(fr"da) = L, (fdv), dai segue pelo Teorema de
Stokes que as integrais acima serao iguais. O que segue abaixo sera utilizado
para mostrar essa identidade.

Usando Teorema de Stokes

Definicao C.2. Se w é um campo vetorial no variedade suave M e o é uma k-
forma, a contracédo de w com o primeiro indice de o é chamada de produto interior
e é denotada por iya. Assimiya é uma (k — 1)-forma, definido por

(iwat)(Vi, Vo, ..., Vi—1) = (W, V1, Vo, .o, Vi_1)

para quaisquer vetores v, Vs, ..., Vi_1 em M.
A proposicao que segue fornece uma interpretacao geomeétrica.

Proposicao C.1. Seja n a normal unitdario que aponta para fora de OM e w um
campo vetorial em M. Entéo, sobre O M temos que w"da = i,,dv, onde da é a forma
de area de OM

Prova: A equacao que queremos provar € composta de quantidades que inde-
pendem das coordenadas, portanto, sem perda de generalidade, podemos escol-
her coordenadas para M, {2}, em que OM & o plano® z! = 0, M € descrito por

30 conjunto OM precisa ser pelo menos C! por partes. Em cada uma dessas partes podemos
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' <0en=(1,0,..,0) € a normal unitario. Dessa forma,

iwdV = iy /gapdr' A - Ada" = \/gap(—1) T w dat A A da”
——

faltando dx*

Se formos avaliar esta expressao no dominio M, z! = 0, sobra apenas o primeiro
termo

iwdv = /gpw'dz® A ... A dz" = w"da,

0 que prova a proposicao. [
Teorema C.1. A derivada exterior d(fi,dv) é igual a derivada de Lie L, (fdv).
Prova:

d(fi,dv) = d(f+/det gop(v'da® A da® — 2dat A da® + v3dat A dz?))

L of 1 J _Of . ov\" .
_(6mmy +maxm(u \/detgab))dv—axmu dv—i—( ) dv = L, (fdv),

onde usamos a proposicao C.2. |
Comumente o operador denominado de divergente, e denotada por div, €

divy = (a—”>m (C.5)

ox™

definido da seguinte forma

Proposicao C.2. Usando os simbolos e definicées anteriores,

1 o  m [ ov\"
[,V(dV) = \/Tg(wag;_m(y \ det gab))dv = (a;{;m) dv.

Prova: Sejam +;, os simbolos de Christoffel, deduzidos da métrica g. Temos

0 ov™ ™ 0g,
_(Vm V det gab)) :L det Gab t+ - Jab (Cofg)ab

ox™m ox™ 2y/det g, O™
o™ ™
=——+/det g + ———— k w7 (C ab, C.6
orm et Gap + 2 /det 0. Gab (gkb’Yam +9g kybm)( Ofg) ( )

definir um sistema de coordenadas tal que OM é o plano z! = 0. Dessa forma, para cada parte
definimos uma transformacéao linear de coordenadas H, de modo que os coeficientes da métrica
G satisfacam G14 = d14.



76 Appendix C Resultados da Geometria Diferencial

Vamos considerar G a matriz dos coeficientes de ¢,,. Fixa os indicies a e k£ no
termo gy,(Cofg)® e some para b = 1,2 e 3, o resultado sera o determinante de
alguma matriz G', que € igual a G com a a-ésima coluna substituida pela k-
ésima coluna. Em outras palavras, se k # a o determinante de G’ sera zero. A
expressio em questdo € uma soma de termos da forma g;,(Cofg)®, e portanto,
podemos substituir £ = a nesta expressdo e k = b na expressdo gu(Cofg)?, e
concluir que

m m

1% 1%
7(gmfm + Gak Vo) (Cofg)™ =5 (Ga i + Jab Vo) (Cof g)™
=v"ys  det gap.

Usando este resultado, estabelecemos que

1 0 o™ v
(v™/det gup))

(geo e, + GarVin) (Cofg)™

Vdet gq, Ox™ ~ Ogm + 2 det g
o Ly ov\™
= — % = _—
8xm fYam axm Y
0 que termina a proposicao. |

Finalmente, combinando todos os resultados anteriores podemos enunciar o
seguinte Teorema.

Teorema C.2. Seja ¢, : B — S um mapa C' regular que preserva a orientagao,
d¢(P,t) positivamente orientada, e seja f : ¢(P,t) — R uma fungao C'. Entao é
verdade que

d
— fdv :/ 8,:fdv+/ frda. (C.7)
dt Jep p) 6(P1) 96(P.1)

Prova: Voltamos para a equacao (C.1) onde encontramos a derivada de Lie e
substituimos « por fdv,

d
— fdv :/ 8tfdv+/ L, fdv.
dt Jop.e) ) H(P.t)

Nesta secao mostramos que

L,(fdv) =d(fi,dv) =d(fr"da),



assim, pelo teorema de Stokes,

/ d(fv"da) = / frda,
#(P,t) 08(P.t)

0 que prova o teorema. |

Teorema Classico do Fluxo

Usando os mesmos pressupostos feitos no Teorema C.2 e seja J = det(D¢y)
o Jacobiano de ¢, com ¢t mantido fixo e v = d¢/dt (para nao confundir simbo-
los), mostraremos um esboco de como o teorema do fluxo é calculada classica-
mente. Para maiores detalhes veja o Capitulo 1 do [7]. Usando a mudanca de
variaveis duas vezes, a identidade d.J/dt = Jdivv e a definicao do operador div
(veja equacao (C.5)), obtemos

d d
i, Seti =g [ 6000.000x 00
= [ IO HOX0.0) + F60X. 0,0 5 I (X. 0
P
I A T
_/p‘]axa” —I—JEijJdlvu dV—/PJE—l—Jdlv(fV)dV

= / ﬁdv+ / funda.
o) Ot 6P 1)
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