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INTRODUGAO

O langamento de mercurio ao melo ambiente oferece sérios riscos de
contaminagio a biota e a populag8o humana. Os casos conhecidos de
contaminagéo s&o realmente alarmantes. No Japdo, nas décadas de 50 e
60, cerca de cem pescadores das vilas de Minamata e Niagata morreram e
centenas adquiriram deficiéncias fisicas permanentes por terem ingerido
peixes e crustéceos contaminados por mercurio que a industria quimica
Chisso Co. langou na baia de Minamata ( ilha de Kyushu ).

No Iraque a contaminago por mercirio de sementes usadas como
alimento também deixou vitimas. Ainda ha registro de casos de
contaminagdo por mercirio no Canad4, na Suécia e na Finléandia.

No Brasil, registrou-se um caso de contaminag@o humana, h& cerca
de 20 anos, quando uma industria de cloro-alcalis langou mercurio na
enseada dos Tainheiros no litoral baiano contaminando peixes e mariscos
que foram ingeridos.

Sabe-se que em todo o mundo, o mercurio ja fez mais de 800 vitimas
fatais enquanto que mais de 8000 apresentaram seqiielas permanentes. A
causa da contaminagio, na maioria dos casos, fol a ingestdo de
alimentos contaminados, principalmente peixes.

E nesse contexto que se pode considerar a mineragdo aluvionar
como outra atividade com potencial para comprometer o equilibrio
ambiental de maneira irreversivel, uma vez que é usada a técnica de
amalgamagdo por mercurio. Esta técnica é conhecida desde o Império
Romano e foi introduzida no Brasil na época colonial.

Este tipo de mineragio envolve atualmente cerca de 600 mil
garimpeiros, espalhando-se por toda regifo Amazénica ( com maiores
concentragdes em Rondénia, Roraima e Pard ), norte do Mato Grosso e
Goias e norte do Rio de Janeiro; sfo langados anualmente cerca de 50 -
70 toneladas de mercurio, o que torna o Brasil responsavel por algo
entre 2,5% e 11 % do lancamento mundial (Silveira e outos cfl[22]).

O mercurio ( de numero atémico 80 e simbolo Hg ) se apresenta em



varias formas: mercurio elementar ou metalico ( Hgo ), fon mercurio
( Hg2+ ‘

outras, sendo o metil-mercurio a sua forma mais toéxica.

)}, 1ion mercuroso ( Hg:’ ), metil-mercurio ( HgCHS* ),entre

Este elemento é facilmente incorporado ao sistema nervoso de
mamiferos e apresenta elevada meia-vida biolégica ( tempo em que o
organismo demora para eliminar 50% da dose ingerida), além disso, é o
unico dos metais que apresenta biomagnificagdo, isto &, aumenta sua
concentragdo em organismos vivos ao passar de niveis tréficos
inferiores ( herbivoros ) para niveis superiores ( carnivoros ).

O mercurio, quandé absorvido, concentra-se no figado, nos rins e
no sistema nervoso central, atuando como eficiente inibidor enzimatico.
A intoxicagdo por mercurio provoca vémitos frequentes, degeneragao
generalizada de todas as mucosas e revestimentos internos, disfungdes
motoras, paralisia e, eventualmente, a morte.

Na atividade garimpeira, a intoxicac&o ocorre de forma ocupacional
através da inalagio dos vapores de mercurio durante o processo de
extragéo do ouro e, de forma n3o-ocupacional pela ingestdo de alimentos
contaminados, podendo assim, contaminar a populagdo que ndo esta
diretamente ligada ao garimpo.

Nosso intuito neste trabalho é o de modelar matematicamente e
simular numericamente a presenga de mercurio metalico ( Hgo )
proveniente da mineragio de ouro aluvionar em rios de caracteristicas
amazdnicas. _

Na modelagem do problema, fizemos algumas adaptagdes de modelos de
dispersao de poluentes em corpos aquaticos e mares costeiros
apresentados por Marchuk [16], bem como de modelos classicos de difuséo
e advecgdo de Crank [8], Edelstein-Keshet [8] e Murray [18). Quanto a
simulagdo numérica, optamos pelo Método de Elementos Finitos, e o de
Crank-Nicolson na aproximagdo temporal.

No Capitulo I é apresentado o problema e é proposto um modelo
matem&tico genérico para efetuar simulagdes, como uma equagao
diferencial de caracteristicas parab6licas e hiperb6élicas. As escolhas

sdo ai Jjustificadas.



0 Capitulo II trata da priheira abordagem do problema, numa
situagdo em que por se tratar de rios dé pouco movimento, ndo sera
considerada a agdo da correnteza.

Sdo obtidas aproximagdes numéricas para um dominio devidamente
discretizado no espago e no tempo, bem como sfo apresentados graficos
para visualizagdo da solugio aproximada.

Passando para uma segunda abordagem do problema, no Capitulo II
estudamos o modelo num rio de grande porte onde a correnteza nio pode
ser desprezada. A

Novamente através do Método de Elementos Finitos e Método de
Crank-Nicolson s#@o obtidas solugdes aproximadas para essa segunda
abordagem e, também exemplos ilustrativos sdo apresentados.

Dependendo dos parametros do problema, os métodos numéricos podem
produzir oscilagfes numéricas na solugio aproximada e, desse modo, no
Capitulo IV apresentamos o Método Upwind para tratar dessas oscilagses,
assim como, aplicamos o upwind aoc modelo dos capitulos II e IIIl. As
solugdes numéricas obtidas s&o apresentadas tanto nos casos de
oscilagbes (sem o upwind) quanto nos casos em que tais oscilagdes
séo evitadas (com o upwind).

As conclusdes finais estdo no Capitulo V. Os Apéndices apresentam
tanto as definigdes e resultados matemiticos relevantes a compreensao

do texto quanto os programas usados nas simulagdes.



CAPITULO I

MODELAGEM MATEMATICA DO PROBLEMA

§ 1.1 INTRODUGAO

Neste Capitulo, faremos a descricgfio do processo de extragido do
ouro em rios da Regido Amazénica, como por exemplo no Rio Madeira e
afluentes, bem como a apresentagio de um modelo genérico para a
concentragéo de Hgo na agua do rio.

No caso especifico do Rio Madeira ( Rondénia ), a atividade
garimpeira entre as cidades de Guajara-Mirim e Porto Velho ( cerca de
300 Km de rio ) encontra-se em pleno desenvolvimento desde 1975. O ouro
no Rio Madeira ¢ extremamente fino, 60 a 80 mil fagulhas para produzir
um grama de ouro. Por esse motivo, em todas essas regides de garimpo o
mercurio é utilizado na amalgamagdo do ouro.

Além da utilizagdo do mercurio, a atividade garimpeira dessa
regifo, provoca o assoreamento dos solos, o que compromete a drenagem
natural do rio; destr6i as matas naturais na implantacio de estradas
vicinais; despeja nos rios 6leo diesel, 6leo lubrificante, detergente,
sabdo em pb, dejeto; organicos e inorganicos, acentuando ainda mais o
impacto ambiental.

O processo de extragfio se d4 com a sucgio do sedimento de fundo
através de bombas. Em seguida, o sedimento passa por uma esteira
apoiada numa escada em cujo fundo ha um tecido que retem uma proporgéao
das particulas mais pesadas, obtendo-se dai um pré-concentrado que ¢
entdo misturado ao mercirio formando a amilgama. Esta amalgama é
queimada com gas propano e, consequentemente, o mercurio se volatiliza
enquanto ocorre a fusédo das particulas de ouro.

Estimativas indicam que para cada kilograma de ouro produzido,
pelo menos 1,32Kg de mercurio é lancado ao meio ambiente, dos quais,

55% sob forma de vapor e 45% é langado diretamente aos rios sob forma



metalica durante as diferentes fases do processo de extraqéo. ‘

Em [21], Pfeiffer e outros ilustram este processo através de uma
figura aqui reproduzida, ver fig 1. Esta figura mostra o ciclo
esquemitico do destino do mercurioc na regifo do Rio Madeira.

A porcentagem que volatiliza sofre oxidagdo em reagdes com vapor
d’agua e ozd6nio sendo depois lixiviado da atmosfera pelas chuvas,
atingindo lagos de varzea, rios de floresta e areas pantanosas onde a
intensa atividade microbiana faz com que se metile. Embora o processo
de metilagdo do mercurio possa ocorrer abioticamente, ¢ entretanto um
fendmeno quase sempre mediado biologicamente. Estando na forma
metilada, o mercurio ¢ facilmente incorporado em peixes, seguindo na

cadeia tréfica até a populagio humana.

Hgf?,.

H}[f (vapor\ 55%

|/

/

w5 %
H3 metdlico

fig. 1

O mercurio liberado diretamente para o rio, devera depositar-se,
acumulando-se no sedimento de fundo e ficando relativamente imével, ja
que as condigdes fisico-quimicas de rios como o Madeira,
particularmente pH e condutividade elétrica nfo favorecem sua imediata
remobilizagio. O tipo predominante de mercirio no sedimento é o
mercurio metalico ( Hgo ) sendo que ai, embora desfavorecida, sua
metilagdo ocorre.

A regido amazénica apresenta fatores que maximizam a toxidez do

mercurio para a populagido humana uma vez que possui significativas



fontes antpopogénicas; h4a concentragio elevada de matéria orgénica em
4guas, solos e sedimentos com intensa atividade microbiana e, além
disso, h& elevada diversidade de peixes, principalmente de nivel
tréfico superior que compdem a dieta basica da populagéo.

Apesar da ingest8o de mercurio metalico ( Hgo ) acarretar, de
imediato, baixo risco de envenenamento, a sua predomindncia nos
sedimentos é um risco potencial uma vez que se torna fonte praticamente
inesgotavel desse elemento (Jardim [12]), dai nossa escolha de estudar

a presenga da forma metdlica em rios.

§ 1.2 O MODELO GENERICO

Fazendo adaptagdes de modelos apresentados por Marchuk [16],
Murray [18], Okubo [20], Edelstein-Keshet [9], entre outros,
apresentamos uma equagfo que descreve o comportamento da concentragéao
de mercurio metalico em rios.

Para tanto, consideramos o trecho do rio a ser estudado
idealizado como sendo o prisma }, ilustrado na fig.2.

Sendo C(t;x) a concentragfo de mercirio num instante t € I = (0,T)
e num ponto x € } , temos a seguinte equagdo:

g% —div(agradC)+o0cC+div(VC) = f emIXY},
que incorpora quatro fendémenos distintos, quais sejam:

(1) O fendbmeno de difusBo, que é um importante mecanismo de
transporte em sistemas biolégicos, sendo o processo pelo qual uma
substancia ¢ transferida de uma parte de um sistema para outra, como
resultado de um movimento molecular aleatério. Descrevemos a difusao
através do termo — div ( a grad C ) onde a é o coeficiente de
difusibilidade do mercirio na &agua.

(2) O decaimento, isto é, quando uma fragio de particulas da

substancia em questfo reage com o meio externo, sofre um decaimento da



concentragio durante o transporte.

fig. 2
Estamos considerando esse fendmeno porque o mercurio interage com
o material particulado em suspensdo na 4gua, deixando a forma metéalica
para formar outros compostos mercuriais.
Introduzimos assim, o termo o C onde o é uma taxa de
decaimento. O significado dessa quantidade fica especialmente claro
se colocamos « = 0, f = 0 e V¥V = 0, obtendo a equagao:

aC

ﬂ"‘d’(::O,

cuja solugdo é C = Co e-o-t ; vemos entdo que a presenga desse termo na
equagao provoca um decréscimo exponencial na concentragdo ao longo do
tempo. ‘

(3) A convecgdo ou advecgéo, isto é, a agio da gravidade e a agéo
da correnteza impdem uma diregdo "preferencial" ao transporte das
particulas de Hgo. Assim, além da movimentacgiio aleatéria das particulas
( a difusfio ) temos que considerar esse fluxo direcionado. Este
fendmeno estd modelado pelo termo div (v C) sendo V o campo que
indica diregdo e intensidade da velocidade de transporte.

Neste texto, foi dada uma preferéncia pelo termo advecgdo, embora
a bibliografia consultada use indistintamente ambos os termos sem

preocupagdo alguma com o fato da energia do fendémeno estar ou néo



relacionada com o transporte.
(4) As emissdes de Hgo est8o representadas pela fungio fonte f.
Consideramos, no presente trabalho, as emissdes de Hgo feitas pelas

dragas durante as varias etapas do processo de extracgéo.



CAPITULO II

MODELAGEM E SIMULAGAO NUMERICA PARA RIOS DE PEQUENO PORTE

§ 2.1 INTRODUCAO

Numa primeira abordagem do problema de difus@o/advecgfo do
mercurio, vamos considerar o garimpo num rio de pequeno porte,
isto é, num brago que se forma como uma lagoa comprida ao lado do
rio, em que a correnteza seja lenta a ponto de ser desprezada.

Esta é uma situagf@io tipica de alguns locais de garimpo, como, por
exemplo, o brago de rio que se formou Jjunto ao garimpo conhecido
por Cachoeira de Teoténio por volta de 19839-19390.

Neste tipo de situagdo o fendmeno de transporte de particulas de
mercirio se d& apenas pela agdo da gravidade: as particulas s&o
submetidas ao transporte vertical, que as leva ao fundo depois de
despe jadas pelas dragas, sendo irrelevante a agfo da correnteza.

A localizag8o das dragas no tipo de garimpo cuja agéo tentamos
aqui modelar, é Jjunto as margens e no centro desse rio, e & por esse
motivo que as fontes no modelo sfo colocadas em filas dispostas ao
longo do plano superior do dominio }.

Com estas hipéteses, podemos reduzir nosso problema ao caso
bidimensional e estudar o comportamento da concentracdéo C de Hgo em uma
secgéio transversal do rio ( ver fig. 1).

Assumimos simetria com relagdo ao eixo FH (embora o modelo se
preste com alteragdes minimas ao estudo em que esta simetria
inexiste) e, por esse motivo, trabalharemos com metade da secgdo
mencionada acima, metade essa que identificaremos como Q ( fig. 2 ).
Fizemos esta opg@o porque assim podemos trabalhar com uma discretizagéo

mais refinada em universos computacionais restritos.
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fig.1

Tomamos o coeficiente a de difusibilidade do mercurio na &agua
independente das variaveis espaciais, do tempo e da  prépria

concentragéo; desse modo, o termo de difusfo se torna —a AC.

r. r, /
Q

fig.2

Conforme assinalado anteriormente desprezamos a agédo da
correnteza, e, assim, o termo de advecgfio representa apenas a agdo da
gravidade sobre as particulas de mercurio. Desse modo, o campo V no
termo div ( V C ) é da forma V = ( 0, W ). W, que também assumimos,
sem perda de generalidade, independente das variaveis espaciais, do

tempo e da concentragéo, ¢é a componente que indica a diregdo e a

10



intensidade da velocidade vertical limite de transporte das particulas.
Seu sentido €, entdo, na diregdo de cima para baixo, sendo esse o
motivo de figurar como —V2 no que se segue. A rigor, esta velocidade
—V2 varia de um valor baixo ( aquele com que as particulas s&o langadas
da draga) para o valor utilizado da velocidade limite, mas esta
variagdo ¢ muito rapida. Tanto ao modelo quanto a simulagdo numérica
esta variagdo pode ser acrescentada de modo bastante simples.

Devido a simetria no dominio, temos a condicgéo :

g% =0 em FH,
onde 7 representa a normal externa ao dominio.

Esta condigdo também ¢é considerada na superficie do rio Fs por
outro motivo: nfo had passagem de mercurio do rio para o meio ambiente
(praticamente nZo h&, por exemplo, evaporagio ):

g%=0 em FS.

Do mesmo modo admitimos também, que nZo haja fluxo de Hg através
da margem FL e na parte FF do fundo, isto é, o Hg ndo atravessa o
sedimento ou o leito, ai se acumulando. Entéo:

N

— =0 emI”’ uvuT.
L F
No instante inicial assumimos conhecida a concentragéo de Hg:
C(O;x,y) = Co(x,y) em Q.

Desse modo, a E.D.P. fica:

€ wac+oc-v € - f em1xag, (2.1)
at 2 8y

11



cujas condigdes de contorno e inicial sio dadas respectivamente por:

gE =0 emI’ vr vl vr (2.2)
n M s L F

C(o;x,y) = Co(x,y) em Q. (2.3)

§ 2.2 FORMULAGAO VARIACIONAL

Na formulagdo cléassica do problema de difusdo/advecgdo de
poluentes (2.1)-(2.3), é forcoso exigirmos que a solugdo C(t;x,y) seja
pelo menos de classe C2 além de exigirmos que a fungéo f seja continua.
Ora, f ¢é a funglo fonte poluidora que, na pratica, ndo €
necessariamente continua na variavel temporal t nem nas variaveis
espaciais x,y, basta observar que as emissdes de Hgo séo interrompidas
a certos intervalos de tempo e também que essas emissdes concentram-se
pontualmente na secgio de rio que estamos estudando. Assim, se
quisermos ser um pouco fiéis a realidade, ndo podemos exigir
continuidade da fungdo f.

Fazemos entdo, (e remetemos o 1leitor para o Apéndice A para
esclarecimentos), a formulagio variacional do modelo, que em sumé,
consiste em:

(1) considerar as derivadas de (2.1) no sentido das distribuigdes,
(2) multiplicar cada termo da equag&o por uma fungio v chamada fungéo
teste, fungBo esta pertencente a um subespago conveniente de H1(ﬂ) e,

entdo, integrar no sentido de Lebesgue sobre Q obtendo a seguinte

equagao:
QE vds — «a AC v ds + o Cvds -V QE v ds = f v ds,
ot 2 oy
Q Q Q Q Q
Vve V, (2.4)

onde V, neste caso, & o proéprio HI(Q), sendo

12



H'(Q) = { v e L(n) :’DBv‘e L%(n), para 0 = | B | =1)

Aplicando o Teorema de Green e usando em seguida as condigdes de

contorno (2.2) na segunda integral do primeiro membro, temos:

QE vds + « VC Vv ds + o
at
Q

Q Q

oy
0

Vvev, (2.5)

Cvds - V2 J QE vds = J f v ds,
Q

A formulacio acima ¢é dita fomulaciio variacional ou formulacdo

fraca do problema (2.1)-(2.2). Uma funcio que satisfaga (2.5) para toda
v € V, é chamada de solucio fraca de (2.1)-(2.2).

Nesta nova formulagio do problema aparecem apenas as primeiras
derivadas da solug3io C, enquanto que na equagfo (2.4) aparecem as suas
segundas derivadas, vemos ent8o que passando da formulagdo cléassica
(2.1) para a formulagio variacional (2.5) podemos enfraquecer as
hipéteses de regularidade da solugio e, desse modo alargamos a classe
dos dados para os quais o problema faz sentido.

Outra vantagem da formulagio variacional, como veremos a seguir,
¢ a facilidade da prova da existéncia e unicidade da solugdo fraca em
comparagdo com a da solugfdo classica.

Introduzindo na equagio (2.5) a notagdo do produto escalar em
L%(Q) (ver Apéndice A) temos o problema caracterizado da seguinte

forma:
Achar C tal que, para cada t € I seja valido:
ac ac _
<3¢ | v>+aVWC |WD>+oeC|Vv)- v, < 3y | v>=<Kf | v>
VvelV (2.8)

Fazendo:

13



aC
A(t;C,v) = aKVC | WD+ C|vVv)>- V2 < 3y v
Lf(v) =< f | v,
o problema se reduz a encontrar uma fung@o C tal que para cada t € I,
ac
< 3t | v >+ A(t;C,v) = Lf(v). VvelV. (2.7)

Em termos de existéncia e unicidade da solugédo procurada, iremos

provar que estamos nas condigdes do seguinte teorema de Lions (cf[15]):

TEOREMA:
Se o operador A(t;u,v) é tal que:

(1) V u,v € V, a fungdo t——> A(t;u,v) é& mensuravel ,

(11) JA(t;u,v)| =M | u | L | v | .
H (Q) H (Q)

(iii) 3 A tal que

Alt;v,v) + a2 | v | , Z | v ) , >0, veV,
L H (Q)

(iv) Lf(Q) é continuo e se

(v) fel?1; L2(Q) ) e C,(x,y) € %),

entdo existe uma Unica funcéo C € L2( I; V) que ¢ solugdo do problema

variacional (2.7).

De fato,

(1) Mensurabilidade do operador A(t;u,v):

Est4 garantida pela prépria definig8o de A(t;u,v), pois as fungdes
envolvidas pertencem a H'(Q) e portanto s@o quadrado integraveis.

(2) Continuidade de A(t;u,v):

14



Para cada t € I, tomando B, = max { «,0 )}, pela desigualdade de

Cauchy, temos

a)

IA

[T o

0 n'(q) H@

o J VC Vv ds + o J C vds
Q Q

b) Da desigualdade de Holder,

ac
=< I—V2I j | g—y‘v
Q

ac
= Vé “ 3y “ 2 " v “ s pois V2 > 0.

Segue entdo,

aC
Vol | by IIL2 =V, lc "H1' IV IIH1 ,

l‘2

Assim, dos itens a) e b), temos

° H' H 2 ! H
0 2 H' g

(3) Coercividade de A(t;u,v):

(*)
Sabemos que :

(*)
No texto que se segue
usados de acordo com a conveniéncia 1local ora &8/8x ,

-~ sem risco de se confundirem notagOes - ser@o
878y ora 9/0x1,

8/8x2 com a evidente equivaléncia.



Pela desigualdade de H5lder, temos que:

Alt;v,v) + A | v ||22 z a z [ g;'—( ||22 + (A+o) | v ||22 -
L i i L L

av
- V2 “ 5§2||L2 ‘ “ v “La °

Usando o recurso cléassico fornecido pela desigualdade:

€ 2 1 2
‘2-8. —z—e'b

para a,b e € quaiquer positivos, a desigualdade acima torna-se:

—ab =z —

v

Alt;v,v) + A | v "22 a z | g% “22 + (A+0) | v "22 -
i 1 L L

V_ ¢
a2 - R
X2 L2 £ L

!

v

\'
av 2 2 2
«) | g 1%, + Qro—5=) | v |5, -
i 1 L L

V €
ST A
2 ax2 L2
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V

2 2
= (o — ; ) z “ ot (Avo— 5—) | v “Lz.
Logo temos:
Alt;v,v) 28 | v “ ,
1 (Q)
V e \) A
onde & = min { (o — —g——), (A +0 - —_ﬁg—_')} e 8 > 0, bastando

escolher A e € de modo conveniente.
(4) Continuidade do operador Lf(v), isto é:

ey | = Jf),-)v].,,vvevV
I 12 12

De fato, pela desigualdade de HSlder, temos

ijvds SJIfI'IVIdS = 1fl, v,
Q Q L L

VvelV.

(5) Finalmente, resta verificar que f € L2(I;L2(Q)).

Ora, €& neste tipo de espago que convém construir as fungdes com as
quais serdo simuladas as fontes. Como no escopo deste trabalho serao
usadas fun¢gBSes que variam linearmente em X e y, e que sédo fungdes
racionais em t, este aspecto do item (5) se verifica.

Quanto a condigdo inicial, o que iremos usar sempre correspondera
a uma fungdo LZ(Q), visto que 1iremos trabalhar com interpolagdes

lineares dos valores de C nos respectivos nés da malha.

Portanto, estdo garantidas existéncia e unicidade da solugao
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fraca do problema (2.7).

§ 2.3 DISCRETIZAGAO ESPACIAL DO PROBLEMA

Optamos pelo Método de Galerkin para fazermos a discretizagfo das
variaveis espaciais. Este método consiste em procurar uma solugio
aproximada do problema (2.5) em um subespago de V de dimens@o finita.

Assim, sejam Vh um subespago de dimensfo finita de V e
(o, v 0

Procuramos uma aproximagao Ch € Vh da solugdo C € V, da forma :

v e Py } uma base desse subespago.

Ch(t;x,y) =1Z; Cl(t) . ¢1(x,y) (2.8)

que satisfaga (2.7) para toda v € Vh e para a qual

N
8C (t;x,y) _ v dC (t)
5¢h _1_1 It ! wl(x,y). (2.9)

Desde que as funges wi(x,y) sejam conhecidas, a aproximagdo Ch
sera completamente determinada ao calcularmos as N fungdes Ci(t), que
correspondem (para cada t € I ) aos coeficientes da discretizagio.

Para verificar que (2.5) vale para cada vh € Vh, basta verificar
que vale para cada elemento da base, ¢j.

Agora ent8o, o problema {2.5) no subespago V; passa a ser:

Achar C(t) = {( C1(t)’ Cz(t), s e e ,CN(t) } suficientemente

regular para que possamos ter

18



=z

N N

g(t:(t) W |¢>+aZC(t) Vo |V¢>+O'ZC(t) <, le> -

i=1

N
-V, ZC(t)( o> = <flep> » =12 - N (2.10)

ou, numa forma mais compacta,

N

dC (t)<¢ Iw S +

i=1

N

+ z Cl(t) [ a Vo, |V¢ >+ o <¢ |¢ > -V < 1|¢ > ] = <f|¢J>
1=1
\j = 112v . . "N’ (2.11)

que ¢é um sistema de equagbes diferenciais ordinarias expresso

matricialmente como

dc _
AF+DC = B (2.12)
onde
C(t) = ( C1(t)’ C2(t), e, Cn(t) ) .
I«>J P
(2.13)
di, = [Vp> + o <o o> - 2ay"“’> e
=<fl¢j>.
além de
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»
1
o~
)
s

B = (bj)

Chamamos a matriz quadrada n3o simétrica D de matriz de rigidez do

problema (2.5) para a base (¢i, i=1,..,N}. Conhecendo-se as fungdes ®,

da base, podemos ent@o calcular os numeros dl , a e bJ e resolver o

J 1)
sistema. E importante notar entretanto, que a qualidade da aproximagio

é fortemente determinada pela escolha dessas fungdes base.

§ 2.4 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Através do Método de Galerkin construimos uma aproximag@o do
problema (2.7), estando livres, agora, para escolher as fungdes base
que figuram nesta aproximagdo. Optamos pelo Método de Elementos
Finitos, que nos fornece uma maneira sistemitica de construir tais
fungdes base.

Procedemos construindo uma malha ( de elementos finitos ) que
representa ; escolhemos discretizar Q numa triangulagdo Qh como
mostra a figura 3 abaixo, onde os numeros identificam os noés (xJ,yJ)
que compdem a malha.

Escolhemos as fungdes base wl(x,y), ¢2(x,y), e e, wN(x,y)
definidas sobre o dominio discretizado Qh satisfazendo:

1 se i=j
wl(xj.yj) =
0 se i=#j

onde (xj,yj) sdo as coordenadas dos nés da malha.
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fig. 3

Cada fungéo ®, é linear por partes (é um plano sobre cada
triangulo da malha), assumindo o valor unitario no né (xj,yj) e se
anulando nos demais nés. Construidas dessa maneira, em cada né6 temos
uma funcgdo "piramide" continua como mostra a figura 4.

' A restricado, por exemplo, de gol(x,y) ao tri&ngulo de vértices
(0,0), (Ax,0) e (0,Ay) & 1 — —X—x— - -%y— , isto &, a parte da pirémide
relativa ao triangulo indicado.

N NN

N N N

fig. 4

Sendo continua na fronteira de cada elemento, cada fungéo gol é

portanto continua em Qh; assim, suas primeiras derivadas parciais séo
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fungdes escada e logo, s8o quadrado integraveils, o que as torna
apropriadas para construir a aproximagio por elementos finitos.

Desse modo, para cada t € I, sobre cada triangulo da malha, a
solugdo serd aproximada por um plano que é determinado pelos valores

encontrados em cada um dos vértices desse triangulo.

§ 2.5 DISCRETIZAGAO DO INTERVALO DE TEMPO

Na discretizag@o da variavel do tempo, a opgio foi pelo Método de

Crank-Nicolson, no qual temos:

At C(t )-c()
)z 1° n+1 1 n (2.14)

d Cl(t +
At

at n 2

2
com erro da ordem de At™ , assim como

c» G * € (2.15)

onde 0=t , t=1t + 1-At, At = T/N_, C(n)= C(t ) e N é& o nuimero de
o 1 0 T 1 i n T

subintervalos com os quais é particiénado o intervalo I.

Assim, o sistema de equagdes (2.11) passa a ser:

C(n+1) _ C(n)

N
i i
‘Zl AT <ole, >+

(n+1) + (n)

N
C
1 i ¢ =
+ Z 5 [ @ e |Vp> + o <o o> -V, ay' 1¢) ] =

(ne172) 1,2,. . . ,N. (2.16)

[

¢j> s J
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Usando notagdo andloga a do paragrafo anterior,

C(n)= ( C(n)’ C(n)’ . c:(n))
1 2 N
a, = <o o>
d¢
= — e 4 .17
dU a(qull Vgoj)+0'<q)l| qu) V2<ay‘| qoj) e (2.17)
b(n+1/2)= < f(n+1/2)| 5
J J
temos
N N N N
(n+1) (n) At (n+1) At (n) _
zci au_zca a1j+2_zcl d1j+§_zcx dij—
i=1 1=1 1=1 1=1
= At ( b;"*”a’ ). =1,2, . ..,N, (2.18)
ou seja,
N N
(n+1) At (n) At
— = — —— +
z Ci ( aij * 2 dij ) Z Ci ( alj 2 dlj )
1=1 1=1
(2.19)
+ At ( b§“+1/2)) . J=1,2, . N
Temos entéo, NT sistemas lineares da forma:
[ A+ g—t pjc™ =[a- % p]c™ + atg™t? (2.20)
sendo C(0) - (C(O), C(O), S, c(0) ).
1 2 N
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Em suma, foram efetuados dois péssos maiores de simplificagdo do
problema:
(1) A discretizacgfo espacial via Galerkin/Elementos Finitos e,
(2) A discretizagfio temporal via Crank-Nicolson. -

Isto corresponde a resolver, a cada passo no tempo, um sistema
(n)
1

os valores de C(tn;xi,yi) sendo X,y os nés da discretizagfio espacial

linear que fornece o vetor de coeficientes ( C )1’ o qual aproxima

e tn os passos da discretizagdo temporal.

§ 2.6 RESULTADOS NUMERICOS

Os sistemas lineares foram resolvidos usando o Método LU
programado em FORTRAN LP77 em ambiente PC-AT/386.

Sao apresentados abaixo algumas visualizagSes das solugles
aproximadas obtidas desse modo. Correspondem aos dados descritos abaixo
(numa. situag@o em que a oscilacdo numérica proveniente da interferéncia
do termo de advecg¢do ndo influi).

Os trés graficos sio para 1 unidade de tempo, 10 unidades de tempo
e, na Ultima figura, para 20. Estes graficos foram tragados com o uso
do software MATHEMATICA disponivel nos equipamentos do LABMA. Os
parametros utilizados sdo:

o = 0.0005, o = 0.01 e V2 = -0.25, as fontes poluidoras foram
situadas nos elementos correspondentes aos nés 1, 2, 3, 4 e 5 além dos
nés 43, 50, 57 e 64 (ver fig.3) — e esta localizagdo corresponde a
dragas nas margens e no centro do rio, o que modela de modo genérico a
localizagéo real destas dragas. Além disso, as fontes escolhidas para

estas simulagdes sido crescentes com o tempo.
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Para t = 1 unidade de tempo

LB

Para t = 10 unidades de tempo
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Para t = 20 unidades de tempo

Estas figuras mostram de modo claro o actmulo de mercurio no
fundo, caracteristica esta que se acentua com o passar do tempo.
No capitulo seguinte iremos incorporar ao modelo a correnteza do

rio e sua influéncia no comportamento do mercurio em outros tipos de

rios.
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CAP{TULO III

MODELAGEM E SIMULAGAO NUMERICA PARA RIOS DE GRANDE PORTE

§ 3.1 INTRODUGAO

No capitulo anterior estudamos a concentragio de Hgo em uma secgao
transversal porque estavamos considerando rios em que a correnteza era
insignificante. Ao passarmos ao estudo da poluigédo em Pioé de grande
porte ndo podemos desprezar o fendmeno de transporte das particulas
pela agdo da prépria corrente do rio. Assim, é necessaria uma nova
escolha de dominio em que se possa incluir esse fendmeno, Jja que no
corte transversal isso é impossivel.

Neste capitulo, vamos estudar a concentragio de Hgo em tais rios,
como por exemplo o rio Madeira. Neste caso, o transporte das particulas
de mercurio pela agfo da correnteza é localmente significativo.

Para incluirmos a agfo da correnteza, optamos por estudar a
concentragéo C(t;x) de Hgoem uma. secgdo longitudinal do rio, ilustrada
nas figuras 1 e 2 que identificamos como Q. Vamos supor um trecho do
rio suficientemente longo de maneira que a concentrgéo C(t;x) de Hgo

seja nula a jusante — situacfio esta que ocorre de fato, Soares [23].

fig. 1
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Ya

fig.2

Supomos que o mercurio despejado por algumas dragas a montante
desloca-se uma distéancia limitada rio abaixo no plano Q por meio de
fluxo laminar nunca ultrapassando, porém, a secgdo de reta FJ que
identifica a extremidade do prisma. Essa suposigido de fluxo laminar
leva a consideragsio de termos uma repetigdo qualitativa ( embora néo
quantitativa ) em diferentes seg¢des longitudinais paralelas. Diferentes
segles sdo ldentificadas por diferentes valores para a correnteza.
Deste modo a generalidade é preservada embora o problema seja reduzido
a duas dimensbes e a repetigio do modelo.

Introduzimos no modelo a agfo da correnteza, além da agdo da
gravidade, tomado o campo V — do termo div ( V C ) — n3o mais como
(O,W) , mas como sendo V = ( Vl,—Vz) onde V1 representa a velocidade
horizontal da correnteza que carrega as particulas rio abaixo e —V2 a
velocidade vertical aas particulas de Hgo deslocadas pela agdo da
gravidade em diregdo ao fundo do rio. Assumimos V1 independente das
variaveis espaciais do tempo e da concentracio, e, tomamos -V2 da mesma
forma que no capitulo anterior.

Assim como no capitulo II, tomamos o coeficiente de difusibilidade
do Hg0 na Aagua como sendo constante, o que faz com que o termo de
difusdo torne-se -a AC.

Consideramos que nido haja entrada nem saida de Hgo pela parte FH
da fronteira, ou seja, admitimos que as dragas localizadas a montante
do trecho considerado estfo a uma distancia suficientemente grande da
fronteira FH de modo que suas emissBes de mercirio ndo atinjam esse

trecho, isto é:
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ac _
- 0 em FH.

Na superficie FS do rio, admitimos que nfo haja perda de Hgopor

evaporaGgdo e, portanto,

Assumimos também, que n3o haja fluxo de Hgo através do fundo FF,
isto é, as particulas de mercurio nio atravessam o sedimento, ai se

acumulando e, entdo, temos:

ac

3 =0 em Fr
Na parte FJ da fronteira, conforme mencionado, estamos supondo
C(t;x,y) = 0.
No instante inicial, assumimos conhecida a concentragéo de Hgoz
C(Oo;x,y) = Co(x,y) em Q.
Desse modo, entdo, a E.D.P. que modela esta abordagem do problema
fica:

— - o AC + oC + V

e, as condigdes de contorno e inicial sfo dadas respectivamente por:
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=~=0 em I Ur Ur,
S M F

on
C(t;x,y) =0 em FJ e (3.2)
C(O;x,y) = Co(x,y) = 0 emAQ. (3.3)

§ 3.2 FORMULACAO VARIACIONAL

Ao fazermos a formulagdo cléssica para esta abordagem do problema
de difusdo/advecgdo de Hgo, deparamo-nos com o0 mesmo problema do
capitulo anterior: as fontes poluidoras n3o s8oc necessariamente
continuas nas variaveis espacials e temporal (& bastante razoéavel,
alias, supor que nio o sejam!). Recorremos entfo, como anteriormente, a
formulagdo variacional, com a qual exigimos apenas que f seja de
quadrado Lebesgue integravel, f e L2(q).

Assim, fazendo a formulaglio variacional de (3.1), obtemos para

cada t € I:

oC vds - «a ACvds + ¢ Cvds + V é—(;-v ds -
ot 1 8
Q Q Q Q
—VJéEvds = vads,VvchH’(Q), (3.4)
2 ay
Q Q

onde V={v e HI(Q) : v=0en FJ }

Aplicando o Teorema de Green e usando as condigdes de contorno

(3.2) na segunda integral do primeiro termo, obtemos:
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aC - [ ac
J 3t vds + « J VC Vv ds + o [ Cvds + V1 J 3x v ds —
[y} Q

Q Q
-V J oc vds = J f vds, VveV (3.5)
2 ay
Q Q
que é a formulagido variacional do problema (3.1) - (3.2). Deixamos,

entdo, de procurar a solugdo do problema classico para procurar a
solugdo fraca do problema em sua formulagdo variacional, isto ¢, uma
fungdo C que satisfaga (3.5) para toda v € V.

Usando a notagfio do produto escalar em L%(Q), escrevemos o

problema (3.5) da seguinte forma:

Achar uma fungdo C que, para cada t € I, satisfaz:

< g%lv > + a VW )> + o(Clv> + V1 < g§|v > -

ac
—V2<5§|v> = (f|lv), VYveV (3.6)
Fazendo:
ac ac
A(t;u,v) = « {VC|VWv > + 0 {C|v > + v« 5§|v > = VK gylv >

L(v) =< f]v ),

o problema (3.6) se reduz a encontrar a funciio C tal que, para cada t €

I, valha a seguinte igualdade:
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< g%|v > + A(t;C,v) = Lf(v), VveV (3.7)

Para provar a existéncia e a unicidade da solugdo fraca, vamos
usar teorema de Lions (cf[15]), J4 apresentado no capitulo anterior.
Para tanto devemos verificar:
(1) Mensurabilidade do operador A(t;u,v):
Est4 garantida pela prépria definigéo de A(t;u,v).
(2) Continuidade de A(t;u,v) :
vV t e I, tomando My = max {a,0}, pela desigualdade de Cauchy temos:

a)

<

o [ VuVvds + o J u v ds
Q

g fu b v
o ° H'(Q) H(Q)"

b) Da desigualdade de Hélder,

du
=V, |5 IILZ'II v»IILZ =V, fJu IIH; | v IIHl ,

A

du
= v1 “ & "Lz." v "L2 = V1 || u “H1' n v uH1'

Logo, dos itens a) e b) temos
| Altsu,v) | = po | u IIHl | v IlHl * v, + V) ju IIHIII v IIH1 =
= (uy+ V. + V) |u IIH1 o I IIHl ,
(3) Coercividade de A(t;u,v):
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Sabemos que:

2 av 2 2
At;vv) + A v, = a| Y|z | ds+ o) | | v ]ds+
L Qa Q
av ov
+V J 3% vds - VZJ a—£2 v ds
Q Q

Tomando Vo=' max {V1’V2) e usando a desigualdade de Holder, temos

que:

A(t;v,v)+h[|v|]: z “Z“g_: ||: +  (A+0) ||V|l:—
L i i L L

av av
v [T vl I hv, ]
o ax 1.2 1.2 8y 12 L2
Usando o recurso classico fornecido pela desigualdade

-ab = ——%— a® _é_é— b° para a,b e € quaisquer positivos

a desigualdade acima torna-se

2
A(t;u,v) + A f v |
12

av 2 2
a) sz, + ) | v ] -
Z 3xi L2 L2

[\

Voz:z av 2 V0 |]2
- b5 | | v =
2 ‘ 6le2 2::“ L2
Vbe av 2
= (@-——) Y lal,
i 1 L
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Vo_ 2
tAro- 5],

Logo temos:
2
A(t;v,v) =z & | v | .
H 9

Ve \'

g Y, (A + 0 - -—25— )} e &> 0, bastando

onde & = min { (a — 5

escolher A, £ de modo conveniente.
(4) Continuidade do operador Lf(v), isto é:

| L) | = | f] I|V||L2,VVEV.

L2

De fato, pela desigualdade de H6lder, temos

vads 5J|f|-|v|dss||f||2-[|v||L2'
Q Q L

(5) Este item se verifica pelas mesmas justificativas do capitulo

anterior

Portanto, estfio garantidas a existéncia e a unicidade da solugdo

fraca do problema variacional (3.7).

§ 3.3 DISCRETIZAGAO ESPACIAL DO PROBLEMA

Optamos pelo Método de Galerkin para fazermos a discretizagéo das

variaveis espaciais. A aproximagio de Galerkin para este problema segue
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exatamente a mesma linha do que fol discutido no capitulo II, isto é,
identificamos uma base { T I } que gera um subespago Vh
c V de dimens@io finita e procuramos uma aproximagéo Ch € Vh da solugédo

C € V da forma:

c, (tix,y) =:Z1 c(t) - ¢ (xy) , (3.8)

que satisfaga (3.7) para toda v € Vh e para a qual

N
Eh(t;x’y) - Z d_Cl(t) . q’i(x.y) (3.9)

[}

t

onde os Cs(t) sfio as fungdes a serem determinadas, correspondendo (para
cada t € I) aos coeficientes da discretizagio espacial.

Agora enté@o, o problema (3.7) no subespago Vh passa a ser:

Achar C(t) = ( Cl(t), Cz(t)’ Ca(t). < e ey, CN(t) ) com

regularidade suficiente tal que, para cada t € I :

N

N N N
dc (t)
L3 W le> + ai;Ci(t) Wy, |Tp> + ci;c‘(t) @, lo> -
N N
. 4 ¢ =
" vli;ci(t) <§§’|“’,> - v'ﬂ;c’(t) 2ilep =
= <f|¢J>, J=1,2,....,N, (3.10)

ou, numa forma mais compacta
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=

dC (t)
L, at? <¢l|¢J>

N
S AONCRS Vo> + o <o o) + V1<g—£1|¢j> -V, a—gi|¢1>l=
i=
=<fled 3= 12N (3.11)

que € um sistema de equagdes diferenciais ordinarias expresso

matricialmente como

A ac DC B (3.12)

onde as notagdes sfo agora, evidentes.

§ 3.4 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Como no capitulo II, optamos pelo Método de Elementos Finitos para
construir as fungSes base da aproximagéo (3.8) do Método de Galerkin.

Para essa abordagem do problema também escolhemos elementos
finitos de primeira ordem, e, assim, discretizamos o dominio Q por meio
de uma triangulagio gerando a malha de elementos finitos. Tal
triangulagdo estd ilustrada na figura 3.

As fungdes base s8o as "“piramides”, lineares por partes, como no
capitulo anterior.

Desse modo, como para cada t € I a solugdo serd gerada por planos
sobre cada tri&ngulo da malha, e a solugiio geral de (3.12) deverid se

constituir de uma sequéncia destas superficies variando com o tempo.
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fig. 3

§ 3.5 DISCRETIZAGAO DO INTERVALO DE TEMPO
Na discretizagio da variavel do tempo, a opgédo foi pelo Método de

Crank-Nicolson, no qual temos CY” & C(tn;xi,yl) e

Cl(tn+1) =-C (t)

d At
dt Ci(tn+ 2 ) = At
além de,
(n+1) (n)
C + C
C(n + 172y _ i i
i 2 ’

ambas da ordem de (At)Z.

Faremos ainda, como é usual,
0 = to' t‘ = to+ i-At, At = T/NT, onde NT é o numero de subintervalos
com os quais é particionado o intervalo I.

Assim, a equagdo (3.11) passa a ser:
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N (n+1)+ (n)

C C
! ! < B¢ _vee =
v) [ [V >+ o e lo> + V Grile> -V, Gotle )]

ety g =1,2,00 N

J

Usando a notagdo:

a = <o o>,
- a¢ _ ¢

d, = « <Vp, |V¢j> +o <¢‘I¢J> + V1<ax‘l“’1> V2<gyil¢1> e
b(n+1/2)= <f(n+1/2)l¢ S,

J 3

a equagdo se torna
N N (n) N N
n

Z C:n+1) i - Z C! ai * g_t C:n+1) i g_t z C:n) 1j =
i=1 J i=1 J i=1 J i=1
=at "V 3=1,2,....N (3.13)

J

Agrupando-se os termos de (3.13) de maneira conveniente, podemos

reescrever a equagio acima como
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(n + 1/2)

) ), J=1,2,...,N (3.14)

(n) At
Cl (aU -5 dij) + At (b

Temos entéo, N,r sistemas lineares da forma:

[a+5501c™) - [a-28p1c™ +as™* VP, (3.15)
sendo C'® = (c!?, c'?, ..., c?).
1 2 N

Como anteriormente, foram efetuados dois passos maiores de
simplificagdo do problema:

(1) A discretizaglo espacial via Galerkin/Elementos Finitos e,
(2) A discretizagio temporal usando Crank-Nicolson.

Isto corresponde a resolver, a cada passo no tempo, um sistema
linear que fornece o vetor de coeficientes (Cyﬂ)l, © qual aproxima os
valores de C(tn;xi,yi) onde XY, s8o os nés da discretizacio espacial
e tn os passos da discretizagdo temporal.

Nem sempre ¢é possivel "fornecer" & equagdo os valores de
b;n+1/2% Nesses casos, pode-se usar %- (b;n+1)+ b(n)
ordem da aproximacgdo em (At)Z.

)} mantendo-se a

§ 3.6 RESULTADOS NUMERICOS

Apresentamos a seguir alguns exemplos, e, como no Capitulo
anterior, foi escolhida uma familia de parametros de modo a ndo
surgirem as instabilidades inerentes a resolugdo numérica de problemas
de difusao-advecgéo.

As sucessivas resolugdes dos sistemas foram feitas pelo Método LU
programado no FORTRAN disponivel nos PC-AT/386 do LABMA.

Embora as primeiras quadraturas numéricas tenham sido feitas via
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quadratura gaussiana com trés pontos, em fase final por facilidade, ©
programa recorreu as rotinas do software MATHEMATICA.

Estas figuras indicam uma tendéncia da concentragéo do mercurio
poluente de "frequentar" todo o rio, desde as fontes (as saidas das
dragas) até o sedimento do fundo, onde a concentragéo do mercurio val
aumentando de modo lento porém seguro.

Os graficos, obtidos com o uso do MATHEMATICA s&o apresentados
segundo o ponto de vista que melhor convém 2 indentificacdo do
comportamento da solucdo aproximada. Em casos de possivel davida, 2a
notacdo da fig. 2 do paragrafo 3.1 é repetida. Usamos os seguintes
parametros: o« = 0.005, o = 0.001, V1 = 0.05 e V2 = -0.025.

As fontes poluidoras localizam-se em apenas alguns elementos
(simulando a emiss8o localizada de Hg0 feita pelas dragas, que de fato
ficam agrupadas em uma "fofoca" — denominagfio popular do local em que
se esta encontrando maior quantidade de ouro), escolhemos para situar a
fonte os elementos dos nés 3, 4, 7, 8, 11 e 12 da malha (ver fig. 3 do
paragrafo 3.4). Como no Capitulo anterior, escolhemos uma fonte
crescente no tempo, com um crescimento que se estabiliza e fica

constante.

Para t = 1 unidade de tempo:

T
S

4100

L
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Para t = 10 unidades de tempo:

T

s
4o
]
+ Y lul
T, T
1o
» 5 " s '
fig. 5§
T g
Para t = 20 unidades de tempo:
T
s
5
Jon
1 5
s
-FIJJ
T, M T,
T
n 1 n § L
fig. 6
T g

Como foi observado anteriormente, este resultado se repete

— qualitativamente — em diversos planos paralelos que modela o fluxo
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laminar.
Para outras familias de parametros, oscilagdes numéricas iréo
ocorrer. Para tratar desta dificuldade, iremos recorrer ao tratamento

com upwinding, no Capitulo IV.
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CAPITULO IV

O METODO UPWIND

§ 4.1 INTRODUGAO

Em problemas de transporte de particulas de mercurio em rios (como
os que estamos aqui modelando) estdo presentes os efeitos de difusfo e
advecgdo. Do ponto de vista matematico, esses efeitos competem entre si
para. governar o comportamento da solugdo deste tipo de problema de
evolugéo.

Quando consideramos métodos numéricos para aproximar a solugdo
desses problemas, a aproximagdo discreta dos termos de advecgdo e
difusdo também competem. Consequentemente, o comportamento da solugdo
aproximada sera influenciado pela maneira através da qual esses termos
sao tratados. Se o efeito advectivo dominar o modelo e isto n3o for
considerado devidamente, a solugio numérica pode apresentar oscilagdes
indese javeis.

Solugdes aproximadas usando-se o Método de Elementos Finitos com
elementos lineares e malhas uniformes apresentam oscilagdes para malhas
grosséiras. Nesse sentido, define-se a célula de Reynolds ou a condigdo

de Peclet (ver Oden [4]):

V Ax
i 1

o

(Pe) = = 2,
onde: Vl é a componente i do vetor V de convecgéo,
Axi indica dimensSes maximas da discretizagdo na diregdo da
variavel x e
a é o coeficiente de difusibilidade.
Este parametro ( Pe )xifornece uma condigdo sobre a discretizacgao
do dominio que pode suprimir as oscilagdes.

Nos exemplos 1ilustrados nos Capitulos II e III, foram usadas
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familias de parametros para as quais a condigldo de Peclet era
satisfeita, isto &, ( Pe )xl s 2.

Dependendo dos valores dos parametros « e V, para se satisfazer a
condigdo de Peclet e suprimir oscilagdes, os Axl podem ser levados a
atingir valores t&o pequenos que, na pratica, tornam Iinviavel a
obtengdo de aproximagdes numéricas, ja que os Ax!determinam o numero de
nés no dominio e, portanto, a ordem do sistema a ser resolvido.

Assim, seguindo estratégias desenvolvidas para o Método de
Diferengas Finitas, ¢ aqui desenvolvido o Método de Elementos Finitos
com "upwind" (a barlavento), capaz de atenuar oscilagdes mais agudas.

Vamos aplicar esse Método aos modelos apresentados nos Capitulos
IT e III com o intuito de amenizar as oscilagdes provocadas pela
dominante presenga do termo advectivo em relagfo ao termo difusivo,
visto que o Hgo tem alta tensfo superficial e por isso tanto sua
difus@o molecular quanto sua difusfo turbulenta na &gua s8@o bastante

baixas em comparagio com seu transporte.

§ 4.2 0 METODO UPWIND

0O Método Upwind consiste numa nova escolha das fungdes teste
usadas na formulagdo variacional 'do\ problema, usando-se fungdes
“corcundas”, isto é, fungdes com um certo peso. Consideremos uma tal
escolha para essas fungdes.

Por exemplo, se o fluxo considerado coincide com o crescimento da
variavel, definimos a diregfio de upwind 3 esquerda e construimos uma
nova fungio teste acrescentando & funcio linear um certo peso positivo
a esquerda do né que caracteriza a funcio (a barlavento) e um peso
negativo a direita deste n6 (a sotavento). Se por outro lado, o fluxo
for da direita para a esquerda, a diregdo de upwind serd definida 2a
direita e a nova funcdo terd um peso positivo a direita e um peso
negativo a esquerda do respecti?o noé.

Para o caso unidimensional, uma forma conhecida e usual de
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introduzir essa "corcunda" na fungio teste linear por partes, ¢é somar
ou subtrair da funci@io linear, uma funcdo quadratica que se anula nos

nés da discretizagdo conforme indicado nas figuras 1 e 2. Desse modo,

construimos a fungdo teste
b, =@, *3x

onde 8 & um parametro que determina o qudo corcunda serd a fungdo e X,

é o termo quadratico a ser acrescentado.

fig. 1

fig. 2
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Segundo Zienkiewicz e outroé [11], para o caso unidimensional, a

fungdo x, deve ser escolhida tal que -

isto é, tal que a area da figura formada pela fungdo x, e pelo eixo x
em cada subintervalo seja a mesma area da figura formada pela fungéo ®
e o eixo x em cada subintervalo.

No caso de malhas uniformes de elementos lineares com upwind
quadratico, Oden [3], Zienkiewicz e outros [11] afirmam que o parametro

3 &€ fixo e que seu valor 6timo para suprimir oscilagdes é:

—-— - za
S—méx(O, 1——m},
onde «, V e Ax sfo, respectivamente, o coeficiente de difusibilidade, o
valor da advecgd@o e o tamanho maximo dos subintervalos da malha.
Observemos que nos casos em que é satisfeita a condigdo de Peclet,
d = 0 e, portanto, ndo se faz necessario o uso de upwinding pois néo

deve haver oscilag¢des a suprimir.

& 4.3 CONSTRUGAO DAS FUNGOES TESTE UPWIND BIDIMENSIONAIS PARA
ELEMENTOS TRIANGULARES

Vamos considerar o modelo de transporte de mercurio descrito no
Capitulo III, em que é feito um corte longitudinal do rio. Nesse caso
temos que considerar o efeito advectivo nas duas diregdes, isto é,
temos o efeito convectivo da correnteza na diregdo x e o efeito da
gravidade na diregao y.

Desse modo, temos a direg@o do upwinding a esquerda na diregio x e

a direita na diregdo y.
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Assim, na formulagio variacional do problema, vamos considerar as

fungdes base lineares standard geradas pelas fungdes ( > i=1,..,N"}
como nos capitulos anteriores, porém agora, introduzimos
{ w‘,1=1,....,N } como fungdes teste.

Construimos as fungdes teste w;s por partes sobre cada
triédngulo da discretizagido pelo seguinte procedimento:

(1) Distinguimos os dois tipos de triangulos T e T, numerando
localmente os nés, a partir do maior angulo e em sentido anti-horéario
e, assim, cada triangulo tem a seguinte numeragdo local indicada na

figura 3 abaixo:

i
v

1 ’ fig. 3
(2) Construimos, para cada triangulo, as fungdes locais w?’ Wa' Wa
acrescentando a um termo do tipo a X o+ b uma fungdo quadratica em
X . 5
1
Desse modo, para cada triangulo , temos :

Yp = @p * Xx 1 =1,2,5 (4.1)
onde 2 é o termo linear e X3 é o termo quadratico que se anula nos nés

de cada triangulo.

Por analogia ao caso unidimensional, escolhemos as fungdes xi's

J xi\ ds
T

que satisfacam

= Ax Ay
J q)? ds = 6 ’
T
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isto é, tals que o volume do s6lido formado pela fungdo xf e o plano
z = 0 seja o mesmo volume do prisma formado pela fungdo 2 e o
plano z = 0, em cada triangulo da malha.

Em cada uma das diregdes teremos o respectivo parametro ( Pe )x e
( Pe )y , que determina a condigfio de Peclet para aquela diregao.

O parémetro & ir4d figurar implicitamente na expressdo de cada
fungéo p 23 pois agora teremos 6x e 6y nas direges x e y
respectivamente, sendo este o motivo de nfo aparecerem explicitamente

em (4.1).

Vamos tomar 8 e 8 como:
x y

2 «
5,(""5"{0'1—\71—&}

2 a
ay-max{o,l—w )

isto é, estamos usando a férmula indicada por Zienkiewicz e outros [11]
para o caso unidimensional em cada uma das diregdes x e Y.

Para um triéngulo do tipo T1 , entdo, as fungdes wf’s foram
construidas a partir da determinagio das fungdes x?’s como se segue:

\

(a) Para o n6 1 temos a fungio linear

para obter a fungéao
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Podemos aqui observar que:

(i) O termo quadratico é acrescentado tanto na diregio x como na
diregdo y porque a funcao ¢? varia tanto em x como em y.

(ii) Os sinais que antecedem os termos quadraticos em w? tanto em
X quanto em y sio contrarios. Isto acontece porque a diregéo do
fendmeno de transporte coincide com o do crescimento de x e é opbsto ao
de y: como a diregdo upwind é a4 esquerda em X, o sinal é positivo pois
subtraimos o termo quadratico em x a direita do né 1; e, como a diregdo
upwind é a direita em y, o sinal é negativo pois somamos o termo
quadratico & direita do né 1.

As figuras 4 e 5 abaixo ilustram as fungdes X; e wi :

fig. 4
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fig. 5

obtendo a fungdo:

X 46xx X y
Y3 T & T T hx [A ¥ “1]

A funcao ¢ s6 varia em X e, por esse motivo, a ela é acrescentada

uma fungdo peso quadratica somente em x.
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Observando mais uma vez a diregdo do upwind, a fungé@o quadratica a
esquerda do n6é 2 deve ser somada.
As fungdes xé e ¢§ estdo ilustradas abaixo nas figuras 6 e 7,

respectivamente

fig. 6

fig. 7
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(c) Para o n6 3 temos a fungdo linear

a qual vamos acrescentar a fungfio quadratica somente em y, J& que esta

ndo varia com relagéo a x, e entdo temos a fungédo :

48 y
Xy = — —% X+ X
3 Ay Ax Ay
o que leva a :
4 3
wA = y + y y X + M -1
3 Ay Ay Ax Ay

Novamente, a diregio do upwind em y & & direita e portanto a
fungao x5 A esquerda do n6 3 deve ser subtraida, o que Justifica o
sinal positivo deste termo em l/ls. Os gréaficos abaixo ilustram 2 e l/la

(fig. 8 e 9).
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fig. 9

De maneira andloga foram construidas as fungdio teste do upwind
locais para os triangulos do tipo T2, respeitando-se sempre a diregao
do fluxo.

(3) Determinamos, agora, o tipo da fungdo teste global wi(x,y) que

as fungdes w?(x,y) locais produzem.

As fungdes teste ¢1(x,y), i =1, 2, .., N siio construidas da mesma
maneira que nos capitulos II e III: as fungdes w? locais
correspondentes a elementos adjacentes na malha s&o simplesmente
"emendadas", produzindo a funcgéo wl ilustrada na figura 10 em cada nd
da malha.

Cada funcgdo wl i=1,2,...,N, assume o valor unitario no né (xi,yl)

e se anula em todos os outros nés (xj,yj) em que I # j.

53



fig. 10

As fungdes w!, i = 1,2,..,N devem pertencer ao espago
Vh = { v e HI(Qh) : v=0 emn FJ } tendo que ser continuas em Qh para
serem admissiveis como fungdes teste.
Afirmamos que as fungdes wi’s acima construidas s&o continuas em
Qh. Para verificar tal fato para uma fungio qualquer wi basta verificar
a continuidade das fungdes x§’s nas fronteiras de cada elemento ao qual
pertence o n6 i, pois wi =9 *tx e sabemos que as wi’s s8o continuas.
Observando a figura 11 abaixo, vemos que:
(i) HA continuidade na fronteira entre os triangulos t2 e t3 , e

t5 e t6 pois as fungdes xf’s sdao nulas ao longo das hipotenusas.

y
AN
(0,2A
»28y) t3
t2 ta
(0,Ay)
i t1 t5
t6
(0,0) (Ax,0) (24Ax,0) v x

fig. 11

(ii) Os demais casos: t1 e t2, t3 e t4, t4 e t5 e; tl1 e t6 s#o
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equivalentes, sendo suficiente a verificacdo de apenas um deles.
Assim, verifiquemos o caso da continuidade de t1 para t2, isto é,
a continuidade da fungdo que é xi, num triangulo do tipo T2. e xé, num

triangulo do tipo T1’ em y = Ay.

Temos, entéo: .
= _ X _ R
(2)%1 (x,y)l B 6x ( Ax 1) ( Ax )
y=A4y
e
X X y _

Xy (x,y) = -3 (=)(%, +%,—2) =

(1 *2 |y=Ay xAx Ax Ay |y=Ay

= -9 ( %x —1)( %x ),

onde o subindice a esquerda indica o tipo de triangulo.

~ A Qo0
2)x1 € (1)x2

longo do segmento 0 = x < AX, y = Ay, e, portanto, a continuidade da

Como 6x € o mesmo, temos a igualdade das fungdes

funcgao xf em Qh. Logo, temos a continuidade da fungdo wl em Qh.

§ 4.4 METODO DE GALERKIN

Construidas as fungdes teste vamos obter a nova formulagéo
variacional do problema.
Como anteriormente, temos:
N

C (t;x,y) = i; C,(t) ¢ (x,y) ,

porém teremos agora as novas wi figurando no lugar das fungdes v € Vh.
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Assim, teremos:

N N

) ¢ [op [ c,0) o, | Wy >+ 0 |0 o,y s

e~ =
[y

1

N N

? v _
. "1,;9“’ ey vy -, 1;(:‘(” <g—y1 vy = <flup
J=1,. . ..N  (4.2)

ou, na forma mais compacta :

C (t)
1d— <§0 |'ﬁ>"’

Hpe~1 =

i

N

+XCi(t)[¢x (Vq)i | WJJ) + o-(goile)+ V1< LA I ¥l> -V ( 1|¢>]
1=1

=<f|wj>, j=1,. . .,\N. (4.3)

Como n/11= ®, + xl , temos ainda:

N

dC (t)<(p |¢>

i=1

N

P
+ ;Ci(t) [oc (Vq:i | Vq)j) + 0 ((pi ]goj>+ V1 axl I go > - Vz(g—yi |<pj>] +
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+ ¥ Cl(t)[a o, | Vx> + o <o fa D v1<g—§1 | x> -V, ayilx >]
1=1

=<f|¢J>+<f|xJ>,

Usando a notagdo:

j=1, ..., N.

|«>>-—V

a, = <, |‘°3> ,

a, = <p, Ixj> ,

d, =@ <Ve, | Vo d+o <o |o o+ V) ax

dU =a <Vp, | VZJ>+0‘ (‘lexj>+ v axl I X > -
b= (f | 9, > e

& = (f | X, >

além denotarmos as matrizes por:
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(4.4)
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A = (a’j)' -
B = (bj),
D = (dij)’
- (4.6)
4= (ai’),
B = (&j) e
D=(d ); -

i)

podemos expressar (4.4) como um sistema de equagdes diferenciais

ordinarias da forma

[D+D]C = B+ 3. (4.7)

+

dC
[A+ 4] It

§ 4.6 DISCRETIZAGAO DO INTERVALO DE TEMPO

Ao aplicarmos o Método de Crank-Nicolson na discretizagao

temporal, usamos, como é usual,

(n+1) (n)
(n+1/2) C - c
dt At
(n+1) (n)
(n+1/2) Cl + Cl
Cx = ,
2

onde
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(n)
C = C (tn;xl.yi)

na aproximagdo da derivada de C com relagdo a t , e da prépria C,

respectivamente. Assim, (4.4) passa a ser:

(n+1) (n)

N

Cl - Cl
} AT <o, |¢J>
i=1

(n+1) (n)

N .
C + C
1 i P P
+§ ———7——[« Vo, | Vo> + o <o |0+ V1<g—§1|soj> - V2<g—yi|¢J>] *
i=1

N (n+1) (n)

Ci + Cl ) P
+§ _E_———[a <V¢l I ij> + o <¢i Ixj>+ V1 é;i Ixj> el v2<g—yi IXP] =
i=1

(n+1/2) l (n+1/2) I

= <f > + <K f

J > . (4.8)

J

Usando a notagé@o de (4.5) e agrupando os termos convenientemente,

temos:

C [a +a + —( dU +d )]
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(n+1/2) +8 (n+1/2)]

At
=)C a + - =—(d +d + At [b
{ a 5 (lj U)] [ ; ! ,

j=1,...,N (4.9)

Temos entdo, usando a notagio (4.6) NT sistemas lineares sucessivos

da forma:

[ A+ 4+ %E (D+9D)]c™ =

(4.10)

= [ A+ 4 - .ZA_t (D+9) ] c™ 4+ oAt [ (™12, .‘B(“*I/Z)].

Cabe observar que, devido a formagio de D e de D, a matriz dos

coeficientes dos sistemas a serem resolvidos ndo ¢é simétrica.

§ 4.5 RESULTADOS NUMERICOS

Na resolugdo dos sistemas optamos pela Método de Decomposigéo LU e
trabalhamos em um ambiente PC-AT/386 com linguagem FORTRAN-77
Juntamente com o software MATHEMATICA.

Apresentamos, a seguir, os resultados obtidos com o Método Upwind
em comparagdo com o Método Galerkin standard para os modelos do
Capitulos 1I e III.

Foram escolhidas situacdes (isto ¢, familias de paréametros)
relativas as quais a condigdo de Peclet ndo é satisfeita: Pe > 2. Neste
caso, como JjA foi observado, o uso de upwind ¢ de fundamental
importancia para amenizar oscilagdes que aparecem. Esperamos que as

figuras sejam suficientemente claras para o leitor.
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As fungdes f fontes poluidoras escolhidas sio exatamente as mesmas
para os modelos dos Capitulos II e III respectivamente, assim como sua

localizagdes na malha também nfo foram alteradas.
Para o modelo do Capitulo II fizemos um teste de comparagéo:

(I) Com( Pe )y = 50, isto &, « = 0.0005, o = 0.01 e V2 = -0.25,
sendo Ax = Ay = 0.008333. Desse modo, temos:

(i) O teste sem upwind,
Para t = 10 unidades de tempo
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Para t = 20 unidades de tempo

(ii) Com o Método Upwind e os mesmos parametros de (i):

Para t = 10 unidades de tempo
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Para t = 20 unidades de tempo

Para o modelo do Capitulo III fizemos trés testes de comparagio:

(I) Com ( Pe )x = 100 e ( Pe )y = 50, isto &, o« = 0.0005, o =
0.01, V1 = 0.5, V2 = —0.25, Ax = 0.1 e Ay = 0.1. Assim temos

(i) Com o Método Galerkin standard
Para t = 10 unidades de tempo

T
S

paX

T8

oy T

T

T fig. 16
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Para t = 20 unidades de tempo

(ii) Com o Método Upwind

Para t = 10 unidades de tempo

fig. 17

fig. 18
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Para t = 20 unidades de tempo

(B3

T fig. 19

Para uma melhor visualizagi3o e comparagf@o entre os resultados com
o Método standard e Upwind, apresentamos os graficos abaixo que
ilustram cortes na superficie de concentraciio em x e em y. Desse modo
podemos visualizar melhor o comportamento da concentracio de Hgo rio
abaixo (na diregio x) e da superficie ao fundo (direcfio y) assim como
podemos observar com maior clareza a performance dos métodos estudados.

Nos graficos que seguem, a curva tracejada representa o Método
standard e a curva continua o Método Upwind. Assim,

Para t = 10 unidades de tempo, temos:

(a) Corte em x = 0, isto ¢é, ilustramos o comportamento da

concentracgéo de Hgo ao longo da reta x = 0.

Observamos que a numerag3o do grafico indica os nés ao longo do

seguimento que vai da superficie ao fundo do rio.
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"

fig. 20

(b) Corte em y = Ay, ou seja, estamos ilustrando com esse gréafico

a concentragéo na diregio na dire¢fo x (da montante a Jjusante) em y

Ay.

w

*T

fig. 21

66



(c) Novamente um corte na diregdo x, agora em y = 2 Ay

Lr

(LR

-4
=

fig. 22
Para t = 20 unidades de tempo, repetimos os mesmos cortes

anteriores:

(a) Corte em x =0

[ X7
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(b) Corte em y = Ay

31

fig. 24

w4
-

fig. 25

(II) Teste feito com os parémetros ( Pe )x = 1000 e ( Pe )y = 500
isto é, a = 0.00005, o = 0.01, V1 = 0.5, V2 = 0.25, Ax = 0.1 e Ay

0.1.

(1) Com o Método Galerkin standard
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Para t

Para t

= 10 unidades de tempo

"

= 20 unidades de tempo
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(i1) Com o Método Upwind

Para t = 10 unidades de tempo

T M
Para t = 20 unidades de tempo

T

S
T Tu

T fig. 29

Para esse conjunto de parametros apresentamos também os cortes

bidimensionais que permitem wuma melhor avaliagdo dos Métodos
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utilizados.

Para t = 10 unidades de tempo:

(a) Corte em x =0

fig. 30

(b)Corte em y = Ay

L2 HY

=4
=4
L ]

fig. 31

71



Para t = 20 unidades de tempo:

(a) Corteemx =0

fig. 32
(b) Corte em y = Ay
wi \
I »
fig. 33
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(III) Teste com ( Pe ),=10e (Pe) =5, isto ¢, a= 0.005, o =
0.01, V1= 0.5, V2 = -0.25, Ax = 0.1 e Ay = 0.1. Assim temos

(1) Com o Método Galerkin standard

Para t = 10 unidades de tempo

21

440

T T

T

Para t = 20 unidades de tempo

el

Tim

Jn

T fig. 35
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(11) Com o Método Upwind

Para t = 10 unidades de tempo

Ty

T fig. 36

Para t = 20 unidades de tempo

404

H TLms
T8

T

® I3 " [

T fig. 37

Vemos, com esses graficos, que as oscilagbes mais acentuadas
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correspondem aos maiores numeros de Peclet e que nesses casos, é de
fundamental importancia o uso do Método Upwind.
Com 1isto, encerramos o Capitulo IV e passamos as conclusdes

finais.
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CAPITULO V

CONCLUSOES FINAIS

Uma vez elaborado o modelo e obtidos esquemas numéricos de
aproximagdo, o passo seguinte foi o de tentar obter valores - ainda que
aproximados, também - para os par&metros envolvidos. Foram efetuados
contatos com pesquisadores da UNESP - Rio Claro, da UNIR (Universidade
Federal de Rondénial), do LNCC, da UFRJ além de pesquisadores dos
Institutos de Geociéncias e de Quimica da prépria UNICAMP. Como
acontece, porém, com muitos trabalhos de Matematica Aplicada, ndo foi
possivel obter valores sequer dentro de um intervalo com razoavel
confiabilidade.

Assim sendo, a aplicagfio do Método Upwind na obtengéo da solugdo
aproximada foi de extrema importéancia pois as expectativas com relagéo
ao coeficiente de difusibilidade nos apontam valores muito préximos de
zero, e como vimos nos graficos do Capitulo IV, o Método standard n&o
funcionou nesses casos.

Um dos primeiros pontos positivos foi o da confirmagédo de que o
modelo se presta as simulagdes numéricas.

Apesar de ndo termos determinado a concentragfo de mercurio no rio
para uma possivel comparagio do modelo, e das aproximagdes, com dados
experimentais, esta modelagem confirma, qualitativamente, muitas das
conclustes a que chegaram estudiosos da poluigfo por mercirio de outras
dreas (geociéncias, bioquimica, fisica, entre outras) por outros
processos, citados na bibliografia. Além disto, cabe destacar que este
trabalho ndo apenas confirma resultados anteriores mas também supre a
auséncia em alguns pontos:

(i) As simulagdes numéricas mostram, nos graficos utilizados para
visualizagdo, como se distribui a concentragiio do mercurio metéalico
dentro do rio, quer em situagdes de lagos ou rios de pouco movimento

quanto naqueles de fortes correntezas, informagido esta ausente nos
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trabalhosvconsultados, por dificuldades técnicas de medida.

(11) O modelo confirma uma esperanga dos pesquisadores in loco de
que o mercurio se movimenta lentamente rio abaixo, mostrando inclusive
que a expectativa de que nio houvesse apenas acumulo em bancos de areia
se realiza: o mercurio metadlico se deposita no leito na prépria regiéo
de garimpo, e se constitui numa verdadeira bomba relégio desconhecida
que pode - por exemplo, por um movimento repentino de grandes volumes
de adgua - afetar de modo dramatico o meio ambiente. Dada a permanéncia
efémera das "fofocas" ao longo do rio, este perigo estd aos poucos
transformando a vida qﬁe se concentra ao longo de corpos de &gua num
risco permanente: é do rio que vem a vida da populagdo, e do rio venm,
também, a constante ameaga.

Das simulagSes numéricas que foram levadas a efeito, ndo
resultaram apenas conclusdes fechadas ou confirmagdes de expectativas.
Surgiram também - e de modo animador - caminhos abertos para que estes
estudos continuem.

Em primeiro lugar, pode-se considerar a presenga de mercurio nao
apenas em forma metalica, mas incluir na modelagem aquela poluigdo de
efeito imediato: o mercirio em suas formas metiladas, presentes na
fauna e na flora das bacias hidricas, assim como estudar o seu
comportamento na cadeia troéfica.

Além disso, deve ser estudada a presenga do metal na atmosfera, em
suas diversas formas, visto que é alta a porcentagem de mercurio que
passa para o ar durante o processo desnecessariamente poluente de
separagdo do ouro via vaporizacgfo do mercurio e, dessa forma, saber até
que ponto , e de que maneira, regides relativamente distantes sé&o
afetadas.

No ambiente hidrico, também, ha ainda muito a se estudar. Ainda
com uso de modelos bidimensionais, pode vir a ser considerado de modo
mais completo o perfil da velocidade da correnteza, inclusive acoplando
ao modelo situagdes de curvas e de remansos, bancos de areia ou 1ilhas,
além, é claro, do desafio sempre presente da abordagem com Elementos

Finitos tridimensionais junto com técnicas do tipo Upwind.
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Para um melhor aproveitamento/do presente trabalho, entretanto,
além da realizagio de pesquisas futuras"nesfe campo, com aplicagdes ou
esforgos interdisciplinares, ¢é absolutamente essencial que seja
possivel recorrer a parémetros confiaveis e expressos de modo n&o
ambiguo - uma barreira que, infelizmente, ainda se constitul em entrave
em trabalhos como este.

Olhando para o trabalho na elaboragdo da presente tese, em
retrospectiva, portanto, parece ficar a impressio de ele se constitui
muito mais num ponto de partida para o estudo da poluigdo de rios pelo
mercurio metalico: um problema que permanece em aberté témbém do ponto

de vista social.
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APENDICE A

SUPORTE TEORICO

INTRODUCAO

Em diversas instancias o texto precedente fez referéncia a
conceitos matematicos fundamentais da teoria subjacente a este
trabalho, tanto do ponto de vista da modelagem quanto na obtengéo de
solugdes aproximadas. O texto faz wuso, também, de resultados
importantes e cuja mencio escolhemos destacar em separado, para
permitir uma leitura mais fluida.

A mengdo explicita, porém, de tais conceitos e resultados ¢é
essencial, ainda que seja apenas em termos de notagio. Este apéndice
ir4 apenas fazer apresentagdes. Uma vis3o matematica para estudo e
aprendizado pode (e deve!) ser obtida na Bibliografia listada no final,

com especial destaque para Moura [18], Medeiros [17] e Oden [5].

0 ESPAGO C™(Q)

Suponhamos que Q seja um dominio contido em R", e que u =
u(xl,xz,..,xn) seja uma funcgdo real definida sobre Q. Entdo dizemos que
u é de classe C" em Q ( ou que u pertence a c™Q) ), se u e todas as

suas derivadas parciais de ordem menor ou igual a m forem continuas

para todo (xl.xz,..,xn) em Q.

Para representar as derivadas de u vamos usar a seguinte notagéo
multi-indice: seja B = (B1’Bz""’3n) uma n-uipla de inteiros positivos
e | B | = B1 + 32 + ... 4+ Bn. Entdo por DBu designaremos a B-ésima

derivada parcial de u definida por:
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Com esta notag8o, definimos o espago c"(Q) por
c™Q) ={v: 0Py ¢ continua em 0 para 0 = | B | = m }.

A classe C"(Q) & um espago linear de fungdes.

De modo andlogo, definimos o espago das fungdes que tém derivada
de todas as ordens em §; se u ¢é infinitamente diferenciavel em Q,
entdo, u € C(Q).

Algumas vezes é desejavel incluir certas condi¢des de fronteira na
definigéo de classes de fungdes. O espago Cz(ﬂ) é¢ definido como um
subespago de C"(Q) e consiste das fungdes u € C"(Q) tais que u e suas
derivadas normais até a (m-1)-ésima ordem se anulem na fronteira 9Q de
Q.

Conforme observado, porém, Jja no Capitulo II, as derivadas no
sentido cléssico podem restringir nosso "campo de trabalho" de
aproximar solugles para problemas como os do tipo apyesentados neste

trabalho, introduzimos agora a nogd3o de uma derivada mais geral.

DISTRIBUIGAO DE SCHWARTZ

A nocido de derivada fraca foi proposta, inicialmente, por Scobolev.
Ele tomou como motivagdo a integragdo por partes, como veremos a

seguir.

Denomina-se suporte de uma fungédo real ¢, continua em Q c R", ao
fecho em Q do conjunto dos pontos de Q onde ¢ ndo é nula. Indica-se

este suporte por supp (¢).

80



Apresentamos a seguir o conceito de convergéncia em C?(Q). que foli

introduzido por Schwartz.

Diz-se que uma sequéncia (q)n)n converge para ¢ em C:(Q). quando
forem satisfeitas as condigées:

(i) Todas as ¢n possuem suportes contidos em um compacto K de Q.

(ii) A sequéncia (gon)n converge para ¢ uniformemente em K,

Juntamente com suas derivadas de todas as ordens.

O espago vetorial C:(Q), munido desta nogdo de convergéncia seréa

representado por D (Q), que & um espago vetorial completo.

Denomina-se distribuigio sobre Q a toda forma linear continua
sobre D(Q). De modo explicito, uma distribuigio sobre Q é uma forma T,
T: D(Q) —> R , satisfazendo :

(1) T é linear,

(ii) T é continua, isto é, se (wn)n converge para ¢ em D(Q) entdo

( T(¢n) )n converge para T( ¢ ) em R.
Notag@o: Denotamos por { T, ¢ > o valor da distribuigido T em ¢.

Considere-se o espago vetorial de todas as distribuig¢des sobre Q.
Neste espago, diz-se que ( T;)n converge para T, quando a sequéncia
(< Tn , 9D )n converge para {( T, ¢ > em R, para toda ¢ em D(Q).

O espago das distribuig¢des sobre Q, com esta nogdo de

convergéncia, representa-se por D’ (Q).
Considere-se uma fungo u continuamente derivavel em R (por

simplicidade) no sentido classico de Newton (1642-1727) e de Leibnitz
(1646-1716). Entdo, para ¢ € D(R), integrando-se por partes, obtem-se:
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I u e’ dx = —I u ¢ dx
R R

Esta igualdade serviu de motivagfo para a definig&@o da derivada de
uma distribuig@io formulada por Sobolev (1936) e Schwartz (1945),
conhecida como derivada fraca ou derivada no sentido das distribuigdes.

Inicialmente, Sobolev definiu a derivada fraca de uma fungéo
localmente integravel em R, isto é, uma funcio tal que a sua restrigéo
a qualquer compacto de R ¢ integravel. |

As fungdes localmente integraveis identificam-se as distribuigdes
que elas definem; entretanto, ha distribuigdes que ndo sfo definidas
por fungdes localmente integraveis. Portanto, para estas distribuigdes,
ndo faz sentido falar em derivada fraca segundo Sobolev. Schwartz
formulou entdo a nogdo de derivada para uma distribuigéo qualquer,

sendo assim mais geral que aquela idealizada por Sobolev.

Considere-se entédo, uma distribuicdo T € D’(R). Denomina-se
derivada de T a distribuicgdo representada por ?i—i, definida em D(R) por:
dT _ do
&,¢>——<T,& > para toda ¢ € D(R).

E importante observar que uma distribuigdo ¢é infinitamente
n

d
diferenciavel (no sentido das distribuigdes), desse modo, definimos —

dx
por :

{—, 9> = (—-1)"<T,%§?i > para toda ¢ € D(R).

Se consideramos uma distribuicio T € D’'(2), onde Q agora é um
dominio contido no IRn, sua derivada parcial de ordem B é também uma

distribuigdo representada por DBT, definida em D(Q) por:

<DPT, o> =(=1)B (T, D> Ve D).
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FUNGOES L2(0)

Estamos cientes que para aproximagdes pelo Método de Elementos
Finitos de problemas de valor de contorno, frequentemente lldamos com
classes de fungdes cujas der‘ivadas sfio definidas apenas num sentido de
"quadrado integravel".

Classificamos tais fungdes introduzindo um conjunto, denotado
L?(Q), sendo © um dominio contido no R", que consiste de classes de
equivaléncias [f] de fungdes definidas em N que s#8o quadrado
integraveis ( no sentido de Lebesgue ) sobre Q. Em outras palavras, uma
fungdo f em LZ(Q) tera a propriedade Iﬂfz dx < w. Duas fungdes f e g em
Q s3o equivalentes ( pertencem a mesma classe de equivaléncia [f] ou
[g] ) se seus valores coincidem em todos os pontos de Q, exceto
possivelmente em conjuntos de pontos de medida nula. Assim, duas
fungbes equivalentes f e g em LZ(Q) s8o indistinguiveis desde que a
distancia entre elas seja zero: ( In|f-g|2 ax )%= 0.
Desse modo, para f e g € LZ(Q), define-se:

Produto Escalar:

< f| )2 =I f gds e
L

0
Norma:

£ = ( fz ds )1/2
el ,=cf

Pode-se provar que as fungdes u € LZ(Q) identificam-se a
distribuigdes, Medeiros [17]. Resulta, por essa razdo, que sendo u
pertencente a LZ(Q) uma distribuicido sobre £, u possui derivadas de
todas as ordens no sentido das distribuigdes. Todavia, ndo é verdade,
em geral, que se u € LZ(Q) sua derivada no sentido das distribuigdes

também pertenca a L3(Q) (ver, novamente, Medeiros [17]). Por essa

razéo, Sobolev em 1936 idealizou um novo espago de distribui¢des de
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largo emprego no estudo das Equagdes Diferenciais Parciais:

0 ESPAGCO H™(Q)

Uma fungdo v pertence ao espago de Sobolev H'(Q) se v e todas as
suas derivadas parciais de ordem menor ou igual a m pertencem a L2(Q).
Assim, usando a notagdo multi-indice de derivada definida

anteriormente, escrevemos:
H(Q) = {v: Py e L?(Q) para O = | B ] =m}).

Frequentemente incluimos condigdes de fronteira aos espagos de

Sobolev definindo o espago Hg(Q) como o espago das fungbes H" com a

propriedade
2 m-1
u =0, g% = 0, gﬁg— =0,..., gﬁm-¥— 0 em 89, sendo m a diregéo

normal a 4Q.

E claro que HP(Q) é subespago de H"(R). Esses espagos podem ser
vistos como o completamento das fungdes teste C (Q).

Com estes espagos de fungdes estamos aptos a trabalhar com muitos
problemas de valor de contorno variacionais.

Nos problemas estudados neste trabalho precisamos de fungdes
pertencentes a IF(Q) cujas primeiras derivadas também pertencessem a

L%(Q) e por esse motivo trabalhamos com o espago de Sobolev
1 B 2
H(Q) ={v:DvelQ) para0=| B | =1}
Vamos enunciar algumas das principais propriedades dos espagos
HI(Q), propriedades estas que naturalmente valem para os espagos de

Sobolev de ordens superiores:

(1) Linearidade: O espago H'(2) & um espago linear, o que
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significa, algebricamente, que as fungdes em Hi(Q) podem ser tratadas

como vetores.

(2) Ortogonalidade: Para duas fungdes u e v pertencentes a HI(Q),

definimos o seguinte produto interno

<u v >H1 = Z Jé DBu DBv ds.

o =|B|=1

Desse modo, podemos falar em ortogonalidade de fungdes u e v em
1
H (Q):

<u | v >H1 = 0 1implica que u e v sio ortogonais emlﬂ (Q).

(3) Norma : HI(Q) ¢ um espaco normado, a norma de uma fungdo

u € H'(Q) é definida por:

| v "HI - J(u | u >yt

ou seja,

172

I
~
o~

B \2
u = (D'u) ds )
I, I,

O espago vetorial HI(Q), com a métrica introduzida acima é um
espago de Hilbert.

Sejam V e H dois espagos de Hilbert sendo V um subespago de H.
Diz-se que V esta continuamente imerso em H quando | v "H sc | v [|vl

para toda v € V, sendo ¢ > 0 uma constante.
Proposigado: Quando Q ¢ um dominio, HI(Q) esta continuamente imerso

em C°(2), onde C°(f1) & o espago de Banach das fungdes

reais continuas em Q, com a norma do maximo.
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Em virtude da continuidade da imersfo de HI(Q) em Co(ﬁ), diz-se,

por abuso de linguagem, que as fungdes de H'(Q) sdo continuas em f.
Proposigédo: D(Q) é denso em H;(Q).

A importancia destes dltimos resultados estd em dols pontos
principais: em primeiro 1lugar, as funcgdes teste com as quais
construimos solugdes aproximadas —— embora nfo sejam suficientemente
regulares no sentido classico — s@o perfeitamente aceitaveis do ponto
de vista de derivadas no sentido fraco (ou no sentido das
distribuig¢des); e, em segundo lugar, os refinamentos levam (pelo menos

teoricamente) a aproximacdes melhores.

O TEOREMA DO TRAGCO

Os elementos de H'(Q) pertencem a 1%(n). Como tais, a eles estéo
associadas distribuigdes, e estas possuem derivadas de todas as ordens
no sentido das distribuigdes.

Nosso objetivo aqui, é caracterizar Hﬁ(ﬂ).

J4 sabemos que os elementos de H'(Q) sfo funcdes do 13(Q) com
propriedades\adicionais; a partir dessa caracterizacio de H (R), n#o
tem sentido questionarmos os valores de uma fungdo f € Hi(ﬂ) em 8Q pois
sendo f € LZ(Q), f pertence a uma classe de equivaléncia de fungdes e
difere dos outros elementos dessa classe em um conjunto de medida nula
e, 8Q é um conjunto de medida nula. Mais, as fungdes de H' (@) podem ser
pensadas como fungdes uniformemente continuas, entdo, dada uma fungéo
de H'(Q) podemos modificar seus valores num conjunto de medida nula de
modo a tornéd-la uma fungdo uniformemente continua.

Definamos: uma fungdo f pertence a Ck(ﬁ) se possuir uma extenséo

T e C*(%), onde o aberto & > Q.
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Teorema do Trago: Seja Q1 ¢ R" um aberto limitado, cuja fronteira
8Q & uma superficie de classe C2. Entdo existe

um Unico operador linear
1 2
v : H(Q) :—> L°(89),

chamado operador tracgo, tal que, se f € Cl(n),

entdo of = flan.

Tem-se alnda:
(1) | of [12(5g) =€ I £ lgtq) ¢

(ii) Ker () = u;(n).

Observagdo: Pode-se verificar que o operador ¥ ndo é sobre LZ(BQ).
De fato, tem-se y ( H(Q) ) = H'72(89) onde H'%(89) < L%(892) é um dos
chamados espagos de Sobolev de ordem fracionaria (ver Moura [18]).

0 ESPAGO L3(I;V)

Considere-se, finalmente, um espago de Hilbert separavel X e um

intervalo fechado I = [0,T]. Representa-se pc;r‘ L2(I;X) o espago das
fungdes u definidas em (0,T) com valores em X tals que (u(t)|§>x seja
mensurdvel para todo £ € X e tal que | u(t) “x pertenca a L3(1).

Define-se em L2(I;X) a seguinte estrutura Hilbertiana

T
<ulv >, = J < u(t)] v(t) > dt
L°(I;X) o

T

2
| u | = J | utt) |, at.
L2(I;X) 0 X
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Esta ¢ exatamente a estrutura dos espagos utilizados
encontrar e aproximar as solugdes nos capitulos II, III e IV.
Podemos verificar que se u € L2( I; H;(Q)) entéo
t — < ult)] v>elL?0,T) e
t —> A(u(t),v) e L%(0,T).
Ainda, sendo f € L2(I;L2(Q)), obtem-se
t — f(t) | v>e L%(0,T).
Resulta, portanto, que as derivadas presentes em

gg <ult) [v> + A(ult),v) = <LKf(t)|v>, VYV ve H;(Q)

fazem sentido em D’ (0, T).

Com isso encerramos o Apéndice A.
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APENDICE B
INTRODUCAO

Este Apéndice apresenta os programas utilizados na resolugdo do
modelo do Capitulo III, os programas referentes ao Capitulo II seguem
exatamente a mesma linha de raciocinio e por esse motivo seréo
omitidos.

Resolvemos as integrais envolvidas no problema com a ajuda do
software MATHEMATICA, desse modo, o programa WINTEG esta na>linguagem
desse software; os demais programas estfo em linguagem FORTRAN.

O que determina o uso do Upwind siio os parametros "dax e day" do
programa WINTEG. Se esses parametros forem considerados nulos o
programa sera reduzido ao caso standard, caso contrario o Método Upwind

sera aplicado.

PROGRAMAS

Programa Winteg

(* Este programa resolve as integrais envolvidas no modelo do Capitulo
111 montando as respectivas submatrizes de rigidez *)

Clear[wdispl, wdisp2, wdif1, wdif2, wcox, wcoy,
wdisl,wdisz,Idxwll,Idel,Idyw31,Idy11,Idxw12,Idxw22,Idyw32,Idyw12]

(* Parametros:
N1 nimero de pontos em x
N2 numero de pontos em y
xa limite inferior do intervalo em x
Xb limite superior do intervalo em x
ya limite inferior do intervalo em y
yb limite superior do intervalo em y
Hx comprimento de cada subintervalo em x
Hy comprimento de cada subintervalo em y
dax parametro do upwind na diregédo x
day parametro do Upwind na diregéo y *)

N1=20

N2=4
xa=0
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xb=1.9

ya=0

yb=0.3

Hx=(xb - xa)/(N1-1)
Hy=(yb - ya)/(N2-1)
dax=0.8

day=0.6

(* Fungdes base standard lineares para um tri&ngulo do tipo T, *)
Fill[x_,y_l:=1-x/Hx -y/Hy

Fi2l{x_,y_}:= x/Hx

Fi3llx_,y_l:

y/Hy

(* Fungdes base standard lineares para um triangulo do tipo T2 *)
Fil2[x_,y_l:=-1 + x/Hx + y/Hy

Fi22[x_,y_):= 1 - x/Hx

Fi32[x_,y_l:= 1 - y/Hy

(* Fungdes base Upwind para um triangulo do tipo T1 *)

willx_,y_] := (4 dax x/Hx) (x/Hx -1 +y/Hy) - (4 day y/Hy) (y/Hy -1 +x/Hx)
w21[x_,y_] := (-4 dax x/Hx) (x/Hx -1 + y/Hy)
w3llx_,y_1 := (4 day y/Hy) ( y/Hy -1 + x/Hx)

(* Fungdes componentes do gradiente das fungdes base Upwind para
um tri&ngulo do tipo Ti*)

dxwlllx_,y_] := (4 dax/Hx) ( 2 x/Hx -1 + y/Hy) -4 day y/(Hx Hy)

dxw21x_,y_] := (4 dax/Hx) (1 - 2 x/Hx - y/Hy)
dxw31l[x_,y_] := 4 day y/(Hx Hy)
dywllx_,y_J] := (4 day/Hy) ( 1- 2 y/Hy - x/Hx) + 4 dax x/(Hx Hy)

dyw21[x_,y_] := -4 dax x/(Hy Hx)
dyw31[x_,y_1 := (4 day/Hy) ( 2 y/Hy -1 + x/Hx)

(* Fungdes base Upwind para um triangulo do tipo T *)
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2
wi2[x_,y_l:=-4 dax (x/Hx -1) (x/Hx +y/Hy -1)+4 day (y/Hy -1) (y/Hy +x/Hx - 1)

w22(x_,y_] (4 dax) (x/Hx -1) (x/Hx +y/Hy - 1)

w32[(x_,y_] (-4 day) ( y/Hy -1) ( y/Hy +x/Hx - 1)

(* Fungdes componentes do gradiente das fungdes base Upwind para
um triangulo do tipo Tz*)

dxwl2[x_,y_] := (4 dax/Hx) ( -2 x/Hx -y/Hy +2) +4 day (y/(Hy Hx) -1/Hx)
dxw22[x_,y_] := ( 4 dax/Hx) ( 2 x/Hx + y/Hy -2)
dxw32[x_,y_] := 4 day (1/Hx - y/(Hx Hy))

(4 day/Hy) (2 y/Hy +x/Hx -2) +4 dax (-x/(Hy Hx) +1/Hy)

dywi2[x_,y_]

dyw22[x_,y_] 4 dax ( x/(Hx Hy) - 1/Hy)

(4 day/Hy) ( -2 y/Hy -x/Hx +2)

It

dyw32[x_,y_]

(* Integrais relativas ao termo de dispersio para um triéngulo do tipo
T *)
1

wdispl={NIntegrate[Filllx,y] wiilx,yl,{x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}],

NIntegrate[Filllx,y] w21(x,y],{x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}l,
NIntegrate[Filllx,y] w31[x,yl, {x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}],
NIntegrate[Fi21[x,y] wlillx,yl,{x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}l,
NIntegrate[Fi21[x,y] w21[x,yl,{x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}l,
NIntegrate[Fi21[x,y] w31lIx,yl, {x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}l,
NIntegrate[Fi31[x,y] willx,yl, {x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}l,
NIntegrate[Fi31[x,yl w21[x,yl, {x,0,Hx},{y,0,~(Hy/Hx) x + Hy}l,
Nintegrate[Fi31[x,y] w31[x,yl,{x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}1}

(* Integrais relativas ao termo de dispersio para um triéngulo do tipo
T.%)
2

wdisp2={NIntegrate[Fil12[x,y] wi2[x,y], {x,0,Hx}, {y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}},

NIntegrate[Fi12[x,y] w22[x,yl, {x,0,Hx},{y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}],
NIntegratel[Fil12[x,y] w32[x,y], {x,0,Hx},{y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}l,
NIntegratel[Fi22[x,y] wi2[x,y], {x,0,Hx}, {y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}l,
NIntegratel[Fi22[x,y] w22[x,yl,{x,0,Hx}, {y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}l,
NIntegrate[Fi22[x,y] w32[x,yl, {x,0,Hx}, {y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}1],
NIntegrate[Fi32[x,y] wi12{x,yl, {x,0,Hx},{y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}l,
NIntegratel[Fi32[x,y] w22[x,yl, {x,0,Hx},{y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}],
NIntegratel[Fi32[x,y] w32[x,y], {x,0,Hx},{y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}]}

wdisl=Partition[wdisp1, 3]
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wdis2-Partition{wdisp2, 3]

(* Integrais para composigfo do termo relativo a difus@o *)

Idxwll= NIntegrateldxwll[x,yl, {x,0,Hx},{y,0,~(Hy/Hx) x + Hy}]
Idxw21= NIntegratel[dxw21[x,yl}, {x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}]
Idywll= NIntegrate{dywl1l[x,y], {x,0,Hx},{y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}]
Idyw31= NIntegrateldyw31[x,y], {x,0,Hx}, {y,0,-(Hy/Hx) x + Hy}]
Idxw31= NIntegrate[dxw31[x,yl, {x,0,Hx}, {y,0, -(Hy/Hx) x + Hy}]
Idyw21= NIntegrate[dyw21[x,y], {x,0,Hx},{y,0,~(Hy/Hx) x + Hy}]

wdif1={{-Idxwl1/Hx - Idywl1/Hy, -Idxw21/Hx -Idyw21/Hy,-I1dyw31/Hy -I1dxw31/Hx},
{Idxwl1/Hx, Idxw21/Hx, Idxw31/Hx},
{1dywl1/Hy, Ildyw21/Hy, Idyw31/Hy} }

Idxwl2= NIntegrate[dxwl2[x,y], {x,0,Hx},{y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}]
Idxw22= NIntegratel[dxw22[x,y], {x,0,Hx}, {y, -(Hy/Hx) x + Hy,Hy}]
Idywl2= NIntegrate[dywi2{x,yl},{x,0,Hx},{y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}]
Idyw32= NIntegrate[dyw32[x,yl, {x,0,Hx}, {y, -(Hy/Hx) x + Hy,Hy}]
Idyw22= NIntegrate[dyw22(x,yl, {x,0,Hx},{y,-(Hy/Hx) x + Hy,Hy}]
Idxw32= Nlntegrate[dxw32[x,y], {x,0,Hx}, {y, -(Hy/Hx) x + Hy,Hy}]

wdif2={{Idxwl2/Hx + Idywi12/Hy, Idxw22/Hx +Idyw22/Hy, Idyw32/Hy +Idxw32/Hx},
{-Idxwl12/Hx,- Idxw22/Hx, -Idxw32/Hx},
{-I1dyw12/Hy, -I1dyw22/Hy,- Idyw32/Hy} }

(* Montagem dos termos de adveccgio *)

wecox = { {-(day-dax) Hy/6,-dax Hy/6, day Hy/6},
{{day-dax) Hy/6, dax Hy/6, -day Hy/6},
{0,0,0} }
weoy = { {-(day- dax) Hx/6, -dax Hx/6, day Hx/6},

{0,0,0},
{(day - dax) Hx/6, dax Hx/6, -day Hx/6} }

OpenWrite["wdisl.dat"]
Do [Write ["wdisl.dat",FortranForm[wdis1[[i, jl] 11,{i,1,3},{J,1,3} 1
Close["wdisl.dat"]

OpenWrite{ "wdis2.dat"]
Do [Write ["wdis2.dat",FortranForm{wdis2([i, jl1] 11,{1,1,3},{J,1,3} 1
Close["wdis2.dat"]

OpenWrite["wdifl.dat"]

Do [Write ["wdifl.dat",FortranForm{wdif1l[i, j11 11,{i,1,3},{J,1,3} ]
Close["wdifl.dat"]
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OpenWrite["wdif2.dat"]
Do [Write ["wdif2.dat",FortranForm{wdif2[[i,j}] 1),{1,1,3},{J4,1,3} 1
Closel["wdif2.dat"]

OpenWrite[ "wcox.dat"]
Do [Write ["wcox.dat",FortranForm[wcox[[i, j1] 11, {i,1,3},{J,1,3} ]
Close[ "wcox.dat"]

OpenWrite[ "wcoy.dat"]
Do [Write ["wcoy.dat",FortranForm[wcoyl[[1i, j1] 11, {i,1,3},{J,1,3} 1
Close[ "wcoy.dat"]

ESTE PROGRAMA RESOLVE O PROBLEMA DO CAPITULO III, ISTO E, MONTA
A MATRIZ DE RIGIDEZ A PARTIR DAS SUBMATRIZES DE RIGIDEZ GERADAS

PELO PACOTE MATHEMATICA E RESOLVE OS SISTEMAS LINEARES PELO ME-

TO DE CRANK-NICOLSON

SUBROTINAS

C

C

C

C

C

C

C

C

Cc

C

C

c

C

C

C

C UPCORD = MONTA A MATRIZ MALHA E A MATRIZ DAS COORDENADAS

C MUP = MONTA A MATRIZ DE RIGIDEZ E O VETOR INDEPENDENTE

C *DECSUP = DECOMPOEM A MATRIZ DE RIGIDEZ EM LU E RESOLVE 0OS

C SISTEMAS LINEARES

C

C ____________________________________________________________________________
C

C A = MATRIZ DE RIGIDEZ

C AA = MATRIZ AUXILIAR DO MET. DE CRANK-NICOLSON

C X = VETOR SOLUGAO PARA CADA INSTANTE DE TEMPO

c B = VETOR INDEPENDENTE (FONTE)

C XXB = VETOR AUXILIAR

C
C
C
C
C
C
C
Cc
C

DIF, DISP1, DISP2, CONVX1, CONVX2, CONVY1l, CONYZ2 = SUBMATRIZES DE
RIGIDEZ

PARAMETROS:
SIG = TAXA DE DECAIMENTO
ALFA = COEFICIENTE DE DIFUS&O
VX = COMPONENTE X DO VETOR DE ADVECGAO
VY = COMPONENTE Y DO VETOR DE ADVECGAO
XLMT, FMT = AUXILIARES

DT = SUBINTERVALO DE TEMPO
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COMMON NN, NTR, HX, HY, DT, NT

COMMON A(81,81), AA(81,81),X(81),B(81), XXB(81)

COMMON MALHA7(128,3), C(4,20),COORD(81,2)

COMMON DIF(3,3),DISP1(3,3),DISP2(3,3),CONVX1(3,3),CONVY1(3,3)
COMMON CONVX2(3,3),CONVY2(3,3)

COMMON SIG, ALFA, VY, XLMT, VX, FMT

DATA N1,XA,XB/ 20,0.0EQ, 1.8E+0/
DATA N2, YA,YB/ 4,0.0EO0,0.3E+0/

WRITE(*, *)’ENTRE COM O VALOR DA CONSTANTE DE DISPERSAO SIG’
READ(*, *)SIG

WRITE(*, *)’ENTRE COM O VALOR DA CONSTANTE DE DIFUSAO ALFA’
READ(*, *)ALFA

WRITE(*,*)’ENTRE COM O VALOR DA CONSTANTE DE CONVECCAO VY’
READ(*, *)VY

write(*,*)’ENTRE COM A CONVECCAO EM X’

READ(*, *)VX

WRITE(*, *)’ENTRE COM O EXTREMO INFERIOR DO INTERVALO DE TEMPO TA’
READ(*, *)TA

WRITE(*,*)’ENTRE COM O EXTREMO SUPERIOR DO INTERVALO DE TEMPO TB'
READ(*, *)TB

WRITE(*,*)’ENTRE COM O NUMERO DE PONTOS NO INTERVALO DE TEMPO NT’
READ(*, *)NT

WRITE(*, *)’QUANDO QUER DESLIGAR A FONTE A FONTE/SE NAC >=2’
READ(*, *)xLMT

WRITE(*, *)’NAO DESLIGAR=2,QDO DESLIGAR=1,DEPOIS DE DESLIGAR=0’
READ(*, *)FMT

CALCULO DE TOTALIZADORES A

NN E O NUMERO DE NOS DA MALHA, OU SEJA, E A DIMENSAO DA MATRIZ A
NN=N1*N2

NTR E O NUMERO DE TRIANGULOS DA MALHA
NTR=(N1-1)*(N2-1)*2

CALCULO DE PARAMETROS DE DISCRETIZAGAO

HX=(XB-XA)/(N1-1)
HY=(YB-YA)/(N2-1)
DT=(TB-TA)/(NT+1)

DO 5 I=1,NN
DO 5 J=1,NN
A(I,J)=0.0EO
AA(I,J)=0.0EO
B(I)=0.EO
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call UPCORD(N1, N2)
CALL MUP
CALL DECSUP(N2)

END

SUBROTINA QUE MONMTA A MATRIZ COORD DAS COORDENADAS DOS PONTOS
DA MALHA E A MATRIZ MALHA

SUBROUTINE UPCORD(N1,N2)

COMMON NN, NTR, HX, HY, DT, NT

COMMON A(81,81),AA(81,81),X(81),B(81), XXB(81)

COMMON MALHA7(128,3),C(4,20),COORD(81,2)

COMMON DIF(3,3),DISP1(3,3),DISP2(3,3),CONVX1(3,3),CONVY1(3, 3)
COMMON CONVX2(3,3),CONVY2(3, 3)

COMMON SIG, ALFA, VY, XLMT, VX, FMT

OPEN(UNIT=10, FILE="MALHA7. DAT’ , STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=11, FILE="DCORD. DAT’ , STATUS="UNKNOWN’ )

K=0
DO 20 IX=1,N1
DO 20 IY=1,N2
K=K+1
COORD(K, 1)=(IX-1)*HX
20 COORD(K, 2)=(IY-1)*Hy
WRITE(11, *) ((COORD(I,J),J=1,2),I=1,NN)

K=0

DO 10 I=1,N1-1

DO 10 J=1,N2-1

K=K+1

MALHA7(K, 1)=J+N2*(I-1)

MALHA7 (K, 2)=J+N2*1

MALHA7 (K, 3)=J+N2* (I-1)+1

K=K+1

MALHA7 (K, 1)=J+N2*1+1

MALHA7 (K, 2)=J+N2*(I-1)+1
10  MALHA7(K, 3)=J+N2*I

MALHA7(109, 2)=0

MALHA7(110,1)=0

MALHA7(110,3)=0

MALHA7(111,2)=0

MALHA7(112,1)=0

MALHA7(112,3)=0
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MALHA7(113,2)=0
MALHA7(114,1)=0
MALHA7(114,3)=0

WRITE(10, *) ((MALHA7(I,J),J=1,3), I=1,NTR)

CLOSE(UNIT=.3)
CLOSE(UNIT=11)
END

SUBROTINA QUE MONTA A MATRIZ DE RIGIDEZ A, A MATRIZ AUXILIAR AA E
O VETCOR B

SUBROUTINE MUP

COMMON NN, NTR, HX, HY, DT, NT

COMMON A(81,81), AA(81,81),X(81),B(81), XXB(81)

COMMON MALHA7(128,3),C(4,20),COORD(81,2)

COMMON DIF(3,3),DISP1(3,3),DISP2(3,3),CONVX1(3,3),CONVY1(3,3)
COMMON CONVX2(3,3),CONVY2(3,3)

COMMON SIG, ALFA, VY, XLMT, VX, FMT

DIMENSION WDIF1(3,3),WDIF2(3,3), WCOX(3, 3), XCoY(3,3),WDIS1(3,3)
DIMENSION WDIS2(3,3)

OPEN(UNIT=1, FILE="DIF.DAT’, STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=2, FILE='DISP1. DAT’, STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=3, FILE="DISP2. DAT’ , STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=4, FILE="CONVX1. DAT’ , STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=5, FILE="CONVY1. DAT’ , STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=6, FILE="CONVX2. DAT’ , STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=7, FILE="CONVY2. DAT’ , STATUS="UNKNOWN’ )

DO 10 1-=1,3

DO 10 J=1,3

READ(1, *)DIF(I,J)

READ(2, *)DISP1(I,J)

READ(3, *)DISP2(I1, J)

READ(4, *)CONVX1(I1,J)

READ(S, * )CONVY1(I,J)

READ(S6, *)CONVX2(1, J)
10 READ(7,*)CONVY2(I,J)
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820

17

27

CLOSE(UNIT=1)
CLOSE(UNIT=2)
CLOSE(UNIT=3)
CLOSE(UNIT=4)
CLOSE(UNIT=5)
CLOSE(UNIT=6)
CLOSE(UNIT=7)

TERMOS DO UPWIND

OPEN(UNIT=31, FILE="WDIF1. DAT’ , STATUS=" UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=32, FILE='’WDIF2. DAT’ , STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=33, FILE="WDIS1.DAT’, STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=34, FILE="WDIS2. DAT’ , STATUS=" UNKNOWN" )
OPEN(UNIT=35, FILE=" WCOX. DAT’ , STATUS="UNKNOWN’ )
OPEN(UNIT=36, FILE="WCOY.DAT’ , STATUS=" UNKNOWN’ )

DO 820 I=1,3

DO 820 J=1,3

READ(35, *)WCOX(I, J)

READ(36, *)WCOY(I,J)

READ(31, *)WDIF1(I,J)
READ(32, * )WDIF2(1,J)
READ(33, *)WDIS1(I, J)
READ(34, *)WDIS2(I,J)

CLOSE(UNIT=31)
CLOSE(UNIT=32)
CLOSE(UNIT=33)
CLOSE(UNIT=34)
CLOSE(UNIT=35)
CLOSE(UNIT=36) >

OPEN(UNIT=20, FILE=" PARAM. DAT’ , STATUS=" UNKNOWN’ )

WRITE(20, 17)ALFA, SIG, VX, VY

FORMAT(’ ALFA= ’,F8.6,’SIG= ’,F8.6,’VX= ’',F8.6,’VY= ’,F8.6)
WRITE(20, 27)NT, DT, HX, HY

FORMAT(’NT= ’,F8.6," DT= ’,F8.6," HX= ’,f8.6," HY= ’,f8.6)
CLOSE(UNIT=20)

FORMAGAO DA MATRIZ A E AA LEVANDO OS TERMOS LOCAIS PARA SUAS
RESPECTIVAS POSIGOES GLOBAIS.

DO 130 K=1,NTR
IR=K - 2*(K/2)
DO 140 I=1,3
IL=MALHA7(K, I)
IF(IL.NE.O)THEN
DO 150 J=1,3
IC=MALHA7(K, J)
IF(IC.NE.O)THEN
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150

140
130

IF(IR.EQ. 1)THEN

-XY=(ALFA*DIF(I, J)+SIG*DISP1(I, J)+{VY*CONVY1(I,J)+VX*CONVX1(I,J)))

XY=(DT/2)*XY
XW= ALFA*WDIF1(I,J) + SIG*WDIS1(I,J)+ VX*WCOX(I,J)+ VY*WCOY(I,J)
XW= DT*XW/2
A(IC,IL)=A(IC,IL) + DISP1(I,J) + XY +WDIS1(I,J) + XW
AA(IC, IL)=AA(IC,IL) +DISP1(I,J) - XY + WDIS1(I,J) - XW
ELSE
XY=(ALFA*DIF(I, J)+SIG*DISP2(I,J)+VY*CONVY2(I, J)+VX*CONVX2(I,J))
XY=(DT/2)*XY
XW=ALFA*WDIF2(I,J) + SIG*WDIS2(I,J) + VX*WCOX(I,J)+ VY*WCOY(I,J)
XW=DT*XW/2
A(IC,IL) = A(IC,IL) + DISP2(I,J) +XY + WDIS2(I,J) + XW
AA(IC,IL) = AA(IC,IL) +DISP2(I,J) - XY + WDIS2(I,J) - XW
ENDIF
ENDIF
CONTINUE
ENDIF
CONTINUE
CONTINUE

FORMAGAO DO VETOR B DA FONTE
B(3)=DISP1(3,1) + WDIS1(3,1)

B(4)=DISP1(3,3) + DISP2(1,2) + DISP2(2,2)
B(4)=B(4) +WDIS1(3,3) + WDIS2(1,2) + WDIS2(2,2)

B(7)=DISP1(3,2) + DISP2(1,3) + DISP2(2,3) + DISP1(3,1)
B(7)=B(7)+WDIS1(3,2)+WDIS2(1,3)+WDIS2(2,3)+WDIS1(3,1)

B(8)=DISP2(1,1) + DISP2(2,1) + DISP1(3,3) + DISP2(2,2)
B(8)=B(8) +WDIS2(1,1)+WDIS2(2, 1)+WDIS1(3,3)+WDIS2(2,2)

B(11)=DISP1(3,2) +DISP2(2,3) + WDIS1(3,2) + WDIS2(Z2,3)
B(12)=DISP2(2,1) + WDIS2(2,1)

END

SUBROTINA QUE DECOMPOE A MATRIZ A EM LU E RESOLVE O SISTEMA
LINEAR LUx=B.

SOLI = MATRIZ QUE GUARDA OS VETORES SOLUGAO EM CADA LINHA
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ann

SUBROUTINE DECSUP(N2) . ‘

DIMENSION XLU(81,81),BB(81),SOLI(40,80)

COMMON NN, NTR, HX, HY, DT, NT

COMMON A(81,81), AA(81,81),X(81),B(81), XXB(81)

COMMON MALHA7(128,3),C(4,20),COORD(81,2)

COMMON DIF(3,3),DISP1(3,3),DISP2(3,3),CONVX1(3,3),CONVY1(3,3)
COMMON CONVX2(3,3),CONVY2(3,3)

COMMON SIG, ALFA, VY, XLMT, VX, FMT

DO 42 I=1,40
DO 42 J=1,80
42 SOLI(I,J)=0.

DO 30 I= 1,NN-N2
30 XLu(i,I)=A(1,I)
DO 40 I=2,NN-N2 ,
40 XLU(I,1)=A(I,1)/XLU(1,1)
DO 50 I=2,NN-N2
S5=0.
DO 60 K=1,I-1
60 S=S + XLU(I,K)*XLU(K,I)
XLU(I, I)=A(I,I)-S
IF(I.LT. (NN-N2)) THEN
DO 80 J=I+1,NN-N2
5=0.
DO 100 K=1,1I-1
100 S=S + XLU(I,K)*XLU(K,J)
90 XLU(I,J)=A(I,J)-S
DO 110 K=I+1,NN-N2
S=0
b0 120 KL=1, I-1
120 S=S+XLU(K, KL)*XLU(KL, I)
110 XLU(K, I)=( A(K,I)-S )/XLU(I,I)
ENDIF
50 CONTINUE

PARTE QUE FAZ A RESOLUGAO DO SISTEMA LINEAR LUx=B
OPEN(UNIT=8, FILE="X. DAT’ , STATUS=" UNKNOWN" )

DO 32 I=1,NN

32 BB(I)=B(I)
READ(8, *) (X(1i),i=1,NN)
WRITE(*, *)(X(I), I=1,NN)
LT=(NT+1)*XLMT
DO 320 K=1,nt+1
T=((K-1)+0.5)*DT

SUPONDO QUE A FONTE POLUIDORA SEJA DESLIGADA
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IF(K.EQ.LT+1)THEN
DO 510 I=1,NN

510 BB(I)=1/2*BB(I)*FMT
ELSE
IF(K.GT.LT+1)THEN
DO 500 I=1,NN

500 BB(I)=0.0
ENDIF
ENDIF
BB(3)=(DT/2)*(T/(10+T))*B(3)
BB(4)=(DT/2)*(T/(10+t))*B(4)
BB(7)=(DT/2)*(T/(10+T))*B(7)
BB(8)=(DT/2)*(T/(10+T) )*B(8)
BB(11)=(DT/2)*(T/(10+T))*B(11)
BB(12)=(DT/2)*(T/(10+T))*B(12)

DO 300 I=1,NN
S=0
DO 310 J=1,NN
310 S=S + AA(I,J) * X(J)
XXB(I)=BB(I) + S
300 CONTINUE

X(1)=XXB(1)
DO 180 I=2, NN-N2
=0
DO 170 J=1,1I-1
170 S=S + XLU(I, J)*X(J)
180 X(I)=XXB(I)-S
X(NN-N2)=X(NN-N2}/XLU(NN-N2, NN-N2)
DO 200 I=NN-N2-1,1,-1
S=0 A
DO 190 J=I+1,NN-N2
180 S=S + XLU(I,J)*X(J)
200 X(I)=( X(I)-S )/XLU(I,I)
DO 800 I=1,NN
900 SOLI(K, I)=X(I)
320 CONTINUE

OPEN(UNIT=8, FILE=" DADOS5. DAT’ , STATUS=" UNKNOWN" )
DO 1 I=1,NT+1
DO 1 J=1,NN

1 WRITE(9, *)SOLI(I,J)

CLOSE(UNIT=8)
OPEN(UNIT=8, FILE="X. DAT’, STATUS="UNKNOWN’ )
DO 350 I=1,NN

350 WRITE(8,7)X(1)
7 FORMAT(E18.6)
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CLOSE(UNIT=8)
CLOSE(UNIT=8)

END
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