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Introducao

Um cédigo linear de comprimento n e dimensao k é um subespaco vetorial de dimenséo k de IF;", onde
JF, denota o corpo finito com g elementos. A distincia minima de um c¢6digo é o niimero minimo de
lugares em que duas palavras distintas do cédigo diferem.

Neste texto estaremos interessados em um tipo especial de cddigo linear, os cddigos de Goppa e no
conceito de Lacunas de Weierstrass, estas podendo ser utéis para se estimar a distdncia minima destes
cédigos.

A teoria de cédigos possui varias ramificagbes que utilizam conceitos matematicos bastantes diversos,
como por exemplo, Teoria dos Numeros, Teoria dos Grupos, Combinatéria, Geometrias Finitas e Ge-
ometria Algébrica. Os Cédigos Geométricos ou cédigos de Goppa como sdo mais conhecidos, combinam
Geometria Algébrica e Teoria de Cédigos. Este carater interdisciplinar, que faz isto tio bonito, foi pro-
posto, inicialmente, por V.D.Goppa no artigo Codes associated with divisor- Problems of Information
Transmission, 1977 .

A principal ferramenta, para esta combinag¢éo tio bem sucedida, sdao os Corpos de Fungoes Algébricas
F sobre um corpo K, que sao , extensdes algébricas de grau finito sobre o corpo de Fungbes Racionais
K (z). Os corpos de fungées algébricas podem ser estudados de diferentes pontos de vista, mas nossa idéia
aqui é dar uma exposigdo puramente algébrica dos mesmos. Seguindo os passos de [4] comecamos, no
Capitulo 1, apresentando as defini¢des e os principais resultados sobre Corpos de Funcbes, que servirao
de base para este trabalho. Ainda neste capitulo obteremos o teorema de Riemann-Roch objeto basico
para estimarmos os parametros dos c6digos geométricos, basicos também para a obtencéo das lacunas
de Weierstrass, que definimos e apresentamos as principais propriedades no final do capitulo.

Utilizando os divisores de um corpo de fungoes e o teorema de Riemann-Roch, definimos no Capitulo
2 os cédigos de Goppa. Utilizando o corpo de fungoes racionais IF ¢(z)/IF; apresentamos alguns exemplos
dos cddigos de Goppa.

Estes c4digos geometricos que a partir dos trabalhos de V.D.Goppa, tem encontrado varios adeptos
nos meios académicos, possuem ”bons” parametros e em particular estaremos interessados em encontrar
cotas inferiores para a distancia minima. Para isso, seguindo os passos de [2], apresentamos no Capitulo
3, os teoremas principais que mostram como as lacunas de Weierstrass podem ser de grande utilidade
no calculo da distancia minima dos cédigos de Goppa .

Apresentamos uma aplicacdo dos resultados aqui obtidos para uma classe dos cédigos de Goppa
baseados em curvas Hermitianas, introduzidas por H.Stichtenoth [5].

Gostariamos de mencionar que o estudo bésico sobre corpos de fungoes e cédigos de Goppa foi baseado
no excelente texto [4]. O estudo relativo as lacunas, para se melhorar os parametros de certos c6digos
de Goppa, foi baseado em {2] .

Campinas, outubro de 1997.



Capitulo 1

Sobre Corpo de Funcoes Algébricas
e 0 Teorema de Riemann - Roch

1.1 Corpo de Fungoes e Lugares

Definigao 1.1.1 Um corpo de fungoes algébricas F/K em uma varidvel sobre K (corpo ar-
bitrdrio) é uma extensdo de corpos K C F tal que F € uma extensdo algébrica finita de K (x) para algum
elemento x € F transcendente sobre K.

Observagao 1.1.2 Para simplificar, vamos nos referir a F/ K apenas por corpo de fungées. O conjunto
K :={z € F/z é algébrico sobre K} ¢ um subcorpo de F, uma vez que a soma, o produto e o inverso de
elementos algébricos também sao algébricos. K é chamado corpo das constantes de F /K. Temos que
K C K C F, e é facil verificar que F/K ¢ corpo de fungdes sobre K. Dizemos que K é algébricamente
fechado em F (ou que K é corpo completo de constantes de F)se K = K.

Observagao 1.1.3 Os elementos de F' que sao transcendentes sobre K podem ser caracterizados por:
z € F é transcendente sobre K se e somente se [F : K(z)] < 00 .

Exemplo 1.1.4 Um exemplo simples de um corpo de fungbes é o corpo de fungées racionais; F/K
¢ chamado racional se F = K(z) para algum z € F transcendente sobre K. Qualquer elemento
0 # 2z € K(z) possul uma representac¢io inica

z :d.H pi(z)™, (1.1)

onde 0 # a € K , p;(z) € K[z] sao monicos, irredutiveis, distintos dois a dois, i € {0,1,...,n}en; € Z.

Observagao 1.1.5 Um corpo de fungdes arbitrdrio F/ K ( néo necessariamente racional ) € representado
em geral como uma extensdo ( de corpos ) algébrica simples de um corpo de fungdes racionais K(z), isto
¢, F = K(z,y) onde (y) = 0 para algum polinémio irredutivel o(T) € K (z)[T].

Se F/K ¢é um corpo de fungdes nao racional, nao é tao claro, que qualquer elemento 0 # z € F
admite uma decomposicdo em irredutiveis andloga & equagao (1.1); de fato, nem mesmo sabemos 0 que
é um elemento irredutivel de F.

Outro problema relacionado com a representagio (1.1) é o seguinte: dados os elementos ag,...,an €
K, achar todas as fungdes racionais f(z) € K(z) com um nimero predeterminado de zeros (ou polos)
em aj,...,an. A fim de formular esses problemas adequadamente, para corpos de fungdes arbitrarios,
vamos introduzir as no¢bes de anel de valorizacgio e de lugar.



Definicao 1.1.6 Um anel de valorizagao do corpo de fungies F/K € um anel O C F com as sequintes
propriedades:

1. KGOGF.
2.VzeF, z€0 ouz"!eO.

Observacao 1.1.7 Esta definigdo é motivada pela seguinte observacao no caso de um corpo de funcgoes
racionais K(z): dado um polinémio irredutivel p(z) € K[z], considere o conjunto:

Opier = {%ﬂ 1(@),9(2) € Klz], plz) Xe(z) } |

Temos que Op(,) ¢ anel de valorizagdo de K(z)/K.! Note que se ¢(z) é um outro polinémio
irredutivel, entdo Opp) # Og(a)-

A préxima proposicao tem uma demonstragao bastante simples e deixaremos de apresenté-la aqui.
Proposigao 1.1.8 Seja O um anel de valorizacdo do corpo de fungées F/K. Entédo:
(a) O é um anel local, i.e., O possui um tnico ideal mazimal P = O\O*, onde

O'={z€0|3weO0; :w=1}
€ o0 grupo das unidades de O.

(b) Para 0#z€F,z€ Pz ¢0.
(c) Para o corpo K das constantes de F/K temos K C O ¢ KN P = {0}.

O Lema abaixo é essencial na demonstracao do préximo Teorema.

Lema 1.1.9 Seja O um anel de valorizagdo do corpo de fungdes algébricas F/K, P seu ideal mazimal
e0#z € P. Se z1,22,...,2, € P sdo tais que 21 =z e x; € x4 P parai = 1,2,... ,n — 1 entdo,
temos n < [F : K(z)] < o00.

Dem. :
Dos resultados (1.1.3) e (1.1.8.(c)), segue que [F : K(z)] < oo. Para que n < [F: K(z)] basta mostrar
que {z1,z2,...,Tn} sdo linearmente independentes sobre K(z). Suponha que }_; ¢;.z; = 0, com algum

@i # 0e p; € K(z). Como cada ¢; é do tipo ﬁ% e estamos num dominio de integridade, entio,
podemos supor que y; € K[z],Vi = 1,2,...,n e que £ nao divide todos eles. Seja a; = ¢;(0) e defina
j€{1,2,...,n} tal que a; # 0 e a; =0 Vi > j. Assim, z/¢;,Vi > j. Entao, obtemos:

1
e KGO: tomea € K,a= $ = a € Oyz); to<me y= m‘m9 como p(z) Xp(z) + 1, entdo v € Op)\ K.
® Opz) GF=K(2) : 555 € K(@)\Opa)-
¢ V2€EF, 2€ Opzy ou 27" € Oyyy: tome 2 € F, entéo z = %’3 onde f(z) = p(x)™f(z) , 9(z) = p(z)"g(z) com
P(@) Af(@), 3()ilogo z = pla)™~" £, entio
—sem—n2>0=2€ Op)-

-sem-—n>0=>2""€ Oy



—QiTi = ) T (1.2)

i#]
Comor =1z, € P temos p; € 0, Yi =1,2,...,n; z; €z;P, i < je p; =zh;, i > j onde h;(z) € K|[z],
dividindo a equagao(1.2) por z;, obtemos :

I; et
—p; = Rl Zhiz:
¥ Z@Zj-*’z I i
i<J 1>
Logo, ¢; € P. Por outro lado, ¢; = a; + z.g; com g; € K[z] CO ez € P, logo
a; = p; —T.g; EPﬁKZ{O}

por (1.1.8), entdo a; = 0, contradicao. Portanto, os ¢; = 0 e 08 {z1,%2,...,2,} sdo li. logon < [F:
K (z)]
(]

Teorema 1.1.10 Seja O um anel de valorizagdo do corpo de fungées F/K e P seu inico ideal mazimal
. Entao:

(a) P € ideal principal.

(b) Se P = t0 entdo qualquer 0 # 2z € F tem representagdo inica na forma z = t".u para algumn € Z
u € 0*.

(¢) O é um dominio de ideais principais. Mais precisamente se P = t0 e {0} # I C O € um ideal,
entdo I =t"0O para algumn € IN.

Dem. :

(a) Suponha que P ndo seja principal e escolha 0 # z; € P. Logo ;0 ¢ P e assim existe 0 # z €
P\1;0. Logo z; & 210 isto é zp.x7' € O, por (1.1.8) z;'.z1 € P, ou seja, z; € x2P. De
maneira andloga existe z3 € P\r20 , entdo z3z;' € O, ou seja, z;'zo € P logo x5 € z3P ;
continuando por inducdo obteremos uma sequéncia infinita

z1,%2,Z3,... € P\{0}

tal que z; € z;41 P para todo 7, o que é um absurdo por (1.1.9).

(b) Como para qualquer z € F,
2€0 ou 271 €0,

basta tomar em cada caso :
m =maz{k| z € t*O (ou z7! € t*0) } .

(c) E obvio a partir de (b) .

Defini¢ao 1.1.11 (a) Um lugar P de F/K é o ideal mazimal de um anel de valoriza¢io O de F/K.



(b) Sete€ P, P umlugar de F/K e P € gerado port entdo dizemos que t é elemnento primo de P.
(c) IPp = {P| P € um lugar de F/K} .

Se O é um anel de valorizacdo de F/K e P um ideal maximal, entdo O é unicamente determinado por
P.2 Utilizamos a notagao Op para identificar o anel de valorizag¢ao do lugar P. Uma segunda descri¢ao
de lugares é dada através de valorizagio , para mostrar isto comecemos com a seguinte definigao.

Definicao 1.1.12 Uma valorizacdo discreta de F/K € uma fungdo v : F — Z U {00} com as
seguintes propriedades:

Luv(r)=c0<=z=0.

2. v(zy) = v(z) +v(y),Vr,y € F.

3. v(z +y) > min{v(z),v(y)}, Vz,y € F.
4. 3z€F comu(z) =1

5 v(a) =0,Y0#acK.

Observagao 1.1.13 Neste contexto, o simbolo 0o se refere a um elemento nio pertencente a Z.3 De
(2) e (4) segue que v é sobrejetiva. A propriedade (3) é chamada Desigualdade Triangular.

O seguinte resultado é conhecido como Desigualdade Triangular Estrita e tem uma prova
bastante simples, que omitimos aqui.

Lema 1.1.14 Seja v uma valorizagdo discreta de F/K e z,y € F com v(z) # v(y). Entdo
v(z +y) = min{ v(z), v(y) } .

Definigao 1.1.15 Para qualquer lugar P € IPr podemos associar uma fungdo vp : F — ZU {o0} dada
por: escolha t elemento primo de P; entdo todo 0 # z € F possui uma representa¢do da forma

z=t"u,u€O0p,n€Z.
Defina vp(z) =n e vp(0) = oo.

Esta defini¢do depende somente de P e nao da escolha de t .4
O nosso préximo resultado mostra que vp ¢é uma valorizacao discreta.

Teorema 1.1.16 Seja F/K um corpo de fungdes.

(a) Para qualquer lugar P € IPp, a fungdo vp definida acima € uma valorizagdo discreta de F/K. Além
disso, tem-se:

Op = {z€F|vp(z) 20}
Op = {z€F|up(z)=0}
P = {z€F|vp(z)>0}

Um elemento x € F € primo de P se € so se vp(z) = 1.

2De fato, conforme Proposicao (1.1.8) O = {2 € F|z~' ¢ P}.

3Talqueco+ o =o04+n=n+o0=00eo00>m; Ym,n € Z.

4De fato , se s é outro elemento primo de P, entdo P = tO = sO ; logo, t = sw, com w € Op. Portanto, t"u =
(s"w™)u = s"(w"u), com w"u € O*.



(b) Reciprocamente, suponha que v € uma valorizagdo discreta de F/K. Entdo o conjunto
P ={z € F|lup(z) > 0}

€ um lugar de F/K ¢
Op ={z € F|up(z) >0}

é o anel de valorizagdo correspondente.
(c) Qualquer anel de valorizagao O de F|/K é subanel préprio mazimal de F.

Dem. :
As provas de (a) e (b) sdo triviais e omitimos aqui.

(c) Seja O um anel de valorizagdo de F/K, P um ideal maximal de O, vp a valorizagao discreta
associada a P e z € F\(. Mostraremos que F = O[z]; para isto, tomemos V y € F, desde
que z € O temos vp(z~!) > 0. Logo vp(yz~*) > 0, k € IN suficientemente grande. Entdo ,
w=y2"1 €0, isto é,y =w.:z" € O[z].

(]

De acordo com o Teorema (1.1.16), um lugar, um anel de valorizagao e uma valorizacao discreta sdo
essencialmente a mesma coisa.

Observagao 1.1.17 Seja P um lugar de F/K e Op seu anel de valorizagio. Como P é ideal maximal, o
anel das classes residuais Op/P é um corpo. Paraz € Op definimos z(P) € Op/P como a classe residual
de £ médulo P; para z € F\Op definimos v(x) = oo (note que o simbolo oo tem aqui um significado
distinto daquele na definigao(1.1.12) ). Pela proposicao(1.1.8) sabemos que K C Op e KNP = {0}, de
modo que a aplicacdo Op — Op/P induz uma imersao canénica de K em Op/P. Assim, vamos sempre
considerar K como um subcorpo de Op/P através desta imersao. Observe que este argumento também
se aplica a K; logo, podemos considerar K subcorpo de Op/P.

Definicao 1.1.18 Seja P € IPp

,

(a) Fp = Op/P é o corpo de residuos do lugar P. A aplicagiéo = +— z(P) de F em Fp U {00} ¢
chamada aplicacdo de classes residuais com relacdo a P.5

(b) [Fp : K] é chamado grau de P e ¢ denotado por deg P. -
O grau de um lugar é sempre finito, para ser mais preciso vale o seguinte.

Proposigao 1.1.19 Se P ¢é um lugar de F/K ¢ 0 # z € P, entdo deg P < [F : K(z)] < oo.

Dem. :
Por (1.1.3) temos [F : K(z)] < oco. Agora basta mostrar que V 21,22,...,2, € Op, cujas classes
residuais z;(P), zo(P), ..., 2, (P) € Fp © sdo Li. sobre K, sdo l.i. sobre K(z). Suponha que exista uma

combinacio linear nao trivial

n
Z pizi =0 (1.3)
i

5Também usaremos a notagio = + P = x(P) para z € Op.
60Onde z;(P) = z; + P,Vi=1,2,...,n.



com ¢; € K(z). Podemos supor que 0s ¢; sao polinémios em z ( isto é, ; € K{z]) e nao todos divisiveis
por z,ie., ¢; =a; + z.g;,com a; € K,g; € K[z] e a; # 0 para algum j € {1,2,...,n} e portanto
¢; = a; mod P. Assim empregando a aplicagio residual médulo P em (1.3) temos:

n

0=0(P) =) wi(P)zi(P)=)_ a.z(P).
i=1

i=1
Como os z;(P) saoli. sobre K, temos a; = 0 Vi, 0 que é uma contradi¢do. Logo, 0s z; sdo l.i. sobre
K(z).
O

Corolario 1.1.20 O corpo K das constantes de F/K ¢ uma ertensdo de corpo finita sobre K.

Dem. :
Usaremos o fato que IPr # @, a ser provado mais adiante . Tome um P € IPp. Como K estd imerso
em Fp através da aplicagao residual Op — Fp, segue que [K : K] < [Fp : K] < 0.
a

Observacgao 1.1.21 No caso deg P = 1, temos Fp = K e a aplicagao das classes residuais leva F em
K U {oco}. Em particular, se K é um corpo algébricamente fechado, qualquer lugar tem grau um, de
modo que podemos ver um elemento z € F como uma fungao

Pr — KU({oc}

2P s (P).

(1.4)
Por isso F/K é chamado corpo de fungoes. Qs elementos de K, interpretados como fungdes no sentido
de (1.4), sdo fungbes constantes. Por essa razdo K é chamado corpo constante de F.

Definicao 1.1.22 Sejaz € F ¢ P € PPp.

(a) Dizemos que P é um zero de z se e so se m = vp(z) > 0, e neste caso diz-se que P € um zero
de ordem m de z .

(b) Dizemos que P é um polo de z se e so se —m = vp(z) <0, € neste caso diz-se que P é um polo
de z de ordem m.

A seguir estaremos preocupados em provar a existéncia de lugares em F/K.

Teorema 1.1.23 Seja F/K um corpo de fungées e R um subanel de F com K C R C F. Suponha que
{0} # I & R ¢ um ideal préprio de R. Entao existe um lugar P € IPr tal que I C P e RC Op.

Dem. :
Considere o conjunto F = {S| S é subanel de F com RC S e IS # 5} onde

IS ={ Z a,.s|a, €1, s, €8S}
finita

é um ideal de S.
Afirmamos que F é néo vazio, pois R € F e é indutivamente ordenado pela inclusao.
De fato, seja H C F um subconjunto totalmente ordenado; entéo,

1. T =U{S|S € H} é um subanel de F com RC T; pois, RC S,VSeF.



2. IT # T; de fato, suponhamos IT =T; como 1€ T existe a; € I, s; € T tais que

n

Zais,- =1.

i=1
Como H ¢ totalmente ordenado, existe Sp € H tal que sy,89,...,5, € Sp, logo

n
1= Za;.s,- €IS,
i=1
absurdo. Assim IT #T e T é uma cota superior de H, cadeia totalmente ordenada de F. Logo,
pelo Lema de Zorn, F contém um elemento maximal, isto é , existe um anel O C F tal que
RCOCF, I0 # 0 e é maximal com essas propriedades, isto é :
Se A€ F,ecom O CACF entio O = A; ou
se O GBCF entao IB = B.

Afirmagao : O é anel de valorizacdo de F/K. Pois como I # {0} e IO # O, tem-se I C O\O* .
Suponhamos que O nao ¢é anel de valorizagao; logo, existe z € F tal que z, z~! ¢ 0. Entdo, O & 0[2]
%O[z . Como O é maximal em F, tem-se O[z], O[z~!] € F, isto é, IO[z] = O[z] e IO[z71] =
O[z ou seja, existem ag, ay,...,an,bo,b1,...,b;n € IO tais que :

1 = ag+az+...+a,2" (1.5)
1 = bo+biz7 +.. . bz ™ (1.6)

Como IO # O, tem-se ap # 1 e by # 1. Tomemos as expressoes (1.5) e (1.6) com m,n minimais e
suponhamos n > m > 1. Mutiplicando (1.5) por (1 — bg) e (1.6) por a,z" obtemos:

(1-b) = (Q—-bolag+(1—bglarz+---+ (1 —bglanz" (1.7)
0 = (bp—Dapz® +bianz" '+ 4 bpapz""™ (1.8)
Somando as equagoes (1.7) e (1.8) chegamos & equagao:
1 = ((1=bo)ag+bo)+ -+ ((1=b=0)an_1+bra,)z"1 + ((1 — bo)an + (bg — 1)an) z"
A , N ’ N )
Co Cn—1 Cn

Notamos que os ¢; € 10, i € {0,1,...,n} ec, =(1—bolan + (bp — 1)a,) =0 .
Assim, 1 = cop+c12+- - -+cq12""! € O[2], contradizendo a escolha de n em (1.5). Portanto O é um anel
de valorizagao. Basta ent&o tomarmos o ideal maximal P C O, logo um lugar,onde I CPe R C Op.

- 0

Corolério 1.1.24 Seja F/K um corpo de funcdes, z € F transcendente sobre K. Entdo z possui pelo
menos um zero e um polo. Em particular, IPr # 0.

Dem. :
Consideramos o anel R = K[z} e oideal I = zK[z]. Pelo Teorema (1.1.23) hd um lugar P € IPr, com z €
P. Logo, P é um zero de z. Analogamente, para z~}, h4 um lugar Q € IPr,com z~! € Q. Logo, Q é
um polo de z. Em particular,IPr # @ , pois P, Q € IPp.
0

O corolério (1.1.24) pode ser interpretado como segue: Dado z € Ftal que z ¢ K de F/K, entdo z
fornece uma fungao ndo constante no sentido de (1.1.21).

Para um melhor entendimento de valorizagdo e lugares de um corpo de funcoes arbitrario damos, no
Apéndice A, uma idéia precisa destas nogdes no caso particular de um corpo de fungdes racional.



1.2 Independéncia de Valorizagoes

O principal resultado desta se¢do é o Teorema (1.2.1) da Aproximagao Forma Fraca ( que também ¢
conhecido por Teorema de Independéncia) . Este Teorema desempenha um papel significativo na nossa
teoria e principalmente nos resultados desta secao.

Teorema 1.2.1 (da Aproximacao Fraca) Sejam F/K um corpo de fungées, Py,...,P, € IPp
lugares de F/K dois a dois distintos , z;,...,z, € F ery,...,rn € Z. Entdo, eriste x € F tal que:

vp,(z —x;)=r;, parai=1,...,n.

Dem. :
Para simplificar, denotemos v; = vp,. A demonstracao deste teorema é construtiva e por isso a dividimos
em varios passos:

Passo 1: Existeu € F t.q. v1{u) >0 ev;(u) <0,i=2,...,n.

De fato, por inducéo, tomemos n = 2; como os anéis de valorizagio sio maximais,” temos que
Op, ¢ Op, ¢ Op, ¢ Op,. Logo, podemos tomar y; € Op,\Op, € y2 € Op,\Op,.
Entdo vi(y1) > 0, v2(y1) <0 e vi(y2) <0, va(y2) > 0. Seja u := y1/y2, entéo

{Ul(u) vi(yr) —vi(y2) > O
va(u) = wvalyr) —valye) < 0.

Suponha n > 2 e tome, por indugéo, y € F, tal que:

vi(y) >0, evi{u) <0, parai =2,...,n— 1. (1.9)

e se v,(y) < 0, acabou, tomamos u = y.

e suponhamos entdo que v,(y) > 0. Pelo caso n = 2, existe
z€F, v1(z) > 0ewvn(z) < 0. (1.10)

Considere 0s elementos u da forma v =y + 27, r € IN, tomemos r suficientemente grande
tal que rv;(z) # v;i(y), logo por (1.1.14) temos v;(u) = min{vi(y), rvi(z)}. Assim, de (1.9)
e (1.10) temos

i =1, vi(u) = min{ui{y), rvi(z)} >0

i=2,...,n, vi{u) = min{vi(y), rvi(z)} < 0.

Passo 2: Existew € F t. q. vy(w—1)>r e vi(w) >r;, 1 =2,...,n.
De fato, escolha u como no Passo 1 e tome w = (1 +u®)™! com s€ IN. w—-1= H#u -1=
—u® (1l + u")_1 , logo

vi(w — 1) = svy(u) —v1(1 +v®) = svy(u).®

Portanto, para s suficientemente grande, vy (w — 1) > r1 e vi(w) = —min{vi(1), s.vi(u)} > r;
pois, pelo passo 1, v;(u) < Oparai=2,...,n.

"Tecrema (1.1.16).
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Passo 3: Dados y1,...,yn € F, existe z € F com vi{z —y;) >r;parai=1,...,n.

De fato, tomemos s € Z tal que v;(y;) > s paratodoi, j € {1,...,n}. Basta tomarmos
s = min{vi(y;) | i, j € {1,...,n} }. Pelo Passo 2, existem wy,...,w, € F't. q. vi{w;—1)>r;—s
e vj(w;) > r; — s para j # i. Considerando z = E;’:] y;j-w; temos : -

n
zZ—yi = Z y; w; + yi(w; — 1) logo
i=1;4;

vi(yjw;) > s+ vi(w;) > s+ri—s=r
vilyi(wi — 1)) 2 s+vi(w;—1) > ry

Portanto vi(z — y;) > r; parai € {1,...,n}.

Prova do Teorema Dados z;,...,2, € F, ery,...,r, € Z, pelo Passo 3, existe z € F tal que
vi(z —z;) >r; ,parai = 1,...,n. A seguir, escolhemos z; € F tal que v;(2;) = r; (set; € Op é
elemento primo de Op, tomamos z; =t]' ). Para z;,...,2, € F, ainda pelo Passo 3, existe 2’ € F
tal que v;(z' — z;) > r; parai = 1,...,n. Segue que:

vi(2") = vi((2' - i) + z;) = min{vi(2' - 2), vi(2:)} = 1.
Agora, tomemos ¢ = z + 2’ :

vi(z - ;) = vi((z — z;) + 2') = min{vi(z — z;),vi(2') } = rs.

Através deste Teorema obtemos o seguinte Corolério.
Corolério 1.2.2 Todo corpo de fungées possui infinitos lugares.

Dem. :
Suponhamos que PP = {P,...,P,}. Tomez; = -+ =z, =0 e 71,...,7n € Z,comr; > 0, i =
1,...,n. Pelo Teorema (1.2.1) existe 0 #z € F t.q. vp{z) >0parai=1,...,n, ou seja, para todo
P; € IPr, temos que P; é zero de z. Logo por (1.1.8) = é transcendente sobre K. Entdo z é transcen-
dente sobre K e nédo tem polos. ) que é um absurdo pois, pelo corolario (1.1.24) todo transcendente
sobre K tem pelo menos um polo e um zero. 0O

Na se¢ao ( 1.4 ) mostraremos que um elemento 0 # z € F, transcendente sobre K, tem o mesmo

numero de zeros e polos, desde que estes sejam contados de maneira conveniente. A nossa préxima
proposi¢ao é um importante passo para a prova deste resultado.

Proposigao 1.2.3 Seja F/K um corpo de fungées e P;,...,P. € IPr zeros de ¢ € F'. Entao:

Y on(z)deg P, <[F: K(z)]
i=1

Dem. :
Simplificaremos a notacdo denotando: v; = vp,, fi = deg P, = [Fp, : K] e e; = vp,(z).
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1. Paracada i € {1,...,r}, existe t; € F, com v;(t;) = 1 e vx(t;) = 0 para k # 1.

De fato, fixado i, tome no teorema (1.2.1) z, =0, n=1,...,r; r; = 1ler, =0 paran #1i. Assim
existe t; € F tal que v, (t; —z,) =rp paran=1,...,r;isto é
- Ui(ti) = 1 y N = i
vnti) = {vn(t,') = 0, n#i (1.11)
Agora escolhemos, para cada i fixo, si,...,si5;, € Op, tais que s;1(F),...,si5,(P;) € Fp, sejam
Li. sobre K. Tomando no Teorema (1.2.1) r, =e, >0paran=1,...,7% z; =s;; ez, = 0 para

n#icom j€ {1,...,f;}. Entdo existe z;; € F para cada i fixoe 1 <j < f; tais que :
'U,‘(z,‘]' ~s,-,»):ei>0evn(z,-j)=e,, > 0. (1.12)

2. Afirmagao. Os elementos tfz;; € Fparai =1,...,r; 1< j < fie0 <a <e; sao li sobre
K(z).

Logo, fazendo a contagem destes elementos obtemos Y_|_, e;fi = Y.._, vi(z)deg P; elementos de F'

linearmente dependentes sobre K . Portanto

Z’U, )deg P; < [F : K(z)]

e a Proposicao fica demonstrada.

Prova da afirmagao :
Por contradi¢do suponhamos que existam ;j,(z) € K(z), ndo todos nulos, tais que :

fi ei—1

.
Z Z Z @ija(T) 87 25 =0 (1.13)
i=1 j=1 a=0

Tomando 0 m.m.c. dos g;je(z) € K(x) podemos supor que ¢;jo(z) € K[zr] e = Awpija(z) para

algum (i,j,a). Sem perdas na generalidade, vamos supor que tal tripla seja (k, j,a). Definimos ¢ €
{0,1,...,ex — 1} tal que:

z/prja(z) paraa<ceje€{l,...,fr} (1.14)
T Xpkje(z) paraalgum j e {1,..., fx} (1.15)

Notemos que @;;q(z) € K[z] C Op, paratodo! € {1,...,7}.1% Logo :
v(pija(z)) > Oparatodol € {1,...,7}. (1.16)

Multiplicando (1.13) por t. ¢ temos:

)
|
—

r

333

9Note que en = un(z) > 0 pois os P,’s sdo zeros de x .
0De fato, € P, C Op, € K C Op,, para todo 1 € {1,...,7}.

Gijatity2i; =0

i M
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Podemos escrever a equagao acima da seguinte maneira :

Ji ei—1 fi ei—1
Z Z rjal(T)ty Czij + ZZ Z Yija ()it zij =0 (1.17)
j=1 a=0 i#k j=1 a=0

Aplicando a valorizac¢do vx, em (1.17) temos :
1. parai # k:
Uk (Pija ()t t; “2i5) = vr(@ija(2)) + avk(ti) — cor(te) + vk (zij) > ex —c > 0.1

2. parai=k

(a) a<e:

Vk(Phja ()t " 2k5) = Uk(@rja(Z)) + (a — Q)ur(te) + vi(2k;) > ek +(a—c) > ex —c > 0.12
(b) a>e:
Uk(Prja (T)] " 2k;) = Uk (Prja(2)) + (@ — )ur(tr) + vi(zk;) 2 a —c > 0.

Reescrevendo (1.17) temos:

I fi ei—1
E‘pkic(z)zki == (Zz%at“ Zkj t+ ZZ Z Pijatity “zij) -
j=1 ] 1 asc i#k j=1 a=0
s
Por (1) e (2), temos que v(S) > 0 entdo

I ) I

Y oric(z)ze; € Px comisso Y wuje(z)(Px) 25 (Px) = O(Px).
j=1 j=1

Mas z¢; = (2kj —Sk;) +Sk; entdo zx;(Pe) = (2k; — 8k;)(Pi) + sk(Pr) , onde (zk; — sk;) (P) = 0(P) ,
pois vk (zxi — ski) > 0 por (1.12), logo zx;(Pk) = sx;j(Pk) . Notemos ainda que ¢gjc(z)(Px) = @ric(0),
pois pkjc(z) = g+ zgrjc(z) onde q € K, z € Pr e grjc(z) € K[z} C Op, logo zgijc(x) € Pi. Portanto

S
> 0kic(0)sk;(Px) = 0 com px;c(0) # 0 para algum j.'*
i=1

O que é um absurdo! Pois sx; séo Li. sobre K.

1! Utilizando os resultados de (1.11}), (1.12) , (1.16) e (1.14).

12Notemos que, por (1.14) ¢y jq(x) = zg(x), com g(z) € K[z] C Op, logo vk(¥ija(T) > ex e ainda vi(2k;) = vi(zi; —
Sk + 8k;) > min{ve(zi; — 8k;),Vk{sk;)}, mas vi(sk;) > 0 pois sx; € Op, e por (1. 1'2) temos vg(2zk; — Sk;) = 1% > 0,
portanto vk(zk]) > 0.

13Por (1.14) z ndo divide g () para algum j € {1,..., fx}.
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Coroldrio 1.2.4 Num corpo de funcées F/K, qualquer elemento 0 # £ € F tem somente um niumero
finitos de zeros e polos.

Dem. :

Tomemos 0 # z € F. Sez € K, £ nao tem zeros nem polos. Se z é transcendente, pela Proposicao
(1.2.3), seu nimero de zeros é < [F : K(z)]. Para os polos, repete-se 0 mesmo argumento com =} .
a

1.3 Divisores e o0 Teorema de Riemann

Pelo Corolério (1.1.20) temos que K, o fecho algébrico de K , ¢ uma extenséo finita de K. Podemos entao
considerar F' como um corpo de fungdes algébricas sobre K. Por esta razio vamos, a partir de agora,

supor que F/K denota um corpo de fungbes algébricas de uma varidvel tal que K é algébricamente
fechado em F.

Comecemos com algumas definicoes.

Definicao 1.3.1 (a) Um divisor de F/K é o elemento formal

D = Z np.P

PePpr
onde: np € Z enp = 0 para quase todo p.

(b) Seja D um divisor de F/K, definimos como suporte de D o seguinte conjunto

Supp D = {P € IPr |np #0}

(c) Um divisor D, da forma
; D = P,com P € IPp

é chamado de divisor primo de F/K.

(d) Para um lugar Q € IPr e um divisor D =Y p.p_np.P definimos o valor de D em Q por:
UQ(D) = ng .

(e) Um divisor D ¢ dito ser positivo, ou efetivo, se D > 0, ou seja vp(D) 2> 0 para todo P € IPf.

(f) O grau de um divisor D é definido por:

deg D = Z vp(D).deg P .
FPePy

Através destas defini¢oes formulamos as seguintes observagbes que néo demonstramos aqui pois
entendemos que sao triviais.

140u seja, np # 0 para um ntimero finito de lugares P € IPp.
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Observagao 1.3.2 1. Dois divisores D = Y. pcp. np.P ¢ D' = Y p.p ns.P podem ser adi-
cionados da seguinte forma:

D+D'= 3 np.P+ Y npP= 3 (np+np).P.
PePr PePr PecPyp

Com esta operagao o conjunto
Dp := {D | D é um divisor de F/K }
¢ um grupo abeliano ( livre ). Dr ¢é denominado grupo divisor de F/K.

2. Podemos escrever os elementos de D, como:

D= vp(D).P

Pes
onde S C IPr é um conjunto finito com SuppD C §S.

3. Podemos definir uma ordem parcial em Dp por:
D, <Dy <= ’Up(D]) < ’UP(DQ), VP ¢ IPre YDy, Dy € D .

4. A aplicacdo deg : D — Z ¢ um homomorfismo de grupos.

Pelo Corolario (1.2.4) qualquer elemento nido nulo z € F tem somente um nimero finito de zeros e
polos em IPp. Logo, faz sentido definir :

Definicao 1.3.3 Sejaz € F, 2 # 0 denotamos por Z ( respectivamente N ) o conjunto de zeros (
conj. de polos ) de z em IPr. Definimos entdo :

(x)o := Z vp(z).P, o divisor de zeros de z,
PeZ

()00 = Z (-vp(z)).P, o divisor de polos de z,
PeN

() = (z)o — (€)oo, 0 divisor principal de z.

Notemos que (z)o > 0 e (z)so > 0,!° portanto podemos escrever

()= Y vp(z).P (1.18)

PePyr

A seguinte observacdo segue imediatamente da proposi¢ao (1.1.8), do coroldrio (1.1.24) e do fato
geral de K ser algebricamente fechado.

Observacao 1.3.4 Os elementos 0 # z € F' que s30 constantes, ou seja z € K podem ser caracteri-
zados por :

t€K <> (£)=0.

15 L. vp(2)>0 <& PeZ
Pela definigao (1.1.22) temos z € F‘,{ vpi(2) <0 <= P EN

160 divisor nulo, denotado por 0, é definido naturalmente por 0 := EPEPF vp(0)P, com vp(0) = 0 para qualquer
Pe€ Pg.
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Definigao 1.3.5 O conjunto
Pr:={(z)|0#z € F}

€ chamado grupo dos divisores principais de F/K.
Observamos que Pr ¢ um subgrupo de Dr,}” logo podemos considerar o grupo quociente
Cr =Dr/Pr
que é chamado por grupo das classes dos divisores.

Para um divisor D € Dp, o elemento correspondente no grupo quociente Cr é denotada por [D], a
classe do divisor D. Com isto vamos definir a seguinte relacdo de equivaléncia.

Definicao 1.3.6 Dois divisores D, D' sdo ditos serem equivalentes, e escrevemos D ~ D', se
D) = (D],

isto é, eziste z € F\ {0} tal que D = D'+ (z).

Nossa préxima definigdo tem uma posi¢do fundamental na teoria de corpos de fungées algébricas.
Definigao 1.8.7 Para cada divisor A € Dr podemos definir o sequinte conjunto :

£(4) = {zeF|(z)>-A}u{0}.

que é conhecido como espago de Riemann-Roch.

Para um melhor entendimento da defini¢do anterior enunciaremos a seguinte observagao.

Observagao 1.3.8 Seja A € Dr. Entao os seguintes fatos podem ser provados trivialmente.

(a) Se:
A=Y "nP = m;Q;
i=1 =1

com n;, m; > 0, entdo L£(A) consiste de todos elementos z € F tais que:

(i) =z tem zeros de ordem pelo menos m; em Q;, para j=1,...,s.
(ii) = pode ter polos somente nos lugares Pi,..., P, e cada possivel polo P; tem ordem limitada
por n;,parat=1,...,r.

(b) z € L(A) se e somente se vp(z) > ~vp(A) para todo P € IPp.
(c) L(A) # {0} se e somente se existe A' € Dp;t.q. A’ ~ A com A’ > 0.8

'"DNe fato,
e Pr # 0, pois F/K corpo de fungdes logo existe o # z € F, transcendente sobre K.

¢ Seja qualquer z, y € F,comz #0ey # 0 t.q. (z), (¥) € Pr, por (1.18) temos:

)+ @)= Z vp(z)P + Z vp(y~ )P = Z vp(zy~ )P = (zy~") € Pr .

PePg PePE PePL

18L(A)# {0} <=3z € L(A)t.g () > —A<=> Tz € L(A)t.g. A+ (z) >0, logo e so tomar A’ = A + (z).
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Lema 1.3.9 Seja A € Dr. Entdo temos :
(a) L(A) é um K -subespago vetorial de F.
(b) Se A’ ~ A, entdo , L(A) ~ L(A").1S.

Dem. :
O item (a) € natural e nao demonstraremos aqui.

(b) Como A’ ~ A existe z € F, t.q. A' = A + (z), definimos entdo a aplicagéo:
p: L(A) —-— F
y — yz
e © esta bem definida e é claramente injetora.??
e ¢ ¢é uma transformagao linear. De fato, seja z, y € L(A) ea € K, logo
() elz+y) =(z+y)z=z2+yz=0(z)+0@).
(ii) w(az) = (az)z = a(z2) = ap(z)
Portanto ¢ : L(A) — Im(yp) é um isomorfismo de espagos vetoriais. Agora seja z € L£(A), temos
por (1.18) e (1.3.6) que
(zz)+ A =(@)+(2)+ A" = (z) + A > 0, poisz € L(A)

entdo (zz) + A' > 0 logo rz = p(z) € L(A'), ou seja Im(p) C L£(A'). Para qualquer y € £(A4'),
temos (y) > —A', mas A ~ A’ logo (y) > —A+(z),com 0 # 2z € F entao (y) — (z) =
(yz~') > — A, portanto yz~! € £(A) mas ¢(yz~") = (yz~')z =y, com isso y € Im(yp). Portanto
L(A') = Im(yp) e temos o resultado.

(]

O Lema abaixo d4 uma interpretacio dos Espacos de Riemann-Roch L, para alguns divisores em
particular.

Lema 1.3.10 Dado um divisor A € Dr temos :
(a) Se A=0 entdo L(0) =K.
(b) Se A< 0 entio L(A)={0}.

Dem. :

(a) Seja z € £(0) = {z € F|(r) > 0} pela observagao (1.3.8.b) vp(z) > vp(0) = 0 para todo

P € IPp, logo x nao tem polos em IPg , pelo corolario (1.1.24) z é algébrico sobre K, com isso

z € K e temos que K C L(0). Agora pela observacio (1.34),se 0 # z € K entdo (z) = 0.
Portanto £(0) = K.

(b) Suponhamos que £(A) # {0}, logo existe 0 # £ € L(A) entdo (z) > —A4 > 0, ou seja vp(z) > 0
para todo P € Supp(A) e vg(z) > 0 qualquer outro @ € IPp , por (1.3.4) = é transcendente
sobre K, notemos ainda que z nao possui polos, o que é impossivel por (1.1.24). O

191somorfismo de espagos vetoriais sobre K.
20De fato, seja z, ¥ € L(A), t.q. p(z) = p(y) &= T2 =Yz <= T = Y.
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A seguir vamos trabathar com varios K-espacos vetorias. A dimensao de cada espago vetorial E sera
denotada por dim E. Nosso préximo objetivo é mostrar que £(A) tem dimensao finita para qualquer
A€ Dp.

Lema 1.3.11 Sejam A, B divisores de F/K com A é B. Entdo temos L(A) C L(B) e
dim(L(B)/L(A)) < deg B — deg A .

Dem. :
A demonstragio de que £(A) C £(B) éimediata, notandoque A < B seesose —A > —B. Agora, como
A < B temos que vp{A) < vp(B) para todo P € IPr. Observe que por inducao basta mostrarmos
para o caso em que existe P' € IPr t.q. vp/(B) =vp(A)+1 e que vp(B) =vp(A) se P# P2
Agora, comovp : F = Z|J{oo} ¢ uma aplicagdo sobrejetiva, existe z € F t.q.
vp{z) =vp/(B) =vp(4A)+1.

Para todo = € L£(B) temos vp(x) > —vp(B) qualquer que seja P € IPp, em particular para
P', vp/(z) > —vp/(B) = —vp/(z) entdo

vp(z) +vp (2) =vp(z2) > 0.
Portanto zz € Op:. Com isso podemos definir :

Yv: L(B) -— Fp =0p/P
z +3 zz(P)=zz+ P

(i) ¥ é claramente K-linear.??
(ii) Ker(yp) = L(A). De fato, z € Ker(y)) se e sose ¢(z) = P', ou seja zz € P’ logo
vp(zz) = vp(z) +vpi(2) > 0,
mas vpr(z) = vp:(A) + 1 portanto vp(z) + vp (A) 2 0 ou seja
vp (z) > —vp (A4). (1.19)
Como Ker(y) C L(B), temos vp(z) > ~vp(B) para todo P € IPr. Por hipdtese
vp(B) = vp(A) paratodo P € IPfp excetoem P’ (1.20)

Por (1.19) e (1.20) temos que vp(z) > —vp(A4) para todo P € IPr. Logo Ker(y) C L(A). Agora,
seja z € L(A), notemos que

vp(z2) = vp(z) +vp (2) > —vp(A) +vpi(A)+1>0

ou seja ¢ € Ker(y). Com isto Ker(y) = L(A). Entao L(B)/L(A) = Im(y) C Fp. E
dim(L(B)/L(A)) = dim(Im(y)) < dim(Fp:), mas

dim(Fp') = [Fp: : K| = deg P' = deg B — deg A .

Portanto dim(L(B)/L(A)) < deg B — deg A.

21 Egte é 0 caso mais simples, o3 outros seguem por inducio sobre o numero de P’s t.q. vp(B) > vp(A). _
22],embrando que a soma de dois elementos em Op: /P’ é dado por (z+ P')+ (y+ P') = (+y) + P’ e que K é imerso
canonicamente em Op//P’.
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Como consequéncia imediata deste lema obtemos a seguinte proposicao.
Proposicao 1.3.12 Se Ay, A; € Dp, com Ay < Ay entao
deg A] —dim E(A}) < deg Ay —dim C(AQ) .

Dem. :
Como A; < A, pelo lema (1.3.11) temos que dim(L(A3)/L(Ay)) < deg A; — deg Ay, mas

dim(L(A2)/L(4A1)) = dim L(As) — dim L(A;)

e portanto vale a proposigao.

Proposicao 1.3.13 Para qualquer divisor A € Dp, o espaco L{A) é um espaco vetorial de dimensio
finita sobre K. Mais precisamente, se A= Ay ~ A_,2® com Ay e A_ divisores positivos, entdo:

dim L{(A) < deg Ay +1.

Dem. :
Seja A € D podemos escrever A = A, — A_ onde temos sempre que A < A, logo pelo Lema (1.3.11)
temos L£(A) C L(A4) entdo dim L(A) < dim L(A4) com isso e suficiente mostrar que

dim L(Ay) < deg Ay +1 .2
Agora, como 0 < A4y o Lema (1.3.11) nos garante que :
dim( L{A4+)/L(0)) < deg A4 — deg 0 = deg Ay

Por outro lado dim( L(A4)/L(0) ) = dim L(A4)—dim L£(0), como L(0) = K temos que dim L£(0) =
1. Portanto dim L£L(A4) < deg A4 + 1. o

A seguir daremos a definicio de dimensdo de um divisor, o célculo desta dimens@o é um dos mais
importantes problemas da teoria de corpos de funcdes algébricas.
Definicao 1.3.14 Para A € Dr, o numero inteiro dimA := dim L(A) é chamado dimensao do

divisor A.

Daremos agora uma resposta a questdo levantada na proposigao (1.2.3).

23Pela observacao (1.3.8(a)) podemos escrever

r a
A= anpi—zijj
i=1 j=t

[ —
Ay A

com ni, m; > 0, logo A4, A_ > 0 notemos ainda que sempre A < A4 no caso de A4 = O teremos ainda que A < A_'.
24Na verdade este fato vale para qualquer A € Dr com deg A > 0. Mostraremos este resultado depois do corolério
(1.3.16).
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Teorema 1.3.15 ( Igualdade Fundamental ) Todo divisor principal possui grau zero. Mais precisa-

mente : dado z € F\K e (z)o ( respect. (z)oc ) denotando os divisores de zeros ( respect. de polos )
de z. Entao :

deg (z)o = deg (T)oo = [F : K(z)]

Dem. :

Sejar € F/K,se xz € K entdo (z) = 0 e o teorema esta provado. Tomemos entao r € F\K pela
observagao (1.1.3) temos [F : K(z)] < 0o. Sejan = [F : K(z)] e tomemos

r

B = (T)o = Z(*UP.- (z)P),

i=1

onde Py,..., P, siotodosos polos de r. Pelo fato de K (z) = K(z™') e da proposigio (1.2.3) conseguimos

deg B = EUP‘ (z‘l)deg P <[F:K(z)]=n
i=1

Agora escolha uma base {ui,...,u,} de F/K(z) e tomemos um divisor C € Dp talque C >0
e (u;) > —C,parai =1,...,n considere o conjunto A = {z'u; |0 <i<tej=1,...,n} logo
#A=(+1)n.

(i) Afirmamos que os elementos de A sdo l.i. sobre K. De fato, suponhamos

n t
E E a,-j:zr’uj =0

j=1 i=0

coma;; € K,para0<i<tej=1,...,n,logo a;jz' € K(z),para0 <i<tej=1,...,n e

portanto
n

Z Z(a,-j:ci)uj =0

j=1i=0
o que é um absurdo, pois u; sdo Li..
(ii) ACL(tB+C).
De fato, vp(z'u;) = ivp(z) + vp(u;) para todo P € IPp, mas vp(u;) > vp(C) para qualquer

> —vp(B)=0 sePézerodex
P& Pr evplz) { = -vp(B) se Pépolodezx

entdo vp(z) > —vp(B) para todo P € IPp. Portanto
vp(c'u;) > —(tvp(B) + vp(u;)) = —vp(tB +C), VP € IPp .
Por (1.3.8.(b) ) z'u; € L(tB+C) para0<i<tej=1,...,n .

Por (i) e (ii) temos (t + 1)n < dim L(tB + C), mas dim L(tB + C) < deg (tB+C) + 1 por (1.3.13),*
entdo (t+ 1)n < tdeg B + deg C + 1, tomando ¢ = deg C obtemos

n—c—1<t(deg B~mn)

23Observe que o divisor tB+ C > 0.
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como n —c¢— 1 é fixo e t qualquer a expressdo acima sé é possivel se deg B > n. Portanto temos que
deg B = n. Com isso provamos que deg () = [F : K(z)]. Agora como (z)o = (z~!)s concluimos
que deg (z)o = deg (z7')oo = [F : K(z7!)] =[F : K(z)]. E o teorema esta provado.

- O

O corolério a seguir, devido ao teorema (1.3.15), fornece a dimensio de alguns divisores em particular.

Coroldrio 1.3.16 (a) Sejam os divisores A, A' € Df

com A ~ A'. Entdo, temos que dim A =
dim A' edeg A =deg A'.

(b) Se deg A< O, entdodim A=0.

(¢) Para um divisor A € D de grau zero, as seguintes afirmacées sGo equivalentes:
(i) A é principal.
(ii) dimA > 1.
(iii) dim A 1.

il

Dem. :

(a) Se A, A/ €Dp tq. A~ A entaoexistez € F, z # 0 tal que A' = A + (z). Pelo lema (1.3.9)
temos L£(A) = L(A") entdo dim A = dim A’. O deg A = deg A' + deg (x) = deg A’, pois pelo
teorema (1.3.15) se (z) ¢é principal entdao deg (z) = 0.

(b) Suponhamos que dim A > 0 entao L(A) # {0}, pela observagdo (1.3.8.(c) ) existe A’ € Dr com
A~A eA >0,por(a) deg A= deg A' >0 0 que é um absurdo.
(c¢) Seja A € Dp,com deg A =0.
(i) => (ii) Suponhamos que A seja principal, logo A = (z), onde 0 # z € F temos que (z71) =
—(z) = —A entdo z7! € £L(A) e portanto dim A > 1. :

(ii) = (iii) Suponhamos que dim A > 1, logo L£L(A) # {0} pela observagio (1.3.8.(c) ) existe
A" € Drp com A ' ~AeA >0. Por (a), deg A’ = deg A =0,como A' >0 e deg A' =0

entdo A’ = 0 logo A ~ 0, pelos lemas (1.3.9.(b) ) e (1.3.10) temos L(A) = £(0) = K,
portanto dim A =dim K = 1.

(iii) = (ii) Suponhamos dimA = 1, logo existe 0 # 2 € L(A) por definicdo (2) + A > 0, como
deg ((z) + A) = deg (z) + deg A = 0 pois (z) € principal e 0 deg A = 0 por hipétese, temos
(2) + A =0, ou seja A = (z~1) é portanto principal.

]

Observagao 1.3.17 Como mencionamos na proposi¢ao (1.3.13) temos que
dim A < deg A+ 1, para qualquer A € Dr com deg A > 0.

De fato, se dim A = 0, acabou. Entéo suponhamos que dim 4 > 0, logo por (1.3.8.(c) ) A ~ A’
para algum A’ > 0, portanto por (1.3.16) temos, dim A =dim A' <1+ deg A’ =1+ deg A.

Consideremos no exemplo a seguir o corpo de fungdes racional F = K(z) que é apresentado no
Apéndice A.
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Exemplo 1.3.18 Para 0 # z € K(z) tem-se z = agL&g, com a € K\{0}, f(:c),é(z:) € K[z] monicos e
relativamente primos. Sejam

f@ =11 ri@)™, 9@ =]] ai(=)™
i=1 =1

com p;(z),q;(z) € K[z] polindbmios ménicos irredutiveis distintos dois a dois. Entdo o divisor principal
de z em Dy ,) aparece da seguinte forma :

(2) =3 nP =Y m;Q; + (deg g(z) — deg f(2)) P ,
J=1

i=1
onde P; (respect. Q); ) sado lugares correspondentes para p;(z) (respect. g;(z)) conforme Apéndice A.
Além do mais, em corpos de func¢des arbitrario, os divisores principais servem como substitutos da

decomposi¢ao em polinémios irredutiveis que ocorrem em corpos de func¢des racionais.
A seguir mostraremos a existéncia de uma cota inferior para dimensao de um divisor.

Proposicao 1.3.19 Eziste uma constante v € Z tal que, para todo divisor A € D, vale o seguinte :
deg A —dim A <~ .28

Dem. :
Pelo coroldrio (1.3.12) temos que

deg Ay —dim A, < deg A2 —dim Aj (1.21)
para todo A;, A; € Dp, com A; < A,.
Agora, pela prova do teorema (1.3.15) podemos fixar ¢ € F\K e tomar B = (z)«, logo existe
C € D com C > 0 tal que
dim (tB+C) > (t+1).deg B (1.22)
para t > 0. Notemos ainda que por (1.3.11) vale
dim (tB+ C) —dim tB = dim (L(tB + C)/L(tB) < deg (tB+ C) — deg (tB) = deg C

ou seja

dim (tB + C) < dim (tB) + deg C (1.23)

Portanto por (1.22) e (1.23) temos dim (tB) + deg C > (t + 1)deg B = tdeg B + deg B mas
deg C =cedeg B =[F: K(z)] sao nimeros inteiros fixos. Tomando v =c¢— [F : K(x)] € Z temos

deg tB — dim (tB) <7, Vt > 0. (1.24)

26Um fato importante aqui é que ~ independe do divisor A, este depende somente do corpo de fungdes F/K.
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Afirmagao : Dado 4 € Dy, existem Ay, D € Dr e um inteiro t > 0 tais que, A < 4y, A, ~ D e
D < (tB).

Desta afirmagdo resulta a proposicao, pois de (1.21) temos deg A — dim A < deg A} — dim A, e
deg D — dim D < deg (tB) — dim (tB) . Por (1.24) deg (tB) — dim (tB) < v . Mas como A; ~ D
temos por (1.3.16) deg Ay — dim A; = deg D ~ dim D . Portanto deg A —dim A <~v,com vy € Z.

Prova da Afirmacao
Podemos sempre escolher 4; € Dr t.q. A < A; e A; > 0. Entao pelo lema (1.3.11) temos

dim (tB) — dim (tB ~ A;) =dim(L(tB)/L(tB — A1) < deg (tB) — deg (tB — A;) = deg A,

Entéo dim (tB) — deg A; < dim (tB — A;), mas por (1.24), dim (tB) > tdeg B — ~, logo podemos
tomar t suficientemente grande tal que dim(tB — A;} > 0, portanto existe 0 # z € L(tB — Aj).
Considerando D = A; — (z), obtemos A; ~D e D= A; —(z) < Ay — (4 —tB) =tB.

O

Definiremos a seguir um dos mais importantes valores invariantes de um corpo de fungoes.

Definigao 1.3.20 O género g de F/K ¢ definido por
g :=max{degA —dimA+ 1| A€ Dr}

Note pela proposicdo (1.3.19), que esta definicao faz sentido.

Observacgao 1.3.21 O género de F/K ¢é um inteiro nio negativo.

Dem. :
Na definicdo de g tome 4 = 0,logo ¢ > deg 0 —dim 0+ 1 =0. |

Teorema 1.3.22 ( Teorema de Riemann ) Seja F/K um corpo de fungées de género g. Entao :
(a) Para qualquer divisor A € Dr, temos dimA > deg A+1—g.
(b) Eziste um inteiro ¢, dependendo de F/K, tal que dimA = deg A+ 1 — g sempre que deg A > c.

Dem. :

(a) Pela defini¢ao do género, temos g > deg A —dimA +1 entdo dimA > deg A+1—g.

(b) Escolha um divisor Ag € Dp com g = deg Ag — dimAg + 1 e tome c:=degAo+g. Seja A € Dp
t.q. deg A > c, pela parte (a) temos

dim(A—Ay) > deg(A—Ap)+1—g = deg A—c+1;:>1.

Logo, existe 0 # z € L(A — Ap), ou seja (z) > —A + Ao. Considere A’ = A + (z), é claro que
A’ > Ag. Temos, pelo lema (1.3.11) e pelo corolério (1.3.16) que

deg A—dim A = deg A' — dim A' > degAp — dim Ag =g -1

Portanto deg A — g+ 1> dim A e a parte (a) garante a igualdade. O
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Vamos dar um exemplo do género de um corpo de fungdes para o caso onde F = K(z), ou seja F é
um corpo de fungdes racionais.

Exemplo 1.8.23 O corpo de fungdes racionais K(z)/K tém género g = 0. Afim de provar isto, seja Py
o divisor de polos de z, definido em (A.4). Considere, para r > 0, o espaco vetorial £L(r Py ). Afirmamos
que os elementos 1,z,...,z" estdo em L(rPy), pois :

Pelo teorema (A.1.2) (z) = Py — Px, logo

1 seP=PF
vp(z) =¢ —1 seP= Py
0 para qualquer outro P € IPp

Entdo vp(z') = ivp(z) > —rv(Ps), para 0 < i < r. Como os elementos 1,z,...,z" sao linearmente
independentes, temos:

r+1 < dim(rPx) =deg (r.Px) + 1 — g, parar suficientemente grande.

Por (A.1.1) deg P, = 1, portantor +1 <r+1—g. Como g > 0 pela observagao(1.3.21), entdo g = 0.

1.4 O Teorema de Riemann-Roch

Ainda interessados na dimensao de divisores vamos nesta secdo ao encontro do Teorema de Riemann-
Roch, que é um dos mais importantes teoremas da teoria de corpos de fungoes algébricas.

Nesta segao, F//K denota um corpo de fungbes algébricas de género g.

Definigao 1.4.1 Para A € Dp, definimos
1(A) = dim(A) —degA +g—1
como indice de especialidade de A.%"

Através do Teorema de Riemann (1.3.22) a seguinte observacao é natural.

Observagao 1.4.2 (a) i(A) é um inteiro ndo negativo, para todo divisor A € Df.

(b) i(A) =0se deg A for suficientemente grande.

Ainda neste segio provaremos varias interpretacdes para i(A) como dimensdo de certos espagos
vetorias. Para isto introduziremos a nocao de adele.

Definicao 1.4.3 Um adele?® de F/K ¢ uma aplicagdo :

a: IPp — F
Pr——)ap

tal que ap € Op para quase todo®® P € IPp.

27QObserve que, pela definicao do género, i(A) é um nimero finito.
28Notemos que na literatura em geral um adele pode ter outro interpretagdo que nio esta aqui apresentada.
290y seja a menos de um numero finito de P’s.
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Com esta definicao observamos que os adeles tem um ndmero finito de polos, mas podem ter um
nimero infinito de zeros.

Um adele pode ser visto como um elemento do produto direto

I 7.

PePpr

logo usamos a notagdo a = (ap)pep, OU a = {(ap).

Definigao 1.4.4 O conjunto Ar = { a| a é um adele de F/K } é chamado o espago adélico de
F/K.

Observacao 1.4.5 Ap é um espago vetorial sobre K .30

Dem. :
De fato, podemos definir uma adigio e uma multiplicacio por escalar em Afp, da seguinte maneira :
Para a, B € Ar; k € K, com a = (ap) e 8 = (Bp) definimos :

a+pB = (ap+PBp) e ka = (kap).
O
Pelo corolério (1.2.4), qualquer 0 # £ € F tem um nimero finito de polos, logo faz sentido definir :
Definigao 1.4.6 (a) O adele principal de um elemento x € F ¢ o adele cujas componentes sdo todas
iguais a T, ou Seja :
Qy . Pp — F

P +— ap==zx"

(b) Dado P € IPp, para x € F, podemos considerar ip(z) € Ar como o adele cujo P-componente é z,

r se @

e os demais sdo zero, isto é ip(z) = (ag), onde ag = { 0 se Q :}P; para todo Q € IPf.

Observamos que cada item da definicao (1.4.6) fornece uma imersio de F — Ap diferente. Mas
aqui, fora mengao contrédria, quando falarmos da imersdao F < Ap estaremos nos referindo 4 do itém

(a) .
A valorizagido vp em F/K ¢é extendida para Ar tomando vp(a) := vp(ap), onde ap é a P-ésima
componente do adele a. Pela defini¢io de adele vp(a) > 0 para quase todo P € IPp.
Definicao 1.4.7 Para A € D definimos:
Ar(A) = {a € Arlvp(a) > —vp(A), paratodo P € IPr }.

Claramente, Ap(A4) é um K-subespago de Ap, para cada A € Dr. Observamos ainda que, pela
definigao de L(A) e Ap(4), temos L(A) = Ar(A)NF.

Vamos mostrar agora alguns resultados, sobre espagos adélicos, que serdo usados mais adiante.
Proposicao 1.4.8 Sejam A, B € D com A < B, entdo:
AFr(A) C Ar(B) e dim(Ar(B)/Ar(A)) = deg B — deg A .

300 conjunto Afr ainda pode ser observado como um anel, mas sua estrutura nio ser4 usada aqui.
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Dem. :
Seja a € Ap(A4) logo
vp{a) = vp(ap) > —vp{A), para qualquer P € IPp

mas —vp(A) > —vp(B) para todo P € IPp, pois A < B entdo vp(a) > —vp(B) para qualquer
P € IPp,ousejaa € Arp(B) e temos Ap(A) C Ar(B).

Agora, para o outro resultado, usando a mesma idéia do lema (1.3.11), provaremos para B = A+ P,
com P € IPp. Escolhat € F tal que vp(t) = vp(A)+ 1 =vp(B) e consideremos a seguinte aplicacao
K-linear :

v: Ar(B) — Fp=0p/P
a — (tap)+ P

Afirmamos que ¢ é sobrejetiva e que ker ¢ = Ap(A).
De fato, seja gy € Fp, ousejay =y + P, com y € Op. Consideremos o adele a = (ag) tal que

Ty se Q=P
Q= { maz{0, ~vg(B)} se Q#P

Entdo a € Ap(B) e ¢(a) =t(ap) + P =t(t"1y) + P = . Portanto ¢ é sobrejetora.

Seja agora a € Keryp C Ap(B), logo p(a) = (tap) + P = P ou seja tap € P entdo vp(tap) =
vp(t)+vp(ap) > 0, masvp(t) = vp(A4)+1, entdo vp(ap)+vp(4) > 0. Comoa € Ap(B) e B= A+P
entdo vg(ag) > —vg(A) para qualquer @ # P. Portanto a € Ar(A). A inclusdo contraria é natural,
logo ker ¢ = Ar(A). Pelo teorema do homomorfismo temos,

Ar(B)/Ar(A) = Fp

ou seja

dim(Ar(B)/Ar(A)) = dim(Fp) = [Fp: K| = deg P = deg B — deg A .

Para a préxima proposi¢ao necessitamos da definicdao de sequéncia exata curta.
Dados U,V e W espagos vetoriais e oy, 0o aplicagdes K-lineares como abaixo

0 >UZLWBV-——50

Dizemos que tal sequéncia é exata curta se o; é injetora, oy € sobrejetora e Ker(o2) = Im(oy).
Neste caso um resultado elementar de algebra linear nos garante que :

dim(V) = dim(W) — dim(U) .
Proposicao 1.4.9 Sejam A, B € D com A < B. Entao :
dim( Ap(B) + F/Ar(A) + F ) = (deg B — dim(B)) — (deg A — dim(A)) .
Dem. :

Consideremos a seguinte sequéncia de aplicacoes lineares

0 — L(B)/L(A) =5 Ar(B)/Ar(A) =% Ap(B) + F/Ap(A)+ F — 0
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onde o1 e 0, sao definidas de forma canénica:

o1: L(B)/L(A) -— Arp(B)/Ar(A)
T=z+L(A) +— T=o0:+Ar(4)

notemos que o; tem sentido, pois L(A) = Ap(A) N F e a, denota o adele principal de z.

o2: Ar(B)/Ar(A) — Arp(B)+ F/Ar(A)+F
a=a+Ar(A) — a=a+(Ar(A)+F)

Afirmamos que esta sequéncia de aplicagdes ¢ uma sequéncia exata curta de K-espacos vetoriais.

De fato :

(i) o1 éinjetiva , pois : seja £ € Ker(o1) entdo 01(Z) = a, + Ar(4) = Ar(A), ou seja a, € Ar(A)
por definicdo vp(a,) > —vp(A) , para todo P € IPr portanto x € £(A) para todo P € IPF.
Portanto Ker(o,) = L(A) = {0}.

(ii) o2 é sobrejetiva, de fato : Para todo & € Arp(B) + F/Ar(B) + F existe a € Ap(B) e z € F tais
quea=a+z+ Ap(A) + F =a+ Ar(A) + F. Logo, o2(a) = a.

(iii) Ker(o2) = Im(0,), de fato : Seja a € Arp(B) tal que o2(a + Ar(A)) = 0. Entdo @ € Ap(A) + F,
logo existez € Fea' € Ar(A)t.q. a=a'+r,0useja a~x € Ap(A) C Ar(B), com isso temos
que r € Ap(B) e portanto z € FN Ap(B) = L(B). Além do mais a + Ap(4) = = + Ap(4) =
oi{(z + L(A)) € Im(0;). Agora tomemos ¢ € L£(B) C F logo oy1(z + L(A4)) = z + Ar(A), mas
oz + Ar(A)) =z + Ar(A) + F = Ar(A) + F, portanto = + Ar(A) € Ker(oz).

Portanto a sequéncia é exata curta, logo temos:
dim( Ap(B) + F/Ap(A) + F) = dim( Ar(B)/Ar(A)) - dim( L(B)/L(A)) .
mas da proposicao (1.4.8) temos dim( Ar(B)/Ar(A) ) = (deg B — deg A), ou seja
dim( Ap(B) + F/Ap(A) + F ) = (deg B — dim(B)) — (deg A — dim(A)) .

Proposicao 1.4.10 Se B € Dp, com dim(B) = deg B+ 1 — g, entio :
Arp = Ap(B)+ F.

Dem. :
Observamos que, dado C € Dg com C > B, pelo lema (1.3.11) temos

dim(C) — dim(B) = dim(L(C)/L(B)) < deg C —deg B

mas dim(B) = deg B + 1 — g, logo dim(C) < deg C + 1 — g. Pelo teorema (1.3.22) temos que dim C >
deg C + 1 — g. Portanto,
dim(C) = deg C +1 —g, paratodo C > B. (1.25)

Tomemos a € Ar. Podemos encontrar C € Dr, com C > B tal que a € Ar(C).3' Pela
proposi¢ao (1.4.9) e pela equagdo (1.25) temos

dim(Ar(C) + F/Ap(B) + F) = (deg C — dim(C)) — (deg B —dim(B)) =(g—-1)—-(g—1)=0.

31Como a € Afx temos que vp(ap) > 0 para quase todo P € IPr. Portanto dado B € D ¢ so tomar C € Dp, com
C> B, C>0evg(C) 2 —vg(a) para todo Q € IPp tal que vg{a) < 0. T.ogo teremos a € AF(C).
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Isto implica que dim(Ar(C) + F) = dim(Ar(B) + F) ou seja AF(C) + F = Ap(B) + F, entéo
a € Ap(B) + F e portanto Ar C Ap(B)+ F, mas Ap(B) + F C A para todo B € Dr. Logo temos o
resultado.

- o

Com estes resultados podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 1.4.11 Para qualquer divisor A € D, o indice de especialidade é
i(A) = dim (Ar/(Ar(A) + F)) .

Dem. :

Seja A € Df um divisor arbitrario. Pelo Teorema de Riemann ( 1.3.22,(b) }, existe um divisor B > A
tal que dim(B) = deg B + 1 — g. Pela proposi¢ao (1.4.10) temos

Ar = Ar(B)+ F .

Da proposigao (1.4.9) temos

dim( Ar/Ar(A) + F ) = (deg B — dim(B)) — (deg A — dim(A)) = g — 1+ dim(A) — degA .
mas por defini¢ao i(A) = dim{A) — deg A — 1 + g, portanto vale 0 teorema.

O

Notemos que embora os espacos Ap, Ar(A) e F possuam dimensao infinita como K-espagos vetori-
ais o teorema afirma que o espago quociente Ar/(Ar(A4) + F) tem dimensio finita sobre K.

Corolédrio 1.4.12 O género de um corpo de fungées pode ser dado por :
g =dim{Ar/Ar(0)+ F) .
Dem. : :
No teorema (1.4.11), tomemos A = 0 como dim(0) = 1e deg 0 =0, temos dim(0) =deg 0+1—g+
dim(Ar/Ar(0) + F), ou seja
g =dim(Ar/Ap(0) + F).
a

A seguir introduziremos o conceito de diferenciais de Weil, que fornecerd uma segunda interpretagao
para o indice de especialidade de um divisor.

Definigao 1.4.13 Um diferencial de Weil de F/K € uma aplicagdo K-linear w : Ar — K que
se anula em Ap(A) + F pare algum divisor A € Dp. Para um diferencial de Weil w definimos sua
componenete local wp: F — K por wp(z) := w(ip(z)).

Notagao : Denotamos por
QF := { w| w é diferencial de Weil de F/K }

o conjunto das diferenciais de Weil de F/K. Para A € Dr, o conjunto das diferenciais de Weil que se
anulam em Ap(A) + F é denotado por

Np(A) = {w € Qp|wse anulaem Ap(A4) + F }.
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Observagao 1.4.14 (i) O conjunto QF ¢ um K-espaco vetorial.

(ii) Qr(A) é um subespago de QF para todo 4 € Dr.
Dem. :
(i) Podemos ver o espago 1F como um subespago do espago das transformacdes lineares, logo dado

wi, w2 € Qr e a € K, a adicio e multiplicacdo por escalar sdo definidas de maneira natural.
Notamos que como w,, we € I temos

wy se anulaem Ar(A;1) + F e wq se anulaem Ap(As) + F, para Ay, A; € D .

tomando A3 € Dp, tal que A3 < A4; e Az < Ay temos que w; + ws se anula em Ap(A3z) + F.
Agora como wy(aa) = aw;(a) para qualquer a € Ar temos que aw; se anula em Ap(A4;) + F.

O item (ii) é claro e ndo desmonstraremos aqui .

Lema 1.4.15 Para qualquer A € Dp tem-se dim( Qp(A)) =1i(A).

Dem. :

O espaco Qp(A) é naturalmente o espago vetorial dual®? de Ar/(Ar(4) + F) , mas pelo teorema
(1.4.11) dim( Ap/(Ar(A)+F) ) = i(A) que é finito, logo pela 4lgebra linear temos que dim( Qp(A)) =
i(A).

a
Como resultado imediato deste lema temos :
Corolério 1.4.16 QF # 0.
Dem. :
Escolha um divisor A € Dr com deg A < —2. Entéo:
dm( Qp(A) ) =i(A)=dim(A) —deg A+g—-1>~deg A-1>1
pois, g > 0 e pelo coroldrio (1.3.16.b) dim(A) = 0, logo dim( Qr(A) ) > 1 eentdo Qr 2 Qp(A) # 0.
a

Defini¢ao 1.4.17 Paraz € F ¢ w € Qfr definimos

2w: Ar — K
a +— (zw)a) =w(za)

Facamos agora a seguinte observacio sobre adeles e diferenciais.
Observacao 1.4.18 Seja z € F e (z) seu divisor principal, temos

(i) o € Ar(A) se e somente se za € Arp(4A — (z)) .

321sto é um exercicio simples de 4gebra linear.
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(ii) Sew € Qf entdo zw € OpF.
(iii) QF é um espago vetorial sobre F.

Dem. :

(i) Seja a € Ap(A4) logo vp(ap) + vp(A) > 0, para qualquer P € IPr. Logo
vp(za) + vp(A — (z)) = vp(z) + vp(a) + vp(4) —vp((z)) = vp(ap) + vp(A)
pois, para cada P € IPr temos vp((z)) = vp(z) e vp(a) = vp(ap). Portanto
vp(za) + vp(4 - (x)) >0,

para todo P € IPg.
De maneira anéloga, aplicando 7! em za € Ap(A — (z)) teremos a € Ar(A).

(ii) Tomemos w € Qp, logo w se anula em Ap(A) + F para algum A € Dp, pela defini¢io (1.4.17) e
por w ser K-linear observa-se que zw é uma aplicagioK -linear. Agora afirmamos que rw se anula
em Ap(A + (z)) + F; de fato, sejaa +t € Ap(A+ (z)) + F, com a € Ap(A + (z)) et € F, logo
pela definicao (1.4.17) temos

(zw)(a +t) = w(za+xt) =0

pois, zt € F e pelo item (i) za € Ar(A). Portanto zw € Qp(A) C QF.

(iii) Sejam wy, wo € QF e k € F, temos pelo (ii) que wy, kwy sdo K-lineares logo (w; + kwsy) é K-linear
e mais como kws € Qp temos (w; + kws) € Op.

0O
De fato temos que o espaco vetorial Qp é unidimensional sobre F, isto ¢ a nossa préxima proposicao.
Proposicao 1.4.19 Qp é um F-espago vetorial de dimensao 1.

Dem. :
Queremos mostrar que existe 0 # w; € Qp tal que, qualquer outro elemento de 2p é miiltiplo, por
escalar, de w;. Pelo corolério (1.4.16) temos que existe 0 # w1 € Qp. Agora tomemos wy € Ny se wy =0
é s6 tomar z = 0 e temos o resultado.

Vamos assumir que wy # 0. Escolhemos A, A; € 5;“ tais que w; € Np(A;) e we € Qp(A).
Observe que, se £ € L(A; + B) entao (z) + A; + B > 0, ou seja —B — (z) < A; entéo
Ar(=B - (z)) € Ar(4i),
pela observagao ( 1.4.18.(i) ) se a € Ar(—B) entdo ra € Ar(—B — (z)) C Ar(4;), logo
(zwi)(a) = wi(za) =0,

portanto zw; € Qp(—B). Com isso faz sentido definir, para um divisor B ( a ser determinado mais
adiante ) as seguintes aplicagoes

pi: L(A;+B) — Qp(-B)

parai=1,2.
x — Twi
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Pela observagao ( 1.4.18.(ii) ) temos que ¢; parai = 1,2, é K-linear. Alem do mais as @i 530 inje-
toras, pois se z € ker{yp;) entdo ¢;(z) = zw; =0, mas w; # 0 logo z = 0.
Afirmagao : Existe um divisor B € Dy, tal que :
w1( L(A1 + B) ) N2 ( L(A2 + B) ) # {0}
Com esta afirmagao, podemos tomar
0#n€wi( L(A1+B))Nypa( L(A2 + B))
entdo existem x; € L(A; + B), para i = 1,2 tais que 1(z1) = w2(z2) =1 ou seja zjw) = Tawy entao

we = (z;‘zl)wl, com a:;lzl € F, e temos o resultado. Basta entdo provarmos a afirmacao.

Prova da afirmacao
Temos da algebra linear que, se U;, U, sdo subespacos de dimensao finita de um espago vetorial V
entao
dim( Uy NU;y ) 2 dim(Uy) + dim(U,) — dim(V) (1.26)
Pelo teorema (1.3.22) podemos tomar B € Dr com B > 0 ¢ deg B suficientemente grande, tal que
dim(A; + B) = deg (A; + B)+1—~g, parai =1,2. (1.27)
Chamemos U; = ¢;(L(A; + B)) C Qp(~B) =V, parai = 1,2.

Pelo lema (1.4.15) temos
dim(Qp(—B) ) =dim(—-B) —deg (-B) +g—-1
mas como B > 0 temos deg (—B) < 0, logo pelo corolério (1.3.16) obtemos que dim(—B) = 0. Portanto
dim( Qp(~B))=deg B+g—1.

Obtemos entao

dim(Uy) + dim(Us) — dim(V) = dim( ¢1(L(A1 + B))) + dim( p2(L(A2 + B))) — (deg B+ g —1)
como ; sdo K-lineares e injetoras temos

dim( p;(L(A; + B))) = dim( L(A; + B) ) = dim(A4; + B)
logo por (1.27) obtemos-
dim(Uy) + dim(Usz) — dim(V) = deg B + (fieg Ay + deg A +3(1 — gl) .

independe de B

Como deg B é suficientemente grande obtemos
dim(Uy{(+dim(Us) — dim(V) > 0.

De (1.26) segue que dim(U; NU2) > 0 o que prova a afirmagao.
0

Devido a defini¢ao de diferenciais de Weil, necessitamos vincular a todo diferencial w € Qp, ndo nula,
um divisor. Para isto, dado 0 # w € Qf considere o seguinte conjunto de divisores :

M(w) ={ A € Dp| wse anulaem Ap(A4)+ F } .
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Lema 1.4.20 Seja w € Qp, w # 0. Entdo erxiste um tinico divisor W € Dp tal que W € M(w) e
A<W paratodo A€ M(w).

Dem. :
Pelo Teorema (1.3.22), existe ¢ € Z dependendo somente de F/K tal que

i(4) =0 paratodo A € Drcomdeg A>c.

Notamos ainda que deg A < ¢ para todo A € M(w), pois suponhamos A € M(w), com deg A > ¢,
logo i(A) = 0 e pelo teorema (1.4.11) temos Ap(A4) + F = Ar , como w se anula em Ap(A) + F
teriamos w = 0, 0 que é um absurdo.

Entao o grau dos divisores de M (w) é limitado superiormente . Assim, podemos escolher um divisor
W € M(w) de grau maximal.

Agora, suponhamos que existe B € M(w) tal que B £ W, isto é, vg(B) > vg(W) para algum
Q € IPp.

Afirmagao : W +Q € M(w)

Isto é um absurdo pois, deg(W + @) = degW + 1, 0 que contradiz a maximalidade de W. Logo fica
provado o lema.?3

Passamos entao a demonstrar a afirmacao .

Prova da afirmacao : Dado um adele a = (ap) € Ap(W + Q). Podemos escrever o da seguinte
maneira a = o' + o'/, onde

o = ap seP#(Q e o = 0 seP#Q
P 0 seP=Q P ag seP=Q

Com isso temos que

e Para P € IPr, com P # () vale
' vp(@') + vp(W) = vp(a) + vp(W) +vp(Q) > 0

pois, up(Q) =0 ¢ a € Ap(W + Q);

Para P # () temos
vQ(a') +ve(W) = vg(0) + vo(W) > 0

pois vg(0) = +oo. Portanto o' € Ap(W).
¢ De maneira aniloga obtemos que a" € Ap(B)

Seja a € Ap(W + Q), logo
w(a) =w(d) +w(a') =0

pois W, B € M(w) Portanto W + Q € M(w).

A nossa préxima definigado é motivada pelo lema (1.4.20) acima.

Definigao 1.4.21 (a) O divisor (w) de um diferencial de Weil w # 0 € o divisor unicamente deter-
minado de F/K satisfazendo :

33 A unicidade de W é devida a sua construgio pois se existe W’ com as mesmas propriedades de W teriamos que
W>W' eW' >W,ouseja W=W'
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1 w(Ap(W)) + F)=0.
2. Se w(Ar(A) + F) =0, entdo A < (w).

(b) Para 0 #w € Qfr e P € IPp, definimos vp(w) = vp((w)).

(¢) O lugar P € dito ser um zero ( respc. polo ) de w, sevp(w) > 0 ( respec. vp(w) < 0 ). O diferencial
w € dito regular por P se vp(w) > 0 e w ¢€ dito ser regular ( ou holomorfo ) se ele for
regular para qualquer P € IPp.

(d) Um divisor W é um divisor canénico de F/K se W = (w) para algum w € QF.
As observacoes a seguir seguem imediatamente das defini¢oes acima, e nao as demonstraremos aqui.
Observagao 1.4.22 (i) Qp(A) ={weOQp|w=00u(w)> A}
(i) Qr(0) ={w € Qp|w éregular }.
(iii) dim( Qr(0)) =g¢.3

Antes de prosseguirmos para uma outra interpretacio de indice de especialidade de um divisor,
mostraremos agora que uma diferencial de Weil é unicamente determinada por qualquer de suas com-
ponentes locais.

Proposicao 1.4.23 Sew € Oy ¢ a = (ap) € Arp. Entdo, wp(ap) # 0 para no mdzimo um nimero
finito de lugares P € IPf, ¢

wla) = Y wp(ap).
PePr
Em particular,

> wp(1)=0. (1.28)

PePpr

Dem. :
Sejam a = (ap) € Ar e 0 # w € QF, consideremos o divisor canénico W = (w). Tomemos o conjunto
S Cc IPr tal que
S = Supp(W)U{ P € IPp| PéPolode a}
logo S ¢ finito, pois @ € Ar e paratodo P ¢ S vale vp(W) =0 e vp(ap) > 0. Agora definimos o
adele 8 = (8p) € Ar onde
Bp = ap ,P¢gS
F=1 0 ,Pes
Para P ¢ S temos
vp(B) = vp(ap) 2 0 = —vp(W)
para P € S vale
vp(B) = vp(0) = 00 2 —vp(W)

logo, B € Ap(W).
Observa-se que podemos escrever a € Ar da seguinte maneira

a=B+ Y ipr(ap).

PeS

341810 ¢ consequéncia do lema (1.4.15) e da definigéo (1.4.1).
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observamos ainda, como 8 € Ap(W) e w se anula em (VAp(W) + F) temos que w(3) = 0.
Com isso
w(a) =w(B) + Y_ w(ip(ap)) =Y _ wrlap)
Pes Pes

ap no lugar P
0 nos outros lugares
Claramente temos que ip{ap) € Ap(W), para todo P € §. Ou seja,

Dado P ¢ S seja o adele ip(ap) € Afp, onde ip(ap) =

wp(ip(ap)) = wp(ap) = O paratodo P ¢ S .

Com isso

wla) = Z wplap) = Z wp(ap) + Z wp(ap) = Z wp(ap) .

Pes Pes P¢s PePpyp

E ainda, como w € Qf se anula em F, dado qualquer x € F consideremos a = (ap) o adele
principal®® de r temos

w(a) = Z wp(z)=0.

PePpr

Proposi¢ao 1.4.24 (a) Seja w # 0 um diferencial de Weil de F/K e P € IPp. Entéo
vp(w) =maz{r € Zlwp(z) =0, paratodoz € F comvp(z) > —-r}.
Em particular , wp # 0.
(b) Sew,w €Qr ¢ u)};v = w'p, para algum P € IPp, entdo w = w'.

Dem. :

(a) Dado 0 # w € QF, seja W = (w) o divisor canénico de w, por defini¢io vp(w) = vp(W), considere-
mos s = vp(w) para P € IPp fixado. Agora para z € F tal que vp(z) > —s, consideremos o adele
ip(z) € Ap definido em (1.4.6), logo temos que ip(z) € Ap(W). Entao wp(z) = w(ip(z)) =0, ou
seja, wp(z) = 0, para todo x € F com vp(zx) > —s.

Suponhamos que,

wp(z) = 0 para qualquer € F com vp(z) > —(s + 1) = —vp(W) —vp(P) . (1.29)
Com isso ip(z) € Ar(W + P). Tomemos a = (ag) € Ar(W + P), podemos escrever a como
a = (o —ip(ap)) +ir(ap)

. _ | ap paraP
onde 0 adele ip(ap) = { 0 para qualquer lugar diferente de P

Agora observamos que 8 = a —ip(ap) € Ap(W) , de fato :
Para Q € IPp, com @ # P temos

vQ(B) = vglag ~ 0) > —vg(W) — vo(P) = —vg(W)

350u seja, ap =z, VP € IPr.
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pois a = (ag) € Ap(W + P), para P temos
vp(B) = vp(ap —ap) = 400 > —vp(W).
Logo w(8) = 0, mais temos também que

vglag) 2> ~vo(W - P)

ve(ip(ap)) = { vo(0) = 400 ; —(s+1) se Q#P

entdo por (1.29) w(ip(ap)) = wp(ap) =0.
Portanto para todo a = (ag) € Ap(W + P) temos
w(a) = w(B) + w(ip(ap)) =0.

QOu seja, w se anula em Ap(W + P), 0 que é um absurdo pela definicdo (1.4.21).

Logo, existe £ € F, com vp(z) = —(s + 1) tal que wp(z) # 0. Com isto demonstramos o item

(a).
(b) Sejam w,w' € Qp, para qualquer z € F, e P ¢ IPr temos
(wp —w'p)(@) = wlir(e)) - W' (ip(@)) = (W - W)(ir(@) = ( - )p(z)
Logo se wp = w'p para algum P € IPp, entdo
(w—uw')p(z) =0paratodoz € F .
entao pelo item (a) temos que w—w’ =0, ousejaw = w'.

]

Estas duas proposigoes acima serao usadas, em particular, no capitulo seguinte quando definiremos
os Cédigos Geométricos de Goppa.

Proposigao 1.4.25 (a) Para 0z € F e 0# w € QF, temos (zw) = (z) + ().
(b) Quaisquer dois divisores candnicos de F/K sao equivalentes.

Dem. :

(a) Seja 0 # w € QF, podemos tomar A = (w) e por (1.4.18) temos
| @) +(@) < (ow) (1.30)
De maneira anéloga, tomando (zw) no lugar de (w) e (z~!) no lugar de (z) obtemos
(zw) € W)~ (") = W)+ (2) (1.31)

De (1.30) e (1.31) temos :
(zw) = (W) + (z)
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(b) Sejam W e W' divisores canénicos de F/K pela definigao ( 1.4.21.(d) ) W = (w1) e W' = (w2)
para wy, wp € Qp. Como pela proposigao (1.4.19) dim(Qr) = 1, existe z € F tal que

w2 = Yyuwa
eassim W' =(2)+W .
a

Uma consequéncia desta proposicio é que os divisores canénicos de F/K formam uma tnica classe
[W] do grupo quociente Cr. Esta classe de divisores ¢ chamada classe canénica de F/K.

Teorema 1.4.26 Seja A € D um divisor arbitrdrio e W = (w) um divisor candnico de F/K. Entio
a aplicacdo
p: LW —-A4) — Qp(A)
T — Tw

€ um isomorfismo de K -espacos vetoriais. Em particular, i(A) = dim(W — A).

Dem. :
Observamos que se z € L(W — A) entdo

(zw) = (z) + (W) > —~(W - A)+ W = A

logo pela observagao ( 1.4.22.(i) ) temos zw € Qp(A) com isso u estd bem definida.

Verifica-se naturalmente que p é K-linear, agora se ¢ € L(W — A) tal que p(z) = 0, ou seja zw = 0,
entdo z = 0, pois w # 0. Logo u é injetiva .

Para mostrar que p é sobrejetiva, tomemos v € Qr(A); como dim(Qr) =1 existe z € F\{0}
t.q. Tw = 7, mas v = zw € Qp(A) entdo (zw) = (z) + (w) > (A) com isso (z) > —((w) — A), em
outras palavras existe £ € L((w) — A) tal que u(z) = . Portanto p é um isomorfismo. Com isso
dim( Qp(A) ) = dim(W — A) entdo pelo lema (1.4.15) i(A) = dim(W - A).

a

A partir dos resultados desta se¢ao obtemos o Teorema de Riemann-Roch que serd uma ferramenta
fundamental para todos 0s nossos préximos resultados.

Teorema 1.4.27 ( Riemann-Roch ) Seja W um divisor canénico de F/K. Entdo para qualquer
A e Dp, -
dim(A) =deg A+1— g+ dim(W — A) .

Dem. :

Pela definicao (1.4.1) de indice de especialidade e pelo teorema (1.4.26) temos o resultado. O

Corolario 1.4.28 Para um divisor candnico W, nés temos
deg W=29g-2 e dim(W)=g.

Dem. :
Tomemos o divisor A = 0, pelo teorema (1.4.27) temos

1=dim(0) =deg 0+1— g+ dim(W —0)
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logo dim(W) = g. Para A = W, vale
g=dim(W)=deg W+1-g+dim(W-W)
com isso deg W = 2¢g — 2, 0

Pelo teorema de Riemann (1.3.22) temos que i(A) = 0 para um divisor A com deg A > ¢, para um
certa constante c¢. Agora nos podemos dar uma descrigio mais exata desta constante.

Teorema 1.4.29 Se A € um divisor de F/K com grau maior ou igual que 2g — 1, entdo
dim(A)=deg A+1-g.

Dem. :
Pelo teorema (1.4.27) se W é um divisor candnico temos

dim(A) =deg A+1—g+dim(W - A)
como deg A > 2g — 1 por hip6tese ¢ deg W = 2g — 2 pelo corolério (1.4.28), obtemos
deg (W —A)=deg W —deg A<29g-2-2g+1=-1
logo deg (W — A) < 0 entio pelo coroldrio (1.3.16) dim(W — A) = 0, ou seja dim(A) = deg A+1-g. O

Observamos que o limitante 2g — 1 deste corolario é o melhor possivel.

1.5 Lacunas de Weierstrass e Outras Consequéncias do Teo-
rema de Riemann-Roch

Como anteriormente, F//K denota um corpo de fungdes algébricas de género g. Nosso primeiro objetivo
é mostrar que o Teorema de Riemann-Roch caracteriza a classe candnica de F/K.

Proposigao 1.5.1 Um divisor B € Dr € candnico se e somente se
deg B=2g-2 e dim(B)>g.

Dem. :

Suponhamos que deg B = 2g — 2 e dim(B) > g. Tomemos um divisor candnico W'; entdo pelo teorema
(1.4.27) :

g € dim(B) = degB+1-g+dim(W-B) = g-1+dim(W — B)
ou seja, 1 < dim(W — B), mas
deg (W — B) = deg W —deg B=20

logo pelo coroldrio (1.3.16) W — B ¢ principal. Portanto B é um divisor canénico.
Agora, se B é um divisor canénico temos pelo corolério (1.4.28) que

dim(B) =g e deg B=2g—2,

e temos o resultado.
]

A caracterizagido de alguns espagos é outra consequéncia do teorema de Riemann-Roch e isto é a
nossa préxima proposicao .
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Proposigao 1.5.2 Sejam P € IPr comdeg P=1 ¢ B € Dp, assim L(nP+ B)=L{((n—1)P+ B)
se e somente se

LW ~nP - B) G L(W - (n—1)P — B), onde W ¢ um divisor canénico .
Dem. :

Suponhamos que £(nP + B) = L({(n — 1)P + B)
Tomemos = € L(W —nP — B) entao

() > -W4+nP+B>-W+nP+B-P=-W+(n-1)P+B

ou seja, £ € LW — (n —1)P — B), logo L(W —nP - B) C L(W - (n—-1)P - B).
Agora se L(W —nP — B) = L(W — (n — 1)P — B) temos

dm(W -nP-B)=dim(W-{n—-1)P-B),
como W é um divisor canénico, segue pelo teorema de Riemann-Roch (1.4.27) que
dim(nP+B)—14+g—deg (nP+B)=dim((n—1)P+B)—-1+g—deg (n—1)P+ B),

com isto obtemos dim(nP + B) = dim((n — 1)P + B) + 1, entdao L((n — 1)P + B) & L(nP + B) mas
isto contradiz a hipétese, logo

LW —nP - B) G LW — (n—1)P - B)

para W divisor candnico.
Tomemos por hipétese que L(W —nP —~ B) ¢ L(W — (n — 1)P — B) para W um divisor canénico.
Suponhamos que L((n — 1)P + B) ¢ L(nP + B), logo dim(nP + B) > dim((n — 1)P + B), entdo
pelo teorema de Riemann-Roch temos

deg (nP+B)+1—-—g+dim(W -nP-B)>deg((n—-1)P+B)+1—-g+dim(W —-(n-1)P-B)
ou seja, dim(W —nP —-B) > 1+dim(W —(n—1)P — B ), mas
LW —-(n-1)P-B) DLW —nP~-B) 3

Portanto, L(W —nP — B) = L(W — (n— 1)P — B) o que é um absurdo. Logo temos o resultado.
0

Agora, vamos definir o que serd a nossa principal ferramenta, para o calculo da distancia minima dos
cédigos de Goppa.

Definigao 1.5.3 Sejam P € IPr , com deg P =1, e o divisor B € Dr; dizemos que o nimero natural
~ € uma B-lacuna em P se nao eriste * € F tal que

((z) + B)oo = 7P

Definicao 1.5.4 Na defini¢do acima quando B = 0, ou seja o divisor nulo, as B-lacunas si@o chamadas
de Lacunas de Weierstrass em P.

BpoisW—-(n~-1)P-B<W-nP-BR.
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Definicao 1.5.5 Dados P e¢ B como em (1.5.3), dizemos que n é uma ordem em P para B, se
eriste w € Qp(B) tal que vp((w) — B) =n.

Proposicao 1.5.6 Dados P € IPr , com deg P =1, e o divisor B € Dr as seguintes afirmacées sdo
equivalentes :

(a) n é uma ordem em P para B.
(b) (W~ B~nP+E, comwe€r, E>0¢P ¢ Supp(E).

Dem. :
Seja n é uma ordem em P para B, por defini¢do temos que existe w' € Qp(B) tal que vp((w')—B) =n
entao
(W)>B e vp((w') - B)=n,

logo existe E > 0e P ¢ Supp(E) tal que
(W'Y)-B = nP+E (1.32)

mas como quaisquer dois divisores conénicos sdo equivalentes, existe z € F\{0} t.q. (v') = (w) — (z)
entao
(w)— B = nP+E+(z),

ou seja, (W) — B~nP+ E,com E>0 e P¢ Supp(E).
Suponhamos que (w) — B ~ nP + E, para o divisor canénico W, E >0 e P ¢ Supp(E), entdo
existe 0 #z € F tal que
(w)— B=nP+ E+(2),

ou seja,
—(z)+ (W) =(z"'wy=nP+E+B>B8B,

poisnP >0 e E > 0, portanto por (1.4.17) (z7'w) € Qr(B).
Mais ainda
vp(z7'w) = vp(nP) + vp(E) + vp(B) = n+vp(B),

ou seja,
vp(z7'w) —vp(B) =vp((z7'w) -~ B) =n.

Portanto n é uma ordem em P para B.

Verificaremos a seguir, algumas situacées em que ocorrem B-lacunas.

Lema 1.5.7 Dados P e¢ B como em (1.5.3) temos que n é uma B-lacuna em P se e somente se
L(n-1)P+B)=L(nP+B).

Dem. :
Seja n uma B-lacuna em P, como —nP — B < —nP — B + P temos

L{((n—1)P+B) C L(nP+ B).
Suponhamos que exista z € L(nP + B) com z & L((n — 1)P + B), isto é

() >-nP-Be (z)<-(n-1)P-B,
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entao (r) + B = —nP Comisso vp((z)+ B) = -n e vg({r) + B) =0 paratodo Q € IPr com
Q@ # P, portanto
((T) + B)o =nP

absurdo, pois n é uma B-lacuna em P.

Agora, se L((n — 1)P + B) = L(nP + B), suponhamos que n ndo seja uma B-lacuna em P, logo
existe x € F tal que
((z) + B)oo =nP

isto é
vp((z) + B) = —n e vg((z) + B) > 0 paratodo Q # P .

Logo z € L(nP + B) pois,
vp(z) > -n-vp(B) = —vp(nP+ B)
UQe(l‘) 2  —ve(B) = -~vg(nP+B),paraQ# P,
mas z ¢ L((n — 1)P + B) pois,
vp(z) = —n—vp(B) < —n+1-vp(B) = —vp((n - 1)P + B) .

Portanto £((n — 1)P + B) # L(nP + B) o que é um absurdo. Logo, n ¢ uma B-lacuna em P.

Proposigao 1.5.8 Sejam P € IPp, com deg P=1 e B € Dr entdon é uma B-lacuna em P se e
somente se (n - 1) € uma ordemn em P para B.

Dem. :
Se n é uma B-lacuna em P, entdo pelo lema (1.5.7)

L((n-1)P+B)=L(nP+ B),

0 que, pela proposicao (1.5.2), nos d4 que

LW -nP-B)GL(W-(n-1)P-B).
Onde W ¢ um divisor canénico, logo existe £ € L(W — (n — 1)P — B)\L(W —nP — B), isto é

() +W>n-1)P+Be (z)+W<nP+ B,

mas pela defini¢do de divisor canénico e pela proposicao (1.4.25) temos

(zw) - B> (n—-1)P e (zw) - B <nP,
logo vp((zw) — By =n -1 e (zw) € Qp(B). Portanto existe

zw € Qp(B) tal que vp((zw) - B) =n -1,
ou seja, n — 1 é uma ordem em P para B.
Agora, se n — 1 é uma ordem em P para B, temos que existe

v € Qp(B) tal que vp((7v) - B)=n-1,
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logo

> vo(B) paraQ # P
ve(7) { = n- lc—?*— vp(B) para@Q =P

como quaisquer dois divisores canonicos sao equivalentes temos que existe 0 # ¢ € F tal que
() = (w) +(z),

onde W = (w) é um divisor candnico, com isso temos

vp((z)) = —vp(W)+ (n—-1)+vp(B) = ~vp(W ~ (n - 1)P — B)

ve((2)) 2 —uvg(W) +vg(B) = —vg(W) + ue((n ~ 1)P) + vo(B) = —vg(W ~ (n - 1)P - B),
para Q # P.

Com isso temos que r € L(W — (n — 1})P — B), mas z ¢ L{((W —nP — B), pois
vp(r) = —vp(W)+ (n—1) +vp(B) < —vp(w)+n +vp(B) = —vp(W —nP — B) ,

logo L(W —nP - B) ¢ L(W - (n — 1)P ~ B), pela proposicao(1.5.2) e pelo lema (1.5.7) n é uma
B-lacuna em P.
0

Proposigao 1.5.9 Dado B € D e P € IPr, como acima. Entdo para qualquer n > 2g — deg B,
eriste £ € F tal que
((¢)+B)ew = nP.

Dem. :
Considerando o divisor (n — 1)P + B, notamos que como n + deg B > 2g temos

deg (n—1)P+B)=(n~1)deg P+deg B>2g—1,

pelo teorema (1.4.29)

dim((n—1)P+B)=deg (n—1)P+B)+1—g=n—g+deg B.
Notemos também que o divisor nP + B satisfaz o teorema (1.4.29) logo

~ dim(nP+B)=deg (nP+B)+1~g=n—-g+1+deg B.

Logo dim( (n —1)P + B ) < dim{(nP + B ), ou seja
L{((n-1)P+ B) G L(nP + B),
pelo lema (1.5.7) existe z € F tal que ((z) + B)eo = nP.
- O

Em outras palavras, o que a proposi¢ao (1.5.9) acima afirma é que, se n é uma B-lacuna entao
n < 29 — deg B — 1. QObserva-se também que, definimos uma B-lacuna como um numero natural,
entdo faz sentido afirmar que se deg B > 2¢, entao nao temos B-lacunas. Por esta razio quando nos
referirmos a B-lacunas de um corpo de fun¢des de genéro g, estaremos assumindo que B ¢ um divisor
com deg B < 2g — 1.

No caso particular de B ser o divisor nulo,” temos o seguinte teorema.

37B = 0, isto é vp(B) = 0, para todo P € IPp.
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Teorema 1.5.10 [Lacunas de Weierstrass] Suponha que F/K tem género g > 0 e P é um lugar de grau
um. Entdao existem ezatamente g lacunas i) < --- <1y, em P. E temos que

iy =1e1,<29-1.

Dem. :
Pela proposicao (1.5.9) temos, se n é uma lacuna em P entéo

0<n<29-1.
Note que n = 0 ndo é uma lacuna em P pois, paratodo z € K C F temos
(£)oc = OP .

Afirmamos que n = 1 é uma lacuna em P.
Suponhamos que n = 1 nao seja uma lacuna em P, logo existe

x € Ftal que (z)o = 1P.

Pelo teorema (1.3.15) temos
1= deg (2)o0 = [F : K(2)],

entdo F = K(z), ou seja F/K é um corpo de fungdes racionais e pelo exemplo (1.3.23) temos que
g = 0, mas por hipétese ¢ >0 entdon =1 é uma lacuna em P.
Agora, consideremos a seguinte sequéncia de espagos vetorias

£(0) € L(1P) C L(2P) C --- C L((2g - 1)P) (1.33)

Por (1.3.10) sabemos que
dim L(0) =1,

como deg ((2g — 1)P) =2g -1 temos por (1.4.29) que
dim ((29g —1)P)=deg (2g—-1)P)+1-g=g.
Observamos ainda que, pelo lema (1.3.11)
dim L(iP) < dim L((i —1)P)+ 1,
ou seja, L(IP) = L(( — 1)P) ou dim L(iP)=dim L((i - 1)P)+1.

Em (1.33) hd 2g — 1 inclusGes consecutivas, mas como a dimensao dos espacos variam de 1 até g
temos que existem g — 1 inclusées préprias, o que nos da

2g-1)-(g-1 =g
igualdades, ou seja, temos exatamente g nimeros i € {1,...,2¢g — 1} tal que
L((i—1)P)= L(iP).
Portanto pelo lema (1.5.7) temos exatamente g lacunas i3 < --- <i; em P. Com

ii=1ei,<2—1.

Ainda considerando o divisor nulo { B = 0 ) temos a seguinte observagao.
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Observacgao 1.5.11 Dado P € IPr com deg P =1 o conjunto

Hp ={né€ IN|n éumanao — lacunaem P}

¢ um subsemigrupo de IV .38

Dem. :

Pela proposi¢ao (1.5.9) para todo n > 2g temos que n € Hp, logo Hp # 0.
Agora se n;, no € Hp entdo existem z;, o € F, ndo nulos, tal que

(z1)oo =n;P e (z2)o0 =no P,
é claro que 113 € F e como
(z1x2)00 = (21)00 + (z2)00 = M1 P+ noP = (ny + ny) P,

e assim temos que (n; +ng) € Hp.
O

Esta observagao juntamente com o teorema (1.5.10) sdo fundamentais para o calculo das lacunas de
Weierstrass.

Abaixo calcularemos as sequéncias de lacunas de Weierstrass em alguns lugares particulares. Como
sabemos, nao temos lacunas em um corpo de fungdes racionais, portanto buscaremos alguns exemplos em
corpos de fungdes que sao extensdes de corpos de fungbes racionais, que definimos e damos as principais
propriedades no apéndice B. Vale j4 comentar aqui que os lugares de grau 1, de tais corpos de fungbes
sao extensoes dos lugares de grau 1, do corpo de fun¢do racionais de que eles se extendem.

Exemplo 1.5.12 Vamos tomar q como uma poténcia de 2, por ezemplo q = 2% e consideremos o corpo
de fungoes F = IF (x,y) definidos pela equagio

Y2 +y=12°,
o0 genéro deste corpo de funcées jd é conhecido ¢ vale
9= (9—1)2(2—1) —4
Portanto por (1.5.10), existem ezatamente g =4 lacunas
1=41 <i2<i3g<i4<2g-1=7
para todo lugar P € IPp de grau 1.

(a) Vamos calcular as lacunas para Q« , o divisor de polos de ¢ em F. Para isso, como veremos no
Apéndice B, consideramos o corpo de fungbes racionais F' = IFy(z) e o divisor P de polos
dexz em F'.

Tomemos o polinomio
Y(T)=T*+T —2° € Fy(z)[T],

38Quando K é algebricamente fechado, todo P € IPg tem grau 1. lLogo para qualquer P € IPg temos o semigrupo Hp,
podemos entdo considerar o conjunto Gp = IN\Hp. O conjunto Gp quase independente de P. Para o corpa de fungdes
F/K G = Gr éo conjunto das lacunas de F/K. Se caracteristica de K é zero entao G = {1,2,3,...,9} . Apesar de ndo
demonstrarmos aqui, gostariamos de citar que ¢ = Gp para quase todo P € IPr. Um lugar P € IPp ¢ dito ser um
lugar de Weierstrass de F/K se Gp # G.

43



por (A.1.1) temos
vp. (1)=0 e vp (2°) =-9<0

entdo pela condigdo 2 de (B.1.11) Y(T) ¢€ irredutivel.

Notemos que ¥(y) = 0 , logo y é uma raiz de ¥(T) , entdo ainda por (B.1.11) P, temn uma
tinica extensdo Qo € IPr e

vQ.. (z) = deg (Y(T))vp, () = 2vp,. (2) ,
como Ps, € o tinico polo de z, temos que
(7)o = 2@ ,

logo 2 € uma nao-lacuna em Qs , entdo por (1.5.11) 2, 4, 6 sdo nao-lacunas em Q.

Portanto a sequéncia de lacunas em Q. sao

1,3,5 7.

Continuaremos a considerar o mesmo corpo de funcées F = IFy(z,y) acima definido.
(b) Vamos calcular a sequéncia de lacunas de um outro lugar Q € IPr diferente de Qo .
Para isto vamos considerar Py o divisor de zeros de x em IFy(z), logo
UPp, (:E) =1>0.

Como [F:IF,(z)] =2, pois 9(T)=T?+T —z° € Fy(z)[T) € irredutivel, como vimos acima.
Pelo teorema (B.1.9) temos que Py possui apenas 2 extensdes @1, Q2 € IPp tais que

vQ.(a) = vp,(a) (1.34)
para todo a € IFy(z), ei=1,2.

Observamos que, para i = 1,2, temos

vo.(¥® +) = vq,(c°) =vp(c®) =9 >0

ou seja,

vo, (1* +y) = v () +vg,(y+1) =9 (1.35)
mais ainda
vQ; (y + 1) = m"'n{ UQ;(y)’UQ;(l) =0 }

para i = 1,2. Agora se vg,(y) < 0, entdo vo,(y+1) < 0 o que é um absurdo por (1.35).
Portanto
ve.(y) >0 = wvo(y+1)=0
rmou
v (¥) =0 = wvo.(y+1)>0

Podemos supor entdo que

vQ,(y) =9 e v, (y+1)=0 (1.36)

Vamos calcular a sequéncia das lacunas em @, € IPf, para isto consideremos

IL'2
o= € Fy(z,y),
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temos por (1.84) e (1.36) que
vg, (a1) = vg, (2*) — v, (¥) = 2up,(z) — 9 = -7 (1.37)
Agora, observamos que, por (1.3.3) para todo a € F
(@)oo 2 —vp(a)P,
onde P é um polo de a, pela definicao do grau de um divisor, vale

deg ((@)c) 2 —vp(a),
logo de (1.37)
7 < deg ((a)ec) (1.38)

Tomemos o polinomio
2

(Y2 Y Nop (B

(M) =T (:1:2) T 12 € I, (:I:?)—Fq( )

observamos que z ¢ raiz de Y1(T), pois

Portanto

entdo pelo teorema (1.3.15) e por (1.38) vale
7<deg (1) =[F: Fg(a1)] <7

e com 1880 obtemos que
(a1)oo = 7Qy ,
ou seja, 7 € uma ndo-lacuna em Q.

Da mesma forma, tomando

e considerando os polinémios

respectivamente em IFy (%) = IF, (%:) e Fy (%) =T, (%) Obtemos que

(a2)oo =6Q1 e (a3z)oo =5Q .
Portanto a sequéncia de lacunas em Qy € IPp ¢é

1,2, 3, 4.

O célculo das sequéncias de lacunas de um lugar num corpo de fungées arbitririo, nem sempre é
simples, mas como veremos, as sequéncia de lacunas serao fundamentais no Capitulo 3.
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Capitulo 2

Introducao aos Cédigos de Goppa

Como o préprio titulo do capitulo sugere apresentaremos uma introducao aos Codigos Geométricos de
Goppa, ou cddigos de Goppa como sao mais conhecidos, descrevendo a construcao de Goppa para cédigos
corretores de erros, usando corpos de fungoes algébricas.

2.1 Céadigos

Iniciaremos com um estudo dos principais conceitos da Teoria dos Cédigos. Seja IFy um corpo finito
com g elementos.’ Consideramos IF;" o0 espago vetorial n-dimensional, cujos elementos sido n-uplas
a € IF;" onde a = (ai,...,as) com a; € IF,.

Definigao 2.1.1 Para todo a = (ay,...,a,) e b= (b,...,b,) pertencentes a IFy", definimos
d(a,b) = #{i| a; £ b, 1<i<n)
como a distancia de Hamming sobre F,;". E definimos
w(a) = d(a,0) = #{i] a: # 0}

como o peso de um elemento a € IF;".

Observagao 2.1.2 A distancia de Hamming € uma métrica em IF,".
A demonstracio desta observacao ¢ trivial e nio a faremos aqui.?

Definigao 2.1.3 Um cédigo C, sobre IF, é um subespago linear de IF,". Os elementos de C sao
chamados palavras cédigo, n é o comprimento de C e dim C € a dimensao de C visto como IF ¢-
espaco vetorial.

Em geral um cédigo é definido sobre um alfabeto A, onde A é um conjunto finito qualquer, mas
aqui consideraremos o alfabeto A = IF;, e como consequéncia disto os cédigos aqui considerados serao
cédigos lineares.

Deflnigao 2.1.4 A distancia minima d(C) de um cédigo C # 0 € definida por
d(C) =min{ d(a,b)| a,b€C, a# b} =min{w(c)|0£ceC} 3

'Onde ¢ = p; com p um niimero primo e ¢ um inteiro positivo.
2¥m particular temos a Desigualdade Triangular d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) para todo a,b,c € IFg™.
3Pois d{a,b) = d(a ~ b,0) = w(a — b) e C é um espago linear.
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Notagao : Um [n, k, d]-c6digo ¢ um cédigo de comprimento n, dimensao k e distancia minima d.
Definicao 2.1.5 A ditribuigcao dos pesos de um [n,k,d]-cddigo € a (n + 1)-upla
(Ao,...,Ay) e N"* onde A; = #{ceClw(c)=1i}.
Como C € um espago vetorial, seu elemento neutro é tnico logo,
Ap=1eA;=0paral <i<dC)-1.
Definicao 2.1.6 O polinémio .
Wo(X) =Y AX' e 2[X],

i=1

¢ chamado o enumerador de peso de C.

Para um [n,k, d]-cédigo C, definimos o inteiro t = [(d — 1)/2], onde [z] denota a parte inteira do
numero real r, como o nimero méaximo de erros que C pode corrigir. Em outras palavras temos :

Proposigao 2.1.7 Seja C um [n,k,d]-cddigo. Entdo C pode corrigir até t erros e detectar até d — 1
erros.

Dem. :
Seu € IF," e d(u,c) <t paraalgum ¢ € C, entdo ¢ é anica palavra do cédigo com d(u,c) <t. De
fato, suponhamos que exista ¢’ € C, ¢ # ¢, tal que d(u,c') <t, logo

d(c,c) < d(u,c) + d(u,cy <t+t=2 [i—;—l-} =d-1<d,

entao d(c,c') < d absurdo, pois d é a distancia minima de C.
Claramente se ¢ € IF," tal que d(u,c) <d—1 paraalgum u € C entao sabemos que c ¢ C

Neste caso C ¢ dito ser um c6digo corretor de t erros.

Um modo de descrever um cédigo C é escrever uma base de C, como um espago vetorial sobre IF".

Definigao 2.1.8 Seja C um [n, k,d|-cddigo sobre IF,". Uma matriz geradora de C é uma matriz
k x n, cujas linhas formam uma base de C.

O produto interno candnico em IF;" é definido por

n

<ab>=) a;b;

i=1

para a = (a1,...,an) € b= (b1,...,by) em IF,". Pela algebra linear temos que esta é uma forma
bilinear simétrica ndo degenerada sobre IF'y".

Definigao 2.1.9 Se C C IF," é um cddigo, entio
Ct={uelF,"| <u,c>=0, paratodoc€ C }
é chamado o c¢é6digo dual de C.

C ¢ chamado auto-dual ( respect. auto-ortogonal ) se C = C*+ (respec. C CC* ).
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Pela 4lgebra linear temos que o dual de um [n, k]-cédigo é um [n,n — k]-cédigo e ainda (C1)L = C.
Em particular, a dimensao de um cédigo auto-dual de comprimento n é n/2.

Definigao 2.1.10 Uma matriz geradora H do cddigo C' € dita matriz teste de paridade de C.
Observagao 2.1.11 Seja H uma matriz teste de paridade de um [n, k}-cédigo C, temos ;
(i) H é uma matriz, (n — k) x n com posto n — k.

(ii) Podemos descrever C' como
C={ueF,"|Hu' =0},

onde u! denota o transposto de u.
Dem. :
(i) Por definicio H é a matriz geradora de um [n,n — k]-c4digo, ou seja é uma matriz n — k x n, onde
suas linhas formam uma base para o espago vetorial C*, pela 4lgebra linear o posto de H é n — k.

(i) H é a matriz geradora de C*, logo para todo ¢ € C temos < u;,c>=0 parai=1,...,n—k,
onde uls sdo vetores da base de C' entao H.c! =0 paratodo c€ C.

O

Em outras palavras, uma matriz teste de paridade verifica se um vetor u € IF;" é uma palavra do
c6digo ou nao.

Observamos que c6digos interessantes sao aqueles que possuem dimenséo e distancia minima grandes
em comparacao com o seu comprimento. Um dos problemas fundamentais na teoria de cédigos é estudar
a interdependéncia entre estes trés valores.

Uma das relacdes mais simples é a seguinte .
Proposigao 2.1.12 ( Cota de Singleton ) Para um [n, k,d]-cddigo C vale
k+d < n+1.

Dem. :
Considere o subespago linear W C IF," dado por

W ={(a1,...,a,) € IF;"| a; = 0 para todo ¢ > d} ,
- logo para qualquer a € W C JF," a defini¢do do peso de um elemento nos garante
w(ag) <d -1,
mas d < w(c), para todo ¢ € C, ou seja WNC =0. Como dim(W) =d — 1, obtemos
k+(d-1) = dim(C)+dm(W) = dim(C+W)+dim(CNW) = dm(C+W) < n

pois C + W C IF,". Portanto, vale o resultado.
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Cédigos com k +d = n + 1 sao , de certa forma, considerados 6timos. Tais c6digos sdo chamados
codigos MDS (mazimum distance separable). Mostraremos mais adiante que se n < ¢+ 1, entdo existem
cédigos MDS sobre IF; para toda dimensao k < n.

A cota de Singleton nao considera o tamanho ¢ do alfabeto. No entanto existem outras cotas para k e
d, envolvendo n e g, elas sao melhores que a cota de Singleton se n é suficientemente grande em relagao a q.

Aqui, estaremos interessados em obter cotas para a distancia minima de certos cédigos, que definire-
mos a seguir.

2.2 Cdbdigos Geométricos de Goppa

Introduziremos agora a nocao de Cédigo Geometricos de Goppa . Para isto, fixemos algumas notagdes
que usaremos no decorrer da secao .

F/IF,; é um corpo de fungdes algébricas de género g.
Py,...,P, € IPp, dois a dois distintos, com deg P, =1 parai=1,...,n.
D=P+...4+P,.
G € Dr um divisor tal que SuppG N SuppD = 0.

Definigao 2.2.1 O Cédigo Geométrico de Goppa C.(G,D) associado aos divisores D e G €
definido por
Cc(G, D) :={ (z(P1),...,a(Pn))|z € L(G) } CF," .
Notagao : Na literatura os c6digo geometrico de Goppa sdo conhecidos ainda como cddigos de

Goppa , e é assim que vamos nos referir a eles.

Observe que esta defini¢do faz sentido pois, para todo
z € L(G) temos vp.(z) > —vp,(G) = 0 para qualquer i =1,...,n,

pois SuppD N SuppG = 0. Logo, a classe residual z(P;) = £ + P; € Fp, mas pela defini¢do (1.1.18) como
o deg P; =1 temos
z(P;) € Fp, =IF,parai=1,...,n.

Com isto podemos definir a seguinte aplicacao .
Definicao 2.2.2 Definimos a aplicagdo

evp: L(G) — IF,"

. — (z(P),...,z(Pn)) (2.1)

como a aplicagao de avaliagao .

A aplicagao de avaliagao evp é IFy-linear! e Cg(G, D) é naturalmente a imagem de L£(G) por evp,
ou seja
Cc(G, D) = Im(evp) .

Para o caso particularem que n=qg—1 ¢ 1< deg G <n temos ¢ cédigo de Reed-Solomon , um
cédigo sobre um corpo de fungdes racionais que veremos na préxima secao .

4Para cada i = 1,...,7n a classe residual em Fp, satisfaz

(tz+y)Pi = (tz+ P) + (y+ Pi) = ta(P) + y(F) .
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Teorema 2.2.3 C.(G,D) é um [n,k,d]-cddigo com pardametros
k=dim(G) —dim(G-D) ed>n—-—deg G.

Dem. :

Considerando evp : £L(G) — IF," definida em (2.1) sabemos da algebra linear que,
L(G)/Ker(evp) = Im(evp) = Cc(G,D).
Logo,
dim(G) — dim( Ker(evp) ) = dim(C¢(G,D)) =k,

onde
Ker(evp) ={f € LG)| f(P)=0,i=1,...,n },

logo, se f € Ker(evp) entdo
vo(f) 2 —vg(G) e vp(f) >0parai=1,...,n
mas como SuppD N SuppG = B, temos que, para todo Q € IPg vale

UQ(f) > ——UQ(G) = —‘UQ(G) +'UQ(D) se Q¢ {Pl,...,Pn}
UQ(f) > 1 = —’UQ(G) +vq(D) se Q€ {P],...,P,,}

entao Ker(evp) C L(G — D).
Agora, se ¢ € L(G — D) C L(G) temos

vp,(z) > —vp{(G)+vp(D)=1>0parai=1,...,n,
logo, z € L(G) e vp,(z) >0 parai=1,...,n. Portanto,
Ker(evp) = L(G - D) .

Segue que k = dim(G) — dim(G — D).

Vamos assumir agora que C(G,D) # 0, pois do contrdrio nido tem sentido falar em distancia
minima. Entdo sseja r € Cr(G, D) tal que w(z) = d, como C(G, D) = Im(evp) existe 0 # f € L(G)
tal que

wlevp(f)) =n — #{i| f(P) =0} =d,

depois de uma reordenagao dos P/s, se necessario, podemos supor que f(P) =--- = f(Pn-q) = 0, logo

n—d
0£feL(G-Y P),

=1

pelo coroldrio ( 1.3.16.b )
n—d
0<deg (G- Pi)=deg G- (n—d),
1=1]

ouseja d>n —deg G.

Corolirio 2.2.4 Suponha que deg G <n . Entdo a aplicacdo de avaliagao evp : L(G) — Cc(G, D)
€ injetiva e temos :
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(a) Cc(G,D) é um [n, k,d]-cddigo com
d>n—deg G e k=dim(G)>deg G+1—-¢g.

Logo,
k+d 2 n+1-g (2.2)

(b) Se2g—-2<deg G<n, entiok =deg G+1-—g.
(¢) Se {z1,...,zx} € base de L(G) entdo a matriz

ri(P) zi(P) ... z1(Pyn)
M= : : :
e (P1) xzk(P2) ... xx(Pp)

¢ uma matriz geradora de Cc(G, D).

Dem. :
Temos por hipétese que deg (G — D) = deg G — n < 0, logo por ( 1.3.16.b ) vale

0 = L(g - D) = Ker{evp),
ou seja, evp € injetiva.
(a) Pelo teorema (2.2.3) C.(G,D) é um [n,k,d]-cédigo com
k=dim(G) —~dim(G—-D) e d>n—deg G .
Como evp é injetiva dim(G — D) = 0, logo pelo teorema (1.3.22) temos

k=dim(Gy>degG+1—-g>n—-d+1-9.

(b) Se 2g — 2 < deg G , entdo pelo teorema (1.4.29)
deg G+1—g=dim(G)=k.

(c) {z1,...,z,} é base de L(G) entdao (z;(P1),...,zi(Pn)) € Ce(G,D), i =1,...,n e como
evp ¢ injetiva, JF -linear e dim(G) = dim( C:(G,D) ), entdo, evp preserva bases; logo, se
{ (zi(P1),...,zi(Pr))| i = 1,...,k } é uma base de C-(G, D), entdo M ¢ a matriz geradora de
Cc(G, D).

a

Observamos que a cota inferior (2.2) para a distancia minima é muito parecida com a cota superior
de Singleton. Logo para deg G < n, temos da proposi¢ao (2.1.12) e do corolério {2.2.4) que

n+l—-g < k+d < n+1 (2.3)
Observe que se F é corpo de fungbes com género g = 0, entao
k+d =n+1,

isto €, tem-se um cédigo MDS. Assim, os cédigos de Goppa construidos por meio de um corpo de funges
racionais sdo sempre MDS.
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De fato, para se obter uma cota significativa para a distancia minima de C¢(G, D), pelo teorema
(2.2.3) basta assumir que deg G < n.

Ainda pelo teorema (2.2.3) temos que a distancia minima d de um cédigo de Goppa nao pode ser
menor do que n — deg G.

Vamos analizar na observagao seguinte quando d=n —deg G ou d > n — deg G.

Observagao 2.2.5 Suponha que &im(G) >0 e d>n —deg G > 0. Entio,d=n—deg G see
somente se existe um divisor D' € Dp com

0< D' <D, deg D' =deg G e dim(G - D) >0.

Dem. :
Primeiro, suponhamos d = n — deg G.*> Seja 0 # z € £L(G) tal que w(evp(z)) = d. Entao, evp(z) =
(z(P1),...,z(Pn)), onde depois de reenumerar os P/s, se necessério, temos £(Py) = -+ = £(Pyeq c) = 0.
Tomemos
deg G
D = Z P; [
i=1
entao

deg G
deg D' = Y vp(D')deg (P) =141+ +1=deg G’
[ —

i=1 deg G parcelas

claramente 0 < D' € D e como na demonstracao do teorema (2.2.3) temos z € L(G — D') logo,
dim(G - D') > 0.
Agora seja D' € Dr tal que
0< D' <D, deg D' =deg G e dim(G~D')>0,
logo, existe y € £L(G — D') com isso o peso da palavra-cédigo (y(P1),...,y(Pn)) én—deg G > d, pela

definicao do peso, com isso e pelo teorema (2.2.3) temos d = n — deg G.
O

Dados os divisores G e D, podemos associar a eles um outro c6digo, por meio das componentes locais
das diferenciais de Weil definidas no Capitulo I, estes cddigos sdo conhecidos como cédigos originais de
Goppa. Para isto, relembramos algumas notacoes :

Para A € Dr o conjunto Qr(A) é um JF j-espago vetorial de dimensao i(A) ( indice de especialidade ).

Para uma diferencial w e um lugar P € IPr , wp : F — IF; denota a componente local de w em P.

Definigao 2.2.6 Sejam G e D = Py +. ..+ P, divisores como definido anteriormente. Entdo, definimos
o cédigo Co(G,D) C IF," por

Cqo(G,D) = { (wp,(1),...,wp,(1))|weQr(G-D) }.

5Novamente observamos que nao tem sentido falar em distancia minima se £L(G) = 0.
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O préximo teorema ¢ andlogo ao teorema (2.2.3), mas antes de enuncid -lo vamos demonstrar o
seguinte lema.

Lema 2.2.7 Consideremos um corpo de fungdes F/K qualquer. Sejam P € IPp, comdeg P =1 e
w € QF um diferencial de Weill tal que vp(w) > —1. Entao

wp(1l) =0 seesomentese vp(w) > 0.

Dem. :
Suponhamos primeiramente que vp{w) > 0, logo pela proposicao (1.4.24) temos

wp(z) =0paratodoz € F comuvp(z) >0,

mas 1 € K C F evp(l) =0, portanto wp(1) = 0.
Agora, suponhamos que wp(1) = 0, com isso temos que

wp(a) = awp(1) =0 paratodoa € K .

Pelo teorema (1.2.1) existe £ € F tal que vp(z) > 0, ou seja £ € Op, como deg P = 1 temos que
Op/P = K. Logo podemos escrever t —y =a,comy € P e a € K, isto é

vp(y) > 1 e vp(a) =0.

Observamos ainda que vp(w) > —1, por hipétese, e vp(y) > 1 entdo pela proposicao (1.4.24) wp(y) = 0.
Com isso,

wp(z) =wpla+y) =wp(a) + wp(y) =0.

Novamente pela proposi¢io (1.4.24) temos vp(w) > 0 e o lema estd provado.

Teorema 2.2.8 Cq(G, D) é um [n, k', d']-cédigo com pardmetros
K'=i(G-D)—i(G) e d >deg G—(29—-2).

E ainda temos :

Sedeg G >29—2,entiok' =i(G-D)>n+g—1-deg G.

Se2g—2<deg G<n,entaiok' =n+g—-1-deg G.

Dem. :

Consideremos a seguinte aplicagio

@ : QF(D—G) — Fq"
w — (,0(&)) = (wpl (l)v "1wpn(]‘))
como cada componente local wp, € uma aplicagao IF-linear, temos que ¢ é IF,-linear e claramente
Agora, seja w € Ker(yp), ou seja,

w€ Qp(G ~ D) tal quewp, (1) =0parai=1,...,n,
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logo (w) > G — D e pelo lema (2.2.7) vp,(w) > 0 parai = 1,l. ..,n, entdo para qualquer Q) € IPf vale
vow) > wvo(G) —vg(D)=vo(G) se QE{P,...,Pn}
vo(w) > 0 = vo(G) se Qe {P,...,P}
entdo w € Qp(G).
Se w € Qp(G) C Np(G — D), entdo
vp{w) > vp,(G) =0parai=1,...,n,
pelo lema (2.2.7) wp,(1) = 0 parai = 1,...,n. Portanto, Ker(p) = Qr(G).
Com isto, temos pela dlgebra linear que
k' = dim(Qr(G - D)) - dim(Q2r(G)) = dim(Cq(G, D)) .
Mas pelo lema (1.4.15) temos
dim(Qr(G — D)) =i(G - D) e dim(Qr(G)) = i(G) ,
entao
k' =1i(G - D) -1(G) . (2.4)

Consideremos p(w) € Co(G, D), com w # 0 uma palavra-cédigo com peso m > 0, entao depois de
reenumerar os P/s, se necessario, podemos afirmar que

wp,(1)=0parai=1,...,n—m.

De maneira anédloga a demonstragéo de que Ker(p) = Qr(G) temos
n—-—m
0£weQr(G—(D- > P))
i=1
Logo, Qp(G - (D - Y. P)) #0 entaoi(G— (D - P)) > 0.

Portanto pelo teorema (1 4.29)

n—m

deg (G—(D- S P))<29-2,

=1

ou seja,
20—-2>deg G—(deg D—(n—m))=deg G—m .
Logo

m > deg G — (29 — 2) (2.5)
Como (2.5) vale para qualquer m > 0 temos que vale também para a distancia minima d, ou seja,

d>deg G—(29-2).
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Supondo que' deg G > 29 — 2, pelo teorema (1.4.29) temos que
0= dim(G) — deg G +1 - g =i(G) .
Logo a equacao(2.4) e a defini¢ao (1.4.1) nos afirma que
k' =i(G - D) =dim(G - D)—deg (G-D)+g-1.
Com dim(G — D)} > 0 temos
K=i(G-D)>—~degG+n+g~1.
Se ainda deg G < n , temos deg (G — D) < 0 e entdo por ( 1.3.16.b ) dim(G — D) =0 e com isto ,
k'=—~deg G+n+g-1

e 0 teorema esta demonstrado.
]

Na préxima secdo estudaremos os cédigos de Goppa, para o caso particular, em que o corpo de
fungdes é um corpo de funcdes racionais IFg(z)/IF,.

Apesar de nao demonstrarmos neste trabalho, existe uma relagdo que é muito importante na teoria
de c6digos, e enunciaremos abaixo.

Teorema 2.2.9 Os cddigos Ca(G, D) e Ca(G, D) sao duais entre si, isto é,

Ca(G, D) = C(G,D)* .

2.3 Construgao dos Cédigos de Goppa sobre Corpos de Fungoes
Racionais

Nesta se¢ao mostraremos explicitamente a descricdo dos cédigos de Goppa no caso particular em que o
corpo de fungdes é um corpo de fungdes racionais. Na teoria de c6digos esta classe de c6digos é conhecida
como cddigos Reed-Solomon Generalizados .

As notagdes utilizadas serdo as mesmas da se¢ao anterior, s6 que agora trabalharemos com o corpo
de fungdes racionais IFy(z)/IF, .8

Definigao 2.3.1 Um cddigo de Goppa C(G,D) associado aos divisores D ¢ G de um corpo de funcies
racionais IF(z)/IF, € dito ser um cédigo geometrico racional de Goppa.

Notagao : Denotaremos um codigo geometrico racional de Goppa por cédigo de Goppa racional.
Observagao 2.3.2 Se n é o comprimento de Cr(G, D), entaon < g+ 1.

Dem. :
De fato, pela proposi¢ido (A.1.1) do apéndice A, os lugares de grau 1 de IF,(z) sdo Ps 0 polo de z e
para cada o € IF; o zero P, de z — a, mas #(IF,) = g, logo IF,(z) possui somente g + 1 lugares de
grau 1, ouseja,n < g+ 1.

O resultado a seguir faz uma sinopse da se¢do anterior.

61.embrando que o género de IFq(z)/IFq é g = 0.
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Proposigao 2.3.3 Seja C = C(G,D) um cédigo de Goppa racional sobre IFy, e sejam n,k,d
pardmetros de C. Entao,

(a) n<g+1.
(b) k=0 seesose deg G<0,e k=n seesose deg G>n-—2.

(¢) Para 0< deg G<n-2,
k=14+degG e d=n—deg G .
Em particular, C é um MDS-cédigo.

Dem. :

(a) E a observagao ( 2.3.2).
(b) (i) Suponhamos k = 0. Pelo corolario (2.2.4) e pelo teorema (1.3.22) temos
k=dim(G)>deg G+1-g,

logo como g = 0, entaoc 0 > deg G + 1, ou seja deg G < 0.
Agora, se deg G < 0 < n, pelo coroldrio (2.2.4)

k = dim(G) ,

mas do corolério (1.3.16) 0 = dim(G) = k.
(ii) Seja k = n. Pela cota de Singleton, temos

k+d < n+1,
entdo d < 1. Pelo teorema (2.2.3)
deg G > n—d >n—-1>n-2.
Se deg G >n — 2, como n > 0 temos
deg G > —1=2g—-1e deg(G—D) = degG—-—-n > -2=29g-2,
entido do teorema (1.4.29) obtemos
dim(G) = degG+1 e dim(G—-D) = deg (G—-D)+1 = deg G—n+1,
mas de (2.2.3)
k = dim(G)—dim(G—-D) = deg G+1—-(deg G-n+1) = n.
(¢) Suponhamos 0 < deg G < n — 2, ou seja,
-2 =29-2 < deg G < n.

Pelo corolario (2.2.4)
k=degG+1-g = deg G+1.

Agora, pelo teorema (2.2.3) d > n — deg G, mas por (2.1.12)
d<n-k+1 =n—-degG.

Portanto, d=n — deg G.
Em particular,n —d =k — 1, ou seja C é um M DS-céddigo.
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Temos ainda que C! é também um cédigo de Goppa racional. Todavia, nao iremos consider - lo
neste trabalho.

Determinaremos, a seguir, a matriz geradora para cédigo de Goppa racional.

Proposigao 2.3.4 Seja C = Cr(G, D) um Goppa Cédigo Racional sobre IF, com pardmetros n,k e d.

(a) Se n < g ezistem elementos dois a dois distintos a1,...,an € IFy € uy,...,uy € IFy\ {0}, ndo
necessariamente distintos, tais que

C={(f(a),...,unf(an)| f € Fylz}e deg f <k -1} .

A matriz

Uy Uy ... Uy
(83851 QoU9 PN Qnln
2 2 2
M= aful oduy ... Qhun (2.6)
k—1 k-1 k-1
Otl (751 02 us PPN an Un

€ uma matriz geradora de C.

(b) Sen =g+ 1, C possui uma matriz geradora

Uy U2 e Un-—-1 0
a1uy Qoo ee. Opoun_y O
2 2 2 0
M= (43751 QoU2 cee O _3Un-—
k—1 k-1 k-1
oy Tul @y U2 ... Op_jup—1 1

onde Fg={a1,...,an_1} € u1,...,un—1 € IFg\{0}.

Dem. :

(2) Seja D=P + P+ -+ P,,comn<gqg e degg P, =1 parai=1,...,n. Como hé ¢q + 1 lugares
de grau 1 em F/JF,, existe um lugar P € IPp tal que deg P=1 e P ¢ SuppD.

Tomemos Q € IPr, com deg Q=1 e Q # P.” Com isso

aeg (Q—P)=deg Q —deg P=0>-1

I

2g_ls

entdo por {1.4.29)
dim(Q—P)=deg (Q-P)+1—g=1.
Pelo coroléario { 1.3.16.c ), (@ — P) é principal, entao existe

z € IF,(z) talque (z)=Q - P.

7Por exemplo Q = P;.
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Notamos entdo que P ¢ o divisor de polos de z e Q é divisor de zeros de z, por (1.3.15) vale
1=deg Q = deg P=[FFy(z): IFq(z)],

portanto, z é o elemento gerador do corpo de fungdes racional sobre IF;.
Denotaremos P = P,.

Vamos supor que k > 0 e k < n, pela proposi¢ao (2.3.3.b) temos
0<degG<n-2.

Por (2.3.3.c) obtemos
deg G=k-12>0.

Consideremos agora, o divisor (k — 1)Px — G , é claro que deg ((k — 1)P — G) = 0. Pelo
teorema (1.3.22)

dim((k—1)Px —G)>deg ((k—1)Poe —G)+1~-g=1,
e pelo coroldrio (1.3.16.c) temos que (k — 1)P,, — G ¢ principal. Logo, existe

he IFy(z)\ {0} tal que (h) = (k—1)Pyx — G .

Os k elementos h, hz,...,ha*~1 sdo 1i. sobre IF,;. Pois, suponha que exista a; € IF, tal que

k-1 k—1
0=73 ai(hz') = (aih)z’,
=0 i=0

logo a;h = 0, mas h # 0 portanto a; =0 parai=1,...,k— 1.

Notemos ainda que
(h)y=(k—1)Pyx -G > -G

eparai=1,...,k -1 7
(hz'y = (h) +i(z) = (k ~1)Py =G +i(Q — Px) =iQ + (k=1 —i)Py — G > -G,
logo h,hz,...,hz*"! € L(G) esaoli., como
k = dim(C¢(G, D)) = dim(L(G))
temos que { h,hz,..., hx*"! } forma uma base para £(G), ou seja,
L(G) = { hf(z)| f(z) € Fy[x) e deg f(z) Sk —1}.
Como deg P, =1 temos IFy = Op,/P; entao podemos considerar a; = z(P;) e u;:= h(F)

parai=1,...,k — 1. Como os P;s sao distintos, temos que a}s sao distintos, os ujs # 0 pois,
P; & Supp(h) entao h ¢ P; logo h(F;) # 0.

Com isso, obtemos que

¢: L(G) — C.(G,D)
hf@) — (hf(z)(P),...,hf(2)(Fn)) -

(hf(z))(P;) = h(P) f(z)(P)) = uif (i), 1=1,...,n.
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Portanto,
Cc(G,D) = { (w1 f(a),--.,unf(an))| deg f(z) <k -1, f(z) € Fy[z] }.

Pelo corol4rio ( 2.2.4.c) { h,hz,...,hz*¥~! } é uma base para £(G) entdo

h{Fy) h(Py) ... h(F)
_ h:l?(Pl) hI(PQ) ce h.’C(Pn)
hzt-1(P) otV (Py) ... ha*-1(Py)

¢ a matriz geradora de Cr(G, D).

(b) Suponhamos que n = ¢ + 1, de maneira andloga ao item (a) demonstra-se o item (b), 86 que agora

consideraremos o nosso divisor P = P, e teremos que P, = Py, 0 divisor de polo de z.

Teremos entdo (k — 1)Po, — G = (h), com h € IFy(z)\{0} e { h,hz,...,hz*"! } uma base para
£(G).

Parai € {1,...,n—1 =g} os a;= z(P) sdo distintos, logo IFy = {a1,...,an-1}, € u; :=
h(P;) € IF,\{0}. Como

vp, (hz') = vp, (h) +ivp, () = (k—1)+i(~1)=k—-1-i>0 parai =0,...,k — 2
portanto hz' € P,, ou seja (hz')(P,) =0 parai=0,...,k —2. Agora
vp, (hz')=k—-1—i=0 parai=k—1,

ou seja, 0 # (hz*~1)P, =y € IF,.

Substituindo h por v~ 'h teremos { y~'h,y"'hz,...,y"'hz*~' } uma base para L(G), pelo
coroldrio (2.2.4) temos

¥ h(Py) Y~ h(P,) e Y~ h{Py)
M v 1hz(P) v hz(P,) cor v hz(R)
'y”hxk_l(Pl) ’y‘]hxk_](Pg) o T NP,

¢é a matriz geradora de Cr(G, D).

Definigao 2.8.5 Sejam a = (ay,...,a,) onde o's sdo elementos distintos em IFy e h = (hy, ..., hy)
onde h; € IFg\{0}, ndo necessariamerite distintos. Entao o cddigo Reed-Solomon generalizado, denotado
por GRSy (a, k), consiste de todos os vetores

(h1f(@),...,hnf(an) ) com f(z) € Fyz) e deg f(z) S k-1,

para k < n fizado.®

Claramente vemos que GRS (a, h) é um [n, k]-cédigo. Observamos também que a proposi¢ao (2.3.4.a)

afirma que todo c6digo de Goppa racional sobre IF, e de comprimento n > g, sao GRSx(a,h) . A
reciproca é verdadeira.

8FEquivalentemente GRSy (a, h) é gerado pela matriz do {tem (a) da proposigio (2.3.4).
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Proposicao 2.8.6 Todo cdédigo Reed-Solomon generalizado ( GRSk(a, h) ) pode ser representado como
um cddigo de Goppa racional.

Dem. :

Seja GRSk (a, h) um cédigo Reed-Solomon generalizado, pela defnigao temos
a = (o1,...,an) a; € IFy distintos e h = (h1,...,hn) h; € IF;\{0} .

Considerando o corpo de fungdes racionais IF4(z), denotemos

P; o divisor de zeros de z —a; parai=1,...,n.

P o polo de z.

Como os ajs sao distintos temos que os P;s sao distintos, e como h; € IF; pelo teorema (1.2.1) existe

u € IFy(z) tal que vp,(u — hy) >0,
entdo u — h; € P;, ou seja u(P;}) = h; parai =1,...,n.
Agora,seja D=Py+ Po+---+ P, ¢ G = (k—1)Pyx — (u) logo pela prova da proposigéo (2.3.4)

temos que GRSi(a,h) = C¢(G, D).
0

Para finalizar a secdo e também este capitulo apresentamos dois exemplos de cédigos de Goppa sobre
um corpo de fungdes racionais.

Seguimos aqui, 0s passos da proposigdo (2.3.4), tomando para isto ¢ = 7 e IFy(2)/IF; o corpo de
fungbes racionais.® Pelo coroldrio (A.1.3), IF; tem 74 1 =8 lugares de grau 1, que idetificaremos por
Py e P; parai =0,1,...,6 como em (A.4) e respectivamente {A.2) do apéndice, lembrando também
que o género de IF;(2)/IF; é g=0.

Exemplo 2.3.7 Vamos considerar n = 6 < ¢ = 7 e com isso tomar o divisor
D=P+P+---+PFs,

¢ de se esperar que escolheremos o divisor G tal que o cédigo C(G, D) obtido seja MDS. Logo, pela
proposicao (2.3.3) temos que tomar G tal que

0<deg G<n—-2=1.
Vamos considerar deg G = 4, ainda por (2.3.3) temos
=1+degG=5ed=n—deg G=2.

Podemos tomar G = 4F,, logo :
D=P +Py+---+PFPg,com P/s 2a2distintose deg P;=1 parai=0,1,...,6.
G = 4P, claramente SuppG N SuppD = §.

Agora, seja o divisor (P; — Ps), logo

deg (P — Px)=0>-1=2¢g-1,

e pelo teorema (1.4.29)
dim(Py — Py) =deg (P — Px)+1—-g=1,

91dentificaremos Fq = {0,1,2,...,4—2,¢~ 1} .

60



No préximo exemplo, continuaremos considerando ¢ = 7 e IFy(z)/IF; o corpo de fungdes racionais.
Exemplo 2.3.8 Seja n =¢+ 1 =28 e tomemos
D=FP+P+P,+Ps+P+ P+ F+ Py,

com os P/s e P, definidos como no exemplo anterior.
Novamente escolheremos o divisor G de modo que C(G, D) seja M DS, pela proposi¢ao (2.3.3) temos
que considerar G tal que
0<deg GL<En—-2=6,

por uma escolha aleatéria tomemos deg G = 4. Logo temos
k=14+degG=5e d=n-deg G=14.

Vamos construir G da seguinte forma :

Consideremos o polinémio
p(z) =22+ 243 € IFy[2],

que é irredutivel.’® Pela proposi¢ao (A.1.1) Qp(;) ¢ um lugar de grau 2 em IFy(z)/IF;.

Consiremos
G= 2Qp(z) s
claramente SuppG N SuppD = {.

Como no exemplo anterior, tomemos o divisor (Fy — Py ), logo
deg (Po — Po) =0 e dim(Py — Px) =1,
ou seja, (Po — P) € principal, entao existe
2' € IFy(z)/IFy tal que (2') = Py — Po .
Tomemos também o divisor (4Py — G), onde
deg (4P — G) = 4deg Py, — 2deg Qp(z) =0,

logo por (1.4.29) temos
dim(4P,, —G)=deg (4P —G)+1-g=1,

entao existe
u € IF7(z)/IF; tal que (u) =4Px —G .

Notemos que
vp(2') = 1, vp (2') = =1, vp(z)(u) = —2evp, =4,
portanto, pela proposicao (A.1.1) temos
a '

:p(z)'-’- e z =bz,

com a,b € IF;\{0}, e novamente consideraremos a = b = 1.

u

'ONote que p(z) ndo possui raizes em IFy.
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Tomemos agora
a; = z(P) e hi = u(Fy),

para 1 =0,1,...,6 eap_ e hp_ tal que
heo o, = (uz?)(Pw) ,
para j=0,1,...,4. Pela proposicdao (A.1.1) temos

1

a;i=1 e hj = ——,
' p(i)?
para 1 =0,1,...,6 ;e ‘

~1

~

0 se j<4

hanvax=(p(z)2)(P°°)={l se j=4

para j=0,1,...,4.
Portanto, pela proposi¢ao (2.3.4)

Cc(G, D) = { (4£(0),2£(1),2/(2),1£(3),2(4),2f(5),4f(6),7)! f(2) € IFy[z] com deg f(z) <4},

com
_ o se deg f(z) <4
Y=\ ad se f(z)=asz* + -4+ a1z’ +ag, comas £0

e a matriz geradora de C(G,D) é

4 2 212 240
0 243133@290
M=]10212411402¢0
0226 2530
0 244 2 4 41
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Capitulo 3

B-Lacunas e Cdédigos de Goppa

Neste capitulo estaremos interessados em encontrar melhores cotas para a distancia minima dos cédigos
de Goppa. Como vimos no Capitulo 2, estes c6digos sdo construidos a partir dos divisores D e G
pertencentes a Dr tomados de uma maneira "particular”. Nossa proposta é , utilizando o conhecimento
dos conceitos de B-lacunas, melhorarmos as cotas para a distancia minima dos cédigos de Goppa pela
inclusao de mais hip6teses sobre o divisor G.

3.1 Requisitos e Notacao

Esta secao servird para fixarmos a notacdo e as informagdes necessdrias para o desenvolvimento do
capitulo.
Consideraremos o corpo de fungdes F/IF, de género g, onde g é poténcia de um nimero primo.
P p 9 gép

Dados um divisor B € Dr e um lugar P € IPr de grau 1, consideraremos as B-lacunas em P,
conforme a definigao (1.5.3). -
Sejam Py, Ps,..., P, € IPF, lugares de grau 1 distintos entre si. Consideraremos os divisores D, G €
Dr tal que :
D=P +P+--+4+P, e SuppGN SuppD =0 .

Apartir deste divisores definiremos, conforme (2.2.1) e (2.2.6), os respectivos cédigos de Goppa :

Ce(G,D) :={(z(P),...,z(Pp))| € L(G) },

Ca(G,D) = { (wp,(1),...,wp, (1)) w € Qr(G - D) }.

Notagao :!
n : comprimento do cédigo .
k : dimensao do cédigo .
d : distancia minima do cédigo .

TConforme as defini¢des do Capitulo 2.
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com E'>0¢e P ¢ Supp(E). Entao existe r € F tal que
W) -B=(w~-1)P+E - (z).
Logo por (3.1) vale
(5 + 9~ )P +2B~ (P +- P) ~ B= (3 ~ )P+ E' (2,

ou seja,
(z) +B= 7P+ (P + -+ F) + E'

como P/s>0, P>0 e E'>0 entao
((z) + B)o = VP,

o que é um absurdo, pois v; € uma B-lacuna em P.
Portanto, d > deg G — (29 — 2), ou seja

d>deg G—-(29g—2)+1=deg G—-29+3.

a

Seguindo a mesma idéia do teorema anterior, o préximo teorema melhora a cota da distancia minima
para o cédigo C.(G, D).

Teorema 3.2.2 Suponhamos que v ¢ uma B-lacuna em P. Tomemos G = vP + B. Se o cédigo
Cc(G, D) tem dimensao positive entdo

d >n—deg G+1.
Dem. :
Pelo teorema (2.2.3) temos que o c6digo Cr(G, D) tem distancia minima d tal que
d>n—deg G.
Suponhamos que d =n — deg G, como
dim(C¢(G,D)) > 0,
existe f € L(G), f # 0, tal que
o(f) = (f(P),f(P),...,f(F4),0,...,0) € Cc(G, D),

com f(P;)#0,parai=1,...,d *
Como f € L(G) temos )

mas f(P;) =0,paraj=d+1,...,n,entdo
fEPjparaj=d+1,...,n,

ou seja vp,(f) > 0, entdo
vp,(f) 2 1 =vp(F;).

4Reenumerando os P,-’s se necessério.
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notemos que (n —w) — deg G+t >0 entdo deg E <t. Com isso podemos escrever
E = AP+ F',
com E' >0, P ¢ SuppE' e 0 <X <t;entdo
(f)=Pi+ -+ Pryw—G+AP+E',

mas G=vP+B
(f)+B=Pi+--4+Ppyw+E —(y= AP,

com 0 < A <t. Portanto
((f)+B)oo =(y=A)P; para0< A< t.

Isto contradiz a hipdtese de (v — A), ser uma B-lacuna em P para A =0,...,t.
Entdo w(f) > n — deg G +t, para todo f € L(G), ou seja,

d>n—degG+t+1.

O

O préximo teorema é uma generalizagao do teorema (3.2.1), mas para demonstra-lo necessitamos do
seguinte lema .

Lema 3.2.4 Suponhamos que cada nimero inteiro
a,a+1l,...,a+; B—-(1t-1),...,8-1,8

sejam B-lacunas em P, com a+t< [ e t>1. Tomemos G = (a+ 5 —1)P + 2B, e suponhamos que
existe um divisor canénico K da forma

K=G+E-(Pi+P+--+Py,),
onde E>0,deg E=t e w=deg G—(29—2)+t<n, entdo :

(1) L{(a+i)P+E+BY# L{a+i~1)P+E+ B), para i=0,1,...,t—1.
Também L((B—j)P+E+B)#L(8~j~-1)P+E+ B), para j=0,...,t.

(2) Se P ¢ Supp(E) , entdo a funcdo
h(s) = dim(sP + E + B) — dim(sP + B) ,
€ uma fungdo ndo decrecente em s.
(3) Suponha h(s)=m. Se on —1<s<a+t-2 ou B—-t<s<f,entio h(s+1)=m+ 1.

Dem. :

(1) Suponha que L((a+i)P+E+B)=L((a+i—1)P+E+B) para i=0,,...,t—1,como P> 0
temos
(a+i)P+E+B>(a+1)P~P+E+B,comi=o,...,t—1

entao temos que

(a+{)P+E+B-(PP+P,+--+Py)>(a+i))P-P+E+B—(Pi+ P+ -+ Py),
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Portanto
L((a+i)P+E+B)# L((a+i—1)P+ E+ B); parai =0,1,...,t - 1.

De maneira ansloga, prova-se que L((3—j)P+E+B)# L((B-j—-1)P+E+B), para j=0,...,t.

Dem. :
(2) Paratodo s € Z temos que
sP+B > (s—1)P+B,

entdo pelo lema (1.3.11)
L(sP+B)2 L((s—1)P+B) (3.8)
Agora para qualquer f € L(sP + B)\L((s — 1)P + B) temos

(f) > -sP-B (3.9)
(f) < -(s-1)P-B (3.10)

como E >0 temos de (3.9) que
(fy>-sP-B>-sP-B-F,

entao
f€L(sP+E+B)

como P & Supp(E) de (3.10) temos
vp((f)) < ~vp((s = 1)P) — vp(B) = vp((s — 1)P) - vp(E) — vp(B)

logo
fé€L{(s—-1)P+E+ B).

Com isto temos que, para qualquer
feL(sP+BN\L((s—1)P+ B)

entao
feL(sP+E+B)\L((s—-1)P+E+B).

Portanto,
dim(L(sP + B)/L((s = 1)P + B)) < dim(L(sP + E + B)/L((s = 1)P + E + B)),
ou seja,
dim((s — 1)P+ E + B) —dim((s —1)P + B) < dim(sP + E + B) — dim(sP + B) ,

logo h(s —1) < h(s) para qualquer s € Z. Portanto h é nao decrescente.

Dem. :
(3) Suponhamos h(s)=m. Se a—1<s<a+t—-2,0u 3-t<s<f, temos que

a<s+1<a+(t—1),o0uf8-(t-1)<s+1<4.
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Por hipé6tese (s +1) é uma B-lacﬁna em P, pela parte (1) deste lema temos
L{(s+1)P+E+B)# L(sP+E+ B) 3.11)
mas pelo lema (1.3.11)
dim((s+1)P+ E+ B)—-dim(sP+ E+B)<deg ((s+1)P+E+B)—deg (sP+E+B)=1.

Portanto por {3.11) temos

dim({(s+1)P+E+B)=dm(sP+E+B)+1,
como (s + 1) é uma B-lacuna por (1.5.7), temos

L{(s+1)P+B)=L(sP+B).

Portanto
h(s+1) = dim((s+1)P+ E+ B)—dim(sP+ E+ B) = dim(sP+E+ B)+1—dim(sP+B) = h(s)+1,

ouseja, his+1) = m+ 1. O

Teorema 3.2.5 Suponhamos que os inteiros
a, a+11"~a (1+t ﬂ—(t_l)a 5_(t_2)7a ﬂ-la IB

sejam B-lacunas em P, com a+t<f e t> 1. Tomemos G = (a+ 8 —1)P+2B. Se o cddigo
Ca(G, D) tem dimensdo positiva entdo

d>deg G- (29-2)+(t+1).

Dem. :
A prova é feita por indugiao sobre t.
Tomemos t = 1. logo a, a+1 e B sao B-lacunas em P e por (3.2.1) temos que

d > deg G—-2g+3.
Suponhamos que d = deg G — 2g + 3, como Cq (G, D) tem dimensdo positiva, existe
w € Q(G - D), tal que 8(wp,(1),...,wp,(1),0,...,0),

com wp, (1) #0,para i =1,...,d. como w € (G — D) temos que

mas pela demonstragéo do teorema (2.2.8) como wp,(1) #0, para i =1,...,d obtemos
Ww)=G-P-P~-F+Q,

onde Q € IPp, com deg Q = 1, pela parte (1) do lema (3.2.4) temos

LaP+Q+B)#L({a-1)P+Q+B).

8Reenumerando osP]s se necessario .
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e
o =a+l, d+1=a42,..., d'+(t-1)=a+t e B =a'+(t-1), f'-1=a'+(t-2),..., B/ —(t-1) =2,

notemos que o' +(t—1) =8 e t > 1, tendo as hip6teses do teorema e pela hipétese de indugéo o
teorema é valido para t — 1, temos que a distancia minima do cédigo Cq(G’, D) vale

d > degG'—(2g—-2)+t = degG+deg P—(2g—-2)+t = d+1.
Mas () =G~ (Pi+:- -+ P;)+E ecomo P& SuppE, temos
E = P+ E,
onde E'> 0, logo
M=G+(P+E)-(P+ - +P)=G -(P+ - +P)+E,

entdo (n) > G' — D, ou seja,
n € QG - D),

um absurdo, pois n tem peso d e Cq(G' — D) tem distdncia minima d' > d + 1. Portanto
P & SuppE .
Com isto temos as hipéteses do lema (3.2.4), considerando entdo a parte (2) de (3.2.4), isto é ,
h(s) = dim(sP+ E + B) — dim(sP + B) ,
e considerando s = a — 1, por (3.2.4) parte (3) obtemos
ha)=h{a—-1)+1,
ou seja,
h(a) > 1 (3.14)

Continuando com a funcao h, pelo lema (1.3.11) temos,

h(B) =dim(BP + E+ B) —dim(BP+ B) < deg (BP+ E+ B) —deg (BP+ B)=deg E=1,

entao

h(B) <t (3.15)
agora, por (3.2.4) parte (3), h(a+(t —1)) = h(e) +t — 1, entéo por (3.14)
ha+(t-1)) >t (3.16)

por hip6tese, o+t < 8 ouseja, a+(t—1) < B -1, como h énio decrescente
hMa+{t-1) <h(B-1).
Por (3.16) e por (3.2.4.(3)) temos t < h(3) — 1, assim,
h(B)2t+1,
0 que é um absurdo, por (3.15). Portanto d > deg G — (29 — 2) + t, ou seja
d>deg G—-(29-2)+t+1

e o teorema estd provado. O

Como consequéncia direta deste teorema obtemos 0s seguintes coroldrios.
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Coroléario 3.2.6 Suponhamos que o, a +1,..., a+t, sejam (t + 1)-consecutivas B-lacunas em P.
Seja
G=Q2a+t—-1)P+2B.
Se o cddigo Cq(G, D), tem dimensdo positiva, entao
d > deg G- (29-2)+(t+1).

Dem. :

Tomemos
B=a+t, f-1=a+(t-1),....,8-t-1)=a+1,

logo
G=(a+(a+t)-1)P+2B=(a+p—-1)P+2B,

portanto pelo teorema (3.2.5) temos que

d>deg G—(29—-2)+(t+1).

Corolédrio 8.2.7 Suponhamos que o, 8§ ¢ B+ 1 sejam B-lacunas em P, com a < 8. Tomemos
G =(a+ B)P +2B. Se o cédigo Co(G,D) tem dimensdo positiva, entdo

d > deg G—-2g+4.

Dem. :
Considerando
d=a,d+1=8¢ef =p+1

logo, temos o' +1<a'+141=p4 e t=1. Com isso
G=('+p8 ~-1)P+2B.

Entao pelo teorema (3.2.5) temos
d>deg G—2g9+4.

3.3 Ilustracao

Nesta secdo apresentamos um exemplo, como aplicagdo dos teoremas da secao anterior. A ilustragio
concentra a atengao no calculo da distancia minima de certos codigos particulares, jA que o calculo das
sequéncias de lacunas nao é trivial.

As demonstragoes dos resultados podem ser encontradas em [4], [2] e [1] .

Vamos considerar, o corpo de fungdes Hermitiano, sobre IF,2 ,¥ definido por :

H=1IFg(z,y) comy?+y=z" e mijg+1.

De (3], temos que :

8¢ é poténcia de um primo p.
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(i) O génerode H é
9= (g-1)(m-1)
2 b
(ii) H tem 1+ ¢(1+m(g—1)) lugares de grau 1.
Exemplo 3.3.1 Se m =g+ 1 temos
H = Fp(z,y) comy? +y =z

(i) ogenerodeH é

_qlg-1)
=,

(ii) H tem 1+ ¢® lugares de grau 1.

Se tomarmos o divisor B € Dr igual ao divisor nulo ( B = 0 ), temos, por [2], que as lacunas de
Weierstrass para todo P € IPr com deg P=1 sao

1,2,3,...,9 -1, =(0(g+1)+1,0(g+1)+2,...,0(g+1)+qg-1)
q+2,q+3,...,2¢-1, =(1(g+1)+1,1{g+1)+2,...,1(g+1)+g-2)
29+3,2q+4,...,3¢g-1, =(2(g+1)+1,2(¢g+1)+2,...,2(¢g+ 1)+ ¢g—3)

(@-4)(g+1)+1,(g-4)g+1) +2,(g =g —1=(g-4)(g+1) +3,
(g—=3)(g+1)+1,(g—-2)g—1=(g—-3)(¢g+1)+2,
(g-2)(g+1)+1.

Note que (¢—~2)(g+1)+1=q(g—1)—1=2g9—1 e pela proposigdo (1.5.9) esta é a maior lacuna
possivel. ’
Agora, denotamos P = Poo , o divisor de polos de z e fixamos um inteiro 7, com 1 <r <q-—2.
Tomemos v = (r + 1)g — 1, e seja
G = 4P

D=P]+P2+"'+Pq3,

onde P!s denotam outros lugares de grau 1 diferentes de P.
Pelo teorema (2.2.3) temos que Cr(G, D) é um cédigo de Goppa com distancia minima

d>n—-degG = ¢ —(r+1)g+1.
Mas, observamos que
rig+1)+1, r(g+1D)+2,...,r(g+ D) +g-1-r=1,

sao g—r—1 lacunas consecutivas em P. Logo, pelo teorema (3.2.3) a distancia minima d de Cr(G, D)
vale

d>n—-degG+(g—r—-1) = ¢ —r(g+1).

Para ilustrar o teorema (3.2.5), facamos o seguinte : Fixemos um inteiro s, com 0 <s<g—-3,¢
tomemos
a =s{(g+1)+1.

Agora, para t =g —2 —s temos que

o, a+1,a+2,...,a+(t-1), a+t,
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sdo t + 1 lacunas consecutivas em P, observe que t > 1.
Tomemos também [ = a+1t e consideremos

, G = (a+8-1)P.
Pelo teorema (2.2.8) temos que Cq(G, D) é um cédigo com distancia minima d tal que
d > deg G- (29-2).
Todavia, observamos que
B8, 8-1,...,8-(t-2),8-(-1)
sdo t lacunas consecutivas. Logo pelo teorema (3.2.5) temos que
d>degG—-(29-2)+(t+1) = deg G—(29g—-2)+(g—-1-35).

Que é uma melhora consideravel.

Na verdade [2] mostra que vale a igualdade nas inequagdes da distancia minima, acima.
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Apéndice A

O Corpo das Funcoes Racionais

A.1 Anéis de Valorizacao e Lugares

Vamos investigar os conceitos de valorizagéo e lugares no caso de um corpo de fungdes racionais
F = K(z), onde z transcendente sobre K. Dado um polinémio arbitrario ménico e irredutivel
p(x) € K|[z], considere o anel de valorizagio Op(,),' de K(z), dado por:

O = { LB/ @).5(6) € Kl 5(2) Koto)} (A1)

Tomemos Pp(,), seu ideal maximal,? dado por
Py = { L311(0),9(6) € Klal, 5@)/1(0), p(o) Kata) (A2)
No caso particular quando p(z) é linear, i.e., p(z) =z —a com a € K, nés escrevemos P, = P,_4 €

IPr. Existe um outro anel de valorizacdes de K (z)/K, a saber
0 = {L811@).9(0) € Kz, deg S12) < g o)} (A3)
cujo ideal maximal é
P = {810 1(0) < deg )} (A4)
9(z)

Este ideal é chamado o lugar infinito de K(z). Observe que esta classificacdo de anéis e lugares
dependem da escolha especifica do elemento gerador ¢ de K(z) (por exemplo, K(z) = K(1/z), o lugar
infinito com relagao a 1/z € o lugar Py com relagdo a x ).

A partir destas defini¢bes tem-se o seguinte resultado.

Proposicao A.1.1 Seja F = K{(z) o corpo das fung¢ées racionais,

}Como vimos na observagao (1.1.7).
2Suponhamaos Ppzy G S € Op(yy, um ideal, logo existe :(: € S; h(z), g(z) € K[z], com p(z) Ah(z) e p(x) Ag(z);

temos que %%—3 € Op(z), pois p(x) Ah(z), entao 1 = %2—&% € §; portanto Pp(;) é maximal.
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(a) Sep(z) € K[z] é irredutivel. Entdo p(z) é um elemento primo para P = P,y € IPp dado por (A.2).
Mais ainda considerando vp a valorizacdo discreta definida em (1.1.15), tem-se Op/P = K(z)p
€ isomorfo a K{z]/(p(z)), i.é., deg P = deg p(z). Tal isomorfismo é dado por :

¢ : Klz]/(p(z)) — Op/P
f@) + (p(z)) — f(P):= [f(x)+P

(b) Se p(z) = z - a; a € K, Tem-se que a aplicacdo de classes residuais é dada por: 2(P) = 2(a),

para z € K(x), onde 2(a) é definido como segque: escreva z = -,{-?3 com f(z), g(z) € K[z], primos
entre si. Tome

z<a>={ e} se gla)#0

oo se gla)=0.

(c) Se P = Py, € o lugar infinito de K(z)/K definido por (A.4). Entiot =1/z ¢é um elemento primo
de P.,. A valorizacdo discreta associada a P, ¢ dada por voo(f(z)/g(z)) = deg g(z) — deg f(z),
onde f(z),g(z) € K[z]. E degP, = 1. A aplicagdo residual correspondente a Py €é determinada
por z2(Px) = 2(00), para z € K(x), onde z{oc) € definido da sequinte forma; se z = g‘f;—l*_r%%,
com an, by, # 0, entdo

= ,sen=m
z(o0) = 0 ,sen<m
0o ,8en>m

(d) K € o corpo completo das constantes de K(z)/K.

Dem. :

— n f(=
(a) Asprovasde que p(z) éum elementoprimode P = Pp(,) eque vp(z) = no.sez= g(z) 'é;%
00 ,sez=

é a valorizagao associada a P sio bastante simples e deixaremos de mostra-las aqui. Considere
agora o homomorfismo de anéis:

¢: K] — Opa)/Ppa) = K(z)p
fz) —  f(P):= f(z) + Py

Observe que

Ker(p) = {f(z) € K[z]| f(z) € P} = {f(z) € K[z] | p(z)/ f(z)} ,
isto é, Ker(y) = (p(z)).
Agora seja ¥V z(P) € K(z)p = Op/P; z(P) = z(z) + P, onde z(z) € Op, logo z(z) =

%—8% u(z),v(z) € K(z] e p(z) Av(z). Como p(z) ¢ irredutivel e p(z) Av(z), tem-se que p(z)
e v(z) sao relativamente primos, i.e., existem a(z),b(z) € K[z] tal que a(z)p(z) + b(z)v(z) = 1.

Logo,
z(z) = z(z).1 = E(J:—)E(—z)-.p(z) + b(z)u(z), entdo z(P) = p(b(z)u(zr)) e ¢ é sobrejetora.
‘U(I) LS
€Pp(a) extl

Assim, ¢ induz um isomorfismo ¢ de Kz]/(p(x)) sobre Op)/Pp) = K(z)p.

(b) Andlogo a (a) tomando-se p(z) = (z —a), a € K.
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(c¢) Por definicdo deg P, = [Fp_ : K], onde Fp_ = Op_ [Ps. Sabemos que K(z) = K(1/z).
Agora, se z € Py, tem-se por (A.4) que z = ﬁ%,com deg f(z) < deg g(z), portanto podemos
escrever

2= l:r:_f_(z_) =1 _f(_z)_ onde deg f(z) < deg g(z),

z g(x) =z g(z)

z

por (A.3) temos ;ﬁ;% € Oo. Logo, 1 & um elemento primo de P, € mais ainda Qs = Oy, ja

que K(z) = K(1/z), portanto deg P = 1.

(d) Tome P lugar de K(z)/K de grau 1, por exemplo P = P, com a € K. K estd imerso em
Op/P = K(z)p. Temos K C K C K(z)p = K, pois 1 = degP = [K(z)p : K].

0

Na verdade , 0 que acabamos de descrever representa todos os lugares do corpo de funcoes racionais.
Tal resultado, devido a Ostrowski, é o nosso proximo teorema.

Teorema A.1.2 (Ostrowski) Os inicos lugares no corpo de fungées racionais K(z)/K sdo os lugares

Py(2) € P definidos em (A.2) e (A.4).

Dem. :
Basta mostrar que dado um lugar P € IPp, com P # Py, entdo existe p(z) € K|z}, irredutivel t.q.
Op(z) = Op. Logo tome P € IPp, com P # Py,

Caso 1: Se z € Op entdo Op(z) C Op.
De fato, seja I = K[z] N P um ideal primo de K[z], a aplicagdo residual induz uma submersao
Kiz]/I < Op/P = Kp, logo pela proposi¢ao (1.1.19) temos I # 0. Entdo existe p(z) € K|z]
monico irredutivel t.q. I = p(z).K[z]. Se tomo g(z) € Klz],p(z) Ag(z) = g(z) ¢ T 2 P,
pela proposicéo (1.1.8) g(z)~' € Op, entéo Op,) = {;—}%I f(z), 9(z) € K[z]; p(z) )(y(z)} C Op,
portanto pelo teorema (1.1.16) temos Op = Opa). )

Caso 2: Sez € Op entdao Oy C Op.
De fato, z ¢ Op == z~! € Op trabalhando como no caso 1 teremos Q1 = Oy C Op, logo por
(1.1.16) O1 = O = Op.

Atravez da Proposi¢ao (A.1.1) e do Teorema (A.1.2) acima demonstra-se o seguinte coroldrio.

Corolério A.1.3 Os lugares de K(z)/K de grau 1 tem correspondéncia 1-1 com K U 00.3

A.2 Género e Corpos de Fungoes

Como vimos no exemplo (1.3.11) o género de um corpo de funcdes racionais é igual a zero. Agora se o
género de um corpo de fungdes é zero, serd que podemos dizer que este é um corpo de fungdes racionais?
A resposta para isso ¢ a nossa préxima proposicio .

3Fm termos de Geometria Algébrica, K U oo é usualmente interpretados como o espaco projetiva P'(K) sobre K.
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Apéndice B

Extensoes de Corpos de Funcoes
Algébricas

B.1 Alguns Resultados Basicos

Como vimos, em um corpo de fungdes racionais podemos descrever todos os seus lugares. Agora como
um corpo de fungdes algébricas é uma extensdo finita de um corpo de fungdes racionais, neste apéndice
apresentamos alguns resultados a respeito do estudo dos lugares de um corpo de funcdes algébricas em
termos dos lugares do corpo de fungbes racionais.

Usualmente , um corpo de fungdes é representado da seguinte forma

F = IF,(z,y) com y(z,y) =0

onde, Y(z,y) € IFy{X,Y] é um polinémio irredutivel em duas varidveis, entao F pode ser observado
como uma extensao algébrica finita do.corpo de funcdes racional IFg(z) (ou IFy(y) ).

Apesar desta ser parte fundamental na continuacao dos estudos de corpos de fungdes sé daremos
aqui as defini¢bes e resultados principais.

Fixamos a notagbes a seguir:

e F/K - corpo de fungbes algébricas em uma varidvel com corpo de constantes K;
o K sera perfeito; i.e., toda extensao algébrica de K é separavel.!

e F'/K'- corpo de fungdes ( K' corpo das constantes de F') tal que F' D F é uma extensao algébrica
e K' DK.

Por conveniéncia fixemos ® D F algebricamente fechado e consideremos somente extensées F'/F
com F' C &.

Definigao B.1.1 (a) Um corpo de fungdes algébricas F'/K' é chamado uma extensao algébrica de
F/K se F' D F é uma extensdo algébrica e K' D K.

(b) A extensdo algébrica F'/|K' de F|/K é chamada de extensao por constantes se F' = FK', o
corpo gerado por F e K'.

(c) A eztensdo algébrica F'|K' de F|/K ¢é chamada de extensao finita se [F' : F] = n < oo.

'K com caracterfstica zero, finito ou algebricamente fechado.
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Lema B.1.2 Seja F'/K’' uma extensao algébrica de F/K . Entdo, vale o seguinte:
(a) K'/K ¢€ algébricae FNK' = K;
(b) F'/K' ¢ extensdo finita de F/K se e so se [K': K] < oo;

(¢) Seja Fy = F.K'. Entiao Fi/K' é uma eztensdo por constantes de F/K e F'|K' é uma extensao
finita de F)/K' (possuindo o mesmo corpo de constantes).

Dem. :

(a) Tomemos z € F tal que [F : K(z)] = n < 0o, isto é, £ € F é transcendente sobre K e consideremos

o diagrama:
Fl
algébricy
F \
finita  \ K'

K(z)
\

Pelo diagrama temos claramente que F'/ K (z) é algébrica, e como z é transcendente sobre K, temos
que F'/K tem grau de transcendéncia 1. Mas F'/K’ é corpo de funcdes e F'/K'(z) é algébrica,
portanto z é transcendente sobre K’ e como K'(z)/K(z) também é algébrica com K'(z) C F'
temos que K'/K é algébrica.

Agora K' N F = K vem do fato de que estamos supondo K algebricamente fechado em F.

(b) Tomando o mesmo z da parte (a) e olhando o diagrama temos:

Suponhamos que [F' : F] < oo, entdo [F' : K(z)] < oo e assim F'/K é corpo de fungdes . Mas
entdo pelo corolério 1.1.20, considerando K o corpo das constantes de F' /K, tem-se: [K : K] < 0o
epor (a) K' CK,ie, [K': K] < cc.

Suponhamos [K’ : K| < oo, entdopelo diagrama tem-se [K'(z) : K(z)] < oo. Mas como ja
haviamos visto que z é transcendente sobre K’ e F'/K' é corpo de fungdes , temos [F' : K'(z)] < oo.
Portanto temos [F' : K(z)] = [F' : F][F : K(z)] < oo e assim [F' : F] < oo.

(c) Observamos que ao tomarmos F} = F.K' teriamos F C F; C F’, com K' C Fy, e portanto Fj /K’
¢ extensao algébrica de F//K com corpo de constantes K'. Mas entdo F'/K' é extensao algébrica
de F1/K e [K': K'] = 1; assim, por (b) [F' : F1] < co.

a
Agora vamos iniciar o estudo da relagdes entre os lugares de F' e F.
Definicao B.1.3 Considere uma extensdo algébrica F'/K' de F/K. Um lugar P' € IP% se diz estar

sobre P € IPr se P' O P. Também dizemos que P' é uma extensao de P ou que P estd sob P’ ¢
escrevemos P'[P.
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(3 = 1) Deuvp(z) =evp(z) , para todo z € F, temos:
.'L'Epzvp(:l)_>_1=>Upl(z)=evp(z)Zlﬁxe})l:}Im/P

]

Uma consequéncia desta proposicao é que para P'/P existe uma imersao canénica do corpo das
classes de residuo Fp = Op/P no corpo das classes de residuo Fp. = Op:/P’, dada por

z(P) — z(P') , paraz € Op .
Assim, podemos considerar Fp um subcorpo de Fp..

Definigao B.1.5 Seja F'/K' uma ertensao algébrica de F/K e seja P' € IPy um lugar de F' /K’ sobre
P ¢ IPp:

(a) O inteiro e(P'/P) = e com vp:(z) = evp(z), para todo z € F é chamado indice de ramificagdo
de P’ sobre P. Dizemos que P'/P ¢é ramificado se e(P'/P) > 1 ¢ P'/P ¢ nao-ramificado se
e(P'/P)=1.

(b) f(P'/P)=[F'p : Fp] é chamado o grau relativo de P' sobre P.
Note que f(P’'/P) pode ser finito ou infinito, enquanto o indice de ramificagdes é sempre finito.

Proposigao B.1.6 Seja F'/K’' uma extensdo de F/K e P' um lugar de F' /K’ sobre P lugar de F/K.
Entao

(a) f(P'/P) < oo seesoselF :F]<oo.
(b) Se F"/K" é uma extensao algébrica de F'/K' e P" € IPy. € uma extensdo de P', entdo

e(P"/P) = e(P"/P').e(P'/P) e f(P"/P)=f(P"/P').f(P'[P).

Dem. :

(a) Lembre que deg P =[{Fp : K] < 00 e deg P' = [F}, : K'] < co. Como
[Fp. : K] = [Fp. : K'L[K' : K] = [Fp. : Fel {Fp : K]
entdo: [Fp, : K] < oo se e s6 se [Fp, : Fp] < 0o se e s6 se [K': K} < 0o, por (?7.b); isto é,
[K'/K]<o0 <= [F': F]< 0.
Logo, como f(P'/P) = [Fp. : Fp), tem-se
f(P'/P)<o0 <= [F': F]< 0.

(b) £ € F = vp/(z) = e(P'/P).vp(z)

ze FCF = uvp:(z) e(P"|PYvp (z) =

e(P"/P").e(P'|P)up(z)

Considere Fp C Fp, C Fp.. Logo,

[Fpu : Fp) = [Fp : Fp.l.[Fp, : Fp).
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Proposicao B.1.7 Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K. 7
(a) Para qualquer lugar P' € IPy eriste ezatamente um lugar P € IPp tal que P'/P e P=P'NF.

(b) Reciprocamente, para um lugar P € IPr eziste pelo menos um lugar, P' € IPy tal que P'/P, e 0
nimero de tais lugares € finito.

Dem. :

(a) Primeiro provemos que existe algum z € IF tal que vp/(2) # 0. Isso serd feito por contradi¢ao :
Suponhamos que para todo z € IF, vp(z) = 0; tome t € F' e suponhamos que vp () > 0; t é
algébrico sobre F; logo, existem ¢; € F, i =0,...,n, com ¢g, ¢, € IF tais que

et + ... +cit+cg=0.
Por hipétese, vp: (¢;) = 0; assim,
vp(co) = min{ivp(t)/i=1,...,n} > 0.

Contradigdo. Logo, PPN F # .

Por (B.1.4) se P'/P, entao P = P' N F. Logo, se P, € IPr com P'/Q e P'/P, entdo Q =
PNF=PFP

(b) Dado P € IPp, escotha z € F/K tal que (z)o = P (ver proposi¢do 1.5.9). Afirmamos que para
P' € IP% vale:
P'|P ¢ vp(z) >0 ) (B.2)

(=) vp(z) =evp(z) =e>0.
(<) vp(z) > 0.

Seja @ um lugar sob P, logo Q@ = P'N F; entdo @ = P, pois P é o tinico zero de z em F/K.
Por (B.2), P'/P. Agora como o conjunto dos zeros de z em F' é finito, (B.2) garante que
temos apenas um nimero finito P’ tais que P'/P.

Lema B.1.8 Seja K'/K extensdo finita e z transcendente sobre K. Entdo

[K'(z) : K(z)] = [K': K].

Dem. :
Podemos assumir que K' = K(a) para algum a € K'. Como K'(z) = K(z)(a), entao,

[K'(z): K(z)] < [K': K].

Para provarmos que [K' : K| < [K'(z) : K(z)] precisamos mostrar que o polindmio minimal de a em
K continua sendo irredutivel em K (z). Seja ¢(T) € K[T) o polindmio minimal de a e suponhamos que
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é redutivel em K(z), isto é existe g(T), h(T) € K(z)[T] polinémios ménicos com grau menor que deg ¢
tais que ¢(T) = g(T)h(T). Como ¢(a) = 0, entdo g(a) = 0 ou h(a) = 0; suponhamos que g(a) =0 e
deg (g) = r, entao:
gT) =T 4+ c, ()T 4+ ...+ a1(2)T + cox)
com c;(z) € K(z) e r < deg ¢; entéo
a" +cr_1(z)a™ 4. 4 o(x)a+co(z) =0 .

Multiplicando por um denominador comum, obtemos:

gr(z)a” + gry(z)a" P+ ...+ gi(x)a+ go(z) = 0 (B.3)

onde g;(z) € K|[z], e podemos assumir que = fg;(z)para algum ¢ € {1,...,r}. Tomando z = 0 em (B.3)
obtem-se um polinémio em K, que se anula em « e tem grau menor que deg ¢.
a

Teorema B.1.9 Seja F'/K' eztensdo finita de F/K, P um lugar de F/K e Py,..., P, os lugares de
F'|K que estdao sobre P. Sejam e; = e(P;/P) e fi = f(P;/P). Entao

n

Z e,'.f,- = [F’ : F] .
=1
Dem. :
Escolhemos x € F';tal que P ¢ o unico zero de z em F. Seja vp(z) = s. Como vg(z) = e(Q/P)vp(z),
para todo Q/P, entdo os P;/P,i = 1,...,n sio exatamente os zeros de z em F'/K'. Agora vamos avaliar
[F': K(z))].
[F':K(z)] = [F':K'(z)).[K'(z): K(z)]

= (3 ur(z)deg K’ K]

i=1

= (L ewr(@IFh : KDIK' K
i=1

= vp(@)()_elFp : KK K]
i=1

= s()_elFp, : K)

=1

= s()_eilFp, : Fp[Fp : K])

1=1

= s(i e;.fi)deg P

=1

= vp(z)deg P(Z ei.fi) =[F': K(z)] (B.4)
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Temos também que [F' : K(z)] = [F' : F|.[F : K(z)]. Mas, sendo P o tnico zero de £ em F, temos
que

[F: K(z)] =vp(z)deg P (B.5)
De (B.4) e (B.5) obtem-se que [F': F]=Y"", ei.f;.
0
Coroldrio B.1.10 Seja F'/K' extensao finita de F/K e P € IPp. Entdo:
(a) |{P' € IPp;P'/P}| < [F':F].
(b) Se P' € Py estd sobre P, entdo e(P'/P) <[F': F) e f(P'/P)<[F':F].
Dem. :
(a) Sejam = #{P' € IPr|P'/P} comoe;, fi > l,entdom < Y I“,e.fi=[F':F|.
(b) e,-,f,- > I,Ze,-.f,- = [F’ : F] ——g e,-,f; < [FI : F]
a

O préximo resultado nos fornece um critério de irredutibilidade de polinémios para corpos de fungdes
muito atil. Alids, no caso especial em que F = K(z) é corpo de fungbes racionais, tal critério é conhecido
como Critério de Eisenstein.

Proposicao B.1.11 Considere o corpo de funcies F/K e o polinémio
HT) = anT" +an T '+ ... +a1T +ap
com coeficientes a; € F. Assuma que eziste um lugar P € IPr tal que uma das condigdo a sequir vale:
1. vp(a,) = 0,vp(a;) > vp(ap) > 0, para i=1,...,n—1 e mde (n,vp(ag)) = 1.
2. vp(ay) =0,vp(a;) >0, parai=1,...,n — 1,vp(ay) < 0 e mde(n,vp(ag)) = 1.

Entao ¢(T') € irredutivel em F(T). Se F' = F(y) onde y é uma raiz de ¢(T), entdo P possui uma tnica
eztensdo P' € Py, e tem-se e(P'/P) =n e f(P'/P) = 1.

Dem. :
Consideremos a extensao de corpo F' = F(y) com ¢(y) = 0, entdo [F' : F] < deg ¢(T) = n, valendo

a igualdade somente se ¢(T) for irredutivel em F(T). Seja P' € IP extensao de P. Como ¢(y) = 0,
temos:

—any" = a0+ iy + ...+ ap_1y"! (B.6)
o se vale (1), temos:
vp(—any™) = vp(an)+nvp(y)
e(P'/P)up(as) + nvp(y)

min{vp (ao), {vp(a;) +ivp(y)/i=1,...,n—1}}
min{e(P'/P)up(ao),{e(P'/P)up(a;) +ivp(y)|i=1,...,n -1} }

I\VARAYS

Mas entédo, vp: (y) > 0; caso contrério, teriamos uma contradigio e assim, n.vp: (y) = e.vp(ap), € =
e(P'/P). Como mde(n,vp(ag)) = 1, entdo nle; logo, n < e. Mas, como n = [F' : F] > e, temos
que n = e, e portanto, f = f(P'/P) =1e ¢(T) é irredutivel.
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e se vale (2), temos:

vp(—ap) > min{vp{any"),{ve(a;) +ivp)|i=1,...,n—-1}}

Mas, como vp(ag) < 0, temos que vp (y) < 0, pois parai = 1,...,n — 1, vp(a;) > 0, e dai
e.vp(ag) = n.up(y) e de novo temos nle, e como em (1) tem-se n = e, f =1 e ¢(T) irredutivel.

a
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